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INTRODUCCI 0 N

Dada una. superficie de Edema= compacta M, siempre se

puede encontrar un isomorfismo con una curva proyecti

va. Si denotamos por g al género de M, podemos divi."

dir en varios casos.

Si g=0, la superficie de !imana  es isomorfa al espa-

cio proyectivó de dimensión 1. Si g=1, se trata de --

TRR superficies de Riemann elípticas y éste es todo

un campo de gran interés matemático en si mismo. Así,-

pues, consideraremos que 02.

La manera de realizar una superficie de Riemann comL

-pacta M como una curva proyectiva es vía las seccio-

nes de un haz lineal holomorTo ( siempre y cuando el

haz tenga "suficientes" secciones ). El primer candi-

dato será, pues, el haz de lás 1-formas holomorfas, -

el cual nos dá un isomorfismo excepto en un caso espe

cial, que es el de la s su perficies hiperelipticas.

CC= primer objetivo estudiaremos estas superficies,-

estudio cue desemboca en el teorema de Clifford, que

no solo nos dá información sobre las hiperelípticas -

sino que nos indica que la realización de una super-

ficie de Riemann compacta como curva proyectiva tiene



severas limitaciones en la dimensión de espacio pro--

yectivo donde se encuentra con respecto a su grado --

-como variedad proyectiva. Volviendo al morTismo canó-

nico de una superficie de RieMann compaCta general

( ésto es, la supondremos no hiperelíptica) nos inte-

resa describir la curva imagen como variedad proyec-

tiva.

El Teorema de Noether nos dice que toda la información

proyectiva de la curva canónica está en lás potencias .

del haz de las 1-formás en M y finalmente el Teorema -

de Petri nos describe esoecificamente a la curva cenó-

nica como intersección de las hioersuperficies cuádri-

cas que la contienen. Esto es, la curva canónica se

puede describir usando las 1-formas holomorfas cuadrá-

ticSI en M que tienen dimensión 3g-3a

El tema de esta tesis fue propuesto por el Dr.SSayln

Reeiliast investigaddr del luStituto de Matemáticas de

z. la U. N.. A. M.. Agradezco al Dr. Recillas su: valiosa

ayuda en la preparación de este trabajo;, así coma en

mi_formación académica.



CAPITULO 1

En todo eSte trabajo 	 denotará una superficie de Ríe

mann compacta de género g=2, %C el haz canónico de 14 -

y si t es un haz lineal holomorfo l d(Vdenota la gavi-

lla de secciones holomorfas, r(g): einvIc tal) 0 (1))

y C(I)la clase de Chem de/ .

I.Superficies de Riemann Bicerelípticas.

Sea r(140(0) el espacio de las diferenciales abelia--
•

nas sobre M. g cada p M le asociamos el siguiente sub

espacio

r t	 r(M,e(K)) 1 IN c	 0 5

Ahora, sea Va= hl ih j 111 * " 1 VpChl II 94" k riCMPC11))/

donde 154)denota el orden de la sección h en p, y con-

sideremos el subespacio

1;1\1 RhseuMVIN) 	zIk‘ PO4, O C/41 h(P5* °I

O sea que r; consiste, precisamente, de acuellas dife

renciales abelianas que "pasan" por el punto p cuando

menos'; veces. Luego tomemos las diferenciales abelia-

nas que pasan por p cuando menos Vi veces y obtendre

mos el subesoacio

rs	 1 h «	 1 vp < k) � v31

Donde V
3 
es el mínimo entero tal que 114 pasa por
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cuando menos 15 veces y 111101.

siguiendo este procedimiento obtenemos r;)....st?.

Dada la sucesión de espaciosr ps" • s	 se puede obte—11r1

ner la sucesión de enterosreí>)I2Cp) de la alguien

te manera. l havA	 mle asociamos el valor e=stilla	 y

a rt . le asociamos el valor (e) g i

kla sucesión lat t.le1 C ••<; ,( 2 2 le llamamos la sucesión

de huecos de Weierstrass.

Definición . Definimos el peso de Weierstrass de un —

punto peM como

tO(r)::E?(EIZ(fIS'41)
[ti

y decimos que p es un punto de Weierstraus si coco> O.

Definición de superficie de Rtemann Hiperelíptica.

En caso de que e 13 decimos que p es un punto de Weier

stress hiperelíptico y si todos los puntos de Weierst

rass de la superficie M son hiperelípticos diremos --

que M es una superficie hipeelíptica.

Interpretando, tenemos que una superficie es hipere--

líptica si siem pre que exista una diferencial abelia

na que pase por uno de sus puntos de Weierstrass, pa-

sa por él cuando menos dos veces pues Va :: c.-I.

Un resultado importante es el siguiente

Teorema 1. si M es una superficie de Riemann compacta



de género g, entonces

Z. tu(t)z(rt)% (141.)
Pa,"

Demostración. Sea	 itIro 600) una base para el
á

espacio de las diferenc

1

iales abelianas sobre y sea

1.1

Si 04 ,74 es una cubierta coordenada de M, entonces -
para cada Zit (gt)Ge tenemos

1.1.11(141)
I, usa

donde cada héz4)es una función analítica 	 t=13...)%.

y en los puntos en -grll tenemos que

k (2.4) kgs (Zip)

donde Ktr (4) -4121 /Jz4 . Así, derivando(I.1) p obtenemos

1? (;)= (171/41 ;11/42 0<-40.0) 11 (zel) n 1/44#% 	 W(94(5)115)
donde(s) es una función holomorfa . fi general

SII (Z4) : k:14. 3. (2e) km(zt ) 4(4) h(94)(zp 4.... 4 (4) ti (Zr)
definimos ahora la función.

14 (14) =	 1.(7.4),...)(V)(z.1))

que es holomorfa enktnt ) y (lea/tenemos nue en 11.(n13

dx	

1.11.1:.)..: ( 45.o uf
<5 . (5 )(z,) z iskt ez )

k4.e (y %	 cz
t	 e t

o sea que las funciones p..	 11(3/4)	 definen una sec-

4.alón del haz lin.ealkV$ . Como el grado del divisor

de una sección de un haz lineal coincide con la ola
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se de Chem del haz, se tiene:

vp r%) T.: e C K11- ' 54 ) st(t (1-0/z ) «10= CA-4)84+11
PO4

Ahora, si aplicamos una transformación lineal no sin-

gular a h 	 se altera el valor VF(/) , así que podemos

considerar que Vp(kz):: Pi CP) —S.

deal un mapeo coordenado local tal que itelses entonces

la expansión de la serie de potencias de la finción lit(y)

empezará con un término de orden 14:71 . De la misma -

manera los términos de menor orden de la expansión de

la serie de potencias de 1(Z.) provienen de

[tal (t,- 1.) Z" • • • (t-t)-i--(t1111)11rdant 

ze( 11.1) 251-t •	 ) s . C1/41 4 Z•efl

•

Como este determinante no se anula y como cada monomio

de su expansión tiene orden ( e► i)i. •• 4 ( 1
ia
-9 w(P) , se

tiene que su orden total es precisamente 1119st* on lo -

que queda demostrado el teorema.

La sucesión de Weierstrass está determinada univoca--

mente para cada Delil y se tiene el siguiente resultado

Teorema 2. Si consideramos la sucesión de Weierstrass

en 11±1 punto p m , entonces
Y ( r):: V41 -* 4 t

o Si V e s
t') r(r)

e% caso

(tuteo

eow+Ytrlo
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donde X denota el haz lineal de clace de Chern 1 que

lene una sección holomorfa global cuyo divisor es a

precisamente p .

0 Existe una función 	 meromorfa en La superficie --

cuya unica singularidad ea un polo de orden preciáa,

Mente Y en p si y solo si N11 es un hueco .

: Demostración. Sea	 base de rO4PCK))

sara
Con lyk¿S tejr1 . Por tanto la matriz (11 (0 ) IINO	 )

es dela orma1f 2. .., et	 et+1,	 e5

400 0 . . .
.,. .. •	 . • •41\

.	
• • •	

.,-.
n•n•

	

4	
••••••
~á

a•M•	 • • $

• • •

O	

1111......0

ww•n•

Donde ak indica una constante diferente de cero
si concideramos las primeras V columnas de(:01a matriz

asociada tiene rango e a 1 el 
/t 101

11;
Como 0(1 In en etos por Riemann- no ch que

(r) v- 1 414 yckt")
Por otro lado , si 41 ,.. . ) 1	 forman una base de nmo (1f5)
y y No ct» es tal que 1%) 3 1• ?	 , entonces far 411la  

forman una base de Ih * rcm,enkm	 1(ts' t 1 . Y	 - 	--

por tantoy 0( 17	 II 4 reM )	IC) Dck) � p

Pero :140..(10 significa que



k(?) r,	 C1 t‘ t fp) r. o

jar -1 -•

sl•
tel.P)	 eJ On LO t°tiSjet

decir «ir-39 be anula por la matriz y por lo tanto

, ,ste , así que se cumpla N) .

a ver(b)tomemos gG r(.%J 6( p 	 p1) , • rok Kr)) , en —
nces tenemos que 1/%'' es meromorfa y su única singu-.

ardad. es un polo en p de orden a. lo sumo »..Inversa-

ente siempre se puede realizar tal tipo de función..

Así que d(h )coin_cide con la dimensión del espacio de-_ P -

las funciones meromorfas cuyas unicas singularidades -

son polos en p de órdenes a lo sumo), .

n e•V  111•••&
5i.nol ea hueco, té )11/4 )+Iy debe existir una función

meromorfa cuya unica singularidad es un polo en p de -

v	 bir
orden precisamente V . Vno es hu.eco,./kpaY e donde se

sigue que si tenemos una función meromorfa cuya única

singularidad es un polo en pe de orden a lo sumo Y 1 . de

hecho es un polo de orden a lo sumo y-1 . Con lo que que

da demostrado el teorema.

Antes de proseguir, notemos que del teorema 1 podemos

deducir que existe solo un número finito de puntos de

Weierstrass así como que no existen superficies hiper-

elípticas de géneros 1 y O.

Del teorema 2 podemos concluir que el conjunto
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11.•

L 0,,41) Y- 1 4 I- )%' (1.4)
Y-t

tul	
itt

y el peso de p es

cut	 z 1/2 

M

cer:041rth ›;,(IL41")%:4'r	 (54.%
=1

Ahora, comoU .0 es un hueco, se sigue que ;Ir-Xt L ztrj..

de donde 2.Z. 44( Yr< ¿ di' 121-1 4Y 4 ('c-t) 4(2 %- 1 ) 4 1 :: z(j4Y-1)

Entonces dela, 4	 ry-t

L atit	 iv)1/4 +Y) 1(54 Ç-‘)2- >1 s (14 1(-. t) (53-Y4-1)rop
tCA't.,

o. sea que	 COCOS 14 Ser1) i k ( IC- 1 ) (\r-z)

Como »I, se sigue que el máximo valor da W(P)es %4. (1-1)

que se obtiene precisamente cuandot.t, es decir, cuan

do el.punto es hipeelíptico.

Para la segunda parte del teotema observemos que

COCO )4/2. % (r) •-• V2. 7- (Y (te) -1) ectrIn

tEIA
Si N=2(141) ,entonces	 (Y(p)-0 C'e(?)-2)--: O	 pero -

como todos los términos de la suma son no negativos

entonces para todo punto de Weierstrass se debe te-

ner Y7:2.

Definición. Si M y N son dos superficies topológicas

de dimensión 2 decimos que una función continua

;:	 es un cubrimiento ramificado de r hojas

es un cubrimiento local ramificado y si pava

todo qIN
(04(p)4-i) =

I pont fro=9 1
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weV ynothum5 es cerrado bajo adición.Por lo tanta

-Yes el mínimo valor que no es hueco para el punta',',

y V es un hueco,V<V, entonces wr, es tambien un . -.—

hueco puesVgweve.G sea que si pes hiperelíptico * --

los huecos no pueden tomar valores pares pues si Ité,z1N

1ns, tendríamos querraen-iyasí eventualmente llegarí-

amos a quellly por tanto r=2 sería un hueca.Asi que si

p es kliperelíptico,sn sucesión: de Weierstrass es 1,3,

5,...,2g—l.

Y ..por laLtanta su peso es

CQCp) = th

De hecho tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.,Sea p un punto de Weierstrass en una super-

ficie de Riemann compacta, entonces

1 1 tu tp) 4 Vz (%-i)

retne)41q4precisanente cuando p es hiperelíptico.

Si t4 es el número de puntos de Weierstrass, entonces

2 (VI) IN � Cy l ) es0144)

Siblin, entonces la superficie es hiperelíptics.

Demostración.SeaM)1 el mínimo valor que no es hue-

co en un punto p de Weierstrass, así_ los huecos se --

pueden escribir	 la forma

t bvt	 t4>ter

El número total de huecos es

(.(21 .	 >4.=°.›/.3— ')O
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donde G4(P) es el orden de ramificación de •P en p .

Teorema 4. Sea M compacta de género g, fe 1.1

un haz lineal complejo de clase de Cherneffiar. Enton
ces si ;03.14 r1041 0(n )	 son dos secciones rue no -

tienen deros en común, existe un mapeo analítico com

plej o canónico

(4.. 1 4)A :

que es un cubrimiento ramificado de r hojas con orden

total de ramificación 2 (14Y-1)

Demostración• Sea itsiVa,Z4 1 una cubierta coordenada de

M y (54 )Erem,04) un cociclo representativo de 5 .-
T,as secciones fi: se representan por las funciones 44:4(2.4)

41, 4.(14 (0)c ( i.).r c. EFI) si p€Vany . El mapeo -

•••n••••*7

44(24(0554ta4(e)))
es complejo analítico y coincide con el mapeo respec-

tivo en 15 47 quedando así definido un mapeo analf-

tico 1 : 14--a1P1 
que es cubrimiento local de Ir . Tomemos

ahora 4 1(a. y A l ) E	 péM, entonces Pp).:Aprecisa

mente cuando a, t(p)-	 Cp) e o y así tenemos que los

puntos 14M tales que {(1), qq son precisamente los
ceros de la sección k 4de-4j,

Ahora supongamos que T( 11):( y que

cideramos las coordenadas locales

4 U' CM, 419c1) .

4, 4:0 entonces, col
,	 %J.

no homogeneas de1r5-

donde e
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el mapeo 4 se puede ver localmente cerca de
4„, (z4ceN)P t—h)  4
114 CZ,<CP1

y por tanto

o4cyl	 4.4 /4,4 t t V15. ( kit /4,114)-1z Vpz(h4N.

)4.0
%ir= C (SI a 1:Vp,) = l. (°# C

Así que 194--/Iit es cubrimiento de r hojas.

Ahora introducimos las siguientes funciones

	

'14 (2-A= elit 414 (Tm)	 ti (41.1-\

	

y:4 (24)	 402 C Z.4)

analíticas

41C p1 o, o4 c »rol, C t4 4.4t 	(- I4	 ) Vp C 14) .

Lo mismo ocurre en los puntos dondattp)30. por lo tan-

to el orden total de ramificación es el orden total -

de las funciónes dA . Tomemos ahora p é IT.I.n3 	 en.ton-
ces

tw. (24 (p)) r.

Y Por lo tanto

mz4 C tic (Ze C r) )* -ryt (atCri ))

I(4 (I.) 45. CZ (0) 4	 C	 .t. (p)))

Ár 	41	 t	 1 f

el et (jet tpt K.4e (r)
ca 

Cp)	 (2, CIAN

de donde we oot y como

És s 104 CIA= 2_,Ye	 Cid ) a (Y 4
PON	 pot

hemos demostrado el teorema.

Corolario. Si 5 é Wichstf )e tal que ctlytynkin entonces pa

ra 40) .1 E rOt1fr(5)) linealmente independientes, existe

un:mol-flama analítico



n

.1= C 40 1	 :	 TPL

ffnl
que exhibe a M como• cubrimiento ramificado de ll' de a

lo.sumo r hojas.

IrS
Demostraciónadl xi_ 1111 ea un divisor- de los ceros -e t.,

en común detyll y I G NPQA, con.141 t es tal

quel4= 11 ,entonces {,/4 5,41'1 son secciones de 1

y no tienen ceros en común y así

es cubrimiento de C(14 )z les bt	 hoj as.

Si notamos que 05 no se anula fuera de los puntos de 3)9

tenemos que (40/€5 t /ID y (40,11 ) definen el misma ma-

peo.

Ahora podemos caracterizar a las superficies hiper--

elípticas..

Teorema 5.Una superficie de Riemann de génera g 1 es

hiperelíptica si se cumple cualquiera de las dos si-

guientes condiciones.

(i)La superficie tiene un punto de Weierstrass hiper

elíptico.

Calla superficie tiene un haz lineal holomorfo con

CCOr.1 VC15.1 •

Demostraci6n.(1)=>(ii).2énemos que si pes hiperelía

tico,	 11por el teorema 2 9 0(15.y como &1p 	 9 tenemos lo

a-
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falseado.

41ii=5(i) . USando el hechhde que mley el corolario

anterior, tenemos que M es cubrimiento de dos hojas de

r.lhora, como cada punto:de ramificación tiene or -

en 1 y el orden total es 2C1+4.) ,por el teorema 4,t1

amos que existirán 2(%41) puntos de ramificación.

MPaeral si ;:m'I1P 	 es cubrimiento de r hojea PeM

e punto de ramifiCación de orden 2,-1, entonces r na

es un hueco pues fc0et s puede tomar como el punto

infinito de e

	 se:

 medio de una transformación pro-

yectiva y la composición de .1 con dicha transformación

ea una funcidflertiorfa cuya unica singularidad es un

polocen. pYde orden r«Per la tanta por el teorema 2,,

tenemos que r=2 es un valor que no es un. hueco y to-

-dos los puntos de ramificación son hiperelipticos.

tDe acuerdo a laanterior, tenemos que las superficies

hi perellpticas El son precisamente aquellas que satis

facen cualquiera de las siguientes condiciones (recor

dando que g 1).

a).. M tiene un punto de Weierstrasá hipereliptico.

bl. M se puede expresar como cubrimiento analítico ra

mificada de 2 hojas de la esfera de Riemann.

e). Todos los puntos de Weierstrass de M son hipare--
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di. El número, de puntos de: WeiersN -brasa de lit es el

nimo, posible.

Obeervazda, que 144c) puesta que los puntos de randfl.,
catión, son pinitos de Weierstrass lriperelipticoz y que

son- 2C,1+1.) de ellos, o sea que de acuerdo a la fónaula

del. teorema 1. son todos, 	 puntos da Waierstrass po-
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CAPITULO II

ma% propiedades de una superficie da• Biemann compacta

se reflejan ea propiedades geométricas da allívariedad

jacebiana asociada (C131» en este capítulo traducire-

mos las propiedades anteriormente descritas yfse ob-

tendrá para tetas una generalización.

Usaremos la notación de awning (0)), esta es,LIF de-

notará el producto simétrico de M r veces, o sea, el -

conlunta de divisares positivos de grada r, ,101 la va

riedad lacobiana de M que se puede identificarrde mane

con /5,ce (MQ(liaces lineales holamorfos da cela

se de Chem a) y- T: Ml_-4P 3(M), la irisación natural ateo.

ciada wamm punta base PD que swpondremoe filo en: todo -

In que sigue.

1.81 Teorema de Cliffor& 

DefinimosNily.m4041.Equivalentemente se tiene que

vir .alt &Box\ 1 Y C1 t r›:) l 5	 -Jon) st 1-A

Definición. si_S,T son subconjuntos de 3(M); defini-

-54-sIscS5

544 r.Sato lSe 51

i	 sc S 14.111



us.Jo.4)11"4u SS= n (5-1.)

Algunas propiedades 118* rtantes son las siguientes

Wr 4 Ws a WY+ S	 5$ • Sko

W e VI( V45 •C
	

5% ovet 511-1

Ahora podemos crefinii-rv• en forma, natural

ti S c elet cret)	 Y (1 / 1 )1 V 5

Así tenemos la cadena W.,,W20•• de divisores: positivas:

especialea.

Taz:tibie= tenemos lao siguientes propisdades

Wig. : Y/1.1141 e -n 111.1,-1

Wv

Y4 5	 y

y. SW 
o (ws-w%)

5

s t

5t

y , 5

v >	 41

5tV-.1.1

Ademes tenemos que- si vsr-121-1 a v Ilas	 entonces

Wy.44 => 2 fv-1)Z r

/a. casa de que 2 CV- I ) = Y* , tendremos que Wat..2. consiste

de in sola punta 4 tal que 941y., " WVal. •

Par la tanta si. 25 y11 tenemos que a bien W
!Ve.%

rj 41 o

bien Wv 
-z 

consiste de exactamente un punta..av

EnUnCiaMaS ahora un: resultado importante.

Teorema- 1.. laa subvariedades Wr san subvariedades ana_

liticas de ,T(19-btales que

v--2942	 si 2111 & •e& 3'5..

Consideremos a. una superficie de Riemann hipereliptica
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M y sea0:M-►,14 el automorfismo hiperelíptico. Sabemos

que los divisores de la forma F+Op , pt1.4 , son e--

quivalentes. Por lo tanto 97 0,49p)= ?l'Uf + con .-.: e

para cualesquiera 151 sigt	 y así llamamos a C el

punto hiperelíptico de 3(M).

Una manera de enunciar los resultados del capítulo

es la siguiente caracterización; 111 es hiperelíptica

si y solo si <Fp . Además en este caso IN:1-.1d'

un resultado directo es que si LI es hiperelíptica, en

tonces

Ivn W r z v 2v 42 5 24w6 Y 5 1-1 .

Es decir que se alcanza el máximo de

Tenemos rue , de hecho, las superficies hipeelípticas

se caracterizan por alcanzar dicho máximo y un resul-

tado oarcial en esa dirección es el teorema de Cliff-

ord que enunciamos a continuación.

Teorema de Clifford. si wv	 * +	 para alguna
V7-.2.

I) tal que a <v5 2 - i , entonces M es hiperelíptica.

lo que se hará en este capítulo es demostrar la caras

terización antes menciónada o sea extender el teorema

de Clifford.

II Teorema de Clifford Extendido.

de tiene que Wr e 7C PA) es una subvariedad analítica -



regular de 3(M) en todo punto rue no r eaté en Vi:

I é st .4 y-1	 (C33 )•

Definición. Si V e 504)es una subvaridad analítica

de JIM), llamamos a los puntos de V donde V es re-

gular, puntos regulares de V (RCV) ) a los demas --

puntos los llamamos puntos singulares deV (43(V) ).

Definición. Si l: C.411'4)es el es pacio cotangente en x

~4. ,
definimos tx	 ) como el subespacio de i x 1.3(14)

formado por las diferenciales en. X de todos los gé-

rmenes de función analítica en. It	 en I(V) . El dual

de l x CV) es el subespacio lineal lx(V) G 1 )1 (304) \

y lo llamamos el espacio tangente a la subvariedad V

en X , la dimensión de ar»C.VN se llamará dimensión

de encaje de V en el punto V

Teorema 2. (a) *03 (Mly) r:	 si. 1 SY %—%

(W	 CZ 94	 /IV son tales que W es una subva

riedad analítica propia de 3(M), tenemos nue V44CASCW1
v

además Vibj tiene dimensión de encaje % en cada punto

X4 Wvarl
v

Demostración. (a) Ver observación al principio de esta

sección.. (b) sabemos que WV"—	 G C IV* Wo)—

tomamos X 4 Wiri por lo tanto x t Wc Wp C 'yr y si-

PI	 t»\



la

X 4 So<	 - ytej

en una vecindadd.da K que

. sea función analítica -

se anula en Mf;.,por tanto

.r ( X 4 "C	 S•Cg)l= o	 , si tomamos a p y ei

suficientemente cercanos podemos considerar a 4 iden
ticamente nula como función de 1 y así di4.019=oen tér

minos de un sistema de coordenadas local cercano a -

p. Ahora, 1110 tiene componentes <tp4 y las diferencia

les abelianas 4vt (Z•N dz = wi Ca 	 son linealmente in-

dependientes, así que los vectores Vic io, pe m y gene-

ran a todo el , por lo tanto ckt /z, o , pero como ésto

sucede para toda f analítica en una vecindad de x

que se anula en tvl tenemos el resultado deseado..

x6 V44*.W ty. ,	 la fibra gc bc) ea una subvariedad -

analítica compleja de 	 analíticamente homeomorfa

a spi (E s) ). Por lo tanto los.püntos de 9115Ose pueden

ver como divisores IN».	 N.¿” y puede pasar que -

sean de la forma	 P,(1)4....9%(.4N 4	 +...

Proposición.	 Wgt c 44:_

Demostración.. Es equivalente a demostrar Que W5_1

C Wt e ws	 . Tomemos X4 tC y entonces _

X-9104%.Para toda p4 101 y sea CUE Weit así

(LO IX) - r(P)	 + ek- 9< p)) c Wt 4 W.5.2. 11 14/5-1.
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por lo , tanto0,4%1<r es decir xt Vys e>

Podemos descomponer Jr= )114 11:, 11.14Wt 4•- • + g.)«.w.0.5

claramente ala:: Vi 7, la descomposición es única

De esta manera si llamamos a la subvariedadW Vic-Vié

la subvariedad de puntos huecos de ile y a su comple-
o

mento lo denotamos porVia , tendremos que cualquier

punto x Wiy-Ws4r se puede escribir en forma única --
O

como	 1‘. 4X" con CE IN: y x ségets para algun Si; además

le r. y< fl.„ 4 u. Pr.) para , un divisor único P54 1 +••• + Pr

c 
Mcv-s) 

por tanto: xlsENV.,m4-442,e..% pues de lo contra-

. . sirio si	 ?fi:1 l jzt Si-1 3-7r 	 x"- ycple Wy_s_ it 3r Xea sería de

la forma re p) +.5”5+tf•-+ 7r) da donde pzg para algu.

na	 r. 531...3Y.

Los puntos. lo ••• S Py - son precisamente aquellos p04

tales que x-ycp) e 14/1. 1 pues
1..:

X-	 c	 = + x"-50eplz x' (rpst+ . • .+Fr)- P(p) ) E 11/51.4-Ww3,5" "uf

Teorema 3-Sea x WZ.- Wel 7 1 4 4. 7 , donde y: v i% 4 x11irv2
3	 3 3

A Vnirws • sea yterdondece),Sy(fisp/5211Sy(ritrdoade

•lter) es el haz lineal asociado a algunt divisar en

la fibra 9
.4
()6 -Entonces para poI ht tales que	 C/511

x- m'o sean regulares de Wy g, tenemos que los aspa

cios tangentes C %fres ti	 ( \Me—,
1. (PI)	 x-Vcpt,



o bien coinciden o bien se intersectan en un subespa-

cio lineal de dimensión	 s"f -.3 4 %<-5

Demostración. Por ser un gru po de Lie en una variedad

jacobiana se pueden identificar los espacios tangentes

en diferentes puntos en forma canónica. Lo mismo ocu-

rre con los espacios contangentes pudiéndose, además--

identificar con r CIA ) eh" .

dea pe tal que X- ?CP.e)	 es punto regular de Wr_uenton

Yc	 15ces existe un único divisor positivo D• 14	 tal —

cue	 `P (P¿ + Pi)	 y el espacio tangente 	 en X -90c)

cf CR. )	 se puede identificar con la imagen de la di

ferencial d
	

en el punto jk m cr-4)
	

el dual a —

dicho espació es e. c 14(J(10) definido por

	

1;1 =Ice..1c r( 4 ,em ) 1 be»)	 'Pi 5
Por una demostración de este hecho ver (Ca) )

1.
Nótese que clivn Li z gr<41 y por Rlemarua—Eboch

t..	 r<41	 y cono u"	 1-1)4
.Dzitiaz	 pz+tz

141mos, pues que	 1.-	 Lift
D4: 4' PL	 Dr.

Y así, 
T„-Tc1) ell-X-r<TO	

es el espacio dual a

1:14 	 Leil re LitDr/pf	
L# +

Por tanto

49"A" Cx-	 ^gcr,)	 - x-y 	 eti	 (

	

m	 14, + 1-	 )4T	 D2.

z c 
- Glthi	 dim	 + chwi	 Clva

( C-1. -1 4- atm (eto r‘	 )
1	 4

, tene

Un )
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di los divisores ?I +	 >	 4- 92. son distintos,

términos comunes se determinan por la descompOeicióni

así que fil vDt aW4.a l pt4Dr.D:4 1)" donde

no tienen puntos en común y donde	 no
5.»

tienen puntos en común y donde	 s- I •
jd'i	 2

n

	

4

•

 tu« Pcg,800 )1 poi)) 4.1 + PI ' 	 C(4•Ó	 k { Pe }

toc rustie"n1D tu>) D,'4 D:4 DI)

Aplicando Riemann-Roch

	

d ►wx(LI n CID) y	 .*1)

	

y	 c	 S") 41-1-Y-5

quo sustituyéndolo en a/Maus dá el resultado:.

	

Teorema 4..Para cualquier puntonWty-43 1 éVf. 	 wY=YNX:4

deartiOses) ,PW"divisores positivos tales que Sotp1-2‹

y cItti) :: Y? . Entonces la dimensión de encaje de ----

no es mayor cuey(Ñ •
D

Demostración. Escogemos puntos tales que X-50(13) ,

X- VePt.)	 bean puntos regulares de M11..., y se si

gue que

T Cw2 )c T	 (W	 T	 `Vra.')
" 	 x- VcP,)	 Y- 1	 •4.-.(114)

Entonces

L.
4 	 I*

n fa)
A 2

Por lo tanto

áuy,Ts(wt.)1x(515")-14V-5

Por el teorema 3.

Y(	 /.7),)4Y%- 5 - 3

Y -
El siguiente paco es demostrar la generalización del
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Teorema de Clifford.

Teorema de Cifford Extendido. al ch,„1,4 	 arr-2.9 2. 5

Y /2, 411	 er 4	 para una superficie de -

Riemann de género g, entonces esa superficie es hipere

líptica.

Demostración. si Aviv% \I P:- n s(-2V42 )9 , 1-• usando el --

hecho de que
t

Iwt NN 4 Atm n' y-1

y de que a‘ +'^ Wv.4.-1% 4 Ì -av 43 , se sigue que

á WN w	 r—isr-2.043
r—L

Nótese que la hiótesis del teorema es esencialmente la

misma que (11.2.) ( excepto que se reemplaza v.1 ) Y-I por

y lit	 - respectivamente) Por lo tanto es suficien-

te demostrar el teorema para N).--Z •

supongamos, pues, que ciwn SNI;rtY-2 5 2 5 .1"4 % Z

tenemos los puntos de 	 son puntos huecos es decir -
.2.

. .941; W14-i 4 W 1	 Y d "7" mí Y-1.1	
t„
" sr-St r'S	 como

tw, Vitv-1

que es, de

porY . si

petimos el

Por	 tenemos que chn"	 "t-3

nuevo, la misma hipót es iS reemplazando r4—

Vitirm consta de puntos huecos solamente, re-

argumento y así llegamos a que o bien

y por lo tanto sivt 4 cti y la superficie
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es hiperelíptica o bien

caso de que esto último

o
W:t51 para algún índice S . En

ea,
sudeda, tenemos xl VS regular,

donde dtwttulzr-2. y/4 Me° tal que 91<10)=X, del Teorema 4

se sigue que C3l vvIV4: 4/047x(Wt)n(1)-3 y por tanto
/Y(1) ? 5+1 • es decir I

2
 € W25

54 
nsjilD Y Por

el Teorema de Clifford se sigue que la superficie es -

hiperellptica.

En este momento procede a dar una descripción geométri

ca de las implicaciónes que tiene el teorema de Cliff-

ard para una superficie de Etiemann compacta que no sea

hiperelíptica.

debemos que toda superficie de Riemann compacta /á se -

puede realizar como una curva proyectiva irreducible y

no singular, esto es, existe un morfismo analítico
,nct

7: 14 -4 1r de rango máximo en todo punto cuya imagen -

4* (04 ) es una curva analítica y por lo tanto algebrai

ca por el lema de Choro cm 	 )

Vila manera de hacer ésto es dando un haz lineal/ tal

que tenga suficientes secciones y que éstas separen pun

tos y vectores tangentes. Esto es, si Yn Y( g.) 7 entonces
t. fr.,	 e/

para cada py i E M debemos tener Y s	 Y-1 y Y(1‘
P 

t

Y -2. y en este caso si i...rf es una base de WCM 1 9(J))

la función	 M	 ira( C) y p	 C �:CP):••••) 4CP))
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nos define a M como una curva algebráica X de grado

C)).

Entonces el teorema de Clifford nos dice que el grado

de una curva X es cuando menos el doble de la dimen--

ción del espacio proyectivo donde está sumergida.

Un problema alán no resuelto es qué tanto mas grande es

r.e. para una superficie de Riemann compacta U de"tipo

general", cuánto valetTlanl. En el siguiente capi-T

tulo trataremos de dar una descripción mas detallada de

este problema.
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CAPITULO III

Por ser' mas natural desde el punto de vista geométri

co y usaremos de aquí en adelante el lenguaje de divi

sores, recordando que siptx¿I es un divisor en My,
e>. 61tn

le corresponde el haz lineal 3 2 5 ••• Sph y que podemos
.9	 Pi

identificar de manera natural al espacio vectorial -

u 9)y/ CE itcm,»01 <04D ko con PrOsty 8Cion ,, o sea -

que i(9):1 don 1.0)= Y-51.05 .. Observemos que C C kt)

I. El. Indice de Clifford. 

Empezamos defini endo• el índice de Clifford del divi-

sor» en M como

Ze CD)r.	 D -2 l(b) +z.

Proposición 1. di 3; y De_ son divisores en M, entonces

(al ie D y 4 D2. - 1), :Os) 51 # ie	 'Uy) t te 0:0 }i,CULI

(b) le(Dt,(Z,D„))	 i t (D,1

donde x, es un divisor canónico y C ,P,)es el máximo

común divisor de D, y DI «,

DemostraciÓn...(a) Como eb, ,Dst)IA: y ta tyZa tenemos que

	

C	 L CD,44)2 — CD,,DL))

Por otro lado

	

L.0	
L.CD,IDzs

ya. que	 /..(ty)(1 Lapsi y solo si-D(4)1k por lo tan

tó si y solo si -,4O.�, (4,1/2.), es decir, si y solo si

.4E Lcv,,z,),
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De lo anterior deducimos que

(1),4 1;.- ( 1,111:12)) Á, (DI ;DI) 2. 4 cela) t (4,)

y sustituyendo en la fórmula del indice de Clifford

demostramos (a).

(b) Libando ffiemarui-Roch y el hecho de que

ortD) t 3/40 (2,--D):	 (z) =z41-2,

obtenemos la fórmula de Brill-Noether

1. e (b) te.	 -D.)

Sustituyendo en (a) Z,-P por	 obtenemos

te (74+z- D,-( vi z.- D1)) iat e pu 70-Di) te (D,) i ie CZ-b,)

como por Brin. -Noether tenemos que

z-D1 )) r. ic (DosZ-D,)

concluimos que se cumple (b ).

Teorema 1. (Clifford). sean D	 y D# divisores no

negativos en..M tales que D a D'Isla,	 y p (f)) 15-1

tonces <la CD ) 2 *	 y 4 cb):: o Solo si bro a menos

que M sea hipereíptica.

Demostración. si o , entonces VO):1 y it (b)zo $i

cy, (o=	 , entonces i(D)=.1. y ¿e ( D) a 1

Si 5st (0) .12., y te.(010 , entonces Q (D)>f. Y podemos

considerar que (D,V) es no negativo y le (D, D4 i< liv(p)

	

Y Por la proposición 1(b )1 Tenemos oue te CD,	 t ¿e CD)

Aplicando inducción sobre Irt(D) llegamos
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a que	 (D) 2 O

Ahoera veamos la segunda.parte. Si ckiC01. 2 y ¿cebo ,

entonces nt»	 y M es hiperellptica. si 11,(1)»3

= o	 , entonces VD», y podemos conside.
rary por tanto, que s irt(D,b41) y(D) .. Tenien-

do en cuenta que teCD, 1)41) tea>) is D , llegamos --

por inducción sobre 'I D 	, a ene M es hipereliptica

Corolario. Si b	 es un divisor tal que e é est ivrt.
Entonces ¡J' 	 -2 o	 Le (T): o solo si

a- menos que. M sea hiperelíptica.

Demostración. &zpongamos que .1. (D)22, Entonces

con Ivan	 D) y °r	 b) <1.1 ,

por lo tanto	 daenne) '\ Le O) n O solo si

Z.-D 2 o	 a menos que M sea hiperelíptica.

lo que hace Clifford es restringir los divisores es-

peciales de índice o en una superficie no hiperelík

tica. La. pregunta natural es si se pueden poner res

tri:cciónes similarescen caso de que tengamos indice

de Clifford positivo. Por Brill—Noether podemos res

trin.girnos a divisores de grados entre 0 1 cy-1

Proposición 2. Sea 	 un divisor cualquiera en M y

p un divisor polar. En.tonceo

(a) u1))‹. » si y solo si t CD k
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(b) 1.4) y %tJ) tienen la misma paridad y
Cc} le u" Jete(D-1') C 2LtCD)

Demostración. (o) SeaDr.D1-Tt con CO D's ) : o como? es

polar existen Y yr no negativos tales que P ildfltil" y
eN

C IP > ?) T: 0 . &ttonces
L (1Y) n CD 4 re Pm )	 L D -?" 5

LCD? c. LCO+P))

L C D + Pb-P")	
CD 4 P5 )

y por lo tanto L (D41*) LCD-nt LCD)4t C 0+�.13")= Zia0

de donde se sigue (0)•

Teorema 2. Sea M una superficie de género 111 ) D,

divisores no negativos de índice de Clifford 1 y ta-

les que 3 4 1, ,(0 t r is 	 3	 (bis() .4 ti . Entonces M

es hiperelíptica a menos que D ti 1)* o bien D 41hZ,
Demostración. Sea VD», ckt(D* ) . Si D 	 es polar, --

existe D*) <TP tal que 1,(1)"):.ICD4)11 y LeCD*1) <tent)

y M es hiperelíptica.Sites polar,

te (D+ D* ) 4 ke n —In 4 2.

Los grados de D+ D* y "D-D1'	 deben ser paces y por —

lo tanto itC04.9% o o bien ien-D.5 % o	 supongamos,

`por ejemplo que 1. e.(D+91 )t0 	, Entonces ñt sería hi

1-130
PerelíPtica a menos que i "r	 111 A)	 Se procede simi

lamente para el caso en que it.(O-D*)«.:0 y queda de-

mostrado el teorema.
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II.. EI indicé de Clifford de M.

Vamos a definir el índice de Clifford de una superfi

cie M que es un concepto útil en la Clasificación -

de las superficies. Primeramente debemos introducir

alguna técnica.• aiD lb+ son divisores no negativos

del mismo grado y con indice de

t(D):1,(1)*)=I-41 s r O

Clifford igual y

fflodedos suponer que

(b)D. es de grados "5 donde Sét y siempre ciu e

ric (bivi) tr (D) Para hacer la> anterior tomamos

un divisor D? no negativo de grado SOY ni D-D' y

tienen divisores fijos r > p,	 respectivamente, enton-

ces podemos considerar 1:1 1 0+ tales que

3F') a (D-11?) V- o' i^ ( D 3 ,44)- Vi

de donde se sigue lo deseado. 	 -

al escogemos	 y SI de esta manera, decimos rue cona

tituyen una "Selección dtandard" para DI

Podemos tambien, escoger -131 tal que 4. CD')	 y

.1.(7)41)*- 1) . = )1 (D 41)44 ) ^ 5

Proposición 3. bean. D y D* divisores no negativos del

mismo grado 1%-1 con 1.())=4.(D")fra1, r)0 9 con b ,'b*

selección standard para g 	donde b' divisor no nega

tivo de grado ssy	(D #D5.- ) UD 4 Di-- S,

(05754 ) +2 C4 rD) -c ).EntonCesi it CD	 ) er CD,Ds)-



Demostración. como DI t ( D )D44 )
	

tenemos que

1( 4o#	 ca	 (r),D11)) 4s
y claramente

l e (D4 D4 ) le C D+Ds-(D :Da') ) 2.1-(D, D*)- 2,5

además, por la proposición 1

te_ (D4 b"-(b , .10))+ ic cD,D*)1 4 al ) 4ie co') 121/4)

y podemos concluir la demostración combinando las dos

áltimas desigualdades.

Teorema 3. sea JA no hiperelíptica de genero 17.1 ,

tn divisor no negativo en JA de grado t 4-1 con i c(D)1"--io

Entonces j(ffi ítexcepto	 posiblemente si altt.	 t (D).7 3

y 2, D 

Demostración. supongamos lo contrario y tomemos D' de

grado 5 '(e)- 2 11 tal que .1 (21 D1 )=1120-5 .

A 3 forman una selección standard para 7 con Al 5:VD

tenemos que 5

Cbmce	 ic (448 — (4 j 5) +4(44,b) 4004405)=2 y

ademas ni 4. 4. 8 - (415) ni (#1,73) son canónicos; Tenemos

que
	

¿c. CA4-3- (A,b))	 1)1)= I

si .1( (ka)):	 , entonces 4(4,8):.-3r(11,13) : 1 y por la

proposición anterior

j e ( ,e,D) = ieC tb) ( ( 4( in -5)

Como 531 ¿c (A)	 , St ia a .( CD)-2, Y Le (	 °
y como Mes no hiperelíptica 	 2 0Q Z 5 :11-D#1.-z <o
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Si i(64,13))111 , podemos suponer (Ab) polar pues en —

caso contrario tendríamos p lI Z (q, 8) con se (D/91 afma)

	

y le C Da): 0	 y M seria hiperelbtica. Por lo tanto —

	

te	 D (A)8))4- te( r)- z) ) 1 2 ¿c m) „2,

Como Di CA,8) y b- CA,8) son de grado par, tenemos que

uno de los dos debe ser de índice de Clifford O y como

ninguno de los dos es canónico tenemos una contradic--

ciÓn pues M es no hiperelíptica. Quedando así demotra-

do el teorema.

Ahora podemos definir el índice de Clifford de M como

el entero

teCtA).= 4inétth � ie CID)	 4&.1

Con A el conjunto de divisores no negativos .? con

( 0) � 1	 y	 � :-.(

Problema de Bell—Neether. Cudl estcpwl) para una super

ficie general PL de generogli.

Otro Problema. ii Afno es general en el sentido de Bt5.1

Neether i.e. si le(M ) 1 1/4°41 con PL general, de cuellitos

parámetros en el sentido de "Moduli u depende E:
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CAPITULO IV

El 
morfismo canónico asociado a M (el inducido por --

U-010 que es lo mismo tr(14~) 
), es isomorfismo si y

solo si M no es hiperelíptica ( ésto es une consecuen-

cia inmediata de Riemann—floch), una pregunta natural —

es si podemos describir a la curva canónic
a en términos

de objetos de M. Un primer paso en esta dirección es el

teorema de Noether que incluimos ya que'se demuestra--

con el mismo ti po de técnicas que hemos estado usando.

I El Teorema de Noether.

En la demostración del teorema de Noether es esencial el

siguiente lema, que es una consecuenci a inmediata del

teorema de Clifford en su forma extendida..

Lema. Una superficie M de género 1t3 es hiperelíptica si

ysolo si para todo divisor positivoD,Or, 
existe un pun

to Gltal que I ltm II) 42 2,

Ahora veremos que nos dice Noether.

Teorema de Noether. Des. M no hiperelíptica
 de género

1 entonces L.( wha.) es generado por los polino-.crn
mios de grado Im en los elementos de una base de L.(2.

..)

Demostración . Primero veremos los casos Mal 
y frint5



Por el lema auxiliar tenemos que existe un divisor

de grado 1-2, tal que LCD ):: tala ) con léki &le-

uda 
como un divisor canónico no tiene puntos fijos,

tenemos que (7n ID)r- o . Por Riernann-Roch éta"..011. Y pode-

me s  tomar una base . hi ,191/4.5 de 111,-.9) tal que (ChNo

ya que ccit,),.,01.11 7D y como (00.1 Ch9)•) *0 significa que

z-9 tiene algun punto fijo Qjpor Riemann-Ro ck ile

garlamos a que sit(D+0}1/, contrario a lo supuesto . Par

lo tanto D= C c hs>0 ) Cht,\.)

Si k4 3 5 	 jr:1>•••)% 
es una base para LCZ)jenton-

ces los conjunto s 4 in, 43 1 y ha. tsk son respectivamen

te, linealmente independientes en 1.t21,-004,) y

1-.(lare ► t.)61 . Ahora, como

( ate( IN%)„	 has\ t 2,2, 4 ( <	 Ch9)9)- C hAe- ( 11,,\

	

_22, +D	 C ks)*

y COMO 2;24,1; k,)„	 ,

L	 n L	 < htNo) L C D)

Por lo que el conjunt o k 1%, t,	 kv ‹i 5 tiene 2A-1 ele

mentes linealmente independientes en Len-D) . Además

LC2,-D)«.-2 1.(2.1nLltz.-1» y L CZ-D) =2. , entonces

	

f, u; ht./354Atiene 3:-3	 elementos linealmente --

tenemos
independientes en C2,2,) y como taZ».31-3 , 

tue forman una base para hai)lo que prueba el teorema



para el caso	 hi 2 2,,

lo probaremos ahora para »7 3 . sea I 1 1 base para

	

(12,) de la forma obtenida 	 COMO Mes no hipere

líptica existen k s ha 6 117J) con /O. Cha\,)2 O y
C 2 ) 0).: O y los conjuntos 1hry y 4 111.51 son linealmen

te independientes en L(32,- CM.) y 1. eszstA)b) cuya -
intersección	 es L (3z4 -- 00:01) que es isomorfo a -

	

L (Z + Q) y por RLemann-Rovh 	 (2,4 (Ars % Así, el -

conjunto 4k4 $.1 Su 7 h 1 }tiene 2 (343 _3 c. 51-b
elementos linealmente independientes en usbaby el
conjunto 1	 y? ht jJ v 7 1 1
tos linealmente independientes en L.(3Z) y todos son -

polinomios de grado 3 en elementos de una base de .1(2)

y tenemos resuelto el caso »).-.7 3 .

Ahora procedemos por inducción hara ri,23. sean 1113)110(z)

linealmente independientes con ahil t, 5 04.555101
base de 1„tni7,)
	

entonces 31/4k.. IJ son linealmente
independientes, respectivamente, en L C0141) 2, -Chi )e) y

L(C ► ID)Zr(hA	 cuya intersección es L(Cm-02.) cuya

dimensión est1gin►-'0 por tanto 31/4 ulillitiene
1(1-15(2.m-1)- (1-1) (2M- ► ). (1--i)	 tbs+42.)

elementos linealmente independientes.

don lo anterior queda demostrado el teorema pues si 4;

tiene 5-2— 5- elemen-
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es Polinomio de grado!» en elementos de una base de

1.	 es polinomio de grado(1»41) en los mis

mos elementos.

II. Interpretación Geométrica.

bupongamos sumergida a la superficie la en su espacio

proyectivo canónico EP , dato es, tal que lós hiper

planos cortan divisores canónicos. El hecho .de que

l(D)..tcv+6? )	 se traduce por Riemann—Roch en que —

a-D)=1. Y•((z.-D-0) =4 . Esto es, si D= $-2. .
El. número de hinerplanos linealmente in.dependientes --

que pasan por	 • • • ,	 es precisamente 2. .. Pero de

los hiperplanos cue pasa par;, ? que pasan tem—

bien por( solo hay uno. Dé esto último de sigue

(C ía) Ca1/41)-con t0, tdit e nm, O. ) linealmente.

Sea 41 y• • • tk% una base de r(4,0°). Entonces las dife-

renciales cuadráticas w, A, •. t% dá de r(4r alen)son li—

nealmente independientes. Lo mismo se puede decir de —

W4 ,1, v . . , coja	 ,ube:Apacio generado por éstas se --

puede identificar con 1 k 11 ( 14 3 19 110" )1 (11). (Wi) S Y

3 e e rem, réP 04°1 ( e) � ((VI

sión	 . La interseóción de estos subes pacios se pue-

de identificar con let t(Pl i 0 1)erile3M)A4N4 Y
%.hrue a su vez se identifica con i l ty04 t^I O®a l(p). It;

t. k cut » S

ya cue ambos son de dimen
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que es de dimensión .1/(.(u.0)-(10)-(ttA4D).7- ./m = • Lue

go en.;	 (4% 4a ••• %05 j hay 23- I elementos line

Formin.te inde pendiente que es precisamente la dimensión

de L ret02)_?) , donde Z=(t) . Consideramos, ahora, los

elementos

elf '• ) LIJO
	 %d1 y"1 tos 43	 '<a tu E PC+4,0111)01-49

Las diferenciales de • 2Z.-/D) Son precisamente aquellas

que cumplen Co >1) y las diferenciales QE L(ZZ) Precisa

mente las que satisfacen (¢)Z Z, y la intersección son

las diferenciales cuadráticas que pasan por Z4D cuya

dimensión es J Ciz-z-	 iCI-W=Z • O sea cue tenemos

25 1 +3 -2.= 33 -3

dientes .

elementos lineales indepen-
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CAPITULO	 V

Veremos como: Petri nos describe explicitamente una base

para las secciónes de /9(19 11(o de 1..(m74) •

Mas aún, nos describe explicitamente ( excepto en dos —

casos especiales) un número finito de relaciónes de gra

dos 2 y 3 que generan el ideal de la curva canónica. Es

to es, toda superficie no hiperellptica 11, se puede --

realizar como una curva algebráica de grado 2g-2 en un

espacio proyectivo de dimensión g-1 la cual es intercec

ción de hipersupsrficies de grado 2 o 3

I. Teorema de Petri.

ea 11 de género g y no	 hiperelíptica. Entonces podemos

escoger Pf v•kfiky diferenciales holomorfas 41 y ••) A%

linealmente independientes tales que

tka t14 r. o	 4%	 j

#o	 si

En casó de que 3 si � / , escribimos 4 = Ji2 y

ku. X I	 c14.1 4 •

ti kit +...

Donde ik coordenada local ente y N. 40 .

En la;-tabla adjunta aparecen los resultados obtenidos

por Petri. Cada Columna comprende una base para las

uh-formas con j.l imIS . Además en cada columna se agrupan

las diferenciales en renglones de acuerdo a la multipli



pidad de sus ceros en 7.4.,54..ks. Así, el primer ren-
t%

gldn es 4;1 5 -. ) 41 « Las columnas se obtienen de la —

siguiente manera. La segunda columna se obtiene asir.

primero se ve que toda diferencial cuadrática -

que se anula en es de la formactçn or 4i

Ji30.4341,4443 se puede representar en la forma.

dis.nied•n.

(c ) Omitiendo los otelbi con '3 43 <1 5 los elementos res;

tantea forman la base deseada.,

La tercera columna ce obtiene así.

(a) oe ve que las diferenciales cúbicas 	 , V"

son de codimen.sión 1 en el espacio de las cúbicas co
con doble cero enti( . Para gueto sea de la forma

gen)44.4imék4 nes necesario que
t. QeSi to/Ab la s O	 (V. VI

`I tat4,11)
(1) si ti stalt

orrt
kA ,15.? tenemos que tiene un cero doble

trveae

en% y que/ft:3 satisface (V-1)

(a) Por lo tanto kl- Iti t471 tkikn t 41,::( )	 y nos

quedan_ 51-5 diferenciales cúbicas que forman base

Las demás columnas se obtienen en forma automática

pues ce reducen a las anteriores.- 3in emba rgo se u-

san las siguientes identidades.

listicktlught\ 411 4. -1,14.

ita
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tic ti = V, tle:Sic (44 .1 41 <ic Vlj 4t4 Vai!<#4,. (v.2)
n

Donde las son lineales, las i' cuadráticas y las

escalares.

Ahora, si. v1/41.-,X«a son las coordenadas homogéneas co-

rrespondientea all11”"Pli para el mapeo canónica

Y m ?Vi

Tenemos que las identidadestVaa nos dicen que las e-

cuaciones  homogéneas

44-s 2. MS —ra tvA , 0(11 1(t),, — v45 )(N.
lois -	 	 sir y

1
-	 ->tmystt - ( tsx, -N YnIN xi - Lel Otthl XI,,3 - ( MI	 kik

- v„i le; xt - n x, h	 Sta 5lb	 ss

que son de grados 2 y 3,, generan al ideal de la cur-

va asociada a M..

Los resultados que comprende el teorema de Petri son

1. (a)	 44.3 lit	 't3 4 Ijk %Uf.

(b ) XkLi "X, •Lk 41,f4th.
p pcnAL	 L et„."31 e4:j	 k

conecik escalar simétrico , en L yj ,k,
Tenemos dos posibilidades.. O bienema,t411:40, en -

cuyo caso M es cubrimiento triple de @ I o si rpue

de ser una quíntica plana no singular.. O bien la ma-

yoría de las ? y p son n• cero, en cuyó caso las ij
generen por s i mismas el ideal de

3. Dado cualquier conjunto dell, 119 relacionadas co

ñu> en I., con los )Iefoy algunae l...01,r existe una super



fide 1.1 de género g cuya imagen canónica enfresté.

definida por estas ecuaciones. Otsea que se tiene un

conjunto completo de identidades en 	 1,11.;`,.011,),

frP que caracterizan aquellab que dan lugar a curvas

canónicas..
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