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INTRODUCCION

bDada uma. superficie de Riemann compacta M, siempre se.
nuede encontrar un iéomorfismo con una curva proyecti
va. 5i denotamos por g al género de M, podemos divie-
dir en varios casos.

s5i g=0, la sunerficie de Riemann es isomorfa al espa-
c¢io proyectivo de dimensidn 1. 5i g=1, se trata de --
las Quperficies de Riemann elipticas y éste es todo
un campo de gran interés matemdtico en si mismo. %ﬁiy%
pues, consideraremos cue g22. )

La manera de realizar una supefficie de Riemann‘coﬁ;—
pacta U como wna curva proyectiva es vig las seééioQ—
‘nes de un haz lineal holomorfo ( siempre y cuando. el
haz tenge "suficientes"™ seccicnes Jo El1 primer candi-
dato seré, pues, el haz de las 1-formas holomorfas, -
el cual nos 44 un isomorfismo excepto en un caso éspg
cial, que es el de la s sujperficies hiperelibticas.
Como primer objetivo estudiaremos estas superficies,—
estudio que desemboca en el teorema de Clifford,'que. )
no solo nos 44 informacidn sobre las hiperelipticés -

sino que nos indiea gue la realizacién de una super.

ficie de Riemann compacta como curva'proyectiva tiene



geveras limitaciones en la dimensidén de espacio pro—

f&ectivo donde se encuentra con respecto a su érado —

~eomo variedad proyectiva. Volviendo al morfismo cené-

'@ico de una superficie de_Riemanﬁ compacta general ——

( ésto es, la supondremos no hipereliptica) nos inte-

. ,resa describir 1la curva imagén bomo‘variedad proyéc—

tiya.

El Teorema de Noether nos dice que toda lz informaciédn

proyectiva de la curva candnica estd en las potencias

del haz de las l-formas en M y finalmente el Teorema -

de Petri nos describe especificamente a la curva cané-
nica'comq interseceidn de las hipersuperficiés cuédri—-
cas que la\contienen. Bsto es,‘ia.curva:canénica se ——
puéde describir usando las 1-formas holomorfas cuadri-

ticed en M que tienen dimensidn 3g-3.

e El tema-de'esta'tesis fus propuesto por el Dr.sSevin
Recillas, investiigaddr del Instituto de Matemiticas de
+ la U, N. Ae Hes Agradegco a1 Dr. Recillas su valiosa

ayuda en la preparacidn de este trabajo, asi como en

mi formacién académica.



CAPITULO I

En todo este trabajo X denotaré-tma'superficie de Rie

. mann compacta de género g=2, ¥ el haz candnico de ¥ ~

-y si: es un haz lineal holomorfo,afg)denota la gavi-
lla de secciones holomorfas, X(f): Jmsc H.CMJOCS))
y<(f)1a clase de Chem dej' .

I.8uperficies de Riemann Hiperelfpticas.

sea P(M,G(K)) el eSpacio de las diferenciales abelia--
nas sobre H. A cada p M-le asociamos el siguiente sub
espacio

\" )ka Pem, 80 k(p’#"\
Ahora, sea V=
donde ¥,)denota el orden de la seceién h en p, y con-
- gideremos el subespacio
| T':r- { he X M}&m\vp(k)zv,_& 4 h.e e, 0. hep) = o}
0 sea que P: consiste, precisamente, de aqueilas dife
renciales ab_élianaa que *"pasan" por el punto p ‘cuando
lﬁenos"ugt veces. Luego tomemos las diferenciales ahelié—-
nas. gue pasan por p cuando menos ‘s{&l. veées .y obfendi-;g
mos el subesvyacio _ ..

rs fhe V(Y2 vs}

' o 3
Donde v5 es el minimo entero tal que he PP paga. por » —

Mm{ ne NV 1) Chi=ahn pava he PCM OCK))}

e
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ouando menos % Veces y 2R+,
siguiendo este procedimiento obtenemos _r':).--, P: .
Dadé. la sucesién de espacios P:,,.--,_,T'z » se puede obte-
ﬁar 1a sucesién de enteros f’tp‘»,.r.., QSCp) de la siguien
te manera. Ai;l": la =) le asociamoa el valor fic?>=\,1+x ¥
. a r'; le asociamos el valor e‘c\ﬂ:l‘.
& la sucesién 124 914'"“(”(2} le 1lamamos la sucesiln
de huecos de Weierstrass.
Definicién . Definimos el peso de Welerstress de wn -
punto pe-M como

wepd = Z (?_ (ﬂ-t)
y decimos que p es un punto de Weierstrass si w(e))c

Definicidn de superficie de Riemann Hipereliptica.

En caso de que Qtzi decimos que p es un punto' de Weier
“strass hipereXiptico y si todos los puntos de Weiewmst
rass de la superficie.m son hiperelipticos diremos —-
gue M es wna superficie hipeeliptiea.

Interpretando, fenemos que una supcﬁicie es hipé_re—-—
liptica si siempre gue exista una diferencial abelig._
na gue pase por uno deg sus puntoé de Welierstrass, pa—
éa por &1 cuando menos dos veces pues VY, = (Sl

-' T resultado importante eé el siguiente

Teorzma l. 5i M es una superficie de Riemann compacta



de género g, entonces

‘ PaM ‘ ' '
Demostracibn. sea l-.,,...,kae[‘(n,G(Kﬂ wma base para el

Yés;iacio de las difere‘?ciales abelianas sobre M y sea
e [7]
bi {T{,z_‘\ es una cubierta coordenada de M, entonces -

para cada 24(‘2)::6 tengmc;s.(,u‘

Lk hy C2a)

. donde cada l\‘_(z*)es una funcidén analitica , =1, %

¥ en los puntos en q;ng tenemos gue

b (24\‘= K.g# ‘_‘. CZP) (Il)

donde Ky, (2)) 242,/d2; . asf, derivando{I.t}, obtenemos
’ A . F LY -

Bz)=Uz/d2) iz (kg (2)hiz )= k) (2,) hz3) he)

donde(s) es una funcidn holomorfa . En general -

3% way o & (V-l) e d (*) h (z' 1'2}
h @)=k, (z) h _fzrpc ) h (2)+ ) (

definimos ahora la funcidn

g,(2) = det (b, ..., W0z

que es holomorfa en7 W) vy de(LVtenemos cue en U, n
e\ 2

k()Y g (2
~- 0 gea que las funciones 3:} 3*12..08 definen una sec-

8%

cién del haz linealk . Como el grado del divisor -

de una seccién de un haz lineal coincide con la cla



."ge de Chern del haz, se tienes

Lweg) = e (AT g oo g )= (03
PéM '

‘4hora, si aplicamos una transformacién lineal no sin-
i--g.tﬂllar al\{ no se aitera el valor ‘.pr*p , as{ que pbdemos

" considerar gue Yplhi)= Qi (-1,

._séaz.un mapeo cbordenado local tal que 2(\-0,entonces

la expanaiéx; de la serie de potencias de la fincién h-é(z)
empezard con un término de orden Q'._-ul e De la m.isma -

manera los tdrminos de menor orden de 1a expansidn de

1a serie de potencias de 3(2.) provienen de

AN A ALY (g._.)...(gl.?.;,)z,?t"?
det | : : : AT
‘ g 2%

2t gyt gy
Como este determinante nv se enula y como -ca’da_ﬁonbmio
: dg su expansién tiene orden (Ql-l)#---_-!v_f?%-ﬁ) = (p) , se
tiene que su orden total es precisamente vpfz)zmqbon io -
que queda demqstrado el téorema.. | |

La sucesién de Weierstrass estd determinade univoca——
mente para cada pell y se Tiene el siguient.e resultado
aigmificafivo.
Teo-reﬁra 2. 5i consideramos la suceeidn de A‘Ieieistrass

¢v)

o 9 »es hueto

L Ly Vi
- . y(zp )-Y(J: ) = L 2w Caso contraxio

en un punto p M , entonces

@ YN v -h ]



iene una seccién hélomorfa global cuy-o divisor es hx_:_j.:i;f

recisamente p . |

Gh') _Existe una funcidén meromorfa en la superficie —-

‘fc{zya imiea singularidad es un polo de orden precisa-

in'entev en p 81 y sole si vJ es un hueco .

“Demostracidn. Sea ku...,\v\a vase deI'(M,8()) ¥y
na[ 3]

Con vptk¢\=€’-i . Porh?tanto 1z matriz (b (e, Weed ,)

es de 1a forma _
N-— et %+l [ R e; - .

- :.... : P :-.l. —
2 el O O e ? .— . (1'3)

*

10 O #

Donde % indica una constantée diferente de cero
51 concideramos las primeras'd columas delIyla matriz

asociada tiene raugo Qg:&i(‘h \Q 5'93

Gomoc(:’l:vtenemos por Riemann-Roch que

Y(f Y= w- g-un'c:q )

forman una base de 'lkel"(u o)) 1D 2 4 \'&

por tanto

Y(k.g ) » dimihe [‘(M,ecnnlhm 2t pj

Pero My2lpsignifica que

bndei denota el haz lineal de clace de Chern 1 que.

Por otro lado , .31 -;“. {t forman una base de F(M G&,g ))

7 3"1—‘6‘\ 0(2\3 es tal gque '.')C'ﬂ 1'P , entonces f% NEEN 1-31.



-- ] hee) = %_; cj-"\-‘ (pI= o
t;“’gp) - 2:} ¢, kgﬂc,)go
ecir (8,...;%4) Se anula por la matriz y por lo tanto
);3—(‘ y asi que se cumpla- Gy .
jrla.gyer(b\tomemos Z% P(M,B(;P\) y ;&P(M,ﬂ(g:)) , €N =
“¢esrténemos que $/§” es meromorfa y su tnica singu-
aﬁi@aﬂ es un pola en p de orden a 1o sumo Y .Inversa-
maﬁfé siempre se puede realizar tal tipo de funcién.
;&;;:’.. queY(%yjcoinnide con la dimenuidn del espacio de-
las funciones meromorfas cuyas unicas singularidadeé -
n polos en p de Srdenes a Lo sumoy .
5i ¥ no: es huece=,¥(;v)=yq“5ﬂy debe existir una fun'cién-
meromorfa cuya unica singularidad es un polo en p de -
orden precisamente ¥.5iYno es hueco,,Yq:)aY(‘fﬁe donde se
. sigue que si ténemds una funcién meremarfa cuya dnica
ginguiaridad es un pole en @ de orden a lo sumoy , dg
hecho es un polo de orden & lo sumoy-t. Con Lo_que gue_
da demostrado el teorema. |
intes de proseguir, notemes que del teorema 1 podemos
deducir que existe solo un nimero finito de puntgs,ée_
"~ Welerstrass as{ como que no existén superficies hiperer
elfpticas de géneros 1 y O. | |

Del teorema 2 podenos concluir que el conjunto
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o

=T Ovtd) -v-HT_ M (1.4)
- (u], )
¥ el peso de pres

wt?‘)-lzzﬂf-m»z. ‘yjp helziashive) ~ Vz'i‘g“}

shora, come(iv*l) es un hueco, sc sigue que. urk(ézyl-
‘de donde zivrMav L i4(2g-Dev 4 (o) Hq) iz 2(qavmL)

' Entonces de(Y.4)
me). (zuﬂiw\s(?f-\)z X = (%4\'«*!\ ((b-\m.;,)

o - ”1. (x=4) c‘("Z)

o sea que ile) § 12 SC%’”
“Como ¥y}, se sigue que el méximo valor deWWes Vg g (a-L) .
 que se obtiene precisamente cuandokz, es decir,cuazi
'db el.punto es hipeeliptico.

Para la segunda parte del teokema observemos gue
Z.(Q(p\ N/z %(3-0 - \lzztﬁﬂ-ﬁ ('rcp)-z\
Si N..‘J.(%u\ sentonces Z (vip>1) ("(P)"ﬂ o pero -
eono todos los términos de la suma son 10 negativos
entonees para todo punto de Wele.rstmss sc debe te~
ner "f=2. .

Definicibén. 81 M y N son dos superficies topolégic_as.
de dimensidén 2 decimos que yné. funcidn continué.

#: M-—-)N es un cubriniento ramificado d¢ r hojas
:si £ es wn cuvrimiento locsl ranmificado ¥ 8i para  _

todo qeN
7. (cgtcpn-q =¥
}peMl;rp\=1§ -



eZl\mus kutco} es cerrado bajo adicidn.Por 10 fa.ntoz_
%i v es el minimo valor gue no es hueco para el punto
y'P es un hueco,¥<¥, entonces y-r, es tambien wum: ——
hueco pues ¥Ye¥-¥4Y .0 sea que si p es hipereliptico, —-
:ioé huecos no pueden tomar valores pares pues si thzvx
i22 s tendriamos que §-2smm4,as{ eventualmente 1legari-
amos a queP=4y por tanto ¥s2 serfa un hueca.Asi que si
p es hiiperel{ptico,su sucesidn: de Weierstrass es 1,3,
BysseslZ=l.
Y.por lo. tanto su peso es
wepy = V2 3§D
.De hecho tenemos el siguiente resultado.
Teorema.}..Sea p un punto de Weierstrass en unz super—
ficie de Riemann compacta, entonces
14 wep) &g 4 (345

ybte)sz_g(l-t)precisamente cuando p es hipereliptico.
5. N es el nilmero de puntos de Wéierstrass,'entonces-

2 (qra) 6N € (1) 4 () |
31 N:zqu), ntonces 1a puperficie =s hiyereliptiéa; :
Demostracién.Sea¥tp)d] el minimo valor que no es hue— |
co en un punto p de Weierstrass, asi,los;huecos.se ;—_
pueden escribir do la foma
U, Ly badee Ci= 1,...,\’ Loy .OJL.\"')

El némero total de huecos es




énde Otfl'\ es el orden de ramificacidn de § en D .
_‘!["e:orema 4. Sea M compacta de género g, f;'u‘(u\,e:')'
wn haz lineal complejo de clase de Chem&tlar. .-Ehtog_
ic,:e:s si . £ '(M,08)) son dos secciones rue no -
tienen deros en comin, existe un mapeo analitico com
plejo canénico o
£.(4,0y i M— P
- que es un cubrimiento ramificado de r hojas, con orden
totdl de ramificacidn 2(5+v-i) .
Demostracién. Sea ‘U:!U‘;,zA una cubierta coordenada de
M y(ﬁg'\éz*(u)e*) w cociclo representativo de §
Ias secciones -f se representan por las funcidnes .f_ (z,_'l\

donde -f (24(;:\) 'Ltp)-r (Z (p\) si pe'U'nTg El maveo -

'Uia — ﬁ’
P e (Lo (28000, fialzate)
es complejo analitico y coincide con el majeo respec~

tivo en UnT, , quedando as{ definido un mapeo analf—. o

R
tico f M— P que es cubrimiento local de ¥+ Tomemos -

ahora @sx(a,q %) ¢ P » DéM, entonces Fcp)=qpre¢igg'

mente cuando @, *.Cp%%{cﬂ =0 ¥y asl tenemos qﬁe_ los |

ountos Re ki tales que £¢p)aq soﬁ precisamente log —
| ceros de la seccidn k-.-.q,:f,-q,.{, € F(M,G(ﬁ"ﬁ .

Ahora supongamos gue T;EU:{ ¥y que 4$0 , en'bonces, con-

cideramos las coordenadas localss no homogeneas 69?-.-
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iy

P s $ou (2ace)) _ q, . ha t2,00)
faCzgen) e, 4 f, 200

¥y por tanto
Oped = ¥p (4, 1%, V= Ve, Cha/a £)-13 Ve (ha)-1

aaf)ad, Ve =2 (04CR)FL)
{

' D
Asi que §:M-»P es cubrimiento de r hojas.

Ahcra introducimos las siguienteg funciones analiticas
= det [" 2
%*cz‘\ ¢ %4 (24 'ga: (Zy)

31 -ﬂ(p)-.po, Og trran, ¢ fus /-?..,\‘avp (*}# -‘,:z) =V C},‘\ .

Lo mismo_ ocurre ‘en los puntos donde__-f1cw$0. i)or lo tan-
to el orden total de ramificacién.es el orden total —
de las funcidnes %* » Tomemos shora pe U, AV, , ‘enton-

p

ces

'F; (2 ()Y = d/da, (‘1}' ézf(p\}-{t' (2 e :) .
=1 ( ‘i ‘e(z.rm.\ . {.'P (z*cfv) {t;;zrcpx) :"f% “_’m |
¥ por lo tamto §,(2, (pﬂ; Kap (P ﬁjpfrﬁ 3? (erp\\"' %
de donde QQQ[{M,O(H‘)) ¥ como o
b=J opcer Z_VPC%‘\ = CCKT®) watvigaiNy
per’ pem |

hemos demostrado el teorenma.

ra-‘,,.{iEP(V\,S(ﬂ\ linealmente ifndep_end;i.ep.teg? ex:l.ste

un.morfisma anslftico

el mapeo £ se puede ver localmente cerca de p c"om_o.. g e

Corolario. Siﬁc“(t“,a’)es tal que etfvy¥9)2l, entonces pg - -
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L
$=C;°5‘(LX: M — ™
L
gue exhibe a M como cubrimiento ramificado deW® de 2

lo . sumo T hojag.

Deﬁloét}-:-acién-isib =I:“P,: es un divisor de los ceros
an comin de -f,yﬁ y%aPCMBC'M, conv\=§' ; , es tal
que’D(%) =1} ,entonces £/f y:r'/% son secciones de %'l
v no tienen ceros en comin y asi ‘ N '

E 7N 4,/66\ i —> ¥
es cubrimiento de C‘-Cﬁ;)z“'--" &Y nojas.
Si notemos que 4 no se anula fuera de los puntos de D),
tenemos que ({.,l%,;./%) y ($s,4) definen el mismo ma-
peo. |
Ahora podemos caracterizar a las superficies hiper——
elipticas..
Peorema 5.Una superficie dé Iﬁ.emazﬁl. de género g 1 es
hipereliptica si se cumple cualguiera de las dos si-
guientes condiciones.
(i)La superficie tiene un punto de Weiersirass hiper
eliptico.
(ii)ka superficie tiene un haz lineal holomorfo con
c)=2 yY¥K)¥2. |
Demostracién. (i)=»(ii).Tenemos que si P es hip_éreli_p_

2 S
tico, por el teorema 2,C(£3~.2,y como CC% X2 , tenemos la
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;i)=o(i).UBando el hechh de quelﬂiﬁﬁy el corolario —-
aﬁteriﬁr, tenemos que M es cubrimiento de dos hojas de
®". shora, como cada punto: de ramificacibn tiene or-
en 1 y el ordén total es!(%*k) sPor el teorema 4,t§
emaﬁ que existin&11(%&&) puntos de ramificacién.

| general si £ P s cubrimiento-de r hojas ¥y peld
¥ punto de ramificacién de orden r-1l, entonces r no
es un hueco pue§¥Qﬂ€Plse'puede tomarrcomo-el punto: -
al infinito de ﬁﬁpor medio de una transformacién pro-
'yectiva ¥ la composicidén de £ con dicha transformacién

@S~una;funciﬁnzmerhﬁnrfa cuya unica singularidad es un

'™

‘polo~en p de orden r«Por lo tante, por el teorema 2,

enemos gue r=2 es un valor que no es un. hueco y to-

dps los puntos de remificacién son hiﬁerelipticos, .
:pe acuerdo a 1o enterior, tenemos que las superficies
hi perelipticas K son preéisamente aquellas que satig
facen cualquiera de las siguientes condiciones (recog
dando que g B}.

a)e M tiéne un punto de Weierstrass hipereliptico.

bb. i se puede expresar como cubrimiento analftico ra
mificado-de 2 hojas de la esfefa de Riemann.

¢). Todos los puntos de Weieérstrass de M son hipere—-




-nimo: posible.

‘Ifpticos.

.d). El nitmerwy

de puntos de W’eiei-straa.s de I exs el mf—

Obsexvando que b)=dc) puestae que las puntos de ramif

caeidn: son puntos de melerstras:.s hlperel:{ptnces y que

som: 2(g=+1) de ellos, o sea que de acuerdo a la fémrula

del teorema l:son todos Los puntos de Weierstrass po.-.-_

SibIs..
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CAPETURO XTI

Eas propiedades de una superficie de Riemann compacta
se reflejan em propiedades. geométri;cas de sw variedad
jacebiana asociada €'lf1n, en este capitullo traducire—
mos Ias propiedades anteriommente descritas y /se ob-
tendré para &stas una generalizacién..

Usaremos la notaciém de fﬁmm.ng (C32), esto es,. M de-
notari ek ,pzroducto smétrico de B r vecé's:. 0 3See, ei -
canjunto de divisores pnsn.tivos de grada, », J(M}, 1a v'a. 3
rledad jacobiana de M que se p_uede iﬂent:z.ficar de mane |
ra naturak con P-c (M) (haCes: 1ineales holcmarfos de: ¢la
kse de Chern Q) y §: M ——-\'J(Iﬁ), Ia funciém naturel aso
ciada mumm punta base B que s’@ondreme:éa fijo en todo -~
lo que sigue.

I.EL Teorema de Clifford.

Definimos W, =¥({*}.Equivalentemente se tiene que
W2 1§ eRe 0 VYR BV 2LL | (W, g J) s vg g
Definfcibn. 5i §,T son subconjuntos de J(H)j defini-

055 l-s]seS]
| S+u ,-,-_]’gau lse S }
S+T= $st \s ) ,-E.GTS
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Sel={ueIMiTiuc Y= A (s5-1)
teT

Algunass propiedades importantes son las siguientes

w,‘,} W a Wess %1 ¥,5 20
w,e;w‘-zws« S os_?gssg-.\.

Ahora podemas definir en forma natural
W2 e]feRa V(i g )2 v
ist tenemos Ia cadena WePWid de divisores pasitivos
especialesg.
Tambien tenemas las siguientes propiedades
WYz Wepsy © =Wy 83 VEvEL

v L ow DAl

WO WY @ (W~ W) B o s gv-p
Ademéé tenemné que si Verg29-2 o Y$4i1 ., entonces
Wedd = zev-ze
Ex case de que 2¢%1)=v tendi-emo-s.. que Wa:-z consiste

de un: sole punte U tal que W, =Y =Wy,

v
Por lo tanta si 2 595},, tenemos que a bien ng__f‘{’ O

bien “;:'-2. consiste de exactamente un punto.

Enuncianes ahors un resultade importante.
Teorema. 1.. Las subvariedades W: son. subvariedades ana-—
- 1f{ticas de JF(M)4tales que

dim WY ¢ v-2vi2 s: 26£V4YS 3-L,

Consideremas a una. superficie de memam_higer_elié_tica
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My sea.O:M;bM el automorfismo hiperelipfico- Sabe}nos

gae los divisores de la forma p+€p , peP\ ’ so‘n‘ (-

gquivalentes. Por lo tanto P{p+8p)= PcH+6q) =€

para cualesquieira $,9¢M , y as{ llamamos a € el

punto hipereliptico de J(M).

Tha menera de enunciar los resul#ados del capitulo -

I es la siguiente caracterizacidn: M es hipereliptica

si y solo si W:-{=¢ . Ademds en este caso Wi = Jet

.un resultado directo es que si-m es hipereliptica, en -

tonces | | -
JamW::\‘-zv«\-z . z‘.vfgv_c_%-,l.,-

' Bs decir que se alcanza el méximo de

Ten emos cue , de hecho, las superficies hipeelipticas

se caracterizan por alcanzar dicho mdximo y un resul-

tado parcial en esa direcciéri es el teorema de Cliff-

ord que enunciamos a continuacién.

Teorema de Clifford. ¥ ;
c siow, ., * ¢ para alguna

» tal que 24y ¢ 9q-1 entonces K es hiperelfotica.

1o que se hard en este capfiulo es demostrar la carac

‘terizacidn emtes menciénada o sea extender el teorema

de Clifford.

“II Teorema de 'Clifﬁord EBxtendido.

Se tiene que Wy © JCM) es una subvariedad analitica -




X7

regular de J{M) en todo punto rue nozesté en W: 'y ......
tévég-1L , (C3) ) s

Definicidn. 3i V € JCM) es una subvsridad azza]._itica _

de J(i), llamamos a log puntos de VW donde WV es re-
gular, puntos regulares dé N (RV)) a 1los demas -~
puntos losg llamamos puntos singulares deY{4d(Vv) ).
Definicidn. Si‘r;’(ﬂwhes el espacio cotang_ente en %
definimos T: (NY  como el subespacio de T: (3emy)
formado por las diferenciales en X dé todos 108 g6~
rnenes de funcién enalitica en %X en (V). El dual
de T:(v) es el subespacio lineal T,(V) € T {J(M)) |
¥y lo llamamos el espacio tangente a la subvariedad V
en % , Ia dimensibn de Vx(\V) se 1lamard dimensién
de encaje deV ‘en el punto X .

Teorema 2. (a) A(Wv\ sWE s VEXWE4-N

Cﬁ}), S Y2V, ¥zt osn 'I:aleas que WY es una subva;. :

riedad analitica prop::.a de (M), tenemos que W c.b(w"}

ademds W tiene dimenuién de encaje 4 en cada punto .. - -

‘l-’\
xew"'

Demostmciép- (a} Ver observacién al principio de _éstal |
seccibn. (b} sabemos que Wv'“- W @ (w, -W.\',‘
tomamos X ew‘. por lo tanto % 4 WirW), & W, y si

P.aeM
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X+gcpy - Pc9Y6 W . Sea funci.éﬁ ané.lifti_ca -
en una vecindadide x que se anua en WY por tan‘ba
4'_('*'_'.?‘?5-?(9}\;0 » si tomamos apy9q
suficientemente cercanos podemos cénsiderar a 4 ideg o g
ticamente nulla como ;E‘v.ncién de § y asi dx{-?’&gsoen téxr
mino'sr de un sistema de coordenadas locel cercano a -
p. Ahora, §tp tiene componentes {ﬁfcp\ ¥ las diferencia - .
les abelianas W2(23d2 = “% @) gon linealmente in-
dependientes, asi que los vectores ?’m, peM , gene—
ren a todo €3, por lo tanto d,f=0 , pero como é&sto
.sucede para toda £ analftica en una vecindad de x
gue dge¢ anula en W: tene_mo-s el Tesultado deseado.
sioxe Wi-WY | 1a fibra ¢tx) es wia subveriedad —
analitica compleja de M" analiticamente homeomorfa
a W ([3) ). Por lo tanto los puntos de ?-Efx)sepueﬁen
ver como divisores AT P,ét) ¥ pued.er pasar que -
sean de la forma P‘,tt)f-'-* Pt + Byt .. _ o

Proposicifdn. W<

z
a1 l-w‘ < ws*

Demogtracidn. Es equivalente a demostrar que W:_,‘
< w% ) W; » Tomemos X¢ V{;}., entonces -

- X-_?‘P)“'!'lpara toda peM y sea we “_{,, ‘asi

(wax)=- FCpra W + (X= PCPY) € Wis W o= W,_,
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.

'por lo> tanto wise\'_l:, es decir x€ W’:@WL .
Y 2y} L+
Podemps descomponer Xz X*+%X) X* s W X2PCR,, bt B)eW,
claramente si#w;_-; V&, la descomposicidn es dnica
. : a L
De esta manera si llamamos a la subvariedadwﬁ-t \\‘_e.ws
| -2
Ia subvariedad de puntos huecos deW, ¥ & su: comple—
o _
mento lo denotamos por W), tendremos que cuelquier
punto xiW:-W?. se puede escribir en forma Unica ~--
, o |
como W= X4x® con¥eW] yx¢W,, para algunsiv, ademds
Wa9en, b B) paza un divisor dnfco By, 4.-+Fr

por tanto X’€ Wy ,~W5 . Dues de 1o contra—

" rio si P’prj SHygY 5 X gpeple W ot yx” serfa de-

la forma ¥(¢p) +9Y¢ 75n*""" 9% ) de donde pzj para algu
na 4= S+l ,.04¥,
Los puntos. B, 3 s P, - son precisamente acuellos peM

tales gue x-9Cp) € W:’_l pues

W, 5 W,

®-PCPI=X1y x"’-?(pi:x’ 4(5“&, "‘""'R-)" ?ff’)e WS et

Teorema 3.5ea er’-W’ \5‘“‘3 » donde %= %4y M ave V\f

X% W - ea §zf ’$" dondearks ¥ )8, £35S Y My donde ‘ie -

u"(.ﬂ,d") es el haz lineal asociado a algun: divisor en
la fibra Cf"(x\ .Entonces para p‘,&eu tales qué X~y
“-?(P,_) sean regulares de W et ¥ tenemos que lo:; e.sp:_

. T ' _ .
clios tangen#es X-P¢PY vs\ Y x‘/(& ( v;
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¢ bien coinciden 0 bien se intersectan en un subespa- :
cio lineal de dimensién Y (§ ‘\'\\)-3 N~
Demostracidn. Por ser un grupo de Idie en unz variedad
jacoblana sé pueden identificar los espacios tangentes
en diferentes puntos en forma canénica. Io mismo‘ocu-—-.
‘rre con los gspacio_s contangentes pudiéndose, ademéé—-«-—
identificar con F(“)e'"u) .

sea P, tal que X- P(R) es punto regular deW .yenton
ces existe un dnico divisor positivo Do« MY pan o
cue %=¢(P+D;) vy el esﬁacio tangenteﬁw., en' X ~¥F;)
- Cf(_D(-)- se puede identificar con la imagen de la di
ferencialég‘: en ¢l punto D; e MCV ") s el dual a -
dicho espacic es LDCT*(J(E))defmido por ‘

{ 1

Lf)a =‘we Mm,64°) 1 DCwd 2P S

Por una demostracidn de este hecha ver (3] )

‘!‘
Nétese que dw L -% ~X# ¥y por Rlemann-~Roch

* % :
= q-X4s < L ter
A\W\ Lyi*?i % y Céno LD{ +?l.. .D‘:_ ? eﬂ'-e-
ma; 3 L - ‘
08, pues que D+ Py L'D.'_
Y .asi, TA-‘;’CEB AT"-‘S’CP—;’) es el espacio dual a
+ * * s
, Ly, * by, = Loyr * Tpgre,
- Por tanto

* %
JU‘V\ (TX-?CP3 QCP\\ % le\(L LD,)
:% th -dlmLD'L-i'dlM(L f\ 5)
= 2(¢5-1) - % + dim (LDI‘% ) (II-].)
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9l los divisores ?,+D| 3 Pz"'pz s0n distin{b‘ds,'f

términos comunes se determinan por la descomﬁbsi_éiéfn.
' =) Lo

X=X 4%”  asf que BAD=D4D gD, = 4D donde

b? ,'D no tienen punto.s en comfin y donde no

tj_enen puntOS en comin ¥ donde j 3‘- é ; z » ?

E‘ntonces 7
L nLD = LD\*Pt nLD KLY
= dwe MK &‘*’H)cww Di+p y Dew) 2 A }

s »
g*wc(‘(H;B’"u)\D{“ﬂ’ D-a'D + D 5'

Aplicando Rl.emann—Roch ] . W Lt
dtw\CLb nLD‘b\: Y (k€% Y2¢4MY )

= v AT STY YU,
que sustituyéndolo en (Hil)nros d4 el resultade.

Teorema 4.Para cualquier punto **W:‘Wi"”ﬁ} ,,x:x‘+x"

Sean: Dé M ,!}‘Gi“\“) divisores pnsifivos tales que Pthl=x

y D)= X . Etonces la dimensién de encsje de‘-—--

W:‘( ew X no es mayor gue Y(;p Zg‘)iﬂr——s-!’ .

Demostracién. Bscogemos puntos tales que x-?(P,)

X- (R ~ sean puntos reguleres de W, y se si

gue cue ' |

T (WY Ty W) AT g (M)
Por 1o tanto

A\M.Tx(\\l’{.) ¢¥($'§)-av-5z Y( zp‘ 23,) +v=5-3
Por el teorema 3.

£l siguiente paso es demostrar la generalizacidn del
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Teorema de Clifford.

 Tgorems de Cifford Exbtendido. si dww W‘: aY=-2V 4+ 2

2EVEYNYE 5 Y g 9.2 para una superficie de -
Riemann de génerc g, entonces esa superficie es hipere
1".1'.;otj.ca. ‘

Demorst'racién. 5i dim W:-’-:Y'z"'*ij"}'l' usando el ~-—

hecho de gue
v whot
dim WY & dwm W,

_ »=t .
y de cue diwa W oy £NX-2¥ %3 | ge sigue cue

AlW\ WP a2 vaa l (IL.Z)

Hétese éue la hidtesis del teorema es esencialmente la
misma gque CH.Z,) ( excepto que se reempiaza Y-\, ¥=1 por
¥ 4 ¥ - respectivamente) Por lo tanto es suficien-
te demos*!_:rar'el teorema para v=2.

supongamos, Dues, que diwa W’;.:v-z s TEY L g-2 i

tenemos los pumtos de W?.- son puntos huecos ez decir -

_ 2 1.
WL oawh e W, y dim W, 2 ‘L‘“‘w\. b=v=3  como

dim W:_l §v-n por. = ‘tenemos que dim \\l:_l: -3
que es, de nuevo, la misma hipéteasia, reemplazandc;-r.,[-
“rporY . o5i W‘:_.l consta de puntos huecos solamente, re-
petimos el argumento y asi llegamos a2 que o bien

diwn wt = © ' y vor lo tento W;'=}¢ y la superficie

e

3
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] .
es hiperelfptica o bien W§$¢ para algun indices. ‘En
<
caso de que esto Altimo sufeda, tenemos x(-W; regulary
° {e .
donde dlmwj—""z’ yDeM ) tal que P)=X, del Teorema 4

se sigue que dim W"" d!m (w) ‘Y(; Y3 y por tanto

Y(Zp) Y 544 es decir ! € 2:‘:; @5 ﬂ ¥y por

el Teorema de Clifford ge sigue que la superficie es -
hipereliptica.
En este momento procede a dar wna descripcidn geomét_rj._
ca de las implicaciénes que tiene el teorema de Cliff-
ard para wna superficie de Riemann compacta gue no sea
hipereliptica.
Jabemos gue toda superficie de Riemann compacta K se -
puede. realizar como wna curva proyectiva irreducible ¥y
no singular, esto es, existe un morfismo analitico
®: M—bl’l) de rango mdximo en todo punto guya imagen -
?{M) es una curva analitica y por lo tanto algebrai
ca por el lema de Chow (CLY ) |
Una manera de hacer ésto es dando un haz lineal f tal
gue tengé suficientes se.cciones ¥y cue éstas separen pun
L tos ¥y vectores tangentes.Bsto es, si YsY(;) y entonces
para cada p,q€M debemos tener Yg’z ) Y-l y YCZZ z )
x¥~Z yen ebte caso si -Fu..,-f es wna base de W (M,Gq))

Tl

la funcidn, M——> P D > P> (}frp):,...) .frcp))




nos define a M como uma curva algebriica X de gfadé-f
ecd. )
Entonces el teorema de Clifford nos dice que el grado
de una curva X es cuando menos el doble de la dimen—-—
cidn del espacio proyectivo donde estd sumergida.

Un problema ain no resuelto es queé tanto mas g;ande es
y.e. pars una superfi_cie de Riemann compacta K de'"tipo
general", cué.nto-vale c¢5)BY(f), Bn el siguiente capf=—
tulo trataremos de dar una descripeidn masldetallada de

este problenma..
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CAPITULO  IIX

Por ser mas natural desde el punto de vista geométri
co, usaremos de aquil en adelante el 1engué.je de divi
aores, recordando que sipthi'% es un divisor en M,
. , ta\. e 14
le corresponde el haz 1inea;|.29=£..- gg‘ ¥ que podemos
. . ' I
identificar de manera natural al espacio vectorial -

Leoy=]fe il (434D 208 con WCM,805)) , o sea -
que Ldy= dim L(b) = ng) - Observemos gue Cfgp') .-:?r)

I.El Indice de Clifford.
.Empezamos defintendo sl fndice de Clifford del divi-
sorD en M coﬁm
ié(D): q¢D~2 L(D) +2
Propnsiciéﬁ 1. 513, yD, son divisores en M, entonces
(2) Qe (D4 Dy~ Dy DY #+ o (D, DY) & ig (DY 41 (D)
(B) ie (D, (2, D) £ i (D))
donde Z, es un dif:ﬁsar canénico y (D, D Yes el mézimo
comin divisor deD, y 'D; -
Demostracién.(a)} Como (D, ,'D,)ﬁbc, tx1,2 , tenemos que
L(DY < L ¢D,+D, - CDisD))
-~ Poxr mﬁ:-o dado.
L(D,‘)ALCD,,) :ALcDuDz.B
va que $el®)ALB)si y solo si-dA LD , pér 1o ta1_1_

to si y-solo si-}({SéfDuP,_), es decir, si y solo si
‘FG LC_'D,,TJ,_,')’ i '
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De lo anterior deducimos que :
L (D9~ (DLDN) 4 A (DD 2 LD+ L)

¥y sustituyendo en la férmula del fndice de Clifford
demostramos (a).

(b) Usando R!.eﬁann—m}ch ¥y el hecho de que

GAD) + % (2-D)= 4 () 24-2
obtenemos la férmula de Brill—-Noether—
{o(DY =i (2-D)

 Sustituyendo en (a) Z-T por Dz, abteﬁemos

te (D#2-D,~CDr, 2DV 44, (0,,2-D) & {, (D) + ¢ (2-D,)

como por Brill-Noether tenemos que |

C(D42-D,-CD,,2-0)) = iy €0,52-D))

conclﬁ:fmos que se cumple {b). |

Peorema l. (Clifford). sean D ¥ p* divisores no ——
negativos en M tales que D4 'D*-;Za Yy ?(D)és-l - En
tonces (e CDY20 y £ (D)0 5010 siD=0a menos
que I sea hipere{ptica. |
Demostracidn. i D=0 , entonces 4Dl y 4e (D)0 §i -

G (D)=4 ,- entonces .L(D)al y (L (DY=41 .

Bi 4(DY22 y Le(D¥o , entoncesr (D2 ¥ pocfemos -
congiderar que (D,0") es no negativo y %.-(D,.D“) 4 I%KD)-
y por la p_ro.posicién 1(b) Tenemos gue I:c_ p,0" )4 ‘:q D)

i » Aplicando induccidn sobre %«CD) 1legamos
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a que Le (0 20 .
Ahoera veaﬁxos la segtmda.pa{x'te;. 51 ‘_"-f(D):Z ¥y ip,(b);o - |
entonces L(D) =2 v ¥ es hipereliptica. 5i 923 ¥
le(D)=o ; entonces J(D)23 ¥y ﬁodemos congide~
rar, por tanto, que i ¢ ‘}rCD,D*) £ ?(lﬂ . ﬁenien—
do en cuenfa que ie_CD,’i*) £ {p(D) =0 , 1legamos —
por induceidén sobre ?'D » 8 cue M es hipereifptica
Gorolario. si D  es wn divisor tal que ©¢9rD<£24-2.
Entonces [o(D) 2o ¥ { (M=o solosi D22
& menos que M sea hipereliptica.
Demostracidn. Supongamos que L(DVZ22 , Entonces - -
D 2 p? con Ge(D) = ‘h-(D") y ﬂ—r(?;'b) 5%‘_’1 .
por lo tanto i (Z-DYz4, (P20 4 Ly (D=0 3010 si
Z-Dao a menos que M sea hipereliptica.
Lo que hace Clifford es restringif los divisores es- _'
peciales de indice o en una Superficie no hipereli’g
rtica. ILa pregunta natural es si se pueden poner res
triceiénes similaressen caso de qﬁe tengamos {ndice
de Ciifford positivo. Por B-rill-Ndet'her 'éodemos 'reg_
trin:gi'-moﬂs "a_x'diviso'res de grados éntrfé 0y 4.1 o
P‘ropoéicién 2., seaD wm divisorj" Zcua;.l_'tju{"éra"'éii'M"Iy
P wn aivisor polar. Eatonces
(a) i-c"»‘t‘D si'y solo s 11 CD}?Z. (
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“(b) ic(D') yO‘D tienen la milsma paridad y

(e) L (D¥PD 41 (D) £ 2 (D)

Demostracién. (c) Sead:D~D" con (D', )z0 comoP es
polar existen P 7P no negativos tales gue PP P v

¢PHP) 2 O . Entonces e
L CD)ALCD-#'P’ st CD-? Y,
LCDY e LCD+P?) y

)
LCD-:»P’P"):.LCD-L ?”)=21(p)
y por lo tanto Lwn)a-l.w-?)z L(D)A(m?—

de donde se sigue {c).

Teorema 2. Sea M wna superficie de géﬁero 9:4, D, pt
divisores no —negafivos de fndice de Clifford 1 y ta-
les gue 343«(0)&'3*; »3 & ‘k(b")‘_-‘g"l . Entonces I
‘es hipereliptica a menos gue D% T)"k | o bien D 415‘:32.,
Demostracidn. Sea %4(1))2%:(1)*) . 31 B no es polai', -
existe 'D"’{'D* tal que L{D**): Lco*)'zz. y L (0*’) ¢ i D)

¥y ¥ es hiperel:.nt:.ca 01D+es pola.r,
e CD+D*V 4 L D-D*) 22

Ios grados de D+D¥ y’D*-D* deben ser paces y por —

lo farrt:o, A‘.,_CD-I-D*)zo 0 bien i.er_'b-'g_"):o , supongamos,
_ <upor ejem_pio que i.e_(\)*D*)::O y Entonces ¥ serie hi
peréln’.p_tica a menos que 3"'0*$Z) . 3e procede simi
larmente para el caso en que ‘.'c( D-D‘:'):__o v qge_éf.a de-—

mostrado el teorema.
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II.. BX Indice de Clifford de M.

Vamos a definir el {ndice de Clifford de una superfi
cie M que es . wn concepto Gtil en la clasificacién -
de las superficies. Primeramente debemos introducir
alguna técnica.. 81D '_-‘D* son divisores no negativos
del mi:szﬁo grado y con indice de Clif:ﬁ’ord ig;ual y —
l(b)“lfD*)“V*‘ sy ¥?20 pode 0s suponer que
(D,P*) es de grados 28 donde St'f y siempre qu e

Gg(‘b,?") £ ‘Xf\“)) » Para hacer lo> anterior tomamos
wn divisor D° no negativo de grado $4¥ yg DD’ y 9‘-’-’0‘
tienen divisores fijos P,F‘respectivamenté, enton—
ces podemos comsiderar ‘D,D* tales que

(F,F )= (D-D, p*-D' Y- (D, D™~ »
de donde =~e sigue lo deseado.
ol escogemos D yU‘ de est2 manera, decimos cue cons
tituyen wna "Seleccidn standard® péra D .
Podemos tambien, escoger 'D tal que -!. (o) = ¥y
Lep+d*-0")= 4 cvm*)—s

Proposicidn 3. sean D yD’c’Livisores no nega t:.vos del
mismo grado £4-) con LeDd=L(p’)v, w0 s °°n_ d
seleccidn Standard parat)’ , donde D' divisor no negz |

tivo de grado séc , A (D+D*- DY = L(D+D") -5,

Entonces {.(D +-D*)s_q((1>,1>*)-r (D,h"‘) ¥2 (tetD)-s)
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Demostracién. somo B¢ (D,D") , tenemos que :
LCD+D*) 5 LD #p¥-(n,D%)) s
y claramente |
Lo (D4D*) ¢ e (D+DY(D,D%)) + g+ (D,D*)-25
ademds, por Ia p;'oposicién 1 | ' | ' o
i&(é‘* bk (D, %))+ {CD,D*) & c'JD)Ji,_CD“) 524;3(13)‘ |
¥ podemos concluir la demostracién combinando las dos
dltimas desigualdades.
!!feoj:-ema 3.5ea M no hipereliptica de genero q24 , D
wm divisor no negativo en H de grado é%;l con 4 (D=4
-mtonces Loy £2excepto, posiblemente si 3:& y LDY3
y2D%x%2 .
Demostracidn. supongamos lo contrario y tomemos D de
grado = £(d)-2 21 ta1 que £(27-D'):=420)5 . i
A, B formen una seleceidn standard para ? con A’-t pxD
teﬁemos que s £4-(4,B)qD,
Come Lo CA+B ~ (AR} +4. (AB) £ 4 (AV+LM)=2 4
ademas ni 4+8 -~ (AB) ni (ABdson cén6nico§; Tenemos
que (o (A+B-CABY) T < CABD)=L o
si £CcaB)Y=1 » entonces _L‘GC’A,B):?(&Bhi ¥y por la

Lol

proposicién anterior , ‘
ic (2D)= {eCAsB) { 2(écCAY-3)
Como S21z € CA) , s=4a (D)2 ¥y (eC2D)=0

- ¥ como M es no hipereliptica 20-'\':2)', 32‘}.’?3“.:0 .



si 1((4;37)21, ’ ;;odemos suponer (4,B) polar pués en -- 
cé.so contrario tendrfamos D¢ (AB)  con £(DV)= #AB)
y 4 (D")z0 y M serfa hiperelfptica. Por lo tanto -

(D HCABY)H I (D-(AB) L2 (D)2
gomo D+CA;B) y D=CAB) soﬁ de grado par, tenemos cue
wo de los dos debe ser de {ndice de Clifford O y cotio
ninguno de los dos es candnico tenémos wne contradic——
cibn pues M es no hiperelfptica. Quedando asi demotra— -
do el teorema.
" Ahors podemos definir el {ndicé de Clifford de E como __
el entero

L CMYzmf {neZ | weio DY, Deal

Con A el conjunito de divisores no negativosd con
ACOdY$L 5 D494

Problema de BHili-Noether. Cudl es { (M) para wna super

ficie general M de genero Q.

O0tro Problema. i M'no es general en el sentido de BW1

" Noether i.e. si L, (M'}¢Li, (M) con M general, de cushtos

parémetros en el sentido de "Hoduli™ depende_!ﬁ3

[t 2N



CAPITULO IV

EL morfismo canénico Vasociado 2 M (el inducido pn.r —
L(D) 1o que es 1o mismo W (14,600 )-,. es isomorfismé 8i ¥y
solo si M no es mlpereliptica ( éato es qna consecuen—
cia inmediata de Iﬁ.emamt-mc.l_z),. una pregm.lj;‘a natural -
es si podemos deécribir a 1a curve candnica en términos

de objetos de M. Un primer paso en esta direccién es el |
teorema de Noether que incluimos ¥a gue se tiemuestra —

con el mismo tipo de _técnicas que hemos estado usando. N

PER

I El Teorema de Noether.

En la demostracion del teorema de Noether es e.sencial al

siguiente lema, que &3 uma consecuencla 1nmediata del o

teorema de Clifford en su forma extendida.
Lema. Una superficie W de género 313 es hmeréla’.ntica si
ysolo si para tbdo divisor posi'b:.vo‘p,?])-‘-z, exiate un pun
to@Qtal que L(D¥RNI 22 -
Ahora veremos que nos dice Noether.
Teorema de Noether. 2ea il no hipereliptica de género

‘32 3 y entonces L{wZ) es generad.o por los polino—
mios de gradoim en log elementos de wna base de L(Z)

Demostracidn. Primero veremos los casos W:=Z ¥ o R
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Dor el lema auxiliar tenemob que exia‘be un -.6.1_ Sor
de grado %-2, tal que !.(D)"-“D'*Q) conQEM ad'e-m
nds como un divisor canénico no tiene puntos fijosy —
tenemos QQe(L ,D)-“- . Por Riemann-Roch J(z=D)=2 y pode—
_mos tomar una base {h..,h.,‘sde I{Z-D) tal que (Ch,’s,,(h.,\.\ =D
yé.‘ que ((hx\g,(h,).\ 2D y como (ChN, (hy),)40significa que
Z2=-D tiene algun puntio fijo Q)por Riemann-Roch ile
gariamos a gue I.(D-FQ)"Z. contrario a 10 sunuesto. Par
1o tanto D ((h""’) U"a\ \
‘.'n {*35 5 4=hsee 4 eu wa base para LCZ-) ento_nQ i
ces los conjuntos ‘“\ # '3 y ?k,.{\gson resnectlvamen

tg, linealmente 1ndepend1entes en L(?Jf“(hﬁo\ v

L(L'L"f-hﬂ.) . Bhora, como -
(22-Chd ,22-Ch)) 227 4 (Chdes (i )0)- (R (e
"27; .|.D (h.\ cl"'&)o

y como 1% ck Yo +(nY, |

L ¢2z~Chd D N Lsz,"'(“ﬁ Y= L(D)
oor 10 que el conjuntoihdsiy Jhofy§  tiene 23-1 ele
mentos linealmente indevendientes en L(32-D) . Ademds
L(2-D)= L{z\nL(z-Dy L(Z- -D)=2 , entonces
Ih, fj!,ujh -fsvﬁitn.ene 39-3 elementos 11nealmente';-
independientes en L (21)y como 0222343 » tenemos -

kue forman una base para L(ZZ)lo que pruebz el teorema




pﬁre. el easo M:Z,' . |
Lo probaremos ahora para =3 . Sea { &:’ _{ base paré. -_— _":': o
L‘(zz) de la forma obienida Como M es no hipere
1fptica existen h,,h,eh(ZYcon (Chdo, (hD)=2@ 3
€2,8)z0 y los conjuntos thé] , 4k 4} son lineslmen
te independientes en L(32-CA%Y y L(32-TA),) cuya -
interseccifn es L c32—*9’(h');%a)-que es isomorfo a —
L(L+®) y por Riemann-Rovh 1[1*0);% . Asi, el -
conjunto {h, # SU“\,_.fj}tiene 2(34-3 ) .-'3.:: 53"‘."

elementos linealmente independientes en L(;Z:Q)y

_ conjunto JAJ 55 SU‘f Az 4_;.‘ 'UJJ'J tiene 5‘3-5 éle;uen—

tos*—:.line'almente independiegtes en L[B-Z)jr todoé son-—
polinomios de gfado 3 eﬁ el;mentés de uz.za'ﬁas.’e de {(z)
¥y tenémos resueito el caso w”m=3 .
shora proaédemos .poz- induccién para 3. sean hy h,eLl@2)
linealmente -independien'l.:es con (ChYy o (M.SJ’é’, Jig}
base tie L(m?.), entonces '}hﬁ;};., ;h.,,-'f_,} son lir').e.almente
independientes, respectivamente\, en Letmerd 2=Ch)e) ¥
L.((mﬂ)kz,-(hg.),v cuya interseccibn es L(cm—r)z.') cuye
dimensidn es(g-l.)(zn-ﬂ por ‘tanto 1 ¥_‘Uﬂhgtiene
2.(;-1)(2.m-.\) (4-1) (am-)= (§-1) (2 (mm-l\ {lomrz)

'elemen'bos linealmente independientes.

@on lo anterior gueda demostrado el teorema pues si f
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es polinomio de gradom en elementos de una base de
L(z )) h;_ :fJ es polinomio de grado(hﬂ-}ﬂ en los mis

mos elementose.

11, Intex_foretacién Geométrica.

supongamos, sumergide a la supexficie i en su espacio
proyectivo candnico P, doto es, tal que lés hiper
planos cortan .divisores canénicos. EL hecho.de que
J(DY22(D+@)  se traduce por Riemann-Rock en que —
4 Cz—-?):z, yL(Z2-D~®@) =1 . Esto es; si D= a“‘--'*%-;,
Fl niimero de hinerplanos lineslmente independizntes —
que 2asan por 7‘: yr e Pg—t es pre'eisamezrl_te 2 . Pero de
los hiperplznos c¢ue pasen .por ﬁ,...J %_z-que Dasen tam-
bien pofrCQ solo hay uno. D& esto dltimo se sigue
(CW-SJ(W;\JQcon W, € sy &%) linealmente.

Sea dyy-rydg  una base de I'(M,6"% ). Entonces las dife-
renciales cuadréticas w.odn"u“’;éa de I"(M)a‘{&a"’) son 1i-
nealmente indepeﬁ&ianteq. Lo mismo se pueds decir de -
a.:t.;i 3o ,U.Ldg - El subespacio generado por éstas se —-
puede identificar con ; fe Pem,0%%0") | (f)?(w,)‘ y

3o Lo .
-)PEP(M,G @G' “P)Z(“’,‘)& ya-que_ambo.s son de dimen

sién"% . Le intersedcidn de estous subespacios se pue-
, s | b o 40
de identificar con i eer'(l‘!,o w@@' Q)Z('%hf“-héy

: a0
cue & su vez we identifica con}PQV(M}O"_’@O' ! ({)3&’!’

) y @Ry )

A e e T




29~1+4-2z 53 ~3 elementos linezles indepen-

3

que es de dimensidn lc(w‘)-fw)‘f?"”w: dmd=1 . Iue
g0 en-)w‘hr--;w:ﬁ%; “’:“u--') “&43_5 ha.y‘za—l elementos line
almente mnde péndiente gue o3 precisamente la dimen,.éién |
de L_-(tw*)-D) y donde -Z:(w) o Consideramos, ahora, los
elementos |

w; 4, r")w‘da)wzdn“‘;%“a; o, “3_-."-:*3‘0 € PCM,O’"@O"'O)
Las 'd:g.:ferenciales de J_t’zz,—p) Son presisamente aguellas
que cumplen ({) 2P ¥ las diferencialespt L{z2)precisa
mente las que satisfacen (P)ZZ_. y la interseccidn son
las diferenciales cuadréticas gue pasan por Z+D cuya

dimensién es lczz,-z-p)= .({z-_l)):z . O sea cue tenemos

dientes .



b

T

CAPITULOC V¥

Veremos como: Petri nos describe explicitamente una base

para las seccidnes de 8(K®™) (o de L.(m2)).

-Mas atin, nos describe explicitamente ( excepto en dos -

cauo‘ls especiales) un nimero finito de relacidnes de gra
dos 2 y 3 que generan el ideal de la curva candnica. Bs
to es, toda superficie no hipereliptica Iﬁ; se puede --
realizar como una curva algebrdica de grado 2g-2 en un
espacio proyectivo de dimensidn g-1 la cual es intercec
eidn de hipersupsrficies de grado 2 6 3

T. Teorema de Petri.

sea M de género g ¥y no -hipereliptica. EIntonces pademos
eacoger H;-uj?}tﬂy diferenciales holomorfas d\)"‘! &.6

linealmente independientes tales cus

dl(?j\= o St i"*j.
§o S (=4
En casé de que 34 _l,a* y escribimos 4= GH,; Ki

dys MAidd 4o

4o = Pp Lt b
Donde ¥;coordenada local enP: yN3o.
Enr 1aﬁ"‘tab1a adjunta aparecen ios resultados o‘otenidt)s'-
por Petri. Cada Columna comprende una base para las
m-formas con \éwmég . Ademis en cada columna se agrupan

las diferencieles en renglones de acuerdo 2 la multipli
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fidad de sus ceros en 143?54"""‘%- Asf, el primer ren-
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gldn es ":s"""; “.. Tas columnas 3e obtiendn de 1.5. —

siguiente manera. Ia segunda columna se obtiene asis

(2) Primero se ve que toda diferencial cuadrédtica &=

Que‘ae anulé.'en s de la Tormad«(Yxdg (),

(b) 'a'i{.aéi-ljia ,d;)._’-‘ se puede representzr en la forma
Aetivdo(),

(¢} Omitiendo los -l(A’- con. 'H-&q;‘, ‘h,los elementos reus

tantes forman la base deseada..

Ia tercera columna se obtiene a.Slc

{a) e Ve que las dn.ferenciales cubicay ‘Ht\'r*\“{““'n

gon de codimensidn 1 en el e.spacio de las clbices w
con doble cero enU. Para quew sea de la forma

FX3 l-‘.‘,'ﬂﬂ:‘ OYes necesario que

T Res {w/dd) =0 {v.1)
‘Ct &e‘.‘; ’
(b) 51 ‘{n(hs..Wk, Yonemos que tiene un cero doble

en U y que -7y satisface ¢v.1)

4 . o
(c) Por lo tanto 'L-‘"lj':“f( 3 H\'*z“ + ":.:( ) ¥y nos
quedan 5§-5 diferencizles clibicas que formen base

Las demé.s columas se obtienen en forma autondtica

[

pues se reducen a las anterlores. aln enbargo se u-

san las siguientes identidades.

4 4 = 53 Byt A T Py dd

KaS
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e Z:‘ Pege Uhated 4 po Al A v did (vi2)
Donde las B son lineales, las -E, cuadriticas y las ¥
escalares.
Ashora, si. xn---axt son las coordenadas homogéneas co-
rrespondientes a ?‘,.u,P.* para el mapeo canémico

| Y:M—n ?34

Tenemos que las identidadesW.,2) nos dicen: que las e-

: ¢
cuaciones homogenean

Sz %% 5_} by Chi R Rw = Yuy Biky

3‘3- ('l._x") ‘K.\‘Ki (l‘j"‘l )jxt\x] 7}{‘:"‘(&1}‘\’\
-y X} Ky = WP R K |
que son de grados 2 y 3, generan al ideal de la cur-

va asociada a M.
Los resultados gue comprende el teorema de Petri son
Lo (a) foy=9 5 Gy % Bk * FBux

(0%, 4uyg -xj,{“.\.? eard, - JZ:_JP:L:L ’FJJ_ = fuix %d K
cme._jkescalar simétrico en & 14 2Ky
2+ Tenemos dos powsibilidades. O bien Q&“k ?ij 20, en -
cCuyo c¢aso M es cubrimiento triple de ‘P" 0 si 3:015ue—- |
de ser una quintiéa plana no singular. O bien la ma-
yoria de las ¥ P son no cero, en cuyo caso las f‘-j
generan por s i mismas el idesl de M. |
3.~ Dado cualquier conjunto de -E,J ’3‘_') relacionadas co

mo en l. con los }tduy‘ alguna elj*b y eXlste una super




Y

ficie K de género g cuya imagen candnica eﬁ@yesﬁé "
definida por estas ecuaciones. O«=gea que se tiene un:
conjunto completo de identidades en P,F , 9,3, A
} P que caracterizen aguellas que. dan lugar a curvas

canfnicas.

e
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