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0.1 INTRODUCCION.

El estudio de los Sistemas Dindmicos Discretos ha tenido gran atencién durante los ltimos 30
anos. De hecho, el mimero de libros y articulos dedicados a este tema ha crecido impresionan-
temente. Lo anterior se debe & que se les e;lcuentra en muchas las ramas de la ciencia, tales
como Quimica, Fisica, Biologia, Medicina, Ingenierfa, etc.

Un sistema dindmico consiste de un conjunto de estados, junto con la “regla” o funcién que
determina el estado presente en términos de los estados pasados. Cuando la regla es la misma
en cada tiempo, la evolucién del sistema esta dada por las iteraciones de la funcién f. Es decir,
fof2=fof f2=fofof,.. En este caso, el objetivo es estudiar el comportamiento
asint6tico del proceso iterativo {z, f(z), fX(z), ..., f*(z), ...} , cuando z esta en el conjunto de
estados del sistema.

Existen ejemplos donde este proceso iterativo, presenta un comportamiento “irregular”. Son
estas sucesiones las que se estudiardn para introducir el concepto de “caos”.

Matemaéticos, Biologos, Quimicos, Filosofos, Fisicos entre otros, tratan de dar una definicién
formal del caos. En la literatura de sistemas dindmicos discretos, existen diferentes definiciones
de caos. Ciertamente no es deseable tener varias definiciones de un mismo concepto que no sean
equivalentes unas con otras, pero el estudio de este “tipo” de comportamientos ha resultado
de gran interes en muchas y diversas disciplinas, y resulta dificil encontrar una definicién que

refleje todas las caracteristicas de interés de todas las dreas.

El objetivo de este trabajo es presentar algunas de las diferentes definiciones de caos, que

con mayor frecuencia se encuentran en la literatura de esta area.

En el Capitulo 1, se presentan los conceptos bésicos que se requieren para estudiar los
Sistemas Dindmicos Discretos. Ademds se ven ejemplos que serdn de gran ultilidad para com-
prender con mayor facilidad dichos conceptos. Finalmente se presentan resultados para estudiar

la estabilidad de los puntos periddicos.

El Capftulo 2 es la parte central de este trabajo. Se introducird la definicién de caos
dada por Devaney. Adem4s se analizarin otras dos definiciones de caos propuestas en anos

recientes, una por Wiggins y otra por Martelli. También se verd que estas dos definiciones
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son practicamente equivalentes. Por 1iltimo, se observardn resultados impresionantes cuando
se trabaja con funciones restringuidas a intervalos. Es aqui donde se presenta la definicién de

caos de Li-Yorke.

En el Capitulo 3, se verd la definicién de yn orden de los nimeros naturales que fué intro-
ducido por Sarkovskii. Este nuevo orden permite presentar un importante resultado acerca de

la existencia de puntos periédicos.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4 se desarrollardn algunos ejemplo de funciones cabticas de acuer-
do a la definicién de Devaney. En este mismo capftulo se introduce el concepto de conjugado

topolégico.



Capitulo 1

DEFINICIONES Y RESULTADOS
BASICOS.

El objetivo de este capftulo es dar algunos conceptos y resultados bésicos, que se ultilizardn en
los capftulos siguientes. Para esto, se trabajard con funciones definidas en un espacio métrico.
Se pide que el rango de la funcién sea un subconjunto de su dominio; esto con el fin de definir

la composicién de la funcién consigo misma.

1.1 Notacién y definiciones.

Sea una funcién f : X — X, donde X es un espacio métrico. Las iteraciones de x € X bajo la

funcién f son:
@) ==
fHz) = f(=)

) =(f o f)(=)

M) =(fofo---of) (z)

n—veces



f*(x) denota la n—ésima iteracibn de z bajo la funcién f, y la sucesién
{z, f(z), F(z), s (), ...} , describe la evolucién del estado z en el tiempo.
A la pareja (X, f) se le lama un sistema dindmico discreto.

DEFINICION 1.1.1 Sea un espacioymétrico X y f : X — X. Se le llama la 6rbita de
z0 € X bago la funcidn f a la sucesion {zo, f(zo), f2(xo),---} = {f™(x0) : n€ NU {0}}, misma

que se denota por O(wo, f).

O(zq, f) describe las distintas posiciones que visita el punto zp con el paso del tiempo, es
decir se inicia en el punto zp y se tendr4 la posicién f™(zo) después de transcurrir n unidades
de tiempo.

Existen ocasiones en las que para algiin n € N, f"(xg) = zo. Es decir, que de luego de
n—1 unidades de tiempo x¢ regresa a su posicién inicial. Si esto sucede, el movimiento descrito
en la érbita O(zg, f) comienza a repetirse, a ser periédico. Las nociones de puntos periédicos
y puntos fijos son muy importantes en el estudio de los sistemas dindmicos. Su importancia
radica en el hecho de que muchos fenémenos fisicos presentan ciertos patrones que se repiten,

produciendo asf los ciclos.

DEFINICION 1.1.2. Sea un espacio métrico X y f: X — X. Se dice que xp € X :
(a) Es un punto periddico de f con primer periddo k, si

fk($0) = y
Mxo) # zo pare n=12---k—1.

(b) Es un punto fijo de f si f(xo) = zo.

(c) Es un punto eventualmente fijo de f, si existe N tal que

[ (z0) = fM(wo) si n>N.

(d) Es un punio eventualmente periédico de f con primer periddo k, si existe N tal que

I (20) = (o) si n>N.



Si z € X, es un punto periédico de f, se dice que la érbita de z, O(z, f) es periédica.
Nétese que los puntos fijos de f son puntos periddicos de primer periédo 1, y los puntos

periédicos de f con primer perfodo n, son puntos fijos para la funcién f=.

DEFINICION 1.1.3. Sea un espac_z;o métrico X y f: X — X. Se dice quez € X

(a) Es un punto asintéticamente fijo si existe un punto fijo zp € X, tal que
lim f™*(z) = =p.
n—00

(b) Es un punto asistoticamente periddico, si existe un punto periddico p de primer perfodo
k, tal que
. k _
Jim f*(z) =p.
La definicién anterior asegura que z es un punto asintéticamente fijo si la 6rbita de z
converge a un punto fijo. Por otra parte, si = es un punto asintéticamente periédico con primer

perfodo k, su 6rbita tiene & subsucesiones convergentes.

DEFINICION 1.1.4 Sea un espacio métrico X y f : X — X. Se define el conjunto
estable de un punto periédico p € X con primer perfodo k como

W) ={seX:lim =)= p}.

Observacién.- En el caso particular de X =R, y si |z], |f(z)], |f?(z)], - -- crece sin cota
entonces se dice que x converge asintéticamente a 0o. En este caso, se define al conjunto estable
del infinito por:

3 — T —
W oo)={r e X 'nlﬁlo}o f*(z) = oo}.

PROPOSICION 1.1.5. Sea un espacio métrico (X,d) y f : X — X. Sean p,gc X
puntos periddicos, con p # q. Entonces We(p) N W4(q) = 0.

DEMOSTRACION.- Supéngase que W*(p) N W*(q) # 0. Se demostrard que p = g.




Sea z € W*(p) NW?*(q), entonces existen constantes N1 y N tales que

si n> N ¥y

d(fnkp(ILP) <
d(f™(z),q) <

%

si n> Ns.

D2 MBI

De aqui que
0 < d(p,q) < d(p, f™Me*r(z)) + d(g, MrHa(a)) < 5 + 5 =¢
si n > N donde N =max{ N1, Nz }. Asf 0 < d(p,q) <, por tantop=¢g. U

EJEMPLO 1.1.6 Sea f(z) = |z —1|

-1 1 2 3

-1
Figura 1.1

Obsérvese que el tinico punto fijo es %, y

0(0,5) = {0,1}
O(]wf) = {1’0}

asi que 0, 1 son puntos periédicos de periodo 2.
Si se toma z = 2, obsérvese que O(2, f} = {2,1,0,1,0,1, ...}, es decir f*%(2) = f™(2) para
toda n € N, por tanto 2 es un punto eventualmente periédico.




Si se toma z = 4, se observa que O(4, f) = {4,3,2,1,0,1,0,1,...}, es decir f**2(4) = f*(4)
para n > 3, por lo que 4 es un punto eventualmente periddico.

Sigyjendo este mismo proceso se llega a que todos los mimeros enteros son eventualmente
periédicos, ya que despues de cierto nimero de iteraciones, caen dentro de la 6rbita {0,1}.

Por otra parte, si se toma la subsucesién {z, f3(x), f4{(z), (=), ...}, para los mimeros en-
teros pares, esta subsucesién converge al punto periédico x = 0 y para los mimeros enteros im-
pares converge al punto peribdico x = 1. Por ejemplo, si z = 6 entonces
O(6, f?) = {6,4,2,0,0,0,..} — 0y si z = @ entonces O(9, /%) = {9,7,5,3,1,1,1,..} — 1.
Esto significa que:

W*(0) = {los mimeros enteros pares}

W?(1) = {los mimeros enteros impares}

Ahora, los puntos de la forma z, 1 — z para 0 < z < 1, también son puntos periédicos de
periodo 2, por ejemplo, si x = 0.8, entonces O(0.8, f) = {6.8,0.2,0.8,0.2,...}.

Si se toma z = 4.8, se tiene O(4.8, f) = {4.8,3.8,2.8, 1.8,0.8,0.2,0.8,0.2, ...}

Siguiendo este mismo procedimiento, se llega a que los mimeros que no son enteros también
son eventualmente periédicos, pero estos caen dentro de la 6rbita {z,1 —z} para0 <z < L.

EJEMPLO 1.1.7. Sea f : R — R definida por f(z) = —z°.
Se verd cuales son los puntos fijos y puntos periédicos de esta funcién.

M
2.
4 2 2 4
A
-4
Figura 1.2



Al iterar la funcién se obtiene

fla) = —=*
z)=1=°

fizy=—="

) = (1)
Considere las érbitas

O(O,f)= {01010:0$"'}s O(l,f)= {11“111;“—1,"'}! O('—]-:f)= {—ls 1$ —1:1a'“}

De aqui se observa que 0 es un punto fijo y que los punto 1 y —1 son puntos periédicos de
primer periodo 2.

Ademés, de acuerdo a como estan dadas las iteraciones, si [zo| < 1 entonces | f*{zq)| — 0,
es decir, los puntos entre —1 y 1 son asintéticamente fijos.

Pero si |xo| > 1, entonces | f™(zp)| — 0. Esto se puede ver en la siguiente figura.
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EJEMPLO 1.1.8. Sea f(z) =% — 1

3
‘ 2
ﬁ
1
x
3 - / Xo 2
-2
Figura 1.4
La funcién f tiene dos puntos fijos
1++/5 1-+6
To="—3 y = )

Considere las siguientes érbitas

0(01 f) = {0, -1, 0, -1,-- }
CO(-1,f) = {-1,6,-1,0,---}
o, f) = {1,0,-1,0,—1,---}

En este ejemplo se puede observar que los puntos 0 y —1 son puntos periédicos de primer
perfodo 2, y que la 6rbita de 1 después de una iteraciones coincide con la 6rbita de 0, el cual es
un punto periédico, por lo tanto 1 es un punto eventualmente periédico.

Abora, considere la érbita del punto %

O3, f) = {0.5,-0.75, —0.4375, —0.8085, —0.3461, —0.8801, —0.2253, ~-0.9492, —0.0989,

—0.9902, —0.0194, —0.9996, —0.0007, —0.9999, -—0.0000011, -}

ndtese que esta Srbita no es periédica ni converge, pero de las dos subsucesiones siguientes:

{-0.75, —0.8085, —0.8801, —0.9492, —0.9902, —0.9996, —0.9999---} — —1

{—0.4375, ~0.3461, —0.2253, —0.0989, —0.0194, —0.0007, —-0.0000011,-- -} — 0
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se ve que cada una converge a un punto periédico, asi que a % es, segin la Definicién 1.1.3

(b), un punto asintéticamente perisdico.

EFEMPLO 1.1.9 Sea 5! el circulo unitario. Como es costumbre, se identificara al 4ngulo
0, con el éngulo § +2nm, ne N. ¥

Se define la métrica en S1 de la siguiente manera: si a y 8 estan €] intervalo {0, 27), entonces

| — B si ja—B|<n

la—Bl—7 si |a-8l>=

dle, ] =

Sea g : §1 — 57, definida como g{e?) = ?¥.
“""'Se vers cémo son los puntos periédicos de g.
" Un punto € en 5!, es un punto periédico con periodo n, si y solo si g"(e®) = €?, es decir

2% — ¥ esto es verdad si y solo si 2°@ = 6 + 2kw para algin k € N. Despejando 8 se tiene

2%z
6 _ '27;_'___‘1'-
Por lo tanto un punto e es periédico con periodo n si y s6lo si § = %—k—fi para

k=90,1,..2" —2.

EJEMPLO 1.1.10 Sea ¥ = {s = {ses152...} : si = 0 o 1}, el conjunto de todas las

! sucesiones infinitas de (s y 1’s. Este conjunto es Hamado el espacio de sucesiones de 0 y 1 o el
W = espacio de sfrobolos de 0 y 1.
! Por ejemplo, {00011010...} y {1101001...} son elementos de ¥3. Otro tipo de elementos que
estan contenidos en Y, son los de la forma {0100101010...} es decir, que sus ultimos digitos se
repiten indefinidamente, y se denotardn por {010010...}.

La metrica en X esta definida de la siguiente manera: si 8,1 € X», entonces

dls, 1] =Z'—3‘_;.—t'1.

i=0

Por ejernplo, 1a distancia entre s = {011...} y £ = {101...} es:

_lsa—to]  |s1—t1| lsa—ta] -1 10 [1-1] 1
ds,f] = = + G S = e e e b = T g0

t
TR
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e 8o define €l mapeo cambio o : X3 — Y por,

o{sps182...} = {s15283...}

»
Por cjemplo, {0110100...} es un elemento de X, y 0{0110100...} = {110100...}.
Se mostrard c6mo son los puntos fijos y periédicos de o.
-Existen dos puntos fijos de o: las sucesiones constantes {00...} y {11...}.

' Los puntos eventualmente fijos son de la forma {sg3182....500...} ¥ {308183....9,1...} para

_ todo n > 0.
' ‘Supdngase que $ = {508152... } €s un punto periédico de ¢ con perfodo k. Asf o*(s) = s, en-
tomces  o"(o*(s)) = o"(s). Ademfs, o™*(s) = {SmikSmikst} Y

0'“(.9) = {8130 41-..}, €OLONCES 5y 4; = Sy, para toda n > 1. De aquf que, s es un punto periédico
con primer periodo k, si y sélo si s es la sucesién formada repitiendo los primeros k—digitos
{'ggsi...sk_l}. Por lo tanto, los puntos periédicos de perfodo k son de la forma {3p5183.-8%_1--- }-
' También existen puntos eventualmente periédicos de periodo k, los cuales son de la forma

{3081 32..43;;3,-,.5.1- wSpntk—1-- }

1.2 Andlisis graﬁco

En el caso particular de que f sea una funcién real de variable real, ¢l an4lisis grifico es una
técnica que utiliza la gréfica de la funcién en cuestién para analizar su dindmica.

Para realizar el an4lisis gréfico de una funcién f, se grafican la funcién f y larecta y ==
sobre el mismo plano cartesiano. Ahora, se toma un punto a en la recta y = x y se traza una
linea vertical hasta cortar la gréifica de f, desde ese punto se traza una linea horizontal hasta
tocar & la recta y = x. Ese punto es f(a), repitiendo este mismo proceso se encuentra fz(a), y

asi sucesivamente. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos.
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EIJEMPLO 1.2.1. Sea f(z) = 2.

» ! a

. FaleFiafia)

: %

g 2

@ Y isanftan

| r Farf )

-1 1

E

j.

i.

I

[ A

Figura 1.5

A través del andlisis gréfico de esta funcién se puede observar que los puntos 0,1y —1 son
puntos fijos, ademds que W*(0) = (1,-1), y W?*(o0) = (—o00,—1) U(1, 00).

! EJEMPLO 1.2.2. Sea f(z) = —a3

P

| Figura 1.6
| Obsérvese en el anslisis grafico que 0 es el tinico punto fijo de f, ademds W?(0) = (—o0, 0]
¥y W*(o0) = (0, 00).
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1.3 Condiciones de continuidad y diferenciabilidad.

En mychos casos las funciones a considerar son continuas y diferenciables. Esto nos permite

obtener resultados importantes en el estudio de los sistemas dindmicos.
%

PROPOSICION 1.3.1. Sea f : {a,b] — R una funcién continua . Si [e,b] C f ([a,}])

entonces f tiene un punto fijo en [a, b].

-DEMOSTRACION.- Como {a,b] ¢ f([o,8]), existen puntos c,d € [a,b] tales que

’f@%=0YfM%=h(WngmaLﬂ.

Sic=a6d=5, entonces a 6 b es un punto fijo. Pero si esto no ocurre, entonces ¢ < ¢ < b

ya<d<b.

Sea g(z) = f(x) —x de aqui que, g(¢) = f(c)—c=a—-c< 0y g(d)= f(d)—d=b-d>0.
Ya que g{(c) <0, g(d) > 0 y ademds g es continua, aplicando el Teorema del Valor Intermedio,
existe z € [¢,d] C [a, 8] tal que g(x) = 0, es decir f(z) = z. Por tanto z es un punto fijo de f.
|

Observacién.- Si en la Proposicién 1.3.1, la condicién {a,b] C f{[a,b]) se cambis por la
condicién f ([a,b]) C [a,b], la conclusién sigue siendo vélida. (Ver Figura 1.8).

. |
bt-——--- i — bt-——--- N -
174
| | l '
1 | | |
! ;o ! !
] | : 1 : I 1
1 i 1 1 3 |
ol ! Lo ! ' I
i I = b =g at-———— - 4 ——
A ! ! 1
[ A I
] ] i i t
I T | ! !
Loy I L !
0 ¢ ¢z d b g A t
Figura 1.7 Figura 1.8

“Una importante propiedad de las funciones diferenciables es que cumplen con el Teorema
del Valor Medio, el cual se recordars a continuacién.
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Teorema del Valor Medio. Sea f : (a,b) — R una funcidn diferenciable en {a,b).
Entonces existe ¢ € (a,b) lal que

F(®) — f(a) = ()b —a).
%
Se sabe por la Proposicién 1.3.1 que si f es continua en [a, b] y si [a, 8] C f ([a, b]). entonces,
f tiene por lo menos un punto fijo. Pero, si adem4s es diferenciable, la signiente Proposicién

asegura que f tiene un vnico punto fijo en [a, 8] .

PROPOSICION 1.3.2. Sexa f : [a,b] — la,b] una funcidn diferenciable. Si
|F/(z)] <1 para todo z € {a,b]. Entonces existe un tnico punto fijo en [a,b] . Ademds para todo
.i,y € {a,b], x #y se cumple:

|7=) — f@)| < |z — 9l

DEMOSTRACION.- Se empezara demostrando Ia segunda parte de la Proposicién
Sea z,y € [a,b] con x # y, por el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € [z, y] tal que

|fy) — @) = |F' ()| ly — =
pero por hipétesis |f'(c)| < 1, entonces
1f®) - F(@)] <y —=l.

Ahora, se demostrard que f tiene un tinico punto fijo en [a,b]. Por ser f diferenciable es
continua, por tanto f tiene por lo menos un punto fijo en [a, b] .

Sea x € [a,b] y p un punto fijo de f en [a,d], con x # p, entonces

Ip - fal =1f(p) - F(@)| <lp— =]

Nétese que si f(z) = z, entonces se tendria |p — x] < |p— z| lo cual es una contradiccién,
por tanto f(z) # z por lo que z no es un punto fijo de f. Luego p es el tinico punto fijo de f
en fg,b]. O
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Se denotaré por C! al conjunto de las funciones cuya derivada existe y es continua. El
siguiente resultado nos da un criterio para estudiar la estabilidad de los puntos fijos.

PROPOSICION 1.3.3. Sean X CR y f: X — X, con f € CL. Sea p € X un punto fijo
de f . .

(a) Si |f(p)| < 1, entonces eziste un intervalo abierto que contiene a p contenido en W(p).

(®) Si |f'(p)] > 1, entonces existe un intervalo abierto U que contiene a p tal que, siz € U

con ¥ # p, entonces existe n €N tal que f*(z) ¢ U.

DEMOSTRACION. (a) Sea ¢ = %(1 — 1 ®)]) > 0. Como f' es continua en p, existe
& > 0 tal que:
IF@) - f@@)<e s ze@-5p+0).

Asi que,
If@) = FE@+7E-E) < f@-FOl +IFfGl < « +1f@El =
A= FEN+II@I=3+3/®I=1- 30 - |f @] =1--
Eis decir,
|f’(a:)|<1—s st ze(p—6,p+46) (1.1)

Ahora, se toma z € (p— 6,p+ 8) con z # p, aplicando el Teorema del Valor Medio, existe

¢; entre z y p tal que;
\F(@) — f(©)] = f(z) — p| = |f(c1) |z — ] (1.2)
entonces, de (1.1) y (1.2) se tiene que,
(@) — F(2)l = |f (e} Iz —pl < (1 —€) |z —p|-

Luego, por ¢l Teorema del Valor Medio, existe ¢y entre f(z) y f(p) tal que

NP@ - PO) = 116 E) - FUE)] = 1 (@) 1@ - 1@)] < ()] (- e}z — ], en-
tonces | 12(z) ~ 1(p)| < (1—¢)* |z —pl.

- Y por induccién se cumple
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Ya que (1 —¢€) < 1, entonces f*(z) — p, es decir z € W*(p) para toda z € (p — §,p + §),
por tanto (p — 6,p+ §) C W(p).

(b) Sea M tal que |f'(p)| > M > 1. Como f’ es continua, existe 6 > 0 tal que para todo
z € (p—8,p+ &), se tiene |f'(z)] > M. Sea z € (p — 6,p+ ), con x # p. Por el Teorema del

Valor Medio existe ¢ tal que

|f(z) — f@) = |f'(c)| |z —p| con c€(p—8,p+6).

Como ¢ € (p — 8,p + &), se tiene que |f'(c)] > M, por lo tanto |f(x) —p| > M|z —p|.
Si f(z) € (p— 6,p + &), entonces

|7 (f(=)) —p| > M|f(z) —p| > M*|z — p|

..y asf, mientras f"(z) se mantenga en el intervalo (p — 8,p + &), |/™(z) —p| > M™ |z —p|.
Como M > 1, esto implica la existencia de n€ N tal que | f™(z) — p| > 8, por lo tanto el punto
f™{(z) ya no pertencce al intervalo (p — 6,p+46). 0O

Una observaci6n 1itil, es que si los errores e, = f™(x) — p, son no nulos, entonces:

ent1 _ @) -p M) —F ) |
o " F@-p ~ e @

por tanto, la magnitud de la derivada de la funcién en el punto fijo, es un indicador de la rapidez
de la convergencia de la iteracién al punto fijo.

De acuerdo a la Proposicién 1.3.3, se clasifican los puntos fijos y periédicos de la siguiente

manera.
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' DEFiNICION 1.3.4. Sean X CR y f: X — X una funcién diferenciable. Sea p un
punto periddico con primer perfodo n. Si {(f*(p))| # 1, se dice que p es hiperbslico. De otra

maners, se dice que es no hiperbdlico,

LY

DEFINICION 1.3.5. Sean X CR y f: X — X una funcién diferenciable. Sea p un
punio hiperbélico periddico con primer perfodo n.

’ (a.) Si [(™(p))Y] < 1, se dice que p es un punto periddico atractor.
. (b) S |(f” (P)Y1 > 1, se dice que p es un punto periddico repulsor.

' Cua.ndo n = 1, en la definiciénl.3.5 en los casos (a) y (b), al punto p se le dice punto fijo
-.:a_.:tr.a.ctor y punto fijo repulsor respectivamente.
.‘ _ _La siguiente Proposicién nos da un criterio prictico para estudiar la estabilidad de los puntos
periédicos, basado en 1a Proposicién 1.3.3.

| PROPOSICION 1.3.6 Sea | una funcidn de clase C* y p un punto periddico de f con
. -primer perfodo k.

(@) Si |[f'()f'F@)-.f' TF Y (p))| <1, entonces eziste un intervalo abierto que contiene a
P, tal que esta contenido en W3(p).

) Si | (5 (P)--F(F*1(p))] > 1, entonces eriste un intervalo abierto I que contiene
a p, tal que todos los puntos del intervalo (excepto p), dejan el intervalo I bajo iteraciones de
=

" DEMOSTRACION.- Por la regla de la cadena se curuple,
(F5@)Y = £V (F@)-- £ (5 ()

Entonces las conclusiones de la Proposicién son inmediatas, aplicando la Proposicién 1.3.3

| - 8 la funcién f¥, O

Nétese que si p es un punto periédico de f, con primer perfodo k y la derivada de f*¥ en pes

| _Iﬁendr que 1 en valor absoluto, entonces puntos “cercanos” a p son atréidos a p bajo iteraciones
de f*.
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En el Ejemplo 1.2.1, se obsevé que los puntos fijos de la funcién f(z) = z* son 0,1y —1.
Para ver si estos son atractores o repulsores primeramente se deriva la funcién y se obtiene
f(z) =‘_3x2. Después se evalua en cada punto fijo. Asf se tiene que 0 es un punto hiperbdlico
atractor ya que |f'(0)] < 1; los puntos 1 y —1 son hiperbélicos repulsores ya que |f'(1)] > 1 ¥
171> 1. )

Esto quiere decir que los puntos que se encuentran entre (—1,1) bajo iteraciones de la
funcién se acercan a cero y los puntos que estan en (—oo, —1) U (1, c0) bajo la iteracién de la

funcién se alejan.

EJEMPLO 1.3.7 Sea T': [0,1] — [0, 1] definido como

0.8}
gi 0<z< 1 0.6}
T(z) = :
20—z) si 3<z<1 0.4
024
: 0 02 04 06 08 1
1 Figura 1.9
; Esta funcién es llamada el mapeo tienda. Existen dos puntos fijos: 0y % Estos puntos fijos
son hiperbélicos repulsores ya que, |T'(0)| =2y |T'(3)| = 2.
' Ademés existen pintos eventualmente fijos, por ejemplo, %—, %,% satisfacen:

-
TGI) = %,T(%):l, (1) =0,
T(g) - %,T(%):l, 7(1) = 0.

Para encontrar puntos de perfodo dos, nétese que T2 esta dada por:
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f
4z si 0<z<y 0.8]
¢ 2(1 —2z) si legcd
T?(z) = 4 N : ; 0.6
Yx—35) si 3ST<Y
. 0.4]
| Hi-z) s §<z<,
0.2]

0 02 04 _06 08 1
Figura 1.10

Obsérvese de la Figura 1.10, que existen cuatro puntos fijos de T2 que son: 0,2,2, 2 dos de
los cuales {0, %} son puntos fijos de T'. Asf {—g-, 2} son los tinicos puntos de periodo dos. Como
](Tﬂ)’(§)| =4y l(Tz)’(é)l — 4, se tiene que estos dos puntos son periédicos repulsores.

Ademés existen puntos eventualmente periédicos de perfodo 2, los cuales son %, % ya que

~
R
S ]
~—
Il
(LTRSS TR

La figura 1.11 muestra la grafica de 8 :
1-|

0.2
0.6
0.4

0.2

0 02 0.4 06 08 1

Figura 1.11
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_ De la Figura 1.11, obsérvese que 7> tiene ocho puntos fijos, dos de los cuales son puntos
fijos de T. Asf que existen dos érbitas de periodo tres, los cuales son O(%,T) = {%, X 9,} y
o3 T) = 2,4 8} Ya que |(T%)(z)| = 8 > 1 para todo x € {0,1] se tiene que estos puntos
son periédicos repulsores.
%
El criterio de estabilidad para puntos fijos no hiperbélicos ademés de la derivada, involucra

la segunda y tercera derivada. Esto se vers en los siguientes resultados. En principio se analizard
el caso f'(x) = 1, y posteriormente para f'(x) = —1, pero antes se dar4 la siguiente definicién.

DEFINICION 1.3.8 Sean X CRy f: X — X. Sea p un punto fijo de f. Se dice que p

(a) Semiatractor por la derecha si existe 6 > 0 tal que, pare todo x € (p,p + 8) se tiene
Jim f(z) = p.
{b) Semiatractor por la izquierda si existe § > O tal que, para tode x € (p — 6, p) se tiene

Jim f(z) = p.

PROPOSICION 1.39 Sean X C Ry f: X — X. Sea p un punto fijo de _f’tal que
f'(p) = 1. Si f™(p) # 0 y continua, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Si f"(p)# 0, entonces p es semiatractor por la derecha o por la izquerda.

) Sif"(p)=04y f"(p) >0, entonoes‘exfste un intervalo abierto U que contiene a p tal
que, si x € U con x + p, entonces existe n € N tal que f™(z) ¢ U.

(©) Si f"(p) =0y f"(p) < 0, existe un intervalo abierto que contiene a p contenido en

W*(p).

DEMOSTRACION.- (a) Por hip&tesis se tiene que f'(p) = 1y f”(p) # 0. De aquf que
~f(p) > 00 f"(p) < 0, entonces la curva y = f(z) es céncava hacia arriba o c6éncava hacia

abajo respectivamente.
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‘Afiora, supdngase que f”(p) > 0. Entonces existe § > 0, tal que f'(z) es creciente en una

o vemndad(p— 8,p+&). Como f'(p) =1, entonces f'(z) < 1 para toda z € (p—8§,p) . De la
l. demostracién de la Proposicién 1.3.3 se concluye que p es semiatractor por la izquierda. Este

ST portamiento se puede observar en la Figura 1.12.

2 %

15

>

[ B 1) i 15 2

Figura 112 fi(p)=1 f"(p)>0

i5?""-J’?&‘h{ora,' si f"(p) < 0, entonces existe § > 0 tal que f'(z) es decreciente en una vecindad

{p— 8,p + 6). Ademss, como f'(p) = 1, se tiene que f'(z) < 1 para toda z € (p,p + 8). Por
1o tanto, de la demostracién de la Proposicién 1.3.3 se concluye que p es semiatractor por la
| deredha. Este comportamiento se puede observar en la Figura 1.13.

S

2

15

0.5

or 0.5 1 15 2

Figura 113 fi(p)=1 f"(p)<0
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" b?ﬂﬂmo " (p) > 0, existe § > 0 tal que f"(x) es creciente en la vecindad (p — 8,p + 6).
. . ¥a que f{p) = 0 se tienen dos casos:
: ) f”(ﬂi) > 0 para toda z € (p,p+ 8), entonces f'(x) es creciente en este intervalo, ademss,
ma:no f"(p) = 1 se tiene que f'(z) > 1 para toda z € (p,p + 6).
_ Ahora, sea z € (p,p+ 6). Por el Teorema del Valor Medio, existe ¢; € (p,z) tal que

R 1) - £(@)| = | )] Ip - =]

= -‘.‘L'uego, aplicando de nuevo el Teorema del Valor Medio, existe ¢o tal que

|72() — A=) = |f(e))]|f(ca)]Ip - =]

17°0) - @ = |F(e)]|F(e)] - | (ea)] I =l

: -Como cada |f'(c:)] > 1, i = 1,...,n, entonces 1a sucesion |f'(c1)||f'(c2)] --- 1 (cn)] es mono-

_7'2) f"(z) < O para toda = € (p— 8,p), entonces f'(z) es decreciente en este intervalo, por

' 10 que f'(z) > 1 para toda = € (p— §,p). Por tanto, p es repulsor. Este comportamiento se
“'""bservaenlamgmente ﬁgura. '

15

05

0 05 i i5 2
f’(p) =1, f(p)=0, f"(p)>0
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o {¢) Como f"(p) <0, existe § > 0 tal que J"{(z) es decreciente en la vecindad (p — 8, p + §).
Ya que f(p) = 0 se tienen dos casos:

1} f(z) > 0 paratodaz € (p—8§,p). En este caso f'(x) es creciente en este intervalo. Como
. flip) = I se tiene que f'(x) < 1 para toda x € (p — 6,p). Asi que por €l mismo argumento de
" (a), p es atractor. *

| 2) f*(z) < 0 para toda z € (p,p + 6). En este caso f'(x) es decreciente en este intervalo,
: por lo que f/(x) < 1 para toda = € (p,p +6). Por tanto, p es atractor. Este comportamiento

se observa en la siguiente figura.

-2 -1 1 2

-11

‘ iy a
fiip)=1, f(p)=0, f"(p) <0.

La siguiente Proposicién es usada como criterio de estabilidad para el caso en el que

f'{z0) = —1. Pero antes es necesario introducir la nocién de la derivada Schwarziana.

DEFINICION 1.3.10 La derivada Schwarziana de una funcisn f € C® en un punto z,
donde f'(z) # 0 se define por:

=L@ _3 (@
sio=53-3(5a) -

PROPOSICION 1.3.11 Sean X C Ry f: X — X. Sea zg un punto fijo de f tal que
I'(z0) = —1. Si f"™(xo) es continua, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(@) Si Sf(xo) < 0, entonces zo es atractor.

(b) Si Sf(ze) > 0, entonces xg es repulsor.

A



. DEMOSTRACION.- La idea de la demostracién, es crear una funcién asociada g con la
N flémpiedad de que g'(zo) =1, y asf poder usar la Proposicién 1.3.9.

. Esta funcién es
o 2
| g=fof=1~
“
' " . Nétese que si Zg es un punto fijo de f, entonces también es un punto fijo de g. Adems4s, si
3 p-es atractor (repulsor) respecto a g, entonces también es atractor (repulsor) respecto a f.
: __ N Por la regla de la cadena se tiene:

g(z) = f'(F @) (). (1.3)

" ‘Entonces

d(=o) = [f(=)]" =1,

¥a-que g es punto fijo de f. Ahora se calcularan ¢”(zo) y 9" (o). De la ecuacién (1.3) se tiene:

@) = FE@) @)+ (@) ()]
d'(zo) = f'(@o)f"(zo)+ 5" (zo) [ (x0))”
= 0 (yadque f'(zo) = —1). (1.4)

Calculando ¢”(x) a partir de la ecuacién (1.4) se obtiene:

E d"(z0) = —2f"(z0) —3[f"(z0)]’
S = 25(a0).

_ Esto es asf porque f'(zg) = —1. Entonces la derivada Schwarziana se reduce a

§f(@o) =~ ") — 5 [1"(zo)]".

" 'Para demostrar (a), se tiene que Sf(zo) < 0, por lo que ¢"”'(zg) < 0. Aplicando la Proposi-

cién 1.3.9 (¢) se obtiene que xg es atractor.
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Pairs demostrar (b), se tiene que Sf(zo) > 0 por tanto ¢ (zo) > 0. Aplicando la Proposicién

~ 1394s) oo obtiene que zp es repulsor. [

; EMPLO 1.3.12 Sea f : [-3,3] — [~3, 3] definida como f(z) = z? + 3z

T

El punto fijo de f se obtiene resolviendo 13.3. ecuacién @2 + 3z = x. Asf que existen dos puntos
ﬁjésawxl =0y za = —2. Para z; se tiene f'(0) = 3, lo cual implica que = es repulsor. Para x3

. seuen_e que f'(—2) = —1, lo cual requiere aplicar la Proposicién 1.3.11. Se observa que
o }:'3' P 1" 3
iy SF(-2) = —f"(-2) - 5 [£"(-2)] = -6 <0.

i ';Por 1o tanto, x2 es atractor, ver Figura 1.14

12

13

Figura 1.14

L 14 Familias de funciones parametrizadas.

. ﬁnafamlha de funciones es vista como una coleccién de funciones las cuales son del Iﬁismo

t331)0 Por cjemplo, considere 1a familia de funciones lineales fm(z) = mz, donde la variable m
; esllamada. pardmetro y esta puede tomar cualquier valor, fm(z) = mz es conocida como la
] ' faxmha parametrizada de lineas que pasan por el origen.

S x| objetivo es observar la dindmica de una funcién cuando se varia el pardmetro.




' EJEMPLO 1.4.1. Sea la familia parametrizada de funciones, fm(z) = ma.
) - Para todo valor de m, excepto 1, el tnico punto fijo de fm es €l 0.
Si m < —1, entonces 0 es un punto hiperbélico fijo repulsor ya que |f/(0)| > 1, por tanto
cualqme; otro punto esté en el conjunto estable de co.
" Sim= ~1, f_1(z) = —7 entonces todosvlos puntos, excepto 0, son puntos periédicos con
. primer perfodo 2.
. 8i—1 < m <1, entonces 0 es un punto fijo atractor ya que |f'(0)] = |m| < 1, entonces todo
011'0 punto esta en el conjunto estable de 0.

" 8im=1, entonces todos los puntos son puntos fijos.

._ 81 m > 1, 0 es un punto fijo repulsor ya que |f/(0}| > 1, por lo que cualquier otro punto
esta en el conjunto estable de co. ‘

;"'“""Ei‘siguient,e ejemplo es uno de los mds importantes, ya que presenta distintos comportamien-
: fios'cuando se varia el pardmetro; éste es llamado la familia de funciones logfsticas. Aunque aquf
= se versn algunas de sus caracteristicas, se dedicar4 el Capftulo 4 para observar detalladamente
.ﬁ | Ia dindmica de} sistema.

" EJEMPLO 1.4.2. Sea la familia pardmetrizada de funciones, ful@) = pz(1 — z).

~La familia de funciones Jogfsticas f, : R — R, ¢ > 0 es una familia de parébolas que abren
“hacia abajo, intersectan al eje z en 0, 1 y tienen un méximo en 2. Ya que el méximo valor es
. f, Ju mapea el intervalo [0,1] en si mismo para 0 < u < 4.

V-Pa.ra cualquier valor de p, excepto 1, existen dos puntos fijos de f, los cuales son 0 y f‘—;—l-,

o también existen dos puntos eventualmente fijos, 1 y % .
- 8i g = 1, entonces fi(x) = z(1 — ) y 0 es el tinico punto fijo pero no es hiperbdlico, ya
| que f'(z) = —2x + 1 por lo que |f(0)] = 1. Del anlisis grafico, obsérvese que W*(0) =[0,1] y
W*(00) = (~00,0) U (1, 00). -
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# 4
14 i
-1
A |
Figura 1.15

8i 0 < pu < 1, entonces ) es un punto hiperbdlico fijo atractor ya que |f/(0)] = |u| < 1. El
. punto “—;1, es hiperbélico fijo repulsor ya que ]f'(-‘-‘—gl) = |—p + 2] > 1. Por el andlisis grifico
" e observa que W*(0) = (“—'—1- l) , We ("—:1) = {E-,T—l',ﬁ} y W(o0) = (—00,&;'—1 :

TN

N

Figura 1.16 Caso u=1.

- Si 1 < p < 3, entonces 0 es un punto hiperbélico fijo repulsor, ya que |f'(0)} = jpl > 1,
' el punto &El es hiperbdlico fijo atractor para valores entre 0 y 1. Ademds W*(0) = {0,1},

:" .. i1

we (L‘r) = (0,1) y W¥(o0) = (—00,0) U (1, 0) .




1.
0.51
L ‘h -l
* -1 03 03
-1

Figura 1.17 Caso p= 2.

| {:-8i ¢ = 3, entonces 0 es un punto hiperbélico fijo repulsor ya que {f'(0)| = 3, pero 2 no
- esoun punto hiperbélico (|f’(%)| = 1). De la Figura 1.18, se observa que W*(0) = {0,1},
W)= (0,2) y W*(0) = (—00,0) U (1, 00).

Figura 1.18

| 813 < p < 3.4, entonces 0 y &L—"l son puntos hiperbélicos fijos repulsores, ya que
L |f’(0)| =lul>1y If’(“—;—l)l = |- +2] > 1. Siguiendo el mismo proceso sc llega a que
W) = {0,1}, W¥(00) = (—o0, 0) U (L, 00).
Si p > 4, entonces f,; (3) > 1, fu(1) =0, y £, (0) = 0, por el Teorema del Valor Intermedio
existen puntos ¢g € [0, %] yaq € [%—, 1] tales que f.(g) = fu.(q1) = 1. Consecuentemente,
B _ fﬁ (90) = fﬁ {g1) = 0 de aquf que go ¥ ¢; son puntos eventualmente fijos.
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Chpitulo 2 )

DEFINICIONES DE CAOS

éste capftulo se introducirdn diferentes definiciones de caos (en una dimensién), que son las
a@mgcon mayor frecuencia se encuentran en la literatura dedicada a los sistemas dinamicos.
" Fixisten varias definiciones de caos, la més utilizada es dada por Devaney. Ya que ésta

@ﬁéﬁexlos ingredientes que de alguna u otra manera estan en las “otras” definiciones de caos.

2.1-- Caos en espacios métricos.

na de las propiedades que algunas definiciones de caos tienen en comin es que la funcién f

' @'mopologicamente transitiva.

i pEFINICION 2.1.1 Sean (X,d) un espacio métrico y una funcion f: X — X. Se dice
_ : ﬂ’fcfes topolégicamente transitiva si para c;ualquiem dos conjuntos abiertos no vactos U,V C X
egiste k € N tal que fH(U)NV £0.

- - Intuitivamente, una funcién topologicamente transitiva tiene puntos que bajo jteraciones se

L ‘mueven de una vecindad arbitrarismente pequefia a otra. Consecuentemente la dingmica del

e \-_Z'éistema no puede ser descompuesta en dos conjuntos abiertos disjuntos.

Observacién.- Si f es topologicamente transitiva entonces todo par de subconjuntos abier-
108 no vacfos de X, comparten una 6érbita, es decir, dados dos conjuntos abiertos no vacios

UV CXexsteucUykeN tal que fA(u) € V.
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PROPOSICION 2.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y una funcién f : X — X.

' 7_"31- existe un punto g € X tal que O(xzq, f) es densa en X, entonces f es topologicamente

tmnsititia.

‘ DEMOSTRACION.- Sean U,V C X gbiertos no vacios. Como O(o, f) es densa en X,
. existen 1,3 € N tales que f7(z0) € U y f*(zo) € V. Sea b= f*(z0) y c = f*(xq). Sin pérdida
* de generalidad, se puede suponer que k = s ~ r > 0. Entonces

FE®) = £ (f (@) = f'(mo) = ¢

Por tanto, f5(/YNV # 6. a

‘Observacién: Si se tiene una funcién topologicamente transitiva entonces tiene una 6rbita

et “densa bajo ciertas restriccionas. Esto se demostrars en la Proposicién 2.1.19.

" Otra de las propiedades que caracteriza a los sistemas dinamicos cadticos, es la sensible

e dependencla a las condiciones iniciales. Algunos autores consideran que su presencia es lo que

S deﬁne una dingmica realmente complicada o cadtica.

" DEFINICION 2.1.3 Sean (X,d) un espacio métrico y una funcién f : X — X. Se

 dice que | exhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales si existe § > 0 tal que,
- -_"pcmcualqu‘i.era: € X y cualguier € > 0, eriste y € X yn € N, tal que dlz,y) < e y
d(f"(z), f"(y)) > 6.

- Intuitivamente, una funcién exhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales si existen

' puntos arbitrariamente cercanos a z los cuales bajo iteraciones de f son separados de z por una

distancia mayor a § (Ver Figura 2.1). Se debe tener en cuenta que no todos los puntos cercanos
. & = necesariamente son separados de z bajo iteraciones, pero debe existir al mepos un punto

en cualquier vecindad de z.
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Figura 2.1

- Adems4s, si una funcién exhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales, entonces
* Ja dindmica de la funcién no puede estudiarse en base a cdlculos miméricos, ya que pequefios
errores de célculo (por ejemplo, los que se cometen por redondeo), pueden ser aurmentados bajo
. ifefaéiones. Los resultados de los cdlculos numéricos de una 6rbita, no importa que tan precisos
sean pueden que no se parezcan a la 6rbita real.

" DEFINICION 2.1.4 Sean (X,d) un espacio métrico y una funcién f : X — X, sea
9;.96 X. Se dice que la 6rbita de zo (O(xo, f)) es inestable si existe 8(xg) > 0 tal que, para
. eualguier € > 0, existe yo € X y n € N, tal que d(zo,40) < € y d(f™(zo), /" (30)) > &(zo}.

i " Obsérvese que si una funcién exhibe sensibilidad a las condiciones iniciales, entonces cualquier
.. Orbita O(z, f) con = € X es inestable, con la misma constante de inestabilidad. La afirmacién
" en el otro sentido también es valida bajo condiciones adicionales. Esto se demostrars en la

' Proposicién 2.1.20.
Ahora se introduce la primera definicién de cacs.

o DEFINICION 2.1.5 (DEVANEY) Sea un espacio méirico (X,d) y f: X — X una
- Juncion continua. Se dice que f es cadtica en X si:

1) f es topologicamente transitiva en X.

2) Los puntos periédicos de f son densos en X.

3) | ezhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales en X.
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_ ¥n 1992 Banks, Brooks, Cairns [2], demostréron que la hipotesis de sensible dependencia
5 g 13,3 condiciones iniciales, no es realmente necesaria ya que esta implicita en las otras dos
mﬁdqm, es decir, basta con que f sea topologicamente transitiva y sus puntos periédicos
. ;se&n d,e;sos en X, para asegurar que f es catica en X.
: Antes de dar la Proposicién 2.1.6 se verah las siguientes notaciones:
5i (X, d) es un espacio métrico y f : X — X. Una vecindad abierta de un punto = € X se
denota por

Ne(z)={y€ X :d(z,y) <&, con £>0}.

I.a imagen inversa de un conjunto A C X es denotada por

A ={zc X : f(z) € A}.

f"“(A):{meX:f"(z)eA, keN}.

PROPOSICION 2.1.6 Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién contin-
ua,:‘tqpolbgicamente transiliva con puntos periddicos densos en X. Si X contiene un nimero

L -gnﬁnito de elementos, entonces [ ezhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales en X.

e { ' DEMOSTRACION.- Supéngase que f es topologicamente transitiva y sus puntos per-
| i6dicos son densos en X.
‘ Primeramente se demostrara que existe §g tal que, para todo « € X existe un punto periédico
. 'Q, tal que d [z, f™(q)] > 6o para todon € N. '
| Sean p, g puntos periédicos con diferentes érbitas. Se define

bo = 3 min {d[/"(p), (@)} : 7 €N} > 0.
Luego,

260 = min {d[f"(p), /™ (g)} : n,m €N} < d[f*(p), S(q)] V n,meN.
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< Porila desigualdad del triangulo
20 < d[f*(p), f™(@)] < d[f"(p), 7] + [, f™(@)] ¥ nymeN.
: Entonces, .

si para algin n, d[f"(p),z] < 8 se tiene que diz, f"(g)] > V meN, (2.1)

- (é.-féciprocamente,
si para algin m, d[z, f7(q)] < 8o se tiene que d[f"(p),z] > V neN.

Por tanto, cualquier r € X estd al menos a una distancia §p de cualquier punto de la 6rbita
de g, 6 de la Grbita de p.
- Ahora, se demostrar que para toda x € X y para todo £ > 0 existe y tal que

dlz,3l <e y d[f™(z), f"(y)] > 6 paraalginneN.

' f’f’_f:'. "Sea § = 18p. Sea z € X y 0 < & < 6. Como los puntos periédicos de f son densos en X,
| -existe un punto periddico p con primer perfodo k, tal que d{z, p] < £. Ademés, como se vio en
L5 ¥ {21) existe dp y un punto periédico g tal que,

paratoda z € X, dlz,fM(g)} > 6o VmeN. (2.2)
Se define

Vo= mhof(Ns(fi(9) = g {z: Fi(2) € Ns(F(9))}
= N, {:c :d [f'(:c),f'(q)] < 5}
= {z:d[f'(), f(@)] <5 paratodo 0<i <k},

" Claramente g € V, por definicién de V. Ademsés V es abierto, ya que f ~“H(Ns(f(q))) es
g.bierto porque f es continua y Nz(fi(g)) es abierto.



Emtonces, se tiene que V' y Ne(z) son abiertos y como f es topologicamente transitiva, existe
g€ N(z)ymeNtalque fh(y) e V.
| Seaj el entero que satisface

W

<jE—+1, eésdecir, 0<kj—m<Ek.

|3
E

£ " Hasta el momento se tiene que: = € X, 0 < & < §, ademss z,y,p € Nc(z), también existe
':'-."('_;'t.mjii'mto V tal que

Cgev.

—8iz€V,yi<k entonces d[f*(2), f*(g)] <&.

~fT(y) € V.

Por 1ltimo, se demostrars, que

a[f9(), @) > 5 6 a[M@), )] > 6.

@Re(merde que d[x,y] <eydlz,pl <e.
. Nétese que f¥(y) = f™(f™(y)). Ademss como f™(y) € V y kj — m < k entonces

d[f*i(), 1 ™(g)] < 6.

Por la desigualdad del triangulo se tiene

d |z, -"(q)| < dlo, ] +d [p, £ ()] + 2 [0, £ ™(9)] -
Gomo dlz,p] <e <8y d[f¥(y), ¥ ™(q)] < &, entonces

d [m f"j‘"‘(Q)] <d [p, ™ (y)] +26.

Ademss, por (2.2) se tiene que d [z, f¥~™(q)] > o = 4. Entonces

48<d [p, f’“j(y)] + 28,
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: :1ueg6,
26<d [p: fkj(y)] .

. Ade'ﬁlé.s, como p es periédico de perfodo k, f*(p) = p. Entonces 26 < d [f* (p), f¥(y)].

" Por Ia desigualdad del triangulo .

2 < d [149(p), £0)] < a[£p), 149()] +4 [17(e), )]

| Por lo tanto
a[90), @) > 6 6 a[e) M) > 6

e - De aquf que f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales. [

' ""Sens1b1e dependencia a las condiciones iniciales desde un punto de vista experimental, es

i 1 elemento central del caos. La Proposicién anterior asegura que sensible dependencia a las
oon;'hmonw iniciales es un elemento redundante en la Definicién 2.1.5 ya que éste se sigue de

tmnmtlwd.ad topoldgica y de la condicién de puntos periédicos densos. De acuerdo a como

-="-'3f-fée:-enumeraron las condiciones en la Definicién 2.1.5, esto se puede expresar como (1} y (2) =
@)

"' - Perono se puede asegurar que transitividad topolégica se siga de puntos periédicos densos

yde sensible dependencia a las condiciones iniciales, ni que puntos periédicos densos-se siga
de trangitividad topoldgica y de sensible dependencia a las condiciones iniciales. Esto se puede
5 cgbservar en los siguientes ejemplos.

T En el siguiente ejemplo se verd que (2) v, (3) # (1) en la Definicién 2.1.5.

" EJEMPLO 2.1.7.-Considere f : I — I donde I =R* y

3z si O§$<%
—3xr+2 si 1<r<c?
F@) = 4 ; :
Jr—2 si $<z<]
| fz—-1)+1 si z2>1
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Para ver que f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales se toma £ > 0, z € [0,1] y
5= %, y €[0,1]. Si |z — y| = ¢, entonces como l%(z), = 3 para todo punto en I, utilizando el
Teorema del Valor Medio se tiene:

@) - @) =3 -yl =3 > 5,

‘tomando n suficientemente grande.

. De la Figura 2.1 se obéerva que f tiene un punto fijo entre cada dos valores enteros.
Tambien, de la Figura 2.2 se observa que f2 tiene 3% - 2 puntos fijos entre cualquiera dos
valores enteros y que la distancia entre cada punto fijo, es menor que % De esta misma forma,

i se llega a que f™ tiene 3" — 2 puntos fijos'entre cualquiera dos valores enteros y la distancia
entre cada punto fijo es menor que (1)*~?, asf los puntos periédicos son densos en 1.

Como f([0,1]) = [0,1] 1a funcién no es topologicamente transitiva, ya que si se toma
U =(0,1)y V = (1,2) se tiene que FFU)NV =(0,1)N(1,2) =0 Yk >0.
Obsérvese que este mismo resultado también se cumple cuando la funcién esta definida en

" un conjunto finito, como ejemplo tome esta misma funcién restringida al intervalo I = [0, 2].
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-RIEMPLO 2.1.8.-Considere la funcién identidad en cualquier intervalo 1.

++Todos los puntos son de periodo 1, y claramente son densos en 1.

.___,Nowtiene sensible dependencia a las condiciones iniciales ya que al tomar dos puntos arbi-
;r;ﬂa;nente cerca, bajo iteraciones nunca van a separarse.

“:" Con este ejemplo se ve que en la Definidién 2.1.5, (2) = (3).

. BJEMPLO 2.1.9-Seal =(0,3]y f : T - I definida por f(z) =

0.8
0q
0.4

0.2

Y

0 02 04 06 o8 1

Figura 2.4

f exhibe sensibilidad a las condiciones iniciales ya que si se toma § = 3 y z,y € [0,%] tal

)‘_que jz —y] =& >0, como |f'(z)| = 2 para toda = € [0, 4] entonces, aphcando el Teorema del
\Va.lor Medio se tiene

- (3 -0 o

tomando n suficientemente grande.

En el intervalo (0,3) no hay puntos periédicos. Para probar esto se vers que cuando
‘ze (0, %) las iteraciones de x bajo f no regresan a este intervalo.
Sea « € (0,3), como la funcién en este intervalo esta dada por f(x) = %a:, existe n € N

tal que f™(z) > 1. Siy > 1, entonces f(y) > 2, ya que de lo contrario f(y) < 2 es decir
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%{4 y) < 3, de aqui que y > § 2 1o cual es imposible porque 7 {({o, ]) = [0, %] Entonces
+1(z) >3 ; para todax € (0, 8) . Por lo tanto los puntos periédicos no son densos en [0, %]

. Fsto muestra que (3) # (2), en la Definicién 2.1.5.

B 7+ Para el caso donde 1a funcién esta definida en un conjunto infinito también se puede ver que
(3) # (2). Considere f: I — I donde I =R* y f(z) =

..+Obsérvese que f no tiene puntos periédicos densos pero claramente exhibe sensibilidad a

B 1as condiciones iniciales ya que si se toma § = 1y =,y € I tal que |[x —y] = € > 0, como

s {f(f)l = 2 para toda z € I entonces, aplicando el Teorema del Valor Intermedio se tiene

o) -y =2"z—y|=2"e> 1
pa.m 1 suficientemente grande.

 En la siguiente Proposicién se vers otra forma de expresar la definicién 2.1.5 de Devaney.

: PROPOSICION 2.1.10 Sea (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién contin-

U

| m f es cadtica en X si y s6lo si dados dos conjuntos abiertos no vacfos U,V C X, eriste un

g .:‘.f--.punto perfodico p€ U y k €N tal que f¥(p) e V.
+ s+ Ea decir, f es cabtica si y s6lo si todo par de subconjuntos abiertos no vacios de X comparten

- una érbita periédica.

o DEMOSTRACION.- (=) Supéngase que f es topologicamente transitiva y que tiene un
“conjunto denso de puntos periédicos. Dado algtin par de conjuntos abiertos no vacios U, V C X,
- ia tra.n31t1v1dad asegura que existen u € U y un entero positivo k tales que f*(u) € V.

| Ahora se define W = f~®(V)NU. Nétese que W es abierto y no vacfo ya que es la
: - 'mterseoclén de dos conjuntos abiertos y u es un elemento de ambos. Como W = f~ "(V) nuU

o ento_nces

WcCFkv)y (2.3)

W cU. (2.4)
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,{2.3) se tiene que F¥(W) C V, pero se est4 suponiendo que los puntos periédicos de f
; densos en X, asf que el conjunto abierto no vacio W debe tener un punto periédico p.
onces se tiene demostrado que existe un punto periddico p € W C U con la propiedad que
)e fFW) C V.

(4:::) Supdngase que todo par de conjuﬂtos abiertos no vacfos de X comparten una 6rbita
eriédica. En particular, cada conjunto abierto no vacio debe contener un punto periédico, por
hipotesis. Por tanto, los puntos periédicos de f son densos en X. Como cada par de conjuntos
ab;ertos no vacios comparten uns érbita periédica, f es topologicamente transitiva, luego por
4 Proposicion 2.1.6 f es caética. [

'ﬁhmbién se puede demostrar que cualquier nimero finito de conjuntos abiertos no vacfos,
comparten una o6rbita periédica, siempre y cuando f sea caética.

PROPOSICION 2.1.11 Sean (X,d) un espacio métrico y f : X — X una funcién
eastica. Entonces cualquier coleccidn finita de subconjuntos abierlos no vacfos de X comparten
drbita periddica.

: . DEMOSTRACION.- Sea N el nimero de subconjuntos abiertos de la coleccién, La
demostracién se realizard por induccién en N.

~ Si N =1, ¢l resultado se sigue de la densidad de los puntos periédicos.

i Si N = 2, se sigue de la Proposicién 2.1.10

B 'Sﬁpéngase que es vilido para N = n, se demostraré que se cumple para n + 1.

- Sin pérdida de generalidad se supondré que los conjuntos son disjuntos, ya que si los subcon-

Juntos no son disjuntos, entonces algdin pal.i de subconjuntos se intersectan en un subconjunto

:f abierto. Sustituyendo el par por su interseccién se produce una coleccién de n subconjuntos
o :. .gbierto::; no vacios que, por hipé6tesis de induccién, comparten una érbita periédica.

Considere la coleccién disjunta de subconjuntos. Entonces de esta coleccién se elige un

- _- ‘Subconjunto V. Los n subconjuntos restantes deben compartir una érbita periédica con primer
; perfodo M. Ahora, de estos n subconjuntos, se elige otro y se le lamard Uy. Entonces se debe
'tener un punto p € Uy, donde p es periédico con primer periodo M > n — 1 con la propiedad
_ dﬁ ﬁue O(p, f) intersecta cada uno de los n subconjuntos.



Ahora, se etiqueraran cada unoc de los n — 1 subconjuntos restantes de la siguiente manera.
G itera el punto p, y a la primera iteracién que intersecta a uno de los n — 1 subconjuntos
‘se denotaré por ki, con 0 < k; < M. El conjunto que contiene a J*(p) ser4 designado Uy, es
dﬁCll', f*1(p) € Uy. Repitiendo este proceso, se llega a la siguiente iteracién, f*2(p), 0 < ky <
k2 < M, intersectando a uno de los restantes n — 2 subconjuntos. Este subconjunto resultante
e designado U,. De esta manera se etiqueta a cada uno de los n subconjuntos, de tal manera
quef"‘(p) c€U; paratodoi=0,1,---,n~1,donde 0 =ko < k) < kg <--- <kp3 <M.

" En seguida se define otra coleccién de subconjuntos con la siguiente propiedad. Sea
:' .0L=_—‘ Un_1. Claramente f*-1(p} € Wp.

Considere Wy = f~Mn-1=Fn-21(Wo) N Up_s.

W) es abierto ya que es la interseccién de dos conjuntos abiertos y es no vacio porque
kn-1(p) € Wo y f*-2(p) € Uy,_2. Por lo tanto

fhn—2 (p) = f—[kn—l—kn—zl(fkn—l (p)) € f—lkn-l——kn-nl(wo)_

Esto implica que f*-2(p) € Wj.
* Nétese que W; tiene la propiedad de que

fln-1=kn-2l(W7y) C Wo.
Continuando de esta forma, se define
W, = f-[knél— n—(i+1)](m_1) NUp_(i+1) para i=1, 2,---,n—1.

Cada W; es abierto, no vacfo y esta contenido en U,_(;y1). Ademds, se tiene la propiedad de
: Que;

f[ku—l—kn—(i+l)](m) - m—l para 4= 1’ 2, SRR ¢ 1.

Ya que V' y W,,..; son abiertos, ellos comparten una 6rbita periédica. Asf, existen un punto
" periodico ¢ € V y un entero positivo g tales que f%(p’) € Wy,_1 C Us. Pero entonces por la
. forma en que se construyeron los conjuntos W;, las subsiguientes iteraciones de ' deben pasar

por todas las [J; ’s.
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| fa) = fe () € Wy C Uo
foha () = fla=kal(fletkol(y/)) € fbi=kl(W,, 1) € Was C Uy

fl;;"ki] @)= fle—kal(platkial(g) € k(W ) C Wi_qaay C Us
; . - ‘ .

}’q-l‘kn-l(p’) = fikn-l—kn_zl(f{q%n_:l(ﬂ)) c ‘f[kn—l"kn-ﬂl(W]) CWo=U._1
" Bntonces la érbita siguiente de ¢/, intersecta cada V, Up, Uy, - - -, Un_1. O

: :. COROLARIO 2.1.12 Sean (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién cadlica.
‘Entonces cualquier coleccidn finita de subconjunios abiertos no vactos de X, comparten una
#nifinidad de orbitas periddicas.

" DEMOSTRACION.- Supéngase que existe una coleccién finita {U;}7 ; de subconjuntos
abiertos no vacfos que comparten solo un mimero finito de érbitas periédicas.

" Se define el conjunto P como la unién de los puntos de las 6rbitas periédicas compartidas.
&eque cada 6rbita periédica contiene un ndimero finito de puntos, la unién finita de tales érbitas
'. ébe ser finita. Entonces P es un conjunto finito. .

s Ahora, se define otra coleccién de subconjuntos abiertos no vacfos {Vi}2; por V; = U\ P.
f?laramente V: C U;, y cada V; es abierto y no vacfo ya que quitando el conjunto finito de puntos
is :del conjunto abierto Uy, se deja un conjunto ﬁbierto no vacio. Entonoces, por la Proposicién
2111, la coleccién {V;}*, debe compartir una érbita periédica. Esta nueva érbita no esta
contenida en P. Por otra parte, esta érbita, obviamente pasa por toda la coleccitén original
{U;}?_, de subconjuntos abiertos no vacios ya que cada V; C U;. Esta contradiccién prueba el
resultado. d

De los resultados anteriores se llega a la siguiente Proposicién.

PROPOSICION 2.1.13 Sean (X,d) un espacio méirico y f : X — X una funcién
- continua . Las siguientes aﬁnnaciones son equivalentes:

%) f es cadtica en X.

1) Dados dos conjuntos abiertos no vacios U,V C X, existe un punlo perfodicop € U y
k € N tal que f¥(p) e V.
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-Ibs elementos de cualguier coleccién finita de subconjunios abiertos no vacios de X,
rten una orbita periddica.
.cualquier coleccion finita de subconjuntos abiertos no vacfos de X, comparien una in-

de 6rbitas periddicas.

" DEMOSTRACION.-

(z & (i1) por la Proposicién 2.1.10
= (iii) por la Proposicién 2.1.10 y 2.1.11

i } = (iv) por la Proposicién 2.1.10 y el Corolario 2.1.12

v) = (i) pues cualquier coleccion finita de subconjuntos abiertos no vacios de X com-
ben una. infinidad de 6rbitas periédicas. En particular dos subconjuntos abiertos no vacios
X comparten una 6rbita periédica.

Como (i) & (z‘)_entonoes, (vy=(@¢) O

108, las siguientes dos Proposiciones aseguran que sensible dependencia a las condiciones
jales y transitividad topolégica son propiedades estables bajo cerradura. Se dird que un
njunto A es invariante bajo una funcidn f, si f(A) C A.

PROPOSICION 2.1.14. Sean {X,d) un espacio mélrico acotado y f : Y — Y una
cidn continua donde Y = X. Entonces f : X — X es topologicamente transitiva, si y sélo

i f:Y — Y es topologicamente transitiva.

: _DEMOSTRACION.~(=>) Supéngase que f es topologicamente transitiva. Sean U y V
.conjuntos abiertos no vacios de X. Existe k¥ € N tal que FFONV £9.Sea U =UNY
¥ V’ = VnNnY. Para ver que f es topologicamente transitiva en Y, basta demostrar que
AU NV £0.

o Primeramente, U’ es denso en U, ya que si se toma un punto x en U, se tienen dos casos
i) SizeY = el

" #)Siz ¢ Y = z es un punto de acumulacién de Y => existe {zn,} € Y tal que

T~ x € U = existe N € N tal que z, € U ¥n > N (por ser U un abierto que contiene a )
=z, cUNY V n> N =por tanto 2, € U' ¥V n > N = x es punto de acumulacién de U’.



\hora, por la continuidad de f, f*(U’} es denso en f*(U) ya que si se toma y € f*(U),
noes y = f*(z), donde x € U y se tienen dos casos:

§)fiz el =y=fiz) e V).

#4)Siz ¢ U =>rxeUyzr¢Y = existe {x,} € U’ tal que z, — = = por continuidad
de 7%, {un} = {Flzny} — F(z) = y y Bomo fH(zs) € FH(U') se tiene que y es punto de
a .ulacién de F¥(U"). '

~ Ahora se tiene que f¥(U’')NV' # @, ya que por hipétesis fF(U)NV # B, sea y € FEUINV.
demés F¥(U") C f*(U). Entonces se tienen dos casos:

) SiyefFU), yeV=ye fAUNY)=> existez € UNY CY tal que f¥(z) =y y por
invariancia de y, y € Y = y € YNV N f¥({U') = V' 0 f5(U") por tanto FEU )NV’ £ 0.

: m) Siy ¢ fXU),y € F*U), y € V = existe {y.} € F*({U") (por la densidad de f*(U’) en
() tal que {yn} — y. Como {yn} € f*(U') = existe{z,} € U" tal que {yu} = {f*(zn)},
,.} eUV=U0UNYCY = {f"(mn)} = {yo} € Y (por la invariancia de Y). Como V es
ierto, existe N € Ntalque ya €V V n> N = {g} e VNY N * Uy =V 0 U") v
.' N por tanto f5(U') NV £0.

(¢=) Supébngase que f restringida a Y es topologicamente transitiva. Sean U y V con-
wntos abiertos no vacfos arbitrarios de X, yseaU =UNYyV =VNY Existe k € N
tal que fF(U') NV’ # §. Entonces YNV # @ ya que f5(U') c f5U) y V! C V,

8# f*U)nv' C fFU)NV). !

PROPOSICION 2.1.15.-Sean (X,d) un espacio métrico acotedo y f : Y — Y una
fﬁncidn continua, donde Y = X. Enfonces f : X — X exhibe sensible dependencia a las
condiciones iniciales si y s6lo si f : Y 5 Y ezhibe sensible dependencia a la condiciones
iniciales.

_ DEMOSTRACION.-(—>) Primero se vers que la sensibilidad a las condiciones iniciales
. 8e extiende al subconjunto invariante ¥. Como f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales
. en X entonces existe § > 0 tal que para cualquier vecindad Ny(z) de cualquier z € Y, existe
' y € Ns(z) C X y k € N tal que d(f*(z), f5(y)) > 6.

Ademss, existe {y,} € Y tal que {,} — y, en particular, se puede elegir la sucesién {yn}

de tal manera que todos sus elementos esten contenidos en una bola abierta localizada en el
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or de Ns(zx).
‘Como f es continua, la sucesién {f{y,)} tiene como punto limite a f(y).

Entonces  se puede elegir una ¢ €& {yn} arbitrariamente cercana a z, tal que

Z. k(_q;),f"(j)) > %. Esto es porque
\‘

§ < d(f*(z), F*(v)) < d(f* (=), F*@)) + AW, F(w))-

Ademss {f¥(y.)} — f¥(y). Luego si se toma & = ¢ existe N € N tal que

AP @) ) <5 pama >N,

' Como ¢/ € {yn} entonces d(F*(y), *(y)) < § si n> N. Por tanto d(*(), *(¥)) > §.

{<=) Ahora se verd que sensible dependencia a las condiciones iniciales se extiende a la
. adura de Y. Para f : Y — Y sea la constante de sensibilidad § > 0. Sea x € X \ Y, y sea
5(z) una vecindad arbitraria de x.

_ Como Ns(z) NY # @, existe un punto z; € Ng(z) N Y. Entonces Nj(z) es una vecindad de

%1 ycomo f:Y —Y tiene sensibilidad a las condiciones iniciales existen z2 € N5(z) MY y
k € N tales que d(f*(z1), f*(x2) > 6. La 6rbita de z no puede “seguir” a la 6rbita de z1 y =2
K .

al mismo tiempo ya que estan separadas, es decir, nétese que:

8 < d(f*(z3), F¥(@2)) < d(f*(z1), £(2)) + d(FX(2), F¥(22)).

Luego, al menos uno de los dos sumandos de la derecha de la desigualdad tiene que ser
‘mayor que . Por lo tanto d(f*(z), f*(z')) > §, donde ' = {z1,z2}. O

Observacién: Como consecuencia de las dos Proposiciones anteriores, considere un sisterna
dindmico (X, f) catico de acuerdo a la definicién de Devaney, sea Y el conjunto invariante de
puntos periodicos de {X, f) (es decir, f(Y) C Y). Ahora considere el sistema dindmico (Y, f).
" Entonces Y = X ya que Y es denso en X. Luego por las Proposiciones 2.1.14 y 2.1.15, se
tiene que el sistema dindmico (Y, f) es topologicamente transitivo y exhibe sensibilidad a las

condiciones iniciales, y junto con la condicién trivial de puntos periédicos densos, esto implica
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. que el sistema (Y, f) es caético.

Debido a la falta de puntos no periédicos, esta no es la clase de sistemas que comunmente
se confideran como cadticos. Pero, como para cualquier punto periédico, existe otro punto
periédico cercano de perfodo arbitrariamente mas grande, este sistema si merece ser llamado

cadtico. N

Considere el ejemplo de la funcién logfstica fy = 4z(1 — ). En €l Capftulo 4 se verd que el
sistema (X, f1) es caético con X = [0, 1] segiin Devaney. Sea Yo el conjunto de puntos periédicos
de f4, por la observacién anterior, el sistema (Yy, f1) es caé6tico. Pero, si se restringe al conjunto
".de puntos no periédicos ¥;, resulta que ¥; = X y aplicando las Proposiciones 2.1.14 y 2.1.15,
el sistema (Y3, f1) es topologicamente transitivo y tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.

Para mostrar que Y3 = X tome en cuenta que como fy es topologicamente transitiva
- en X, existe 7p € X tal que O(zg, fu) es densa en X (Ver Proposicién 2.1.19), es decir
{zo, fa(z0),--.} = X. Ademds, como {zo, fa(%0), .} C Y1 esto implica que {zo, fa(z0), -} C T
de aquf que X C ¥;. Ahora, como ¥; C X entonces ¥; C X, pero X = X asf que ¥; C X.

Fl sistema (Y7, f1) no tiene puntos periédicos, sin embargo esta “lleno” de puntos no per-
~ iédicos, es topologicamente transitivo y tiene sensibilidad a las condiciones iniciales por lo que,
en algtin sentido este sistema merece ser llamado caético. Es por eso que se propone la siguiente
definicién de caos la cual no incluye la condicién de puntos periédicos.

DEFINICION 2.1.16. Sean (X, d) un espacio métrico acotado y f: X — X una funcion
 continua. Se dice que f es cadtica en X si:

1) f tiene una érbita densa en X.

2) f exhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales en X.

Otra definicién de caos es presentada por Wiggins, en la que, al igual que en la Definicién

2.1.16, no incluye la condicion de puntos periédicos densos.
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" DEFINICION 2.1.17 (S. Wiggins) Seen (X,d) un espacio métrico donde X C R? y
f: X — X una funcién continua. Se dice que f es cadtica en X si:
1) J es topologicamente transitiva en X.

2) | exhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales en X.
%

Otra definicién de caos es la de Martelli, aunque més adelante se verd que es equivalente a
.- 1a definicién de Wiggins.

. Sea L(zo) el conjunto de puntos limites de la 6rbita O{zq, f).

Recuerde que una 6rbita O(xg, f) es inestable, si existe 8(zg) > 0 tal que, para cualquier
e >0, existe yo € X y n € N, tal que d(zo, go) < £ ¥ d(F*(zo), f™(w0)) > (o).

5. DEFINICION 2.1.18 (Martelli) Sean (X,d) un espacio méirico donde X C R%, y
f X — X una funcién continua. Se dice que [ es cadlica en X, si existe xo € X tal que;

1) I{zq) =X

= 8) O(za, f) es inestable.

La definicién de Wiggins requiere sensibilidad a las condiciones iniciales en X, mientras que
_13. de Martelli requiere inestabilidad respecto a X. Las siguientes Proposiciones establecen la

equivalencia entre estas dos definiciones de caos.

PROPOSICION 2.1.19 Sean X C R? cerrado y acotado, f : X — X una funcién
continua, Entonces [ es topologicamente transitiva en X si y sélo si existe 19 € X tal que

L{ze) = X.

DEMOSTRACION.- (<==) Ya que L(zo) = X, se tiene que Oz, f) es densa en X, y
. por la Proposicién 2.1.2 f es topologicamente transitiva.
(=) Ahora, supéngase que f: X — X es topologicamente transitiva en X.

Para cada m € N, fijo, se considera una cubierta abierta (de bolas de radio %) del conjunto

.' - X. Luego como X es cerrado ¥y acotado, existe una subcoleccién finita de la cubierta, misma
* que se denotaré por B'(1), BX(L), ..., BX=)(L), donde (L) es €l mimero de elementos de

~ ésta subcoleccidn.
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Entonces X satisface las siguientes contenciones:

X ¢ B(1)uB(1)u..uB)
X ¢ BGuB@u..uBdQ)

b ]

X ¢ BYR)uB*d)u..uB'G)(Q2)

Bs decir, X € UXTBi(L), para cada m € N.

Para cada 1 < j < I(1), sea el conjunto By = L2 F5(BY(X)), el cual es un con-
junto abierto y denso en X. De hecho, sea z € X y Ns(x) una vecindad de z. Como f es
topologicamente transitiva existen z € Ns(z) y n € N tales que f*(z) € B(L). Entonces
z€ FBIEL) cuR, FHBIL)). Asf que B; 1 es denso en X.

Ahora, considere los conjuntos B 1= ﬁ;-(jl)Bj’ 1, mismos que son densos y abiertos por ser
interseccion finita de conjuntos densos y abiertos.

Sea B= ﬂ;',’j_:lBi, entonces por el Teorema de Baire .(ver {3, p. 200]), B es denso y abierto
en X.

Sea xp € B, se debe demostrar que L{zg) = X.

Sea y € X y sea N(y) una vecindad de y, se toma ng tal que -,;_% < €.

Ademsés, zp € B = ﬂ,’;?:lB%, en particular xg € B“J_ = ﬂ;(j*)Bj,l entonces, g € Bj,:‘l_
para todo j = 1, ...,l(;}—o). ’ " "
~ Como zg € UL, F*(BI(;L)), existe k& > 0 tal que g € f~¥(BI(5)); es decir, f¥{(zo) €
Bi() € M)

Por tanto, O(zg, f) N Ne(y) # . Ademss como y es arbitrario, se tiene que O(zq, f) = X )
 es decir, I{zo) = X. 0O

PROPOSICION 2.1.20 Sean X C R?, f: X — X una funcidén continua y x9 € X tal
que L(zo) = X. Entonces f ezhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales st y sdlo si
O(zo, f) es inestable respecto a X.



DEMOSTRACION.-(==) Claramente esta implicacién se cumple ya que la misma con-
stante de sensiblidad & satisface la condicién de inestabilidad de cualquier érbita.

(<=) Supéngase que O(zq, f) es inestable respecto a X.

Pr";meramente se demostrard que O(f™(z¢), f) para cada n € N, es inestable con la misma
constante de inestabilidad de Ofxg, f). ¥

Como f es continua en xg, para cada Ns{f(ze)) existe Ne(zp) tal que

f(Ne(=o)) C N(f(0))-

Ademss, como O(zo, f) es inestable, para e > 0 existen §(zg) > 0,1 € Ny pp € X tales que

d(ze,po) <e y d(f*(zo), f'(po)) > 6(zo)-

De aquf que, como pp € N.(ze), entonces f(po) € Ns(f(xo)), es decir

d(f(:l':u), f(PO)) <é.

Procediendo de esta misma forma se puede encontrar £ tal que

d(f™(zo), fM(p)) <£ paratoda n€N con n<i.

Ahora, se demostrars que si O(zy, f) es inestable, entonces f tiene sensibilidad a las condi-
ciones iniciales.
Sea yp € X, ya que L(zg) = X entonces O(xo, f) es densa en X, por lo tanto existen £ > 0
¥y n € N tales que
d(f™(0),90) < -

Como Oz, f) ¥y O(f™(xe), f) son inestables con la misma constante de inestabilidad, sea
8(zp) dicha constante. Entonces existen zp € X y m € N tales que

d(f"(z0), ) <3 ¥ d(f"*™(za), f™(z0)) > 6(z0).
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De aquf que

8(zo) < d(S""™(zo), f™(20)) < A(F™ " (0), ™ (%)) + A(f ™ (vo), S ™ (20))-

L4

Entonces %

8(zo) 5(%)
3

d(f™" ™ (o), f™ (30)) > 6 d(f™(v), [ (20)) >

Por otra parte se tiene que

£

d(z0, y0) < d(z0, F(z0)) + d(f*(@0), yo) < 5 + 5 = .

. Por tanto f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en X con la constante de sensibilidad

6=§%@,yaqueparayqe}{ys>0existenm€Nyzo€Xtal%que

dzo,0) < 5 ¥ d(™(u0), f(z0)) > 220

beqn;ivalentemente, existe f™(zg) € X tal que

A <5 v d), o> . o

2.2 Caos en intervalos.

Esta seccién se resiringe a funciones continuas de un intervalo en sf mismo. En este caso se
puede ver que solamente se requiere que la funcién sea topologicamente transitiva para asegurar

un comportamiento cadtico.

PROPOSICION 2.2.1. Sez I un intervalo no necesariamente finito y f : I — I una
-~ funcién continua topologicamente transitiva, enfonces
1) Los puntos periddicos de [ son densos en I.

2) f exhibe sensible dependencia a las condiciones iniciales .
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Antes de demostrar esta Proposicién, se vers el siguiente resultado que facilitard la de-

" mostracion.

PROYOSICION 2.2.2. Sea I un intervalo, no necesariamente finito y f : I — I una
funcion continua. Si J C I es un intervalo gye no contiene puntos periddicos de f, y ademds

2, f™(z), f*(2) € J, con 0 < m < n, entonces se cumple:

z< ™)< fMz) 6  z>f™(z) > f*(2).

DEMOSTRACION.- Supéngase que existe z € J con z < f™(2) y f™(2) > f~(2).

Se define la funcién g(z) = f™(x), asf z < g(z). Entonces, z < g(z) < g**!(z) para todo
k € N. Esto se demostard por induccién en g.

Para k = 1 claramente se cumple, ya que 2z < g(2).

Supéngase que se cumple para k, es decir,

2 < g(2) < ¢*(z). (2.5)

Hay que demostrar que se cumple para k + 1, esto es, z < g(z) < g*t1(2).

Esto se demostrard por contradiccién. Supéngase que no se cumple para k& + 1, es decir

z > g(z) > ¢"1(2). (2.6)

Sea h(z) = gF(xz) — T entonces, de (2.5) se tiene h(x) tiene un valor positivo en z, ya
que h(z) = g¥(z) — z > 0 y de (2.6) se tiene que tiene un valor negativo en g(2), ya que
hg(2) = (2) ~ 9(2) < 0.

Asi, por el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ € (z, g(z)) C J tal que h{c) = 0, es decir,
¢*(c) = ¢ dando un punto perfodico de f de perfodo km en J (¢ = g¥(c) = f*™(c)), lo cual es
imposible ya que por hip6Stesis f no tiene puntos periédicos en J.

| Asf z < g"(z) para toda k > 0. En particular, si k =n —m > 0,se tiene

2 < g4(z) = £*™(z) = £ (). @)
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Por otra parte, se esta suponiendo que

FOTm(f™(2)) = (2) < F™(2)- (2.8)

Ahora, se define g(z) = " ™(z). De (2.8) 43¢ tiene que g(f™(z)) < f™(z). Entonces
g TH{F™(2)) < 9(f™(2)) < f™(2) para todo m € N. Esto se demostrard por induccién en
:g.

Para m = 1, se cumple ya que g(f™(z)) < f™(2).

Supdéngase que se cumple para m, es decir,
g (f™(2)) < 9(f™(2)) < J™(2)- (2.9)

Hay que demostrar que se cumple para m + 1, esto es, g™ (F™(2)) < g(f™(2)) < f™(2).
Fisto se demostard por contradiccién. Supéngase que no se cumple para m + 1, es decir

grH(™(2)) > 9(F™(2)) > f™(2) | (2.10)

Sea h(z) = g™(z) — z. Entonces de (2.9) se tiene que h{z) tiene un valor negativo en f™(z),
ya que h(f™(z)) = g™ (f™(2)) — f™(z) < 0 y de (2.10) tiene un valor positivo en g(f™{z)), ya
ave Ag(f™(2))) = g™ (™)) — o(f™(=) > 0. |

. Asi, por el Teorema del Valor Intermedio, existe d € (f™(z), g(f™(2))) C J tal que h{d) =0,
es decir, g™(d) = d, dando un punto periédico de f de perfodo (n — m)m en J, lo cual es
iinposibie ya que por hip6tesis f no tiene puntos periédicos en J.

Por tanto g™(f™(2)) < f™(2); es decir | ,

FOmImFm(2)) < f™(2). (2.11)

De (2.7) ¥ (2.11) se tiene que la funcién f {n~m)m(;) — 2 tiene un valor positivo en z y un
valor pegativo en f™(z), dando de nuevo un punto periédico de f de perfodo (n —m)m en J,
1o cual es una contradiccién.

Por lo tanto f™(z) < f*(z). O
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DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.2.1.-Supdngase que f es continua y
topologicamente transitiva. Por la Proposicién 2.1.6 solamente es necesario probar que los
puntos perit_idioos son densos en I. Supéngase que este no es €l caso. Entonces existe un
intervalo J C I que no contiene puntos periédicos. Sean z € J que no sea un extremo de J, y una
- vecindad abierta Ne(z) ¢ J y un intervalo abiert&‘E C J\ N¢(z). Ya que f es topologicamente
© transitiva en I, existe un mimero natural m > 0, con f™(N.(z))NE # @ y por lo tanto, existe un
gy € N(z) C Jcon f”(y) € E C J. Ya que J no contiene puntos periédicos, se cumple que
.y # f™(y). Como f es continua, se puede encontrar una vecindad U de y, con f™(U)NT = 0.
- Ya que U es un conjunto abierto, se puede usar transitividad topolégica otra vez y encontrar
‘uann>myun 2z €U con f{(z) € U.

: Pero entonces, se tiene 0 <m < n,y 2z, f*(z) € U mientras que f™(z) ¢ U esto contradice
ia Proposicién 2.2.2, porque f™(z) deberia estar entre z y f™(z) pero éstos estan en diferentes

Observacién: Como se puede notar, para funciones definidas en un intervalo, la tnica
condicién que debe satisfacer para cumplir con la Definicién 2.1.5 (Definicién de caos de De-
vaney) es la transitividad topolégica. Ademés, la demostracién no puede ser generalizada para
- dimensiones mas grandes, ya que la Proposicién 2.2.2 ultiliza el orden de los mimeros reales de
forma, esencial.

Ahora se probari que una funcién f uno a uno y continua en un intervalo I, no puede ser
- 'cadtica, pero si f tiene por lo menos un punto de discontinuidad, puede ocurrir algin “tipo”

de comportamiento caético.

PROPOSICION 2.2.3. Sea I un intervalo cerrado y acotado de los niimeros reales con
mds de un punto, y sea f: I — I una funcién continua y uno a uno. Entonces:

| @) f es estrictamente creciente 6 f es estrictamente decreciente en I.

b} f no es topologicamente transitiva, y f no exhibe sensible dependencia a las condiciones
iniciales.

¢) Si [ es estrictamente creciente, cada punto periédico de f es un punto fijo de f. Ademds,
st f(z) # = para algtin x € I, T no tiene un conjunio denso de puntos periddicos o fijos de f.

d) Si f es estrictamente decreciente, existe exactamente un punto fijo de [ y todos los otros
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punios periddicos de f tienen perfodo dos. Ademds, si F*(x) # T para algiin x € I, entonces I

no tiene un conjunto denso de puntos periddicos de f.

DEMUOSTRACION.- (a) Este es un resultado estandar, el cual puede ser encontrado en
4, p. 98]. .

(b) Primero se probar4 el caso donde f es estrictamente creciente. Si f(z) = z para
toda = € I, entonces es claro que no es topologicamente transitiva ni tiene sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Supéngase que = € I con f(z) # z. Entonces f(z) > z o f(z) < z, considere el primer caso
(la prueba es similar para el caso f(x) < x).

| Como f es continua, se puede suponer que z no es unextremode I. Sea J={y e I:y > z}.
5i y € J, entonces f(y) > f(x) > =, asi que f(y) € J. Entonces f mapea J sobre J y f* mapea
~.J sobre J para toda n€ N. Ahora, sea z € I tal que z < x. Entonces existe ¢ > 0 tal que
x— z > & De aquf se tiene que

|f*(y) — 2| > ¢ paratoda y€Jy neN (2.12)

asi que la transitividad no se satisface,

Ahora se demostrar4 que f no tiene sensibilidad a las condiciones iniciales. Si f(x) > =z, y es
“estrictamente creciente, se sigue que fXz) = f(fx) > fl@ > =z ¥y
3(z) > f3(z) > f(z) > z y que para toda n€ N,

@) > M) > ) > - > fHE) > f=) > s

Entonces en este caso {f™(x)} es una sucesién creciente en I y como [ es cerrado y acotado,
esta sucesién debe converger a un lmite f*(x). Nétese que f*(x) € I'y f*(z) > z. Se
quiere demostrar que y < f(y) para toda y € (z, f*(z)) de otro modo f(y) < y y se tiene
z < f(z) < f(y) <y < f*(z). Ya que f es estrictamente creciente se tiene que para toda nc N,

M) < M) <) << fly) Sy < @)
Entonces f*(z) :nﬁ—%o f(z) <y < f*(z) lo cual es imposible. Entonces f(y) > y. De aqui se
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' sigue que para toda y € (z, f*(z)),

y < f(u) < (/*(@) = Jim (@) = f*(@).

L

Abora, sea § > 0. Existe & > 0 tal qued > 8y (f*(z) — &, f*(z)) C (z, f*(z)). Sea
K= (f*(z)— &8, f*(z)). Siy € K entonces z <y < f(y) < f*(x) asi que f mapea K en K.
Entonces, f* mapea K en K para toda n€ N. Ahora se puede decir que

|f*(z1) — f™(#2)] < & <& para todo z1,z2 € K y para toda ne N.

Esto demuestra que el sistema no es sensible a las condiciones iniciales.

Fl caso cuando f es estrictamente decreciente, se hard después de probar (d).

(c) Sea = un punto periédico de f con periodo p. Entonces si f(z) > = se sigue que
z < f*() = lim f*(z) = lim ["*(z) =,

10 cual es imposible, entonces si z es un punto periédico y f(z) > z. Entonces f(z) =z y x es
un punto fijo. Similarmente, si x es un punto periédico y f(z) < x entonces f{z) =z y = es
otra vez un punto fijo. |
Entonces todos los puntos periédicos de f son fijos.

Ahora, supéngase que el conjunto de puntos periédicos es denso. Entonces los puntos fijos

son densos y, por continuidad, f(x) = x para toda z € I. Esto prueba la segunda parte de (c).

(d) Supdngase que f es estrictamente decreciente. Sea I = [u,v]. Si f(u) = u entonces
u = f(u) > f(v) > ulo cual es imposible. Entonces f(u) > u. Un argumento similar demuestra
. que f(v) <v. Entonces la funcién x + f(z) — x es continua, positiva en u y negativa en v, por
lo tanto aplicando el Teorema del Valor Intermedio, existe un punto en I en el cual la funcién
vale cero; este es un punto fijo para f.

Ahora, si x3 y z2 son puntos fijos distintos de f con 1 < =z entonces
zy = f(xy) > f(xzz) = z2 lo cual es imposible. Entonces f tiene exactamente un punto fi-

jo.
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Para completar la prueba, obsérvese que f es estrictamente decreciente. Entonces f2 es

estrictamente creciente en I. El resto de la demostracién se obtiene aplicando la conclusién de

() ala funcién 2

Finalmente considere (b) para el caso de qye f es estrictamente decreciente.

Sea I = [u,v] y por (d) existe un inico 1punto fijo, el cual serd denotado por zg. Sea
L =[u,z0] y M = [z0,v].

Como f es estrictamente decreciente, vemos que f mapea I sobre M y M sobre L, asf que

f?>mapea Len L y M en M. También f? es estrictamente creciente ya que f es estrictamente

decreciente.

Entonces la conclusién en la ecuacién (2.12) puede ser aplicada a f2y Lenlugarde fe L
Sea un subintervalo L' C L, un punto z € L con ¢ # 2z y un mimero ¢ > 0 tal que

|f2"(y)-2‘ >e paratoda y € L' y para toda neN. (2.13)

Por 1o tanto f2 no es topologicamente transitiva.

Ahora, se demostrard que f no es topologicamente transitiva. Sea M’ el subintervalo cerrado
tal que M’ = f(L') C M. Entonces 2 ¢ M’ asf que existe ¢ > 0 tal que jw — 2| > ¢ para todo
w e M'. Pero como M' = f(L') = {f(y) : y € L'} se tiene

|f(y) — 2| > € paratodo y€L.
Asf que, como f2*(L') cr , se tiene que ,fz"(y) € I'. Entonces
IFF* W) ~ 2| = |f™*y) 2| > & Yye L, VneN. (2.14)
De (2.13) y (2.14) se tiene
|f™"(y) — 2| > min(e,&’) para toda y<€ L' ytoda neN.

Asf que f no es topologicamente transitiva.

Para probar que f no tiene sensibilidad a las condiciones iniciales para el caso estrictamente
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decreciente, la prueba es directa, usando la idea de que f? es estrictamente creciente. [

Entonces, la Proposicién anterior demuestra que cuando f es continua y uno a uno, la
. :

funcién no puede ser caética, ya que no es topologicamente transitiva y no tiene sensibilidad a

las condiciones iniciales. b

- 2.3 Discontinuidad y caos.

~ En la Proposicién 2.2.3 de la seccién anterior se requiere que la funcién sea continua en todo
- punto. Abora se debilitard la condicién de continuidad, pero en el menor grade posible.
- Se veré que si una funcién tiene un punto de discontinudad, puede ocurrir algin “tipo” de
comportamiento cadtico.

Para esto se considera una familia de funciones uno a uno, donde cada funcién mapea [0, 1)

en 8i mismo y tiene un punto de discontinuidad.

Cada mimero real x puede ser escrito como la suma de un entero y un nimero frac(z) en
[0,1); frac(z) es Hamada la parte fraccional de .
Nétese que si y € R, se cumple:

frac(frac(z) +3) = frac(z + ). @)

Ahora, para cada o € R definamos la funcién f, : [0,1) — [0,1} por

folz) = frac(z — ) {2.16)
Una descripcién alternativa de f, es

fal) = z+1— frac(a) st 0<z < frac(a) - (2.17)

z— fracle) s fraca) <z <1

Claramente cada funcién f, es continua y creciente en cada intervalo [0, frac(a)) y

[frac(e), 1), pero cuando o no es un entero f, es discontinua en frac(a).
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reales, se tiene

asi que,

De aqui que:

1--

0.1

En la siguiente figura se muestra la grafica de fo.3.

03 H

Figura 2.6

Jalz) = fraclz —a) y fale) = frac(z - )

(fo o f5)(=)

folfa(x)} = falfrac(z — B))
frac(frac(z — B) — a)
frac(z —f—a) por (2.15)
frac(z — (a + B))

fatp(z) por (2.16).

faofﬁ = fa-i—ﬁ

Ademss, f, es uno a uno y mapez [0,1) en [0,1). Usando la ecuacién {2.16) para a y 8

(2.18)

—— W Tauw WE



'~ PROPOSICION 2.3.1 Sea a € R. Entonces
(a) fa €s uno a uno en [0,1) y mapea [0,1) en [0,1).
(b) fa Eiene un punto fijo en [0,1) si y s6lo si  es un enterv, en tal caso fo(x) =z y todo
nto es un punto fijo.
{c) Si a no es un entero, entonces fo tiete una discontinuidad en frac(o), pero fo es

ntinua y creciente en cada intervalo [0,frac(a)) y [frac(a),1).

-~ DEMOSTRACION.- El resultado es inmediato de la definicién (2.16), (2.17).

PROPOSICION 2.3.2. Sea a € R. Entonces f, tiene un punto periddico si y sélo si a
s racional. Fn este caso, si a £ 0y a = :i:g donde p,q€ N y no tienen factor comin, todo
unto en [0,1) es punto periddico de fq, con perfodo q.

DEMOSTRACION.- Supéngase que a = E donde p, g€ N no tienen factor comiin. Sea

€ [0,1) y ne N. Por (2.18) se sigue que f2(z) = z ¢ fra(z) = z. Entonces como o = 2
tiene que fra(z) = = © f-_;g(x) = z. Ademas, de Ia Proposicién 2.3.1 (b) se cumple que
: fﬂf (z) =z < ¥ es un entero. Ademds, °F es un entero < n es divisible por ¢.
Si n es divisible por ¢, entonces fi(z) = f¥ (z) = x para toda z, asi en este caso, todo
punto de [0,1) es periédico con primer periodo menor o igual a n. Ademds, el mfnimo valor
posible de n, divisible por ¢ es el mismo ¢, por lo tanto cada punto de [0,1) tiene perfodo ¢.
0

La siguiente Proposicién es de alguna manera el reciproco de la Proposicién 2.2.3, la cual
afirma que si una funcién f es uno a uno, y tiene un punto de discontinuidad, entonces f es

topologicamente transitiva y exhibe sensibilidad en las condiciones iniciales.

PROPOSICION 2.3.3. Sea o un nimero irracional. Entonces fo : [0,1) — [0,1) no
tiene puntos periddicos, pero es topologicamente {ransitiva y ezhibe sensible dependencia a las

condiciones iniciales.

DEMOSTRACION.- El hecho de que f, no tiene puntos periédicos es inmediato de la
Proposicién 2.3.2. Ademés, el conjunto {frac(na)n = 1,2,---} es denso en [0,1). (8, pp-
211 — 212).
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Ahora se probars transitividad topolégica. Seae > 0,seaz,y € [0,1),conz < y. Sean >0
que 7 <& y1l—y—n>0. Entonces0 <l+z—y—n <1, porlo tanto existe n€ N tal que
ey ser‘el conjunto {frac(na)n=1,2,---} denso) 1 +z —y —n < frac(na) <1+z—y+n.
. Fgto implica que ¢ < 1 +z —y — 75 < frac(na) (porque 1 —y —n > 0) y que
n<z— frac(na)+1<y+n. M

- Entonces, fno dada en la ecuacién (2.17), satisface

fra(z) =2 — fracne} +1€(y—ny+n) Cly—&y+e).

" Adem4s como fra = f7, se tiene |f3(x) —y| < e. (la conclusién se sigue similarmente si

5 y). Esto muestra transitividad topoldgica.

Para probar sensibilidad en las condiciones iniciales, sea z € {0,1),sea0 < e <1lyéd=1—=.
y €[0,1) tal que 2 < y < z + £. Se elige ne N tal que z < frac(na) < y. Se sigue que
e -yl <ey

| fra(z) — fra(y)|
= |1 - frac(na) +z —y + frac(na)|

|fa (@) — fa@)l

i

= [I+z—1y
= 1-(y-=)
> 1—g=04.

- Esto completa la demostracién. J

Observacién: Nétese que cuando a es irracional, el sistema (f,, I) en algtin sentido merece
" ser Hamado cadtico aunque no cumpla con la condicién de contimsidad.

Fl no tener un conjunto denso de puntos periédicos, significa que f, no es caética de acuerdo
a la definicién de Devaney (Definicién 2.1.5), pero f, puede tener un conjunto denso de puntos
“aproximadamente periédicos” descrito en el siguiente sentido. Sea £ > 0 y = € {0, 1), entonces
como f, es topologicamente transitiva por la Proposicién 2.3.3, existe y € {0,1) y né N tal que

|z —y| < S ylz— fo] < §, asf que |y — f2(y)| < e. Entonces en general, en el sistema (I, f) un
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punto y se dice e-periddico, si existe n € N tal que |f™(y) — y| < e. Entonces para cada € > 0, el
conjunto de puntos e-periédicos de ([0, 1), f,) es denso en [0, 1]. (Los puntos periédicos pueden
ser considerados como puntos “O-periédicos”). Como f, es topologicamente transitiva y exhibe
sensibi]idad‘en las condiciones iniciales parece razonable pensar que el sistema ({0, 1), f,) sea

caético, aunque en un sentido mas débil que la Définicién de Devaney.

2.4 Periodo tres y caos.

En esta seccién, se dard la definicién de caos propuesta por Li-Yorke, la cual es vdlida para

_ft_mcion&s definidas en intervalos.

DEFINICION 2.4.1. (Li-Yorke) Sea J un intervalo y f : J — J una funcién continua.
Se dice que [ es cadtlica en J si:
i) f tiene en J puntos periddicos de cualquier perfodo.
i1) Eriste un subconjunto no numerable S C J (que no contiene puntos periddicos) tal que
1) Paro todo x,y € S conz # y,

Hfoliplf"(ﬂ’)—f"(y)! > 0 y
liminf |f*(z) - f*(y)] = 0

2) Para cualquier x € S y cualquier punto periddico z € J,

imsup [f*(z) — f*(z)| > 0.

siderado en todo el intervalo J o simplemente en 5.

PROPOSICION 2.4.2. Sea J un intervalo y sea f : J — J una funcién continua. 5i
' existe un punto a € J para el cual los puntos b = f(a), ¢ = f*(a), y d = f3(a) satisfacen
d<a<b<c(od>a>b>c) Entonces f es cadtica de acuerdo a la Definicién de
Li-Yorke.
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Observacién 2.4.2 Nétese que si una funcién f tieﬁe un punto periédico de perfodo tres,
entonces la hipé6tesis de la Proposicién se satisface y por tanto f es caética de acuerdo a Li-
Yorke.

.

De esto se deriva un resultado sorprendente, ya que si una funcién tiene un punto de perfodo

tres, entonces de acuerdo a la Proposicién 2.42 tiene puntos de cualquier perfodo. Ademds,

existe un conjunto no numerable S C J, tal que para cualquiera dos puntos z,y € S, la distancia
: entre las dos sucesiones de iteraciones {f®(x)} y {f™(¥)}, tienen la propiedad que cuando n
tiende a 00, el limite inferior es igual a cero mientras que el limite superior es positivo.

Que el limite inferior sea igual a cero, quiere decir que existe una infinidad de n's tales que
{f"{=)} ¥y {f/™(y)} estén tan cercanos como se quiera, y que el lmite superior sea positivo,
quiere decir que existe una infinidad de n's tales que la distancia entre {f™(z)} ¥y {f"(v)}

siempre es positiva. En otras palabras, bajo las iteraciones de f, diferentes puntos de S estan

algunas veces cercanos y algunas otras veces separados, y ninguno de estos es periédico.
Para la demostracion de la Proposicién 2.4.2 se necesitardn las siguientes Proposiciones.

PROPOSICION 2.4.3. Sea g : J — R una funcidn continua donde J es un intervalo.

Para cualquier intervalo compacto Iy C g(J) existe un intervalo compacto Q C J tal que
9(@Q)=1.

DEMOSTRACION.- Sea Iy = [a,b], J = [c,d], como [a,8] C g([c,d]) existen puntos
&, € [c,d] tales que g(a) = a y g(B) = b. Para el caso a < 3 es posible que existan puntos
distintos de a en [, 3] tales que bajo g caen en a. Sea e = max {z € [, f] : g(z) = a}, ahora es
posible que existan puntos en [e, 8] tales que bajo gcaenenb. Sea h = min {z € le, 8] : g(z) = b}.
Por la forma en que se tomaron e y h, se tiene que g([e,]) = [a,b], donde Q = [e, h] (ver

Figura 2.7). En el caso a > 3 se argumenta de manera analoga.
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file, dl} ==

PROPOSICION 2.4.4. Sea f:J — J una funcién continua y sea {I,}n. una sucesién
de intervalos compactos con Iy CJ y Iy C f(In) V n.

Entonces existe una sucesién de intervalos compactos {Qn} tal que Qni1 C Qn C o ¥y
FM(Qn) = I, para n > 0. Ademds, para cualquier x € Q =NQy, se tiene f*(z)c I ¥V n.

DEMOSTRACION.- (Por induccién) Defina Qg = Ip. Entonces f%(Qp) = Io.

Se demostrd para k =1, como Iy CJ y I 1 C f(In) = I C J, I C f(lp) y por la
Proposicién 2.4.3, existe @1 C Ip tal que f(Q1) = I1-

-Supéngase que se cumple para k = n — 1, es decir, que existe Qp—1 tal que f*1(Qn_1) =
L1 (Qu1CQuaC - Clo). |
-Se demostré que se cumple para k = n. Como f"1(Qn-1) = In_1 entonces por hipétesis
se tiene que I, C f{In—1) = f*(@n-1). Por la Proposicién 2.4.3 aplicado a g = f", como
Iy C f*(@n1) = 9(Qn-1) se sigue que existe Qn C Qn_1 tal que g(Qn) = Iy es decir,

fn(Qn)zfﬂ y QnCQn—IC"'CQICIO.

Ahora, sea z € @ = ?jﬂ @y, entonces si ¢ € Q,, V n, y como f*{(Qy) = I,. Entonces si
n=—

zEQ = flr)el;sizreQe= fAz)ely -~ ;8iz€Qn= f(z) € L. O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.4.2.- Primero se demostrard que f
tiene puntos periédicos de cualquier periodo.

Sea E = [a,b], L = {b,c] y k un entero positivo.
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Para & > 1, sea {I,} una sucesi6n de intervalos, I, = L paran = 0,1,2,--- .,k -2y
Jy_1 = E, se define I, periédicamente por Ip,x = I, paran=0,1,2,... Sik=1,sea I, = L,
V. _

Nétese que la sucesién de intervalos {1, } antes definida satisface las hipotesis de la Proposi-

cién 2.2.4, ya que por definicién son L 6 F y“estos son compactos. Ademds I, C J, y como

Inv1 =1L, I, = L, entonces

[b,¢] = Iny1 € f(I,) = f([b,c]) = [e,d] cond <a.

Sean @y los conjuntos de la demostracién de la Proposicién 2.4.4. Entonces satisfacen
Qr CQoy fXQr) =L = Io = Qo.
Por el Proposicién 1.3.1, g = f* tiene un punto fijo pr € Qx, ya que @x C Qo = F*{Qy).

Ademés, p; no puede tener periodo menor que & para f, ya que si p; tiene perfodo k — 1,
entonces f*(py) =pr € Qr C o =L y f*'(m) € Iy_1 = E, por tanto f*1(p;) = b.
Entonces f*+1(p;) = d ¢ L, E, 1o cual es una contradiccién porque f**1(pg) € Iyss = I = L.
JAintonces el punto px no puede tener periodo k — 1. Por tanto p; es de periédo k.

Ahora, se demostrard que existe un subconjunto no numerable S C J (que no contiene
puntos periédicos) tal que
1) Para todo z,y € S con = # v,

imsup [f*(z) - f*@w)] > 0 vy (2.19)
liminf |f*(z) - f*(y)] = 0 : (2.20)

2} Para cualquier € $ y cualquier punto periédico z € J,

Lmsup [f*(z) — f*(z)| > 0. (2.21)
N300
Sea £ el conjunto de sucesiones de intervalos M = {M,};° , con

64

Y

Ly

N iazim wmas A

TIToASERSs o L.

i,

s

4

+ 3,000

S

L

SN e zn {

X



si M,=FE, entonces

%
n es el cuadrado de un enteroy My41, Mpye C L, (2.23)

donde E = [a,b] y L = [b,].

Si n es el cuadrado de un entero, entonces n+1y n+2 no lo son, asf el iltimo requerimiento
n (2.23) es redundante.
. Para M € £, sea P(M,n) el nimero de i's en {1,2,..,n} para el cual M; = F.
" Paracadarc (2,1) se elige la sucesién M™ = {M}32, de £ tal que
P(MT 2
im PO (2.24)

n—o0 T

Sea £o = {M":r € (3,1})} C £. Entonces £, es no numerable ya que M™ # M™ para
1 # T2

- Para cada M™ = {M[} € £o por la Proposicién 2.4.4, existe un punto z, con f*(z,) € M},
E para toda n.

. SeaS= {zr:7 € (},1)}. Entonces S es también no numerable.

Para x € 8, sea P(z,n) el mimero de #'s en {1,2,---,n} para las cuales fi(z) € E. Nunca
" se puede tener que f "(3:,) = b, porque entonces x, seria eventualmente periédico de periodo 3,
(f¥(z,) =be E, f**Nz,)=ce L, f*%(x,) =d ¢ L), en contradiccién con (2.23). Entonces
SH) # b | |

Adem4s, recuerde que P(z,,n) cuenta el mimero de #s tal que fi(z,) € E y como
f"(z;) € M, es equivalente a contar el nimero de veces que M, = E. De aquf que
P(z,,n) = P(M",n) ¥ ny asf

p(zy) = im _P_(:l?,-,—‘n.z) =

i—00 n

T para todo r.
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. Se afirma que, para p,g € S conp #gq,

existen una infinidad de n's tales que f™(p) € E y f™(q) € L o viceversa. (2.25)

L

Como p # ¢, se puede suponer que p(p) ¥ p(g). Entonces, Jim [M)%E—(&'ﬂ] >0y por
tanto P(p,n) — P(g,n) — o0, asi que debe haber una infinidad de n's tales que f*(p) € F
J™(g) € L. Supéngase que solo existe una cantidad finita de n's tales que f"(p) € F y
(q) € L. Entonces existe N tal que lim ﬂ;"&zl = lim ﬂ%"ﬂ para n > N, por lo tanto
p) = p(q), lo cual es una contradicién, ya que se esta suponiendo que p(p) > p(g).

~ Se tiene que f%(b) = d < a y ademds f2? es continua, por tanto, dado & = 9'2'—4 > 0, existe

i 5> 0 tal que | f%(z) — F*(b)| < %5%. Entonces

b—d b—d b+d
Pa) < =+ ) =5 +d= - (2.26)

;éaratoda:c eb—64 CE.
St pe Sy f*(p) € E, entonces (2.23) implica que f*+(p) € Ly f*+2(p) ¢ L.
Por lo tanto f"(p) < b— §, por que si f"(p) > b— & entonces por (2.26), f**2(p) < 22 de

aquf que f"%(p) ¢ L, y esto no es posible.
Si f™(q) € L entonces f™(q) > b, asf

[*(p) — *(g)| > 6.

Por la afirmacién (2.25), para cualquier p,q € S, con p # g se sigue que

lim sup [f"(p) — " (g)l = 6>0.

Esto demuestra (2.19).

Esta técnica puede ser usada similarmente para probar (2.21).

Ahora se iniciard con la demostracién de (2.20). Ya que f(8) = ¢, f{c) = d < a se pueden
elegir intervalos {b*,¢"] conn=0,1,2,---. tal que:

(a) [b.d = [1° ] D plet] D--- D "] D -

() f(z) e (B, ") ¥V z e (BnH )



OFFH) =, ety =p.

Para darse una idea de la forma como estan dados los intervalos [b™,¢"], obsérvese que de
{c) se tie?e F(®) = & = ¢, y entonces b' = b. Ademss, como f(b) =c>by f(cJ=d <b
aplicando el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢! € (d,c) o més especificamente, c' € (5, ¢),
tal que f(c') =b. Asi se encuentra el intervald [8!,c!].
Ahora, como f(c?) = &' = b por (c), se tiene que ¢ = ¢!. Ademds f(b') = c > cl y
() = b < ¢!. Entonces por el Teorema del Valor Intermedio existe b* € (b',¢%) tal que
F(8?) = ¢!, encontrando asi el intervalo [62,¢?] . (Ver Figura 2.8).
Siguiendo con este mismo proceso se encuentran todos los intervalos [b",c"] de tal manera

que cumplan con las condiciones (a), {b) ¥ (c).

o R T
c’=c="-. E
G":-- :
gt l
bLb“‘____ 1 1
: |
' [
a+ ; ,
| i

A

i : [ I S . | ':

d o bk eat ¢

El;i 13 ha

Figura 2.8

Sea A = NP, p" ", b* =infA y c* = supA. Ademds, ya que b" es una sucesion
monotona creciente entonces " — b* y como ¢" es una sucesién monotona decreciente, ¢ — ¢*.

Entonoes,

lim f(&"*!) =lim ¢* por (),
n-—o00 n-—co

* y por la continuidad de f, f(lim &) =¥*. Por tanto, f(5*) = ¢*. Por el mismo argumento
n—o0

se llega a que f(c*) = b".

Para probar (2.20) se puede ser més especffico en la eleccién de las sucesiones M™.

Ademss para los anteriores requerimientos en M € £, se supondrd que si My = F para
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=n? y (n+ 1)? entonces My = [b?"~%~1),p*] para k = n?+ (25— 1), M; = [c*,2%]
ak=n?+2jdonde j=1,2,---,n.

Para.la.s K s las cuales no son cuadrados de enteros, se supondréd que My = L.

Del hecho que p{z) es el lfmite de la fraccién de n's para las cuales f™(z) € E, se sigue que
ppara cualquier 7*,7 € ($,1) existen una infinfflad de n's tales que M{ == M = E para k = n?
' (n+1)?, ya que de lo contrario, solo existe una cantidad finita de n's tales que Mf = M = E
ara k = n? y (n+ 1)%. Entonces la proporcién de elementos de ML = M} = E es tal que
*,7 ¢ (3,1), lo cual es una contradiccién.

Para ver (2.20) sea z, € S y z,- € 5. Ya que b" — ¥, ™ — ¢* cuando n — ©0, para

cualquier £ > 0 existe N € N tal que

|b"—b*|<-§ y Ic"—c*|<§ Vn>N.

- Entonces, para cualquier n > N y M = M_,': = F para k = n® y (n+ 1)2, se tiene
7o (z,) € My = [P 4,0 con k=n’+1.
Asf que % *1(z,), f***1(z,+) ambos deben estar en [$?~1,5*]. Por lo tanto

< E.

|71 ay) - 4 (o)

Ya que son una infinidad de n's con esta propiedad, el liminf |f*(z,) — f*(zr+)|=0. O

Observacién: Oftra desventaja de la definicién de Li-Yorke es que se pueden encontrar
ejemplos de mapeos para los cuales el conjunto S tiene medida cero. El siguiente ejemplo

muestra esta situacion.

EJEMPLO 2.4.5. Sea [ ={0,1] y f : I — I definida como

68



0 si 0<x<025
4r—1 s 0262 <05

@)=+
- —4z+3 si 0.5<x<0.75
| 0 s 07%5<z<1
14 ] /\
N Jv)
%_- | __
P S €
3 1 : ]
st h !
]
l |
| . : |
| I 4
14 _— -
3 ] t
1 1 t 1
' I § :
f(a) : : i !
el -t —
Aol AL L0 b ,
1 1 s 1z 2 3
e} 1'py) bl 4z 20 1
Figura 2.9

Como O () ={2,Z,£} es una 6rbita de perfodo 3, f satisface la definicién de Li-Yorke

por tanto es caética en I, pero se vers que el conjunto S el cual cumple con la definicién es de
medida cero.

Por medio del analisis grafico se puede observar que f2(z) =0 cuandoz < 3 6 = > 2 (ver
Figura 2.9), ademss que f2(z) =0siz c I = [-1‘12, %] cuya longitud es %. Por otra parte se
ﬁene que

f'—l(Il) = I21 U 122 = {:E : _fa(.’ﬂ) = 0}

_ donde Iy = [g, i—g] y I = [%g, %] ¥ la longitud total de los dos intervalos es % De esta misma

forma se tiene que

f_l(Igl U I22) =LiUlstUlU Iy = {x : f4(:c) = 0}
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onde Izt = [£5, 81, I = 55, 1o5) » 133 = [Ta3, 185 » Iaa = [$5, 122] v la Jongitud total es
. 5‘14 Siguiendo con este mismo proceso se encuentra una familia de intervalos disjuntos contenidos

n [1,2] cuya longitud total es vl +d+-=(1+3+1+L1+---) =3 Todo punto
que pertenece a uno de estos imtervalos satisface f™(z) = 0 para algin n > 1. Por tanto el
njunto de puntos So cuya 6rbita no va a 0 tiene Medida cero. Ademds como en el conjunto

o estan los puntos que no convergen, se tiene que S debe estar contenido en Sp.

Asf que cualquier punto z € {0, 1] escogido al azar converge a cero.
El siguiente ejemplo muestra que la condicién de continuidad no puede debilitarse ni en el
pnenor grado posible.

z+ 05 si 0<2<05b
0 si 05<x<1

EJEMPLO 2.4.6. Sea f :[0,1] — [0,1] dada por f(z) =

0.8
0.6
0.4

02

0" 02 04 06 08 1

Figura 2.10
Obsérvese que O(0, ) = {0,0.5,1} es una 6rbita de periodo 3. Por lo anterior se podria
‘pensar que [ es caGtica de acuerdo a Li-Yorke. Pero nétese que cada 6rbita de f en [0,1] es
eventualmente periédica de perfodo 3. Por ejemplo si z = 0.2, f(z) = 0.7, f2(z) =0,.... Por
‘tanto no satisface la condicién (z) de la Definicién 2.4.1, es decir f no es caética. Esto se debe

a que f es discontinua en 0.5.

Otra desventaja de la definicién de Li-Yorke es que no se aplica en dimensiones mayores
.que 1. Por ejemplo, sea f : R2 — R? una rotacién en R? de % alrededor del origen, es decir
f(r,8) = (r,0+ % ). f tiene una érbita de periodo 3 pero no satisface () ya que cualquier 6rbita
es de periodo 3.
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Capitulo 3 )

EL TEOREMA DE SARKOVSKII

En el estudio de los sistemas dindmicos discretos la existencia de puntos periédicos juega un
papel muy importante en particular, en las diferentes definiciones de Caos. El Matemdtico
Ucraniano Alexander Nikolaevich Sarkovskii, se preguntaba si habia alguna relacién entre la
existencia de una érbita periédica, digamos de periodo n y la existencia de otra érbita periédica
de perfodo m. Por ejemplo, si f: I — I donde I C Ry f continua tiene una érbita de periodo
2 jimplicara esto que f tiene una 6rbita de perfodo 17, ;jla presencia de una Srbita de perfodo
'3 implicar$ la existencia de una érbita de periodo 2?7 y preguntas similares, tendran respuesta

en esta seccién, mediante el Teorema de Sarkovskii.

3.1 La investigacién de Sarkovskii.

Sarkovskii descubrié que habfa relacién entre la existencia de puntos periédicos. El resultado
de sus indagaciones se resume en lo que hoy conocemos como el Teorema de Sarkovskii. Antes
de enunciar este resuitado, se responderan las siguientes preguntas:

;Si se tiene una funcién continua con un punto de perfodo 2, implicard que esta funcién

tenga un punto de perfodo 17. La siguiente Proposicién establece que la respuesta es afirmativa.

PROPOSICION 3.1.1 Sea f : I — I una funcion conlinua donde I CR. Si f tiene un
punto de primer perfodo 2, entonces f tiene un punie de primer perfodo 1.

71

- 3 W R — -

cedven WAMRRT WERW ulh WA REROYY RT3 -7



DEMOSTRACION.- Sea O(z1, f) = {z1,z2} una 6rbita de periodo 2. Supéngase sin
perdida de generalidad que x) < z9. Como f(z1) = 2 > x1 ¥ f(z2) = z1 < z9, se tiene que
flz1) —z1 >0y fxa) — 22 <0,

El T‘eorema del Valor Intermedio aplicado a la funcién g(z) = f(z) —z, asegura la existencia
de un punto zg, £1 < 2o < Z2 tal que g{zp¥= 0, por tanto f{xp) = xo. De aqui que z4 es un

punto de primer perfodo 1. O

Ahora, sea f una funcién continua ;si f tiene un punto de periodo n para todo ne N,

implicard que f tieneun punto de perfodo 17

PROPOSICION 3.1.2 Sea f: I — I una funcién continua donde I C R. Si f tiene un
punio de primer periddo n>1, enlonces { tiene un punte de primer periddo 1.

DEMOSTRACION.- Sea una 6rbita de periédo n y supdngase que &3 < &3 < --- < &',
son los puntos de la 6bita.

Se tiene que f(z1) > 21 ¥ f(zn) < Zyn, entonces f(z;) —z; > 0y f(z,) —zn < 0. El
Teorema del Valor Intermedio aplicado a la funcién g(z) = f(z) — =, asegura que existe un
punto zo € (x1,zn) tal que g(zo) = 0, por tanto f{xo) = zo, luego z¢ es un punto fijo y no
puede ser ningtin elemento de la 6rbita de ;. [

Se ha demostrado que si se tiene una funcién continua con un punto de perfodo 2, entonces
tiene un punto de periodo 1, ahora la pregunta es jsi se tiene una funcién continua con un
| punto de periodo 1, implicaré la existencia de un punto de perfodo dos?. El siguiente eiemplo

muestra que la respuesta es negativa.

EJEMPLO 3.1.3 Sea I=10,1], f : I — I dada por f(x) =z para toda z € .
Todas las 6rbitas son de perfodo 1, O(x, f) = z para toda x € I, por tanto, no hay ninguna
érbita de periodo 2.

PROPOSICION 3.1.4 Sea f : R — R una funcién continua. Si f liene una érbita de
primer perfodo 3, enfonces [ tiene una drbila de primer periodo 2.

DEMOSTRACION.- Sea a € R y supdéngase que su orbita es de periodo 3,
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O(a, f) = {a,b,c} con a < b < ¢. Existen dos formas de recorrer esta 6rbita, ilustrado en

la figura 3.1.

Figura 3.1
Supéngase que ocurre el primer caso. La demostracién para el segundo caso es similar.

Sea I = [a,b] y J = [b.c]. Como f(a) = b, f(b) = cy f(c) = a se tienen las siguientes

contenciones:
JcfI)y, 1vJcf(J).
Cy 2 1 A 1 s
' r;" R4 \3, .
b ’ .
y L /
T 1. J J Ry J
bdfl ‘I‘ » ¢ » 4 \‘ L ]
k‘ (” ‘\
I (1’ \_\ I“ ‘_’ 3 I
. IS e '
aqrf & [ - 3

De la contencién I UJ C f(J), se sigue, por la Proposicién 2.4.3, que existe un intervalo
Ay C J tal que f(A) =1

:

La contencién A; C J C f(I), implica la existencia de un intervalo Ay C I tal que
F(A2) = A1. De aquf f?(As) = I y con ello Az C f2(A2).
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Por la Proposicién 1.3.1 existe z € Az tal que f2(x) = z. Este es el candidato para ser un

. punto periédico de perfodo 2.

: Como = € Ay C Iy f(z) € A1 C J, entonces f(z) # = 6 ¢ = b = f(z). Esta segunda
pei6n es imposible ya que b es de perfodo 3. Por lo tanto la érbita de = cumple f(z) #zy
fg(m) = z, de aquf que z es un punto de perfodo ¥ a

La siguiente pregunta es juna funcién continua que tiene un punto de periodo 2, tendré un

punto de perfodo 37. Con el siguiente ejemplo se muestra que la respuesta es negativa.

EJEMPLO 3.1.5 Sean 1=[0,1]y f:1— I dada por f(z) =1 —z2
En este ejemplo 2 = 71—5 es el vmico punto fijo. Todos los otros puntos son de periodo 2, ya

que

£@) = f(f@) = FVI= ) = {1-(VI-2P = VI- Lt 2 =Vae =3z

entonces f2(z) = x para toda z € 1. Por tanto no hay puntos de periodo 3.

Hasta el momento se tiene las signientes implicaciones: si una funcién continua tiene un
punto de perfodo 3, entonces tiene un punto de periodo 2, y si tiene un punto de periodo
2, entonces tiene un punto de perfodo 1. Ademsds, se sabe que las implicaciones en sentido
contrario no son ciertas. Tal vez en este momento se podria pensar que si existe un punto de
periodo 4, entonces existe un punto de periodo 3. El siguiente ejemplo muestra que lo anterior

no necesariamente se cumple.

EJEMPLO 3.1.6 Sean I =[1,4]y f: I - I talque f(1)=3, f(3) =2, f(2) =4, f(4) =1
¥ lineal en cada intervalo [n,n+ 1] para n=1,2,3.
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2
11
i 1 2 3 4
Figura 3.2

Obsérvese que los puntos 1,2,3,4 son de perfodo 4. Ademds z = § es el tinico punto fijo de
f. Nétese también que:

f([1,2]) = [3:4]1 fz([1:2])=[1:2] y
fB.4) = L2, £%(3,4) =34

Nétese que f (%) = %, 23)=%yquef (%) = -g-, (%) = £, por lo tanto los puntos 3 y
I son de periodo 2. Ademss, f(z) =z +2, fi(z) = -z +3, f3(z) = -z +5, f{z) =z para
toda z € {1,2]. También f(x) = —z + 5, f2(x) = -2 + 7, f3(x) =z — 2, f4z) = = para toda
z € [3,4]. De aqui que f4(z) = = para toda = € [1,2] U [3,4].

Por otro lado, f{([2,3]) = [2,4] = [2, 3] U [3, 4], asf que hay puntos en {2, 3] que bajo algunas
iteraciones de f, caen en el intervalo [3,4]. Por tanto son atrafdos a una érbita de periodo 2 6
4, ya que en este intervalo solo existen puntos de estos periodos. Pero hay otros puntos que se
quedan en el intervalo [2, 3] para todas las iteraciénes. |

Nétese que si la 6rbita de un punto z € [2,3] es un subconjunto del intervalo [2, 3], entonces
F3(z) = —8z + 24, asf que el tnico punto de 3 que corta a la recta y = x, es el punto z = §,
que anteriormente se vié que es de perfodo 1. Por tanto, en este ejemplo se tienen puntos de

periodo 1,2,4 pero ninguno de perfodo 3. ([l
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Recuerde del capitulo dos, observacién 2.4.2, que si f : R — R es una funcién continua,
y tiene una o6rbita de perfodo 3, entonces tiene al menos una érbita de perfodo n, para todo
n€N.

Este resultado es sélo un caso particular de|, Teorema de Sarkovskii, publicado en 1964.

Sarkovskii introdujo un nuevo orden de los niimeros naturales donde el 3 aparece primero.

Considere el siguiente arreglo de los ndimeros naturales:

35T 2x3D2X5D2XTD-r B x3p2 x5 xTr--

nimeros impares 2 x mimeros impares 22 x nimeros impares

" %3 2" x5 2" XTI e ---£>2"|>---t>2"'|>22|>2!>1.
2" X mimeros impares potencias de 2

Donde m > n significa que m aparece antes que n, a este ordenamiento se le llama el orden
- de Sarkovskii.

A continuacién se enunciard el resultado principal de la investigacién de Sarkovskii.

TEOREMA DE SARKOVSKII: Sea f:1 — I una funcién conlinua, Silbm y f
tiene un punto de primer perfodo l, entonces f liene un punto de primer periodo m.

Observacién: (1) Si f tiene un punto periédico cuyo perfodo no es una potencia de 2,
entonces f debe tener una infinidad de puntos periédicos. Inversamente, si f tiene un mimero
finito de puntos periédicos, entonces cada punto periédico debe ser una potem.:ia de 2.

(2) Perfodo tres en el orden de Sarkovskii, es el perfodo mas pequefio y esto implica la

existencia de todos los otros perfodos.

(3) La inversa del Teorema de Sarkovskii es verdadera, existen funciones que tienen puntos

53

de periodo n, pero no puntos de periodo menor, de acuerdo al orden de Sarkovskii, (esto se

demostrar4 en la siguiente seccién).

La demostracién del Teorema de Sarkovskii requiere de los siguientes resultados.

1 WEAYI AA FIWTEY
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PROPOSICION 3.1.7 Sea f una funcion continua en [a,b], y sean Iy, I1,- - -, In_1 subin-

tervalos cerrados de [a,b]. Si

f(.[k) ] Ik-{-l k=0,1,2,---,n—2 (3.1)

f(In——l) > IO}v

enionces, la ecuacion

@) == (3.2)

tiene al menos una solucién x = xp € Iy, tal que

ffwo)ely, k=0,1,---,n—1. (3.3)

DEMOSTRACION.- Es importante que el rango de f en I contenga a Ixyy, es decir,
F(Ix) D I 41. Se usaré la notacién I; — I; 6 I; «— I, cuando (L) D .

Entonces la condicién (3.1) se puede escribir como Ip — ) =+ I —--- — I,_; — Ip.

Por la Proposicién 2.4.3, si I,_; — Ip entonces, existen subintervalos I;_, C I,~; tal que
f(I;_,) = Iy, abora, como I,_9 — I,y es decir, f(In-2) D In—y D I_, entonces existe
Iy o CI,-o tal que f(I}_,) = I;_,; y asf sucesivamente hasta llegar, Iy — [, entonces, existe
I5 C Iy tal que f(I) = Ij. En otras palabras, existe I} C I; tal que

f(‘[;) = I;-l-lCIk+1 k=0,1,---,n—2 (34)

fhi) = oD ]§

Entonces de (34), f(I§) = If, f2(I3) = f(I7) = I}, y asf haciendo k iteraciones de
f se llega a que f5(I§) = I} para k = 0,1,---,n — 2, de aquf que f* 2(I}) = I%_, asf
FNIG) = f(IE_,) = I*_y entonces fA(I3) = F(I'_)) = Ip D I§. Y por el Teorema del
Valor Intermedio, la ecuacién (3.2) tiene una solucién zo € I§ C Iy tal que f¥(zg) € I} C It

por tanto f¥(xg) € I parak=0,1,---,n—1. [
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PROPOSICION 3.1.8. Sea f : I = I una funcién conlinua, supéngase que tiene una
érbita de perfodo (2n+1), y que no tiene orbitas de perfodo (2m+1) para 1 < m < n. Ademds

5up6n%a.se que xg esta en el centro de la drbita {xg, %1, ..., Tom}

Entonces se cumple una de las dos permulaciones
L

(3) Ton <Tom-2< - < Ty <Tg< Ty < - < Ton-3 < Toan—1

(M) Top-1 < Top3 <--- <T1 <xg <3 < - <Tap 9 < Toy.

En la Figura 3.3 se puede observar el caso para n = 3.

Figura 3.3

DEMOSTRACION.- Supéngase n > 1. = Reordene {z;, i=0,1,---,2»} como

{z, 1=1,2,---,2n 4 1}, de tal manera que z; < zg < --- < 2gn41-
Sea el conjunto Sy ={z : k<i<lI}.
Sean 7z = min {f(z): z € Su}, zj = max {f(z): z € S} -
Se define f* como |
F(S) = 5 (35)

Se usard. la notacién Sg; — Sy, para denotar f*(Sk) D Sy;.

La demostracién esta basada en las siguientes afirmaciones:

(i) Existen enteros positivos m,l {m,l < 2n + 1),

(1t) Existe una familia de conjuntos S; = Sy, (i = 1,2, ---,2n) tal que:

- 51 = {Zm, Zm1}, Sen ={z, 211},
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- 8;41\ S; tiene un solo punto, y ademés
S;—8y—---— S9p = 5 (3.6)
51 CSa g+ C 12 S
Para verificar estas afirmaciones, nétese que
f(z1) >z y flzamt1) < 22m41,

se elige la ¢ mds grande la cual serd denotada por m , tal que f(zm) > 2zm,
(m =max{i: f(z;) > z}). Claramente , m < 2n.
Sea 51 = {2Zm, Zm+1}> S2 = F*(S1) = f*(2m, zm+1) = {z, ..., %} , recuerde de que

z = min{f(zm), flzm1)} <2m ¥

zj = max{f(zm), f(zm+1)} 2 zm1,

entonces {Zm, Zm+1} = S1 C Sp = f*(51) (es decir $1 — S3). Esto se ilustra en la siguiente

figura

Zm < f(zm), f(2mi1) < Zmir

Analogamente se define S;1; = f*(5;), y se cumple
Sit+1 D 8, i=1,23,... ¥y

S; 2 Siy1, i S;noesel conjunto {z1, 23, ..., 22n+1}

Supdngase que i = 1,2, ...,¢ — 1. Si ¢ = 2n entonces (3.6) es vdlido. Solo se necesita probar

que ¢ = 2n.

Ya que el mimero de puntos en S1m = {21, 22, ..., 2 } difiere de Spy1,2n+1 == {Zmt1y s 22041} »
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entonces no puede ocurrir que: todos los puntos de Sy bajo f esten en Smy19n41, ¥y ademss
que todos los puntos de S5 9041 bajo f esten en Sy .

Por lo tanto f:xisten ! # m, tal que f(2) y f(zi41) no estan en el mismo conjunto S ,, 6
Sm+1,20+1- Luego f(z) ¥ f(z141) estan en diferentes lados de [zm, 2Zm+1] -

De donde se sigue [zm, zm1] C f([21, 2141]), lo cuaPsignifica [2;, 2141] — [zn, Zm 1] -

Sea S; = {2, 141} . Donde ¢ — 1, es elegido como el m4s pequeiio i tal que S; — {21, 214, },
esto es posible porque Sy C Sy C S3--- .

Como una ilustracién considere S1 = {zm,zZmp1} = {z,%},5 = {z,24, 2},
8 = A{m,z,2,2}, Si = A{z,m,2,%,%}, S5 = {2.2,2z,2,2,2},
St = {z, 2111} = {21,229}, Sim = {21, 22,23, 24} ¥ Smi1,9n+1 = {25,26, 27}, de acuerdo a la

siguiente figura.

Figura 3.4

Supéngase que I; es el intervalo cerrado m4s pequefio que contiene a S;. Entonces
I]CI2C“‘CI;..1;Z_SIt (3.7)

Il—>I2—>"-—*It—>Il.

Obsérvese que Sy B Sy = {z1, 2111}, porque éi St C Se—1 = F*(S;i-2), se tiene que
S¢—2 — 8 = {2zm,2m41}, lo cual es una contradiccién, ya que £ — 1 es la mfnima i tal que
S — {zm, Zm+1} -

Ya que Sy 2 S; y Si_; contiene por lo menos ¢ puntos, entonces se tiene ¢ < 2n, porque si
t =2n+ 1, entonces S;.; tendrfa por lo menos 2n + 1, pero este es el mimero total de puntos
de la 6rbita y como se tiene S; ¢ S;1 se llega a que S; es el conjunto vacfo, y esto es una

contradiccién. (Ya que @ C S;.).




Supéngase que t < 2n. Sea
Jo=S=--=dyg1=1, Jpi=1Iz Jman=10, -, Jmao=1IL

Entonces, se tiene: "

Jo—le-—-+J2--+-~-—>J2n_2—>J9.

Por la Proposicién 3.1.7, existe zg € J; tal que
Y zl) = a y (3.8)

f¥(z}) € Jy para k=0,1,---,2n—2.

Nétese que x5, f(zy), - -+ F2*~%(z}) deben ser distintos, porque de lo contrario, el perfodo
de z} es menor que 2n — 1 y consecuentemente f2"~2(z§) debe ser igual a uno de los 25, f(xg),

-+, 27=3(2}). Entonces por (3.8)
M) € oNJana = NN (3.9)

Lo cual es imposible por la construccién de los I's, I N I; = @. Entonces ¢ = 2n, y adem4s
S;+1 \ Si es un solo punto parai=1,2,---,2n — 2. 7

Para la Proposicién 3.1.8 es suficiente demostrar que para cada: = 1,2,---,2n—1, f siempre
mapea un extremo de S;, llamele A, en el otro extremo llamele B, y que A siempre esta entre
By f(B). Sea Si\ Sie1 = {Ai}.

Si esto no pasa para algin k < 2n, entoncés se tiene:
y [Ax-2, A} = [Ar—1, Ax_3],

de acuerdo a la siguiente figura.
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A k+1

Figura 3.5

Sealo=11 = [A;;_z, Ak] , In = [Ak—la Ak._3]. Entonces
Io— 11— I — Iy

Aplicando la Proposicién 3.1.7, se lega a que f tiene un punto de periédo 3. Esto es
una contradiccién, ya que se esta suponiendo que f no tiene puntos de periodo 2m + 1 para

1<m<n. a
Ahora se procederd a demostrar el Teorema de Sarkovskii.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE SARKOVSKIL.- Esta demostracién se
divide en cuatro casos.

Caso 1. Si f tiene una 6rbita de periédo 2™, entonces f tiene una érbita de periédo 2! para
cada l < m.

Caso 2. Si f tiene una 6rbita de periédo 2m + 1 (m > 1), entonces f tiene una érbita de
periédo k, para todo k > 2m 4+ 1. | |

Caso 3. Si f tiene una 6rbita de periédo 2m + 1 (m > 1), entonces f tiene una orbita de
periédo 2k para cualquier entero positivo k.

Caso 4. Sea m > n, donde m = 2¥p, n = 2%q, p y ¢ son mimeros impares p > 1y k > 1.

Entonces periédo m implica periédo n.

Caso 1. Si f tiene una 6rbita de periédo 2™, entonces f tiene una érbita de periédo 2*
para cada l < m.

Se probar4 por induccién que periédo 2™ implica periédo 2™1,

Si m = 1 entonces se sigue de la Proposicién 3.1.1 que periédo 2 implica periédo 1.
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Ahora supéngase que se cumple para m = k, es decir periédo 2 implica periédo 251,

Se demostrard que se cumple para m = k + 1, es decir periédo 251 implica periédo 2F.
Sea g = I eﬁtonces, cuando f tiene una una 6rbita de periddo 2¥+1, implica que g tiene
©una érbi:a de periodo 2%, ya que

®

K k+1
g2 =f2x2’= = ;2

Ahora, por hipétesis de induccién, aplicada a g, se tiene, que si f tiene una érbita de periodo '
2% entonces g tiene una érbita de periodo 281, '

Entonces, existe o € I tal que

k-1
@ (z0)=m, ¥

(o) #xo para t=1,2---,251 1,

Lo cual es equivalente a:

(o) =20, ¥

f¥(zo) #zo para t=1,2,---,251 1,

Supéngase que Tp no es un punto de perfodo 2F de f, entonces debe existir algilin
86{1,3,5,---,2’°——1},talque

f*(=o) = zo. _ fi

Pero esto es imposible porque implicarfa que 3
F¥0(xo) = 7o para algin sq € {1,2,3,---,2’=—1-1}. :

|
Por lo tanto periodo 2¥*1 implica perfodo 2. ;
b
I

Caso 2. Si f tiene una 6rbita de perfodo 2m + 1 (m > 1) entonces f tiene una 6rbita de
periodo k para todo k > 2m + 1.

Supdngase que no existe un punto con perfodo 2n + 1 para 1 < n < m. Luego por
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la por la Proposicién 3.1.8 sean Iy = [zo,z1], T2 = [z2,23], -+, Ton-1 = [Ton_3,7201],

" In = [Ton, Tan—2}, como se ilustra en el siguiente diagrama.

Figura 3.6 s

entonces los intervalos satisfacen: il

¢ AL g L Ty

(3.10)
Entonces para k > 2m + 1, se tiene
!1'—+Il—-*---—FIL*-PIQ—*-'-—*Izm-—-PI]. (3_.11)

k—(2m—1)

Aplicando la Proposicién 3.1.7, se llega a que f tiene un punto con periodo k.

Caso 3. Si f tiepe una 6rbita de periodo 2m+ 1 (m > 1), entonces f tiene una 6rbita de

periodo 2k para cualquier entero positivo k.
Solo se necesita probar el caso donde 2k < 2m, ya que si k > m entonces 2k > 2m+1, y el
resultado se sigue del caso anterior.

De (3.10) se tiene:

Dm-ky+1 = Dagm—ry12 = - = Iom = Dym-ry11

Por el mismo argumento del caso 2, f tiene un punto de perfodo 2k.

ﬁ:
&
r
-
g4
&
<
P
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Caso 4. Sea m > n, donde m = 2%p, n = 2!q, p y ¢ son nimeros impares p > 1y & > 1.
Entonces periodo m implica perfodo n.
Sin pérdida‘de generalidad se puede suponer que para [ [> m no existe un punto con periodo
! de f. Recordando el orden de Sarkovskii, se necesitan cousiderar las siguiente posibilidades:
LY

((Yt>k ¢>1 y

() t=k, g>p

Sea g(z) = fzk(a:). Como f tiene perfodo 2*p entonces g tiene perfodo p.

Por el caso 3, g tiene perfodo 2°%q para t > k y ¢ > 1, por tanto f tiene perfodo 2!¢ para
t>kyqg>1yaqueg® 9= (f2k)2t_k" = f2'9 asi que (z) es vélido.

Por el caso 2, que g tenga periodo p implica que g tenga periodo ¢q. Entonces f tiene una
6rbita de perfodo 2°q para t = k y ¢ > p,asf que (¢i) es vélido. O

Apesar de que Sarkovskii publico sus resultados en 1964 estos no fueron conocidos de manera
amplia y no fue si no hasta 1974 que los Matemdticos Li y Yorke redescubrierén el extraordinario

papel que juega una 6rbita de periodo 3.

3.2 El inverso del Teorema de Sarkovskii.

El Teorema de Sarkovskii asegura que dados dos nimeros m,n con m B> n, y una funcién
continua con un punto de periodo m, implica la existencia de otro punto de periodo n. Ahora,
la pregunta siguiente es jexiste una funcién continna que tenga un punto de perfodo n, pero
no puntos de periodo m? es decir, jla implicacién contraria se cumple?. La respuesta a esta
pregunta, es afirmativa.

.o anterior se puede ver en el siguiente resultado, el cual en cierto sentido es el inverso del

Teorema de Sarkovskii.

PROPOSICION 3.2.1. Para cualquier r € N, existe una funcién f: I — I continua tal
que [ tiene puntos de primer perfode v, pero no puntos de primer perfodo s, para todo entero

positivo s, que satisface s> --- b r.
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DEMOSTRACION.- En esta demostracién hay tres casos a considerar:

Claso 1 Perfodos impares.

Caso 2 Eerfodos de la forma 2" x k, donde k es un mimero natural impar.

Caso 8 Periodos de la forma 27.

Se iniciarda dando un ejemplo en particular ﬁara cada caso, y posteriormente se verd un

bosquejo de la generalizacién.

Caso 1. (a) Una funcién que tiene puntos de perfodo 5, pero no puntos de perfodo 3.

Se define f : [1,5] — [1, 5] como sigue, f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, fA) =2,f(5) =1,y
en cada intervalo [n,n + 1] para n = 1,2,3,4, f es lineal, como se muestra en la Figura 3.7

Primeramente se demostrard que f no tiene puntos de perfodo 3.

Obsérvese que:

- 1,2,3,4,5 son de perfodo 5, esto se puede ver por la forma como se definio f.

- Ademés, £ es el tinico punto fijo, ya que f(x) = —2x + 10 en el intervalo [3,4].

fi]

54

Nétese también que

L2) = Bl 20,2 =04, £2(1,2) = [2,9]
F(28) = 4,8, F2(2,3) =[1,2], £2([2,3]) = 3,5]
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f(4,8) = [1,2], 2 ([4,5]) = 3,5}, £ ([4,5)) = [1.4]

De estas observaciones se concluye que la tercera iteracién de f no tiene puntos fijos en los
intervalos (1, 5] , [2,3] y [4,5]. La situacién en el intervalo {3, 4] es mas complicada ya que
.
F(BA)=124 B4 =029 2 (3.4)=[1,5 >34

Entonces por el Proposicién 1.3.1, f2 tiene un punto fijo en {3,4].

Ahora se demostrara que el punto fijo de 3 es vinico y que es punto fijo de f.

Sea p € [3,4] el punto fijo de f?, entonces f(p) € [2,4] . Si f(p) € [2, 3] entonces f%(p) € [4, 5]
y asi p = f3(p) € [1,2] lo cual es imposible ya que p no podria ser punto fijo de 3. Entonces
f(p) €[3,4] vy F2(p) € [2,4], otra vez, si f2(p) € [2,3] entonces f3(p) € [4, 5] otra contradiccin.
Por lo tanto p, f(p), f2(p) € [3,4].

Ahora, ya que f3(z) = —8z + 30 para toda x cuya 6rbita no se sale del intervalo [3,4],
entonces se tiene que el vinico punto fijo de f3 es z* = %, el cual es punto fijo de f. Por tanto,

J no tiene puntos de periodo 3.

(b) Ahora se puede generalizar esta construccién para hacer una funcién continua que tiene
puntos de periodo (2n + 1) pero no puntos de perfodo (2n — 1), de la siguiente manera:

Sea f : [1,2n+1] — [1,2n+ 1] definida por f(1}) = n+ 1, f(2) = 2n 41, f(3) = 2n,
f@=2n—-1,---, f(n) =n+3, f(n+1)=n+2 f(n+2)=n, fr+3)=n-1,--,
F2n+1)=1 |
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T

n+11

i 9 3 ---ftl N9...2n onHl
Figura 3.8

Obsérvese que todo entero en el intervalo [1, 2n + 1] es de perfodo (2n + 1) . Por ejemplo, la
¢rbita del 1 es dada por la serie:

l-n4+l—+n+2—>n—-n+3—=-n—-1-n+4—-n—-2—---+2-2n+1.

Ademés, obsérvese que existen dos subsucesiones de longitud 7n; una creciente
{n+2,n+3,n+4,---,2n+ 1} y la otra decreciente {n +1,n,n—1,---,2}. Se versd que no
existen puntos de periodo (2n — 1) en el intervalo [1,2n 4 1].

Tomese {2n—1) iteraciones del intervalo [1, 2], entonces surge la siguiente serie de intervalos:
[1L,2] = [n+1,2n+1] - [L,n+2] - n,2n+1] - [1,n+3] - [n—1,2n41] — --- —
[1,2n} — [2,2n +1]. '

Esto muestra que f2*~1([1,2]) N {1,2) = @. Entonces, el intervalo [1,2] no contiene puntos
de periodo (2n - 1).

Se puede demostrar que todo intevalo {j, 7 + 1], con excepcién del intervalo [n 4+ 1,7+ 2],

exponen el mismo comportamiento que el intervalo [1,2}. En particular, se puede ver que existe



una iteracién en el intervalo {j, j + 1] que es precisamente el intervalo [1,2]. Por ejemplo

2,3] - [2n,2n+1] 1,2
3,4 — [2n—1,2n] — [2,3]
4,5 — [2rn—2,28-1]—[3,4].

Como el intervalo [1, 2] no tiene puntos de perfodo (2n—1), se sigue que el intervalo [, § + 1]
no tiene puntos de perfodo (2n —1). Ya que si existe z € [j, 7 + 1] de perfodo (2n— 1), es decir
7 Yz) =z € [j,j +1], entonces

@) = U @) = @) e (1,2

ya que existe k tal que f¥([j, 5 + 1]) =[1,2]. Entonces f*(z) es un punto de perfodo (2n—1) en
[1,2] , lo cual es una contradicci6n, por lo tanto [4, 7 + 1] no tiene puntos de perfodo (2n — 1).

Como f([n+1,n+2]) = [n,n+2]. Entonces, existen dos casos a considerar para
z€h+1,n+2.

Caso (2) ff(z) e n+1L,n+2]Vk e N Yaque |f| =2 > 1 en el intervalo [n+ 1,n+ 2],
se sigue que x es un punto fijo de f.

Caso(ii) f¥(x) ¢ [n+1,n+ 2] para algin entero positivo k. Entonces f¥(z) € [n,n+1] y
como es de la forma [4, 7 + 1], entonces una iteracién de = se queda en el intervalo [1,2].

En cualquiera de los dos casos, « no puede tener perfodo (2n — 1).

Caso 2. (e) Una funcién que tenga puntos de periodo 2 x 5 pero no puntos de perfodo
2x3. |

Sea f : [1,5] — [1, 5] la funci6n definida en el caso 1(a) es decir (1) =3, f(2) =5, f(3) = 4,
f(4) =2, f(5) =1, y en cada intervalo [n,n + 1] para n=1,2,3,4, [ es lineal,.

Sea g : [1,13] — [1,13], definida como:

f(z)+8 si 1<x<5H
-8 s 9<x<13

g(z) =
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¥y para 5 < z < 9, se unen linealmente los puntos (5,9) y (9,1), como se muestra en la

figura.
14;

12;

it

0 "2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.9

La funcién g es llamada el “doble mapeo” de f. Obsérvese que ninguno de los puntos
1,2,3,4,5,9,10,11,12,13 es de periodo 6, todos son de periodo 10.
Ademss si z € [1, 5], entonces g(z) € [9,13] y ¢*(z) = f(z), ya que

9°(z) = g(g(x)) = ¢(f () + 8) = f(z) + 8 — 8= f(x).

Ademas, f no tiene puntos de periode 3, consecuentemente g no tiene puntos de perfodo 6
en el intervalo [1, 5}.

Ya que g([9,13]) = {1, 5], se sigue que no hay puntos en el intervalo [9, 13] de periodo 6. La
situacién en el intervalo [5, 9] requiere de diferentes argumentos.

Como ¢ ([5,9]) = [4,10] D [5,9], se sigue que ¢® tiene un punto fijo p € (5,9).

Ahora supéngase que para algin n, con 1 < n < 5, g*(p) ¢ (5,9), entonces
g (p) € [1,5]U [8,13] para toda r > 0, esto implica que ¢%(p) # p, lo cual es una con-
tradiccién. Asfp ,g(p) ,g%(p), - -, 9°(p) € (5,9).

Haciendo cdlculos se tiene que g(z) = —2z + 19, ¢*(x) = 4z — 19, ¢*(z) = ~8z + 57,
g*(z) = 16z — 95, ¢°(z) = —32x + 209, ¢%(x) = 64z — 399, para toda = cuya 6rbita no se sale
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del intervalo (5,9),de aquf que el unico punto fijo de g, g%, ¢°, ¢*, ¢°, ¢® es p=22. Entonces g
no tiene puntos de perfodo 6.

.
(b) El procedimiento general para construir mapeos que tengan puntos de periodo 2(2n+-1)
pero no puntos de perfodo 2(2n — 1), con n = 1,2, - - - puede hacerse de la siguiente manera:
Sea f : [1,1+A] — [1,1+ k] con puntos de perfodo (2n + 1) pero no puntos de perfodo
(2n — 1). Se define el doble mapeo g : [1,1 + 3h] — [1,1 + 3k} como sigue:

flz)+2h si 1<z<1+h
9(z) =
x—2h 8 14+42h<z<1+4+3h

¥ lineal para . € (1+h,1+42h).
Repitiendo el procedimiento anterior se crean funciones con puntos periédicos de perfode
2%(2n + 1), pero no de periodo 25(2n — 1) para k =2,3,4, ...

Caso 3. (a) Una funcién que tiene puntos de perfodo 2 pero no puntos de periodo 22.
Sea f :[1,2] — [1,2] definida por f(z) = —x + 3. Se puede ver que en el intervalo [1,2] todo
punto es de periodo 2, excepto el punto fijo 3.

) =f(f@)=f(-x+3)=—(—z+3)+3=r—-3+3==.

Entonces no hay puntos en el intervalo [1,2] con primer perfodo 22.

(b) Una funcién que tiene puntos de periodo 22 pero no puntos de perfodo 2. °

Sea f : [1,4] — [1,4] la funcién del ejemplo 3.1.6, donde.f(1) = 3, f(3) = 2, f(2) = 4,
f(4) =1y es lineal en cada intervalo [n,n+ 1] paran=1,2,3.

Recuerde que todos los puntos en la unién de intervalos {1, 2]U[3, 4] son de periodo 4, excepto
% y % que son de perfodo 2, -g es punto fijo de f.

Ademés si la érbita de un punto z € [2,3] es un subconjunto del intervalo [2,3], entonces
se cumple que f5(x) = 2562 — 680, de aquf que el tinico punto fijo de % es £, el cual también

es un punto fijo de f. Por lo tanto f no tiene puntos de periodo 23.
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(¢) Una funcién que tiene puntos de perfodo 2* pero no puntos de periodo 2%.
Sea f la funcién definida en el caso 3(b), la cual tiene puntos de perfodo 22 pero no puntos
de perfodo 23, y sea el doble mapeo g : [1,10] — [1, 10] definido por:
3

. flz)+6 si 1<z<4
g9(z) = :
z—6 si T<x<10

y para 4 < £ < 7 se unen linealmente los puntos (4, 7), {7,1), como se muestra en la figura.

1

—r

0 2 4 6 g 10
Figura 3.10
Nétese que ninguno de los puntos 1,2,3,4,7,8,9,10 son de perfodo 2%, ya que todos son de
perfodo 23, ademds, x = 5 es €l vinico punto fijo de g, ya que g(x) = —2x 4 15 para toda

z€(4,7).
Ademi4s si z € [1, 4], entonces g(z) € [7,10], y

' (@) = g(g(=)) = 9(f () + 6) = f(z) + 6 — 6= f(2),
entonces g%(z) = f(z).

Ya que f no tiene puntos de perfodo 22 se sigue que g no tiene puntos de perfodo 2 x 2% = 24

en el intervalo [1,4].
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Ademss, como g ([7,10]) = [1,4] se sigue que €l intervalo (7, 10] no tiene puntos de perfodo
24,

Ahora como ¢ [4,7] > [4,7] se sigue que g'® tiene un punto fijo p € (4,7). Supéngase que
paral <n < 15‘: g"(p) ¢ (4,7) entonces g"*"(p) € [1,4] U[7,10] para toda r > 0, esto implica
que ¢g'%(p) # p, lo cual es una contradiccion. ]

Asf que p, g(p),- -, ¢"%(p) € [4,7] . Haciendo calculos se tiene que g'%(z) = 65536z — 327675,
para toda z cuya 6rbita no se sale del intervalo (4,7),de aquf el dnico punto fijo de ¢'S es
z* = 5, el cual es un punto fijo de g. Por lo tanto el mapeo g tiene puntos de perfodo 2% pero
no puntos de perfodo 2%.

La construccién anterior se puede repetir indefinidamente; para construir mapeos que tengan
puntos de perfodo 2* pero ne puntos de perfodo 2"+,
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Capitulo 4 ¢

EJEMPLOS DE FUNCIONES
CAOTICAS

En este capftulo se verdn ejemplos de mapeos cadticos de acuerdo a la definicién de Devaney.
Para algunos ejeroplos es fécil verificar si el sistema dindmico muestra un comportamiento
caGtico, pero para otros no es tan sencillo mostrar este tipo de comportamiento. Para esto se

introducird en la seccién 4.3, el concepto de conjugado topolégico.

4.1 Dos mapeos caéticos

EJEMPLO 4.1.1 Sea la funcién del ejemplo 1.1.9 del cap;tulo 1, es decir g : §! — 51 definida

como g(e®) = e%?. Se demostrard que es cadtica en S7.

(a) Primero se demostrard que el conjunto de puntos periédicos de g es denso en S 1,
Obsérvese que un punto € en S! es un punto periédico con periodo n, si y sélo si,

g™ (e®) = ¥ 6 2" = ¢®. Esto es verdad si y s6lo si 2"0 = 0 + 2kx para algin k € N.

Despejando @ se tiene 8 = F%-ll

Por lo tanto un punto ¢ es periédico con perfodo 7 si y sélo si # = —22;"’% para

k = 0,1,..,2" — 2, Entonces existen 2" — 1 puntos peri6édicos con perfodo n, mismos que

pueden ser escritos como

[

e
g
P
oot
e %
ol
1
o J
[




2kw

(k) =71, 0<k<2"~1 (4.1)

Nétese que losspuntos (k) son las raices de la ecuacién 22" = 1, en el dominio complejo.

Sea U un arco abierto en S* definido como U = {e¥ : §) < # < 8}, (ver Figura 4.1). Sea

&
818
d——l-——i"2 .

Figura 4.1

Sifk) = &% yok+1) = zg—‘f:l}’—' son dos angulos consecutivos en (4.1), entonces

O(k + 1) — 8(k) = 52%;. Se escoge n € N suficientemente grande tal que 52 < d. Entonces
existen k, n € N tal que 0F) — T € U. De aquf que los puntos periédicos de g son densos

en S1.

(b) Ahora se demostrard que g es topologicamente transitiva en § L

Sean U,V dos arcos abiertos en S, y sea 6 la longitud de U. Entonces g(U) tiene longitud
26, g%(U) tiene longitud 228 y asf sucesivamente. Entonces g*(I/) = S! para algin k € N. Por
tanto () NV # 0. _

Por 1a Proposicién 2.1.6 se concluye que ¢ exhibe sensibilidad a las condiciones iniciales, as{
que g es cadtica en St. [

EJEMPLO 4.1.2 Considérese el gjemplo 1.1.10 del capitulo 1. Sea ¥y = {8 = {sgs152...} :
s; =0 o 1}, el conjunto de todas las sucesiones infinitas de 0’s y 1’s.
Para s = {s081...}, t = {lot1...} € X9, se definio

ds,f =3 2
=0
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Ademés, se definio el mapeo cambio o : g — 3ig por

o{s08152...} = {815253...}
[

Se mostrara que el mapeo o : Xig — Y5 es cabtico enélg.

Para. esto se requieren los signientes resultados.

PROPOSICION 4.1.3 Sean s,t € Ly
(a) Si los primeros (n+ 1) digitos de s y t son iguales, entonces dis,#] < 5.

{b) Si dfs,t] < 2 55, entonces los primeros n—digitos de s y t son iguales.

DEMOSTRACION.- (¢) Sean s = {sgs152...} ¥ { = {fot1f2...} puntos en ¥, tales que

={; para i = 0,1,2,...,n. Entonces

dis,t] = le'_t'l Z |3‘ t'l let+n+1— 1+n+1|

- Z |31,+n+1 _ti+ﬂ+3-l < i_ — —2__ = —‘!—'

asf que ds, f] < 5%.

(b) Esta demostracién se hard por contradiocién.

Supéngase que no se cumple que los primeros n—digitos son iguales; es decir, s; # t;, para
alguna 7 =90,1,2,...,n — 1. Entonces

> s —t; sy —1 81 — i 1 1, .
d[s,t]=Z-I——2;t—’—lzlsg—tg|+-l——17-!“|+...+-lj—l2~;_-_11—l-l+~2;+ >§>§,31n>3.

Por tanto d[s, #] > g, lo cual es una contradiccién. O
Fn la siguiente Proposicién se demostrars que el mapeo cambio es continuo.
PROPOSICION 4.1.4 El mapeo o{sps152...} = {8182...} es continuo en X,.

DEMOSTRACION.- Se demostrard que existe § > 0, tal que dfo(s),o(t)] < e, si
ds, ] < §&.




Sea s € 39 y € > 0. Sea ne N tal que % < eysetoma d= 5;;1:,:5-Entonces si dfs,#] < 8, los-

primeros n + 2—digitos de s y ¢ son iguales, por la Proposicién 4.1.3 (b). Entonces o(s), o(¢)

tienen los primeros n + 1—digitos iguales. Por tanto d[o(s), o(t)] < & <. [
*

PROPOSICION 4.1.5 El mapeo o{sp3152...} = {',3132...} tiene las siguientes propiedades:

(a} El conjunto de puntos periddicos de o es denso en Xy.

(b) El mapeo o tiene 2™ puntos periddicos de perfodo n.

(¢) El conjunto de puntos eventualmente periddicos del mapeo o es denso en Xa.

(d) Existe un elemento s* € Y5 cuya Orbita es densa en Xy, es decir, el conjunto
{s*,0(5*),0(s*),...} es denso en E,.

(e} El conjunto de puntos que no son periddicos ni eventualmente periddicos es denso en

Y.

DEMOSTRACION.- (a) Sea t € Xy, t = {tot1ts...}. Para todo £ > 0 existe nc N tal que
# < €. Se toma una vecindad de £ con radio &, N(f).

Ses s = {tot1ts..-tytot1ta...ty...}. Como los primeros n+1—digitos de s y ¢ son iguales, por la
Proposicién 4.1.3 (a), d[s,t] < % < e. Esto implica que s € N(t) y adem4s, por construccién,
s es periédico. Por tanio, los puntos perfodicos de ¢ son densos en Y.

(b) Si s € {el conjunto de puntos periédicos de periodo n} entonces,

s = {303152---8n—1}

donde, cada s; con k = 0,1,...,n— 1, puede ser 0 o 1. Por tanto, ¥ tiene 2" puntos periodicos
de periodo n.

(¢) Si s = {sps182.--} es eventualmente periédico con perfodo k, entonces existe IV tal que
o*+1(s) = o*(s) para toda n > N, es decir, s = {805152...5N_1SNSN+1.--SN+ESN---}-

Sea t € Yg, t = {tot1ts...ntnt1--Enrkintnt1--tntibn-. }-

Para todo £ > 0 existe n€ N tal que -2%1- <E.
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Sea s = {tot1ta...tatnt1...tntkin+1... }, entonces como los primeros n+ 1—digitos de s y £ son
ignales, d[s, ] < 3k <&, por tanto, s € N.(t) ademss s es eventualmente periddico.
[ 4

(d) Se toma una sucesién s* que comience con 01, 00, 10, 11, luego se incluyen todos los
posibles bloques de 0 y 1 con tres digitos, luego todos los posibles bloques de 0 y 1 con cuatro

digitos, y asi sucesivamente. es decir

s* = {61 00 10 11 000 001 010 100 011 101 110 111...}.

Sea t € Xg, t = {{gl1la...}. Para todo € > 0 existe n€ N tal que, —2—1,.— < €. Ahora, se construye
s de tal forma que los primeros n+1 digitos sean iguales a los primeros n-+1 digitos de ¢, después
se busca este block de n + 1 digitos en s* ya que en s* estan todas las posibles combinaciones

de O7s y 175, luego a s se le agregan los digitos de s* que siguen después del block, es decir
s = {tot1la..tn8;8],;-..}. paraalginie N

Entoneces dfs,t] < % Ademés existe m € N tal que o™(s*) = s.

(e) Né6tese que la 6rbita de 5* esta contenida en el conjunto de puntos que no son periédicos

ni eventualmente periédicos. ]
Ahora, ya se puede demostrar que el mapeo o : Tg — ¥ es caético en Y.

SOLUCION DEL EJEMPLO 4.1.2 Por el inciso {d) de la Proposicién anterior y por
la Proposicién 2.1.2, o es topologicamente transitiva. Ademds, los puntos periédicos de ¢ son
densos en Xy por la Proposicién anterior inciso (a), por tanto si se aplica la Proposicién 2.1.6

se tiene que o es cadtica en ¥p. [
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4.2 Conjugados topoldgicos

El conjugado topolégioo es una herramienta que se ultiliza para mostrar de forma indirecta,
cuando una funcién presenta un comportamiento cadtico.

En esta seccién aparte de introducir el concepto de c8njugado topolégico, se demostrars que
cuando se tienen dos funciones, donde una de ellas es caGtica y existe un conjugado topolégico

entre las dos, se concluye que la otra funcién también es cadtica.

DEFINICION 4.2.1 Sean X, Y espacios métricos, se dice que p : X — Y es un

homeomorfismo, si es continua, uno a uno, sobre y tiene inversa continua.
St ¢ : X — Y es un homeomorfismo, entonces se dice que X y Y son homeomorfos.

DEFINICION 4.2.2 Sean X, Y espacios métricos ysea f: X — X, 9:Y —- Y. S
existe un homeomorfismo 7: X — Y tal que

Tof=gorT.

Se dice que 7 es un conjugado topoldgico entre f y g.

S
X—X

S
Y—aY
8

Observacién: También se puede decir que 7 es un conjugado topol6gico entre g y f, esto
se vers en la Proposicién 4.2.3 al demostrar que 7= es un conjugado topolégico.

Enseguida se verdn algunas propiedades del conjugado topolégico.

PROPOSICION 4.2.3 Sean (X,d;), (Y,ds) espacios métricos, f: X - X, g:Y =»Y y
7: X =Y un conjugado topolégico entre f y g, enlonces

(a) 71 :Y — X es un conjugado topoldgico entre g y f.

(b) To f*=g" o7 para toda ne N.




(c) p es un punto periddico de f si y sélo si 7(p) es un punto periddico de g (ademds el
primer periodo de p y T(p) son iguales)
(d) Los punios periddicos de f son densos en X si y sélo si los puntos periddicos de g son
»

densos en Y.
(e) f es topologicamente transitiva en X si y sdlo si g es topologicamente transitiva en Y.
(f) Si f y g son funciones continuas, entonces f es cadtica en X si y sélo si g es cadlica

en Y.

DEMOSTRACION.- (a) Se debe ver que 7~log = for!. Se sabe que 7o f(x) = gor(z) B

entonces g(z) = r(f(r~(z))), luego 7 (g(a)) = f(r*(=)) por tanto 7 0 g = f o771, G

S g
X—X Y—Y
I O R ks
Y—Y X—aX
g f

(b) La demostracién se realizard por induccion.
Paran=1,secumpleque ro f =goT.

Supéngase que se cumple paran =k, 7o ff =gFor.
Por demostrar que se cumple para n =k 4 1. Nétese que

Tof""'l:(‘rof")of:(gkor)lofzg’_‘o(rof)=g’°o(gor)=g'“+_10'r.

I b J b1 S

XX — XX —p e X

(I I

Y -3 Y—a3Y— Y ¢
g E g g g
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(c) (==)Sea p un punto periédico de f con primer perfodo k, es decir, f¥(p) =py f*(p) £ p
si 1 £ n < k, entonces el siguiente diagrama conmutativo dice que: g*(m(p)) = 7(p), asi que
T(p) es un punto periédico con perfodo k de la funcién g.

>

fk

P—yp L

11 lr

7 (p)—?z"(r(p»= (@)

Si 1 <n <k, se tiene ¢"(7(p)) = v(p), ademss como g"(7(p)) = 7{f(p)) = 7(p), entonces
por ser T uno a uno se cumple f*{p) = p, pero esto no es posible ya que €l primer periodo de p
es igual a k > n.

(=) Sea 7(p) un punto periédico de g con perfodo k, es decir, g*(v(p)} = 7(p) y
g"(7(p)) # 7(p) para 1 < n < k. Entonces, por el siguente diagrama se tiene que f*(p) = p.

r -1 )

T-l gl

k
P/ P)=p
J
Por tanto, p es punto periédico con periodo k de la funcién f.

(d) (=) Sea P el conjunto de puntos periédicos de g, se demostrara que P es densoen Y.
Sea U cualquier subconjunto abierto de Y, entonces 7—1(U/) es un subconjunto abierto de X el
cual debe contener un punto periédico con perfodo k, = € T71(U). Ya que x = f¥(x) se sigue
que

7(z) = 7(f*(z)) = ¢*(7(x)) por el inciso (b)

asi que 7(x) es un punto con periodo k de g, por lo tanto P es denso es Y.
(=) Sea 771(P) el conjunto de puntos periédicos de f, se demostrard que 7~}(P) es denso

en X. Sea 7~1(I/) un subconjunto abierto de X, entonces U es un subconjunto abierto de Y el
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cual debe contener un punto con perfodo k, z € U. Ya que z = g*(z) se tiene que

@) =77} (=)) = F*(r(x)) por los incisos () y ()

»*

de aquf que 77 1(z) es un punto de periodo k de f, por tanto 7~ 1(P) es denso en X.
%

() (=) Sean U,V C Y abiertos, entonces 7~1(U), 7=1(V) son abiertos en X y como f
es topologicamente transitiva, entonces existe y € 771 (U) y n€ N tal que f*(y) € 77 1(V).
Sea x = 7{y), entonces

g"(z) = g"(r(y}) = 7(f"(y)) por el inciso (b)

pero f*(y) € r~1(V), asf que 7(f™(y)) € V por tanto ¢g"(x) € V, es decir, existe t € U y ne N
tal que g"(z) € V, entonces g es topologicamente transitiva en Y.

(¢<=) Sean 71(U), 7~}(V) C X abiertos, entonces U,V son abiertos en Y y como g es
topologicamente transitiva, existe y € U, n€ N tales que g*(y) e V.

Sea x = 7~ !{y), entonces
M@ =) = W),

pero g*(y) € V, ast que 771(g"(y)) € (V) por tanto f*(z) € 7"1(V), es decir, existe
r € 7Y U) y n€ N tal que f*(z) € 7-1(V), entonces f es topologicamente transitiva en X.

(f) (=) Como f es topologicamente transitiva en X, g es topologicamente transitiva en
Y por (). Adem4s los puntos periédicos de f son densos en X asf que los puntos periédicos
de g son densos en Y por (d).

Luego, como g es continua se puede aplicar la Proposicién 2.1.6 y se tiene que g exhibe
sensibilidad a las condiciones iniciales en Y, por lo tanto ¢ es caéticaen Y.

(<) Ya que g es topologicamente transitiva en Y, se tiene que f es topologicamente

transitiva en X. Como los puntos periédicos de g son densos en Y, los puntos periédicos de f
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son densos en X. Como f es continua se puede aplicar la Proposicién 2.1.6 y se llega a que f

exhibe sensibilidad a las condiciones iniciales en X, por tanto f es cadtica en X. O

Observaci6én®4.2.3. Nétese que para la demostracién de la Proposicién 4.2.3 en la impli-
cacién (=) de los incisos (d) y (e), s6lo fue necesario ysar el hecho de que 7 es sobre, continua
y que 7(U) es abierto en Y para todo U abierto en X, también nétese que no se ultilizé la condi-

¢ién de que 7 sea uno a uno. Esto lleva a introducir un nuevo concepto llamado semiconjugado

topolégico.

DEFINICION 4.2.4 Sean X, Y espacios metricos y sean f : X - X, g: Y =Y. 5i
existe una funcion 7 : X — Y con 7o f = gor tal que 7 es sobre, continua y T(U) es abierto

en Y para todo U abierto en X. Se dice que T es un semiconjugado fopoldgico enire [ y g.

En este caso, ya no se cumple que 7 sea un conjugado topoldgico entre g y f, esto es porque

no existe 7!, ya que T no es uno a uno.

COROLARIO 4.2.5 Sean X, Y espacios metricos, f : X - X, g:Y — Y y sea
7 : X — Y un semiconjugado topoldgico entre f y g. Si f es cadlica en X, entonces g es

cadtica en Y.

Fl resultado es inmediato de la observacién 4.2.3.

4.3 La funcién logistica.

En esta seccién se demostrard que la familia de funciones logisticas f,(x) = px(1 -~ ) es cadtica
para p > 4. Primeramente se hard para el caso ¢ = 4 usando el concepto de semiconjugado
topolégico que se definio en la seccién anterior y posteriormente, se hard para el caso p > 4

utilizando el concepto de conjugado topolégico.

EJEMPLO 4.3.1 La funcién f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 4z(1 — z) es cabtica
en [0,1].
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SOLUCION.- Sea 7 : St — [0,1] definida por 7(e?) = sen® (§). Esta funcién es un
semiconjugado topolégico entre f y g(e®) = 2. Para esto nétese que Tog= for,
70 g = 7(e*?) = sen? (—?) = sen?f

for =1 (sen? (£)) = 4sen® (&) (1 — sen? (2)) = 4sen? (£) cos? (£) = sen?0.

.
s‘-—g—. gt

r T

[0,11——[0,1]
f

[ '_
il

As{ por el Corolario 4.2.5 y el ejemplo 4.1.1 se sigue que f(x) = 4x(1 — z) es cadtica en |
[0,1. O

Considere la familia de funciones f.(z) = pz(l —x), p > 4. En este caso, es una familia de
parébolas con vértice en (%, £), ya que f#(%) > 1

Los puntos que satisfacen la ecuacién f,(x} =1, son

1 -4 _1+ u2 —4p 1
=57 "9, » BT 2% 0
de acuerdo a la siguiente figura: i
i ‘;
. "‘|
A q 1 ‘
Figura 4.2

Cuando u > 4, existen puntos del intervalo [0, 1] que dejan €l intervalo bajo f,.. Es decir de
acuerdo a la figura 4.2 se definen:

¥
¥
]
[
]
4
»
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Ap=[0,1], Io=[0,g0], 1 = [(II,]-]
A= f;l (AO) = {-'E :f#(m) = [0:1]} = [O:QO]U [Q'l;l] .

Nétese que f, mapea a Iy y I sobre Ag, de forma mondtona en ambos casos.

Analogament# se define el conjunto
%
Ay = (A1) = £, (171 (40)) = £, (Ao)-

Ademds, de acuerdo a la Figura 4.3, Ay es la unién de los cuatro imtervalos cerrados:

I = {z:z€h vy fu(z)elp}
Iy = {z:z€lh y fuz)eh}
Iy = {.’B cxelh y fF(I) = Il}

In = {z:z€l y fu@)eh).

i

En general, se definen los conjuntos
Ap = [ (An-1) = £, "(Ao)-

Nétese que en A, estan puntos de [0, 1], que se quedan en [0, 1] bajo las primeras n iteraciones

L - T .
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de f., ademds Ap, C Ap_.
Sesa el conjunto

Au = NoegAp = n-?.o:of,;n([o’ 1)),

»

A,, tiene los puntos de [0, 1], que nunca escapan del intervalo {0, 1] bajo iteraciones de f,.
L
PROPOSICION 4.3.2 St 1 > 4 enfonces :

(a) Los Ag estan formados por 2" intervalos cerrados y ajenos para toda n € N.
(b) Si I es un de los intervalos cerrados de Ay, entonces fj(z): I —[0,1] es uno a uno y

sobre.

DEMOSTRACION.- (Se demostraré (a) y (b) por induccién) Para n = 1 se tiene que
Ay = [0,90] U {1, 1] ademés f,(0) = fu(1) =0y f. (% + @) =1 como f, es continua,
aplicando el Teorema del Valor Intermedio se tiene que f, toma todos los valores entre 0 y 1.
Estoes f, : I — [0,1] es sobre (donde I = [0, go] 0 I = [g1, 1]).

Ahora, nétese que fl,(x) = p(1 — 2x), entonces j;"(a:) >0siz< 3y filz) <0siz> 4,
por tanto f,,(z) > 0 si z € I = [0,g0]. De aqui que f,(z) es estrictamente creciente, entonces es
Uno a uno.

Analogamente, f,(z)} < 0si £ € I = [@,1], por tanto f, es estrictamente decreciente,
entonces es unoe a uno.

Supdngase que se cumple para n = k, es decir A es la unién de 2% intervalos cerrados
y ajenos, ademss, si I es uno de los intervalos de Aj, entonces f:f : I — [0,1] es sobre y
(Ff5Y(z) <080 (fi)(z) >0 para toda z € I.

Se demostrard que se cumple para n — E+1.

Se tiene Agy;1 C Ag, ya que si se toma xr € Agyy, entonces fﬁ+1(m) e [0,1] es decir,
Tu(Fi(x)) €[0,1], de aquf que f(z) € [0, 1], entonces = € Ay.

Supéngase que I = [a,b] es uno de los intervalos de Ag y ademds (f5)'(z) > 0 para toda
z € [a,b]. Entonces fi(x) es estrictamente creciente en [a,b], también f} es continua y
f(la,b}) = [0,1] es uno a uno y sobre.

Entonces por el Teorema del Valor Intermedio, existen x4, 23 tales que

l.-a <xzy <x3 < b,

2.~ fhoanl) = [0.4 - Y]

2
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3. — fE((22,33)) = (% - @,% + @) ,
4= fhm ) = 3+ Y5

bl

2_
Entonces existen Zg, T3 entre ay b tales que son las preimagenes de 1 3 £ ﬂ Es decir,

”2""4”' f( )_ V)u""“
I

20’ 2p

satisface

Si(me) = % -

La condicién 1 implica que [a, 3] y [z3,b] son ajenos. Ademéds

k+l ([a, :!22]) - f#(fk[a I2]) = fl-t ([ ’% - _#—;‘;ﬂ}) = [0: 1}’

i (x) = fu(f:f(z)) >1 paratoda z € (z2,z3), por la condicién 3.

£ (23, 8) = fu(Filea, b)) = fu ({ —— D [0, 1].

Entonces el conjunto de puntos de [a, 8] que estan en Ay, esta formado por los intervalos
cerrados [a, 2} U [z2,8] .

Si z € [a, 9] , entonces ff(z) € [0 5 3:] ademéds f1,(f5(x)) >0 (ya que f(z) >0
siz < §), también se tiene, por hipétesis, que ( f,’f)’(:.':) > 0 para toda z € [a,z3], y aplicando
la regla de la cadena se obtiene

(ST (@) = F(fE@)(fi) (=) > 0 paratoda € [a,za]-

Entonces fi+(z) es estrictamente creciente en [a, 73], por tanto es uno a uno. '
Analogamente se tiene que £+ (z) es estrictamente decreciente en [z3, b], por lo que es uno

a uno.

itz - 0,1y it fzs,8] - [0,1).

Esto se puede hacer con cada uno de los intervalos cerrados I de A. Entonces por cada
intervalo I de A se tienen dos intervalos cerrados y ajenos que estan en Azyi, por lo tanto,

Ay 1 esta formado por 2 - 2F = 2%+ intervalos cerrados y ajenos, y en cada intervalo I cerrado
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de Ag+1, se cumple que fﬁ“ : 71— [0,1] es uno a uno y sobre. [J

Se denotar4 a la j—ésima componente de A,, por I, ;. La longitud de cada I,, ; sera denotada

por | I, ;i - -

EJEMPLO 4.3.3 Si j1 > 4, la funcién f, es cadticd en A,:

La solucién de este ejemplo no es un trabajo facil de realizar, para llegar a este resultado se
necesitan seguir los siguientes pasos:

1.-Demostrar que A, es conjunto de Cantor para p > 2 4 /5.

2.-Demostrar que A, es conjunto de Cantor para p > 4.

3.-Construir un conjugado topoldgico entre el mapeo cambio y f..

DEFINICION 4.3.4 Sea un conjunio A C R, se dice un conjunto de Cantor si:
(a) A es compacto (cerrado y acotado).
(b} A es perfecto (cada punto de A es un punto de acumulacion de A ).

(¢} A no contiene intervalos.

-~

PROPOSICION 4.3.5 5i p > 4. Enfonces A, es un conjunto compacio y perfecto.

DEMOSTRACION.- Ya que A, = N2 ,A, y por la Proposicién 4.3.2, cada A,, es com-
pacto por tanto A, es compacto.

Para demostrar que A, es perfecto, primero nétese que para cada n, todo extremo de los
intervalos de A,, estan contenidos en A,,.

Sea = € A, y para cada n, sea I, j, la componente A, que contiene a z.

Si | fn .| — 0 cuando n — 00, entonces los extremos de I ;,, estan arbitrariamente cercanos
a z, asi que r esta en la cerradura de A\ {z}. Por otra parte, si |1, ;, | no tiende a cero cuando
n — 00, entonces M2 415 ;. es un intervalo cerrado, y x € M2 41y, ;. C Ay, asi que otra vez =
esta en la cerradura de A\ {z}.

Esto demuestra que A, es perfecto. O

Para finalizar la prueba de que A, es un conjunto de Cantor cuando u > 2+ V5, se necesita

probar que este no contiene intervalos.
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PROPOSICION 4.3.6 Si u > 2+ /5. Entonces Ay es un conjunto de Cantor.

DEMOSTRACION.- Supéngase que A, contiene un intervalo, sea ja,b] C A,. Para
cualquier n 2 1, gl Teorema del Valor Medio aplicado a f en el intervalo [a,b], asegura que
existe un punto ¢, € (a,b) tal que

L]

F2®) — fi(a) = (75) (en)(b — a).

Sea X = f;,(go), ademss |f’(z)] > A V z € A;. Nétese que,

|7'(g0)| = V2 —4u>1 para p>2+5

por lo tanto A > 1.

Ya que ¢, € [a,B] C A, se tiene,
f;(cﬂ) €A, CA;, paratodo 0<i<n—1.
Ademss |(f2)(cn)] > A" por la regla de la cadena, luego
|72®) — (@) = [(f2Y (en)| [ —a] 2 A" |6 —a].

Ya que A > 1, esto implica que | fRy - f;(a)' > 1 para toda n suficientemente grande.

Pero A, es invariante, entonces
{f™(a), f*(0)} C A, C[0,1)  para toda n,
luego [f"(a) ~ f*(b)| < 1, asf se tiene una contradiccién, entonces A, no contiene intervalos y

por la Proposicién 4.3.4, A, es un conjunto de Cantor. I

Al demostrar que A, es un conjunto de Cantor para g > 4, se necesitan las siguientes

definiciones y resultados.

DEFINICION 4.3.7 Sea f : R — R une funcién en C1 y A es un conjunio compacto.

invariante para f, (es decir f(A) C A), se dice A es un conjunto hiperbolico para f si ezisten
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constantes ¢ >0 y A > 1 tales que

(™ (@)|2ex” VzeAy Vol

La siguiente Proposicién da alternativas para la de¥inicién de conjunto hiperbélico.

PROPOSICION 4.3.8 Sea f : R — R una funcién en C! y A es un conjunto compacto
invarianie para f. Entonces las siguienies afirmaciones son equivalentes:

(1). Erxisten constantes ¢ > 0y A > 1 tales que [(f*)(z)| =cA” V z€Ay Vnz1l

(2). Eriste un entero N > 1 tal que |(F/*Y(z)|>1 V z€A y Vo> N.

(3). Eziste un entero ng > 1 tal que |(f™)(z)|>1 V z€A.

(4). Para cada = € A existen enleros ng > 1 que dependen de x tales que |(f™<) ()| > 1.

Observacién.- Si {f/(z)] > 1 para toda 2 € A,entonces las cuatro condiciones de la

Proposicién son verdaderas.

DEMOSTRACION.-(4) = (3) Ya que f esta en C, (f*) es continua para cada n.

Paracadazx € A, |(f*)(z)| > 1y (f™) es continua, por lo tanto existe una vecindad N(z)
y un Mg > 1, tat que [(f**)(y)| > A; para toda y € N(z).

Los conjuntos abiertos {N(z):z € A} es una cubierta del conjunto compacto A, por lo
tanto existe una subcubierta finita {U,A}i-‘=1 , mimeros {)\,-}le todos estrictamente mayores que
1, y enteros {n:};_, tal que |(f™)(y)| > A para todo y € Us.

Sean v = max {ni,...,n}, Ao = min {A1,..., A} y m = min {|f'(z)|}, entonces m > 0 ya
que

(=) @) = |F @ £ G@)| - [F = =)

Se elige un entero k tal que, Asm? > 1 y sea ng = kv + v. Ahora se ha definido la eleccién
de ng, se necesita ver que |(f°)(z)] >1 V z€A.

Se elige = € A y se realiza el siguiente proceso de eleccién que depende de , para terminar
después de un nimero finito de pasos.

Se elige v; tal que z € U,,.

Sea la coleccién {v1,v3, ..., Vj}.
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Sea = 2.3:1 ;.
Se toma ;41 tal que f7(z) € Uy,,,-

Si n +vj+1 > kv, entonces se detiene el proceso, de otra forma, se sigue eligiendo v; 4.

Si el proceso de‘seleccidn se detiene después de j pasos, entonces kv < Eg':l ny, <kv+4v.
Se escribe np = n,, +ny, + ... +ny; + 1z, donde 0 <, <v.

Ya que cada n,, < vy, se sabe que j > k.

Usando la regla de 1a cadena, se puede estimar

[y @) = (= (™5 (f>4-1 - 1)) ()]

EZ D U W (por las propiedades de la subcubierta {U;}¥ )
>m A Ay A (m<1yi, <v)
> m¥ X (por la eleccién de Ag)
>m¥A§ G=ZEkyn>1)
>1 (por la eleccién de k).

Entonces, |[(f™)(z)} >1 V z €A.

(3) = (2) Sing == 1 en (3), no hay nada que probar, asi que, supéngase que ng > 1.
Sea

A=min {|(7) ()|} y m=min {|f'C)]},

entonces, A > 1 y m > 0. Ya que se esta suponiendo que ng > 1, se tiene que m < 1.
Se elige k tal que m™~1A* > 1. Sea N = ngk+(ng—1). Sin > N, se escribe n = ng(k-+v)+1,
donde ¥ > 0 y 0 < i < np — 1. Entonces, para algiin # € A se tiene

(7Y @) = [(FoEY (F(=))] | (FY (=)

> At

> AVAFpno-1 (vaquem<lyi<ng—1)
>N (por la eleccién de k)

>1 (ya que A > 1)

(2) == (1) Si N = 1 en (2), no hay nada que probar.
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Supéngase que N > 1. Sea

mo =min {|(PMY@]} ¥ m=min {|F@)},

[

de aqui que mq > 1. Ya que se esta suponiendo que IV > 1, se tiene m < 1.
’ L)
Sea,

)\=mi/N y e=(m/NV1,

asf que A > 1y c > 0. Para cualquier n > O se escriben = kN +%,donde k > 0y 0<i < N-—-1.
Entonces para cualquier z € A se tiene

(7Y @) = {(FFNY ()] (Y =)

> mm!
= ANyt (por la eleccién de \)
— XN (/)
> ANy A}V (yaquem/A<1lyi<N-1)
= cA" (por la eleccién de ¢).
(1) == (4) Se elige n suficientemente grande tal que cA" > 1. Entonces se tiene
[(f*Y(x)| = ¢cA™ > 1. Ahora, seany =n ¥V x € A. O

Cuando i > 24+/5, se tiene {fL(a:)| > 1 para toda z € A, y esta fué la clave para demostrar
que A, es un conjunto de Cantor. Para la demostracién en el caso p > 4, se necesita reemplazar
la condicién “|ff,(z)| > 1 para toda z € A,.”, por 1a de que “A,, es un conjunto hiperbdlico para
fu”. Para lo anterior, se necesita el concepto de la derivada Schwarziana.

Recuerde la Definicién 1.3.10 que se dio en el Capitulo 1.

La derivada Schwarziana de una funcién f € C® en un punto z, donde f'(z) # 0 es:

_ f’”(I) _§ L”(i) 2
sie =58 -5 (Fy) 42)

112




PROPOSICION 4.3.9 Para la familia logfstica f, con p > 0.
(@) Sfu(z) <0 ¥V zeR\{1/2}.
(@) Sfiz) <0 V n>1 y VzeR\ULY /%(1/2).

>

DEMOSTRACION.- (i) Se tiene que f, = pz(1—x), entonces f, = p—2px y f/ = —2p,
*

Jr=0e ) 3 (1@ )\
”Ix ﬂ'x 3 ”Z
51 = it ‘é(f'(z)) =°'§(f—'(z‘7) <0

(i) Ya que f} es un polinomio de grado 27, este resultado se sigue de (3), de la siguiente

Proposicién y de induccién. [

PROPOSICION 4.3.10 Si ¢'(z) # 0 y f'(9(x)) # 0. Entonces
5(f 0 9)(z) = SF(g(=))(¢ («))* + Sg(z).

Tambien, si Sg(z) <0 y Sf(g(z)) <O, entonces S(f o g)(zx) < 0.

DEMOSTRACION.- Usando la regla de la cadena se tiene

(f o g) (=) = f'(g(=))d (=),

(f 0 9)"(z) = F(g(@))d () + ['(9(2))d" (=), ¥

(f 0 9)"(z) = f"(9(=))(d (=))* + 3f" (g(=))g" ()d (z) + f'(g(z))g" (z)-
Luego, sustituyendo en (4.2) se obtiene el resultado. [

La siguiente Proposicién da una consecuencia geométrica de la derivada Schwarziana nega-

tiva.

PROPOSICION 4.3.11 Sea I un intervalo abierto y Sf(z) < 0 en I, entonces f' no
tiene un minimo local positivo en I, ni tiene un mdzimo local negativo en I.

DEMOSTRACION.- Supéngase que x es un mfnimo local positivo para f’ en I. Entonces
J'(z) >0, f"(x) =0y f"(z) > 0. Esto implica que Sf(z) > 0, lo cual contradice que Sf{zx) <0
en I.

Similarmente, si = es un méximo local negativo para f' en I, entonces f(z) <0, f'(z) =0

y f"{z) <0, esto implica que Sf(z) > 0, lo cual contradice que Sf(z) <0en I. O
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PROPOSICION 4.3.12 (Principio del Ménimo) Sea I = [a,b] y f € C® en I. Si
Sf(z) <0 en (a,b), entonces

* |f'(:1:)|>m.in{|f'(a)|,lf'(b)|} ¥V z € (a,b).
s
DEMOSTRACION.- Ya que |f'| es continua en el intervalo cerrado I, debe tener un
minimo en algin punto g € I. Si xp € (a,b), entonces f'(xg) # 0 ya que S5f(z) <0 en (a,b).
Si f'(zo) > 0, entonces f' tiene un minimo local positivo en {a,b), 1o cual contradice la
Proposicion 4.3.11.
En el otro caso si f'(zo) < 0, entonces f' tiene un méximo local negativo en (a,b), otra

contradiccién para la Proposicién 4.3.11. De esto se sigue que zg=aoxg=5b. [

La Proposicién 4.3.12 es de gran ayuda en el resultado de la derivada Schwarziana negativa.
Cuando se le aplica a las iteraciones fj, da informacion acerca de la gréifica de f entre los
puntos criticos.

Considere f,,. Para cualquier g > 0, f, tiene un punto fijo en py = 1—(1/p) y f. (1) = 2—p,
asf que |f:,(p1)| > 1 cuando g > 3.

Sea po = 1/p, asf pp ¥ 71 son simétricos respecto a 1/2; ver la Figura 4.4.

Nétese que fu(po) = p1 (cuando p > 2), y que fu ([po. go]) = fu ([91, 21]) = [p1, 1] -

Asf que, si J = (90,90) U(g1,p1), ¥ sl T es cualquier punto en J, entonces f,(x) ¢ J.

Pero se tiene la siguiente Proposicién.

;
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Figura 4.4
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PROPOSICION 4.8.13 Si 1 > 4 y si = € J, entonces existe un entero n > 2, tal que =

fi(x) € [po,p1) -

DEMOSTRALCION.- Se elige = € J, asf fu(z) € (p1,1) y fi(x) € (O,p1). Si
F2(2) € [po,p1), entonces se cumple la conclusién. Supéngase que f3(x) € (0,p0). Luego, para
algtin n > 1, f2*"(z) esta en [pp, p1) - Supéngase que no Ademés, fu(z) >z V 2€(0,pp),
se sabe que f2¥"(z) es una sucesién creciente y acotada superiormente por pp. Asf farn(z)
converge cuando 11 — 0o a algiin punto zp < po. De aqui, se sigue que 29 es un punto fijo de

Jus ya que
F2%(20) < 20 < fu(z0) < --- < f7™™(20) paratoda neN.

Pero 0 < 2p < p1, asf se llega a una contradiccién. [

PROPOSICION 4.3.14 S u > 4, entonces go — po < po. Ast los intervalos (pg,q0) ¥
{q1,p1) tienen menor longitud que los intervalos (0,p0) ¥ (p1,1).

DEMOSTRACION.- Se probar4d que u > 4 implica 2pp > go. Recuerde que

m:

1 11

1
©
Ya que p > 4, se tiene 0 < 1—(4/p) < 1, asf /1 — (4/p) > 1—(4/p). Después multiplicando

ambos lados por 1/2, se tiene

l>l ._2.. o 2(1)>l l_l
K2 p : r;) o 2 4 p

finalmente, sustituyendo los valores de pp ¥ go se tiene que 2pg > go. O i

ﬁ

Ahora, se tienen todos los ingredientes necesarios para probar que A, es un conjunto biper- }

bélico para p > 4.
PROPOSICION 4.3.15 Si u > 4, entonces A, es un conjunio hiperbélico para fy.

DEMOSTRACION.- Sea z € A,. Sup6ngase que z > 1/2, el caso donde z < 1/2 se
sigue por simetrfa de f, en 1/2. Se necesita encontrar un entero n (el cual puede depender de

z) tal que |( Yy (x)[ > 1. Entonces la hiperbolicidad de A, se sigue de la Proposicién 4.3.8.
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Si > p1, se puede escoger n = 1. Si £ = gy, entonces f}}(q1) = 0 para n > 2, asf

Y ()| = |[Fda) | | FaFela| | fu (2 @) - | @)
I A AT A e
= (V=) @™ s

= f"’ﬂ i—- (4/”‘):

lo cual es estriciamente mayor que 1 para toda n suficientemente grande.

Ahora, sea z entre g1 y pi. La Proposicibn 4.3.13 asegura que existe n tal que
in e [po,p1) - Sea I, ; la componente de An que contiene a z. Existen dos casos a consid-
erar: cuando I, ; C [@1,p1), © In; € la1, 1)

Supéngase que I,; C [q1,p1)- Por la P roposicién 4.3.2, se tiene que f}} mapea monotona-
mente I, ; sobre [0, 1], entonces se puede partir I, ; en tres subintervalos, I j = Ly ; U Ky j U
Ry, ;, donde

fiLng) =0, [frKaj)=(op) y [{Ruz)=I[p1].
Ya que Ln; C Inj C (1,71}, ¥ Baj C Inj Clg1,p1), 1a Proposicién 4.3.14 asegura que
[ (Lag)| > 1Lnsl ¥ [f(Baj)| > |1Ragl- (4.3)

Es decir, f}} expande I, ;. Por el Teorema del Valor Medio aplicado a f}}, existe un punto
Yy € Ln,j = [ll, 12] tal que

|t} — )| = {5 @) 1 — Bl -
Como |f;?(ll) - f:(h)l es la longitud de f::(Ln,j) ¥ |lh — 2] es la longitud de Ly, j, entonces
| L) = |(F2Y @)} 1L 5!

i (Ln4)

por (4.3) IEW_ > 1, de aquf que |(f;‘)' (y)] > 1. Por este mismo argumento, existe
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z € Ry j tal que |(f2)(2)] > 1.
Ademds, como f7}(x) € [po,p1) se tiene que x esta en la cerradura de Ko j, asf y < = < 2.
Ademds f7 no tiene un punto crftico en [y, 2], la Proposicién 4.3.12 asegura que I( Y (@) >1
»

Abora, supéngase que I, ; no es un subconjunto de §gy,p1)}. Otra vez, se parte el intervalo

I.,j en tres subintervalos I, j = Ly ; U Ky ; U Ry j, donde

f;‘(LﬂJ) = [inﬂ] ’ f:(KnJ) = (pO,Pl) ¥y f;(mﬂ) = [p?l:l] .

Como se tenfa anteriormente, z esta en la cerradura de Ky, ; porque [(z) € [pop;) .

Ya que = € (g1,p1), uno de los Ly ; 0 Rn; esta contenido en [g1,p1) . Pero, ya que I, ; no
es un subconjunto de [gy,p1), uno de los conjuntos Ly ; 0 Ry j no esta contenido en {gy, ;).

Supéngase que Ly, ; esta contenido en [qi,p1) ¥ By ; no 1o esta (el otro caso es similar).

Ademés In; C [q1,1] v Ini0 [q1, ;1) # &, debe ser que py € In;. Como anteriormente,
|/2(Ln,s)| > |Ln,j|, ast €l Teorema del Valor Medio asegura que existe un punto y € Ly, ; tal
que |[(fp)Y ()| > 1.

Y |( m (p1)| > 1, ya que p; es un punto fijo hiperbdlico repulsor. Entonces z € [y, ;] y /3
no tiene un punto critico en {y, 1}, asi que la Proposicién 4.3.12 asegura que |( mwy (a:)l > 1.
o

Ultilizando el mismo procedimiento que se hizo en la Proposicién 4.3.6, se demostrars que
A, es un conjunto de Cantor para p > 4 pero ahora, se usard el hecho de que A, es un conjunto
hiperbdlico.

PROPOSICION 4.3.16 Si i > 4, enfonces A, es un conjunto de Cantor.

DEMOSTRACION.- (Por contradiccién) Supéngase que A, contiene un intervalo. Sea
" [a,8] C A, para algiin n > 1, aplicando el Teorema del Valor Intermedio a f} en el intervalo

[a,b] , asegura que existe un punto ¢, € {(a,b) tal que

Fu(®) — £i(a) = (£Y (cn) (b — a)-
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Ademsds, A, es un conjunto hiperbdlico, existe ¢ > 0y X > 1 tal que I( =Y (:c)| > et
VzeA,y Vn21l Como, cn € (a,b) C Ay, entonces

*|R® = fr(a)] = |(f2) ()| Ib—a] = X" |b—al,

%
y como X > 1 implica que |f7{b) — f;‘(a)| > 1 V n suficientemente grande. Pero A, es

invariante por tanto

{f;‘(a),f;‘(b)} CA,C[0,1] paratoda n,

lo cual es una contradiccién. Asf que, A, no contiene ningiin intervalo.

Y por la Proposicién 4.3.5, se tiene que A, es un conjunto de Cantor. U

PROPOQOSICION 4.3.17 Sea f, : Ay — A, si p > 4, entonces la longitud de cada de

intervalo I, ; es menor que a{—“

DEMOSTRACION.- Sea x € A, C A, ya que A, es un conjunto hiperbélico, por la
Proposicidn 4.3.8 existen ¢ > ¢ y A > 1 tales que

(/™Y (z)| = cA® para toden > 1.

Luego, si z € Ay, entonces ( f"j)" (x) > eA™. Ahora, sean a, b los extremos de un intervalo de
Ap, es decir I, j = [a,b] C Ay, aplicando el Teorema del Valor Medio a f? en [a,}], se tiene

que existe p tal que

fi@) - @) =) (P)b—a) con pelab CAn

£ @)~ £z ®)] = (Y P)] 1o —al 2 eX™ |b—a]

ademés se sabe que |f7(a) — f2(b)] < 1, por tanto

cA [b—a| <1
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asf que |b—-a|$c)+,‘. a

Ahora se construird un conjugado topdlogico ¥ enire f, : Ay, — A, conpy >4y o:
3y —2s. *
Recuerde que

1 2_4
_+_}1’__£’1]’
I

¥y A= Ul.
Ya que A, C Ay, A, también esta en IgU Iy.

DEFINICION 4.3.18 Sea ¥ : A, — X, tal que para cada = € Ay, ¥(z) = {sps152...},

donde
0 si fRz)el
Sy = .
1 si fa(x)eh

Entonces W(x) = {sp5152...} si y s6lo si f}(z) € I,, para cada n € N. La sucesién ¥(z) es

Ilamada el itinerario de z.

Por ejemplo, si i = 5 entonces fg ( 25"51) = 3%%:31 que esta en Iy, fﬁ ( 25;1) =1 estaen

1,y ££ (B7t) = O esta en Ip para toda k > 2. Ast ¥ (¥E21) = 010000...

PROPOSICION 4.3.19 Sea s = {305152...} € Lg, entonces el conjunio
Toos185...00 = {z: : f::(m) €y, k< n}, ‘ i“iﬂi

es uno de los intervalos de Any1, donde Any1 = {z : f1(z) € [0,1]}. Y

DEMOSTRACION.- La demostracién se hard por induccién.

Sean =0,
Iy, si =0
Iy = {:r: : fg(x) € Iso} = ,
Il, sl 89 — 1
Entonces I, es uno de los intervalos de A; = Iy U I. Supéngase que g5 s,...5,_; €5 uno de los

intervalos de A,,.
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Se quiere demostrar que Ig)s,s,...s, €8 uno de los intervalos de An41.

Noétese que Iys,g;..5n C Lspsysy..5,_1, Y& QUE

Iso§1sa...sn =* {=: fﬁ(:c) €I} {x: f,}(:::) €L }n.n{z: fiz) €L},
Isos180.801 = {a: : fﬂ(:z:) c Iao} N {x : f,}(m) € Iy, ?ﬂ N {:c : f;,'_l(z) €l , } .

Sea Igay8y..0,_; = |@,b] . Entonces, f}([a,d]) = {0,1], ademss f}} es monétona en o, ¥].
Supéngase que f, es creciente en [a,b]. Luego, aplicando el Teorema del Valor Intermedio,

existen ¢j, ¢ con a < 1 < ¢ < b, tales que

nioy_ 1 Vpr—4p 1 pt-4p
fala) = 5 o W files) = 5t o W
Por lo tanto,
_ ol v —du]
f:[aacl]_ 0$§"T =1Ip
1 1/2_
f:[@:blz §+pT_4ﬂ,1]=Ih ¥y

fuler, @) = (20, 91)-

Por lo tanto, si s, = 0, entonces oy 65...5, = [@,€1] . Si 8, = 1, entonces Tgy4;5,..5, = [C2, bl -

Asi que I 5, s,..5, €5 uno de los intervalos de Aqyq. 0

PROPOSICION 4.3.20 La funcion ¥ : A, — X dada en la definicién 4.3.18, es un

conjugado topoldgico. Es decir, . , y
(a) ¥ es uno a uno y sobre.
(b) ¥ es continua.

(c) ¥ es continua.

(d) \Ifofp:—:o‘o'lf.

DEMOSTRACION.- {a) Sea s = {5p8183...} € I, entonces se demostrard que ¥—1(s)
tiene un solo elemento.

Sea x € ¥~!(s), entonces ¥(x) = s = {s9915...}, por lo tanto ff(z) € I,, parak=0,1,2, ...
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De aqui se sigue que z € Iy49,.5,, para toda n = 0,1,2,., entonces
T € M2 olsga 89,80 = T=i(s).
Por demostrar que M52 o545, s,...5, contiene un solo punto.
Supénga.se#que T,y €M als0a; 55...5., €DtONCES Z,Y € Igy5145..5, Para todan=10,1,2,....
| Sea [an, bs] = Iss,s;..50, TECUETde que [ay,, by] @8 un intervalo del conjunto A, 3, entonces

z,¥y € [an,by] paran=0,1,2, ... y por la Proposicién 4.3.17

1
0<|z -yl < (ba—an) < =5 =0 cuando n— oo,
entonces |z — y| = 0 por tanto z = y.
Ahora se demostrard que ¥ 1(s) = M o To05,50..00 F B Logsy82..0n = [@n,bn)] ¥ las sucesiones
{as} ,{bn} satisfacen lo siguiente:

EA

an am L by, M2,

a, < bnsbm, m<n.

Entonces a,, < by, para toda n > m.
Sea a = sup{ajas...an...) < by, entonces a < by, para toda m > 1y ¢, < a para toda
n > 1, por tanto

en<a<b, paratoda neN.

De aquf que a € [ay, by] para toda nc N, luego a € M2 glan, ba] = N glsgsy89...8n: POT 1O
tanto

Nreolsos162...60 = ‘I'nl(*’) # 0.

(b) Sean x € Ay, € >0 y ne N tal que 5= < &.

Ahora sean [ay, by], [ag, ba], ..., [agn+1, Byns1] los intervalos de A, i. Sea § = 2 min{la; — b}
con i = 1,2,..., 2**1 (Nétese que § > 0 ya que a; < b;_; para toda i). Luego si y € A, tal que
|# —y| < &, entonces z, ¥ estan en el mismo intervalo de A1 (si no cumple esto, se tiene que
|z —y| > 8).

Entonces z,y € sy, 5,..5, 881, ¥(x), ¥(y) se tienen los primeros n-+1 digitos iguales, entonces
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por la Proposicién 4.1.3 () se tiene que

d¥ (@), ¥ < 5 <&

por tanto ¥ es continua. "

(¢) Seans>0yn€Nta1quee>-c—in. Seanx622y6=ﬂ21;,setomay€22 tal que
dlz,y} < 6= % Entonces, por la Proposicién 4.1.3 (b) se tiene que los primeros n-digitos de
z y y son iguales. Asf que ¥™1(z) y U~(y) estan en el mismo intervalo de A,, aplicando la
Proposicién 4.3.17 se tiene que '

A @), ¥ ) < 5 =

por tanto ¥~! es continua.

(d) Por demostrar que ¥o f, =coW.Sea x € A, y ¥(z) = s = {s98152...}. Nétese que

U(‘I’(ﬂ:)) = {813283...}.
Por otra parte z es el dnico punto tal que = ¥~1(s) = N o T05145...5,- Ademds,

Tsgsysp... = Moplagsiss...sn = MNp—of{Z f:(‘”) €ly, £=0,1,2,..,n}

Sea y = fu(z). Entonces, nétese que:

, (

z € Iy y = fu(z) e I i
Jul@) € Iy Luw)=fiz) € I,
z-+4 fiz) € I, y = fu(z) — < :
f R =fi@) € L,
| (=) € L, \ () € I,
por lo tanto y = fu(z) = ¥ 1{s15283...8,...}, ¥(fu(z)) = {515283...5,}. O

Ahora se puede demostrar que f, es cadtica en el conjunto de Cantor A,,.
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SOLUCION DEL EJEMPLO 4.3.2.- Como se vio en la Proposicién anterior, ¥ es un
conjugado topolégico entre f, y o, asi, por la Proposicién 4.2.3 inciso (f), ya que o es caética

en X se tiene que f, es cadtica en el conjunto de Cantor A, para u > 4. 0O
L 4
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