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0.1 Introduccion

Indudablemente, la probabilidad es una de las ramas de la matemadtica que ha
jngado un papel fundamental en la solucién de problemas especificos que se
presentan en otras dreas del conocimiento. Esto se debe a gue muchos de es-
tos problemas se pueden modelar mediante una familia de variables aleatorias
parametrizadas por el tiempo, como por ejemplo, sistemas dindmicos en los
que intervienen elementos aleatorios los cuales representan cierta incertidum-
bre que influye en el comportamiento del sistema, problemas de decisiones
secuenciales, dentro de los cuales se encuentran los juegos de apuestas suce-
sivas; entre otros. A dicha familia de variables aleatorias se les conoce como
procesos estocasticos .

Existen muchos tipos de procesos estocdsticos cuya clasificacién se tiene
en base a sus propiedades particulares. Por ejemplo, procesos estacionarios,
con incrementos independientes, de Markov, martingalas, etc., aunque esta
clasificacion no los hace excluyentes. La teoria desarrollada para cada uno
de estos procesos es imiy amplia y podriamos decir que independientes una
de la otra.

De los temas mas estudiados en los cursos de procesos estocésticos ni-
vel licenciatura son las cadenas de Markov. Quiza esto se debe a que sus
propiedades basadas en la definicién de probabilidad condicional, son muy
intuitivas y tienen aplicaciones directas y muy sencillas. Por lo contrario,
lus martingalas, cuyas propiedades se cufocan en la definicion de esperanza
condicional, es un tema que por lo general se excluye de los cursos, aun
stendo igual de importantes que las cadenas de Markov. Esto constituye la
motivacién principal de desarrollar este trabajo.

Si recurrimos al diccionario de la lengua espaiola para ver el significado
de la palabra martingala nos podemos topar con lo siguiente:

e calza que los hombres de armas llevaban debajo de los quijotes;

e en €l juego del monte, lance que consiste en apostar simultaneamente
a cuatro cartas de las del albur contra la quinta;

e combinacion que permite ganar el juego;
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entre otros, y como sinénimo: artimaftia, marrulleria, trampa.

Sin embargo, en matemadticas, las martingalas son una clase de procesos
estocésticos cuyo surgimiento fue motivado precisamente al modelar juegos
de azar justos, aungue en el transcurso de los anos, su desarrollo ha alcanzado
importantes aplicaciones en otras areas, as{ como dentro de la matematica
misma {ver, e.g., [4]].

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccién a la teoria de
martingalas. En este sentido nos restringiremos al caso mds sencillo: proce-
sos estocasticos discretos a tiempo discreto. Sin embargo, esto no hace que el
trabajo carezca de importnancia, ya que existen muchos problemas reales que
se modelan en este contexto, como por ejemplo, problemas de apuestas suce-
sivas, sistemas genéticos, problemas de finanzas, y cierta clase de sistemas
de colas. Algunos de estos ejemplos se analizaran a lo largo del trabajo.

La tesis estd compuesta de tres capitulos. En el primero de ellos se
han resumido algunos resultados fundamentales de la teoria de probabili-
dad, poniendo énfasis principalmente en el andlisis de csperanza condicional
y algunas de sus propiedades més importantes. Se expone también la teoria
necesaria sobre procesos estocasticos y cadenas de Markov a tiempo discreto,
las cuales se retoman en los signientes capitulos

Durante el segundo capitulo se presenta la definicién de martingala asi
como sus propiedades fundamentales. Primeramente y a manera de moti-
vacién se presenta un analisis de estrategias de apuestas, tomando en cuenta
que el concepto de martingala en teoria de probabilidad tiene su origen en
juegos de apuestas, a saber, proporciona un modelo de un juego de azar jus-
to. Posteriormente se exponen algunos ejemplos que ilustran las definiciones
introducidas en el capitulo, y se presenta también un resultado muy impor-
tante que nos muestra la relacién que guardan las martingalas y las cadenas
de Markov. ‘

Finalmente se conluye este trabajo presentando en el tercer capitulo, dos
resultados cldsicos en teoria de martingalas: el Teorema de Paro Opcional
para Martingalas Acotadas y el Teorema de Convergencia de Martingalas.
Iustramos estos resultados mediante algunos ejemplos.



Capitulo 1

Elementos de la Teoria de
Probabilidad y Procesos
Estocasticos

1.1 Introduccion

En este capitulo presentamos los elementos de la teoria de probabilidad y
procesos estocésticos que usaremos a lo largo del trabajo. Se dedica es-
pecial atencién al concepto de esperanza condicional y sus propiedades, lo
cual constituye la herramienta principal para el desarrollo del mismo. Mu-
chos detalles estdndares de la teoria de probabilidad serdn omitidos, pero se
procurard incluir los mas importantes.

1.2 Probabilidad Condicional

Empezamos esta seccién definiendo el espacio de probabilidad fundamental,
para después establecer la definicién de probabilidad condicional.

Sea 2 el espacio muestral de un experimento y £ una o — algebra de
subconjuntos de €. Es decir, F es una familia de subconjuntos de €2 gue
satisface las siguientes propiedades:

a) El conjunto vacio @ pertenece a F;




b) Si A1, As, ... € F entonces |J A, € F;

n=1

¢) Si A € F entonces su complemento A° pertenece a f.

A los elementos de F los lamaremos eventos.

Definicién 1.1 Una medida de probabilidad P sobre (2, ) es una fun-
cidn

P:r—[01
que satisface
a) Pl@]=0, P[] =1,

b) Si Ay, Ag, ... es una coleccion de elementos en [ tales que A;,NA; = @
para todo 1 # j entonces

Pl JA) =3 P4,

n=1

y se dice que la medida P es aditivamente numerable.

La terna (), £, P) es lamada espacio de probabilidad. s siempre posible
asociar un espacio (2, £, P) a cada experimento y todas las preguntas en las
que podamos estar interesados acerca del experimento, podemos formularlas
en términos de éste.

Definicién 1.2 Sean A,B € F eventos tales que P{B] # 0. Se define la
probabilidad condicional de A dado el evento B como

P[AN B

PlA| B] := PIE]

Intuitivamente, esto significa que si sabemos (o bajo el supuesto} que
un evento B con probabilidad positiva ha ocurrido, el conjunto de posibles
resultados se reduce a B, y entonces solamente cabe la posibilidad de que
ocurra la parte de A que pertenece también a B, esto es, ¢l evento AN B.
Asl la oportunidad de ocurrencia del evento A dado ¢que ha ocwirido B se
convierte en la medida relativa de AN B respecto a B.



Definicién 1.3 Los eventos A y B se dicen ser independientes si
P[AN B] = P{A|P|B).

En general, una familia de eventos {A; .t € T} donde T denota un conjunto
arbitrario de indices se dice ser independiente si

PA) =[P4

ieJ et
para todo subconjunto finito J de T

Una caracterizacidén para conjuntos independientes en términos de pro-
babilidad condicional es la siguiente: sean Ay B eventos tales que P[B] # 0
y P[A] arbitraria. Entonces A y B son independienies si y sélo si

P[A] B] = Pl4],

lo cual significa que el saber que ha ocurrido el evento B no cambia la pro-
babilidad de ocurrencia de A.

1.3 Variables y Vectores Aleatorios
Presentamos a continuacién la definicién de variable y vector aleatorio, asf

como sus principales caracteristicas,

Definicién 1.4 Sea (Q ,F, P) un espacio de probebilided. Una variable
aleatoria (v.a.) X es una funcion

X:2—-R
tal que
X H(~o0,a])={wef: X(w) <z} €F paracedazeR.
I35 decir, una variable alcatoria X os una funcién con valores en los reales

que asigna el valor X {w) a cada resultado w € €} del experimento. Asi mismo,
se Tequiere que la imagen inversa bajo X de intervalos de la forma (—o0, z],
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r € R, pertenezcan a F. Esto nos permite estudiar el comportamiento
probabilistico de las variables aleatorias.
Es usnal denotar por

[X € (—o0,z]] o [X <2
al conjunto X ~*({—o0, z]).

En muchos casos no es fdcil escribir explicitamente el espacio muestral
asociado a un experimento aleatorio, lo que hace necesario analizar la carac-
teristica de interés del experimento por medio de variables aleatorias. in este
sentido, es importante estudiar el comportamiento probabilistico de dichas
variables. La manera general de hacerlo es mediante la funcién de distribu-
cion.

Definicién 1.5 La funcidn de distribucion Fx de una variable aleatoria
X es la funcion

Fx :R —[0,1]
dada por
Fy(z) = P{X < z}.
Obsérvese que Fx satisface las siguientes propiedades:
a) Es no decreciente, es decir, si z, < z3 entonces Fx(x,) < Fx(z2);
b) Es continna por la derecha, esto es, |

Fx(at) = hl_{r&Fx (z + h) = Fx(z) paracadaz € R;

lim Fx(z)=1, lim Fyx{z)=0.

L—00Q T——00

d) Para cada z € R,
Fy(z7) = P[X < z]

donde Fy (z7) = hlirngFX(m — h).
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En términos de la funcién de distribucion, podemos clasificar las variables
aleatorias como sigue:

Definicion 1.6 .

a) Lo variable aleatoria X se dice ser absolutamente continua si su
funcion de distribucién se puede expresar como

Fx@) = [ fxwin, seR
— 00
para olgunae funcidn integrable fx : R — [0,00). fx es llamada la
funcion de densidad de X.

b) La variable aleatoria X se dice ser discreta si existe una coleccién
numerable {xy,%2,..} CR con z; # z; para 1 # j tal gue

Fx(z)=P[X <s]= Y P[X==z,), zeR

In<E

La funcion fx definida por fx(z):= P[X = 2], z € R, es llamada lo
‘w funcion de probabilidad de X.

;! Existen situaciones donde es necesario analizar dos o mas variables aleato-
! rias simultdneamente. Esto nos lleva a tener que generalizar las definiciones
anteriores. En principio tenemos:

| Definicion 1.7 Sean Xi,..., X, variables aleatorias definidas en el mismo
espacio de probabilidad (2, F, P). Al vector

X = (XIJ "'!Xn)

se le lloma vector aleatorio de dimension n. Cuando las componentes de
X son variables aleatorias discretas, decimos que X es un vector aleatorio
discreto. Fn el caso de ser continuas Xy, ..., Xn, se dice que X es un vector
aleatorio continuo.

En base a esta definicién usaremos indistintamente los términos “compor-
tamiento conjunto de las variables aleatorias X, ..., X, y “comportamiento
del vector X”.




Definicién 1.8 La funcidn de distribucién conjunta Fx,  x, de las
variables aleatorias X, ..., X, definidas sobre el mismo espacio de probabili-
dad (2, F, P), se define como la funcién

FX Xn:Rn—ﬂ‘[O,l]

dada por

FX Xn(mly---amn) : P[Xl _<__ Iy, 'H:Xn S ﬁCn].

Lieemy
Ademds, si existe una funcidn iniegrable

. n
fxlr--|Xn ' IR - [01 OO)

tal que

decimos que Xi,..., X, tienen distribucién conjunta continua. En este ca-
50 fx,..x. se llama funcion de densidad conjunta de las variables
X1, Xn.

Similarmente, para el caso discreto se tiene que para todo (x4, ..., z,,) € R”

Fpoda(1, nBn) = 9o > Fxto o xu k1, oy k),
ki <y ko S2a
donde fX1 ..... Xn(klg---:kn) = P[Xl = kl)"':Xn = kn]} (kla---,kn) € R".
A fx,.x. se le conoce como funcién de probabilidad conjunta de
Xy, ..., Xy, o funcidn de probabilided del vector X = (X4, ..., X,,).

Sea X = (X, ..., X,) un vector aleatorio discreto con funcién de proba-
bilidad fx, . x,. v sea fx, la funcién de probabilidad de la variable aleatoria
X,;. Entonces

fx, (z) = Z fxoxu (T, T
Tj,J#1

Esto es, la funcién de probabilidad de X; se puede obtener sumando los
valores de fx, . x.(%1,..., %) sobre todo z; con j # i. En este caso llamamos
a fx, la funcidn de probabilidad marginal de X,




Definicién 1.9 Sean Xi,..., X, variables aleatorias definidas en el mismo
espacio de probabilidad. Decimos que X,,..., X, son independientes si
para toda coleccién de intervalos {J;}1, con J; C R, se tiene que

PX1 € Jy,.., Xn € L) = [ P[Xi € Ji].
=1

En general, una familic de variables aleatorias {X, : t € T} es indepen-
diente si para todo subconjunto finito J de T las variables {X, : t € J} son
independientes.

Si X1, ..., X, son independientes, entonces X, ..., Xy son independientes
para k < n. Mas aun, X, ..., Xj, son independientes para todos los enteros

La independencia de variables aleatorias se puede caracterizar por medio
de las funciones de distribucién correspondientes, as{ como por medio de
las funciones de probabilidad para el caso discreto como lo muestran los
siguientes resultados:

Teorema 1.10 Las variables aleatorias Xy, ..., X, son independientes si y
sélo si la funcion de distribucidn conjunte Fx, . x. de Xi,..., X, se puede
escribir como

Fx,  x.(T1,.. %) = Hin(mi), para cada (Z1,...,Z,) € R”,
i=1

donde Fyx, es la funcidn de distribucidn de la variable aleatoria X;.

Teorema 1.11 Sea X = (X, ..., X») un vector aleatorio discreto con fun-
cion de probabilidad fx,.. x., y sea fx, la funcidn de probabilidad de la va-
riable aleatoria X;, i = 1,...,n. Enfonces X;,..., X, son independientes si y
solo st

Fxye o xa(T10 0y Tn) = Hin(mi); (Z1,-.,Ta) € R™.
i=1

e Para los objetivos del trabajo es suficiente restringirnos al estudio de
variables aleatorias discretas. En este sentido, el resto del trabajo se
centrara principalmente en definiciones y resultados que involucran solo
a este tipo de variables aleatorias.
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1.4 Esperanza y Esperanza Condicional

El concepto de esperanza condicional es 1a herramienta principal en el estudio
de martingalas. Es por esto que se dedica la presente seccidn a su andlisis.
Primero se verd la nocidn de valor esperado o esperanza de una variable
aleatoria. Posteriormente, se analiza el concepto de esperanza condicional,
el cual se realiza primero condicionando sobre un evento y finalmente sobre
una variable aleatoria discreta.

Definicién 1.12 La esperanza (valor esperado)} de una variable aleatoria
discreta X con funcidn de probabilidad fx se define por

E[X} =) zfx(x),

siempre que la suma sea absolutamente convergente.

Observemos que para un evento A € F y la variable aleatoria 14 : 1 — R
definida como

1 siwe A
La(w) '_{ 0 siwe A°

se tiene que
E(14] = P(4).
Algunas propiedades que se deducen directamente de la definicién son las
siguientes:

a) Supongamos que la variable aleatoria X es constante casi seguramente
(c.8.), es decir, P[X = ¢] = 1 para alguna constante ¢ € R, entonces
ElX|=ec

b) Sea X una variable aleatoria esencialmente acotada, es decir,
P[|X| < M] = 1 para alguna constante M € R, entonces |E[X]| £ M.

Otras propiedades de la esperanza se resumen en los signientes resuitados:

11



Teorema 1.13 Sea X = (X4,..., X,,) un vector aleatorio discreto,
h:R* — R, y supongamos que la variable aleatoia Y = h(X) es tal que su
esperanza estd definida. Entonces

EY] = E[MX)] = ) h(x)fx(x)

xcRn

donde fx es la funcion de probabilidad conjunta de Xy,..., X,.

Teorema 1.14 Sea X = (X1, ..., X,,) un vector aleatorio y supongamos que
V: = ¢:(X), i = 1,...,n son variables aleatorias con esperanza finita. En-

tonces:

a) Para todas las constantes ¢y, ..., Cq

Ble,Y) +... + Yol = Y cE[Y].
i=]
b) Si PlY] < Y] =1, entonces
En] < EY,)

Teorema 1.15 Sean Xl,...,X,; variables aleatorias independientes con es-
peranza finita. Entonces

¢

ﬂmuﬂdxqzﬂﬁmy
i=1

1.4.1 Esperanza Condicional

Antes de definir esperanza condicional, primero veamos la siguiente defincién:

Definicidn 1.16 Sean X y Y vartables aleatorias discretas definidas en el
mismo espacio de probabilided, y sea z € R tal que fx(z) > 0. La funcidn
de probabilidad condicional de Y dado que X = = se define como

PiX =z,Y =1

frix(y| ) = o) , yeR

12




Es claro que para cada z € R, donde fx{x) > 0, se tiene

a) fyix(ylz)>0, yeR
b) > frix(ylz) =1L

En base a esta definicidn tenemos:

Definicién 1.17 Sean X y Y wvariables aleatorias discretas definidas en el
mismao espacio de probabilidad con funcién de probabilidad condicional fy|x.
La esperanza condictonal de Y dado X = z se define como

ElY | X =a] =) yfyix(y|z)

Ly
donde lo suma es sobre el conjunto numeréble de valores de y para los cuales
frixly | z) > 0.

Como para cada z € R donde fx(z} > 0, fy;x(y | ) es una funcién de
probabilidad, la esperanza condicional E[Y | X = z] satisface las signientes
propiedades, las cuales pueden demostrarse directamente de la definicién:

a) EBlaYit. 4. Yo | X = 5] = D ¢ E[Y; | X = z] paratodocy,...,c, € R.
i=1

8) E{h(X)| X = z] = h(z) para cualquier funcién i : R — R.

¢) ElY | X =z| = E[Y] s1 X y Y son independientes.

En vista de la definicién anterior, podemos ver a ElY | X = z| como una
funcién de z:

glz) =ElY | X =2a]. (1.1)
De acuerdo a este hecho tenemos la siguiente definicidn:

Definicién 1.18 Lg esperanza condicional deY dado X se define como
E[Y | X] = g(X),

dom‘ie ¢ estd dada por (1.1).
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La diferencia esencial entre E|Y | X =z} y E[Y | X] esque E[Y | X = =}
es un ntmero mientras que E[Y | X] es una variable aleatoria. De hecho,
E[Y | X] se obtiene reemplazando z por X en la expresion para E[Y | X =
z]. En este sentido, cstarcimos utilizando el término cast seguramente {c.s.)
para comparar la esperanza condicional con una variable aleatoria. Es decir,
escribiremos

EY | X]=2Z cs,
donde c.s. significa que P[E[Y | X]=Z] =1

Dentro de las principales propiedades de la esperanza condicional te-
nemaos:

Teorema 1.19 .
a) La esperanza condicional g(X) = E[Y | X] satisface
Eflg(X)h(X)] = E[Y A(X)]

para cualguier funcion h: R — R para la cual ambas esperanzas exis-
ten.

h) Sea z € R tal que fx(x) > 0. Entonces
EBXY | X =z]=zE[Y | X =z].
¢) St H:R - R es una funcidn inyectiva, entonces

ElY | H(X)]=EY | X] cs.

Demostracién. .
a) Sea fx(z) la funcién de probabilida,d de X. Por el Teorema 1.13,
tenemos :
Elg(X)h Zg 2)h(a)fx (@) = ZE Y | X = alh(z)fx(=)

= [ny}qx (y | m):I h(z)fx(x)
= th(ﬁ)fx,sf(m, y)

T,y

= E[Yh(X)].

14




b) Si « # 0, este resultado es una consecuencia directa de la Definicion
1.17 . En efecto,

BIXY | X =1]= 2fxvix(z] %)

_ zP[X—:c XY = 2]
-Z fx(z)
P[X—a: Y_- z]

_Zz

y haciendo y = Z se tiene

EXY | X =1| = Zy P[X“'”Y ]

= 1, Y o)

=:1:E[Y|X—:c].

El caso z == 0 se sigue trivialmente.

¢) Aplicando el hecho de que P[X = x| = P[H(X) = H(z)| para cada
z € R, se sigue directamente el resultado.

El Teorema 1.19 tiene las siguientes consecuencias importantes:

e Si h(z) = 1 para todo z € R, en a), entonces E{g(X)] = E[Y]. Es
decir, .

E[ElY | X]] = E[Y],
a lo cual se le conoce como la propiedad de la doble esperanza.

o Sea B C Ry tomemos h(z) = 1u(z), z € R en a). Entonces
Elg(X)15(X)] = E[Y15(X)], es decir,

E[E)Y | X]15(X)] = E[Y15(X)].

15




De aqui,

E[Y15(X)] = Y E[Y | X = zll5(z)fx(x). (1.2)

e Tomando B =R en (1.2), obtenemos

ElY)= Y BIY | X = alfx(z).

Esta expresién constituye otra forma de calcular esperanzas, la cual es
muy practica en muchas situaciones.

e De la parte b) del teorema concluimos,

EXY | X]=XE[Y | X] cs.
i De hecho, si fi, f2 : R — R son funciones arbitrarias, es facil ver que

ELi(X)AY) ] X] = AX)ERY)] X] cs.

En los siguientes dos capitulos estaremos usando Ja esperanza condicional
de una variable aleatoria dado un vector aleatorio. La definicién en este caso,
asi como sus propiedades, se pueden extender de las anteriores.

Definicién 1.20 Sea Y una variable discreta y X = (X, ..., X,.) un vector
aleatorio discreto. Se define el valor esperado de Y dado X = x como

ElY | X=x]:= Eyfylx(y | x),

d()nde lex(y l x) = El__yiy‘x_:ﬂ.

PX=x]

Del mismo modo, se tiene la siguiente definicién:
Definicién 1.21 Seq g : R™ — R unea funcion dada por
g(zy, .y zn) = ElY | Xi =21, ., X5y = T].
Se define la esperanza condicional deY dado X como

EY | X] = g(X).

16




Considerando estas definiciones y el Teorema 1.19, llegamos a las si-
guientes propiedades:
Teorema 1.22 SeanY,Y:,..., Yy variables aleatorias discretas, X = (X1,..., X))
un vector aleatorio discreto, h : R®* — R y f : R — R funciones arbitrarias,
H :R* — R™ una funcidn inyectiva, y c1, ..., € R. Entonces
e) E[E[Y | X}h(X)] = E[Yh(X)];
b) E[f(V)A(X) | X] = A(X)E[f(Y) | X] ecs.;
¢) ElY | HX)|=E[Y |X] cs
k
d) E[Cllf]_ + ... +Ck}fk | Xl = ZCiE[K | X]
i=1
Teorema 1.23 Sea X una variable aleatoria y Y1, Yo vectores aleatorios
discretos. Entonces
E[E[X ‘Yl,YQ] l Yl] = E[X ‘ Y1] C.8.
Demostraciéon. Haremos la prueba para el caso de vectores Y;,Y,
1-dimensionales. El caso general se sigue de manera analoga. Fijemos 3 y
observemos que P[(Y;,Y,) = (v, v’} | Y1 = 1] = 0 para todo 3’ 5 y;. Ahora,

sea
gy, y") = EX |1 =y, Yy =y").

Entonces
EEX WY | Vi =wl=) g,y )PV =y, Ya=1¢" | Y1 =y
.yrl.yff
=> gy, )PV =1, Yo = 9" | V1 = 9]
.yff
= ZZ:EP[X = | Y, =y,Y, = y"]P[Yl =1, Yy = y” I Y] = yil
Yy oz

—2,Y =y, Yo =y

- _PIX
a ;; Plyl = yl]

=) zPX =z | Y =)
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Puesto que y; es arbitrario, se tiene el resultado. w

1.5 Procesos Estocasticos

Intuitivamente un proceso estocdstico es una coleccidon de variables aleatorias
que puede ser usada como modelo matemaético de los resultados de una serie
de fenémenos aleatorios. Esto ha permitido que un buen nimero de sus
aplicaciones se presenten en diversas areas del conocimiento.

En esta seccién introducimos los elementos bésicos de la teoria de procesos
estocasticos y presentamos una clase particular de ellos, los llamados cadenas
de Markov, lo cual retomaremos en los capitulos siguientes.

Definicién 1.24 Un proceso estocdstico es una familia X = {X(t) : t €
T} de variables aleatorias definidas en (Q, F, P), donde T C R es el conjunto
de pardmetros.

El hecho de que X(t) sea una variable aleatoria implica que el proceso
estocédstico se puede ver como una coleccién de funciones reales definidas
sobre T' x €, es decir, X{(-,-) : T x £ — R las cuales satisfacen:

a) Para cada t € T se tiene que X(¢,-) es una variable aleatoria.

b) Para cada w € €, la funcién X(-,w) es una funcién real.

A la funcién X(-,w) : T -» R le llamaremos realizacion o trayectoria del
proceso estocdstico.

Es comiin pensar que el indice ¢ representa el tiempo; asi X (¢) represen-
tard la posicion o estado del proceso al tiempo t. Sin embargo, es importante
notar que el conjunto de pardmetros no necesariamente se relaciona con el
tiempo fisico de ocurrencia de los eventos modelados por la coleccién de
variables aleatorias.

Cuando el conjunto de pardmetros T es numerable, se dice que X =
{X(t) : t € T} es un proceso con pardmetro (o tiempo) discreto. En este
caso, y sin pérdida de generalidad, tomamos T" = {0, 1, ...} de tal manera que
el proceso estocdstico X toma la forma {Xo, X,,...}.
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Definicién 1.25 Bl espacio de estados S del proceso X = {X(t) : t € T}
es el conjunto de todos los posibles valores que pueden tomar las variables
aleatorias X(t) para cadat € T.

A cada elemento en S se le Nlama estado del proceso. St S es finito o
numerable, decimos que X es un proceso discreto y si S es un intervalo
decimos que el proceso es continuo.

¢ En este trabajo solo consideraremos procesos estocasticos discretos a
tiempo discreto, En este caso el proceso X serd una sucesion de va-
riables aleatorias discretas definidas en el mismo espacio de probabili-
dad.

A continuacién presentamos una clase particular de este tipo de procesos.

1.5.1 Cadenas de Markov

La teoria de cadenas de Markov es muy extensa. Aqui solo presentaremos
algunas nociones basicas acerca de esta clase de procesos gue posteriormente
utilizaremos en el analisis de martingalas, en los capitulos siguientes.

Definicién 1.26 Sea X = {X,, : n=0,1,...} un proceso estocdstico discre-
to. Decimos que X es una cadena de Markov s

P[-XTI-+1 :.? ’ Xn :'_?::Xﬂ‘-l = Tn-1; '-'aXG = .‘I-'o} = P[XTH-I :] ' Xn = 3]:
(1.3)

para todos los estados xg, ..., Tn_1,%,] € .5 y todo n > (.

A la relacién (1.3) se le conoce como propiedad de Markov y tiene la
siguiente interpretacién: la distribucidn condicional de cualquier estado fu-
turo X, dado los estados pasados Xp, ..., X, ¥ el estado presente X, es
independiente de los estados pasados y solo depende del estado presente.

Las probabilidades condicionales

pis(,n 4 1) 1= P[Xop1 = 5 | X = 1)
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son llamadas probabilidades de transicion o probabilidades en un paso, y re-
presentan la probabilidad de pasar al estado § en el tiempo n + 1, estando
en el estado ¢ al tiempo n; o bien, la probabilidad de pasar del estado i al
estado j en cl paso del tiempo n al n + 1.

Si las probabilidades de transicién no dependen del tiempo n, decimos
que la cadena de Markov X = {X,, : n = 0,1, ...} es una cadena homogénea
o estacionaria en el tiempo y escribimos

pij = P[X1 =_]‘X0i'l] = P[Xﬂ--H. :Jan:'L] n = 1,, 'E,je 5.
e Lin adelante, nos restringiremos al estudio de cadenas homogéneas.

Definicién 1.27 Sea X = {X,;n > 0} una cadena de Markov. La matriz
P = (pij) cuyos elementos son las probebilidades de transicidn en un paso,
se llama matriz de transicidén de la cadena de Markov.

Si el espacio de estados de la cadena de Markov es finito, digamos con &
clementos, entonces I” es una matriz de k x k. En caso contrario, P es nna
matriz infinita.

Las probabilidades de transicién satisfacen las siguientes propiedades:

a) pi; 2 O

b) S.pi; =1 paratodoi€ S.

jes

Esta ultima propiedad significa que la suma de cada renglén de la matriz P
es 1. Una matriz que satisface esta propiedad se llama matriz estocdstica. Si
ademds, la suma de las columnas también es 1, la matriz es llamada matriz

doblemente estocdstica.

Un ejemplo cldsico de cadena de Markov es el siguiente:
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Ejemplo 1.28 Sean Zy, Zs, ... variables aleatorias independientes tales que
PlZ;=1=p y PlZi=-1=qg=1-p parai=12, .., ysea

SnxSO+Zl+...+Zn
donde Sy es constante. Observemos que

PiSpi1=ylSn=12,5 1= 8,-1,...,5 = 8] =

— P[Sn+1 =Y, 5 = 2,51 = Sp_1, .-, 90 = 30]
P[Sn = SC,Sn_l = 8pn-1, ...,SO = 50]
P[Z,H_l =Y~ T, 4y =T~ Sp-1, ...,SQ o= -5'0]
PlZ, =2 — 84_1,..., S0 = 50

Pl =y—alP|Zy =%~ 841,..,.5 = 80]
- PlZ, =z~ 851,..., S0 = 5p]
2P[Zn+l:'y_m]- ‘

Por otro lado,

PlSp1=vy, S =1
P =15, == oo

_ P[Zn+1 =y_'$38n:$]
- P[S, = z]
= P[Zn-l-l = TJ—T'],

de aqui que {S, :n=0,1,...} es una cadena de Markov con probabilidad de
transicion

Doy = PlZy =y — x).

Ejemplo 1.29 Consideremos una poblacion de N bolas las cuales pueden
ser de uno de dos colores: negra 6 blanca, y sea X,, la variable aleatoria que
mide el nimero de bolas negras en esta poblacion. Supongamos que de esta
poblacidn, podemos obtener otra del mismo tamano, de la siguiente manera:
tomamos N bolas nuevas, y el color de cada una de ellas se determina de
acuerdo a los resultados que se obtienen al extraer con reemplazamiento N
bolas de la poblacion anterior, y denotemos por X,y a la variable gue mide
el namero de bolas negras presentes en esta nueva poblacidn. Entonces clara-
mente {X,, : n = 0,1,...} es una cadena de Markov con espacio de estados
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{0, ..., N}. Observemos que si al tiempo n se tienen x bolas negras, entonces

P[Xpp1 =y | X, = 2] = (*’;’) (Z) (1- %)N—y

pues se tiene probabilidad % de obtener una bola negra.

Definicién 1.30 La probabilidad de transicién en n pasos, n > 0,
para una cedena de Markov homogénea X se define por

P = PXpn =7 | Xm =14 paratodom>0;4,j€S.
Observemos que
P =PlXmin=j | Xn =9 =PXo=j| Xo =14, Y/m20;4,j€85.
Para n = 1, se tiene que
P%j = Dij

vy para n = 0,

o _ 1 sii=j
Pij 0 siij

Definicion 1.31 Sea X = {X, : n = 0,1,...} una cadena de Markov. Se
define la matriz de transicién en n pasos, como la matriz P™ 1= (p),
donde p; son las probabilidades de transicidn en n pasos.

La probabilidad de transicién en n pasos, n > 0, satisface:

a) pf; 20 paratodoi,je€ S,

b) > p=1 paratodoi€ S
JES

De b) se sigue que P™ es una matriz estocéstica.
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Teorema 1.32 Sea X = {X,;;n > 0} una cadena de Markov. Entonces

p::;+m = ZP&PK}, Vn,m>0;4,7€8. (1.4)
kes

La ecuacién anterior es llamada ecuacién de Chapman-Kolmogorov y nos
proporciona una manera practica de calcular las probabilidades de transicién
en n pasos. Ademds podemos observar que es equivalente a la ecuacidn
matricial

plntm) — p(r) p(m)

en el caso finito. ‘
De (1.4), se sigue que podemos expresar la probabilidad de transicién en
7 pasos Como

Py = Zp;';pz;m para todo 0 < m < n,
keS
o equivalentemente
p®) = pm)plr-m) _ plr-m)pim)
Por otro lado, observemos que P™ = P". Esto significa que la matriz
de transicidn en n pasos se puede calcular como la n—ésima potencia de la

matriz P, siempre y cuando la cadena de Markov tenga un mimero finito de
estados.
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Capitulo 2

Martingalas

2.1 Introducciéon

En matematicas, las martingalas son una clase de procesos estocasticos cuyo
surgimiento fue motivado al modclar juegos de azar justos. Sin embargo, el
desarrollo de la teoria de martingalas ha ido mas alld del analisis de juegos
justos y durante el transcurso de los anos ha alcanzado grandes aplicaciones
en otras dreas, asi como dentro de la matemdtica misma (ver, e.g., [4]).

En este capitulo presentamos la teoria de martingalas para procesos dis-
cretos. A manera de motivacién, en la Seccidn 2.2 se hace un andlisis de
estrategias de apuesta para juegos, y después en la Seccidn 2.3 se introduce
formalmente la definicién de martingala asi como sus propiedades basicas. Fi-
nalmente, en la Seccidn 2.4 presentamos la relacién entre cadenas de Markov
y martingalas.

2.2 Estrategias de Apuestas

Existen muchos tipos de juegos de apuestas y por lo tanto un gran niimero
de estrategias que utilizan los jugadores para apostar. Nos centraremos en
una clase particular de juegos a los cuales se les conoce en la literatura como
juegos de apuestas sucesives. Estos consisten en apostar sucesivamente cierta
cantidad, la cual se fija mediante cierta regla, y de tal manera que en cada
juego se puede perder o ganar la cantidad apostada. Ejemplos de este tipo de
juegos pueden ser apostar a cierto color en la ruleta sucesivamente durante

24




varios juegos; lanzar sucesivamente una moneda al aire y estar apostando a
una de las caras u otro juego de azar semejante. -

Consideremos un juego de apuestas sucesivas y supongamos (ue p es la
probabilidad de ganar en cualesquiera de las jugadas, donde p € (0, 1).

Sea Z, la variable aleatoria que toma el valor 1 si se gana en la n—ésima
jugada y —1 si se pierde, es decir, estas variables tienen distribucién

p=PlZ,=1], P|Z,=-1}]=1-p paracadan€N,

y supongamos que Zg, Zy, ... son independientes (como es el caso de lanza-
miento de monedas o el juego de ruleta), donde Z, denotara la fortuna inicial
del jugador, la cual sera una cantidad conocida.

Podemos definir una estrategia de apuestas como sigue:

Definicion 2.1 Una estrategia de apuestas es una sucesion de funciones
{€.:n=1,2, ..}, donde

€ntr  {Zo} ¥ {~1,1}" — [0, 00),

tales que £n41( 2y, ..., Zy) es la cantidad o apostar en la (n+1)—ésima jugada
paran =10,1,....

Observemos que

Zn+1 * §n+1(201 ) Zn)

representa la ganancia (6 pérdida) en el (n + 1)—ésimo juego. Ademds, si
Sp+1 es la fortuna acumulada hasta el tiempo n + 1, entonces

n+1
Sn+1 = SO+ZZ1 'E’i(ZO)"'v Z‘i-—l) paran = 01 1]"‘7 (21)
=1
o bien,
Sni1 = Sn + Zns1 - §n+1(ZQ, . Zﬂ) paran = 0,1, ..., (22)

donde Sy = Zy, es decir Sy es la fortuna inicial del jugador.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de estrategias de apuestas.
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Ejemplo 2.2 Sea ¢ un numero real positivo y definamos

c 815, >¢c
671.4-1(201 ---}Zn) - { 0 si Sn <e

para cada n > 0. Entonces {&, :n = 1,2,...} es una estrategia de apuestas.
Ademds, en este caso

Sp = S+ CZZil[Si——IZC] paran =1,2, ... (2.3)

i=1

Observemos que el aplicar esta estrategia implica que en ceda jugada siem-
pre se apostard una cantidad constante ¢, cuando la fortuna sea suficiente,
independientemente de los resultados obtenidos en las jugadas anteriores.

Ejemplo 2.3 Sea o € (0,1} y definamos &, como
bnit{Zoy . Zn) =S, paran=0,1,...

Se tiene que {&, : n = 1,2,...} define una estrategia de apuestas. Notemos
que cuando a = 1, el jugador apuesta toda su fortuna aecumulade en cada
Jugada mientras que para o € (0,1) solo apuesta un porcentaje de ella.

En muchos de los juegos de apuestas, el criterio para decidir la cantidad
a apostar se basa solamente en el resultado del 1ltimo juego. En este caso,
la estrategia se representa por funciones

bpy1: {—1,1} — [0,00) paran=0,1,...
Un ejemplo de este tipo de estrategia de apuestas es el siguiente:

Ejemplo 2.4 En primer lugar se determine la cantidad que se desea ganar,
la cual denotamos por C. En el primer juego se procede a apostar precisa-
mente esta cantidad. Si se gana, el ciclo ha terminado; s1 se pierde, se
apuesta ¢l doble nuevamente al mismo resultado en la siguiente jugada. St
se gana se habrd ganado en esa jugade 2C, y como en la antertor se perdid
C la ganancia neta del jugador serd de C. Si se ho perdido en la segunda
jugada se procede a apostar 4C nuevamente al mismo resultado (el doble de
lo perdido en la jugada anterior). Si se gana en esa jugaeda (la tercera), se
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habrd ganado entonces 4C, i como en las jugadas anteriores se ha perdido C'
y 2C, la ganacia neta es de C'. As{ sucesivamente se continia jugando hasta’
ganar una sola vez, con lo gue la ganancia neta serd precisamente C. Fn
resumen, la estrategia puede describirse como sigue: se apuesta en un prin-
cipio C y cada vez que se pierda se apuesta el doble de la cantidad perdida
en la jugada anterior; se procede de esta manera hasta ganar una sola vez.
De agqui, podemos representar esta estrategia como

2*C sy, = —1
fna(Zn) = { 0 siZy=1

paran =1,2,... y & =C.

Notemos gue s1 T es la variable aleatorio que representa el nimero de juegos

que se realizan hasta ganar por primera vez, y suponiendo que P{Z, = 1] = %

para cadae n, entonces P{T < o] = 1, pues bajo estas condiciones T' sigue una
distribucion geométrica con pardmetro % Lo anterior significa que aplicando
esta estrotegia, se ganard con probobilidad 1 en alguna ocasidn.

Es claro que el desarrollo del juego depende fuertemente del valor de
p=P[Z; =1],1=1,2,... Este hecho lo establece ¢l signiente resultado.

Proposicién 2.5 Sea{{, : n = 1,2,...} una estrategia arbitraria, S, definido
por (2.2} y p= P|Z, = 1] para todo n € N,
a) Sip= 3, entonces E[Sny1 | Sn, ..., 5] =5, cs.;

b) Sip> 3, entonces E{Spyy | Sn,.., 50 2 Sn ey

¢} Sip< i, entonces E[Snia | SnyeeySo] < 5 cos..

Demostracién. Observemos que la relacién H(Z, ..., Z,) == (Sq, ..., Si)
es uno & uno, donde S, es la fortuna del jugador acumulada hasta la n—ésima
jugada, n.== 0,1, .. (ver (2.1)). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.22 ¢),

E[Suts | Znsoy Zo] = E{Sps1 | Sps ., So) €5.. (2.4)

Por otro lado, de (2.2}, el Teorema 1.22 ), y el hecho de que las variables
Z;'s son independientes, se tiene

E[Sus1 | Znyoros Zo) = ElSn + Znsa - €ns1(Zos s Za) | Zmg oy Zo]  (2.5)
= B[Sn | Zny s Z0) + Bl Zns1  Ensr(Zos s Za) | Zonyorry Z0)
= Sn + €n+1(ZO: ceg Zn)E[Zn+1 | Z'ﬂ-': ey ZU]
= Su + &nsit{Zoy .oy Z) Bl Z 11}
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Si p = 1 entonces E{Z;] = 0 para todo i € N. Por lo tanto, la parte a) se
sigue de (2.4) y (2.5). Similarmente, si p < 1, entonces K[Z;)=2p—1<0
para cada i. Ahora, como las variables aleatorias £;'s son no negativas, (2.4)
y (2.5} implican la parte b). La parte ¢) se sigue andlogamente a la parte b).
"

Observemos que de la Proposicién 2.5 y del Teorema 1.22 a), obtenemos:

a) Si p = 3, entonces E[S,. 41 — S,] = 0 paran = 0,1, ..., lo cual significa

que el jugador no espera incrementar ni disminuir su fortuna durante
el juego. En tal caso decimos que el juego es un juego justo.

b) E[Spi1 — Sp} > 0 patan = 0,1, ... cuando p > 3, es decir, el juego es
favorable al jugador pues se espera que obtenga un incremento de su
fortuna en cada jugada.

¢} En cambio, si p < %, el juego serd desfavorable al jugador ya que

ElSni1 — Sn] €0 paracadan=0,1,....

Ademads, observemos que los resultados anteriores se obtienen indepen-
dientemente de la estrategia que se utiliza al jugar.

2.3 Martingalas

De acuerdo a la Proposicidn 2.5, introducimos la siguiente definicion:

Definicién 2.6 Sean X = {X,, :n=0,1,..} y Y ={Y,:n=10,1,...} dos
procesos estocdsticos discretos. Decimos que

a) Y es una martingala con respecto a la sucesién X si para todon 2 0,

EllYal <o y ElYan | Xa ., Xol=Y, cs

b) Y es una submartingala con respecto a lo sucesion X si para todo
n > 0,

EllY l<oo y Efou | Xa, .. Xol> Y, cs;
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c) Y es una supermartingala con respecto a la sucesion X st para todo
n >0,

E|Yall <0 ¥ EYani | Xn, ., Xo] <Y, cs.

Observemos que Y es una martingala respecto a X si y sélo si Y es
submartingala y supermartingala respecto a X.

De la Proposicién 2.5 y la Definicién 2.6 tenemos que si p = %, entonces
{Sp : n = 0,1,...} (ver (2.2)) es una martingala respecto a si misma. Si-
milarmente, si p > £ entonces {S, : n =0,1,...} es una submartingala y en
el caso de ser p < % se tiene que {S, : n =0,1,...} es una supermartingala
respecto a si misma. Con esto, podemos decir que una martingala es un
modelo de un juego justo.

A continuacién presentamos otros ejemplos que ilustran la Definicién 2.6.

Ejemplo 2.7 Sean ng,1, ... una sucesion de variables aleatorias discretas e
independientes con E[|n,|] < oo paran=0,1,..., y sea

Yo=n0+ ..+ M-

Claramente, E[|Y,|] < oo.

Por otro lado, observemos que Yoy1 = Yo + Nuy. Ahore, aplicando el
Teorema 1.22 b) y por la independencia de las variables aleatorias m;’s se
tiene

E[Yn+l l Tins ---,T?D] = E[Yn I My ---,7?01 + E[Wn+1 I Tins "':”0]
= Yo + Eltpns]

St E[n,] = 0 para todo n, entonces {Y, : n = 0,1, ...} es una martingala
respecto a {n, : n = 0,1,...}. Si ahora tomamos E[n,] > 0 para cada n =
0,1, ..., entonces es claro que {Y, : n = 0,1, ...} es una submartingala respecto
a{n:n=20,1,...}, ¥ st E[n.] <0 para todo n, entonces {Y,:n =0,1,...}
es una supermartingala respecto a {n, : n=0,1,...}.

Ejemplo 2.8 .
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a) Sean o, M, ... variables aleatorias discretas, independientes, con E{|n.|} <
00, tales que E[n,) = 0 y var[n,] = E[n2] = 0} < oo paran = 0,1, ...
Definamos '

Sn. = SG + My + 7,

donde Sg es una constante, y sea

k113
Uy = E o‘f
i=1

la varignza de S,. Entonces, el proceso {Y, : n = 0,1,...} donde
Y, = 8% — v,, es una martingala respecto o {Sp, : n = 0,1,..}. En
efecto, primero observemos que E[SZ] < oo, n > 0. Luego,

El|Yal} = E{|S} — va[]

..

< E[S2} + vn < 00.

Por otra parte tenemos
Yn.+1 - Yn. = (Sn + nn+l)2 - 872;, - (Un+1 - vn.)
= (Sn+ "?n+1)2 - 8121 - ‘7721+1

= My p1Sn + Tog1 — Oy

Ademds, por el Teorema 1.22 b)
’1* E[273415: | Sny -y So) = ZSnE[nn+1 | Sny -y So} = 25nB[ay1] =0 c.s.

B pues la independencia de las variables aleatorias n;’s implica que Mp+1
es independiente de Sy, ..., . De agqui y aplicando el hecho de que
E[nZ, ] = o%,,, se tiene que '

| Eln?,, — 0211 | SnnSoj=0 cs

Por tanto

E[Yni1 — Yo | Sy ooy So] = E[200415n + 7ag1 — Oar1 | Sny-s Sof
= E[2nn+lsn | Sm ---:SU] + E[T}fﬂ-l - 0'72;,+1 l Sm sy SO]
=0 cs,

lo cual significa que {Y, : n = 0,1,..} es una martingala respecto a
{S,:n=0,1,..}
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b) Continuando con el ejemplo anterior, definamos ahora
T;t = Srzq,;
entonces, por la independencia de ;s y b) del Teorema 1.22

E{T;H-l ' Thes ---:770] = EI(SH + ﬂn+l)2 I s -'-:"70]
= E[S2 +28utn 1 + Moy | My ]
= 5121 + 25, E i1 | ms ey Th] E[nﬁﬂl
=Tn+ Eltny] 2 T

Por lo tanto, el proceso {1, : n =0, 1,...} es una submartingala respecto
a{n, :n=01,.}
Ejemplo 2.9 Sean &y, &y, ... variables aleatorias independienies e idénticamente
distribuidas tales que

1
2

Plea=1]=Plea= -1} =
y definamos
Sn=%&+ ---+£n-

Entonces {Y, :n =0,1,...}, donde Y, = SZ — n, es una martingala respecto
a{tn:n=0/1,..}. En efecto, como

‘Sﬂ[ = '50 + wen + 5’3’1[ _<_, l(f(]l + - + l£n| =T + 1, C.8.
se sigue que

B, =E[|S2-n|} <ESH+n< (n+1)*+n < oo

Ahora, puesto que S2,, = £2,1 + 26ns15n + S2 y buy es independiente de
o, ..., En, tenemos

E[S2,1 1 €mr-rfo] = EIE21 | & o)  2Blns1Su | ny o &l + EIS2 | £y s ) r

= E]| 3+1] + 25, Elfnia) + 82 ‘
=1+52,

esto implica que

E[YVH-I [ 671) -'-:‘gU] = E[Si -—n-—-1 [ ‘571’ "‘}{0]
=5 -n=Y,,

por {o que {¥,:n=0,1,..} es una martingala respecto a {& :n = 0,1, .}
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A continuacién veremos algunos resultados que resumen las principales
propiedades de las martingalas.

Proposicién 2.10 Sea Y = {Y,: n=0,1,...} una martingala con respecto
e X={X.:n=0,1,..}, entonces:

a) ElYoim | Xn,-, Xo) =Y, c.s. para todo n,m > 0.
b) E[Y.] = E[Yos] para todo n.

Demaostracion.

a} Sean Z1 = (Xp, ..., X,) ¥y Z2 = (Xat1,..-s Xn4m—-1). Por el Teorema
1.23 y el hecho de que Y es martingala, tenemos

E[Yn+m | Xn: ...,Xo] - E[E[Yﬂ+m I Xn-i—m-—].a ...Xn, ...,Xg] I Xn; ...,Xo]
= E[Yn+m—1 I Xm '--:XO]':

e iterando, se obtiene el resultado.

b) Este resultado se sigue directamente de a) y la propiedad de la doble
esperanza, pues

E[Ya] = E(E[Y, | X\]] = B[V,

]

Observemos que si Y es una submartingala con respecto a X, entonces de
Ja demostracién de la Proposicién 2.10 podemos concluir que E[Y,] > E{Yql,
y similarmente si Y es una supermartingala con respecto a X, F[Y,] < E[Ys]
para todo n.

Antes de continuar con las propiedades de las martingalas veamos la
siguiente definicién: b

Definicién 2.11 Sea 7 una variable aleatoria positiva que toma valores en
el conjunto {0,1,...} U{co}. Decimos que 7 es un tiempo de paro respecto
al proceso Y = {Y, : n=0,1,...} si el evento [T = n| es determinado por las
variables aleatorias Yo, ..., Y.




Intuitivamente podemos decir que una variable aleatoria T con rango
{0,1,...} U{oo} es un tiempo de paro respecto al proceso {¥, :n =0,1,..},
si la ocurrencia (6 no ocurrencia) del evento “paramos al tiempo n” se puede
determinar observando los valores del proceso hasta el tiempo n, es decir,
observando los valores de Yg, ..., Y,

Ejemplo 2.12 Sea {Y,, : n = 0,1,...} un proceso discreto y [a,b] C R.
Entonces
7, = min{n : ¥, € [a,b]}

es un tiempo de paro. En efecto, es suficiente observar que para cada n,
podemos escribir el evento “paramos al tiempo n”, {1, = n], como

[ =n} =¥ & [a,b]] N ... N [Yaos & [a,B)] N[Y, € [a,b]].

Por lo tanto, la ocurrencia de los eventos del lado derecho de la igualdad la
podemos determinar observando el proceso hasta el tiempo n.

En particular, para el proceso {5, : n = 0,1, ...} donde S, estd dada por
(2.2), se tiene que

V, = min{n : S, =y}, (2.6)

es un tiempo de paro para cada y € R. Ademds, en este caso V, representa
el primer tiempo en que la fortuna S, ha alcanzado la cantidad y.

Es por esto que en el problema de apuestas sucesivas, un tiempo de paro
es la variable aleatoria que podria representar el nomento en que termina el
juego, digamos el primer tiempo en que la fortuna acumulada llega a cierta
cantidad especifica como puede ser la ruina, o mds en general, el primer
tiempo en que la fortuna tome valores fiiera de un rango.

Sea 7 un tiempo de paro respecto a un proceso {Y, : n = 0,1,..}, y
definamos la variable aleatoria 7 A n como

T An:=min{r,n}.

Al proceso {Yin, : 1 =0,1,...} definido por

Y, sin<rT
YT/\TL = .
Y. sin>r71

se le conoce como proceso de paro. Una propiedad importante de este proceso
la establece el siguiente resultado.
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Proposicién 2.13 Sea 7 un tiempo de paro respecto a {Y,:n =0,1,...}.

a) Si {Yn:n=0,1,..} es una martingala, entonces {Yran :n =0,1,...}
también es una martingala;

b) 8i {Yn : n = 0,1,..} es una submartingala, entonces {Yopn 1 n =
0,1,...} es una submartingala;

c) Si {Yp :n=01, ...} es una supermartingala, entonces {Yian 1 1 =
0,1,...} es una supermartingala.

Demostracién. Probaremos primero que {Yran 1 n = 0,1, ..} es una
martingala, es decir, E|Yranll < 00 ¥ ElYonn | Yoage1)s-onYoni] =
Y-r/\(n——l) c.8. -

Primero observemos que E[[Yranl] < 0o pues {Yn:n =0,1,..} es mar-
tingala. Sea

L= 1 sin<T
"V 0 sin>T

es decir, 1, es 1 si no hemos parado después de haber observado Y, vy Y1
Entonces

Yian = TA(n-1) + 1n(Yn -Y, —-1)1 (27)

pues sin < T entonces Yirn = Yo, Yeano) = Yn1 ¥ 1, = 1; ahorg, 5in > T,

entonces Yram—1) = Yran = Y.
Por otro lado, de (2.7), usando el hecho de que Yran-1) ¥ Ln estdn deter-
minadas por Y1,..Ya1 y de que {Y,} es una martingala,
E[YT,\n | Y, —1, ...,YI] = E[Y-{/\(n_l) + ]-n(Yn -Y, _.1) l Y, ~13 ,K]
= Yra(n-1) + lnE[Yn -Y, —~1 1 Yn—l, "'7Y1]

TA(n—1}

Ahora, si conocemos los valores de Yi,..Yn.1, entonces cONOCeEmos tam-
bién los valores de Yyny, ...Yoa—1)- For lo tanto, usando el Teorema 1.23 y

la relacidn (2.7)

E[YT/\n ‘ YTA{n——l)1 cery YTAI] = E[E[YTAﬂ | YT."\(n—l)'n vy Y‘r.’\layn_la ---:YI] l Yr!\(n-l)’ sy
= E[EVynn | Yact, s Y1) | Yea@o1), - Yoaa]
= E[YT/\(n—l) i Y‘r!\(n—l)} "'1Y‘1'-"\1] = YTI'\(TL——].).I
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de aqui que {Yran : n=0,1,...} es una martingala. Los resultados b) y c) se
prueban andlogamente o la parte a). ®

La Proposicion 2.13 nos dice que es imposible convertir un juego justo en
un juego no justo; un juego favorable en uno desfavorable; y uno desfavorable
en uno favorable, sin importar el criterio que se haya decidido para parar de
jugar.

2.4 Martingalas y Cadenas de Markov

El hecho de que un proceso estocéstico sea una martingala nos lleva a obtener
conclusiones y resultados interesantes como veremos en el siguiente capitulo.
Sin embargo, muchos de los procesos importantes carecen de esta propiedad,
como por ejempla {S, :n=0,1,..} si p # 1 (ver Proposicién 2.5 ).

Bajo estas circunstancias, lo que se buscarfa es una transformacién del
proceso cuyo resultado sea una martingala, de tal forma que los resultados
que se tienen de este nuevo proceso nos permita obtener conclusiones im-
portanes del proceso original. Es decir, si {X,, : n = 0,1,...} es un proceso
estocastico, nuestro problema es encontrar una funcién h tal que el proceso
{h{(X,) : n=10,1,...} resulte ser una martingala.

Desafortunadamente la existencia de dicha transformacion solo se puede
garantizar para las cadenas de Markov, como lo muestra el siguiente resulta-
do.

Proposicién 2.14 Sea X = {X, : n = 0,1,...} una cadena de Markov
homogénea en el tiempo con probabilidades de transicién p,,y, =,y € {0,1,...},
y sea h una funcidn del estado  tal que

o0

h{z) = ey (). (2.8)
y=0

Entonces el proceso {M, : n =0,1, ..4.__}”___d_onde M, = h(X,), es una martin-
gala respecto a X. R
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Demostracion. Este resultado se sigue de la propiedad de Markov, pues

E[Mn+1 | Xn =%, Xn1=Tp_1,..., Xo = 320]
= E[h(Xn+1) | X-n, = (L',X 1y eeey XD = CBU]

= Elh(Xns1) | Xn=a] = > payh(y) = h(x).

y=0

De aqui que

i

E[Mn+1 | Xn-;Xn—I: reey Xo] - h(Xn) Mn.

Como observamos en la seccién anterior, el proceso {S, : n = 0,1, ...}
donde S,, representa la fortuna acumulada durante el juego hasta el tiempo
. n, no es, en general, una martingala. Sin embargo, como veremos a conti-
nuacién, podemos transformar el proceso {S, : n = 0,1,...} a una martingala
en el caso donde p # 3, usando la Proposicién 2.14. Para esto y por sim-
plificacién de calculos, supondremos que el jugador aplica la estrategia del
Ejemplo 2.2, donde el jugador apuesta una unidad en cada jugada..

Ejemplo 2.15 Consideremos el juego de apuestas sucesivas del Ejemplo 2.2
con ¢ = 1. En este caso tenemos

1 -
Sps1 =S+ ZZ}- =8, + Zpy1 poran=01,...

i=1

Se vid en el Ejemplo 1.28 que el proceso {S, : n=0,1,...} es una cadena de
Markov con probabilidad de transicion

Doy = PlZy =y — x]. : (2.9)

Ahora, tomando

36




donde p = P|Z, = 1], n € N y aplicando (2.9), se tiene

o (57 - Zri a4 ()

)

, Sn
Es decir, la funcidn h satisface (2.8), y por lo tanto, el proceso {(1—;13) :

n=0,1,..} es una martingala respecto a {S, : n=0,1,...}.
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Capitulo 3

Teorema de Paro Opcional y
Convergencia de Martingalas

3.1 Introduccién

Concluimos €l trabajo presentando dos resultados clasicos en teoria de mar-
tingalas: el Teorema de Paro Opcional para Martingalas Acotadas y el Teo-
rema de Convergencia para Martingalas.

Presentaremos algunos ejemplos en los cuales se pondrd énfasis en la

importancia de ambos resultados en las aplicaciones.

3.2 Teorema de Paro Opcional

Teorema 3.1 Teorema de paro opcional para martingalas acotadas. Sean
{Y, : n = 0,1,..} una martingala respecto a {X, : n = 0,1,..} y7 un
tiempo de paro respecto a {X, :n = 0,1,...} con Plt < oo] = 1. §i existe
una constante K tal que |Yranl < K c.5. para todo n, entonces

EY;] = E[Yy).

Demostracién. De la Proposicién 2.13 tenemos que {Y;p, : n = 0,1, ...}
es una martingala, y por lo tanto, de la Proposicién 2.10,

E[Y:an) = E[Yo] para todo n.
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Ademas, de la condicién |Y;an| € K cs. para todo n, tenemos que
|Y;] £ K c.s. por lo tanto

|E[Yo] — EfYr]) = [E{Yran] — B{Y:]]

< ‘E[(Ymn - Yf)l[wn]“ + IE[(YTAn - Yr)llfsn]”
< 2KP|t > nl.

Tomando limite cuando n — o0 en esta expresion, y usando la hipdtesis
Plr < o0] = 1, llegamos a que |E[Ys] — E[Y;]| = 0, lo cual implica que
E[Yy) = E[Y:] =

Fi hecho de que una martingala modele un juego justo nos hace pen-
sar que nuestra fortuna no se vera incrementada sustancialmente durante
el juego, independientemente del criterio que se utilize para dejar de jugar.
Observemos que esta propiedad de las martingalas la establece el Teorema
3.1

Ejemplo 3.2 Supongamos que en un juego de apuestas sucestvas un jugador
sigue la estrategia del Fjemplo 2.2 con-e¢ = 1, es decir, que en cado turno
apuesta siempre una unidad. Sea p = P[Z, = 1), n € N y S, la fortuna
acumulada hasta la n—ésima jugada definida en (2.3). Supondremos ademds
que la fortuna inicial del jugador es Sy = x. El objetivo es calcular la pro-
babilidad de que el jugador incremente su fortuna o cierta cantidad D” entes
de que disminuya a cierta cantidad “a”. El caso a = 0 se le conoce como
problema de la ruina del jugador. '

En términos del tiempo de paro V, definido en (2.6), lo que queremos
calcular es P,V < V], donde = € (a,b), a, b, niimeros enteros no negativos
y Po(-) := P[ | So = z]. Este cdiculo se deriva de una simple aplicacion del
Teorema 8.1, considerando el tiempo de paro V = min{n > 0: S, ¢ (a,b)}
y usando el hecho de que los eventos [Sy = b] y [V, < V.| son equivalentes,
implica que

R[Sy = b = B,[V; < Vi), (3.1)

Para esto, primero veamos que FPr[V < ool = 1. En efecto, independien-
temente del valor de la fortuna inicial Sy = z, eriste una trayectoria con
probabilidad positiva (so, ..., Sp—a, ...} del proceso {S, : n = 0,1,...} tal que
St—a & (a,b), lo cual implica que PlSp—a ¢ (a,b)] > 0. Por lo tanto, existe
k>0 tal que Pp[V < k] 2 v > 0, lo cual implica que P,[V > k] <1 —4.
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Ahora aplicando el hecho de que {S, :n=0,1,...} es una cadena de Markov
(ver Ejemplo(2.15)) se puede ver que Pp{V > 2k] < (1 — v)%. En general
tendremos (ver, e.g.[5])

PV > nk]l <(1—~)* para todon > 1.

Haciendo n — oo en esta expresion llegamos a que PV < oo] = 1.
Como se mostrd en la Proposicion 2.5, solo cuando p = % el proceso { S, :
n=20,1,..} es una martingala. En este sentido, el cdlculo de P;[V, < V] lo
| haremos en dos partes:
a) Consideremos primero el caso p = 3. Es claro que Syan € [a,b] para
todo n > 0, y por lo tanto {Svan : n = 0,1,...} es una martingala
acotada. Ademds, por el hecho de que &np1(Zg, ..., Zn) = 1 (es decir,
}m la fortuna solo puede incrementar o disminuir en und unidad), Sv €

{a,b}. Entonces, del Teorema 3.1 se sigue que

W@ = Ey[So] = FalSv] = aPu[Sy = ol + bR, {Sy = 1)

. donde E.['] := E,[- | So = z], es decir, E;[] es el operador esperanza
!E!! correspondiente a la probabilidad Pi(-). Ahora, como F,[Sy = a] =
1 — P,[Sy = b, tenemos

T =(1+(b"—a)Px[Sv = b]

Finalmente, por (3.1) concluimos —— —-—--

r—a

b—a '

PV < V= Yz € (a,b).

b) Sip # 5, {Sn : n = 0,1,..} no es una martingala. Sin embargo,
por el Ejemplo(2.15), {h(S,) : n = 0,1,...} es una martingala donde

‘ ¥

: h(y) = (1—;»’-’) . Atin mas, como Syan € [6,b] para todo n > 0, entonces
{h{Svan) : n=0,1,...} es una martingala acotada, y por lo tanto, del
Teorema 3.1

B, (h(Sy)) = Ex[r(S0)) = E [(Lﬂ)s] -(58)

p p
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Por otro lado, siguiendo argumentos similares al caso p = %, tenemos

Ex[h(Sy)] = h{a)PafSy = o + h(b) P2[Sy = b]

=(L;£) Pw[Sywa-i—( - ) ACYR a
- (=2) s pise =i {( p) -(=2) }

por tanto

3.3 Teorema de Convergencia de Martingalas

Antes de establecer el teorema, primero veamos algunas definiciones y resul-
tados. ’

Definicién 3.3 Sean X, X5, ..., X variables aﬂeatbrias definidas en el mis-
me espacio de probabilidad. Decimos que X, converge a X en L?, si
E[|X, — X{*] = 0 cuando n — co.

Lema de Fatou St {Y, :n =0,1,...} es una sucesion de variables aleato-
rias tales que Y, > Y c.5. para todo n y alguna variable gleatoria Y
tal que E[IY|] < oo, entonces

Flliminf Y,] < liminf £{Y,].

Designaldad de Doob-Kolmogorov Si {Y, : n = 1,2,...} es una mar-
tingala respecto a {X, :n=1,2,...}, entonces

1
Plmax Y] > €} < EQE[Y,?] para £ > 0.

1<i<n
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Demostracion. Sean

Ay=8
Ar=[Y1| <&, .., |Yi| <€} parak=1,2,
By = Ak-1 O [[Ye| 2 €],

n
observemos que |JB; = [max |Y;| > €], y ademsis
i=1 lgign

Ak U Bk = [|Y1| <Ey .y ka—ll <E |chl < E] U ““I <E .y IYk—ll <E&, IYk! Z E]
= (Axs N 1% <€) U (A1 0 [IYe] > €]
— Ay, k=1,2,...

Por lo tanto

k
AU (| JBi) = AU B, U...U B

=1
= A 1 UBU...UBr_4
= A2 UBU...UBr_4
=.=AUB
=[] <elU (4o N[N] 2 €])
= [l <eJu@n[r] > €])
=[Yi| <eu[] 2] =9

ademds, ésta es una unién ajena. En efecto, es claro que B; N B; = @ si

i # 7,y como Ay NB; = @ para cada 1 < k, se sigue que en efecto, para cada
k=1,2,.. se tiene

AN (| JB) = (A NB)U..U(ANB) =2

i=1
Asi, de lo anterior tenemos,

B = BV} - La) + BYZ 15 )

— E[Y? 14]+ ZE Y2 1p] > ZE[W 1z,

i=1 fa=]
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por ser Y2 > 0.
Por otro lado, para cada i = 1,...,n,

E[Y? 1g)= B((Yo~ Y + Y)*- 15]
— Bl(Ya — Yo 5] + 2B{(Y, — Yo)Yi - 18] + BV - 1),
Notemos que
E[(Y,-Y)*-1g] 20, i=1,.,n
Ademids,
E[Y? 1p] > Ele? - 15 = e2E[lg) = €*P|B)), i=1,..,n
Ahora, aplicando a) y b) del Teorema 1.22

B{(Ya - Y¥; - 15,] = BE[(Ya - Y)Y - 15, | X, .. Xi])
= ElY; - 15,E((Yo - Yi) | Xi, ... X1]]
=0.
Esto tltimo se debe a que por a) en el Teorema 2.10, EY, | X;,.. X3 = Y]

y BE[Y:; | Xi,..Xi] =Y, parat=1,...,n.
Por lo tanto,

E?) > 3 2 P(B).

i=1

n
Finalmente como | B; = [ll‘éllagc 1Yl > €], se sigue que
S ey 1)

=1

y; 2 1= 22 )
E[Y?] 2 ) e*P[Bi] = &' Plmax Y| z €].

i=1

Teorema 3.4 Teorema de convergencia de martingalas. Si{Y,:n=1,2,..}
es una martingala respecto a {X, : n = 1,2,...} tal que E[Y,] < M <
para algin M y todo n, entonces existe una variable aleatoria Y tal que Y,
converge a Y casi sequramente y en L2
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Demostracién. Mostremos primero que {E[Y?] : n = 1,2,...} es una
sucesién convergente. Para esto, observemos que

EYm(Yian — Yn)| = ElYnElYmimn — Ym | Xm, . X5}} =0, m,n>1
ya que por a) de la Proposicién 2.10
ElYonin | Xm, . X1] =Y, cs..
| Ademas,
I BIY2,,) = E[Y2] + Bl(Ymin — Yo%, (3.2)
pues

E[Yni] + E[(Ym+n - Ym)z] = E[Yn?z] + E[Yri+n - 2Ym+nYm + Yrrza]
=E [Yni+n] +E [Yn?:. ~ 2o + Yrrzx]
= E[Y2 |+ E[2Y;2 — 2Y,,, . Y,,]
= E{Yﬂ%-i; -2F [Ym+nYm - Yn21.]
= E[Yr?s+n] + 2E[Yn (Yoin — Yau))]
=K [YT?I-I-‘H]‘ ‘

Por lo tanto,
E[Y2,. > E[Y2] para cada n.

l Se sigue que {E[Y;]] : n = 1,2,...} es una sucesién no decreciente y aco-
1K tada por M (por hipétesis), por lo tanto {E[Y2] : n = 1,2,...} converge.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

E[Y} - M cuandon - co. | (3.3)

Enseguida mostraremos que la sucesién {Y,(w) : n = 1,2, ...} converge casi
seguramente. Para ésto probaremos que el conjunto de puntos donde la
sucesién es de Cauchy tiene probabilidad 1.

Sea

1 C = {we Q: {Y,{w)} es de Cauchy }.
‘ Entonces

C = {w € Q: para cada € > 0, 3Im(e,w) tal que |Yipi — Yoous] (W) < € Vi, 5 > 1},
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Por la desigualdad del tridngulo - -~
Yoari — Ymail € Wi — Yol + [Yias — Y|, cs.
asi que

C = {w € Q : para cada € > 0,3m tal que |V — Yl (w) < e Vi > 1}
= ﬂU{IYm+i - Y| < € para todo ¢ > 1}.

ex0dm

Por lo tanto el complemento de C se debe expresar como

co= Uﬂ{lYmH — Y| 2 € para algiin ¢ > 1},

e>0m

o bien,

C° = UﬂAm(s),

e>0m

donde A, (€) = [|Yinii — Y| > € para algiin i > 1]
Ahora, observemos que

An(€) € Amle) st e2¢,
por lo que

P = i P YAn(@) < Jim fim PlAn(c)
Probaremos que P|{C®] = 0. Para esto es suficiente mostrar que P{A,,(e)] —
0 cuando m — oc para todo £ > 0. Es aqui donde usaremos la Desigualdad
de Doob-Kolmogorov.
Para m fijo, definamos la sucesién {5, : n=1,2,...} como S, = Yiin —
Y,,. Observemos que {S, : n = 1,2,...} es una martingala respecto a si
misma, ya que por a) en Proposicién 2.10

E[Sni1 | Xominy -y X1] = EYamint1 = Yo | Xy oery X1
= BVttt | Xotny ooor X2 = EYin | Xompry ooy Xi]

= I'min —Ym = S'n,-
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De aqui y (1.23) tenemos

E[Su1 | Suy s 81 = EBlSnit | Xty ooy X1] | Sy 81)
= E[Sn I Sn, ...,S]_] == Sn'

Aplicando entoces la Desigualdad de Doob-Kolmogorov a esta martingala
tenemos

!
Pl|Yppi — Yl > e paraalginl <i<n| < EEE[(YmJ,n —Ya)?.
Haciendo n — oo y usando las ecuaciones (3.2) y (3.3)se tiene
1
PlAn(e)] < 5(M - E[¥2)

y por tanto P[A,(g)] — 0 cuando m — oc.

Con esto hemos probado que {Y,(w) : n = 1,2, ...} es Cauchy convergente
en C, por lo tanto existe una variable aleatoria Y tal que ¥, <3 Y.

Por otra parte, probar que Y,, converge a ¥ en L? se sigue directamente
del Lema de Fatou y las ecuaciones (3.2) y (3.3):

E((Y,-Y) = Etim inf(¥,, - Yn)? < lim inf (Y, — Yin)?

= M - E[Y;?] = 0 cuando n — oo0.

Ejemplo 3.5 Recordemos el Ejemplo 1.29. Encontramos que existe una ca-
dena de Markov {X, : n = 0,1,...} que toma valores en {0,1,..., N} con
probabilidades de transicion dadas por

me G @R e

Observemos que por la propiedad de Markov

E[Xn+1 l Xn = T, “'1X0 = 3:0] = E[XTI-+1 ’ X‘n. = :rn]’
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y ademdsEntonces por la propiedad de Markov y (3.4)

N N
E[Xpi1 | X, =10) = ij-v[xnf1 =J | Xn=2a] =Y jPs,;

S (G 0-%)"
- (3) ==

N ' : .
PUES Z(Jj ) (%Vﬂ)g (1 — -I-A!})NWJ es la expresion para la esperanza de una va-
3=0

riable aleatoria con distribucidn binomial con pardmetros N y . De aqui
que {X,:n=0,1,..} es una martingala.

Por otro lado, como E[X? < N? < oo, del Teorema 3.4 se sigue que
existe X tal que '

X, =X,
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