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Introduccidén

Los sistemas dindmicos sobre superficies aparecen en varios problemas de
fisica-matemética, mecanica clasica, hidrodindmica, etcétera. El proposito de
este trabajo es estudiar algunos aspectos tedricos del problema de clasificacién
de sistemas dinamicos sobre superficies, usando herramientas de Geometria
Diferencial, Topologia y Teoria de Grupos.

Tal teoria ha sido estudiada por muchos matematicos importantes tales como
Poincaré, Bendixon, Denjoy, Stepanov, Neminsky, Kolmogorov v Sinai, entre
otros.

" Este trabajo tiene dos objetivos principales. El primero de ellos consiste en
presentar una introduccién a la Teoria de Sistemas Dindmicos sobre superficies
cociente, y el segundo en establecer y demostrar el Teorema de Rectificacion
Global en el plano y en superficies cociente tales como el toro v la botella de
Klein.

Un sistema dinamico en el plano se puede definir como un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias; para definir un sistema dinémico en una
superficie necesitamos hacer uso de nociones como campo vectorial y flujo
sobre superficies. En general, el flujo en una superficie se puede definir como
solucion a un sistema de ecuaciones diferenciales sélo localmente (en una
vecindad de un punto). La razén de esto es que una superficie no tiene
coordenadas globales en general. Asi, para estudiar un sistema dindmico en
superficies necesitamos usar las herramientas del calculo en variedades.

Existe una clase especial de superficies, llamadas superficies cociente, en las
cuales no es necesario el cdlculo en variedades. El estudio de sistemas
dinamicos en tales superficies se puede reducir a sistemas dinamicos en el
plano con ciertas condiciones especificas. Esta linea de estudio es la que
seguiremos a lo largo del texto.

Hemos dividido el trabajo en dos partes, a saber, Geometria Diferencial y
Sistemas Dinamicos.

Los primeros tres capitulos estin dedicados a la parte de Geometria
Diferencial, abarcando los conceptos y herramientas necesarios que se utilizan a
lo largo de los tres ultimos capitulos.

En el primer capitulo se da una introduccion elemental a la teoria de grupos.
En particular, discutimos las acciones de grupos en el plano para definir
espacios cociente de la forma R¥T, tales como el cilindro, la banda de Mobius
infinita, el ioro y la botella de Klein. El resultado principal de este capitulo
establece que tales espacios cociente son los Unicos espacios que se pueden



obtener cuando la accion satisface cierta propiedad (Proposicién 1.1 y Corolario
1.2).

En el segundo capitulo se estudian los espacios definidos en el Capitulo 1, en
donde el Teorema 2.1 establece la existencia de una estructura diferenciable
para tales espacios y entonces son considerados como variedades
diferenciables. Ademas, se proporciona una introduccion elemental al estudio
del Grupo Fundamental, que en el caso de una superficie cociente R¥T resulta

ser precisamente el grupo I

El capitulo tercero da una introduccion al calculo en el plano y superficies
cociente, que necesitamos para ¢l estudio de sistemas dinamicos. Se dedica gran
parte del capitulo al estudio de campos vectoriales, métricas y medidas
Riemannianas. Especialmente nos interesamos en sistemas dindmicos con
medidas invariantes, los cuales aparecen en varios problemas de mecénica
clasica y teoria ergodica, ver por ejemplo [1,15]. Para tales sistemas en el caso
del plano, toro y botella de Klein obtenemos algunos resultados relevantes para
sistemas conservativos y Hamiltonianos (ver proposiciones 3.4, 3.6y 3.7)

La parte de Sistemas Dinamicos, la cual consta de los capitulos 4, 5 y 6, estd
dedicada al estudio del problema de formas normales para sistemas dindmicos,
es decir, encontrar un cambio suave de coordenadas (difeomorfismo) que
transforma un sistema en otro sistema con una estructura més "simple". En este
sentido obtenemos algunas versiones globales del Teorema de Rectificacion en
el plano, en el Toro y en la botella de Klein.

En el Capitulo 4 se di una demostracion completa del Teorema de
Rectificacion Global en el plano (Teorema 4.1), en términos de una nocidn
topolégica de los sistemas dinamicos, llamada espacio de orbitas, la cual es
estudiada al inicio del capitulo. Se dan algunas aplicaciones de este teorema a
sistemas conservativos y Hamiltonianos, y se establecen algunos criterios de
equivalencia para campos vectoriales suaves y sin puntos criticos. Los
principales resultados de este capitulo se pueden encontrar también en [8].

El resultado principal del Capitulo 5 es el Teorema 5.1, el cual establece que
un sistema dindmico en el toro sin puntos criticos y con una medida invariante
es equivalente a un sistema canénico cuyas 6rbitas son proyecciones de rectas
en el plano. Ademas, discutimos un tipo de trayectorias en el toro, las cuales
tienen la propiedad de ser densas en el toro. En la teoria de sistemas
Hamiltonianos, tales trayectorias se conocen como trayectorias casi periddicas,
ver [3]. Este teorema aparece por primera vez ¢n un trabajo de Kolmogorov [13]
(ver [1,15], para otras formulaciones). Para la demostracion de este teorema
usamos resultados e ideas del Capitulo 4.




En el Capitulo 6 se estable el Teorema 6.1, resultado andlogo al Teorema 5.1
del Capitulo 5. En particular, se demuestra que todas las trayectorias de un
sistema dinimico en la botella de Klein, sin puntos criticos y con una medida
invariante, son trayectorias periodicas. Ademas, la forma en que se presenta tal
resultado es poco comin en la literatura de sistemas dindmicos. (ver [4,11], para
mis informacion de la teoria cualitativa general para sistemas dindmicos en la
botella de Klein)

Por ultimo, cabe mencionar que el mismo método de estudio que seguimos en
este trabajo para el toro y la botella de Klein puede aplicarse a otras superficies
cociente, como por ejemplo, el cilindro y banda de Mobius infinita.
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Capitulo 1

Grupos discretos de
transformaciones en el plano y
espacios cociente

1.1 Definiciones y conceptos bdsicos.

En esta seccién introduciremos algunos conceptos que nos serdn de utilidad
mds adelante. Empezaremos recordando alguna terminologia de Teoria de
Grupos, necesaria para el desarrollo de este trabajo.

Grupos. Sea G un conjunto no vacfo y * : G X G — G una operacién

binaria. Decimos que la pareja (G, *) es un grupo si satisface los siguientes
axiomas:
Asocitividad. Para cada g1, 92,93 € G, se tiene (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3),
FEristencia de elemento identidad. Existe e € G, tal que gxe = exg =g
para todo g € (G; el elemento e € G es llamado el elemento identidad de G.
Eristencia de inverso. Para cada elemento g € G, existe g7! € G tal que
grgl=glxg=e »

Cuando no haya riesgo de confusién escribiremos g,1g9 en lugar de g; * g2
y denotaremos por G al grupo (G, *).

En el caso de que g1g2 = 929 para cada ¢1,9; € G, se dice que el grupo

G es comnutativo.
Introducimos la siguiente notacién. Decimos que un grupo G es generado

por los elementos g1, ..., gm st cada elemento g € G se puede escribir como
g = g3 gir, My, € Z. Lo cual denotamos como G = (g1, ..., gm)-




Cuando G es generado por un solo elemento g1, G = (g;), decimos que G es
un grupo ciclico.

Obsérvese que todo grupo ciclico es comnutativo.

Por ejemplo, la pareja (Z, +), donde Z denota el conjunto de los enteros
y + la suma usual, es un grupo; ademds Z = (1), por lo tanto (Z,+) es
un grupo ciclico. También (R — {0},), donde R ~ {0} es el conjunto de los

. niimeros reales distintos de 0 y - el producto usual, forma un grupo bajo la
multiplicacién; sin embargo, este grupo no es ciclico. ’

Grupos discretos. Decimos que un grupo (G, x), es un grupe discreto
si el conjunto G es a lo m4s numerable.

Por ejemplo, €l conjunto Z3 = {1, —1} con la multiplicacién y el grupo
(Z,+) son grupos discretos. Podemos tomar también el producto cartesiano
de Z con Z, que se denota por Z x Z. Este conjunto es numerable y, si
definimos la “suma” + en Z x Z por.

+: ((mllnl)r(m%nﬂ)) — (ml + M2, N +n2):

entonces (Z x Z,+) es un grupo discreto, llamado “suma directa” de Z con

Z, y denotado por Z @ Z.
Acciones de grupos. Sea G un grupo y M un conjunto {no vacfo), se
dice que G actia sobre M si existe una funcién 8 : G x M — M tal que:

(i) Sie es el elemento identidad de G, entonces

0(e,z) =z paratodoz € M.

(#1) Siq,g € G, entonces

8(g1,0(g2,7)) = 0{g192,2) paratodoz € M.

Para facilitar la notacién, escribiremos gz en lugar de 8 (g, z); asf, pode-

mos escribir () como g1(gaT) = (g192)2-
Si para cada g € G definimos 8, : M — M por

def
entonces las condiciones anteriores se pueden escribir de la siguiente manera:

(i') Si e es el elemento identidad en G, entonces 8, = idy (la funcién
identidad en M).




. (#) Sigi,92 € G, entonces 8, 08, = 8,,,,.

Obsérvese que 05-1 = (0,)77, ya que -1 08, = 0,-1, = 8, = idy. De
donde se sigue que 8§, es biyectiva con inversa 8,-1.

Si G es un grupo que actia sobre un subconjunto A C M, denotaremos
por GA al conjunto {ga | g€ G y a € A}.

La G—drbita de = € M es el conjunto Gz & G{z}. Si Gz = z, entonces
T es un punto fijo de G; si Gz = M, para algiin z, entonces G se dice ser
transitivo sobre M. En este caso Gx = M para todo z. Por ejemplo, el
grupo aditivo G = (Z,+) es transitivo sobre M = Z, donde la accién esta
dada por la suma usual de enetros, § (g,2) =g+ x .

Denotaremos por M/G al conjunto de todas las G—drbitas de M. Tal
conjunto es llamado el espacio cociente. Sea h: M — M /G, definida por

z — h(z) = Gz,

esto es, h envia puntos de M a su correspondiente G—drbita. Tal funcién es
Hamada la proyeccidn natural de M en M/G. Obsérvese que h siempre es
sobreyectiva, pero no necesariamente inyectiva. Por ejemplo, sea G = (Z, +)
y M =R, donde 6(g,z) = g + = (suma usual). La proyeccién natural est4
dada por

zr—hz)=c+Z={z+2]|z€Z},

la cual no es inyectiva.

Cuando M es un espacio topolégico, la proyeccién natural induce la
topologfa cociente en M/G, es decir, un conjunto W C M/G es abierto
sl y sélo si la imagen inversa de W, h™' (W), es abierto en M. Asf, M/G es
un espacio topoldgico, con la topologia cociente inducida por 4 y la topologfa
de M.

Diremos que una accién & es continua si para cada g € G, la funcién 6,
satisface las siguientes propiedades:

* #, es continua,
e §, es biyectiva y,

e (8,)7" es continua.




‘En este trabajo sélo consideraremos acciones continuas.

~Obsérvese que el conjunto {f; | g € G} forma un grupo bajo la composi-
cién de funciones, donde el elemento identidad es 8, y el elemento inverso de
Bg ‘es precisamente 1.

= Accién libre. En el caso cuando la accién de un grupo G sobre un
conjunto M satisfaga la siguiente propiedad:

e si gz =z, para algin T € M, entonces g = e,

 diremos que la accién es una accidn libre.

Esta condicién implica que no existen puntos fijos para la funcién 6,
" (con g # e€), definida por (1.1). Ademds, se establece una correspondencia
" biunivoca entre los elementos de G y el conjunto {f, | g € G}, dada por
g — ;. Este conjunto es un grupo bajo la composicién de funciones, de
hecho, tal correspondencia define un isomorfismo de grupos.

Accién propia. Un grupo discreto I' se dice actuar propiamente sobre
un espacio topoldgico M si satisface la siguiente condicién:

e Para cadae x € M exziste una vecindad abierta U tal gque el conjunto
{veT|yUNU # o} es finito.

Obsérvese que la accién de un grupo finito siempre es propia, sin embargo,
no tiene por qué ser libre; basta tomar un grupo finito de tal manera que
algunos de sus elementos tengan puntos fijos. Tampoco es cierto que si una
accién es libre entonces es propia.

En efecto, consideremos el siguiente ejemplo: Sea T = {f, : R— R |
fr(z) =247, r € Q}, es claro que T es un grupo discreto con la composicién
de funciones. Si tomamos 8(f.,z) = f,(z), entonces # define una accién de
T sobre R. Es fécil ver que tal accién es libre, sin embargo, esta accién no
es propia (ya que Q es denso en R).

Accién discontinua. Decimos que un grupo G actia discontinuamente
sobre un espacio topoldgico M si la accidn satisface la siguiente condicién:

e Siz,y € M no estdn en una misma drbita, entonces existen vecindades
Uy V de x ey, respectivamente, tales que UNTV = @.

4



Espacio cociente Hausdorff. Un espacio topoldgico M es Hausdorff

" si para cada par puntos distintos z, ¥ € M existen vecindades abiertas U, V

de z y vy, respectivamente, tales que UNV = 2.

En general, el espacio cociente M/T" no es Hausdorff, aun siéndolo M. El
siguiente teorema nos da condiciones suficientes bajo las cuales M/I" es un
espacio topolégico Hausdorff en términos de la topologia de M y la accién
de T (ver, por ejemplo [6]).

Teorema 1.1 Sea T un grupo discreto y M un espacio topoldgico Hausdorff.
Si T actia discontinuamente sobre M, entonces M /T es un espacio topoldgico
Hausdorff (con la topologfa cociente).

Demostracién. En efecto, sean u, v puntos distintos del espacio cociente
vz, y € Mtales que u =Tz y v = I'y. SiT actia discontinuamente sobre
M, entonces existen vecindades U y V de x e y, respectivamente, tales que
UnI'V = @. Obsérvese que para cada vy € I se tiene que yUNTV = @, pues
de no ser asi, existirfan 4 €7, ¥ € ' y © € V tales que vt = 30 y por tanto
% = v 130 € 'V y entonces UNTV # @, lo cual es absurdo. De aquf se sigue
que TUNTV = @. Ahora, si U y V son abiertos, entonces ¥/ y vV son
abiertos ya que suponemos que la accién es continua, y como I'l/ = U'yEI" ~U

y IV ={J,op 7V se sigue que I'U y T'V también son abiertos (por ser unién
de conjuntos abiertos). Asi, hemos encontrado vecindades abiertas I'U y I'V
de u y v, respectivamente, tales que I'U NI'V = &, por lo tanto M/I" es un
espacio topoldgico Hausdorff: m

1.2 Ejemplos de espacios cociente

Existen algunos grupos que al actuar sobre R? generan espacios cociente muy
interesantes y conocidos, como veremos en esta seccidn.

Sea R? = {z = (z1,22) | 1,22 € R} el plano Euclidiano, con la
topologia inducida por la métrica euclidiana (topologfa usual). Una fun-
cién f : R? — R? es llamada homeomorfismo si es continua, biyectiva y con

inversa continua.
Si consideramos el conjunto de todos los homeomorfismos del plano, esto

€es,

Hom(R?) = {f : R? ~— R? | f es homeomorfismo},




entonces para f,g € Hom(R?), la composicién f o g € Hom(R?) y ademds
satisface las siguientes propiedades:

1. Para f, g, h € Hom(R?), se cumple (f o g)oh = f o (goh).

2. La funcién identidad, id : R? — R?, £ — z, es un homeomorfismo
del plano, id € Hom(R?), tal que foid = ido f = f para todo
f € Hom(R?).

3. Para cada f € Hom(R?), la funcién inversa f ! es también un homeo-
morfismo de R?, con fo f~! = f~lo f =1id.

Asi, el conjunto Hom({R?) forma un grupo bajo la composicién, con ele-

mento identidad id.
Existe una gran cantidad de subconjuntos de Hom(R?) que también for-

man un grupo bajo la composicién, algunos de los cuales son de suma im-
portancia en el desarrollo de este trabajo, razén por la cual introducimos la
siguiente definicidn.

Definicién 1.1 Un subconjunto I' C Hom(R?), el cual es un grupo bajo la
composicion, es llamado un grupo de homeomorfismos del plano.

Para que I sea un grupo debe satisfacer los axiomas presentados al inicio
de la seccién 1.1, o bien, podemos utilizar el siguiente criterio, el cual nos
proporciona una manera practica para saber si un subconjunto de un grupo
es también un grupo.

Criterio: Si para cada g;,9, € T' C Hom(R?) se cumple g, 0 g;* € T,
entonces [' es un grupo de homeomorfismos del plano.

Por ejemplo, el grupo I'y = {id, R,} (respecto a la composicién), que
consta de la funcién identidad y una rotacién del plano por un dngulo igual
a 7 alrededor del origen, es un grupo de homeomorfismos del plano.

Si consideramos el conjunto

Ty = {fM(z1,22) = (21 + n,22) | n € Z},

es claro que cada f* € Hom(R?) y ademds, si f*, f™ € I'y entonces fo
f~™ = f*~™ € Ty. Por lo tanto, I'; es un grupo discreto de homeomorfismos
del plano (grupo de traslaciones del plano).

6



Ademds, si tomamos [y y 8(f,z) = f(z), entonces 8 define una accién
libre sobre R?. En cambio, si tomamos el grupo I'; con la misma accién, esta
ya no es una accién libre, pues (0,0} es un punto fijo de R,. Los grupos I';
y T’y actian propia y discontinuamente sobre R2.

De hecho, si I' es un grupo de homeomorfismos del plano que actiia sobre
R2, con accién

! 0(f z) = f(z), (1.2)

entonces la accién es libre si y sélo si ningin homeomorfismo (excepto la
identidad) tiene puntos fijos.

Por otro lado, observemos que si G es un grupo que actiia sobre R?, con
accién continua 8, esto es, , es un homeomorfismo para cada g € G, entonces
I'=1{#, | g € G} es un grupo de homeomorfismos del planoc.

Consideremos ahora algunos ejemplos de espacios cociente, los cuales es-

tudiaremos con méds detalle en secciones posteriores.
El cilindro. Sea a; : R? — R?, definida por

a1(z1,%2) = (21 + 1,72), (1.3)
y consideremos el conjunto
Te={(a1) = {al R2—>]R2|HEZ}

Es claro que tal conjunto forma un grupo bajo la composicién de funciones y
como af es un homeomorfismo, para cada n € Z, se tiene que I's C Hom(R?)
es un grupo de homeomorfismos del plano. Llamaremos cilindro al espacio
cociente definido por R%/T'¢ y la accién dada por (1.2) (ver Figura 1).

Figura 1. El cilindro C = R%/T.

7




Probaremos més adelante que I'c actia discontinuamente y del Teorema
L.1 se sigue que el cilindro es un espacio topolégico HausdorfT.

El ciclindro, definido de esta manera, es homeomorfo a la superficie en R?
dada por C = {(z1,Z2, 23) | 23 + 2} = 1}; sin embargo, por la forma en que
se definid, no tiene por qué ser considerado como un subconjunto de algiin
espacio euclidiano.,

Es claro que si tomamos el espacio cociente ([0,1] x R) /T'¢, obtenemos
nuevamente el cilindro. Esto se debe a que el dominio [0, 1] x R contiene al
menos un representante de cada I'c--drbita. Una regién conexa del plano
con esta caracteristica se llama dominio fundamental; asi, tomaremos como
dominio fundamental para el cilindro la regién [0,1] x R.

La banda de Mé&bius infinita. Sea ¢ : R? — R?, definida por

1

dz1,22) = (T1 + oL —Tg), (1.4)

y consideremos el conjunto
I‘M::(L):{L“:IRz——-nganZ}.

Nétese que > = 1ot = a;. No es diffcil ver que la funcién ¢ es un homeo-
morfismo y tal conjunto, bajo la composicién de funciones, es un grupo de
homeomorfismos del plano. Al espacio cociente dado por R?/Ts y la accién
definida por (1.2) lo llamaremos banda de Mobius infinita. En este caso, la
accién de T'y; también es discontinua, de modo que R?/T"); es un espacio
topoldgico Hausdorft.

Para la banda de Mobius infinita tomaremos como dominio fundamental
la regién [0, %] x R. Geométricamente, este espacio puede pensarse como la
banda de Mdbius construida con una banda de “anchura infinita”, de modo
que si limitamos el dominio fundamental a la regién {0, 3] X [—~1,1], obtenemos -
la banda de Mé&bius usual. :

El toro y la botella de Klein. Sea a, : R? — R? definida por

(.12(.'121,(1}2) = (.’E],ZL‘Q + 1) (15)
y consideremos el conjunto
Tr={a),a) = {a;‘ oay :R* — R’ |m,n e Z}:

donde a; se define por (1.3). Es claro que tal conjunto es un grupo de
homeomorfismos del plano. Definimos el toro como el espacio cociente R? /T

8
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y la accién dada en (1.2), y tomaremos como dominio fundamental la regién
0,1} x [0,1).

La botella de Klein se define como el espacio cociente R? /T'x con la accién
(1.2}, donde

Ik = (L,az) )

el cual también es un grupo de homeomorfismos del plano. El dominio fun-
damental estard dado por [0,1] x [0,1]. Al igual que en los casos anteriores,
la accién de cada uno de estos grupos es discontinua, por lo tanto estos dos
espacios también son espacios topolégicos Hausdorff.

Obsérvese que los grupos I'c v I'a son ciclicos y, por lo tanto, conmuta-~
tivos. El grupo 'y es generado por los elementos a; y a,, los cuales satisfacen:

a1 003 (Z1,%2) = ai(z1, 22+ 1)
(IL'l + 1, Ty + 1)
= ag(z1+1,2)
= ayoap(z1,%3),
es decir, conmutan para cada (z1,T;) € R?, por lo tanto, I'+ es un grupo

conmutative. Por otro lado, los elementos ¢ y a9, generadores del grupo Ik,
satisfacen la siguiente propiedad:

L O &y (1‘1,232) ‘= L(.’I?l,ﬂig + 1)

1
= ($1+§,—$2—1)
ERC )
= 0y m1+§,—:1:2

= a{loz.(ml,:zzg),

de donde se sigue que tales elementos no conmutan, por lo tanto, el grupo
I'x no es un grupo conmutativo.

1.3 Grupos de isometrias

Los grupos I'c, Iy, I'r ¥ T’k definidos en la seccidn anterior aparecen en el
contexto de la Geometria Diferencial como mostramos a continuacién.




Definicién 1.2 Una isometria de R?, o isometria euclidiana, es una fun-
cion f: R? — R?, la cual preserva la distancia euclidiana d, esto es,

d{f(z),f(y)) =d(z,y) para todo z,y € R>.

Al inicio de la seccién 1.2 se probé que el conjunto de todos los homeomor-
fismos del plano forman un grupo. De hecho, las isometrias también son
homeomorfismos y el conjunto de todas las isometrias de R? forman un grupo
bajo la composicién. Es fécil ver que cada isometria es continua, pues pun-
tos cercanos en el dominio tienen imégenes cercanas en el contradominio ya
que éstas preservan la distancia; ademds, puntos de distancia no nula no
pueden tener imégenes de distancia nula {misma imagen), y por lo tanto
cada isometria es inyectiva. Asi, cada isometria es invertible, y ademés su
inversa es continua. Aunque no es tan obvio que cada isometria es sobreyec-
tiva, se aclararéd este hecho mds adelante, cuando calculemos explicitamente
cada isometria de R2. oy '

Veremos a continuacién algunos ejemplos de isometrias del plano.

1. Sean (a,B) € R? y t(59) : R? — R? definida por
(z,9) — tap(z,y) = (z +a,y + 5),

esto es, t(,p €5 una traslacién del plano, donde cada (z,7) € R? es
trasladado al punto (z + ¢,y + 3) € R2.

2. Sea T : R? — IR? definida por
(z,y) — T(z,9) = (z, —y),
esto es, T es una reflexién del plano en el eje X.
3. Sea ry : R* — R? definida por
(z,y) = ro(z,y} = (zcosf — ysenl, xsenh + ycosb),
esto es, 1y corresponde a una rotacién del plano alrededor del origen

por un angulo 4.

Es facil convencerse de que las funciones anteriores son isometrfas.-
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Por otro lado, mediante composicién de isometrias podemos obtener re-
flexiones en cualquier recta L. Si ademds, ésta va seguida de una traslacién
en un punto («, 8}, entonces tal isometria es llamada reflezion con traslado.
Por ejemplo, las funciones ai, a2 y ¢ de la seccién anterior se pueden escribir
como a1 = l(1,0), az = {1y ¥y ¢t = t(-,i,,o) oF 7

Un resultado muy interesante, que nos dice cSmo puede ser una isometria,
es el siguiente (ver [19], p. 10):
Lema 1.1 Cada isometria de R? es el producto de una, dos o tres reflexiones.
No es dificil probar (usando el lema anterior y el hecho de que cada
reflexién es su propia inversa) que el conjunto de todas las isometrias de

R? forman un grupo. Mediante un andlisis mas detallado del producto de
reflexiones se puede probar lo siguiente (ver [19], p. 13):

Clasificacién de Isometrias Euclidianas. Cada isometria de R? es una
rotacion, una traslacion o una reflexion con traslado.

Si consideramos un grupo de isometfrias I’ que actta libremente sobre
R?, entonces T' no puede incluir rotaciones ni reflexiones, ya que éstas tienen
| puntos fijos. Por lo tanto, sélo puede inchiir trasiaciones o reflexiones con
] traslado propias (es decir, con traslado no nulo).

Proposicién 1.1 Un grupo de isometrias de R? que actia libre y disconti-
nuamente sobre R? es generado por uno o dos elementos.

Un hecho muy interesa,nte‘y de suma importancia es que para un grupo
‘ de isometrias ' con las propiedades de la Proposicién 1.1, el espacio coclente
R?/T es un espacio topolégico Hausdor T (se sigue del Teorema 1.1) y ademés,
su estructura estd limitada a las siguientes opciones (ver [19]).

‘ . .
£|| Corolario 1.2 S = R?/T es homeomorfo a un cilindro, una banda de M&bius
infinita, un toro, o la botella de Klein.

Resumiendo lo anterior, podemos escribir la siguiente tabla:

Generadores de I" Grupo T Espacio cociente R?/T’
Una traslacién g r'={¢"} Cilindro
Una reflexién con traslado g~ T = {¢g"} Banda de Mobius infinita
Dos traslaciones g;, g2 I'={gtogl} Toro ' '

Una reflexién con traslado g;

- n m :
y una traslacién gs I'={gtogl'} Botella de Klein
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Capitulo 2

Superficies cociente

En este capitulo estudiaremos la nocién de superficie cociente, la cual puede
considerarse como una variedad de dimensién 2 (o superficie abstracta). Ve-
remos que los espacios cociente definidos,en el capitulo anterior pueden ser
considerados como variedades diferenciables. Para esto, espezaremos intro-
duciendo el concepto de variedad diferenciable. (Para un estudio més deta-

llado ver, por ejemplo, [6])

2.1 Superficies abstractas

Definimos una wvariedad diferenciable n—dimensional M como un espacio
topolégico Hausdorff con una base topoldgica numerable, que satisface las

sigulentes propiedades:

(1) Para cada abierto U C M existe un homeomorfismo ¢ : U — V, donde
V es un subconjunto abierto de R™.

(2) SilUiNU; # @, entonces la funcién w, 007! : @, (U;NU;) — ,;({U;NT;)
es un difeomorfismo de clase C entre ablertos de R™,

Llamamos carta local o sistema de coordenadas sobre M a la pareja (U, ¢)
donde U es un abierto en M y ¢ : U — R" es un homeomorfismo de U en
un abierto () en R™. ‘

Un atlas A de dimensidn n es una coleccidn de cartas locales cuyos do-
minios cubren M y tales que, si (U, ¢),(T7,¢) € Ay UNU # @, entonces la
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funcién @ o ¢! : (U NU) — (U NU) es un difeomorfismo de clase C*
entre abiertos de R". Los difeomorfismos anteriores ¢ o ¢~ son llamados
funciones de transicion o cambio de coordenadas, ver Figura 2.

Figura 2. Funciones de transicién

Es claro que si en los espacios euclidianos R" consideramos solo la carta
(R, 4d), entonces la nocién de diferenciabilidad dada anteriormente coincide
con la usual. b

Un atlas A de clase C* sobre M es llamado magimal cuando éste contiene
todas las cartas locales (U/,®) cuyo cambio de coordenadas con elementos

(U,p) €A
gbocp‘l'.(,o(U-ﬂﬁ)-—-»g"o(Uﬂ(}), ' (2.1)

son difeomorfismos de clase C*°. La ventaja de considerar un atlas maximal
A es que en este caso los dominios de las cartas locales forman una base
topolégica de M.

Por otro lado, cada atlas A estd contenido en un tinico atlas maximal A.
De hecho, A se define como la unién de todas las cartas locales (7, &) tales
que si (U,p) € Ay UnU # @, entonces los cambios de coordenadas (2.1)
son de clase C7.

Un atlas maximal de dimensién n y clase C* sobre M es llamado una
estructura diferenciable de dimensidn n y clase C*.
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En éstos términos, una variedad diferenciable M ( o de clase C®) de
dimension n es un espacio topoldégico Hausdorff M con una base numerable
y con una estructura diferenciable de dimensién n y clase C°. Es usual
denotar a una variedad M de dimensién n por M™.

Llamaremos superficie abstracta (o superficie) a una variedad diferencia-
ble de clase C'*° y dimensién 2.

Una funcién continua f : M — N entre espacios M y N con estructuras
diferenciables C™ es de suave (diferenciable) si y sélo si para cada z € M
existen cartas locales (U, ), (V, ) sobre M y N, respectivamente, tales que
zelU, fU)CVyyofopl:iplU)— ¢(V)CR"es de clase C™.

Sean M y N dos variedades diferenciables suaves y f : M — N una fun-
cién continua. Decimos que f es un difeomorfismo si satisface las siguientes
propledades: '

o f es de clase O,
s f es biyectiva,
e ! es de clase C*.

Cuando existe un difeomorfismo f : M — N entre las variedades M y
N, se dice que las variedades son difeomorfas.

Sea M una variedad diferenciable n—dimensional y m un punto sobre M.
Consideremos una curva suave ¢ : (—7,7) — M, tal que a (0) = m. Si
(U,¢) es una carta local alrededor de m, entonces ¢ o o es una curva suave
en R™, con vector velocidad en el punto (¢ o @) (0) dado por £ (¢ o 0)|,_,.

Sif: (=T, T') — M es otra curva suave sobre M, decimos que o y 3
son equivalentes si y sélosi & (poa)|_, = & (po )|,

Un wvector tangente a M en el punto m, se define como una clase de
equivalencia de curvas a (t), con a (0) = m.

El conjunto de vectores tangente a M en el punto m forma un espacio
wvectorial con las operaciones usuales de suma de vectores y multiplicacién

- de un vector por un numero real. Este espacio es llamado el espacio tangente
a M en el punto m, y se denota por T, M.
La union de todos los espacio tangente a M en cada uno de sus pun-
- Yos, | cpr T M, tiene un estructura natural de variedad diferenciable y su
dimensién es 2n. :
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_Esta variedad es llamada el haz tangente de M y se denota por T'M.
Una funcién suave X : M — T M, dada peor

mr— X (m) € T,,M.
es llamada campo vectorial sobre M.

Variedades orientables. Consideremos ahora, una variedad diferencia-
ble M. Decimos que M es ortentable si admite una estructura diferenciable

A = {(Uy,,p,)} tal que:
() para todo a,8, con p,(U.) Mg (Us) = W # @, la diferencial del

cambio de coordenadas tiene determinante positivo.

En caso contrario decimos que M es no-orientable. Si M es orientable,
una eleccién de una estructura diferenciable que satisface (i) es llamada una
orientecién de M. Entonces M se dice orientada. Dos estructuras diferencia-
bles que satisfacen (z) determinan la misma orientacién si su unién de nuevo
satisface (7).

Variedades no-Hausdorff. En la definicién de variedad se requirié
que cada variedad diferenciable sea un espacio topolégico Hausdorff. Sin
embargo, existen espacios que satisfacen todos los axiomas de la definicién de
variedad excepto la de ser Hausdorff. Tales espacios son llamados variedades
no-Hausdorff. _

Veamos el siguiente ejempla. Sea f : R® — R definida por f(z,y) =
(1 — z?)e¥. Es facil ver que las cutvas de nivel de f, f~1(t), t fijo, tienen la
forma dada en la Figura 3.

X2 A

Y
i

Figura 3. Curvas de nivel de f
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Cada componente conexa de una curva de nivel de f es llamada una rama
de f. Sea M el espacio cociente de R? por la relacién de equivalencia que
identifica puntos en la misma rama de f. Sea A : R? — M la proyeccién
natural. El espacio M con la topologia cociente no es Hausdorff ya que los
puntos a = A(1,t) y b= h(—1,t), t € R, son puntos de ramificacidn, esto es,
no admiten vecindades ajenas de M. Sin embargo, es posible definir un atlas
C* sobre M de dimensién 1.

En efecto, consideremos los conjuntos U = {h{z,y) € M | z < 1} ¥
Up = {h(z,y) € M | x > —1}, los cuales son abiertosen M y M = U; UU,.
Definimos ; : U; — R por ¢;(Mz,¥)) = f(z,y), i = 1,2. Es fécil probar
que ©; ¥ @y son homeomorfismos, que ,(I, NUsz) = (0, +00) y v, 0 w5 ' es
la identidad en (0,4o0). Entonces {(U;, ;)} es un atlas C* para M.

Obsérvese que M es homeomorfa al espacio cociente de dos copias ajenas
de R por la relacién de equivalencia la cual identifica puntos con la misma
coordenada negativa.

2.2 Grupos de difeomorfismos de R?
y superficies cociente

Sea Diff (R?) el conjunto de todos los difeomorfismos f : R? —» R?, esto es,
Diff(R?) = {f : R? — R? | f es difeomorfismo}.

Es facil ver que tal conjunto es un grupo bajo la composicién de funciones.
Veremos enseguida la estructura de los espacios cociente obtenidos bajo la
accioén de ciertos subgrupos de Diff(R?). Diremos que I es grupo de difeomor-
ws del plano (o de R?) si T’ ¢ Diff(R?) es un grupo bajo la composicién
e funciones.

Al igual que en la seccién 1.1, tenemos un resultado acerca de la accién
I’ sobre el plano (ver [6], p.97).

ema 2.1 Sea I' un grupo discreto de difeomorfismos del plano que ac-
libre, propia y discontinuamente sobre R?, FEntonces existe una tdnica
tura C de variedad diferenciable sobre M = R?/ T' (con la topologia
e inducida por la proyeccidn natural h y la topologfa usual de R?),
cada p € M tiene una vecindad conexa U con la siguiente propiedad:
U, es una descomposicion de h™1(U) en sus componentes conezas
as) y h|r3ra es un difeomorfismo sobre U para cada componente I}Q.
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Consideremos los grupos I'c, 'y, I'r ¥ T'x definidos en la seccién 1.2.
Estos grupos son generados por los elementos ay, @y ¥ ¢, los cuales claramente
son difeomorfismos de clase C*°. Por lo tanto, cada uno de estos es un grupo
de difeomorfismos del plano.

Mostraremos que tales grupos actian libre, propia y discontinuamente
sobre R2.

Es claro que la accién de tales grupos sobre R? es libre, ya que ninguno
de sus elementos {excepto la identidad) tiene puntos fijos. Para probar que
la accién es propia basta tomar, para cualquier zo € R2, la vecindad U =
{z € R?| d(zp,z) < £}, con la que se obtiene {y €T |WUNU #2} =2y,
por lo tanto finito.

Mostraremos enseguida que la accién de estos grupos es discontinua, para
lo cual procederemos de la siguiente manera: Supongamos que para todas las
vecindades U y V de z y y, se tiene que U NI'V # & y mostraremos que «
¥ y estdn en la misma I'~dérbita. En particular, la hipdtesis se cumple para
las sucesiones de vecindades U, y V,,, n € N, donde

Un={z€]R2fd(m,z) <-71;} vV, ={z ERQId(y,z)<~i-}.

De modo que para cada n existe z, € U, N I'V,, por lo tanto, 2, € U, y
zn € I'V,, para todo n. Del hecho de que 2, € U, para todo n se sigue que
2n — T.

Por otro lado, si tomamos 7 suficientemente grande, entonces el conjunto
TV, se puede expresar como

Ve =

el

donde esta unién es una unién ajena. Esta propiedad se sigue del hecho de que
para todos los grupos en consideracién cada elemento de una I'—dérbita estd
separado del resto de los elementos de la misma I'~drbita por una distancia
mayor a 3. Por lo tanto, para n > 8 debe existir v € I' tal que 2z, € 7V, para
todo n > 8, pues z, € U, para todo n; de donde se sigue que 2z, — Yy y
como 2, — Z, obtenemos que vy = z, es decir, T y ¥ estdn en la misma
F'—érbita.

Asi, por el teorema anterior y el Teorema 1.1, se sigue que los espacios
cociente definidos en la seccién 1.2 poseen una estructura de variedad dife-
renciable inducida por la proyeccién natural y la topologia usual de R%2. En
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estos términos, llamaremos superficies cociente a estos espacios con tal es-
tructura de variedad diferenciable. Formalmente, los podemos definir de la
sigulente manera.

Definicién 2.1 Si T es un grupo discreto de difeomorfismos del plano que
actia libre, propia y discontinuamente sobre R?%, llamamos superficie co-
ciente a la variedad diferenciable M = R?/ T, con la estructura diferenciable
inducida por la proyeccidén natural y la topologfa usual de R2.

En estos términos, se tiene que el cilindro, la banda de Mébius infinta, €l
toro y la botella de Klein son superficies cociente.

2.3 Grupo fundamental

Una caracteristica topolégica muy importahte asociada a espacios topoldgicos
(v en particular a una variedad diferenciable) es el grupo fundamental.

Definicién 2.2 Sean F', G funciones conlinuas de un espacio topoldgico X
a un espacio topoldgico Y y sea I = [0,1], el intervalo unitario. Entonces F
es homotdpica a G si existe una funcion continua (llamada homotopia)

H.: XxI—Y

la cual satisface las condiciones: F(z) = H(z,0} y G{z) = H(z,1) para todo
ze X.

Si ademds, X y Y son variedades diferenciables y F,G : X — Y son
Junciones de clase C*°, decimos que la homotopta es suave (o de clase C*)
si H es suave.

Como una primera aplicacién del concepto de homotopia consideremos las
clases de homotopfa de funciones continuas del intervalo unitario 7 = [0,1]
sobre una variedad M. Una funcién f : I — M de este tipo es llamada un
camino, f(0) su punto inicial, y f(1) su punto final. Consideraremos clases de
homotopias bajo la restriccién adicional de que las homotopias mantengan sus
puntos inicial y final fijos, esto es, H(¢,0) y H(t, 1) son funciones constantes.
Dada una variedad M, fijamos un punto base b sobre M y consideramos los
caminos con b como punto inicial. Si & es también el punto final, entonces el
camino es llamado un lazo; asf, un lazo es una funcién continua f : [ — M
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tal que f(0) = & = f(1). Denotamos su clase de homotopfa por [f]. Entre
las clases de homotopia esta el lazo constante e,(s) = 5,0 < s < 1. Si esta
es la dnica clase de homotopfa y M es conexa, entonces decimos que M es
simplemente conexa; esto significa que todo lazo en b puede ser deformado
sobre M al lazo constante.

Si M es una variedad conexay f, g son caminos sobre M con el punto final
f(1} que coincide con el punto inicial g(0), podemos claramente combinar
estas para formar un sélo camino h después de reajustar la parametrizacién;
en efecto,

f(2 0<
hls) = { g((288)— ) i<

es obviamente una funcién continua h: I — M que recorre la imagen de f
y enseguida la de g. Llamaremos esto el producto de f y g, denotado f * g.

Teorema 2.2 Sea m,(M,b) el conjunto de clases de homotopia de todos los
lazos en b € M. Entonces m1(M,b) es un grupo con el producto [f][g] =
[f*g]. 8 F: M — N es continua, entonces F determina un homomorfis-
mo F, : (M, b) — w1 (N, F(b)) por F,[f] = [F o f].

El grupo 71 (M, b) es llamado el grupo fundamental (ver [6]).

Corolario 2.3 §i M, y M, sor homeomorfos mediante F' : My — M, y
Fi(b1) = by, entonces F, es un isomorfismo entre los correspondientes grupos
fundamentales 7wy (M7, b1) = 7 (Mo, by).

Si la funcién identidad de M en M es homotépica a la funcidn constante
de M sobre uno de sus puntos b, entonces M se dice ser contractible a b. Por
ejemplo, cualquier subconjunto abierto de R” el cual tenga forma de estrella
con respecto a un punto b es contractible ya que H(z,t) = (1 —t)z +tb es
una homotopia.

Para espacios contractibles tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.4 Si M es contractible a un punto b, entonces m1(M,b) = {e}.
De esto se sigue que M es simplemente conexa..

De aqui, se sigue que 7;(R?) = {e}. Un resultado importante relativo a
los espacios coclente considerados es el siguiente. (ver [19], p. 146)
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Teorema 2.5 5i S =R?/T", entonces m(S) =T

Como una aplicacién de este teorema, calculemos el grupo fundamental
del toro y la botella de Klein.

Para el toro, definido como el espacio cociente T? = R?/T'; se tiene que
m (T?) & T
El grupo ['r es generado por los difeomorfismos a; y aq y no es dificil ver que
a0 a} — (m,n)
es un isomorfismo entre I'r y Z @ Z, ya que a; o ay = a, 0 ay; por lo tanto

T (Tz) =7 & Z.

Para la botella de Klein definida como el espacio cociente K = R?/T'x se
tiene que

WI(K) =N K-
El grupo 'k es definido abstractamente por los generadores ¢, a, y la relacién

L = aolag.
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Capitulo 3

Elementos de calculo en
_ superficies cociente y sistemas
: dinamicos

En este capitulo estudiarernos algunos elementos de cdlculo y sistemas dindmi-
cos sobre superficies coclente. Podemos estudiar tales nociones considerando
a las superficies cociente como superficies abstractas, para lo cual es necesario
hacer uso de cartas locales sobre tales superficies, difeomorfismos, etcétera.
La manera en que relizaremos tal estudio serd anadiendo ciertas condiciones
a tales elementos de cdlculo y sistemas dindmicos en el plano, de tal for-
ma que puedan definirse en superficies coclente. De esta manera, tenemos
la. ventaja de poder aplicar los resultados que tengamos en el plano a una
superficie cociente.

J
4 3.1 Campos vectoriales

Empezaremos recordando algunos resultados acerca de campos vectoriales en
el plano, para posteriormente dar condiciones bajo las cuales un campo vec-
torial en el plano puede definirse como un campo vectorial en una superficie
cociente M = R?/T.

Consideremos un campo vectorial en R?, dado por

z+— X(z) = (X1(2), X2(z)) € T,R* = R?,
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donde X; : B2 — R, 7 = 1,2, son funciones suaves. Se dice que X no tiene
puntos criticos si X(z) # 0, para todo z € R
“ Denotaremos por X(R?) al conjunto de todos los campos vectoriales suaves
 y sin puntos criticos en R,
SiX € X(RY) y f:R? —+ R? es un difeomorfismo, entonces podemos
definir otro campo vectorial f,X dado por

(f.X)(z) = (de-1 ) X (£ 1(z)) para cada z € R?,

donde d,f : T,R2 — Tf(m)Rz es la diferencial de f. Cabe destacar que si el
campo vectorial X no tiene puntos criticos, entonces el campo f,X tampoco
los tiene, ya que la diferencial de f es no singular.

No es dificil probar que esta operacién satisface las siguientes propiedades:

o (X1 4+ Xo) = (£X1) + (£.X3) para cualesquiera campos vectoriales
X1y X, en R?% ;

e Para cada funcién suave ¢ : R2 — R y un campo vectorial X tenemos

£.(pX) = (Fo)(£.X)

donde (f,p) (z) & (¢ o f~1) (z) para cada z € R2.

Sif,.X = X, se dice que X es invariante respecto a f.

Sea I' un grupo de difeomorfismos del plano y X un campo vectorial
en R?, Decimos que X es invariante respecto a ' si satisface la siguiente
condicidn:

v,X = X para cada y € I.

Proposicién 3.1 Sea M = R?/T" una superficie cociente, donde I" es un
grupo de difeomorfismos del plano que actia libre, propia y discontinuamente
sobre R? y h: R? — M la proyeccion natural. Si X es un campo vectorial
en el plano invariante respecto a I', entonces existe un dnico campo vectorial
X sobre M tal que

(dzh) (X (2)) = X (R (=) - 3.1)

Reciprocamente, si Xpr es un campo vectorial sobre M, entonces eriste un
dnico campo en R? invariante respecto a I' que satisface (3.1).
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Es claro que si (M, Xy) es un sistema dindmico sobre la superficie co-
clente M = R?/T', entonces existe un tnico sistema dindmico en el plano
(R?, X) que induce al sistema (M, X,s). Asi, a cada sistema en el plano
(R%, X) que sea invariante respecto a I' le corresponde un tnico sistema
(M, X)) sobre M = R%/T. Esto establece una correspondencia biunivoca
entre los sisternas en el plano invariantes respecto a I' y los sistemas dindmicos
en M = R*/T.

Consideremos una superficie cociente M = R?/T", donde I es un grupo de
difeomorfismos del plano que actda libre, propia y discontinuamente sobre
R?. Definimos un campo vectorial Xy, en la superficie M, como un campo
vactorial X en el plano el cual es invariante respecto a I, es decir,

v, X =X
para cada ¥ € . §iT' = (v, ...,7,), entonces basta pedir que satisfaga
(Ti)* X=X
parai=1,...,n.

De igual manera, funciones y formas diferenciales definidas en el plano
pueden ser definidas en el espacio cociente; basta pedirles que sean invariantes

respecto a I
Sea f : R? — R una funcién suave y I' un grupo discreto de difeomnor-
fismos del plano. Decimos que f es invariante respecto a I si

Y.[=Tr

para cada v € I', donde v, f déffory‘l.

Siw = widr) +wedzy es una 1-forma diferencial en plano y f : (z1,z9) —
(v1,2) es un difeomorfismo de R?, definimos

fw e (fuw1) dyy + (fuws) dys

y decimos que w es invariante respecto a f sifuw = w. Ademds, si ' un grupo
discreto de difeomorfismos del plano, se dice que w es invariante respecto a
I st

Vi = w

para cada y € I'.
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A continuacién, veremos cémo se espresan explicitamente, en términos
del grupo T, las condiciones bajo las cuales los elementos enunciados pueden
definirse sobre las siguientes superficies cociente.

El cilindro. Sea X € X(R?). En general, X no define un campo vec-
torial en C = R?/T'¢, pues para (z1,72) € R® no necesariamente se tiene
X(z1,z2) = X(z1 + 1,%3), lo que da lugar a la posibilidad de tener dos vec-
tores tangente en un mismo punto de C, ya que h(Z;,z2) = h{zy + 1,23), es
decir, (z1,%9) ¥ (z; + 1,z,) definen el mismo punto en el cilindro.

Para eliminar tal situacién pedimos que X sea invariante respecto a la
accion de T, esto es,

(a1). X = X, ' (3.2)

Veamos cémo se expresa tal condicién en términos de las coordenadas del
campo X,

(@1):X (2) = (do1 @)X (a7 (2))

(d
NI
—_ I: ] (Xl (Il - 1 152))

Xo(z — 1,29)
(Xl Iy — 1 582))
Xq (931 - 1,332) ’
luego, de la condicién (3.2) se sigue que
X,‘(.’Bl,wg) = X,;(-’Bl -— 1,372), 1= 1, 2. (33)

La condicién anterior nos dice que todo campo vectorial X € X(R?)
con X; periédica, de periodo 1 en la primera componente, define un campo
vectorial en el cilindro. Es claro que si tenemos un campo vectorial sobre
C, siempre podemos definir un campo vectorial en R?, el cual satisface (3.3).
Asf, para estudiar los campos vectoriales sobre C, basta estudiar los campos
X € X(R?) que sean invariantes respecto a la accién de I'¢, es decir, que
satisfacen (3.3).
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La banda de Mébius infinita. Para que un campo X € X(R?) defina
un campo vectorial sobre M = R?/Ty,, éste debe asignarle a todo punto del
plano que corresponde a un mismo punto en M, el mismo vector tangente,
es decir, debe ser invariante bajo la accién de L'y,

X =X. (3.4)
Ademaés, como

(LX) (2) =

se sigue, usando la condicién (3.4) que

Xi(zy — 5, —z9) = Xi(z1,72) (3.5)
1
~Xs(zy — 5,—232) = Xy(xy,19)

Notemos que si X € X(R?) satisface las condiciones anteriores, entonces
satisface (3.3). Por lo tanto, todo campo sobre R? que define un campo
vectorial sobre M define tamblen un campo vectorial sobre C. El reciproco
no es cierto. :

El toro. Al igual que en los casos anteriores, si deseamos que un campo
X € X(R?) defina un campo vectorial en T? = R?/T'r, este debe ser invariante
respecto a la accién de I'r, es decir, debe satisfacer

(31). X =X y (a2).X=X. (3.6)

En término de coordenadas, la condicién (4;),X = X estd dada por las
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ecuaciones (3.3). Por otro lado, tenemos que
(@2)eX (2) = (dogrgy2) X (037 (2))
10
- | ¥ |xEm-y
— 10 X1 (271,332-'-1)
L0 T\ X (2 - 1)
(Xl (1?1,.7}2 - 1))
Xo(x1,22 — 1))’
entonces, de la condicién {ag).X = X y las ecuaciones (3.3) se tiene que

un campo vectorial en el plano define un campo vectorial en el toro si sus
componentes satisfacen

X,-(a:l, :Ez) = X@(Il + 1,.‘1?2) = X,-(acl,:cg + 1), 1= 1, 2. (37)

Es decir, todo campo vectorial X € X(R?), donde cada X; es periddica,
de perfodo 1 en cada componente, define un campo vectorial en T

La botella de Klein. Un campo X € X(R?) define un campo en
K = R?/Tk si y sélo si, X es invariante respecto a la accién de I'g, es decir,

()X =X v (a2)eX = X, (3.8)

que en términos de las componentes del campo, se escribe como
1
Xi(z1,33) = Xi(z+ 2 —~z9) = Xa(zy, 32 + 1), (3.9)

Xg(l‘l,l'g) = ""Xg(xl -+ ']2-', —(172) = Xg(ﬂ')l,.’BQ + 1)

Como todo campo X € X(R?) que satisface (3.9) es un campo vectorial
con componentes periédicas de periodo 1 en ambas variables, entonces tam-
bién satisface (3.7), por lo tanto se sigue que todo campo sobre K define un
campo sobre T?.

Obsérvese la analogia entre los campos vectoriales del cilindro y la banda

-de Mébuis infinita.

La siguiente tabla muestra las condiciones que deben satisfacer los coefi-
clentes de la, 1-forma w y la funcién f de tal manera que puedan deﬁnlrse en
- el espacio cociente indicado.
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Superficie cociente R?/T

Cilindro:

Banda de Mobius infinita:

Toro:

Botella de Klein:

Condicién de invarianza
f($1,$2) = f(zy + 1, z4)

LU:'(IL‘],IL‘Q) = Lc),;(il?l + 1, iEg)

f(z1,72) = fz1 + §,—72)

wi(Z1, T9) = —wi(T1 + 3, —T2)
wi(Ty, Z9) = wi(T1, 29 + 1)

f($1;372) = f(.’El + 1,2.‘2)
[z, 22} = fz1,20 + 1)

wi(z1, Z2) = wi{zy + 1, 20)
Wi(-’rl,iﬂz) = wi($1,$2 + 1)

f(z1,22) = f(z1 + 5, —z2)
fz1,29) = f(@1, 22 + 1)

wi(Z1, Z2) = —wi(z1 + %, —T3)

wi(zy, T2) = wi(z1, 22 + 1)

3.2 Sistemas dindmicos en superficies cociente

Bn esta seccién introducimos algunos conceptos y resultados acerca de sis-
temas dindmicos en el plano, para después definir tales conceptos en super-

ficies cociente.

Sean R? el plano euclidiano y X = (X;, X3) un campo vectorial en R2.
Llamaremos sistema dindmico en el plano, asociado al campo X, a un sistema
de dos ecuaciones diferenciales dado por '

d:‘L‘l

dt
d.’Dg

dt

Xl(:ﬂl,ﬂ}g), (310)

Xz(xlax2):

y lo denotaremos (R%, X). Un sistema dindmico en el plano cuyas compo-
nentes del campo no dependen de ¢t es llamado un sistema auténomo en RZ,
como es el caso de todos los sistemas que se estudiardn en este texto.

En el resto de este trabajo supondremos que el campo vectorial X del
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sistema (3.10),
X(z) = (X1(z1, 22), Xo(m1, 72)) € TLR?,
es suave y sin puntos criticos,

X (z) # 0 para cada z € R%, (3.11)

Sea £ € R%. Por el Teorema de Existencia y Unicidad y el Teorema
de Dependencia de Datos Iniciales (ver [14]), existe una tnica solucién suave
z(t; €) = (z1(t; €), 22(t; £)) del sistema, (3.10) que satisface la condicién inicial

z(0;£) =¢&. (3.12)

Se llama intervalo de definicién de la solucién z(f; &) al intervalo maximo
I € (—o0,00) en el que la solucién z(t;£) estd definida. Este siempre es
abierto y, en general, depende del punto inicial £.

Si Iy = {—o0, o0) para cada punto £ € R?, entonces el campo vectorial X
se dice ser completo.

Por ejemplo, consideremos el sistema

diUl —z
— — e
dt
di'-z
& -
La solucién al problema con condicién inicial z(0;€) = &, estd dada por

z(t, &) = (ln (t+ef1),t+¢&,), para £ = (£,€,) € R. En este caso, el
campo X (z) = (€7™,1) no es completo ya que Iy = (—e1,00).

Si el campo X es acotado, || X|| £ M para algin M > 0, entonces es
completo, es decir, [y = (—00,00) para cada &.

La curva parametrizada Iz 3 t — z(t,£) € R? se llama trayectoria del
sistema que pasa por el punto £. Es claro que la velocidad de la trayectoria
z(t,£) en t = tg es el vector X(x(to, £)).

Decimos que £° € R? es un punto critico del sistema (3.10) si X (£°) = 0.

Si z(t, ) es una trayectoria del sistema (3.10) que pasa por el punto &
al tlempo t = 0 y existe T > 0 tal que z(T,£) = £, entonces se dice que
z(t,§) es una trayectoria periddica, y decimos que es no periddica en caso
contrario. El minimo valor T' > 0 que satisface tal relacién se llama perfodo
de la trayectoria z(t, §). '
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La imagen 7, = { € R? | z = z(t,£), t € It} es una curva orientada
(una I-subvariedad orientada) en el plano, llamada drbita del sistema (3.10).

Si X es un campo vectorial completo, no es dificil ver que la solucién
z(t, &) al sistema (3.10) satisface las siguientes propiedades:

(2) Invarianza bajo cambio de tiempo: Para cada constante 7 € R, z(t+7; £)
es también una solucién al sistema (3.10).

(it) Propiedad de grupo: Para todo t),ty € R, se tiene
(k1 2(t2; §)) = z(t1 + 12; €).

El flujo de un campo vectorial completo X en el plano, es la familia
suave t—paramétrica de funciones ®* : R? — R? que es determinada por los
cambios a lo largo de las trayectorias del sistema (3.10),

() < o(t;¢)
para cada £ € R?,

Proposicién 3.2 El flujo ¢ de un campo vectorial completo X en R? es un
grupo uno-paramétrico de difeomorfismos de R?, es decir,

(a) ®° =1d (la funcidn identidad);
(b) ®% 0 d% = P12 parg cada ty,t, € R;
(c) @t es un difeomorfismo para cada t € R, en particular, (3*)™! = &,

Rectprocamente, cada grupo uno-paramétrico de difeomorfismos & : R? —
R? define un campo vectorial completo en R?, por lu férmula

dd* (z)
dt ’

==()

X(zx})=

para cada x € R?
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Para més informacién, ver (1, 3|.

- Ahora introduciremos la nocién de sistema dindmico en una superficie
cociente.
Sea M = R?/T" una superficie cociente, donde I' es grupo de difeomorfis-
mos del plano que actiia libre, propia y discontinnamente sobre R2.
Definimos un sisterna dindmico en M como un sistema dindmico en el
plano (R?, X), el cual es invariante respecto a I, es decir,

7.X =X,

para cada v € I, y lo denotamos por (M, X). Cuando I' = {7v{,...,Vs), €S
suficiente pedir que se satisfaga la condicién

(72’)*‘X = X

paracadai=1,...,n.

Obsérvese que cada trayectoria de (M, Xp) se puede obtener de una
trayectoria del sistema (R?, X) de la siguiente manera: si ¢ = « (t) es una
trayectoria de (R%, X) y h : R? — R?/T' = M es la proyeccién natural,
entonces £ — h o « (t) es una trayectorta de (M, X ).

Ademis, si t — ¢ (t) es una trayectoria no periddica en el plano, puede
darse el caso de que t —— h o o (t) sea una trayectoria periédica en M.

Por ejemplo, consideremos el sistema (R?, X) dado por

2-','1 = ].,

Ty = 0.
Tomemos « (t) = (t,0), la cual es un trayectoria no periédica de (R?, X).
Ademds, tal sistema define también un sistema en el cilindro (C, X¢) ya que

X; (x1,72) = X; (z1 +1,2,). Entonces, (hoa)(t) es una trayectoria en el
cilindro la cual estd dada por

(hoa)(t)=h(t,0)

Por otro lado, como los puntos (t,0) y (¢ + k,0) estdn en la misma drbita
para k entero, se sigue que h (t,0) = h(t +%,0), para todo k € Z. Por lo
tanto, la trayectoria h o o es periédica con periodo 1.
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3.3 Equivalencia

En esta seccién estudiaremos la nocién de egquivalencia suave para sistemas
dindmicos en superficies cociente. Empezaremos con un anélisis de las condi-
ciones bajo las cuales un difeomorfismo en el plano induce un difeomorfismo
en una superficie cociente.

Sea f : R? — R? un difeomorfismo. Si deseamos que f también sea un
difeomorfismo en una superficie cociente M = R?/T, donde I es un grupo de
difeomorfismos del plano que actda libre, propia y discontinuamente sobre
R?, entonces f debe ser tal que, la imagen bajo f de una I'—érbita es también
una ['—érbita. En términos de los elementos de I', esto significa que para
cada v € I, existe 7 € T tal que

Yof=feor.

SiT = {v,...,7,), entonces la condicién anterior es equivalente a que se
satisfaga

i1

71 "'fy:in Of = fo’Yi7 T"'_" 17"':7’2‘1

para algunos enteros ;.
Usando lo anterior podemos definir formalmente un difeomorfismo en una
superficie cociente de la siguiente manera.

Criterio 3.1 Sea M = R?*/I{ una superficie cociente, donde I' es un grupo
de difeomorfismos del plano que actia libre, propia y discontinuamente sobre
R2. Sea f : R? — R? un difeomorfismo en el plano. Entonces existe un
difeomorfismo f : M — M tal que

hof=fokh

51y solo si, f satisface la siguiente condicion: para cada~y € T, existe ¥ €T
tal que

jof=fon. (3.13)

En consecuencia, cada difeomorfismo con esta propiedad induce un difeo-
morfismo en la superficie cociente y viceversa. Asf, podemos trabajar con
difeomortfismos en el plano que satisfacen esta condicién.
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En estos términos, damos el siguiente criterio para la equivalencia de dos
sisternas dindmicos en el espacio cociente: Sean X, y Yar campos vectoriales
en la superficie cociente M y X, Y los respectivos campos vectoriales asoci-
ados en el plano. Entonces los sistemas dindmicos (M, X ) y (M, Yy) son
equivalentes si y sélo si, existe un difeomorfismo en el plano f : R? — R?
que satisface la condicion (3.13) y tal que f.X =Y.

Difeomorfismos en €l toro y la botella de Klein. Para que un
difeomorfismo f en el plano defina un difeomorfismo una superficie cociente
M = R?/T, este debe satisfacer la condicién de invarianza respecto a I'. En
el caso del toro es posible dar explicitamente la estructura de f .

Un difeomorfismo en el toro se define como un difeomorfismo en plano
f : R? — R? que satisface la condicién

i3

at'ay?of=foa;,i=1,2, (3.14)

para algunos enteros n;;. Esto significa que la imagen bajo f de cada I'r—érbita
es también una I'r—d6rbita. Entonces existe un dnico difeomorfismo frz :

T? — T2 tal que
hof =fpoh.

Lema 3.1 Cada difeomorfismo f : R? — R? con la propiedad (3.14) es de la

forma

fl(.'Bl, .'1?2) = N1 + NisLo + FI(IL':[,:BQ) (3.15)
fo(ry,22) = mo1T1 + ngady + Fo(x1, T3)

donde n;; € Z y F; son funciones periddicas,
F:‘(-’ﬂl:x?) = Fi(xl + 1;322) = F:‘(‘g"hz? + 1); 1= 1)2
Demostracién. Como f satisface (3.14),

a1 ay™ o f (71, 22) = (fi(31, 22) + i, (21, 22) + 1ip) = foa; (1, 32)

para i == 1 se tiene

(£1(z1, za) + m11, f2(z1, Z2) + naz) = (Fi(z1 + 1, 20), fa2{z1 + 1, 22)) ,
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por lo tanto

fi(zi,za) + 0y = filzy +1,2)
Bz, 22) +n1p = Bz + 1, 2),

definamos ahora
i
Fi{z1,z2) = £1(z1, 22) — ny1 1 — nyszy
entonces,

F}(CL‘1 + ].,.’L'g) = fl(xl -+ 1,1'82) — 111 (3!.'1 + 1) — N12Ts
f1(z1, ) + n1y ~ N1z — Ny — npazy

F1($1,$2)

fi

F1($1,$2+1) = f1($1,$2+1)—n115€1—n12 (za +1)
= fi(z1,29) + npp — nyyz; — NyeTy — Mo
= F1(z1,22)

del mismo modo se prueba que Fa(z1,20) = Fa(zi 4+ 1,25) = Fa(zy, 29+ 1).
]

Un difeomorfismo en la botella de Klein se define como un difeomorfismo
en el plano f : R? — R? que satisface las condiciones

t"Moazof = foy, (3.16)

bnmoagzzof — an.;_a

para algunos enteros n;;, es decir, para que un difeomorfismo f : R? —» R2
pueda definir un difeomorfismo en la botella de Klein, este debe satisfacer
que todas las imdgenes de los puntos de una I'x—érbita estén en una misma,
r K-—érbita..

Por ejemplo, un difeomorfismo en el planoc f, de la forma
fi(z1,22) = 21+ Fi(21, 1)

fo(z1,20) = Ty + F oz, z3)

33




tiene la propiedad (3.16) si las funciones F; satisfacen las siguientes condi
ciones I

1
Fi(z1,22) = Filz + 3 —Za),

1
Fqlz1,22) = —F2(931+§,“ﬂ?2),

Filz1,22) = Filz,,za+ 1) i=12

3.4 Medidas en superficies cociente

En esta seccién introduciremos algunos conceptos acerca de medidas, los
cuales usaremos posteriormente. Para més informacién, ver [10, 15, 17).

Consideremos una medida g en el plano. Esta medida se puede escribir
de la siguiente manera

B= Xd$1&$2

donde dzidzs es la medida de Lebesgue en el plano y X : R? — (0, 0c) es
una funcién Llamada la densidad de p.

En el resto del trabajo supondremos que X €s una funcién suave.

Si B es un conjunto de Borel en R2, entonces su medida respecto a 4 estéd
dada por

p(B) = / xdz1dTy.
B
Por otro lado, si se tiene un cambio suave de coordenadas
F i (m,20) — (11, 92) 5

entonces la medida p en las nuevas coordenadas se puede escribir como

p=x{)

Df
det ——1— | dydya,
D($1;$2)l Y1072

la cual denotaremos por [, es decir, = fuu.

Definicion 3.1 Sean f : R? — R? un difeomorfismo y ju una medida en el
plano. Decimos que it €8 invariante respecto a f si y solo si fott = 1
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Consideremos ahora una superficie cociente M = RZ%/T, donde I" es un
grupo de difeomorfismos en el plano que actia libre, propia y discontinua-
mente sobre R2. Definimos una medida z,, en M, como una medida z en el
plano que es invariante respecto a I, es decir,

~v. it = i para cada y € I

Cuando I' = {74,...,7,), es suficiente pedir que se satisfaga la condicitn

(v),p=pparai=1,..,n
Ahora, si 4 es una medida en el planoy X = (X, X») € X (R?), definimos
la divergencia de X respecto a la medida i, como

| o 80X BX
dive(Xx) & —(-9}-1-1- + 3722 + Ly (Inx), (3.17)

donde I.x es la derivada de Lie y x es la densidad de la medida p.
La divergencia satisface las siguientes propiedades:
e para cada funcién ¢ € C*°(R?):
div*(pX) = (Lxp) divi(X); (3.18)
e para dos campos vectoriales X y V :

GVH(X 4+ V) = divE(X) + divA(Y)

Ly div(V) — Ly div¥(X) = divi{[X,Y)) (3.19)

donde [X,Y] es el corchete de Lie de los campos vectoriales X y Y,
esto es,

oY; 0X;
(X, Y] = Z(Xja_xj - Y"B_:nj)'

3

o Integracidn por partes. Para cada funcién ¢, con soporte supp(y) com-
pacto, se tiene

[ == [paiv0p (3.20)
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3.5 Medidas Riemannianas

Una clase particular de medida es la inducida por una métrica Riemanniana,
la cual recibe el nombre de medida Riemanniana. Tales medidas aparecen
de forma natural en Geometria Diferencial y Mecanica Cldsica (ver [1, 10]).
Antes de definirlas introduciremos algunos conceptos importantes.

Una métrica Riemanniana en una regién del espacio R? relativa a las
coordenadas (z1,Z,), es una familia de funciones suaves g5, i,5 = 1,2, con
las siguientes dos propiedades:

(1) son simétricas, es decir, gi; = gy;
(1) la matriz (g;;) es definida positiva;
(iii) si (y1,y2) son otras coordenadas en esta regién, y z; = z;(yy1,v2),
1 = 1,2, entonces la métrica Riemanniana relativa a estas nuevas co-

ordenadas es representada por la familia de funciones 9i; = 9i;(y1, y2),
dadas por

/ 8:1:,, oz I

. TS — —

Gi; Foe Gri By;
Denotaremos una métrica Riemanniana g por
g= Z gi;dzda?,
oY
o en forma mds corta (cuando no haya riesgo de confusién), como
g = gidx’dz’.

a

De este modo, si (g) son campos vectoriales base en una carta
i/ (i=1,2)

local alrededor de p € R?, y u, v son campos vectoriales dados por

(3.21)
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entonces gp(u, V) = Y, ; Gij (p)utv?, donde

P IR
gzj P _g amilp, 8$i|p

Por ejemplo, R? tiene la métrica Riemanniana candnica g = (dz)? +
(dx3)?, la cual claramente no depende del punto de aplicacién. Ademds, si u
y v estédn dados por {3.21), entonces

9p(w,v) = u* (p) v* (p) +u* (p)v* (p) = (v~ v) (p),

esto es, al evaluar la métrica en los campos u y v, obtenemos el valor de su

“producto punto” en p.
En coordenadas polares (r,8), los campos base estdn dados por

%(r, ) = (cos8,senf) Y E%(T, §) = (—rsenf,rcosb),
2

por lo tanto g(Z, ) = 1, /2, 2y=ry g(%, +) = 0. En consecuencia,
g = (dr)* +r(d8)".
Un resultado muy importante es siempre es posible definir una métrica
Riemanniana sobre cualquier variedad diferenciable. (Ver [6], p. 195)

A la pareja (M, g) donde M es una variedad diferenciable y g una métrica
sobre M, se le llama variedad Riemanniana.

Sea (R2,g) el plano con una métrica Riemanniana g. Si f:R? > R?es
un difeomorfismo, entonces se puede definir otra métrica f*g en R? como

(£°9) (u,0) 2 gea)(daf(u), dof (v)),

donde

es la diferencial de f.
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Se dice que un difeomorfismo f preserva la métrica si f*g = g, esto es,
gz = (dof)" gt(z) + daf. (3.22)

En particular,

det g; = det ge(y - (det d,f)?

Si una funcién f satisface (3.22), entonces preserva la distancia inducida
por la métrica. En tal caso, f es lamada una isometria de (R? g) (ver [6],
p. 191).

Definicién 3.2 La métrica g es invariante con respecto a un campo vectorial
X si el flujo de X es una isometria de (R?, g).

En términos de la métrica Riemanniana esta propiedad se puede expresar
de la signiente mamnera (ver [7], p. 214 y [10}, p. 74):

X X
L i'+"' = ai Bk g1 — Wy 2
XGis c?.ur:.;gJ 5mjg 0 (3.23)

donde Ly = Xl'é%{ + ng% es la derivada de Lie respecto al campo X =
(Xlx X2 )

La métrica g induce una medida candnica p, en el plano:

e para cada funcién ¥ € C®(R?), con soporte supp(1) compacto en R?,
se define -

W, = [ v, = [ w0, (@dade,

donde x,(z) wf (det 02)? v dzydzy es la medida de Lebesgue en R2.

e Sif:R? — R? es un difeomorfismo, entonces

Dy = [ iy

_ f B@)x, (£(2)) |det def| dzydy

= /w(f'l(y))xg(y)dyldyg, donde y = f(z)
= (£, -
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En la siguiente proposicién se estable una relacién muy simple entre un
campo vectorial y una métrica invariante respecto a tal campo.

Proposicién 3.3 Sea g una métrica invariante con respecto a un campo
vectorial X. Enfonces

divte(X) =0 (3.24)

Demostracién. Observemos que

Lx(lnx) = Lx(detgx).

2 det g,

Por otro lado, de (3.23) y el hecho de que x(z) = (det g;)?, se tiene
0Xy 90X, 8Xy 8X2

Lx(detg:) = (gn 52 —922%“)(921-912) 2(5 o 3$2)d et g(z)
0%, | 8K,
= 2G5, T g, %9

por lo tanto, se sigue (3.24). m

De la proposicién anterior tenemos que toda medida Riemanniana pu,
inducida por la métrica ¢ satisface (3.24); podemos decir, en cierto sentido,
que la medida Riemanniana u, es invariante respecto al campo X si satisface
tal relacién. En la siguiente seccién formalizaremos esta terminologia en un
sentido mas general. '

3.6 Sistemas dindmicos con medidas
invariantes

A continuacién presentaremos una introduccién elemental y ciertos resultados
de la teorfa de sistemas dindmicos con medidas invariantes. Tales sistemas
aparecen de forma natural en varios problemas de fisica-matemética. Aquf
discutiremos algunas propiedades de estos sistemas en el contexto de la teoria
de sistemas conservativos y sistemas Hamiltonianos (ver, [1]).

De la misma forma que hemos hablado de métricas invariantes respecto
a campos vectoriales, en la seccidén anterior, podemos hablar de medidas
invariantes respecto a campos vectoriales, como se establece en la siguiente
definicién.

39




Definicién 3.3 Sean u una medida y X un campo vectorial, ambos definidos
en el plano. Se dice que p es invariante respecto a X si y sélo si

divt(X) = 0. (3.25)

Si X es un campo vectorial completo, entonces la condicidn (3.25) es
equivalente a que la medida sea invariante respecto al flujo ¥ de X, es decir,

Uip = p.

(ver por ejemplo, [9]).

Obsérvese que cuando u es la medida de Lebesgue en el plano, entonces
la condicién (3.25) implica que el flujo W* preserva el drea de cada dominio
acotado en R?, es decir, si B es un conjunto medible y acotado, entonces

p(B) = p (¥4 (B)) para cada t € R.

Enseguida estudiaremos una clase particular de sistemas dindmicos en el
plano que admiten una medida invariante.

Sistemas Dindmicos Conservativos y Sistemas Hamiltonianos en el
Plano.

Si X es un campo vectorial que admite una medida invariante g, entonces
X se puede escribir en términos de la densidad de la medida y una cierta
funcién relacionada con las componentes del mismo, como lo establece el
siguiente resultado.

Proposicién 3.4 Si un campo vectorial X en R? admite una medida in-
variante p = ydz,dTe, entonces eziste una funcidn suave F' : R? — R tal
que

1 0 -1
X =—JVF dondeJ—[l . ] (3.26)

esto es, el sistermna dindmico asociado X toma la siguiente forma

fifi 1 8F

at = —zﬂ(ml,wz),

(3.27)
dzy 10F
@ T xoa 0




Demostracién. Definimos la siguiente 1-forma diferencial en R?, en
términos del campo X y la densidad de la medida u:

= x(ng:cl e demg).
Obsérvese que esta forma es cerrada,

dw = d{xXodz: — xX1dzs)

oX X Ox

= *(xamll X : +X13 + X, X2)d3:1/\da:2
dX X

= —(x( &L.ll + 31;2) + Lx(x))dz) A dzy

= -—X le“(X)d.’El A d.’Bg ={.

Por otro lado, consideremos la funcién 7' : RZ — R, dada por

Flz) = /0 ", (3.28)

donde el simbolo de integral denota la integral de linea de la forma w, desde
el punto (0,0) hasta el punto z = (z1,%;). Por el Teorema de Stokes y el
hecho de que la forma w es cerrada, se sigue que el valor de la integral es
independiente de la trayectoria de integracién. Para probar esto, tomemos
dos trayectorias arbitrarias 7, y 7y, con punto inicial (0,0) y punto final =z,

entonces
/ W / w = / w
o s 075!
= / dw
D

= 0

donde ~y, ! representa la trayectoria 7, recorrida en sentido contrario y D es
el dominio encerrado por tales trayectorias; por lo tanto F estd bien definida.
La funcién F satisface (3.27), ya que

w(m)=d£mw=dp(a:)=-8-—g§(-in—)dzl ag(z )d Zg,

por lo tanto,

aF oF
9" _x O X
axl XA2 ¥ 8332 X1,

de donde se sigue la proposicién. m
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Corolario 3.1 8% un campo vectorial X admite una métrica invariante g,
entonces la medida candnica p, es invariante. Por lo tanto X tiene la forma
(3.26).

La demostracién se sigue directamente de las Proposiciones 3.3 y 3.4

Definicién 3.4 Un sistema dindmico (R% X) es llamado conservativo st
admite una integral primera F € C™ (R?), es decir,

LxFﬁo,

tal que, VF no tiene puntos crificos.

Proposicién 3.5 Un sistema dindmico (R?, X) en el plano sin puntos criti-

cos es conservativo st y solo si admite una medida invariante.
3

Demostracién. Suficiencia. Supongamos que el campo vectorial X
admite una medida invariante. Entonces, por la Proposicion 3.4, podemos
escribir el campo X de la forma (3.26), el cual tiene como integral primera a
la funcién F, pues

L_xp = (X,VF)
= %(JVF,VF)=O

esto iltimo se sigue del hecho de que J es la matriz de rotacién del plano en
un éngulo igual a %, por lo tanto, para cada vector v € R? se tiene que Jv
es ortogonal a v.

Necesidad. Supongamos que (IR?, X) es un sistema conservativo y sea F
una integral primera. Como Lx F = (X, VF) =0y (JVF,VF) = 0 se sigue
que los campos X y JVF son paralelos, es decir, existe A : R2 — R, tal
que X = AJVF. Dado que ambos campos son suaves y X no tiene puntos
criticos, se sigue que A es suave y no nula. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que A > 0, y definimos x = A~!. Entonces u = A ldzidz, es
una medida invariante para el campo X,

D aF & oF

ST _ _ . -1

divi(X) = Oz ( A@mz) * Oz, (Ar?m) + L (ln37)
OF 0A  OF ox 1

- _3562 or, + Oz, Oz, B XLX )
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y como

BF 8A  OF A
Lx() =2 (_azg 9z, | Oz 3:1:2)

se sigue que div* (X) =0. =

Si x = 1 en (3.27), entonces el sistema se llama sistema Hamiltoniano
en el plano. Tales sistemas aparecen naturalmente en mecdnica cldsica y
describen, por ejemplo, el movimiento de una particula con momento p = x;
y coordenada ¢ = z3, donde la funcién F' es precisamente la energia de esta
particula.

Por ejemplo, la ecuacién de Newton, que describe €l movimiento en el
plano de una particula bajo la influencia de un campo, se puede escribir
como el siguiente sistema Hamiltoniano

d$1 _ 6U
a8z,
d.’L‘Q _

-C-it_ = Iy,

donde F = 12?2 + U (z,). En este caso, F' se interpreta como la energia total
de la particula elemental y la funcién U es el potencial del campo. (ver [1, 2]}

Estudiaremos ahora los conceptos definidos anteriormente en el contexto
de superficies cociente. _

Sea (M, X)) un sistema dindmico en la superficie cociente M = R?/T" y
sea (R?, X) el correspondiente sistema dindmico asociado. Una medida u,,
en M, invariante con respecto a X, se define por una medida p en R? que
satisface las siguientes condiciones

¢ /. es invariante con respecto a X (definicion 3.3)

® 4 es invariante con respecto a I', es decir, v, = ¢ para cada y € I'.

Formularemos resultados andlogos a la Proposicién 3.4 para las siguientes
superficies cociente. '

El toro. Un sistema dindmico en el toro T2, asociado al campo X7, se
define por un sistema dindmico en el plano asociado al campo X,
d.’Bl '

e Xi(z1,73), (3.29)
dx
EE% = Xo(zy1,x9),
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tal que,

()X =X, i=1,2, (3.30)
es decir,
X,-(:cl, :L‘g) = X;‘(.’Bl + 1,.’122) = Xz'(ib’l,irg + 1), 7= 1, 2. (331)

Existe una correspondencia uno a uno entre los campos vectoriales suaves
Xt en el toro y los campos vectoriales suaves X en el plano con la propiedad

(3.30),
(d=h) X (z) = Xr(h(z)).

e Una métrica en el toro gr se define como una métrica g = g;;(x1, zo)dz*dz’
en el plano con la siguiente propiedad:

gij(mzl,mz) = Q:'j(l‘l + 1,332) = 9:';‘(1171, Ty + 1).

e Una medida en el toro pq» se define como una medida y = ydz,dz, en
el plano que es invariante respecto a ['r, esto es,

x(T1,22) = X(il?l +1,29) = x(2y, 22 + 1). (3.32)

Proposicién 3.6 Sea (T2, Xr, uy) un sistema auténomo en el toro con una
medida invariante. Entonces la medida u = ydz,dz, en R? es invariante con
respecto al campo vectorial X asociado a Xr. Ademds, si el sistema (3.29)
asociado a X, satisface (3.31), entonces tiene la forma

d.’L‘l 1 5h,

& T o™
dzy  _ l.‘?.h_( Z3)
dt  x0x 1, %2),

donde la funcion h es suave y tiene la representacion

h(z1,29) = woxy — wize + H(z1, 23),

donde

H(zy,z9) = H(z1+ 1,22) = H(z1,27 + 1),
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y las constantas wi, wy se definen por

wl':/de,u, yw2=/X2d,u,,
n 1
donde I1 = [0,1] % [0,1], es el dominio fundamental.

Demostracién. Es claro que si g es una medida invariante para el ;
campo Xy, entonces u {la medida asociada a p,.) es también una medida
invariante para X (el campo asociado a X7); esto se debe a que X7y f1 son
precisamente X y p con las propiedades (3.31) y (3.32).

La existencia de la funcién h se sigue de la Proposicién (3.4) y del hecho 8

de que X admite la medida invariante . Se demostré en tal proposicién que
h tiene la forma

h{z) = f w, donde w = x(Xadz; — X;dxzy),
0

de donde se sigue que

h(a:1 + 1,22) = h(I]_,Z'z) + ¢y
h(.’L‘l,.'EQ + 1) = h,(w],:&'z) + 1.

Definamos H(z1,z2) := h{z1,22) — cata — 171, Se tiene que H(z1,z2) =
H(z1+ 1,z9) = H(z1,29+1). Asi, hemos encontrado funciones h y H con
las propiedades de la proposicién, sélo falta determinar las constantes ¢y y
Co.

Sustituyendo h(z1,Zy) = coZe + 13 + H(z1,2,) en el sistema de la
proposicién y compardndolo con el campo X = (X, X3), obtenemos
OH 1 oOH

— )y Xo=—(c1+

1
X, = cy + -—),
P (2 Oz, X 31?1)

de donde se sigue que

Cy = /X1Xd$1d$2 / dl‘ldﬂig /de,u.=—-UJ1
I

c; = ]ngdmldmg—ﬂf——dmld:cg—fngp = W»s,
In

va que H es periédica, con periodo 1. Por lo tanto, A(z1, Z2) = wez) —wiza+
H(.’El ) .’L’Q). |
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Observaciones 3.1 Notémos gue la funcidn h definida en R?, es una fun-
cién en el toro si y solo si, w; =0 ywe =0.

La botella de Klein. Un sistema dindmico en al botella de Klein,
asociado al campo Xk, se define como un sistema dindmico en el plano,
asociado al campo X:

B~ KXo, (3:33)
%2- = Xo{z1,22),
tal que
(1), X =X y (az).X =X, (3.34)
Es decir, |
Xi(zy,z2) = Xalz+ %, —~z9) = X1(%1, T2 + 1), (3.35)
Xo(ze,22) = —Xa(z1 + %: —zq) = Xo(zy, 22 +1).

e Una métrica en la botella de Klein gx se define por una métrica g =
gi;(1, 22)dz'dx’ en el plano con la siguiente propiedad:

1 ]
gi(z1,22) = gulz1+ 3 —1y) = gu(z1, 22+ 1), 1 =1,2,

1
g12(21,T2) = —g1a{z1 + 5 —19) = gialz1, 22 + 1)-

e Una medida en la botella de Klein pj se define por una medida g =
xdz,dz, en el plano que es invariante respecto a I'y , es decir,

1
X($1;$2) = x(T1 + bR ~zq) = Xx(T1, 22 + 1).

Proposicién 3.7 Sea (K, Xk, py) un sistema auldnomo en la botella de

Klein con una medida invariante. Entonces la medida p = xdzidzy en
el plano es invariante con respecto al campo vectorial X asociado & Xx.
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Ademds, si el sistema (3.33), asociado a X satisface (8.34), entonces tiene

la forma
doy Wi _1__317[.(2; )
dt - X Xamz 1,2},
dzy _ l?ﬂ(m )
dt - lxaml 1? 2 7

donde la funcion H es suave y satisface
- 1
' H($1,$2)=“H(-’1’1+'2"="—$2)=H(ﬂ31,ﬂ32+1);
ywy = [ Xadp, IT=[0,1] x [0,1].
Demostracién. Usando el hecho de que 12 = 1oL = a4, se tiene que todo
sistema en el plano que sea [' g —Invariante sera también I'r~ invariante; por
lo tanto, todo sistema en la botella de Klein define también un sistema en el

toro. Asi, existe una funcién suave h dada por la Proposicién 3.6. Ademas,
obsérvese que

oy = -/ ng.’,u.
II

- / o (Xa)(di)
LI

LTI

| = = j Xodp = —wy,
II

Il

y por lo tanto, wy = 0. De esto se sigue que h (2, %3) = —wq 2o + H (1, Z2).
n
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Capitulo 4

Sistemas dinamicos en el plano
y el Teorema de Rectificaciéon

3

Ein este capitulo presentamos un resultado fundamental en la teorfa de clasifi-
cacién de sistemas dindmicos, llamado Teorema de Rectificacién Global para
sistemas dindmicos en el plano. La parte bésica de este capitulo puede en-
contrarse en el articulo [8]. Adema4s, discutimos algunas aplicaciones de este
resultado, el cual es muy importante para el estudio de sistemas dindmicos en
superficies cociente, presentadas en los siguientes dos capitulos. Los concep-
tos bdsicos de ecuaciones diferenciales presentados aquf pueden encontrarse
en {1, 11, 14], adem4s del Capitulo 3 de este trabajo.

4.1 Espacio de 6rbitas

Sean R? el plano Euclidiano y

dxr

_-_dtl = Xi(z1,72), (4.1)
dr

__dtz = X2($1,$2),

un sistema auténomo en R2. Supongamos que el campo wvectorial X del
sistema (4.1),

X(z) = (X1(z1,22), Xo(z1,29)) € TR,

es suave y sin puntos criticos, X(z) # 0 para cada € R%
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Sea £ € R?. Por el Teorema de Existencia y Unicidad, existe una tnica
solucién suave z(t; &) = (z1(t €), Ta(; §)) del sistema (4.1) que satisface la
condicién inicial

z(0;€) =& (4.2)

Tenemos la siguiente interpretacién geométrica del Teorema de Existencia
y Unicidad: para cada punto & € R? existe una tinica drbita Y¢ que pasa por
€. De esta manera, R? es la unidn de todas las orbitas del sistema (4.1), y
cada una de estas es una clase de equivalencia de la relacién: £ ~ 7 si y sélo
si £ y n pertenecen a la misma érbita. Obviamente, la particién que induce
esta relacién de equivalencia esta formada precisamente por las érbitas. Esta
particidn es llamada el refrato fase del sistema.

Definicién 4.1 El espacio de 6rbitas, Orb(X), del sistema auténomo

(4.1) se define como el espacio cociente de R? por la particion de sus érbitas,
es decir, Orb(X) = R?/ ~.

Sea h : R* — Orb(X), z — h(z) = [z], la proyeccién natural, donde [z]
denota la Srbita de z (la clase de equivalencia de ). La funcién A induce
la topologia cociente en Orb(X), donde W es abierto en Orb(X) si y sélo si
h~1(W) es abierto en R2.

Un resultado importante es el siguiente (ver {11]): el espacio de drbitas
Orb(X) del sistema sin puntos criticos (4.1) es una 1-variedad coneza con
una base numerable.

Observaciones 4.1 Sea a: R? — (0,00) una funcidn suave. Entonces las
érbitas de los campos X y aX que pasan por un mismo punto son iguales;
esto es, solo cambia la velocidad de las trayectorias en un factor a(z) y
por lo tanto Orb(X) = Orb(aX). En particular, si tomamos a = |[X| 7,
entonces el campo vectorial ﬁ%l' es completo (ver [1, 4, 14]) y Orb(X) =

Orb(ﬁ). De esta manera, el espacio de drbitas de un campo vectorial X es
una caracterdstica del retrato fase que se define sdlo por el campo direccional
asociado a X.
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Por otra parte, Orb(X) es un espacio Hausdorff si para cada par de
puntos distintos py,p; € Orb(X), existen dos vecindades abiertos Wy y W,
de py y po, respectivamente, tal que W, N W, = &. Se puede expresar este
arioma de separacidn en términos del retrato fase del sistema (4.1), de la
siguiente manera: Sean £; y £, dos puntos en R? tales que h{€,) # k(&) v
Ye,» Ve, las Srbitas de (4.1} que pasan por £, y &, respectlvamente entonces
existen entornos U; de 7, y Uz de 7, en R? con la propiedad de que para
cada punto z € U/; la érbita v, que pasa por x satisface Uy Ny, = &.

Por otro lado, si el espacio de érbitas resulta ser Hausdorff, entonces su
estructura es muy simple, de hecho es difeomorfo a R (ver [11]), es decir,

Orb(X) = R. (4.3)

Esto se sigue de la siguiente observacién: como Orb(X) es una l-variedad
conexa, con una base numerable y Hausdorff, por hipétesis, entonces Orb(X)
es paracompacta ([6], p.193) y por el Teorema de Clasificacién de 1-variedades
[11, 16], tenemos que Orb{X) es difeomorfo a una de las siguientes 1-variedades:
[0,1], (0,1], R, o bien S'. Ademds, dado que el campo es no singular, tenemos
que Orb(X) no puede tener frontera, ni puede ser difeomorfo a S*.

4,2 Formas normales

De la Teorfa de Sistemas Dindmicos se conoce el siguiente Teorema de Rec-
tificacién (local) (ver, por ejemplo, {4, 11, 14, 18]): Para cada punto £ € R?
existen una vecindad U de § y un cambio suave de coordenadas:

(3711-'52) =Yy = (y].)yZ) € R2

tal que el sistema (4.1) toma la forma:

dyy

il 1, (4.4)
dyg
E 0.

Geométricamente, esto significa que todas las trayectorias de (4.4) son rectas
paralelas (ver Figura 4)
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Figura 4. Rectificacién local

En este caso se dice que el sistema (4.4) es la forma normal (local) del
sistema. (4.1).

El objetivo central de este capitulo es estudiar la forma normal global
para sistemas auténomos suaves y sin puntos criticos en R?, En general, no
existe un cambio de coordenades global tal que el sistema (4.1) tome la forma
(4.4).

Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema auténomo

dzy

E = (.'121 - 1)(.’.61 + 1), | (45)
dzy _ _
T

Es claro que este sistema no tiene puntos criticos y su retrato fase estd dado
en la Figura 5.
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Figura 5. Retrato fase

Ms4s adelante demostraremos que no se puede transformar este retrato
fase a la forma normal de una manera glo!:)al-

Obsérvese que el espacio de érbitas de X (z1,z3) = ((z1 — 1)(z1 + 1), —41)
no es Hausdorfl. En efecto, consideremos las érbitas v,y = {z; = 1} y
Y(-1,1) = {1 = —1} que pasan por los puntos (1,1) y (—1,1), respectiva-
mente. De la figura 2 es claro que los puntos (1,1} y A{—1, 1) no satisfacen
el axioma de separacién. Por lo tanto, Orb(X) no es Hausdorff .

4.3 Teorema de Rectificacién

Antes de enunciar el Teorema de Rectificacidén, recordaremos algunos con-
ceptos bdsicos que nos serdn necesarios.

Sea f : R? — D, z — f(z) = (fi(z), f2(z)), una funcién suave que toma
valores en un abierto D C R2. ‘

Sabemos que f es un difeomorfismo si

(1) feC=(R%;

(i7) f es biyectiva;

(#i1) la funcién inversa f ~1: D — R? es de clase C.

Del Teorema de la Funcién Inversa se puede deducir el siguiente criterio:
una funcién f : R? — D que satisface las condiciones () y (#) es un difeo-
morfismo si y sélo si la matriz jacobiana de f es no singular en cada punto
del plano,

det((%(:om 40 (46)



para todo r € R2.

Como vimos anteriormente, si X es un campo vectorial suave en R?
entonces se puede definir otro campo vectorial £,X en el dominio abierto D
como

(£.X)(2) Y (de-1(yf) X (f(z)) pera cada z € D.

Donde d.f : T,R? — T¢()R? es la diferencial de f. !
Ademss, esta operacién satisface las siguientes propiedades:

o £.(X; +X;) = (£.X;) + (f.X2) para cualesquiera campos vectoriales
X,y Xy en R

¢ Para cada funcidn suave i : R?2 — R y un campo vectorial X tenemos
f.(pX) = (Lo)(L.X) (4.7)
donde (£,0)(z) Y (pof ~1)(z) para cada z € D.

Teorema 4.1 (Teorema de Rectificacion Global) Sea X un campo vectori-
al suave sin puntos criticos. Fntonces las siguientes dos condiciones son
equivalentes:

(a) Existen una vecindad abierta coneza D de la linea {(y;,y2) € R? | 35 =
0} y un difeomorfismo £ : R* — D que transforma el campo vectorial
X a un campo vectorial constante,

(£.X)(y) = (1,0) (4.8)
para todo y € D;
(b) El espacio de orbitas, Orb(X), es Hausdorff.

St el campo vectorial X es completo, entonces se puede tomar D = R? en
la condicion (4.8).

Una funcién que satisface la condicién (4.8) se llama difeomorfismo de
rectificacion.

Recuérdese que si X es un campo vectorial sin puntos criticos, entonces
z Tl-% es completo en R? ya que este campo es acotado. Por el Teorema
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(4.1), aplicado al campo Ii_;%ﬁ’ deducimos que existe un difeomorfismo de

rectificacién f : R? — R? tal que f, (I_I)Zf(_ll') es un campo vectorial constante,

si y solo si Orb(X) es Hausdorff. Aplicando la regla (4.7), deducimos el
siguiente

Corolario 4.2 (Forma Normal) Sea X un campo vectorial sin puntos criti-
cos con Orb(X) Hausdorff. Entonces eriste un difeomorfismo f : R?* — R?
tal que el sistema auténomo del campo f,(X) toma la siguiente forma

d
_dyi; = _m(ylfyﬁ)) (49)
dys
@ =
donde m > 0 es una funcidn suave dada por
m(y) = | XE I, v = v1.92) (4.10)

Podemos ahora deducir del Teorema de Rectificacién Global que para el
sistema (4.4) no existe un cambio de coordenadas global que transforme el
campo vectorial de (4.4) a un campo constante pues su espacio de érbitas no

es Hausdorff.

4.4 Ségmentos con contacto libre

Para la demostracién del Teorema de Rectificacién Global haremos uso de la
siguente nocién de la Teoria de Poincaré (4, 14],

Definicién 4.2 Definimos un segmento con contacto libre del sistema
(4.1) como una curva suave parametrizada ¢ = {z = o(s) € R? | s € R} tal
que

1. o es transversal al campo X ;
2. o intersecta a cada drbita del sistema (4.1) en un unico punto;

3. o es regular (la funcidn 0 : R — R? es un difeomorfismo en su imagen).

Estas tres condiciones se expresan en la Figura 6.
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Figura 6. Segmento con contacto libre

Supondremos que la proyeccién h : R* — Orb{X) es un difeomorfismo
sobre cada arco transversal al campo X.

Si Orb(X) es Hausdorff, entonces la proyeccién h : R? — Orb(X) = R
es una submersién sobreyectiva (llamada “haz fibrado” sobre R). Dado un
segmento con contacto libre o, se tiene que la funcién r = hoo : R — Rees
un difeomorfismo. Entonces la reparametrizacién o = ¢ or : R — R? es una
curva parametrizada que satisface la propiedad h o o = idg. En la teorfa de
haces fibrados [16] tal funciéit @ se Hama seccién transversal (“cross seccion”)

De la misma manera se puede definir la nocién de segmento con contacto
libre para un sistema auténomo dado, en una regién abierta D C R2.

Usando esta nocidén, podemos reformular el Teorema de Rectificacién
Global de la siguiente manera. ’

Teorema 4.3 Sea X un campo vectorial suave y sin puntos criticos en R2.
Existe un difeomorfismo f : R2 — D que transforma el sistema auténomo
(4.1) a la forma constante (4.4) en D si y s6lo si existe un segmento con
contacto libre o del retrato fase de X.

Demostracién. Suficiencia. Sea f un difeomorfismo que satisface (4.8).
Entonces el segmento con contacto libre se puede definir por

o=f"Yy=(n,p) €D |y =0}
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Necesidad. Sea 0 = {z = o(s) € R? | s € R} un segmento con contacto
libre del sistema (4.1). La idea para construir el difeomorfismo de rectifi-
cacién f es hacer un cambio de coordenadas cartesianas (x;,z,) a coorde-
nadas (t,s) donde ¢ es “tiempo” a lo largo de una trayectoria del sistema y
5 es el “pardmetro” a lo largo de o.

Por lo extenso de la demostracién, la dividiremos en cuatro pasos.

Paso 1. Construccién del dominio D.
Para cada punto fijo £ € R?, consideremos la solucién z(t, &) del sistema

(4.1) con la condicién inicial (4.2) y dominio de definicién I,

2L - X(a(t,6) (4.11)

para cada r € I, con
z(0,¢) = ¢.

Luego, Iz = (a¢, be) es un intervalo abierto, donde la dependencia de los
puntos ag y bg de &, es suave. La solucién z(¢,£) define la ¢rbita v, que
pasa por €]l punto . Recuérdese que el campo vectorial X no tiene puntos
criticos, entonces del Teorema de Poincaré-Bendixon [4, 14, 18], se sigue que
cada drbita v, es no-periédica. Esto significa que para cada punto fijo &, la
funcién

I; 2t xz(t,£) €y es uno a uno. (4.12)

Ademds, del Teorema de Dependencia de Datos Iniciales [1, 14, 18] deducimos
que la funcidén '

(¢,§) — z(t,€) (4.13)
es de clase C*. Definimos ahora en el plano R? = {y = (y;,12)} el siguiente
abierto

D =User{(y1: %) | 11 =35, 12 € Ly(s)}, (4.14)

donde I, es el intervalo de definicién de la trayectoria de (4.1) que pasa
por un punto inicial o(s) del segmento con contacto libre o.

Paso 2. Definicién de f.

Ahora se puede definir una funcién f : R2 — D de la siguiente manera:
Dado cualquier punto £ € R?, existe una tnica érbita Ye que pasa por &;
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esta 6rbita intersecta el segmento con contacto libre o en un tnico punto,
por la propiedad 2 de la Definicién 4.2. Usando esto dltimo junto con la
propiedad 3 de la Definicién 4.2 y la propiedad (4.12) deducimos que existen
t=1t(&) € Iy y s = s(§) € R, tnicos, que satisfacen la ecuacién

- xz(t, &) = ofs). (4.15)

La funcién f se define como

£ — £(6) 2 (1(8), 5(8)), (4.16)

(o2

x2 4

xnf)=0(s)

>
, Xr

Figura 7. Puncién f : £ (t,9)

La funcién inversa f~! estd dada por la regla: dadot € Iy y s € R se
toma el punto (¢, o(s)) en la érbita -y,, que pasa por o(s),

y=(t,s) — £t ) = z(t,0(s)). (4.17)

De la propiedad (4.13) se sigue que f~! es suave (ver Figura 8).
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x(o(sh)

Y

X

Figura 8. Funcién £71: (¢, 8) — z (¢, 0 (s))

Paso 3. La matriz jacobiana de f=1.° |

Mostraremos que la funcién f~! también es suave. Recuérdese que la cur-

va o es transversal al campo X (por la propiedad 1 de la definicién 4.2); esto
. . . dz(0, ar!s,‘_p! ( 3)

significa que los vectores tangente , a la drbita v, y al seg-

mento con contacto libre o, r&spectlvamente son hnea.lmente independientes,

es decir,

a:ljﬂags!! doi{s)
] £ 0. (4.18)

JO(S) - det[ a:q!Oza'!sn da%a!s!
ds
La funcién ! en (4.17) estd definida implicitamente por la ecuacién
1 = z1{t, 0(8)), zg = xza(2,0(3)). (4.19)

Consideremos el Jacobiano

gt agsn dz({t,a(s})
} (4.20)

def
J(t S) det |: :z:g!ta'!sn d:rg!g,%!s”
ds

Demostraremos que para cada (t,s) € D se tiene
J(t,8) #0. (4.21)

Consideremos la solucién fundamental (ver [3,4])

def BiEi(t,f)
F(t,&) = ((—_82-7_))2x2
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de la ecuacién lineal sobre la solucién z(t,£) del sistema (4.1):

&Sﬁ’f—) V(t,€)F (¢, ), (4.22)
F(0,6) = I

donde V(t,¢&) Lf ((23*%3@)) Entonces det F(t,£) # 0, y finalmente se

obtiene
J(t,8) = Jo(s) - det F'(t,£) # 0.

Usando (4.21) y aplicando el Teorema de la Funcién Implicita (ver [17]) para
la ecuacién (4.19), deducimos que f es suave. Asi, vemos que se cumple la
condicién {4.6) y concluimos que f es un difeomorfismo.
Paso 4. Difeomorfismo de rectificacién.
Ahora vamos a demostrar la propiedad (4 8),
morfismo de rectificacién. Obsérvese que (f,)™*
probar que X = (f~1),(1,0). Usando (4.11) y (

dz;  dzy 1
dt L]
@z_wz}(o)
dt

dx

\__/

esto es, que f es un difeo-
(f~1).. Luego, es suficiente
.17), obtenemos

'&II

(et (L O)(E (t5)) = [ :

_ (£)=X(m).

donde z; = x;(t,0(s)), 7 = 1,2. Siel campo vectorial X es completo, entonces
I = R y obtenemos que D =R% m

St el campo vectorial X admite un segmento con contacto libre sélo en
una regién abierta G del plano, entonces de la demostracién del teorema
anterior se sigue la existencia de un difeomorfismo f : G — D que lleva el
sistema (4.1) a la forma constante.

Por ejemplo, de aqui se puede deducir el Teorema de Rectificacién Local.
Es suficiente probar que localmente existe un segmento con contacto libre.
Dado un punto £ € R? se tiene: X;(£°%) # 0 o X»(€°) # 0. Supéngase, sin
pérdida de generalidad, que X;(¢%) # 0. Entonces es claro que existe un
entorno abierto G de £° tal que

Xi(z) # 0 para cada z € G. (4.23)

Por el Teorema de Dependencia de Datos Iniciales podemos tomar la regién G
con la siguiente propiedad: existe una funcién suave z: (=7,T) x G — R?
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Puesto que R es Hausdorff, el espacio de érbitas también es Hausdorff.

IT (b = ¢). Supongamos que Orb(X) es Hausdorff y, por lo tanto, difeo-
morfo a R. Mostraremos la existencia de una funcién suave ¢ : R? — R,
tal que Lyw = 1.

Obsérvese que la proyeccién natural b : R? — R satisface las siguientes
propiedades

!
e h es suave y sobreyectiva;

e h no tiene puntos singulares,

Vh(z) # 0 para cada z € R?; (4.26)

(se sigue del Teorema de Rectificacién Local)

o Para cada s € R, la curva de nivel h~1(s) es coneza.

Por definicién, la érbita v, de X que pasa por £ se define como la curva
de nivel de h,

v = h™'(s), donde s = h(£).

Por lo tanto, 7, = h~'(s) es conexa.
Ademds la funcién h es constante en cada érbita de X, entonces la deriva-
da de Lie de h a lo largo del campo vectorial X es cero,

Lxh = (X, Vh) =0. (4.27)

Una funcién con tal propiedad se Hama integral primera del sistema (4.1).
Tenemos ademds el siguiente resultado, el cual es conocido como el “Teo-
rema del flujo tubular largo™ (ver [4, 14]):
Sea 7yeo la drbita que pasa por un punto dado €0y 0 = h(fo). Entonces
existen un intervalo abierto Ao C R, que contiene a s°, y un difeomorfismo
feo del entorno abierto

HSO dif Uh(E)EASO’YE (4.28)

a un dominio Dy en R? tal que (f0).X es un campo vectorial constante en

Dys.
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Para demostrar tal resultado es suficiente probar la existencia de un in-
tervalo Ay tal que el campo X admite un segmento con contacto libre en el

entorno L.
Consideremos el campo vectorial

_ Vh
IV

Sea A s+ 00(s) € R? la trayectoria de ¥ que pasa por £ en s° = A(£°),

2l = Yol
o(s’) = ¢

con intervalo de definicién Agp. Entonces se tiene

(d:h)Y (z) = (Vh{z),¥(z)} = 1,
para todo x € R?, donde d . h : T,R? — ThznR = R es la diferencial. De aquf
deducimos

dh{o(s)) o(s)
= <Vh(0(3)): —3—3—>

(Vh{a(s)),Y{a(s)))
= (dy(nh)Y (o(s)) = 1, para todo s € R.

Esto significa que i {o(s)) = s para todo s € An. Entonces la trayectoria

s+ 0.0{3) es un segmento con contacto libre de X en 1.
Por un razonamiento ansloge al de la demostracién del Teorema 4.3 se

deduce que existe un difeomorfismo f,, entre el entorno I, y un abierto Dy,

e 3z =y = (y1,v2) = felz) = ((foo)i(z), (fsc’)?(x)) € Dyo

tal que (f,,).X = (1,0).
En estos términos, la solucién de la ecuacién (4.25) se define por

pp(z) = (foh(z).
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Consideremos ahora un subconjunto denso numerable S C R. Por el
resultado anterior, se tiene que para cada s € S existe un intervalo abierto
Ay € R y un difeomorfismo de rectificacién f, de II; en un abierto D,.
Fijemos una cubierta numerable {A;}ses de Orb(X) 2 R, esto es,

R - USESAS'
Sea ¢, tal que
LX(PS =1,

donde p; € C(IL,).
Podemos tomar una particion de lo unidad {e, € C*(R?)} para R, sub-
ordinada al recubrimiento {A,} (ver, por ejemplo, [17]), entonces

e para cada z € R se tiene 0 < ¢;{z) < 1 para todo i;

¢ para cada z € R existe un entorno abierto {2 de x tal que todas, excepto
un nimero finito de las e, son 0 en £;

¢ para cada x € R se tiene
Zes(sc) =1
g

(en virtud de la propiedad anterior esta suma es finita en el intervalo
abierto de z); ' '
e para cada mimero s se tiene supp (e,) C A,.

Se define la siguiente funcién suave global en el plano

0 =Y ey, (4.29)

donde (he;)(x) = e:(h{x)). De (4.27) se sigue que Lx(h*e;) = 0. Finalmente
deducimos que la funcién ¢ de (4.29) es una solucién de la ecuacién (4.25),

Lxe = Lx Y (Re)p:

= Z(Lx (h*e:))e; + Z(h*e,;)LXq;z.

= Z(h*ei)

1

! = () e)=1

i
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I (¢ => a). Sea ¢ € C°(R? una solucién de la ecuacién (4.25).
Entonces se tiene

Vi{z) # 0 para cada z € R% (4.30)

Sea R 3¢t — z(t,£) € R? una trayectoria del sistema (4.1) que pasa por un
punto £. Usando (4.25), obtenemos !

2 _ (Lep)aft,9) = 1.

Entonces

ez, =t+9§)  (-oo <t <o) (4.31)

En particular, se sigue de aqui que la funcién ¢ : R? — R es sobreyecti-
va. Consideremos la imagen inversa ¢~!(0). Por la propiedad (4.30} y el
Teorema de la Funcién Implicita deducimos que ~!(0) es una subvariedad
1-dimensional del plano. Por otro lado, de (4.31) se sigue que la interseccidn
de ©™1(0) con cada érbita 7, = {z = z(t,£) | —c0 < t < oo} es un unico
punto definido por ¢, = — @(£). Ademds, es claro de (4.25) que @~ 1(0) es
transversal al campo X. Entonces tomamos como segmento con contacto
libre a la curva ¢~ 1(0). B

Corolario 4.5 Sea X un campo vectorial en R? sin puntos criticos. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes :

(a) Existe un segmento con contacto libre o del sistema ({.1) en R?;

(b) El espacio de orbitas Orb(X) de X es Hausdor{f ;

Obsérvese que el Teorema 4.1 se sigue del Teorema 4.3 y el Corolario 4.5.

4.6 Aplicaciones y ejemplos

Sistemas Gradiente. Sea F : R? — R una funcidén suave que satisface la
condicién

IVF @) 2 M >0, (4.32)

para todo z € R? y algiin M € R.




Esto significa que el gradiente de ' no puede ser arbitrariamente pequeno
en magnitud. Es claro que para cada compacto en R? siempre existe tal M,
sin embargo, esta condicién puede fallar cuando ||z} — oo. Por ejemplo, la
funcién F (z1,z,) = €*11%2 no satisface la condicién (4.32).

Para una funcién F' con la propiedad (4.32) se tiene el siguiente resultado:
El espacio de dérbitas del sistema gradiente

dz
- = VF(z) (4.33)

es Hausdorff.
En efecto, consideremos el campo vectorial

VF
= —, (4.34)
IVF
el cual es completo, pues [V = EIV 7 < <, ademss,
F F.VF
e r9R) = (T o) - OETD
IVE] IVF

Por lo tanto, Orb(V F) = Orb(Y) es Hausdorfl.
Sistemas Conservativos. Consideremos el siguiente sistema auténomo
sin puntos criticos, en el plano

d_:cl.ﬁ 1 8F

L = —;6—2(551, .’132) (435)
b 01 Ty,

donde ¥ : R? — (0,00) es una funcién. En particular, si x = 1, entonces
el sistema (4.35) es Hamiltoniano. Observése que F' es una integral primera
del sistema, es decir, que F' es constante a lo largo de las trayectorias del
sisterna.

Para obtener informacién acerca de la topologia del espacio de érbitas de
este sistema podemos utilizar la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1 Si para cada a € F(R?) la curva de nivel
F~'(a) es coneza, (4.36)

entonces el espacio de drbitas del sisterma (4.35) es Hausdorff.
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Demostraciéon. Tenemos que la funcién F'es una integral primera del
sistema (4.35), por lo tanto, para cada drbita -y, de este sistema que pasa por
¢ se tiene v, € F'(a), donde F(§) = a. Se deduce de la condicén (4.36) que
v¢ = F~'{a). Entonces la funcién F' es la proyeccién natural del plano en
el espacio de drbitas del sistema (4.35), aqui Orb(X) = F (R?). Como F es
suave, se tiene que el espacio de drbitas del sistema {4.35) es Hausdorff, pues
la topologia de éste es la topologia cociente inducida por F' y la topologia
usual de R?. =

De esta proposicién se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.6 Cada sistema autdnomo suave y sin puntos criticos, cuyo
espacio de orbitas es Hausdorff, tiene la forma (4.35), donde F y x son
algunas funciones suaves.

Criterio 4.1 Sea F una funcion que satisface la propiedad (4.32). Entonces
el sistema (4.35) admite un difeomorfismo’de rectificacion f : R2 — D

Demostracién. Sea YV el campo vectorial de (4.34). Entonces Y es com-
pleto y Orb(Y) es Hausdorff. Del Teorema 4.1 se sigue que existe un difeo-
morfismo g : R? — R? tal que g,Y = (1,0). Asi, Lo, yg.F =g (lyF)=1

~ y por lo tanto -

0
—g.F=1=g.Flyy) =1+ A(y2)
1 .

donde A: R — R es una funcidn suave. Finalmente

Fla)=g {(y,) ER? |y = —Aly) + g (a)},

lo cual implica que F~1(a) es conexa.
Del criterio anterior deducimos que el espacio de érbitas del sistema (4.35)
i es Hausdorff, y del Teorema 4.1 se sigue que existe un difeomorfismo de
tectificacién £, m

Observemos que si solamente se tiene que |[VFI > 0 entonces no nece-
sarilamente F'~!(a) es conexa para todo a € R. Por ejemplo, consideremos la

funcién

Flz) = (1 - z2)e™
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donde z = (z1,72) € R?, entonces VF(x) = (—2z,€%2, (1 — z%)e®™?), por lo
que

|VF()] = (42t + (1 - at))ze
y claramente se tiene
IVF(@)Il >0
para todo x € R2, sin embargo,
FH0) = {(z1,22) | 7y = 1} U {(z1,%2) | 71 = —1}

no €8 conexo.

4.7 Equivalencia para campos vectoriales
regulares

Mostraremos ahora que la nocién de espacio de drbitas aparece naturalmente
en la teoria de clasificacién de sisternas auténomos en el plano.

Definicién 4.3 Dos sistemas auténomos suaves en el plano asociados con
campos vectoriales X y Z respectivamente, son equivalentes si existe un
difeomorfismo ¢ : R? — R? tal que Z = ¢, X.

Es claro que para dos sistemas equivalentes, X y Z, se tiene la siguiente
propiedad: si ¢t — z(t,£) es una trayectoria de X, entonces t  ¢{z(t,£)) es
una trayectoria de Z.

Se tiene otra nocidén de la equivalencia orbital: existe un difeomorfismo
¢ : R? —» R? que transforma cada érbita de X a una érbita de Z. En
este caso, el difeomorfismo ¢ no necesariamente preserva la orientacién, pero
preserva retratos fase.

Definicién 4.4 Se dice gue un campo vectorial X en R?, suave y sin puntos
criticos es regular si su espacio de drbitas Orb(X) es Hausdorff.




Del Teorema de Rectificacién se sigue el siguiente resultado.

Proposicién 4.2 Dos sistemas autdnomos asociados a campos vectoriales
requlares y completos son equivalentes.

Demostracién. Para ver esto, tomemos dos campos vectoriales regulares

completos X y Y. Del Teorema 4.1 se sigue que existen difeornorfismos de
rectificacién f : R — R% y g : R? — R? tales que £,.X = (}) vy .Y = (;).
Luego, si tomamos ¢ = f~! o g, se tiene

¢,y = (flog),V
= (f_l)tg‘y

por lo tanto, X y Y son equivalentes. M
Obsérvese que para cada dos campos vectoriales regulares, no necesaria-
mente completos, existe sélo una equivalencia orbital.
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Capitulo 5

Teorema de Rectificaciéon para
sistemas dinamicos en el toro

A continuacién, haremos uso de los resultados anteriores para el andlisis de
sistemas dindmicos en el toro con medidas invariantes. Estudiamos el proble-
ma de formas normales para tales sistemas, esto es, reducir ¢l sistema original
en el toro a un sistema canénico. Este problema es muy importante y tiene
gran historia, se conocen resultados de Poincaré, Denjoy, Siegel, Kolmogorov,
entre otros. En este capitulo presentamos una demostracién completa del
Teorema de Rectificacién para sistemas dindmicos en el toro, usando ideas
del trabajo {15]. Adem4s, en:el caso del toro se presentan cierto tipo de
trayectoria, llamadas trayectorias casi-periddicas.

5.1 Formas normales

Consideremos el sistema dindmico en el toro (T?, X7), asociado al sistema
(R*, X) en el plano,

dx

d_tl = Xl(ﬂ?l,.’l?g), (51)
dx

d_t‘z = ‘XZ(:‘CIJ:B?)':

donde X = (X, X,) es un campo vectorial suave, con componentes periédi-
cas de perfodo 1 en cada variable
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Xi(@y @) = Xi(m+1,2) = X (@, 22 4+1), =12 (5.2)
y sea ['r = {a1,aq), donde

ai(T1,%2) = (21 +1,29),
| az(2y, 22) = (@1, %2+ 1)

Supongamos que €l sistema (T%, X7) no tiene puntos criticos y admite una
medida invariante. Entonces, en términos del sistema (R?, X), esto significa
que se tienen las siguientes hipdtesis:

(?) El campo X no tiene puntos criticos, es decir,
X (2} #0
para cada = € R '
(i1) Existe una medida en plano y = xdz,dz, tal que,
x{(z1,32) = x{z1 + 1, 2) = x (21,22 + 1), (5.3)

la cual es invariante respecto a X, esto es,

aX X
divi{X) = -('9—9;1' + %;f + Lx {lnx) = 0. (5.4)

De la seccién 3.6, sabermos que toda medida p = ydz;dz, en €l plano cuya
densidad x satisface la condicién (5.3) induce una medida p en el toro.

Nuestro objetivo es encontrar un difeomorfismo en el toro que lleve el
sistema dindmico (T?, X7r) a otro sistema més simple. Como estamos con-
siderando al sistema (T?, X7) como el sistemna (5.1) con las condiciones (5.2),
entonces buscamos un difecmorfismo en el plano f que satisfaga la condicién

filzy,23) = nuz + ez + F (2, 22) (5.5)

felz,2y) = nam +ngzy + Fa (21, 22)

donde n,; son enteros y F; (i =1,2) son funciones suaves periédicas, con
periodo 1,

Filzi,22) = Filz1 + 1,20) = Fi(y, 22 + 1)
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Es claro que este difeomorfismo induce también un difeomorfismo en el toro

(ver seccidén 3.3).
Bajo estas hipétesis, podemos establecer el Teorema de Rectificacién en

el toro como sigue:

Teorema 5.1 Si el sistema (5.1), (5.2) satisface las hipdtesis (i)-(ii), en-
tonces existe un difeomorfismo f : R2— R? de la forma (5.5) dado por
|

(z1,22) ¥ (f1(z1,%2) , f2 (71, 72)) = (31, %),
tal que, el sistema (5.1) toma la forma

th = my, ), (5.6)
%2 = pm{p, 1),

donde p es una constante y m una funcidn suave no nula con
m(zy, z2) = m{zy + 1, 22) = m(zy, 22 + 1).

Corolario 5.2 El sistema (T2, Xr) en el toro definido por (5.1), (5.2) es
equivalente al sistema candnico en el toro asociado al sistema (5.6).

Obsérvese que las drbitas del sistema (5.6) son lineas rectas en el plano y
las 6rbitas de este sisterna candnico se obtienen como proyecciones de tales

rectas.

¢

Observaciones 5.1 FEste resultado aparece con referencia al trabajo de Kol-
mogorov [13]. Frposiciones modernas de este teorema se pueden encontrar
en (2, 4, 9, 15]. Si alguna de las condiciones (i) o (ii) no se cumplen, el es-
tudio de este teorema en el contexto de formas normales es mds complicado.
Para mas informacion, ver [{, 14].

Un difeomorfismo f del teorema es llamado un difeomorfismo de rectifi-
cacién en el toro para el sistema (5.1), (5.2).

Discutiremos primero la idea de la demostracién del Teorema de Recti-
ficacién. Obsérvese que podemos aplicar el Teorema de Rectificacién en el
plano al sistema (5.1), (5.2). Esto se sigue de lo siguiente.

Lema 5.1 §5i G : R? — R es una funcidn suave y periddica en ambas

variables, tal que G (z) > 0 para cada x € R?, entonces existe k > 0 tal que
G (z) > k, para todo € R2.
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Ahora, como el campo vectorial X del sistema (6.1) admite una medi-
da invariante (hipétesis (i)}, se sigue de la Proposicién 3.6 que existe una
funcién h dada por h(zy,Zs) = wezy — wizs + H(x), Z2), donde H(zy,29) =
H{zy;+1,29) = H(z1,22 + 1), y w1, w2 son constantes, de tal manera que el
sistema (6.1) se puede escribir como

d_n;_l_ 1 oh

dt = —“5{‘5;;(371,232),
d:l?g _ 1 8h (Z‘ r )
dt - x8m1 b2

Asi, st definimos f = ||Vhl|, es claro que tal funcién es periédica; ademds se
tiene que f (z) > 0 para todo z € R?, pues el sistema no tiene puntos criticos.
Por lo tanto, del lema anterior se sigue que existe una constante £ > 0 tal
que f(z) = |[Vh(z)| > k, para cada z € R?. De esto y aplicando el Criterio
4.1 de la seccién 4.6, se tiene que el sisteia (6.1) admite un difeomorfismo
de rectificacién f : R? -— R?, ya que dicho sistema es completo.

Por otra parte, aplicando primeramente el Teorema de Rectificacién en el
plano, obtenemos un difeomorfismo de rectificacién que no necesariamente es
un difeomorfismo en el toro. Posteriormente, “corregimos” tal difeomorfismo
con otro cambio de coordenadas, de modo que la funcién resultante sea un
difeomorfismo de rectificacién en el toro.

Para demostrar este teorema, basta estudiar el caso cuando
X, (z1,7) # 0 para cada (z;,20) € RZ (5.7)

Esto se sigue del resultado (ver (1], p.103): El sistema (5.1), (5.2) sin puntos
criticos ni ciclos, satisface la condicién (5.7) después de un cambio apropiado
de coordenadas en el toro.

Supongamos que el campo satisface la condicién (5.7). Observemos que
es suficiente probar la existencia de f para el campo vectorial c(zy, ) X,
donde ¢(z1, zp) # 0 es cualquier funcién suave.

Ast, tomemos c(x1, z,) = X;* (z), 72) y consideremos el sistema

:-Bl = 1, (58)

Ty = w(z,z9),
— X2. :
donde w = SR de esto se sigue que

w(zy, Te) = w(z) + 1,29) = w(zy, 2o + 1). (5.9)

T2

e e el et

X o =




De esto, se sigue que €l campo ¥ = (1,w) asociado al sistema (5.8), es

acotado y por lo tanto, completo.
Ademids, obsérvese que tal sistema admite también una medida invariante

i:l, = i(ml,mg)dmldmg, (510)
donde su densidad ¥ estd dada por
f
X(z1,%2) = x{z1, 72) X1 (21, T2), (5.11)

como se muestra a continuacién:

divi(X) = %—G—Lylnx
= 5(3;—2('}{:)+LylnxX1
_ %%_%%+%(Lx(mx+mxl)
- %(gf;“%gﬁ+Lme+gﬁ+%gﬁ)
_ L (gf:+Lxlnx+%ii:)—-}%:dW“(X)=0-

Ademis, se tiene ¥{z1,Z2) =X(z1 + 1,22) = X(z1, 32 + 1)

Ahora, el problema original se reduce a encontrar un difeomorfismo de
rectificacién en el toro para el sistema (5.8).
5.2 Difeomorfismo de rectificacién en el plano

El primer paso de la demostracién consiste en encontrar un difeomorfismo
de rectificacién en plano para el sistema. Consideremos la solucién z (¢;£) al
sisterna (5.8) con la condicién inicial

z (€} im0 =&

donde £ = (3, s) es un punto en R2. Tal solucién esta dada por

2 (€)= (21 = t 45,52 = 22 (£:€))
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donde z4 (£;£) es la solucién al problema de Cauchy

d
T;’%Z = w(t, ), (5.12)
mzltzo = 8. (513)
Definamos
o= {z; =0} (5.14)

y obsérvese que se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada trayectoria @ = (a;,a2) del sistema (5.8) que intersecta a
o, en el tiempo fp, se tiene que &; (to) = 1 # 0, por lo tanto o es
transversal al campo Y.

2. La linea 0 = {z, = 0} intersecta a cada trayectoria del sistema (5.8) en
un unico punto. En efecto, consideremos una trayectoria o del sistema
(5.8) v sea £ = (£,,&5) un punto sobre . Entonces, podemos escribir
@ como

(&) = (z =1+ &, 1 =23 (£;§))

donde z, (t; €) es la solucién al problema de Cauchy

d(ﬁz

— = w(i, za),
dt (t,2)
mz]t:ﬂ = &,

y como el sistema (5.8) es completo, cada trayectoria estd definida
para todo t € R. Asi, si tomamos t = —&;, entonces z (—&;§) =
(0,2 (—&,; £)) €l cual es un punto sobre o y por tanto intersecta a c.

3. Claramente ¢ = {z; = 0} es regular, pues es una linea recta en el
plano.

De lo anterior, se sigue que ¢ = {z; = 0} es un segmento con contacto

4 libre para el sistema (5.8). Por lo tanto, del Teorema 4.3 se sigue la existencia
de un difeomorfismo de rectificacién g : R? — R? para el sistema (5.8), de
coordenadas (z;,Z;) a coordenadas (1, 3), tal que g~! estd dado por

g—l . (t,S) — (:1:1 =129 = $2(t15))
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donde z(t, s} es solucién al problema de Cauchy (5.12)—(5.13) y la funcién
w satisface

w(t, zy) = w(t+1,3) = w(t,ze + 1).

El difeomorfismo g no necesariamente induce un difeomorfismo en el toro.
Pero es posible “corregir” tal difeomorfismo de modo que satifaga la condi-
cién (5.5). Para estudiar las propiedades de la funcién g usaremos algunos
elementos de la Teoria de Poincaré.

5.3 Funcién de Poincaré

Consideremos la trayectoria z (¢, s) = (¢, (¢, $)) del sistema (5.8), (5.9) que
pasa por el punto inicial (0,s) € ¢. Cuando t = 1 esta trayectoria intersecta
por primera vez a la linea {z; = 1} en el punto (1, P (s)) {ver Figura 9).

Figura 9. La funcién de Poincaré.

Definimos la funcidn de Poincaré P : R — R, por
P(s) = z2(1, 5)

Se sigue que P es un difeomorfismo con las siguientes propiedades:
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1. Para cada s € R, se tiene que P(s + 1) = P(s) + L.
» Definamos la funcién

y(t,s) = moft,s) + 1.
Entonces, se tiene

dy dz, +1) _dzy
=@ a )

ademds, ¥ (0,s) = z2(0,8) +1 = s+ 1. Por lo tanto, tal funcién es
solucién al problema de Cauchy (5.12) con vy|,_, = 5+ 1.

Por otro lado, z5(t, s + 1) también satisface la ecuacién (5.12) y como
z2(0,8 + 1) = 8 + 1, se sigue que z(¢, s + 1) también es solucién al
problema de Cauchy (5.12) con la condicién 3], = s + 1. Por lo
tanto, del Teorema de Existencia y U}nicidad se sigue que

=0

To(t, s + 1) = zo(t, 8) + 1. (5.15)
De esta relacién se sigﬁe que P(s+1) =z2(l,s + 1) = z2(1,8) + 1 =
P(s)+1. «
2. La derivada de P es estrictamente positiva y estd dada por
d 1
P;ES) =1+ exp/o g:;(r,mg(r, s))dr > 0. (5.16)

» En efecto, se derivamos ambos lados de la ecuacién (5.12) con respecto
a la variable s, obtenemos

d (dz _ v, . 0m

dt\'ds )] 8z " Bs’

Integrando respecto a la variable t, desde t = 0 hasta t = 1, se tiene
dz, t=1 ' G

-_— t = —_—— d R :‘\

o (t,3) tzo expﬁ Be (T, 29(T, 8))dr ﬁ

Esto es, u}
dP(s) ' dw ' :‘ll

Fr 14 exp/0 5:-12—2(7', To(T, s))dr > 0. : 5“1\

«
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3. Para todo t € R se tiene que zo(t + 1,3) = z2(t, P(s)).
» Para probar esta igualdad observemos que z2(t + 1, 8)|,_o = z2(1,8) =
P(8) y zq(t, P(8))|,_q = z2(0, P(s)) = P(s); ademéds, ambas funciones
satisfacen la ecuacién (5.12). Por lo tanto, del Teorema de Existencia
y Unicidad se sigue que

To(t + 1, 8) = z9(t, P (s)).

Obsérvese que la condicién 1 implica que P induce un difeomorfismo del
circulo P : S' — S, que se define de la siguiente manera: sea h : R? — T2
la proyeccién natural y ¢ C R? el segmento definido por {5.14). Es claro que

la imagen de ¢ bajo h es un circulo en el toro, h (0) = S!. Consideremos la
trayectoria del sistema (T?,Yr) que pasa por el punto inicial h ({0, 5)) € S!,
entonces el primer punto de retorno de tal trayectoria es el valor de P en el
punto A ((0,s)). Esta esla definicién usual de la funcién de Poincaré, ver por
ejemplo [4, 2, 15].

Generadores de I'r en coordenadas (t,s). En términos de la fun-
cién de Poincaré, podemos calcular los generadores de I'r = (a4, a5), en las
coordenadas (2, s) como sigue.

Lema 5.2 Los generadores del grupo I'v, en coordenadas (t,s), tienen la
siguiente estrucura,

i (ts) — (t+1,P7Y(s)),
gy : (t,8)— (¢, s+1).

7



Demostracion. Usando el hecho de que @; satisface que @; = goa;og™!
para 7 = 1,2, '

(t,8) = goay;og '(t9)

= go al(t, :rg(t, s))

= g(t+1,z:(t, 9))

= g(t+ 1,20 +1, P (s)))

(t+1,P(s)

g(t, ze(t,8) + L)aa(t, s+ 1) = za(t, 8) + 1
= g(t,zo(t, s+ 1))

= (t,s+1)

&2_(t’ S)

Flujo del sistema (5.8). Si ¥°: R? — R? es el flujo de Y, entonces
Ui(r,8) = (t + 7,22(t + 7,5(7, 5))),
donde 3 es tal que z3(7, §) = s. En particular, se tiene
o UY(0,s) = (¢, z2(t, s))
e T1(0,s) = (1,FP(s))

o Ul(r, 8) = (1+7,2o(1 +7,3(7,8))), donde que 3(0,5) = s

Consideremos la matriz Jacobiana

DI():J:S) = [ %I'tf- (1,s) ng (T,38) ]

Lema 5.3 FEl Jacobiano del flujo U* del campo Y, en el tiempot =1 y en
cada (0, s) es positivo, y estd dado por la siguiente férmula

DY\ _ dP()
(det 5er 3)) = >0, (5.17)

das

=0
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Demostracion Usando las propiedades anteriores, podemos calcular
det - D(T 3) de la siguiente manera,

det pyt | D¥!
© D(r,s) ~ |D(7,s)
lo cual, se escribe explicitamente como,
1 0
&2(1+7,5(r,9)) + B (14 7,5(1,8) 8 (r,s) A +7,5(r,9)F(T.9)
31'2 83
= 5 —(1+7,3(7,s)) aS(T,s).
Tomando en cuenta que 5(0, s) = s y la definicién de P, obtenemos
Dyl Oz, 03
i det ——— = —=(1.3(0
(st gs)| | = G000 G0
Iy _ dP(s)
!}‘ B ds '

por lo tanto, de (5.16) se sigue que det 22— D( 3) >0 m

Ahora, consideremos la medida i, definida por (5.10).
Del hecho de que (U*)*[i = i, se tiene que '
L
. D@t
— Qt .
X(T(r, ) Dl s)

De (5.17) obtenemos la siguiente relacién entre la densidad de la medida y
la funcién de Poincaré,

det

= X(, s)

x(1,2(s)) - 22 = (0,6).

Finalmente, de la propiedad ¥(z1,%2) = X(x1 + 1, 2), se deduce

: i(O,P(S)) : %12 = )HC(O:S):

o bien,

(5.18)




5.4 Niimero de rotacion

Otra caracterfstica muy importante del sistema (5.8), (5.9) es el numero de
rotacion, el cual se define por

def P(0)
p / 200, 8')ds". (5.19)
0

En términos del nimero de rotacién, podemos corregir el difeomorfismo
g para obtener un difeomorfismo f en el toro, como mostraremos enseguida.

Podemos suponer,
1
/ x(0,8)ds’ =1
0

Sea ¢ : (t,s) = (y1,72) dado por
h =1
Yg = / 5{(0, s’)ds’ + pt.
]

Es facil probar que ¢ es un difeomorfismo del plano. Definimos la funcién
f:R? — R? como la composicién

f = ¢Og: (581,372) }_'g_* (t,S) ’—q_b"'" (y11y2)1

donde g es ¢l difeomorfismo de rectificacién definido en la seccién 5.2, por lo
que la funcién f es un difeomorfismo del plano. Probaremos que esta funcién
también define un difeomorfismo en el toro

Lema 5.4 Los generadores del grupo I'r, en coordenadas (y1,y2), se pueden
escribir de la siguiente manera,

(¥1,12) ¥ (1 + 1,19),
(y1,92) — (2 +1).

Demostracién. En efecto, si (y1,32) € Ry ¢ (8, 8) = (¢, f; x(0, s')ds' +
pt), entonces existen t y s talesque yy =ty yp = fo O s)ds' + pt. Luego,
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usando el Lema 5.2 y la definicién de p,

bi(yi,y2) = @odiod )
= ¢od(t,s) di:(ts)— (t+1,P 1 (s))
$(t + 1, P (s))

Pl{s)
_ (t+1,f0 X(0,8)ds’ + p(t + 1))

P~H{o) P1(s)
= (t+1, f x(0, s')ds’ +] x(0, s"Yds" + p(t + 1)),
0 P-1(0)

y haciendo el cambio de coordenadas n = P(s'),

= (t+1, [ x(0, P~ (m)) (P~ () dn

P(0)

o [ X0 PN )+ e+ 1)

aplicando la férmula (5.18) y (5.19), se sigue

= (t+pr(o)x(om)dwr/ﬁsx(Oan)dner(Hl))

s
= (1ﬁ+1,—;0+/fJ x{0,m)dn + pt + p)

8

= (t+1,f x(0,m)dn + pt)
0

= (y1+17y2)'
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Ademds,

ba(yn,%0) = $odgod '(v1,10)
(;5 o} ag(t, S)
o(t, s+ 1)

E s+1
= (t,f x(0, s’)ds’+f x(0, 8')ds' + pt)
0 s
8 1
- (t,/ x(O,s’)ds’-}-f x(0,8")ds" + pt)
0 0
- (t,/ x(0,8Yds" + pt + 1)
0
= (ylvy2+1)

Corolario 5.3 El difeomorfismo f define un difeomorfismo en el toro, es
decir, satisface la siguiente relacidn

a;=foa;oft, i=1,2.

Ahora probaremos que f es difeomorfismo de rectificacién para el sistema

(T2, V7).

Lema 5.5 Fl difeomorfismo f lleva el campo Y a un campo vectorial con-

gtante,
f*y - (1),
2

donde p es el nimero de rotacion.

Demostracién. Como (¢ o g). = ¢,g. ¥y ¢ es un difeomorfismo de recti-
ficacidn, se sigue que

LY = (hog)Y = .0V = b, @
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y ademads,

B [ ; i(g, s) } ((1))
- () '

Ahora, para finalizar la demostracién del Teorema 5.1, observemos que
aplicando f al campo X, obtenemos

f.X =1, (%V) = f. (XLJ f (V)= mc)),

donde m (z) = f, (x%) (=) = w7y

5.5 Retrato fase

Del Teorema 5.1 se puede deducir la siguiente informacién del sistema original
en el toro. Primero consideremos el sistema (5.6), y obsérvese que m # 0,
por lo tanto este sistema tiene el mismo retrato fase que el sistema en el toro

o= 1 (5.20)
Ya = p-

Es claro que las trayectorias del sistema (5.20) son proyecciones de rectas en
el plano de la forma y (¢;€) = (t + &1, pt + £,). El retrato fase de tal sistema
depende del niimero de rotacién p. Tenemos los siguientes dos casos:
() Cada trayectoria en el toro es periddica si y sélo si, p es racional.
Si p es racional, entonces puede expresarse como
Ny

?
151

donde ny,ny son enteros primos relativos. En este caso, T = n; ya que
y(T;€} = (ny +&;,n2 +&,) se encuentra en la misma érbita que el punto
inicial (€;,£,), esto es, la trayectoria y (t; £) es periddica.
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Reciprocamente, si la trayectoria y (¢;£) = (t + &, pt + £,) es periddica
con perfodo T', entonces existen enteros ny, ny tales que

Y(T;8) = (T +&,0T+ &)= (ny +&,n+ &),

de donde se sigue que T = n; y T’ = 22, por lo tanto p = 22 {ver Figura 10)

"1

(0,s) {Ls)

=
-

Xy
Figura 10. Trayectoria periédica.

(i) Si p es irracional, entonces cada trayectoria 7y del sistema (5.20) es no
periddica; de hecho es densa en todas partes (respecto a la métrica en el toro
inducida por la métrica euclidiana)

Xz &

(1)

0s)

/

Xt

Figura 11. Trayectoria no periédica
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La demostracién de este resultado se deduce de las siguientes observa-
ciones (ver [2]).

En términos de la distancia euclidiana d, la condicién de que la proyec-
cién de la trayectoria y (¢;€) = (t + &, pt + &;) es densa en el toro se puede
expresar de la siguiente manera: _

Para cada ¢ > 0y a € R?, existe k = (ky (€) ,k; (¢)) € Z® Z tal que

d{y(t; &)+ k,a) <e.

Ademés, tenemos €l siguiente resultado de teoria de nimeros: si p es irra-
cional, entonces el conjunto

Qp d—'i—f {kgp—“ kl I kl,kg € Z}

es denso en R. Este conjunto es un grupo respecto a la suma.

Ahora, regresamos al sistema original (5.1). Del Teorema 5.1, deducimos
que cada trayectoria v del sistema (5.1) es periédica si p es racional, y densa
en el toro si p es irracional. En particular, en el segundo caso los conjuntos
w y a—limite de una trayectoria casi-periédica 7y, son precisamente el toro
(ver Figura 11}

w(y) = a(y) =T
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Capitulo 6

Sistemas dinamicos en la
botella de Klein

En este capitulo presentamos algunos resultados para sistemas dindmicos en
la botella de Klein. Tales sistemas tienen un gran interés en la teorfa de
sisternas dindmicos, y para més informacién sobre la estructura de las solu-
ciones se puede consultar [4, 11]. Estudiaremos €l caso cuando un sistema
dindmico sobre la botella de Klein admite una medida invariante. Tal estu-
dio, en la forma aqui expuesta, es poco comin en la literatura de sistemas

dindmicos,

6.1 Formas normales

Consideremos el sistema dindmico en la botella de Klein (K, Xx), asociado
al sistema (R?, X) en el plano,

dx

?tl' = Xl(CCl,SDg), (61)
dz

d_t2 = Xo(z1,72),

donde X = (X1, X32) es un campo vectorial suave, cuyas componentes satis-
facen
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1
Xi(zi,z2) = Xa(z + =, —22) = Xq(z1, 22 + 1), (6.2)

2
1
Xo(z1,33) = —Xap(m + 5 —Zq) = Xo(z1, 22 + 1)
y sea I'x = (1, a2), donde
{
1
L($1,332) = (331 + -2‘1 —332),
02(21,22) = (21,79 +1).

Supongamos que el sistema (K, Xx) no tiene puntos criticos y admite
una medida invariante. Entonces, en términos del sistema (R?, X), se tienen

las siguientes hipétesis:
() El campo X no tiene puntos criticos, es decir,
X(z)#0
para cada x € R%

(#t) Existe una medida en plano p = xdz,dx; tal que,

1
x(m1,$2)=x($1+§-,-—$2) = x(x1,22+ 1), (6.3)

la cual es invariante respecto a X, esto es,
X1 08X

+ —=+Lx(lny)=0. (6.4)
Z2

divi(X) = 52+

De la seccién 3.6, sabemos que toda medida p = ydzdz, en el plano cuya
densidad x satisface la condicién (5.3) induce una medida py en la botella
de Klein.

Nuestro objetivo es encontrar un difeomorfismo en la botella de Klein
que lleve el sistema dindmico (K, Xk) a un sistema canénico. Como estamos
considerando al sistema (K, Xx) como el sistema (5.1} con las condiciones
(5.2), entonces buscamos un difeomorfismo en el plano f que sea invariante
respecto a I'g.

Bajo estas hipétesis, podemos establecer el Teorema de Rectificacién en
la botella de Klein como sigue
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Teorema 6.1 Erziste un difeomorfismo f : R*? — R? de la forma f (x) =
5+ F(z), donde F = (F1,F2) ¥

1
Filzi,ze) = F1($1+§;“$2),

1
Folzy,z9) = —F2(~’81+§,—$2) Y

Filzi,22) = Fi(z,z2+1) i=1,2,

tal que el sistema asociado al campo £,.X toma la siguiente forma,

dx
d_tl = m(zy,2) (6.5)
d.’L’Q
a -
Donde m : R? — (0,00) es una funcidn suave, lal que
1
m{zy,z2) = m(z + 3 —Tg) = m(z1,z2 + 1). (6.6)

Corolario 6.2 El sistema (K, Xg) en la botella de Klein asociado a (6.1),
(6.2) es equivalente al sistema candnico en la botella de Klein asociado al

sistema (6.5).

Obsérvese que las trayectoria del sistema (6.5) son lineas rectas en el plano
y las trayectorias de este sistema candnico se obtienen como proyecciones de
rectas.

Un difeomorfismo f como el descrito en el teorema, es llamado un difeo-
morfismo de rectificacién en la botelle de Klein para el sistema (6.1), (6.2).

Discutiremos primero la idea de la demostracién del Teorema de Rectifi-
cacion.

Obsérvese que en este caso, podemos aplicar el Teorema de Rectificacién
en el plano al sistema (6.1), (6.2). Esto se debe a que podemos probar,
usando el mismo razonamiento que en el caso del toro, que el espacio de
drbitas de este sistema es Hausdorff.

De esta manera, aplicando el Teorema de Rectificacién, obtenemos un
difeomorfismo de rectificacidn en el plano que no necesariamente es un difeo-
morfismo en la botella de Klein y como segundo paso corregimos tal funcién
para obtener un difeomorfismo en la botella de Klein.
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Para demostrar este teorema, basta estudiar el caso cuando
X1 (z1,22) # 0 para cada (71,22) € R? (6.7)

Esto se sigue del resultado (ver [1], p.103): El sistema (6.1), (6.2) sin puntos
criticos ni ciclos, satisface la condicién (6.7) después de un cambio apropiado
de coordenadas en la botella de Klein.

Supongamos que el campo satisface la condicién {6.7). Observemos que
es suficiente probar la existencia de f para el campo vectorial c(zy,z2)X,
donde c(z;, z2) # 0 es cualquier funcién suave.

Asi, tomemos ¢(zy,23) = X; ' (z1,22) y consideremos el sistemna

2 = wl(z1,22),
donde w = % Entonces
1
w($1;$2) = —’w(331 + 9’ —~T3) = w(zTy + 1, %) (6-9)
w(z1,25) = w(zy,zz+ 1)

De esto, se sigue que el campo Y = (1,w) asociado al sistema (6.8), es
acotado y por lo tanto, completo.
Ademds, obsérvese que tal'sistema también admite una medida invariante

ﬁ = 5&(331,:132)(155‘1{1172, (610)
donde su densidad ¥ esta dada por
52(1:11‘7’2) $X(x1:m2)X1(m11m2)3 (61]‘)

como se demostrd en el caso del toro. Ademds, la densidad ¥ satisface
X(zy,x2) = “)2(331'}‘%,—372) = ¥(z1, 22 + 1) '

Ahora, el problema original se reduce a encontrar un difeomorfismo de
rectificacién en la botella de Klein para el sistema (6.8).
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6.2 Difeomorfismo de rectificacién en el plano

El primer paso de la demostracién consiste en encontrar un difeomorfismo de
rectificacién en plano para el sistema. Consideremos ahora la solucién z (; €)
al sistema (6.8) con la condicién inicial

z (680 =2¢
donde £ = (s, s) es un punto en R%. Tal solucién estd dada por
z{t;€) = (z1=t+5,2a =22 ()
donde z» (t; £) es la solucién al problema de Cauchy

diBg

?t' = w(t, $2), (612)
Taley = 8 (6.13)

Definamos J
o= {z; =0} (6.14)

y obsérvese que se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada trayectoria a = (a;, @) del sistema (6.8) que intersecta a
o, en el tiempo tp, se tiene que & (f) = 1 # 0, por lo tanto o es
transversal al campo V.

2. La linea 0 = {x; = 0} intersecta a cada trayectoria del sistema (6.8) en
un tdnico punto. En efecto, consideremos una trayectoria o del sistema
(6.8) y sea £ = (£;,&,) un punto sobre . Entonces, podemos escribir
@ como

CL‘(t; £) = (56'1 =t+&,2 = 22 (£, §))

donde z, (t; &) es la solucién al problema de Cauchy

d.’Ez
— = w(i, za),
$2|t=0 = &

y como el sistema (6.8) es completo, cada trayectoria estd definida
para todo t € R. Asi, si tomamos ¢t = —£,, entonces x (—&;;&) =
(0,35 (—€,;&)) el cual es un punto sobre o y por tanto intersecta a c.
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3. Claramente ¢ = {z; = 0} es regular, pues es una linea recta en el
plano.

De lo anterior, se sigue que ¢ = {z; = 0} es un segmento con contacto
libre para el sistema (6.8). Por lo tanto, del Teorema 4.3 se sigue la existencia
de un difeomorfismo de rectificacién g : R? — R? para el sistema (6.8), de
coordenadas (z;,T3) a coordenadas (¢, s), tal que g~ ! estd dado por

gl (t,8) — (31 = t, 35 = 29(t, 8))

donde z»(t, ) es solucién al problema de Cauchy (6.12)—(6.13) y la funcién
w satisface

1
w(t, £2) = —w(t + 2 —z2) = w(t, T2 + 1).

El difeomorfismo g no necesariamente induce un difeomorfismo en la
botella de Klein. Pero es posible corregir tal difeomorfismo de modo que

sea un difeomorfismo en la botella de Klein. Para estudiar las propiedades
de g necesitamos algunos elementos de la Teorfa de Poincaré.

6.3 Funcién de Poincaré
Consideremos ahora las siguiel(lte's funciones
o Zy(t+1,8);
o z(t s)+ 15
o —z5(t +1,5).

No es dificil verificar que tales funciones son solucién al problema de
Cauchy (6.12), (6.13); esto se sigue del Teorema de Existencia y Unicidad.
Usando la solucién z3(t, s), del problema de Cauchy (6.12), (6.13) definimos
la funcién P: R — R, por

P(s) Y ay(1,9)
Ademsds, se tienen las siguientes igualdades:
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L 2ot + 1, 8) = z2(¢, P(s)), donde
2. zy(t,8) + 1 =z2(t,s + 1)

3. _$2(t + %1 S) = $2(t, —3;2(%1 3))
Definamos la funcién

def 1

Q(S) = —:82(5,5).
Se tiene que z2(t + %,8) = —To(t, Q(8)) ¥
P=Q@oQ.

Es posible demostrar que, Q(0) = 0, y en consecuencia
P{0)y=0. (6.15)
Adems3s, la derivada de ) se representa por

ow 1
M r - = 8))dr > 0.
%82:2(’:“, Zo(T + 2,3)) >0

®| 8
i
®
Ka
ﬁ_

Generadores de 'y en coordenadas (t,s). Usando la funcién de
Poincaré, se puede calcular los generadores de I'x = (i, as), donde ¢ y as se
definen por (1.3) y (1.5).

En estas nuevas coordenadas se tiene

i : (t,s)— (t+1,P7Y(s))
ds @ (t,8)—(t,s+1)

P (s — (t+5,Q7)

Estas férmulas se deducen de la misma manera que se hizo en el toro (ver
Capitulo 5).

Flujo del sistema (6.8). Si ¥*: R? — R? el flujo de Y, entonces
UHr,s) = (t + 7,22t + 7,3(7,9))),

donde § es tal que zo(7, §) = 5. En particular, se tiene
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o UH0,3s) = (t,z2(t, 5))
o TY(0,5) = (1, P(s))
o Ulr 8) = (1+7,z2(1 + 7,3(7, 8))), donde que 5(0,s) = s.

Tomando los valores t =1y t = % en el flujo U del campo V' = (1,w),
asociado al sistema (6.8), obtenemos después de algunos célculos (ver también
Capitulo 5):

dP

%0,P()- 2 = 5(0,9)
20,96 T2 = ~x0.9) (6.16)

6.4 Difeomorfismo de rectificacién en la
botella de Klein

Observemos que P (0) = 0 implica que el nimero de rotacién p, definido por

or [PO
o [x00s
0

es cero: p = 0. ¢
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que fol x(0,8)ds’= 1, y
tomemos el cambio de coordenadas ¢ : (t, s} — (¥1,%2), dado por

h o=t

v = f %(0,7)dr
1]
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De donde se tiene que yg' ot = —1,. En efecto,
1 . Q~(s) )
Y (1(2,8) = w2 (t+5.Q (s)] = ¥(0,7)dr
2 0

E) -1
-/ 700,07 )2y haciendo 1 = ()
Q(0) U

= —/3 x(0,n)dn

Q)
s Q{0) .

= —/ X(U,n)dn+/o %(0,m)dn
4]

QO
= — +f0 X(0,m)dn=—y2  pues Q(0) =0.

Se puede probar que los generadores de T'x; en coordenadas (y1,y2) estdn
dados por

1
dyne) = (i + > ~a),
ax(y1, %) = (y1,92+1).

Corolario 6.3 El difeornorfismo [ define un difeomorfismo en la botella de
Klein, es decir, satisface la siguiente relacidn

¢ = forofl

das = foazof"l

Ahora probaremos que f es difeoinorfismo de rectificacién para el sistema,
(K, Yk).

Lema 6.1 El difeomorfismo f lleva el campo Y a un campo vectorial cons-

tante,
1
LY = .
=(o)

Demostracién. Como (¢ o g), = ¢,9. y g es un difeomorfismo de recti-
ficacién, se sigue que

f.Y = (q& o g)*V = ¢,g.Y = ‘15*(11 0).
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Ademés,

9.(L,0)(¥) = (dsm1»®) ¥ (¢7°(W)
(1,0)

|
Ahora, para finalizar la demostracién del Teorema 6.1, observemos que
aplicando f al campo X, obtenemos

1 1 1
xn ()4 ()=o)
donde m (z) = f, (X%) (z) = X—](-}-fl(—x))

6.5 Clasificacién de trayectorias periédicas

Primero considermos el sistema (6.5), {6.6} en la botella de Klein. Sea vy, la
trayectoria de este sistema que pasa por el punto inicial h ((0, s)) € K. Se
deduce que cada trayectoria y(s) es una trayectorie periddica, con periodo
T (s). Las férmulas para el periodo y las clases de homotopta -y (s) se definen
de la siguiente manera:

(¢) Si s = 0, entonces

[70] I‘ =4

1 dx
o) = 0 m(ﬂﬂllf 0)
(i) Si s = %, entonces
) = azou,
0 1%
(#i) Si s 50,2, entonces
] = &,
T(s) = 2/ mfa:mll,s)

1
0
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Aqui, la funcién m se define por el Teorema 6.1. Entonces, existen tres
clases de trayectorias periddicas con clases de homotopia diferente. Obsérvese
que la funcién periodo T {s) no es una funcién continua.

Probaremos tal resultado en el caso particular m = 1. Consideremos el
sistema en la botella de Klein asociado al siguiente sistema en el plano

d.’El

| e
dI2
— = 0.

Cada trayectoria de este sistema es de la forma z (t;£) = (t+&,,£,) v es
periddica con periodo T si y sélo si existen enteros &y, k9 tales que

(t+T+£,6) = (t+§1 + %: (-1M € +k2>

de donde se tiene que T = % v = (_1)k1 £y + ko. Asi, si k; = 1, entonces
ky = 26, y como ky = 0,1, se debe tener que £, = 0 o bien &, = 1, por
lo tanto las trayectorias con puntos iniciales (0,0) y (0, %) tienen perfodo
T = % Cuando k) = 2, se tiene que §, no depende de k9, por lo tanto cada
trayectoria con punto inicial (0,&,),&5 # 0, -;-, tiene periodo T' = 1.

El retrato fase de este sistema, en el dominio fundamental, se muestra en
la siguiente figura:

X2 A

{0,5)

11 v WL + T !L YYYVYY

v

X

Figura 12. Orbitas en la botella de Klein

96




Es fécil observar lo siguiente:

e Si s =0, entonces la trayectoria y (¢; (0,0)) tiene periodo 7' (0) = £ ya
que se encuentra en el punto (1,0) al tiempo ¢ = 1, el cual es un punto
en la misma drbita que (0,0).

e Sis=11la trayectorla Y g t1ene perzodo T( ) 2 ya que se
encuentra en el punto 5 tlempo t = 3, el cual es un punto en la
misma érbita que (0,1).

zoli—t

e Si s = 1, entonces la trayectoria y (t; (0,1)) tiene periodo T"(0) = 3 ya
que se encuentra en el punto (%, 1) al tiempo t = -;-, el cual es un punto
en la misma drbita que (0,1).
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