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Introduccion

La primera mencién que se hizo sobre Teoria de Grificas fue registrada en
los trabajos de Leonthard Euler (1707-1782), en la actualidad esta materia es
poco conocida y estudiada, sin embargo tiene aplicaciones en algunas dreas de
fisica, quimica, clencias de la computacién, comunicacién, ingenieria civil, ar- .
quitectura, genética, psicologia, sociologfa, economia, lingiiistica, entre otras.

Este trabajo es parte de un proyecto de investigacién titulado ” Gréficas
k-nulas, érdenes parciales y el operador V” a cargo del Dr. Martin Eduardo
Frias Armenta, que tiene como linea de investigacién el k-comportamiento,
es decir, la clasificacién de graficas seglin su comportamiento respecto al
operador de clanes.

Su lectura va dirigida para todos aquellos que esten interesados en in-
troducirse o realizar investigacién sobre clanes, concepto moderno en Teoria
de Gréficas que plantea muchos retos, ya que al calcular los clanes de una
grafica cualquiera, obtenemos otra grafica, sin embargo son pocas las famil-
1as de grificas que pueden clasificarse con respecto a su comportamiento, al
realizar este calculo.

Es importante mencionar que existe poca bibliografia a nivel bdsico sobre
clanes, en su mayorfa son articulos, reportes de investigacidn, tesis doctorales,
que presentan resultados de investigaciones sobre problemas que tardaron
mucho tiempo en resolverse; por tal motivo se eligié este tema para presentar
de manera sencilla algunos resultados de clanes.

En el capitulo 3 se da la definicidn de clan y gréfica de clanes, también
se habla del comportamiento de una grafica al aplicarle iterativamente el
operador de clanes, esto permiten clasificar a una grafica como: k-divergente,
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k- estacionaria y k-nula. Es significativo mencionar que el determinar el k-
comportamiento de un gréfica es un problema abierto en el sentido que no se
sabe si es computable [10|, es decir, se ignora si existe algiin algoritmo que
calcule el k-comportamiento.

En el primer capitulo de este trabajo se enuncian algunas definiciones y
resultados de teoria de conjuntos como son: funciones, relaciones, conjuntos
parcial y totalmente ordenados, con la finalidad de tenerlos como referencia
en los conceptos de Teoria de Gréficas. Fin este capitulo no se etiquetan las
definiciones y en general en el resto del trabajo, definiciones que se suponen
conocidas no se etiquetaran.

Algunos conceptos bédsicos como camino, subgréfica, vecindad, eliminacién
y adicién de vértices, isomorfismo y homomorfismo de grédficas, son estudi-
ados en el segundo capitulo; ademds de presentar algunas operaciones entre
graficas.

En el capitulo 4 se presenta un resultado de Martin Eduardo Frias Ar-
menta [2, 3] sobre el k-comportamiento, este dice que }a eliminacién de vér-
tices dominados no altera el k-comportamiento de una griafica G.

El capitulo 5 esta basado en un articulo de Simone Hazan y Victor Neu-
mann Lara 6], en donde presentan un resultado que muestra que un orden
finito tiene la propiedad de punto fijo si la sucesién de graficas iteradas de
clanes de sus gréaficas de comparabilidad converge a la grédfica trivial.

Finalmente en el capitulo 6 damos una aplicacién del resultado presentado
en el capftulo 5 con la ayuda de los teoremas de desmantelamientos [2, 3, 6],
también se muestra como se trabajo en ampliar el resultado a una familia de
grificas, las cuales se enumeran en las conclusiones.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar algunas definiciones y resultados de
teorfa de conjuntos como son funciones, relaciones, conjuntos parcial y total-
mente ordenados; con el propdsito de tenerlos presentes durante el desarrollo
de este trabajo.

Se determiné exponer estos temas en este capitulo para introducir al lector
de una manera f4cil y familiar a los conceptos de Teoria de gréficas.

1.1 Teoria elemental de conjuntos

La teoria elemental de conjuntos es fundamental en Teorfa de grdficas, asi
como lo es en el resto de las ramas de las matemadticas, por tal motivo,
iniclamos con la revisién de algunos conceptos bésicos.

Un conjunto es una coleccién cualesquiera de objetos diferentes bien
definidos, por ejemplo: cosas, nimeros, animales, personas, ciudades, entre
otros. Cada objeto es llamado elemento del conjunto, se acostumbra denotar
los conjuntos con letras mayisculas y los elementos con minisculas.

Si tenemnos que un objeto a es elemento de un conjunto A, entonces a
pertenece a A, se denota como a € A. Si a no pertenece a A, se denota

ag A

Llamaremos conjunto vacio al conjunto sin elementos y es denotado por
9. '
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Si todo elemento del conjunto A es también elemento del conjunto B,
entonces se dice que A es un subconjunto de B, lo cual se denota de la

siguiente manera A C B.

Observemos que la propiedad de subconjunto cumple con lo siguiente: st
A es un subconjunto de B y B es un subconjunto de C, entonces A es un
subconjunto de C, en simbolos: A C By B C C == A C C, también se
sabe que el conjunto vacfo es considerado subconjunto de todo conjunto.

La igualdad entre dos conjuntos Ay B,sedasiysélosiAC By B C A.
Por otra parte se dice que dos conjutos A y B son comparables si AC B o
bien B C A, en caso contrario decimos que no son comparables.

La unién de los conjuntos A y B, se define como AUB = {z/z € Ao
x € B}.

La interseccién de los conjuntos A y B, se define como ANB = {z/z €
A,z € B}.

Dos conjuntos A y B se dicen ajenos o disjuntossi AN B = &.

La diferencia de los conjuntos A y B se define como el conjunto de
elementos que pertenecen a A, pero no a B, en simbolos A — B = {z/z €

Az ¢ BY.

Dado un conjunto U y un subconjunto A de U, el conjunto U — A es el
complemento de A, es decir, todos los elementos de U, pero no pertenecen
a A

En la siguiente seccién hablaremos de funciones, tema fundamental en la
mayoria de las ramas de las matemadticas.
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1.2 Funciones

Fista seccién es una de las més importantes para el desarrollo de este trabajo,
ya que el concepto de funcién es bésico para definir algunos conceptos de

Teoria de Grafica.

Si a cada elemento de un conjunto A se le hace corresponder de algin
modo a un elemento tnico de un conjunto B, se dice que esa correspondencia
es una funcién y lo escribimos asi: f : A — B. El conjunto A se llama
dominio y el conjunto B se llama contradominio.

Sia € A el elemento de B que le corresponde a a se Hama imagen de a

bajo f y se denota por f(a).

Si fy ¢ son funciones definidas en el mismo dominio D y si f(a) = g(a)
para todo a € D, entonces [ y g son funciones iguales y se escribe f = g.

Sea f : A — B una funcién. El conjunto de los elementos de B que
son imigenes de un elemento de A por lo menos, se llama imagen de f.
Se simboliza la imagen de [ por f(A). Cabe observar que f(A) es un
subconjunto de B.

Una funcién f: A -~ B, se dice inyectiva (o uno a uno), si siempre que
f(a) = f(a") implica que a = @', o lo que es lo mismo, si a # o/, entonces

7(a) # Fla).

Sea f: A-» B una funcién. Si f(A) = B, es decr, si todo elemento de
B es imagen de al menos un elemento de A, se dice entonces que f es una
funcién sobreyectiva de A en B o que f es una funcién de A sobre B. Una
funcién que es uno a uno y sobre es una biyeccién.

Sea A un conjunto cualquiera. La funcién f : A — A, definida por
f(z) = z, se llama funcién identidad o transformacién idéntica sobre A y
se denota por 14 o también por Ida.

Sif:A— By A C A, entonces f |4,: Ay — B es la restriccién de f a
Ay, donde f |4, (a} = f(a) para toda a € A;.

Sif:A—- By g:B -+ C,lafuncién {gof): A — C es llamada
funcién composicién; se tiene que a cada elemento a € A le corresponde un
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W

Figura 1.1: Funcién composicién

!

>
PN

Figura 1.2: f: A — B y su funcién inversa f~!: A — B

ot e i,
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Figura 1.3: Funcién composicién: (f 1o f}: A — A

# 7

Figara 1.4: Funcién composicién: (fo f~1): B — B

11
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o I s

elemento g{f{a)) € C, es decir, se tiene una funcién de A en C. Ver figura
1.1,

Sea f: A— B, entonces Ipof = f y foly = f, es decir, que la funcién
composicién de cualquier funcién y la funcién identidad es la funcién misma.

La imagen inversa de una funcién es definida de la siguiente manera.
Sea f: A— B yseab¢€ B. Laimagen inversa de b, que se denota por
f~1(b), son los elementos de A que tienen a b por imagen, en simbolos:

) ={z |z €A, f(z) = b}

1

]

il

!! Sea f : A -—» B una funcién inyectiva y sobre, se tiene que para cada b € B

;"' le corresponde un elemento tnico f~'(h) de A. Por loque f': B — Ay
es llamada funcién inversa. Ver figura 1.2

Fl siguiente resultado son teoremas sobre la funcién composicién entre

una funcién y su inversa.

Sea la funcién f : A — B inyectiva y sobreyectiva, 7! : B — A existe.
Entonces la composicién (f~!o f): A — A es la funcién identidad sobre A,
(figura 77) y la composicién (fo f7'): B — B es la funcién identidad sobre

B, figura 1.4.

Sea f:A— B y g:B — Aytenemosque (gof): A— Aesla
funcién identidad sobre Ay (fog): B — B es la funcién identidad sobre B,
entonces ¢ es la funcidn inversa de f, es decir, g = f~1.

Si f: A— A, definimos f1 = f y para cualquier entero positivo n,

frit=fo(fm) |

Sean dos conjuntos A y B, se llama conjunto producto de Ay B al
conjunto de todos los pares ordenados (a,b) con ¢ € Ay b € B. Se dencta
por A x B que se lee A cruz B. En simbolo A x B = {{a,b),a € A b€ B}

1 Sea f: A — B una funcién. La gréfica f* de la funcién f es el
conjunto de todos los pares ordenados en los que a € A, figura como primer
elemento y su imagen como segundo elemento. En simbolo f* = {(a,b) | a €

 Ab=fe)
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1.3 Relaciones

Una relacién R consiste en lo siguiente:
1) Un conjunto A.

2) Un conjunto B.
3) Un enunciado formal F(z,y) tal que P(a,b) es verdadero o falso para

‘todo par ordenado (a,b) € A x B.
Entonces una relacién R entre A y B es un subconjunto de A x B.

Si P(a,b) es verdadero, se escribe aRb que se lee a estd relacionado con
by si Pla,b) es falso, entonces a no estd relacionado con b.

Sea R un subconjunto de A X A. Entonces R es una relacion reflexiva
si, para todo a € A, se cumple que aRa, o 1o que es lo mismo, R es reflexiva
si todo elemento de A estd relacionado consigo mismo.

Sea R una relacién en A. Se dice que R es una relacién simétrica si
aRb implica bRa, esto es, que si o estd relacionado con b, entonces b estd
relacionado con a.

Una relacién R en un conjunto A, se llama relacién antisimétrica si
aRby bRa implica a = b. En otras palabras, sl a # b, entonces puede a estar
relacionado con b, o bien b relacionado con a, pero no se cumplen ambas.

Una relacién ‘R en un conjunto A, se nombra relacién transitiva si:
aRb y bRc implica aRe, es decir, si a estd relacionado con b y b relacionado
con ¢, entonces a estd relacionado con c.

Una relacién R en un conjunto A es una relacién de equivalencia si:
1) R es reflexiva, esto es, para toda a € 4, aRa

2) R es simétrica, esto es, aRb implica bRa

3) R es transitiva, esto es, aRb y bR¢ implica aRe

1.4 Complemento a la teorfa de conjuntos

Sean Ay, Ay, ..., A; subconjuntos de A, parai € I = {1,2,3,...,n}. Se dice
que I es el conjunto de indices y que los conjuntos { Ay, Az, ..., A; }ics estén
indexados, donde i € I es un {ndice. A una familia semejante de conjuntos
indixados, que se deota por {A; };es 0 A
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Una familia indexada de conjuntos {4, }ie; se puede considerar también
como una funcién f : I — A en la cual el dominio de f es el conjunto de
indices I y el contradominio .4, de f es una familia de conjuntos.

Las operaciones de unidn y de interseccién definidas para dos conjuntos,
se generalizan fdcilmente por induccidn a un nimero finito de conjuntos.

Asf, dados los conjuntos A;, As, Az, ..., A,

U;zlA’i =A1UA2UA3UUA,H

ﬂi:lAi :AlﬂAz.ﬂAgn...mAﬂ

Dada una familia {B;};c; no vacia de subconjuntos de A, {B;}icr es una
particion de A si

2 UiEI By=A

i1) B; N\ B; = &, Para todo 4, § € I tal que i 5 7.

Y entonces cada B; se dice una clase de equivalencia de A.

El siguiente resultado es lamado Teorema fundamental sobre relaciones
de equivalencia, en el que se vinculan particiones y relaciones de equivalen-
clas.

Sea R una relacién de equivalencia en un conjunto A y para toda a € A
sea By = {x/(x,0) € R} el conjunto de elementos relacionados con a.
Entonces la familia de conjuntos { B, }aca €s una particién de A.

Fl conjunto B, es la clase de equivalencia determinada por a y el conjunto
de clases de equivalencia { B, }ac 4 se denota por A/R y se llama el conjunto
cociente.

Hustraremos lo anterior con un ejemplo:

Sea R la relacién definida en los enteros por z = y{modb), se lee = es
congruente con y modulo 5, es decir,  — y es divisible por 5.

R es una relacién de equvalencia. Tenemos que hay cinco clases de
equivalencia en:

E/R : EU,El,EQ,E:},EzL

Como todo entero x se puede expresar de una tnica manera de la forma
z = 5¢+r, donde 0 < r < b, por lo que z es un elemnto de la clase de

equivalencia . donde r es el resto o residuo.
Es=1{..,-10,-5,0,5,10,...}
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Ey=4{.,-9-41611,..
By={.,-8-3,2,7,12,..
Ey=1{.,-7,-2,3813,..
By={.,-6,-1,4914 .

1.5 Ordenes

Una relacién, definida en un conjunto A, es una relacién de orden si cumple

con Ser

1) Reflexiva, es decir, {a,a) € R para toda a € A,

2) Antisimétrica, esto es, (¢,b) € R y (b,a) € R implica a = b

3) Transitiva, es decir, {a,b) € R y (b,¢) € R implica (a,c) €R
4) Dicotémica, es decir, (a,b) € R 6 (ba) € R

El conjunto dotado de una relacién de orden se llama ordenado

Se dice que una relacién definida en A x A es una relacién de preorden
en A, si cumple con las propiedades reflexiva y transitiva. Al conjunto en el
cual se ha definido una relacién de preorden se llama preordenado.

Un orden parcial en un conjunto A es una relacién R en A, si cumple
con ser una relacién reflexiva, transitiva y antisimétrica. Si una relacién R en
A define un orden parcial en A, entonces (a,b) € R se denota por a S b que
se lee a anterior a b. Un conjunto A y una relacién ‘R de orden parcial en A
constituyen un conjunto parcialmente ordenado, denctado por (A, <).

Un orden total en un conjunto A es un orden parcial en A mis la
propiedad a < b 6 a > b para cualesquiera dos elementos a y b de A. Un con-
junto A y un orden total dado en A constituyen un conjunto totalmente
ordenado.

Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces un elemento
% € A es un elemento maximal de A si para todo a € A con a # x, entonces
T no esta relacionada con a, es decir, a es un elemento maximal sino hay en
A ningiin elemento posterior a a.

51 (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, un elemento y € A es
un elemento minimal de A si para todo b € A con b # v, entonces b no esta
relacionada con y, es decir, si ningin elemento de A es anterior a b.
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Dos conjuntos ordenados son isormorfos si existe entre sus elementos una
correspondencia biyectiva que preserva la relacidn de orden, en particular, un
conjunto ordenado A es isomorfo a un conjunto ordenado B, lo que se denota
por A ~ B, si existe una funcién f : A — B inyectiva y sobre, que tiene la
propiedad de que, para cualesquiera elementos a, a’ € A; a < o' siy sélo si,
fl{a) S f(d). La funcién f se dice aplicacién isomorfa o isomorfismo de
Aen B.

Es importante enfatizar que en este capitulo inicial se enunciaron algunas
definiciones y resultados de teoria de conjuntos y otros temas fundamentales
para la intruccidn en este trabajo. En el siguiente capitulo se presentan
algunos conceptos béasicos de Teoria de grifica y la notacién que usaremos.

gl!




Capitulo 2

Conceptos basicos

En 1736, Leonhard Fuler (1707-1782) planteo y presentd una solucién del
famoso problema llamado, “El problema. de los puentes de Konigsberg”, en
el cual se tiene dos islas unidas mutuamente a las orillas del Rio Pregel,
Konigsberg (ahora Kaliningrado, Rusia) por siete puentes. El problema con-
siste en iniciar partiendo de cualquiera de las cuatro 4reas de tierra, recor-
riendo solamente una vez cada puente para regresar a la posicién inicial. Liste
problema se modela mediante una grafica. Asi como este problema, muchos
otros problemas de otras dreas es posible modelarlos mediante gréaficas para
llegar a una solucién.

Fn este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados basicos e
importantes de Teorfa de gréficas, retomados de {5], en donde se pueden
estudiar mds ampliamente.

Area de lierra

Area de tierra

Rio Pregel

Area de tigrra

Figura 2.1: Representacion del problema de los puentes de Kénigsbery.

i7
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2.1 Grafica

Definicién 2.1 Una grdfica consta de un conjunto V 0 V(G) llamado
conjunto de vértices y por U conjunto de pares 1o ordenados E o E(G) de
clementos de V llamados aristas. S1 G es una grdfica con vértices V y aristas
B escribimos G = (V, E).

Una arista serd denotada por los vértices que la componen {u,v} € E (G)

6 uv € E(G). Los vértices extremos de la arista {u,v} son vy V- Se dice que

- p,w € V(G) son vértices adyacentes sl v € BE(G), o sea que dos vértices

son adyacentes si existe una arista que los tiene por extremos. Dos aristas

son incidentes cuando comparten un vértice como extremo; una arista y un
vértice inciden si éste 4ltimo es un extremo de la arista.

ge le dice lazo a una arista que inicia y termina en un solo vértice, en
simbolo {u,u} ¥ \as aristas multiples o paralelas se presentan cuando entre
dos vértices adyacentes existe méas de una arista que tiene como extremos &
estos vértices.

A menos que se indique lo contrario, supondremos que los conjuntos E(G)
y V(G) son finitos ¥ V(G) # @, ademas todas nuestras graficas son simples,

o sea, sin lazos ni aristas miltiples o paralelas.

e La figura 2.2 es un ejernplo de una representacion de la gréfica G, consta
de los conjuntos:
V(G) = {91:92;113:?)4,”5,”67117}
E(G) = {vivg,t Vg 01U,V Us,U2V3, V21, VqUe, V3Va, UsUs, Usls, V3T, Va7,
VsUg, Vs, ’U6U7}

% 2

Una grafica donde aparecen aristas miltiples pero no lazos, es llamada
multigrifica,; en la figura 9.3, damos un ejemplo de ella. Cuando en una gra-
fica se presentan aristas multiples y lazos & la vez, es llamada. pseudogrdfica,

ver figura 2.4.

El grado de un vértice v es el numero de aristas que inciden con v ¥
, s¢ denota como grad(v). Enla grafica G de la figura 2.5, tenemos que €l
grad(v,) =4, grad(ve) = 2, grad(us,) =3, grad(vs) = 3, grad(vs) = 2.

. -‘,-wwmﬂwd%-imwmm»um«mme.;.:-. Ak A e
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Figura 2.2: Ejemplo de representacién de una grdfica.

m
d ¢

Figura 2.3: Multigrdfica con tres aristas miiltiples

a
b c

Figura 2.4: Pseudogrdfica con una arista maltiple y un lazo
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Figura 2.5: El grado de vy es 4

G Y

i1
.
K
B
¥
i
!

i

Figura 2.6: Gréfica regular de grado 4

Una gréfica es regular de grado r si todos sus vértices tienen grado r.
La gréfica G de la figura 2.6 es regular de grado 4, ya que el grado de cada
uno de sus vértices es 4.

grad(v)) = grad(vy) = grad(w) = grad(vy) = grad(us) = 4

Teorema 2.2 La suma de los grados de los vértices de una grifica G es dos
veces el numero de aristas,
Y- grad(uvi) = 2q,
donde q es el nimero de aristas de E(G) y v; € V(E)

Demostracidn

Iis consecuencia de que cada arista incide en dos vértices, o sea al llevar
a cabo la suma de los grados de los vértices de una grafica, las aristas se
cuentan dos veces

|
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Figura 2.8: Camino abierto: vy, va, vg, Uy, Uy

2.2 Camino

Un camino de « a v en una grafica G es una sucesidén alternante de vértices
y aristas g, Ty, 1, Ta, ..., T, U, empezando con vg = ¢ y terminando con
v, = v donde cada par de vértices consecutivos son adyacentes y cada arista
z; es incidente a v; 1 v a ;. Para gréficas simples el camino que une a
vg = u con 1, = v, es suficiente representarlo como la sucesién de vértices
Vg, V1, ---, Un, tal que v; ¥ ;41 sean adyacentes y suele ser llamado uwv—camino.

La longitud de un camino es el nimero de aristas que lo forman. Se
dice que un camino es nulo si tiene longitud cero. Un camino que no repite
arista se nombra paseo. Un camino que no repite vértices se llama trayec-
toria. Un camino no nulo cuyos extremos son iguales se llama cerrado. Un
camino no nulo cuyos extremos son distintos se dice abierto.

Si un camino es cerrado y todos sus n vértices son distintos, excepto el
primero y el dltimo, para n > 3 entonces serd llamado ciclo.

lomando la grafica G de la figura 2.7, ejemplificamos los conceptos de
camino abierto y cerrado, paseo, trayectoria y ciclo, en las graficas 2.8, 2.9,

2.10, 2.11 y 2.12..
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G,

Figura 2.9: Camino cerrado: v7, Vs, V3, Uz, Us, V2, V1, V7
4 ‘ G,

Vs

¥ b
=

Figura 2.10: Paseo: v, V7,1, Vs, V2, U3, Vs, V7

G

Figura 2.11: Trayectoria: Us,Vr, U1, V2, U3, V4

Gy

L

Figura 2.12: Ciclo: vr,vg, V2, V3, Vs, V7
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Vs
vy
Uy
Uy
vy
Uy Ug

Figura 2.13: Ejemplo de una gréfica coneza

Definicién 2.3 Sea G una grdfica. Diremos que G es conexa si para cada
par de vértices u,v € V(G) existe un wv—camino. Explicandolo de una
manera intuitiva, una grdfica conexza es aquella en la cual podemos ir de
cuglquier vértice a cualguier ofro por un camino.

En la grafica G de la figura 2.13 se da un ejemplo de una gréfica conexa y
en la figura 2.14 uno de una gréfica no conexa o disconexa, ya que al vértice
Uy no se puede llegar por algin camino partiendo de cualquier otro vértice.

‘ v
v, ]

Figura 2.14: H es una gréfica no coneza 6 disconeza
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v, v,

Vs vy Uy v,

ki

Figura 2.15: H es una subgrdfica de G

La distancia d(u,v) entre dos vértices u y v en G es la longitud del
camino més corto que los une. Si no existes un camino entre © y v se dice
que d{u,v) = 0o. En graficas conexas la distancia cumple lo siguiente, para
todos los puntos u,v ¥y w.

1) d(u,v) > 0, donde d(u,v) =0siy sélosiu=v

2) d(u,v) = d{v,u) _ .

3) d(u,v) + d(v,w) > d{u,w)

Una operacién que cumple con dichas propiedades se le llama métrica.

2.3 Subgraficas

Definicién 2.4 Una grifica H se dice subgrdfica de G si tiene todos sus
vértices y aristas en G, es decir, V(H) CV(G) y E(H) C E(G).

La grafica H de la figura 2.15 es subgréfica de G, ya que:
V(H)CV(G) = {vy,v9, 4,05, 07,08} C {’U1,'U2,Us,'U4,U5,116,U7,Us}
E(H) C E(G) = {'Ul’U2;‘Uzvzt,’Uz’Us,U4U5,U1U7,U1U8,U7U8} C

{vyvg, v1U7, U1V8, UaV3, Uals, Vals, U3la, Vs, Uslg, VgU7, Urls, UsUr, V1Vg }

Decimos que si H es subgrafica de G, entonces (G es supergréfica de H.
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Uy 1y Uy
g
Uy u;
Uy ] uy

U

Figura 2.16: H es una subgréfica inducida de G

Definicién 2.5 Una subgrdfica inducida H, e¢s una subgréfica de G tal
que si u,v € V(H) y {v,v} € E(G), se tiene que {u,v} € B(H). Se denota
HC, G

En la figura 2.16, H es una subgréfica inducida de G, ya que w;, ug, us, us €
V(H), {uiuy, uguz, usus} € E(G) y como uiug, Uiz, ugts son aristas de G,
entonces lo son también en H.

En la figura 2.17, damos un ejemplo donde H es subgréfica de G, pero H
no es una subgrafica inducida de G, por que uy,us € V(H) y {uaus} € E(G),
pero {ugs } no es arista de H.

Una subgrédfica generadora es una subgrifica que contiene todos los
vértices de (G, es decir, si H es una subgrdfica de G en donde V(H) = V(G).

Fn la figura 2.18, se muestra un ejemplo en donde H es una subgréfica
de G y se cumple que: V(H) = {v1,ve,vs, Vs, 05,06} = V(G), por lo tanto H
€s una subgrdfica generadora de G.

Sea G una grafica. H es una subgrdfica mdximal de G, si H no esta
contenida en alguna subgrifica de G.
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; u,
uy vy L

Y —— 8%,

Figura 2.17: H es subgréﬁé:a de G, sin embargo H, no es una subgréfica ’f
inducida de G

) Uy U,

Ty

Uy

Yy

Figura 2.18: H es una subgréfica generadora de GG
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Ge dice componente conexa de una grifica G a una subgréfica conexa

maximal de una grafica (7, es decir, a una subgréfica conexa y maximal a la

VEZ.

2.4 Eliminacién y adicién de vértices o aristas

Esta seccién tiene especial importancia, debido a que en un capitulo posterior
titulado Desmantelamientos, estudiamos el comportamiento de las grificas
al eliminar vértices con clertas caracteristicas.
Por lo pronto en esta seccidn veremos como se transforma una gréfica
dada, al quitarle o aumentar vértices o aristas.

Si v es vértice de G, entonces G — v es la subgrafica maximal de G que
no contiene a v. Si e es una arista de G, G — € es la subgréfica generadora
que contiene todas las aristas de (G excepto e.

Para eliminar un conjunto de vértices o aristas se elimina uno por uno en
sucesién. Por otro lado, si v y u son vértices no adyacentes en (7, el anadir
la arista vu se tiene la supergrifica mds pequeiia de G que contien a vu.

Tomando la gréfica GG de la figura 2.19, observamos en la 2.20 como cambia,
al quitarle el vértice v3, ya que al restarlo también se restan las aristas que
lo tienen como extremo, que son: V1V, Uaty, Uzly ¥ UzUs.

En la figura 2.21, se muestra la gréfica G al quitarle la arista vyve. En la
figura 2.22, se muestra la gréfica G al afiadirle la arista v,vs. Por tltimo en

2.23, a la grafica G se le agrega el vértice vg.

Sea G una gréfica. Si H es la subgrafica de G, G — H es la grafica que

resulta al eliminar en G cada uno de los vértices que pertenecen a .




[ v

28 CAPITULO 2. CONCEPTOQS BASICOS

vy, Uy

Vs

] ‘:. Ys i
|
: Figura 2.19: Gréfica &
v, o,
1 G-,
! . Y

Figura 2.20: La gréifica GG sin el vértice vs

vy Yy
i
{17
s G -,
] Yy
1, Y

Figura 2.21: La gréfica G menos la arista 1499

v, v,

b VRN P 3 R

G + V0

{
55. Uy w

Figura 2.22; La grdfica G mds la arista v, v




Uy v,
G+ v
Vg Vs
U, Y

Figura 2.23: La grafica G mas el vértice vg

v, U,
Vg Uy
v
Uy 4
Vg Us
Figura 2.24:

.5 Vecindad

‘La vecindad abierta de un vértice u de G, en simbolo: Ng{u) o N{u), se
define por: N(u) = {w | w € V(G), {u,w} € B(G)}

La vecindad cerrada de un vértice u de una grifica G, se denota como
Ng[u] o simplemente N{u] y se define por: Nu] = N(u) U {u}.

Enla grafica G de la figura 2.24 tenemos que la vecindad abierta y cerrada
de los vértices vy y v

N(vy) = {va, vs,v8} N[wn] = {v1,v2, 5,8}

N(vy) = {v1,u3} Nlvs] = {v1,v2,v3}
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Uy

K,

g Uy Uy

Uy

u;

Figura 2.25: Ejemplos de graficas completas

Definicién 2.6 La grifica completa den vértices, que se denota K,,, es la
gréfica con n vértices en la cual existe una arista entre cada par de vértices
distintos.

Una gréfica dirigida o digréfica D consiste de un conjunto no vacio V
o V(D) de vértices y un conjunto E o E(D) de pares de puntos ordenados
distintos, llamados lineas dirigidas, flechas o arcos, figura 2.26. Una grdfica
orientada es una digréfica que no tiene lineas simétricas, es decir, si z,y €
V(D) y si z es el vértice en donde inicia linea y y el vértice a donde llega, no
existe una linea que inicie en y y termine en z.

En el ejemplo de gréfica orientada de la figura 2.27, tenemog que:
V(D) = {UI) Uy, Vs, Uy, US}
E(D) = {Ul’Uﬂ, UaUs, UgWy, UyUs, Usly, UsUs, UgUy, Vs, Ugly, ’Us'vs}

En este ejemplo vemos claramente la diferencia entre una arista y una
linea dirigida, ya que la linea v, no pertenece a E (D) de la figura 2.27, sin
embargo si fuera una arista seria lo mismo decir U1V O Uy,
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Uy

(k] Uy

Figura 2.26: Fjemplo de Digréfica o gréfica dirigida.

Figura 2.27: Ejemplo de gréfica orientada
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2.6 Isornorfismo

Definicién 2.7 Las grdficas G y H son isomorfas si existe una funcién uno
a uno y sobre, f, de los vértices de G a los de H y una funcion uno a uno
y sobre, g, de las aristas de G a las aristas de H, de modo que una arista e
es incidente en v y w en G, si y sélo s1 la arista g(e) es incidente en f(v)
y f(w) en H. El par de funciones f y g es llamado un isomorfismo de GG
sobre H .

En otras palabras, dos graficas G y H son isomorficas, si existe una corre-
spondencia uno a uno entre los vértices que preservan adyacencias. Si existe
un isomorfismo entre G y H diremos que G y H son isomorfas, en stmbolo
G=H.

Un isomorfismo para las graficas G y H que aparecen en la figura 2.28 se
define como:

flu) =a g(vivs) = ad

flug) = g(vive) = ac
f(’Us) =f g(vovs) = cf
flv) =0 g(vsvy) = bf
flus)=d g(vavs) = bd

Definicién 2.8 Un automorfismo de G es un isomorfismo de G en si
MISTIA.

En la figura 2.29 se da un gjemplo de automorfimos de la grifica G, el
isomorfimos esta definido de la siguiente manera:

fla)=4d glab) = df
f@y=1r glac) = de
flc)=e glad) = ad
f(d) =a glde) = ac
fle)=c gldf) =ab
f(f) =20 glce) = ce




]
o
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Figura 2.28: Las grdficas G y H son isomorfas
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Figura 2.29: Ejemplo de un automorfismo entre graficas.

Un invariante de una gréfica G es un nimero asociado con G el cual
tiene el mismo valor para cualquier grafica isomorfa a G.

Las definiciones de algunos ejemplos de invariantes de una gréfica G son:

a) El cuello de una gréfica G, denotado por g((), es la longitud del ciclo
de menor longitud en G.

b) La circunferencia ¢(G) es la longitud del ciclo més largo.

c) El orden de G es el nimero de vértices de G y puede ser denotdo por
or(G), |G | 0| V(G) |

El nimeros de ciclos, la cantidad de aristas, entre otros también son
invariantes de una gréfica.

El complemento de una grafica G es la grafica G con los mismos vértices

que G, tal que una arista existe en G si y sélo si no existe en G, Ver figura
2.30.

Una grifica G es autocomplementaria si G y G son isomorfas, figura
2.31. La gréfica G de 2.30, no es autocomplementaria, ya que G y G no son
1somortas.
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LEA U,

v

Uy

U

v Uy

Uy

Figura 2.30: Ejemplo de una gréfica y su gréfica complemento
no son autocomplementarias

35

. Estas grificas
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v
— v,
Uy
CH
Uy

vy

Figura 2.31: Ejemplo de una grafica autocomplementaria
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1,

Figura 2.32: f es un homomorfismo de G, en Gy

2.7 Homomorfismo

Definicién 2.9 Un homomorfismo de una grifica G, en una grifica G,
es una funcidn f del conjunto de vértices de G en el conjunto de vértices de
Gy con la propiedad de que siv y w son adyacentes en G4, entonces f(v) y
f{w) son adyacentes o iguales en Gj.

En otras palabras un homomorfismo entre dos graficas G; y G5 es una
funcién f : V(G1) — V(Gs) tal que las imagenes de vértices adyacentes son
adyacentes o iguales.

El homomorfismo para las graficas Gy y Gy que se muestran en la figura
2.32 lo defimos comao:

7(1) =2
1) =1
1(3) =2

Los vértices 1 y 2 son adyacente en Gy, f(1) =2y f(2) = 1’ son adya-
centes en (g, asf como los vértices 2 y 3 son adyacente en Gy, f(2) =1y
f(3) = 2/ son adyacentes en G,.



38 CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS

G1 G2

Figura 2.33: Ejemplo de un homomorfismo entre graficas

En la figura 2.33, se da un segundo ejemplo de un homomorfismo entre
graficas, definido por:

fla)=d
fo) =0
fley=¢
fld)=4d
fle)=¢
ff) =¢
flg) =¥

Definicién 2.10 Sean G y H dos grdficas, decimos que un homomorfismo
entre ellas p : G — H es una retraccién o retraccion refleciva si existe
un homomorfismo o : H — G tal que p o o es la identidad en H. En este
caso, decimos que H es un retracto de G.
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®
11
p
_—
G “e¢ H
(o3
‘—
2}'
o

Figura 2.34: Fjemplo de una retraccidn. H es un retracto de G.

Sean G y H dos graficas, ver figura 2.34. El homomorfismo entre G y H,

definido como:

p:G—H
p(1) =1
p(2) =1
p(3) =2

p €s una retraccién, ya que existe un homomorfismo ¢ : H — G, definido
de la siguiente manera:

o(l'} =2

o(2) =3

Y tenemos que:

plo(1)) = p(2) = 1

pla(2)) = p(3) = 2

Por lo que po o es la identidad en H, por lo que I{ es un retracto de G.

Un homomorfismo biyectivo f : G — H, cuya funcién inversa también
es un homomorfismo g : if — G, se dice que es un isomorfismo de gréficas.
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2.8 Operaciones entre gréficas

Hablar de mateméticas para el comin de las personas es hablar de mimeros
y operaciones entre ellos, como es sumar, restar, multiplicar, dividir, entre
otras. En particular referirse a Teorfa de graficas, también es estudiar las
operaciones entre gréficas.

Este capitulo, tiene el objetivo de mostrar y ejemplificar algunas de las
operaciones definidas entre grificas, como son el producto cartesiano de gra-
ficas, producto débil, producto fuerte, composicién, producto lleno y suma
de gréficas.

2.8.1 Producto cartesiano de gréficas

Definicién 2.11 Sean G y H grificas, el producto cartesiano de G y
H, que en stmbolos se escribe GOH, es la grdfica cuyo conjunto de vértices
es el producto cartesiano de vértices V(G) x V(H) y el conjunto de aristas
definido por: E(GOH) = {{(z,y),(@ )} | (z,v),(=,¥) € V(GOH) y
r=ux,yy € E(H) 6 zz' € E(Q),y=vy}

Sean G y H graficas, figura 2.35, sus conjuntos de vértices y aristas son
los siguientes:

V(G) = {a‘:b}} E(G) = {ai b}

V(H)={1,2}, E(H) ={1,2}

El producto cartesiano de G y H, es la gréifica cuyos conjuntos de vértices
y aristas son:

V(GDH) = {(a,l),(a,Q),(b, 1)7( , )}
E(GCH) = {{(a,1), (5, 1)}, {(a,1),(a,2)},{(a,2), (b, 2)}, {(b, 1), (b, 2)}}

Note que

{(a,1),(5,2)} ¢ E(GOH), ya que a # b,{1,2} € E(H) y {a,b} €
E(G),1#2

{(a,2),(b,1)} ¢ E(GOH), ya que a # b,{2,1} € E(H) y {a,b} €
E(G),2# 1.

En la figura 2.36 damos un segundo ejemplo del producto cartesiano de
gréficas, para A y B en donde:

V(A) = {wy, wp} E(A) = {wiwy}

V(B) = {u1,ug, us} E(B) = {{w1,uz}, {u1,ua}, {u2, us}}
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GUOH
(a,1)
‘e (0,1)
H
2@ (a,2) (b,2)
O
[ L
Q b
G

Figura 2.35: Representacién gréifica del Producto cartesiano entre Gy H

Por lo que:

V(ADB) :{ (wlrul): (w1:u2): (w11u3)1 (wQ}ul): (w2:u2): (’UJg,’LL3) }
E(AOB) = {{(w1,w1), (w1, u2) }, {(w1,w1), (w1, u3)}, {(wi, w), (we,w1)},

{(wa, u), (we, up)}, {(wa, w1), (wa, us)}, {(we, wr), (wy, u)},
{(wn, uz), (wa, un)}, {(wy, uz), (w1, us)}, {(wi, us), (wo, us) }}
Como se observa,
{(wy,wa), (wa,ue)} ¢ E(ALIB)
{(wr,u1), (wa, us)} ¢ E(AOB)
{(we, w1), (w1, u2)} ¢ E(AOB)

{{w2,w), (w1, us)} ¢ E(ALB)
Ya que no cumplen con ninguna de las dos condiciones de la definicién
del producto cartesiano: z =z',yy’ € E(B) é zz’ € E(A),y =¥

Los dos ejemplos de producto cartesiano que hemos dado hasta ahora,
han sido entre dos graficas completas, acontinuacién se presenta un ejemplo
en donde una de ellas no es completa, ver 2.37.




CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS

ALl B
(W) {w,,u,)
(1w,,u,) (w;,u,)
(wy,u,) (wy,u;)
L] . .
. w, A w,

Figura 2.36: Representacién grafica del Producto cartesiano entre Ay B

Sean Ay B dos gréficas en donde:

V(4) =11, 2,3} E(A) ={{1,2},{2,3}}
g(Bl) = {a,b} E(B) = {a, b}
or lo que:

V(AOB) = { (a,1), (b,1), (a,2),

(
E(ADB) = {{(a,1),(a.2)}, {(e, 1),
{(a,3),(5,3)},{(5,1),

b,2), (a,3), (6,3) }

(6, 1)}, {(a,2),(a,3)},{(a,2), (b, 2)},
(6,2)},{(5,2),(0,3)}}

Se observa,

{( ) (b 2)} ¢ E(AOB), ya que {a,b} € E(A) pero ‘1 # 2
(ALB), ya que {a,b} € E(A) pero 1 # 2
(ADB), ya que {a,b} € E{A) pero 2 # 3
(ADB), ya que {a,b} € E(A) pero 2 # 3
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A L1B
‘e (a1} (1)
B 2@ (2,2) (6,2)
8 ‘ (‘113). .(bf3)
]
@ .b
a
A

Figura 2.37: Producto cartesiano entre gréficas, en donde una de ellas no es

completa.

1 A S Pk
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2.8.2 Producto débil

Definicién 2.12 Sean G y H grificas, el producto débil entre G y H,
denotado por G x H, es la grifica que se define tomando V(G) x V(H) como
su conjunto de vértices y su conjunto de aristas esta definido por: E(GxH) =

{(z,w), (@,9n} | (,y), (@, y7) € V(G x H),zzr € B(G) y yy! € B(H)}

Acontinuacién damos un ejemplo de esta operacién, tomando a las gra-
ficas G y H, figura 2.38, que tienen como conjuntos de vértices y aristas
a:

V(G) = {a,b}, B(G) = {a,b}

V(H) ={1,2}, B(H) ={1,2}

Entonces el producto débil entre G y H, es la grifica cuyo conjunto de
vértices y aristas son:

V(G x H) = {(a,1), (a,2), (b, 1), (b,2)}

B(G x H) = ({(1), (6,2}, {(b1), (6,21}

Observamos que:

{(a,1),(a,2)} ¢ E(G x H), ya que {a,a} ¢ E(G) aunque {1,2} € E(H)
{(6,1),(b,2)} ¢ E(G x H), ya que {b,b} ¢ E(G) aunque {1,2} € E(H)
{(a,2),(b,2)} & E(G x H), ya que {a,b} € E(G) pero {2,2} ¢ E(H)
{(a,1),(b,1)} ¢ E(GOH), ya que {a,b} € E(G) pero {1,1} ¢ E(H)

?

Un segundo ejemplo del producto débil lo damos con las graficas Py @,
2.39, quienes estdn definidas por los sigutentes conjuntos de vértices y aristas.

V(P) = {wi, we } E(P) = {wy, wy}

V(Q) = {u11u2:u3} E(Q) = {{u1:u2}} {ul:u3}= {’U.z,’u,;;}}
entonces:

V(‘P X Q) = {(wliul)? (wlluz)l (w1:u3)! (w2:u1): (wZ:UQ)J ('le,Ug)}

E(P x Q) = {{{w1,w1), (wy, u2) }, {(w1, wy), (wa, ua) }, {(wr, v2), (we, us)},
{(w1:u2)1(w2:u3)}1{(wlﬂu:i):(wZJul)}){(w11u3)J (’lUg,’U,g)}}
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GxH
(e.1) (b,1)
1
H
P (a,2) (v.2)
X ™ -
a b
G

Figura 2.38: Representacién grafica del Producto débil entre Gy H

Observamos que:

{(wr, 1), (w1,u9)} & E(P X Q),debido a que {un,w;} ¢ E(P)
{(w1,u2), (wn,ua)} ¢ E(P x Q),debido a que {wy, w1} ¢ E(P)
{(wr,u), (w1, u3)} € E(P x Q),debido a que {wy, w1} ¢ E(P)
{(wa,w1), (wn,u2)} & E(P x Q), ya que {wz, w2} ¢ B(P)
{(wn, ur), (w2, us)} ¢ E(P % Q), ya que {wa,wa} ¢ E(P)
{(w2:u2): (’LUQ,’LL;;)} ¢ E(P x Q): ya que {w2:w2} ¢ E(P)
{(uin,wn), (1 )} & B(P x Q). poeque {ur, ) ¢ F(Q)
{(wr, u2), (wn,us)} & E(P x Q), porque {uy, up} ¢ E(Q)
{(wi,us), (we,us)} ¢ BE(P x Q), porque {us,us} ¢ E(Q)

En los dos ejemplos del producto débil presentados hasta el momento, ha
sido entre gréficas completas, ahora mostramos un ejemplo entre una gréafica
completa y una grifica que no lo es, ver 2.40.

Sean A y B dos graficas en donde:

V(A):{1= 2:3} E(A)z{{1=2}1{2:3}}

V(B) = {a,b} E(B) = {a, b}

Por lo que:

V(Ax By={{(a,1), (b,1), (a,2), (5,2), (a,3), (5,3) }
E(Ax B) ={{(a,1),(5,2)},{(e,2), (5, 1)}, {(4,2), (6,3)}, {(a, 3), (5, 2)}}
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P xQ

Uy (w;,u,) . (ws,u,)
Q
. () (1w 0)
u, (w,,1,) (weyus)
X L &
w, P Wy

Figura 2.39: Representacién grafica del Producto débil entre Py @}
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A x B
1. (0!1) (b’I)
B 29 (a,2) (6,2)
3 (a,5) (5:2)
X ® ®
a
A b

Figura 2.40: Producto débil entre dos gréficas, en donde una de ellas no es
completa.

Las aristas que no estan en A x B son:
{(a,1),(a,2)},{(a,1), (6, 1)}, {(a,2), (&, 3}}, {(a,2), (b, 2)}, {(a,3), (6,3} },
{(b? 1)7 (672)}) {(b’ 2)’ (b’S)}? {(a'1 1)1 (a73)} y {(b’ 1)3 ( 33)

El producto cartesiano y €l producto débil entre graficas completas re-
sultan graficas complementarias, es decir si A y B son gréficas completas
entonces ACJB es el complemento de A x B. Lo antertor no ocurre cuando
una de las gréficas o ambas no son completas, ver ejemplos de las gréficas de

las figuras 2.37 y 2.40.
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G XH
1 ° (a,]) (b,])
H
2 ® (a12) (b,2)
X
L ]
a b

Figura 2.41: Representacién gréfica del Producto fuerte entre Gy H

2.8.3 Producto fuerte

Definicién 2.13 Sean G y H grdficas, el producto fuerte de G y H, en
stmbolos G W H, es la grifica cuyo conjunto de vértices es el producto carte-
siano V(G) x V(H) y su conjunto de aristas esta definido por: E(GRH) =
{{(z,y), (=, y"} | (z,y),(z,y) € V(GR H),zzt € E(G),yyt € E(H) ¢
z=u, yy € E(H) 6 zz/ € E(G),y = y/}

Sean G y H gréficas, 2.41, definidas por los siguientes conjuntos de vér-
tices y aristas:

V(G) = {a,b}, E(G) = {a,b}

V(H) ={1,2}, E(H) = {1,2}

El producto fuerte de G y H, es la gréfica cuyo conjunto de vértices y su
conjunto de aristas son:

VIGR H) = {(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)}

B(GRH) = {{{e,1),6,1)},{(a,1),(a,2)},{(a,2), (4, 2)},
{(6,1),(5,2)},{(a,1),{b,2)},{(e,2), (5, 1)}}
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PRQ
Q Uy (w;,u,) {wy,u,)
(w1 ’ u.!) {wy,u,)
Ug
Uy (1) (105,139
m L &
wy Wy
P

Figura 2.42: Representacién gréfica del Producto Fuerte entre Py @)

En la figura 2.42 tenemos un segundo ejemplo del producto fuerte entre
las grificas P y (), quienes tienen

V(P) = {wy, wa}, B(P) = {wrwn}

V(Q) = {u1,us,us}, £(Q) = {taua, wqus, usuz}

Se sigue que:

VIPRQ) = { (w1,u1),

BE(PAUQ) = {{{wi,w),

wy, Us), (wy,us), (Wa,u1), (wy,us), (we,us) }

wr, 2} }, { (Wi, u1), (wi,us) b, {(wr, w), (we, w)},
) (w2ru1)1(w2:u3)}1{(w21u1 ,('U)g,’tbg)}

{{ ) )} )

{(wr, ua}, (wo, uz)}, {(wr, u2), (w1, ua) }, {(we, us), (we, ua)},
{( ), ( A )

{( ), ( )}

—— ——
L—— ~
——=

(wl;ul)) (w2)u3)}: {(w2: U1}, (w1:u2)}

Fl ejemplo del producto fuerte que presentamos acontinuacién, es entre
dos gréficas que no son compietas, ver 2.43, por lo que la gréfica resultante no
es completa. En los dos ejemplos anteriores, ver 2.41 y 2.42. ambas grificas
eran completas y la gréfica resultante al realizar el producto fuerte entre
ellas, resulté una grafica completa.
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Sean A y B dos gréficas en donde:
V(A) ={1,2,3,4} E(A) = {{1,2},{2,3},{3,4}}
V(B) = {a,b,c} E(B) = {{a,b},{b,c}}
Por lo que:
V(AR B) = { (a,1), (b, 1), {¢, 1), (a,2), (4,2), (¢,2), (a,3), (b,3), (c,3),
(a,4), (6,4), (c,4) }
E(AR B) = {{(e,1), (5, 1)} {(a,1), (a,2)}, {(a, 1), (5, 2)}, {(a, 2), (5, 2) },
{(a,2),(,3)}, {(a,2), (b, 1)},{(a,3), (a,4)},
a,3),(0,3)}, {(2,3),(b,4)}, {(a 4) ( 3t
b,1),(6,2)},{ (¢, D}, {(b,
(b 2), (e, D}h{ (e, 2)}, {(b,
,(53)( 9} A4 (c,3)}, {(,
A(5,4), (e, 41,4 (e 2)} {(e,

(a,
(b,
b
b
c,

1),
(b, 2),
(b:3),
(e:1), (e, 2)},

Las aristas que no estan en A X B son:

{(a,1),(a,3)} ¢ E{AR B), ya que a = a pero {1,3} ¢ V(B)
(AR B), ya que a = a pero {1,4} ¢ V(B)
(AR B), ya que a = a pero {2,4} ¢ V(B)
(AX B), ya que 4 = 4 pero {a,c} ¢ V

( ya que 3 = 3 pero {a,c} ¢ V

(

R
OB QO e B
Mt Nt M N S

(A)
), (A)
), ya que 2 = 2 pero {a,c} ¢ V(A)
), ya que 1 = 1 pero {a,c} ¢ V(A)
), ya que b = b pero {1,3} ¢ V(

(A EB; , va que b = b pero {1,3} ¢ V(
)
)
),

ya que ¢ = ¢ pero {1,3} ¢ V{
ya que ¢ = ¢ pero {2,4} ¢ V/(
ya que ¢ = c pero {2,4} ¢ V/(

P I ey
R . T S g g

B)
B)
ya que b = b pero {2,4} ¢ V(B)
B)
B)
B)

A AR AL R R TR R R R LS R
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AX B
4 ? (a,4) (b, 4) fc,4)
3 ® {a,3) || (e, 8}
B
2 ‘ (a,8) “ (,2)
Ie .| I
(ﬂ,l) (b,l) (6,1)
X
L o _.
b c

Figura 2.43: Producto fuerte entre graficas no completas.

ol
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G [H]
(b,1)
1. (o1) b, 1
H

50 (0,2 {b,2)

o, .

a b

G

Figura 2.44: Ejemplo de Composicidn entre dos gréficas

2.8.4 Composicién

Definicién 2.14 Sean G y H grificas. la composicion de G y H, en
simbolo G[H], se define tomando V(G) x V(H) como su conjunto de vértices
y €l conjunto de aristas correspondiente es: E(G[H]) = {{{z,y), (z!,y"} |
(z,y), (e, y) € V(G[H]),z = 2 y yy! € B(H) 6 z2/ € B(G)}

Un ejemplo de la composicién de graficas, se presenta en la figura2.44.
Sean G y H gréficas con:

V(G) = {a,b}, E(G) = {a, b}

V(H)={1,2}, E(H) = {1,2}

La composicion de G y H, esta dada por los siguientes conjuntos de
vértices y aristas:

V(G(H]) = {(aa 1)7 (a: 2)7 (b, 1): (b? 2)}

E(G[H]) = {{(a,1),(5,1)},{(a,1),(a,2)},{(a,2), (5,2)},
{(®,1),(6,2)},{(a,1), (6,2)}, {(a, 2}, (b, 1)} }

e i
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{{a, 8}, {b, c}}
E(N) = {{1,2},{2,3},{3,4}}

=
3

—~—
T
W e
...D? 2)
S

Un segundo ejemplo de la composicién de grificas, se muestra en la figura

2.45, donde M y N son gréficas con:

V(M)
V(N)

por lo tanto:

V(MIN])

- e

{(a,
(

)\Il\lf)}\fnn‘f)}!\ll).}?})
s I e T P N e e N e N it

A e
T e T =
— e N S O %) O Q
\l.lf\/\.r}-l'r - -~ -~ -~ -~
1;2;314112342

S &8 &8 o e e e e -
E S EEL eSS Y
e e e o e e e N
N UG
P e T O et Nt S e S e T
R B Rl
R ! . v m e e e e
2EELE2 J 4G d S
))}\lﬂ\lﬁ\lﬂ -~ ~ -~ Ny
TN En Yo e g o
[~ $ R
((Iﬂw\ra\ra\bbbb [
" e e L D S S
—_ el e e R N e

P " o T I o o

P et e e N i e e

L R T e T T e i N

S M S e M T o e o e e

N e TN T TN e e e e e

L T O

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{

Las siguentes aristas no pertenecen a E(M[N]), ya que no cumplen las

condiciones de la definicién:

Nt — =
—~— Y e S
~ \4 ~ 1.: Qu.;
S o 22
Py s
= A 2) 4)
s < B =
= . e
— h— e

S

et N e e

— —_— - —— —

—— —

—— —_— — —_— ——

et e S M
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M|N]
4o (a.4) ® 4) _(ed)
(a,3)
3 ® [ 7 L (¢, 3)
N
2 ¢ (a,2) ] 5,2) ' (c,2)
1 l (ﬂ,I) . (C,I)
(b,1)
& & -
a b c
M

Figura 2.45: Representacién gréfica de la Composicidn entre M y N
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Go H
1 ? (ﬂ.,l) (b,l)
H
5 ® (a,2) (6:2)
© ° ®

Figura 2.46: Representacidn gréfica del Producto Lieno entre Gy H

2.8.5 Producto lleno

Definicién 2.15 Sean G y H gréficas. Tomando V(G) x V(H) como el
conjunto de vértices, se define el producto lleno, que se denota por Go H
y su conjunto de aristas correspondiente es: E(G o H) = {{(z,y), (z!,yN} |
(z,9), (zt,y) e V(GoH),zat € E(G) dyyt € BE(H) 6x=x) 6y =yl}

El producto lleno entre las graficas G y H, ver 2.46, donde:
V(@) ={a,b}  E(C) = {a,b}
V(H)={12} E(H)={12}

esta definido por los siguientes conjuntos:

V(G o H) ={(a,1),(a,2),(51),(b2)}

E(G o H) = {{{a,1), (6, 1)}},{(¢,1). (@, 2)},{(2,2), (5, 2)},
{(5,1),(6,2)},{(e,1), (5, 2)},{(a,2), (b6, )}}
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Sean M y N las gréficas que se muestra en la figura 2.47.
V(M) ={a,b,c}  E(M)={{a,b},{b,c}}

V(N)={1,2,3,4)} E(N)={{1,2},{2,3},{3,4}}

El conjunto de vértices de M o N es:

V(Mo N) ={(a,1),(a,2),(a,3),(a,4),(b,1),(b,2),
(6,3),(0,4),(c,1),(c,2),(c,3), (¢, 4)}

Las aristas que se enlistan acontinuacidén son las 1inicas que no pertenecen

- a E(MoN).

{(a,4),(c,1)} ¢ E(Mo N)
va que {a,c} & E(M),{4,1} ¢ F(N),a #c,4#1
{(a,1),(c4)} ¢ E(M o )
vaque {a,ct ¢ F(M),{1,4} ¢ E(N),a #¢c,1 £4

{(a,1),(c,3)} ¢ E(MoN)
ya que {a,c} ¢ E(M),{1,3} ¢ E(N),a#c,1#3

{(a,2),{c,4)} ¢ E(M o N)
ya que {a,c} ¢ E(M),{2,4} ¢ E(N),a #¢,2#4

{(a,3),{c,1)} ¢ E(M o N)
ya que {a,c} ¢ E(M),{3,1} ¢ E(N),a # ¢,3#1

{(a,4),(c,2)} ¢ E(M o N),
ya que {a,c} ¢ E(M),{4,2} ¢ BE(N),a #c¢,4 # 2
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‘e n
| \ /
X
.| e 44\\‘13{? .
N ~, 0
\0
2 @ ‘V‘h-..
IA

o]
® * Py
a b
M

Figura 2.47: Representacién gréfica del Producto lleno entre M y N

A S A
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G+ H

Figura 2.48: Ejemplo de suma de gréificas disjuntas

2.8.6 Suma de gréficas

Definicién 2.16 Si G y H son grdficas disjuntas en vértices, la suma de
G y H, denotada por G + H, se define como la gréfica que su conjunto
de wvértices es:: V(G + H) = V(G) UV (H) y su conjunto de aristas es
E(G+ H)={{z,y}|zy € E(G) 6zye E(H) 6z € V(G) yy € V(H)}.

Sean G y H gréficas, figura 2.48, donde:
V(G) = {a,b,c}  E(G)={{ab},{b,c}}
V(H) ={1,2,3,4}  E(H)=1{1,2},{2,3},{3,4},

La gréfica G 4- H, esta definida por:
V(G+ H)=V(G)UV(H)
= {a,b,c} U{1,2,3,4}
={1,2,3,4,a,b,c}

E(G+H) = {{a,b},{b,c},{1,2},{2,3},{3,4}, {1,a}, {1,0},{1,¢},{2,a},
{2,6},{2,¢}, {3,0}, {3,0}, {3, ¢}, {4, a}, {48}, {4,c}}

AT 2 ST e T : et T T S et T D L e S e R R R E B e, L S e

S n s




Capitulo 3

Clanes y k-comportamiento

Fl objetivo de este capitulo es definir y gjemplificar los clanes de una grafica,
asl como conocer su grafica de clanes y qué es lo que sucede con una gréfica
al aplicarle repetidas veces el operador de clanes, esto 1iltimo se conoce como
el k-comportamiento de una grafica.

3.1 Grafica de interseccién

La definicidn de gréfica de interseccién, posteriormente nos permitira definir
y entender rapidamente qué es una grafica de clanes.

Definicién 3.1 Sea S un conjunio y F' = {S1,5s,...,S,} una familia no
vacta de subconjuntos dististos de S no vacios, cuya union es S. La grdfica
de interseccion de F' es denotada por Q(F) y es definida por V(QU{F)) = F,
con S; y S; adyacentes donde quiera que i # 37 y SN S; # @.

Entonces una grifica G es una grafica de interseccién sobre § si existe
una familia F' de subconjuntos de S para el cual G = Q(F).

A continuacién daremos un ejemplo de una grafica de interseccidn.

Sea G una gréfica, donde V{(G) ={1,2,3,4,5,6,7,8}
Tornemos una familia no vacla de subconjuntos distintos de V(G) cuya
unién es V(G).

F={{1,2,3,4},{56,7},{1,2,5},{6,7,8},{6,8},{7,8}}

61
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{1,234}

{7.8}

{6,7,8}
{1,2,5} {5,6,7}

- {68}

Figura 3.1: Ejemplo de una gréfica de interseccién

Tenemos que la gréfica de interseccién de F’ tendrd 6 vértices y 8 aristas,
ver figura 3.1.

{1,2,3,4} N {1,2,5} # &
{5,6,7} N {6,7,8} #+ @
{6,8}N{7,8} 4@

{6,8} N {6,7,8} # &
{6,7,8}N{7,8} #@
{5,6,7} N {6,8} + @

o {5,6,7YN{7,8} # &

. (5,67} N {1,2,5} # o

Tomando la misma gréfica, pero con otros subconjuntos, damos un se-
gundo ejemplo de una grafica de interseccién.
Sea G una gréfica, donde V(G) = {1,2,3,4,5,6,7, 8}
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{1} {2} (s} {4} {5} {6} {7} {8}
)

{1,2} {6,8}

Figura 3.2: Gréfica de interseccién.

Tomemos una familia no vacia de subconjuntos distintos de V(G) cuya
unién nos da V(G).
F={{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {1,2},{6,8}, }

La gréafica de interseccién de F tendrd 10 vértices y 4 aristas, ver figura
3.2

{1in{L,2} # 2
{2yn{1,2} # o
{6}n{6,8} # @
{8}n{6,8} # &

3.1.1 Grafica de interseccién de las completas de G

La grafica de interseccién de todas las completas de G, para cualquier grafica
G, se denota ¢(@), es la gréfica cuyo conjunto de vértices son todas las
subgraficas completas de G y dos vértices son adyacentes si su interseccién
€S No vacia.

Tenemos la, grafica G, figura 3.3, sus gréificas completas son:

{vl}a {UQ}J {03}: {U‘l}: {’U5}, {Uﬁ}! {Ul,’Ug}, {'Ul:vﬁz}a {Ulrv5}1 {U27 U4}:

{1}2),”5}7 {0377-}4}: {U3}U5}) {U35’U6}J {?)5,'1)6}, {UI: U2av4}7 {U3)U5)U6}
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Por lo que ¢(G) tendra 17 vértices y 44 aristas.

{n}n{v, v} #9
{va} N {v1,v2} # @

{vs} 1 {vs,va} # @

{U4} N {’U]_,’U4} 7é %]
{vs} N {v1,vs} # &
{’Uﬁ} M {'Ug,’Uﬁ} 7& %]

{1)1,1)4} N {UJ»JU?} ?é ]

{vi,v2} N {v2,va} # &

{1)3,1}4} M {’U3,”U5} 7'/= [} ,

{vr, v} O {vs, va} # &
{vy,v5} N {vs,v6} # &

{i} N{v1, v} # @
{’Uz} N {’Ug,v4} 7& &

{va} N {vs, 05} # @

{n} N {vy, v} #9
{us} N {vs, v} # &
{ug} N {v3,v6} # &

{'Ul} N {Ula vst # 2
{va} N {vy,ve} # D

{us} O {vs,v6} # @

{va} N {vs,va} # 2
{U5} n {U51 Uﬁ} 7é )
{’Uﬁ} M {?)5,’!}5} 7é %]

{’Ul,'Ug} M {’Ul,’U5} 7& %]

{’U],’Ug} M {'UQ,'UG} % 4]
{'U3,'U4} N {1)3,?.)6} 7é a
{vy,vs} N {v3,05} # &
{’Uz,’UG} M {’Ug,'Ug} 7& ]

{v1, v} NV {vy,v2, 04} # &
{vi,vs} N {vy,v3,v4} # 2
{'Ug,'Ue} N {111,1)2,'1)4} ?é (4]
{vs,v5} N {vs,v5,V6} # D
{vs,v6} N {vs, 75,06} # D

{’Ug} N {Ug,’UE,,’Uﬁ} 7& %]

{v1} N {v1, 09,0} # &

{vs} N {v3,v5,06} # &

{va, v} N {vs,v6} # 2
{‘Ul,’U4} M {’Ul,’Uz,’Ug;} ;12 &
{'Uz,’U4} M {'U],'UQ,'U4} §é [4]
{vs, 04} N {vs,vs5,06} # @
{vs,v6} N {vs, U5, U6} # @
{ve} N {vs,vs,v6} # @
{’Ug} M {’Ul,’Ug,’U4} 7& &
{vs} N {vn,v2, 04} # &
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G

vy g
%
Uy Uy

Figura 3.3: Gréfica G.

Figura 3.4: Gréfica de interseccién de todas las completas de G : ¢(G)
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Uy
K,
Uy Uy

Figura 3.5: Gréfica completa de tres vértices

3.2 Clanes

El concepto de clan, ha sido estudiado desde los inicios de la teorfa de las
gréficas, por ello los clanes de una gréfica han sido objeto de estudiado en una
amplia variedad de situaciones; la nocién de clan es una idea dundamental

en teoria de graficas. [10).

Definicién 3.2 Un clan de G ¢s una subgrdfica completa maximal de una
gréfica 3.

En la grafica de la figura 3.5 existen siete subgraficas completas, como lo
muestra la figura 3.6, pero solo Gy, que coincide con K3, es una subgréfica
completa maximal, por lo tanto esta gréfica tiene un tnico clan que es 4 =

{UIJ Ug, uS}'
En la figura 3.7, se muestran varias gréficas y se identifican sus clanes.
A los clanes de una gréfica G los veremos como subconjuntos de V{(G);

hasta el momento ya sabemos identificar los clanes de una gréfica dada,
acontinuacién definirermos qué es una grafica de clanes.
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Uy

G, G, G G,
® ®
.-u, " Ty Uy
U . Ug
U,
u, G 5 Gﬁ- G
7

9 —e

Uy Uy
g

Usg

Figura 3.6; Subgraficas completas de K3

3.3 Grafica de clanes

La construccién de una grafica de clanes, muestra la extructura cldnica de
una grafica G [10]. La grafica de clanes se viene estudiando desde 1968 [4].

Definicién 3.3 La grdifica de clanes de G, que se denota k(G), se define
como la grifica de interseccion del conjunto de clanes de G. A k se le llama
el operador de clanes.

En otras palabras, k(G) tiene por vértices a los clanes de & y dos vértices
son adyacentes si tienen interseccién no vacfa. FEn la figura 3.8, observamos

a cada gréfica con su respectiva grifica de clanes.

La gréfica de clanes de las gréaficas completas K, Ks, ..., Ky, es un punto,
ya que la tinica subgréfica completa maximal de una grifica completa es ella
misma.,
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Tiene 1 clan A= (1,2}

®
» @

2 Tiene 2 clanes:
A= {12}, B= {18}

LY

a

Tiene 4 clanes
A= {1,2} B= {1,8}
Gy C= {24} D= {34}

Tiene 2 clanes

G4 A = (1,24}, B = {1,3,4}

Figura 3.7: Clanes
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GI
@ &
1 2
G,
2
1
3
1 2
G,
2 4
1 2
G4
3 4

k(G,)
o
k(G,)

@ &
A B
k(G,)

A
C
k(G,)
L 9
A’ B’

Figura 3.8: Gréficas con su respectiva gréfica de clanes.
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El operador de clanes k lo aplicamos repetidas veces a una grafica G y
nos va transformando gréficas en gréficas, estas son las graficas iteradas
de clanes de G, que se definen por induccién por medio de las férmulas

K°(G) = G y k*(G) = k(k"'(G)), ver figura 3.9.

Observacién:
Si Gy G' son isomorfas entonces k{G) y k(G") son isomorfas, es decir k es
un operador en la clase de tipo de isomorfismo, un ejemplo de este resultado

son las gréaficas de las figuras 3.10 y 3.11.

3
3
A
9
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4 < D
K(G) V\ \

K(G)= k(k(G))

_ 2 3
5 4
¥(G)= k((G) 4 ‘
¥(G)= k(K(C))

Figura 3.9: Grdficas iteradas de clanes de G.
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i
i 72

&
1 2 2
B ]
i
G
r P
| % |
R 4 5

Figura 3.10: Las gréficas G y G/ son isomorfas




3.4. K-COMPORTAMIENTO 73
k(G)
G e K(G)
U, 2 a 7 | ‘
k

'!1.2 u5 — L’- 2 5
Uy Uy

b g 3 6

Figura 3.12: Fjemplo de una gréfica k - periddica con periédo 2.

3.4 k-Comportamiento

El objetivo de esta seccién es presentar y estudiar lo que sucede al aplicar a
una gréfica iterativamente el operador de clanes.

Las graficas iteradas de clanes pueden presentar varios comportamientos,
por ejemplo k — nula, k — divergente, k — estacionaria y k — periddica.
Determinar el k — comportamiento (o k—cardcter) de una gréfica 7, consiste
en poder decir si G es k — nula, k — estacionaria pero no k — nula o si es
k — divergente, a continuacién definiremos estos conceptos.

Diremos que una gréfica F’ es k — periédica con periodo p si es isomorfa
a kP(F) pero F no es isomorfa a ¥%(F") para 1 < g < p. Ver figura 3.12.

3.4.1 Grafica k — estacionaria

Definicién 3.4 Una grifica G es k — estacionaria si existe un entero n
para el cual K*(G) esk — periddica, al minimo de esos n serd llamado indice
de clanes Ix(G). St no eziste tal n diremos que el indice de clanes es 0co. Ver

315
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G k(G) (G)

Figura 3.13: Ejemplo de una gréfica k -~ estacionaria.

Fs decir, £ (G) = k™™ (@) para n,m enteros tal que n > 0y m > 0, de
manera equivalente, una grifica G es k — estacionaria si existe m € N tal
que | k*(G) |< m, es decir {| V(K"(G)) |: n € N} estd acotado.

3.4.2 Grafica k — nula

Definicién 3.5 Una grifica G para la cual existe un entero n con la propiedad
de que k™(G) = K es llamada k — nula.

Las graficas completas K, son k& — nulas, Como comentamos anterior-
mente la grifica de clanes de las grificas completas Ky, Ky, ..., K, es un
punto, ya que tienen un tnico clan. Vemos un ejemplo en la figura 3.15.

También los arboles son gréficas k — nulas {7].

Un drbol es una gréfica aciclica conexa, (una gréfica aciclica es una
gréfica que no contiene ciclos), donde cualquier dos vértices de I estdn unidos
por una trayectoria unica, ver ejemplos en la figura 3.16.

Si la gréfica de clanes de un 4rbol T' puede resultar una grafica completa,
ver figura 3.17. El drbol T es k& — nulo.

Si la gréfica de clanes de un 4rbol T puede resultar un arbol con menos
vértices, T es k — nulo. Figura 3.14.

Si la gréfica de clanes de un drbol resulta ser una combinacién de gréficas
completas con arboles, ver 3.18, también resulta que T' es k — nulo.




34. K-COMPORTAMIENTO

p k(G)
¥(G)
b
A
2 K(G)
k k k °
— y by — - v

Figura 3.14: Ejemplo de una gréfica k — nula.

Uy

K

k(K;) k*(K;)
s g
e ® —_—> ®
v, A
u, thy

Figura 3.15: Las gréficas completas son k — nulas

Figura 3.16: Ejernplo de arboles
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¥ (G)

Figura 3.17: Ejemplo de cuando la grafica de clanes de un 4rbol es una grafica
completa.

k(G) K(G)
K(G) K(G) K(G) K(G)

Figura 3.18: Ejemplo de un 4rbol al aplicarle el operador de clanes varias
veces.
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3.4.3 Gréfica k — divergente

Definicién 3.6 Diremos que G, esk — divergente si| k™ (G) | — co cuando
n — 0.

Diremos que G, es k — divergente si | k"(G) |~ oo cuando n ~+ o0 : O
sea lim | k*(G) |- oo cuando n — oco,es decir {| V(K™(G)) |1 n € N} NO
estd acotado.

Victor Neumann-Lara descubrio los primeros ejemplos de gréficas & —
divergente y Fscalante reporto este descubrimiento y ademdés muestra que
existen graficas k — periédica, de cualquier periodo [9, 1].

El ejemplo més simple de una grifica k —divergente es el octaedro cldsico
O3, figura 3.19; la demostracién de que todos los octaedros n-dimensionales
O,, n > 3 son k — divergente, se inicia trabajando con el complemento del
octaedro, que son las tres pares de aristas que no estan en el octaedro, 3Kj,
es decir tres copias isomorfas de Ky, O3 = 3K,, Ver figura 3.20.

Para calcular los clanes del octaedro, utilizando su complemento 3K, se
va eligiendo un vértice de cada arista en 3K5, como tenemos tres aristas y
unicamente podemos elegir un solo vértice por arista, los clanes del octaedro
seran conjuntos de tres vértices, asi sucesivamente hasta obtener todos los
clanes.

Al conocer un clan del octaedro (conjuntos de tres vértices) podemos de-
terminar el clan complemento (complemento del conjunto de tres vértices),
esto nos perimite afirmar que la interseccién con el resto de los clanes (con-
juntos de tres vértices) es no vacia.

Clanes del octaedro de O, obteniedo que tiene ocho clanes, k{O3) = O,.
Ademas el complemento de Oy es 4K,.

1= {v,v,v5} - ——— 2 = {vg, 4, vg}
32{”01;’03,116} ————————— 4= {U2:U4>U5}
5 = {UI:U4:U5} _________ 6 - {UZJvSJUG}

7={U1,’U4,U6} ————————— 8={U2,U3,’U5}
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Figura 3.19: Octaedro clésico

En la figura 3.21, se representa k{(O3) = O,. Ahora calculamos los clanes
de O4, obteniendo que tiene 16 clanes, k{(O;) = Oz y su complemento 8K,

figura 3.22.

1'=1{1,2,34} o ——————. 2 = {5,6,7,8}
3 ={1,2,56 ————— 4 ={3,4,7,8}
§¥={1,3,57 +———————" 6 = {2,4,6,8}
7=1{1,235} ———————- 8 = {4,6,7,8}
9 =1{1,3,47 -——————. 10' = {2,5,6,8}
11 = {3,5,7,8} ———————" 12/ = {1,2,4,6}
19 ={1,5,6,7} - —————-" 14' = {2,3,4,8}
15 ={1,4,6,7} - ——————. 16’ = {2,3,5,8}

Observamos que cada vez que aplicamos el operador de clanes, obtenemos
un octaedro con mas vértices, de esta manera se llego que k(O,) = Ogn1,
ver figura 3.23. Los octaedros de n-dimensionales O, tiene 2n clanes.
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3.4.

Figura 3.20: Complemento del octaedro

it ® «

e e e it L I

I e el ® -

™ o e = * XN
~

we
Sl LR
S @ L N
@ - —m e - L)
) )

Figura 3.21: La gréfica de clanes del octaedro O3 es (4, aqui se muestra en

términos de su complemento.
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Figura 3.22: La gréfica de O4 es O
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Figura 3.23: La gréfica de clanes de Oy es Ogn—1
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El problema de determinar el k¥ — comportamiento (o k — cardcter) de
una gréfica G, es dificil, comenta Miguel Angel Pizana, en su tesis doctoral
[10].

“Calcular el k — cardcter para graficas en general es dificil, ni siquiera se
sabe sl existe algiin algoritmo (no necesariamente polinomial) que calcule el
k — cardcter”

También en este trabajo, Pizana plantea algunos problemas abiertos en
relacion al k — comportamiento.

* Problema de la computabilidad del k — cardcter

.Es computable €l k — cardcter?

“Observamos que existe un algoritmo que calcula el & — cardcter si y
sélo si existe un algoritmo que decide la k — divergencia. Por otro lado,
un algoritmo que decide la & — nulidad no seria suficiente para calcular el
k — cardcter v de nuevo, nadie sabe si tal algoritmo existe”.

* Problema de la computabilidad de la k — nulidad

JBs computable la k — nulidad?

Los argumentos son iguales que en la pregunta anterior, solo podemos
agregar que la capacidad de las computadoras hasta el momento no ha sido
suficiente, para calcular todo los clanes de una gréfica.

* Determinar el k — cardcter de la gréfica de la figura 3.24.
Todas las tecnicas conocidas hasta ahora para conocer el k-comportamiento
no son suficentes para determinar el k-comportamiento de esta gréfica.

Con esto concluimos este capitulo, para continuar con el tema de des-
mantelamientos, concepto que permite simplificar un poco el problema de
determinar el k-comportamiento de una gréfica. El siguiente capitulo esta
basado en resultados de (2].
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e e e s

Figura 3.24: Gréfica de k — comportamiento desconocido




Capitulo 4

Desmantelamientos

Fn este capitulo se presenta uno de los resultados méds importantes del k —
comportamiento, que dice que la eliminacién de vértices dominados no altera
el k — comportamiento de una grafica G. Este resultado se demostré en la
tesis doctoral de Martin Eduardo Frias Armenta [2].

La idea de que una gréfica se desmantele a otra, es de simplificar, por
ejemplo, el desmantelar una grafica a la que es complicado conocer su k-
comportamiento, a Una que si se conoce facilmente su k-comportamiento.

4.1 Dominacién

Definicién 4.1 Si G es una grifica, x,y € V(G) y {z,y} € E(G) diremos
que T es dominado pory si cualgquier vecino de z (distinto de y) es también
vecino de y, es decir, Ny] D N[z|, en simbolos, y Z¢c z 0y 2 .

Podemos dar una orientacién parcial en las aristas de G dirigiendo la
arista de iy a * cada vez que un vértice y domine a un vértice z. Claramente
2 es una relacién de preorden en V(G), hay que sefialar que en las gréficas
completas todos los vértices son dominados.

En la grifica G de la figura 4.1 vemos que Nfvi] = {v1,v2,v5,0} ¥
Nlve] = {v1,v2, vs,g}, por lo tanto N(vi] 2 Nlve}, pero también se cumple
que N[u;] € Nive] por lo que vy 2 vg y v 2 v1; este tipo de vértices se
llaman equivalentes.

83
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Vs

v,
s
Vs

Figura 4.1: v; 2 vg y vg 2 vy

4.2 Desmantelamiento

Definicién 4.2 Sea G y H grdficas, decimos que G se desmantela a H en
un paso, en stmbolos G A H , st H es isomorfa a una subgrdfica inducida Hy
de G, tal que cada vértice de G— Hy estd dominado por algin vértice de H,.
Ver 4.2.

De forma equivalente podemos decir que G se desthantela a H, si hay una
sucesién de gréficas que cumplen:

cte.be, .. ta. =H

De la definién de desmantelamiento se deduce facilmente que si G se
desmantela a [, tenemos que el nimero de:wértices de G es mayor o igual
que el mimero de vértices de H. También observamos que una grafica sin
vértices dominados, no se desmantela, v '

En la figura 4.3, se da un ejemplo de una grafica G que se desmantela a
la gréfica H.

La figura 4.4 se ve que H y Hj son isomorfas, ademds Hy es una grafica
inducida de G y la figura 4.5, muestra que vg € V(G— Hp) estd dominado
por v; € H,.
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G |
K
H, = H
Figura 4.2: Diagrama de la definicién de Desmantelamiento.

&
H o
Ty Ey
g Va2
€, Ty
2 'R .

Figura 4.3: La grafica (G se desmantela a la gréfica H.
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Figura 4.4: H y Hop son isomorfas y Ho es una gréfica inducida de G.

g Uy

Figura 4.5: El vértice de G — Hy esta dominado por el vértice vy de Hy.
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Teorema 4.3 [2, 5/ La grifica de interseccion de todas las completas de G,
para cualquier G, se desmantela a la grifica de clanes de G, en simbolos

¢(G) LA k(G) para cada grifica G.

A continuacién se presenta un gjemplo del Teorema 5.3.

En la figura 4.6, tenemos la grafica (G, sus gréficas completas son:

1= {uy,us, uq}

2 = {uy, up, ua}

3 = {uy, us}

4= {un, 5}

5= {uy,uy}

6 = {ug,u3} }‘

7 = {uz,uq}

8= {w}

9 = {up} L‘i

10 = {us} 1"

11 = {uq} ‘
1:

Comprobemos que la gréfica de interseccién de todas las completas de G,
ver figura 4.6, se desmantela a k(G). Para verificar esto, tiene que existir
k(G) = k(Go) C. ¢(G), tal que cada vértice ¢(G) — k(Go) esta dominado por il
algin vértice de k(Gy). ;

Como k(G) = ({A, B}, {A, B}), entonces la subgrafica inducida de c¢(G)
que buscamos es k(Go) = ({1,2}, {1,2}), ya que k(G) = k(Gy), ver figura
4.8.
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Uy us

U, Uy

k(G)

Figura 4.6: La grafica G y su gréfica de clanes

Observamos que 9 vértices de ¢(() estdn dominados y 2 vértices no.

N[1] = {1,2,3,4,5,6,7,8,10, 11}
N2} = {1,2 3,4,5,6,7,8,9, 10}
N[3]={1,2,3,4,5,6,8,9}

N4 = {1,2,3,4,5,6,7,8,10}

Ni5] = {1,2,3,4,5,7,8,11}

Nig] = {1,2,3,4,6,7,9,10}

N[7l = {1,2,4,5,6,7,10,11}

N8} = {1,2,3,4,5,8}

N{9] = {2,3,6,0}

N{10] = {1,2,4,6,7,10}

N[11] = {1,5,7,11}

1>4, 125 127, 128
2>3  2>6, 228 229,

1211,

Tenemos que 1 = {u1,us,us},2 = {u1,us,us} son los vértices que no
estdn dominados y son adyacentes entre s{. Con esto concluimos que cada
vértice ¢(G) — k(Gp) esta dominado por algin vértice de k(Gg).
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¢(G)

Figura 4.7: Gréfica de interseccién de todas las completas de G: ¢(G)

k(G) k(Gy)

112

A B 1

Figura 4.8: k(G) es isomorfa a la subgrafica inducida &(Gy) de c(G)
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4.3 Graficas con el mismo k-comportamiento

A continacién se estudiard y se demostrard que si G se desmantela a H,
entonces G y H tienen el mismo k-comportamtento, en particular si £ es un
vértice dominado, entonces G y G — {z} ticnen el mismo comportamiento
dindmico bajo la iteracién del operador de clanes, para ello primeramente
enunciaremos y demostraremos el siguiente lema.

L@[& 3] Supongamos que G H y sea Ho como la definicion 4.2.
—Sean 1, Q2 € V(k(Q)) (no necesariamente diferentes), entonces Q1N Qz #
@ sty sdlo s QNG N Hy # 2.

Demostracion:

Tomando a @Q1,Qs € V(k(G)) y sea £ € Q1 N Qo

Siz € Hy, sesigunequez € QyNQynHy # @.

Ahora

Siz € G — Hyp, por hipdtesis tenemos que existe y € Hp, tal que y 2 .

Como z € (J; y € (J2; z es vecino de todos los vértices de (1 y también
es vecino de todos los vértices de s, tenemos que ¢} U @y C Nglz|, y como
Nglz] € Ngly] también y es adyacente a todo vértice en @1 U (2. Se sigue
quey €1y Y € Qzluego {y} CQLNQ2N Ho # 2.

B

El lema nos dice que si Q; = Q2 € V(k(G)), entonces @1 N Q2 N Hy # @,
es decir que todo clan de G va a estar tanto en G — Hy como en Hy, los

mismo para @, @2 € V(k(G)), cuando Q1 # Qs.

Las gréficas de las figuras 4.3 y 4.4, cumplen con lo que se observa en la
definicién 4.2 y la figura 4.9 muestra a k(G) y Hp, por lo tanto los clanes de
(7 son adyacentes, si y s6lo si son adyacentes también a H,.

NQ T QNQNH#2
N FT S QNBNH #0
QNQs#FB S QNQsNHy #
QsNQu#F B S QsNQuNHy # @
QuNQs # P QuNQsNHy # 2




4.3. GRAFICAS CON EI MISMO K-COMPORTAMIENTO 91

k() -

Q. ={v,v5, v Uy

Qs ={v,,v5) Q1 ={vi,va,vsd v,

v
Q= {vyy} Qs ={vau}

Figura 4.9: La gréfica de clanes de G y Ho

El siguiente teorema nos dice que si una gréfica G se desmantela a una
grafica. H, sus respectivas gréficas de clanes también se desmentelan.

& | Teorema 4.5)(3, 5] 5i G4 H , entonces k(G) % k(H)

Demostracion:

Lo que tenemos que demostrar es que existe una subgréfica inducida de
k(G), le lamaremos f(k(Hp)) tal que es isomorfa a k(H) y cada vértice en
k(G) — f(k(Ha)) es dominado por algiin vértice en f(k{Ho))-

Para ello primeramente demostraremos que existe un isomorfismo entre

una subgrafica inducida de k(G) y k(H).
Sea Hj igual que en la definicién 4.2.

Para cada @ € V(k(Hp)), tenemos ¢ C Hy

Sabemos que Q es una subgréfica completa de G, por ello para cada ¢
€ V(k(Ho)) elegimos un clan fijo f(Q) € V(k(G)) tal que Q C f(Q), por lo
tanto @ C f(Q) N Hy.
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Demostremos que Q@ 2 f(Q) N Hyp.

Supongamos que z € f(Q)N Hy y = ¢ Q, tenemos que {x} UQ C HD, lo
cual contradice que @} es un clan de Hy, por lo que x tiene que estar en @},
por lo tanto Q = f(Q) N H.

De esta manera sabemos que f es inyectiva,

Si f(Q1) = f(Q2) tenemos HoNf(Qh) = f(Q2)NH por lo tanto Q1 = @

Por demostrar que f preserva adyacencia.

Sean (,Q2 € V{(k(Hp)) tal que f(Q1)N f(Q2) # @,por el lema 4.4,
sabemos que

G # f(@Q)NF(Q)NHy=(f(Q)NH)N(f(Q)NHo)=CQ1NQ2 # 2

Entonces Q1 y Q2 son adyacentes si f((1) y f(Q2) lo son.

Sean (0, @ € V(k(Hyp)) tal que Q1N Q2 # &, existe x € (1N @5 tenemos
que Q1 C f(@Q1) y Q2 € f(Q2) entonces x € f(Q1)N f(Q2) # 2. Entonces

F(@1) ¥y f(Q2) son adyacentes si Q1 y Q2 lo son.
Por lo tanto f preserva adyacencia.

Se sigue que k(Ho) 2 f(k(Ho)), pero sabemos que H = Hj entonces
k(H) = k(Hp) por lo tanto que k(H) = f(k(Hp)).
De aqui f(k(Hg)) es la subgréfica de k() inducida por {f(Q) : Q €
k{Ho)}.

Finalmente
Sea @ € V(k(G)) y Qo € V(k(H,)) tal que QN Hy C Qo
Por demostrar que:

Niey Q) C Nk(G)[f(Qo)], es decir () es dominado por f(Qo)

Sea {@, @1} € E(k(G)), por el lema 44, Q1 NQ # @ siy sélosi Q@ N
QNHy # @ pero Q1NQNHe C Q1NQo € Q1N f(Go), ya que Qo € f(Qu),
luego @1 también es adyacente a f(Qo).

n

En las figura 4.10, se da un ejemplo del Teorema 4.5, la grafica G se
desmantela a la grafica H entonces k(G) se desmantela a k(H), como se
observa en la figura 4.11.
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G H

Figura 4.10: La gréfica G se desmantela a la grafica H.

k(G) x
k(H)
A B A B
D C D C
F

“ Figura 4.11: La gréfica k(G) se desmantela a la grafica k(H).
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% ( Teorema 4.6 )[2, 3 Si G5 H , entonces k(ce(H)) A, k*(@), en palabras:
51G se desmantela a H, entonces la grdfica de clanes de la gréifica de inter-

seccion de todas las completas de H se desmantela a la sequnda grdfica de
clanes de G.

Demostracion:

Sea Q un clan de k() tl que Q = {Q1, Q0 @s,... Q1) € V(E(G)),
donde G, Q2,Q3, ..., @, son clanes de G o vértices en k(Q).

Conocemos por el Lema 4.4, que {Q; N Hy, ..., @, N Hy} es un conjunto
- de completas de Hy que se intersectan dos a dos.

Entonces para cada clan Q de k(G)

(G
Q={Q1,Q2,Q5,...,Q,} € V(kz(d )

seleccionamos un clan fijo f (Q)

F(Q) € V(k( c(Ho)))
que cumple que f(Q) D {Gh N Hy, ..., Q- N Hp}.

(Ho)

Queremos demostrar que f es un isomorfismo sobre su imagen y que cada
vértice en k(c(I)) es dominado por un vértice en f(k*(G)).

Para ello, primeramente tenemos que probar que f es inyectiva.

Sea Q = {QI,QQ,Q;;, ---;Qr}:P = {Pl,Pg,Pg, ...,PS} = V(I{I2(G))

tenemos

f(Q) = {Ql M HO: ---;Qr N HO}: f(P) 2 {P1 N Ho, ...,PS M Ho} = V(k'(
¢(Ho)))

Si f(Q) = f(P) tenemos Q; N Hy € f(P) para todai=1,2,...,r

Ya que f({P) es un clan de ¢(Hp) tenemos @; N Hy N P; # @, para toda
1=1,2,.,ryj=12..,s

Ahora por el lema 4.4, sabemos que Q; N F; # @, para toda i y 7, se sigue
que Q = P, por lo tanto f es inyectiva.

A continuacién probaremos que f preserva adyacencias.

51 f(Q) es adyacente a f(P) para algin P, Q eV (k2(G)).

Sea Cy una completa de Hy, tal que Cp € f(Q)N f(P) y sea Qg cualquier
clan en G que contenga Cj.

Como Cp € f(Q) tenemos que CoNQ; N Hy # @
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Pero como Cy C Qg tenemos CoNQ; N Hy = QpNQ; N Hy # @ para toda
t=1,2, ..,7.

Por lo tanto Qg € Q.

Por otro lado como Cy € f(P) tenemos que Co N P; N Hy # @

Pero como Gy C Qp tenemos Co N P; N Hy = Qo N P; N Hy # @ para toda
7=12,..,s

Por lo tanto Qg € P.

Entonces Qg € QN P y por lo tanto Q y P son adyacentes en k?(G).

Sean Q y P € V(k*(G)), tal que QN P # @, existe Qg € QN P,
: t)enemos que Qo NHy € f(P) y QoN Hy € f(Q) entonces @y € f(Q)N
F(P).
por lo tanto f(Q) y f(P) son adyacentes en k( c(Hp))

De esta manera f es isomorfismo sobre su imagen.
De aqui f(k*(Q)) es la subgrafica de k{c(Hp)) inducida por {f(Q) : Q €
V(k*(G))}. |

Finalmente veremos que cada vértice en k{c(H)) es dominado por un
vértice en f(k*(G)).

Tomamos Q = {C},Cy,...,C.} € V(k(c(Hy))), Q es un clan de c(Hp) ¥
Cy, Oy, ..., C, son completas de Hy

Sea {@1,Q2,E3,...,Qr} un conjunto de clanes de G, tal que C; C @
para toda i = 1,2,...,7 y tomamos Qp € V(k*(G)) que satisfaga Qo 2
(@1, @, Qs,, @1

Afirmamos que f(Qp) domina a Q

Sea P € V(k(c(Hop))) adyacente a Q, probaremos que P también es ady-
acente a f(Qp).

Sin perdida de generalidad supongamos que Cy es la completa de Hy que
esta en la interseccidén: €4 € QN P.

Tenemos que Q1N Hy € QN P ya que cada completa de Hy que intersecta
a C también intersecta a @y N Hy O (.

Se sigue que Q1N Hpy € Py Q1N Hy € f(Qo), es decir Q1N Hp € PN (Qo)

P es tambien adyacente a f(Qyg).

Por lo tanto f{Qyp) domina a Q
|
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El siguiente teorema es uno de los resultados mds importantes del k-
comportamiento, nos dice que si una griafica (¢ se desmantela a una gréfica
H, entonces G y H tienen el mismo k-comportamiento. En particular st z
es un vértice dominado de G, tenemos que G y G — {z} tienen el mismo
k-comportamiento.

En otras palabras el desmantelamiento (i), no cambia el k-comportamiento
de una grifica dada.

4(@[2, 9 8iG 5 H |, entonces G y H tienen el mismo k-

comportamiento

Es decir:

i) G es k — nula siy sélo si H es k — nula.

i1) G es k — estacionaria si y sélo si G es k — estacionaria.
#1) G es k — divergente si y sélo si (G es k — divergente.

Antes de iniciar con la demostracién de este teorema, es importanie
comentar que las gréficas k& — periddicas estan contenidas en las gréficas
k — estacionaria, asi como las gréficas k - nulas son un caso particular de las
k —periddicas.Con esto podemos concluir que toda gréfica es k—estacionaria
6 k — divergente.

Todo esto nos lleva a que para demostrar este teorema basta probar lo
siguiente:

1) G es k — nula sty sélo si H es k — nula.

2) H es k — estacionaria entonces G es k — estacionaria.

3) H es k — divergente entonces G es k — divergente.

Lo anterior es porque al demostrar 2) H es k — estacionaria entonces G
es k — estacionaria, estamos probando que si G es k — divergente entonces H
es k —divergente debido a que k — estactonaria, por definicién es la negacién
de k - divergente.

Lo mismo pasa que al demostrar 3) H es k — divergente entonces G es
k — divergente. estamos probando que si 7 es k — estacionaria entonces H
es k — estacionaria, ya que k — divergente por definicién es la negacién de
k — estacionaria.

Demostracidn:




4.3. GRAFICAS CON EL MISMO K-COMPORTAMIENTO 97

1) G es k — nula si y sélo si H es k — nula.

a) H es k — nula entonces G es k — nula.
Si H es k — nula, por definicién tenemos que k"(H) = K;
Por hipotesis y aplicando reiteradamente el teorema 4.5:
Si G & H entonces k(G) 2 k(H)
Si k(G) % k(H) entonces k(G) 2 k2(H)
Si k%(G) % k2(H) entonces k3(Q) % k3(H)
Asi sucesivamente

Si k"=1(G) & k™~1(H) entonces k*(G) B k"(H)

Entonces k*(G) 2 k" (H) =2 K,

Se sigue que k*(G) # K,

Por definicién tenemos que existe X una subgréfica inducida de k(G
donde X = K, tal que todo vértice en k*(G) ~ X esta dominado por X- Es
decir X es vecino de todo vértice en k™(G) — X, por lo tanto k"+1(G) es un?

grafica. completa, por lo que k"*?(G) es un punto.
Asi concluimos que G es k — nula.

b) G es k — nula entonces H es k — nula.
S1 G es k — nula, por definicién tenemos que k™(G) = K,
Por hipotesis y aplicando reiteradamente €l teorema 4.5:

tenemos que K; = k*(G) 5 k™(H), esto implica que k"(H) = K.
Por lo tanto H es k — nula.

2) Si H es k — estacionaria entonces G es k — estacionaria.

Sea H, k - estacionaria, pero no k ~ nula.

Por definicion tenemos que k™(H) 22 k™™ (H) para n,m enteros tal qu€
n20,m>1.

Por hipotesis y aplicando reiteradamente el teorema 4.5:
Como G % H entonces k(G) # k(H)

51 k(G) # k(H) entonces k*(G) %, k*(H)

Si k2(G) & k2(H) entonces k*(Q) B k3(H)
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Asi sucesivamente

Si k" 1H(@) # k™=1(H) entonces k*(Q) # kn(H)
Si k™(G) A k™(H) entonces k™™ (G) # k™t™(H) _
Si k™™ (G) # k™™ (H) entonces k™™(G) 2 krrmi(H ) paratodat € N

Entonces k™™(G) 25 krtmi( H) = k~(H)

es decir, K" (G) # k™"(H)

Por el teorema 4.6:

Si k"™HG) *, k™(H) entonces k(c(k™(H))) * kntmit2 () para toda
i€N

Sabemos que k(c(k™(H))) solo se desmantela aun niimero finito de graficas

no isomorfas, entonces existe ig < iy tal que k*T™0?(G) = grrma(G)
Por lo tanto G es k — estacionaria.

3) Si H es k — divergente entonces G es k — divergente.

Sea H k — divergente, por definicién | k*(H) |— oo cuando n — oo,
Por hipotesis y aplicando reiteradamente el teorema 4.5, tenemos que

B(G) > k(H)
Esto implica que k*(G) tiene igual o mas vertices que k™(H)
| k™(G) |2 k™(H) |

Por lo tanto GG es también k — divergente.




Capitulo 5

Puntos fijos de conjuntos
parcialmente ordenados

Eiste capftulo esta basado en un articulo de Simone Hazan y Victor Neumann
Lara [6], en el cual presentan el resultado que dice que un orden parcial finito
tiene la propiedad de punto fijo si la sucesién de grificas iteradas de clanes
de su gréfica de coraparabilidad converge a la gréfica trivial.

Antes de presentar este resultado, recordarernos y enunciaremos algunas
definiciones y resultados previos.

5.1 Definiciones y resultados preliminares

Como sabemos un orden es un par ordenado P = (P, <), donde P es un
conjunto no vacio y < es una relacién antisimétrica, transitiva y reflexiva
sobre P. También recordemos gue un homomorfismo entre dos graficas A
y B es una funcion f : V(A) — V(B) tal que las imagenes de vértices
adyacentes son adyacentes o iguales. Un homomorfismo entre dos gréaficas G
y H, p: G — H es una retraccidn si existe un homomorfismo o : H — G tal
que p o 7 es la identidad en H, en este caso, decimos que H es un retracto

de G.

Asl como las anteriores definiciones son esenciales, las que acontinuacién
se presentan también son importantes para comprender las demostraciones
de los resultados gue se presentan en este capitulo.

99
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Definicién 5.1 Un Endomorfismo de un orden parcial P, es una funcién
f: P — P que preserva el orden, es decir, si a < b implica f(a) < f(b) para
toda a,b € P.

Ejemplo de un Endomorfismo:

Sea U = {1,2,3}, X =2V y el orden parcial P = (X, C)
X={U,AB,C,D E F,G}

U=1{1,2,3}

A=1{1,2}

B=1{1,3}

C ={2,3}

D= {1}

E={2}

™
S ‘e

L3BEo3=
e
QNI

i n

I h

f es un endomorfismo de P

ACUy f(A) < fU)

SR
S2BEEELES

—

NI A INININ N ININ
Qo

Sty Ty
e
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Figura 5.1: Gréfica de comparabilidad del orden parcial P = (X, Q).

La grédfica de comparabilidad del orden parcial P = (X, C), es la que
se muestra en la figura 5.1, existe una flecha si los conjuntos estan relaciona-
dos.

Definicién 5.2 Un endomorfismo f de orden parcial P se dice que tiene un
punto fijo si eziste un elemento a en P tal que f(a) = a.

El ejemplo del endomorfismo que se dio anteriormente, tiene tres puntos
fijos.
f-P—-P
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Definicién 5.3 Un orden parcial P se dice gue tiene la propiedad de
punto fijo si todo endomorfismo de P, tiene un punto fijo.

Definicién 5.4 Sea G una grifica. Una coafinacion es un automorfismo
@ de G tal que {z,p(x)} ¢ B(G) para cada x € V(G).

Definicién 5.5 Una grifica G = (V, E) es llamada coafinable si admite
una coafinacion. .

Observemos que una grafica ¢oafinable tiene que tener al menos dos vér-
tices.

En la figura 5.2, se da un ejemplo trivial de una gréfica G coafinable
La coafinacién es [ y esta definida de la siguiente manera:

f(a)ﬂd
f(b) =
(C)—b
fld) =

Entonces tenemos

{a, f(a)} = {a,d} ¢ E(G)
{6, 7(0)} = {b,c} ¢ E(G)
{c, f(c)} = {c,b} ¢ E(G)
{d, f(d)} = {d,a} ¢ E(G)

Un segundo ejemplo de una grafica coafinable es la que se muestra en la
figura 5.3.
{a,0(a)} = {a, f} ¢ E(G)
{b,0(b)} = {b,e} ¢ E(G)
{c,p(c)} = {c,d} ¢ E(G)
{d,p(d)} = {d,b} ¢ E(G)
{e,p(e)} = {e,a} ¢ E(G)
{F,0(N} ={f c} & E(G)
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a b f{a#zd f(b)=c
o

- . .

®
c d f(e)=b f(d)=a

Figura 5.2: Ejemplo de una gréfica coafinable

Figura 5.3: Gréfica coafinable
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A continuacién se presentan dos resultados de Victor Neumann-Lara [8,
9], que son antecedentes para la demostracién del teorema del punto fijo.

Proposicién 5.6 [8, 9] Sca G y H dos gréificas tal que H es un retracto de
G. Entonces k(H) es un retracto de k(G).

Pemostracion:

j Por hipdtesis tenemos un homomorfismo f : G — H, es una
} , retraccién, ya que existe un homomorfismo g : H — G, tal que
fog eslaidentidad en H.

Por demostrar que k(H) es una retracto de k(G), para esto pro-
baremo que un homomorfismo f' : k(G) — k(H) es una retrac-
cién, es decir, que existe §' : k(H) — k(G) tal que f' o ¢ es la
identidad en k(H).

Definimos f': k(G) — k(H).
Para cada A € V(k({G)), A es un clan en G; elegimos f'(A) €
V(k(I)) tal que f(A) C f'(A) en H.

Ahora probemos que f’ : k(G) — k(H) es un homomorfismo, es
decir que las imagenes de vértices adyacentes son adyacentes o
iguales.

Sean A, A' € V(k(G)), tal que AN A’ # @, tomamos £ € AN A,
por lo tanto f(x) € f(A) N f(A) C f(A) N f(4) # 2,

entonces f': k(G) — k(H), es un homomorfismo.

Definimos ¢’ : k{(H) — k(G).

Para cada B € V(k(H)), B es un clan en H, elegimos ¢'(B) €
V(k(G)) tal que g(B) C ¢'(B) en G.

Por demostrar que ¢' : k(H) — k(G) es un homomorfismo.
Sean B,B' € V(k(H)),talque BNB' #@,ye€ BN B,

por consiguiente
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g9(v) € 9(B)Ng(B) Cg'(B)Ng(B) # &,
por lo tanto g' : k(H) — k(G) es un homomeorfismo.
Ya tenemos que [’ : k(G) — k(H) y ¢ : k(H) — k{(G) son

homomorfismos, nos falta demostrar que f'og es la identidad en

k(H).

Sea B € V(k(H)), B es un clan en H, como f o g es la identidad
en H, tenemos f(g(B)) = B.

Por la manera en que fueron definidas f 'y ¢’ tenemos:

B = f(g(B)) € fl¢'(B)) € F(4'(B))

luego: B C f'(¢'(B)).

Como f': k(G) — k(H) y ¢ : k(H) — k(G) son homomorfismos

se sigue que f'(¢’(B)) es una completa de H y como B es completa

maximal (es un clan en H) se llega a que B = f'(¢'(B)), de modo
que f' o g es la identidad en k(H).

Por lo tanto k(H) es un retracto de k{(G).

Proposicién 5.7 (8, 9] Sea G una grdfica coafinable. Entonces k(G) es
coafinable.

Demostracion:

Comno G es una gréfica coafinable, admite una coafinacién, es
decir, un automorfismo ¢ de G tal que (z,p(z)) ¢ E{G) para
cada z € V(G)

Por demostrar que k(G) es cofinable, es decir, que existe un au-
tomorfismo ¥ de k(G) tal que (@, ¥(Q)) ¢ E(k(G)) para cada

Q € V(k(G)).
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Observamos en primer lugar que ¢ : G — G manda clanes en
clanes, (vedse las gréficas 5.2, 5.3 ), de modo que ¢ induce de
manera natural un automorfismo ¥ : k(G) — k(G)

definido por ¥(Q) = {¢(9) | ¢ € Q}.

Afirmamos que ¥ es la coafinacién buscada.

Supongamos que ¥ no fuera una coafinacidn.
Sea Q € V(k(G)) tal que T(Q)NQ £ S yseaz € T(Q)NQ

tenemos ¥(Q) = {p(z) | z € @}

entonces que z y @(z) € ¥(Q) € V(k(G)), es decir ¥(Q) es un
clan de G.

luego (z,¢(z)) € E(G) que contradice el hecho que ¢ es una
coafinacién de G.

Por lo tanto k() es cofinable.

El siguiente teorema nos dice que si un orden parcial finito P
tiene un endomorfismo que no tiene punto fijo, entonces tenemos
que el homomorfismo f es una retraccién de la gréifica de com-
parabilidad de P a la gréfica de comparabilidad de P, y existe
un homomorfismo g de la gréfica de comparabilidad de P a la
grifica de comparabilidad de P tal que f o g es la identidad de
la grifica de comparabilidad de P. El retracto de la gréfica de
comparabilidad de P es coafinable.

Es importante mencionar que al trabajar con la grifica de com-
parabilidad de un orden parcial finito P, para nosotros seréd lo
mismo que trabajar con P. Sélo cuando sea necesario aclarar
diferenciaremos entre grafica de comparabilidad y un orden par-
cial finito.

it b Fhadsdeiesbainl s bl
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Teorema 5.8 [6] Sea P un orden parcial finito que es libre de puntos fijos,
(no tiene la propiedad del punto fijo). Entonces la grifica de comparabilidad
de P liene un retracto coafinable.

Demostracion:
Como P es un orden parcial finito libre de puntos fijos, existe un endo-
morfismo que no tiene punto fijo, lo denotaremos ¥ : P — P.

Llamamos K; a la imagen de P bajo W.
U(P) = Ry, tenemos i; CP

\IJ(R;{) = R2
Ry =U(R)) C¥(P)=Ry,porlotanto Ry CR, CP
\I’(Rg) = Rg

R3 = lIJ(.RQ) g \I’(Rl) = Rz, por lo tanto Rg g R2 - RI cP

Asi sucesivamente hasta llegar a que ¥(R,_1) = R, = R,,,
R=R; =R, =R,..CR,2C..CR; CRQCR

RCP

Ya que P es un orden parcial finito tenemos que la cardinalidad de R es
finita. Cuando la cardinalidad de R, es igual a 1, ¥ tendria un punto fijo,
por lo tanto se concluye que la cardinalidad de R,, = R es mayor que 1.

Por demostrar que R es retracto de P, o sea que existe un homomorfismo
f P — Ry existe un homomorfismo g : R — P, tal que fog es laidentidad
en R.

Tenemos ¥ : P — P, sabemos que R C P entonces ¥ |[g: R — R, es la
restriccién de ¥ a R, donde ¥ |g (R,) = ¥(R,) para toda R, € R.

Observamos que ¥ es un automorfismo de R, de orden digamos «, es

decir ¢ es el mimero de veces que se tiene que aplicar ¥ para que sea la
identidad en R.
U ig= Idg.

Sea § = 1mod, que satisfaga 3 > n.
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Tomando f =¥# : P — R, como R C P entonces ¥ |g: R — R es Ia
restriccion de UFf a R.

observamos que:
1) f |R= P |R= v |R

UP |g= W+l |p para ¢ entero.

T |p= (%) |p 0¥ |r= (Idn)* |r o¥ [r=Idr o ¥ [r=¥ |r

2} f : P >R no tiene puntos fijos.
Ya que f =07 : P — R, si f tuviera puntos fijos, ¥ los tendria

3) f|r: R —R es un homomorfismo biyectivo.
A

Como f |gr : R = R es biyectiva tenemos un homomorfimso g: R — R,
tal que f |g og = Idr. Usaremos el mismo simbolo g para el homomorfirme
g : R — P que usa la misma regla de correspondencia que la g anterior,

En particular, tenemos la imagen de g es R C P y también para f = ¥#8 .
P—Ryg:R — P tenemos que fog = Idr. Luego f es una retraccién de
ordenes parciales de P en R.

Es claro que f y g también son homomorfismos de gréficas de las graficag
de comparabilidad de P y R. Luego, la grifica de comparabilidad de R eg
un retracto de la gréfica de comparabilidad de P.

Hasta aqui hemos probado que la grafica de comparabilidad de P tiene
un retracto, falta demostrar que este retracto es coafinable

Es decir que g : R — R es una coafinacién (de la gréfica de comparabilj-
dad de R).

Supongamos que g no fuera una coafinacién tendriamos que existe z ¢ R,
que satisface una de tres condiciones:

1) z = g(x)

2) z < g(z)

3 glz) <=z
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En términos de la grédfica de comparabilidad de R :
1) z = g(x) significa -z = g(x)

2) z < g(x) significa - —— -
z < g(z)

3) g(z) < z significa  + —> -
g9(z) <z

Ahora en térnimos de orden parcial.

La condicién (1) no se puede cumplir puesto que entonces g : B — R
tendria puntos fijos y también los tendrian f: R — Ry f: P — R, lo que
es una contradiccién.

Las condiciones (2) y (3) no se pueden cumplir puesto que entonces los
conjuntos {y | ¥y < z} y {y | ¥ < g{x)} tendria cardinalidad diferente y g
serfa una biyeccién entre ellas.

Con las definiciones y resultados anteriores ya estamos listos para presen-
tar el resultado principal de este capitulo.
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5.2 Teorema de punto fijo

El siguiente teorema del punto fijo de Simone Hazan y Victor Neumann Lara
[6], es un resultado muy interesante, ya que la teorfa de clanes es utilizada
para probar un resultado en otra drea de las Matemadticas. El resultado dice
que un orden parcial finito tiene la propiedad de punto fijo si la sucesién de
grificas iteradas de clanes de su gréfica de comparabilidad es k-nula.

Teorema 5.9 [6] Sea P un orden parcial finito y supongamos que P es k-
nula. Entonces P tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién:

Supongamos que P no tiene la propiedad de punto fijo.

Entonces por el Teorema 5.8, hay un retracto R de P, cuya grifica de
comparabilidad es coafinable.

Por la Proposicién 5.7, como la grifica de comparabilidad de R es coa-~
finable se tiene que k(R es coafinable.

Por la proposicién 5.6, como R es retracto de P, entonces k(R) es un
retracto coafinable de k(P).

Repitiendo estos argumentos con k(P), podemos ver que £"(P) tiene un

retracto coafinable para cada n > 1.
En particular esto implica que &"(P) tiene al menos dos elementos.

Por lo tanto P tiene la propiedad de punto fijo.

Este Teorema proporciona una condicién suficiente para un orden finito
que cumple la propiedad de punto fijo, en términos de su gréfica de compa-
rabilidad.

De esta manera terminamos este capitulo, para dar paso al siguiente,
en donde se dard un ejemplo de teorema de punto fijo con la ayuda de los
resultados del capitulo 4.




Capitulo 6

Una aplicacion del teorema de
punto fijo y de los
desmantelamientos

Fin este capitulo presentaremos un ejemplo del teorema de Hazan-Neumann-
Lara [6], es decir daremos un orden parcial finito y verificaremos que la
sucesién de las gréaficas iteradas de clanes de su gréfica de comparabilidad
es k-nula, entonces decimos que el orden parcial tiene la propiedad de punto
fijo; para verificar que la gréfica de comparabilidad es k-nula haremos uso de
los teoremas de desmantelamientos (2, 3].

6.1 Diagrama de Hasse

Para ejemplificar el resultado de Hazan y Neumann-Lara [6], tenemos que
trabajar con un orden parcial finito y probar que su gréfica de comparabilidad
es k — nula. Para mostrarlo de una manera sencilla se escogié trabajar con
lo se lama diagrama de Hasse.

Recordemos que un orden parcial en un conjunto A es una relacién R en
A, st cumple con ser una relacién reflexiva, transitiva y antisimétrica. Un
conjunto A y una relacién R de orden parcial en A constituyen un conjunto
parcialmente ordenado.

111
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Si 1% es un orden parcial sobre un conjunto finito A, construimos su di-
agrama de Hasse para R sobre A trazando un segmento de z hacia y, si
z,y € A, son tales que Ry y si no existe otro elemento z € A tal que zRz
y zRy (o sea no hay nada “en medio” de z y v).

A continuacién se muestran los diagramas de Hasse de cuatro conjuntos
- parciales ordenados.

a) Si X = {1,2,3}, A= 2% y el orden parcial es (2%, C)

b) Una relacién R de orden parcial en A definido como “divide exacta-
mente” donde A = {3,9,18,36}.

¢) Una relacién R de orden parcial en A definido como “divide exacta-
mente” donde 4 = {7,11,17,23}.

:
; d) Una relacién R de orden parcial en A4 definido como “divide exacta-
i' mente” donde A = {2,4,5,7,10,14, 20, 28}.

‘ Observemos que un diagrama de Hasse puede tener todos los vértices
] aislados (c), también puede tener dos (o més) componentes conexas, {d).
! Vedse figura 6.1.

También vedmos que en la figura 6.1 en donde se muestra el diagrama de
Iasse del inciso (a) se omiten algunas aristas, (ver figura 5.1), esto se debe
a que es una relacién R de orden parcial en A, por ejemplo, basta con tener
las aritas {{1,2,3},{1,2}} y {{1,2},{1}} para garantizar la existencia de la

arista {{1,2,3},{1}}.
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£1,2,3} \ 96
(1,2 (1,9} 12,3} 18
>< >< 9
{1} 2} {3}
3
{}
b
a) )
28
L ® [ ] ® 20
7 11 17 23 14
10 4
¥ 2

Figura 6.1: Diagramas de Hasse
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6.2 Grafica de comparabilidad de un orden
parcial finito.

En esta seccién trabajamos con la grafica de comparabilidad de un orden
parcial para conocer el k — comportamiento de el orden parcial.

Flegimos el diagrama “P1” de Rutkowski [11], que aparece en la figura6.2,
que representa al orden parcial finito dado por el conjunto parcialmente or-
denado (A, R), donde A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} y R es la relacién que esta
dada por, “si puedo ir de z a ¥, sin bajar, entonces x es menor que 3.

Se escogi6 el diagrama “P1” de Rutkowski, es el tnico orden parcial que
conocemor que podemos afirmar que tiene la propiedad de punto fijo haciendo
uso de este teorema.

Para construir la grafica de comparabilidad de este orden parcial tomamos
a los elementos de A como los vértices de nuestra grafica G:

V(G) = {1) 2: 3:41 5: 677)8)9}

Para determinar el conjunto de aristas de (7, colocamos una arista entre
cada dos elementos del conjunto A que estan relacionado.

E(G) = {[1,4],[1,5],[1,7], [1,8],[1,9], 12,4}, [2, 5], [2, 6], [2,7], [2,8], [2,9],
[3,5], 3,61, 13,7],[3,81,13,9], 14,7, [4,8], 5,71, [5,9], [6, 8], [6, 9]}

La grédfica de comparabilidad del orden parcial se muestra en la figura
6.3.

Por medio de los teoremas de desmantelamiento [2, 3], que se estudiaron
en el capitulo 4, verificaremos que esta gréfica sea k — nula.
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Y
i)

Figura 6.2: Diagrama P1 de Rutkowski.
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Figura 6.3: Grafica de comparabilidad del orden parcial del diagrama P1
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Figura 6.4: Gréfica de comparabilidad del diagrama P1 de Rutkowski
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Para verificar que esta gréfica de comparbilidad, que le llamamos G, del
orden parcial sea k — nula, primeramente calculamos la vecindad cerrada de
cada uno de los vértices de la gréfica GG, ver figura 6.4, para saber si tiene
vértices dominados y con ello conocer si es desmantelable.

N[1] = {1,4,5,7,8,9}
N[2] = {2,4,5,6,7,8,9}
3] = {3,5,6,7,8,9}
4] = {1,2,4,7,8}

5] = {1,3,5,7,9}
N6} = {2,3,6,8,9)
N[7)={1,2,3,4,5,7}
N8| = {1,2,3,4,6,8}
N[9]={1,2,3,5,6,9}

2 =2 =2

Tenemos que ninguno de los vértices esta dominado, por lo que la gréfica
de comparabilidad no se desmantela. .

Nos queda entonces construir la gréfica de clanes de la gréfica de compa-
rabilidad del orden parcial (G, sus clanes son:

A=1{1,4,8}
B=1{1,4,7}
C ={1,57}
D = {1,5,9}
E=1{2,4,7}
F=1{24,8}
G ={2,5,7}
H=1{2,59}
I=1{26,8}
J = {2,6,9}
K ={3,5,7}
L=1{35,9}
M = {3,6,8}
N = {3,6,9}
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Figura 6.5: Gréfica de clanes de la grafica de comparabilidad G.
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Calculamos 1a vencindad cerrada de cada uno de los vértices de k(G), ver
6.5, ¥ obtenemos que no tiene puntos dominados, por que no se desmantela.

N[4] = {A,B,C,D,F,1,M}

N[B] ={A4,B,C,D,E,F,G K}
NiC]={A,B,C,D,E,G,H K, L}
N[D|={A,B,C,D,G,H,J,L,N}
[E] ={A,B,C,E,F,G HI,J,K}
{F] ={A B ,E,F.G,H,1,J,M}
[

G]={B,0,D,E,F,G,H,1,J,K,L}
H|={C,D,E,F,G,HI J K LN}
(] ={A E,F,GH,I JMN}
[J|={D,E,FG,H I J LMN}
[K]={B,C,D,E,G H, K, [, M,N}
N[L]={C,D,G H,J,K,L, M,N}
N[M]={A,F,1,J, K,L M,N}
N[N|={D,H,I,J,K,L, M,N}

N
N
N
N
N
N

=

Ahora, calculemos los clanes de k(G):
U ={A,B,C,D}

V= {E FGHIJ}
s ={K,L,M,N}

Y4 ={A B,E,F}
U5=={C,D,G,H,K,L}
Vs ={I,J,M,N}
UT:{B,C,E',G,K}
Vs ={A F I, M}

Uy ={D,H,J,L,N}
Yio={B,C,D,G K}
uu={C, E G H K}
Yi2 = {D,G H,J, L}
Yis={D H K, L N}
Yuu={AB,C E}

Vis = {A,E, F I}

Y6 = {B,E,F,G} _ ?
’Ul?::{F,I,J,M}
U1g = {H,I,J,N} ;

U1g = {J,L,M,N}
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Veamos si la grafica k*(G) tiene vértices dominados:

N[’Ul] = {'Ul,U4,'U5,UT,Us,vg,U10,011,U12,013,Ul4,v15,U16}

N[’Uz] = {’Uz,’U4,Us,Uﬁ,U7,Us,U9,’Um,’011,'U12,U13,U14,U15,U16,1}17,U1s,v19}
N[Ua] = {’Ua,U5,U6,U7,U8;U9,1’10,U11; U12,1’13,U17,U18,U19}

Nlvy| = {v1,v2, v4, v7, 8,10, V11, V14, V15, V16, V17}

N['Us] = {'Ulr'U‘Z:'UZh'UEnU?:'UQ;UIU;UH:'UI%U13;U14:'U16:UIS,'L’19}
Nive] = {’U2,U3,'Uﬁ,”Us;Ug,'Ulz,U13,U15,U17,1113,U19}

N[’W] = {’01,'U2,’Us,U4,’U5,’U7,Ulo,’Uu,7112,“13,1)14,?)15,1)16}

N['US] = {UI:UZ;TJS;'U4;'U6,'US;Ul4;U15;U16;Ul7;U18,U19}

Nlvg] = {Ul,Uz;‘Ua,’Us,’Us,’Ug,’Um,’Um,1113,U17,U18,"U19}

N[Um] = {’01,'1)2,Us,w,?)s,w,vg,vm,U11,U12,’013,U14,U16}

Nlvu] = {U1,Uz,’Ua,U4,'Us,’U'r,Ug,U10,'U11,U12,U13,U14,U15,U16,U18}
N[Ulz] == {UIJUZ:UE:U5:U67U7)UQJUIO:U11:UIZ: UlS;'”lG;Ul'?;'UIS,'UIQ}
Nvig] = {v1,v2, U3, Us, Vs U7, V9,.V10, V11, V12, V13, V18, vig}

N[UM] = {v1,v2, v, Vs, U7, Vs, V10, V11, V14, Vs, V16}

Nlvis} = {v1,v2, va, V6, V7, Vs, U11, V14, V15, V16, V17, V1o}

Nlvg) = {‘U1,v2,'U4,‘05,U?,'Us,Um,U11,U12,Ul4,v15,v16,v17}

N[UIT’] = {”Uz,'Usavr;,‘Ue,Us;’UQ,Ulz,Uls,Uls,w?,Uls,Ulg}

Nvs| = {’Uz,va,’Us,'Us,'Us,'U9,’U11,U12,U13,1)15,U17,U1s,v19}

Nlvie] = {va, V3, Vs, Vs, Us, Vg, V12, V13, V17 V18, V1o }

La gréfica k*(G) sf tiene vértices dominados y son:
[va] € N[vag]

N

N{ve] € N{vij]
Nlv] € Nlvui}
N
N

Entonces tenemos que k2(G) *a ;, donde G es la gréfica cuyo conjunto

de vértices es:

V(Gl) = {UI;”U?,Ua,Us,Us,UQ, ,7111,”012,U14,U15,U16,U17,U13,Ulg}
es decir, la grafica de k*(G) sin los vértices dominados.
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by ‘\\\,//‘\
A

” ,////} '\.}1(.\\\ v
AN

.

Figura 6.7: G es la grifica a la que se desmantela k*(G). En simbolo
e e



la vecindad cerrada de los vértices.
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El paso siguiente es verificar si Gy tiene vértices dominados. Observamos

N[Uﬂ = {Uh1)5,’US;UQ,U11,U12,U14,915,916}

N[Uz] = {Uz,'Ur»,’Us,Ug,vthlm ,U14,U15,U16,U17,918,U19}
Nlus] = {vs,us, Us, Vg, V11, V12, V17, V18, V10 }

N[Us] = {’01,712,‘U3,'Urn‘UQ,’Un,Ulz,vn,vlsﬂ’ls,vw}
N[’Us] = {'Ulg'U2,'U3,'U8;U14;'U15,'U16,U17,U18,U19}
N[’UQ] = {’01,Uz,'Ua,U5,U9;912,U17,U18,U19}

N[’Un] = {’Ul,'Uz,Us,’U5,'U9,U11,1112,U14,’U15,?J16,U18}
Nlvig] = {v1,v2,0s, Us, Vo, V11, V12, V16, V17, V18, V10 }
N[’Un] = {’01,’02, Us, Ug, Y11, Vag, V15, U16}

N[Uls} = {'Ul,'U2;'U8; U11,Ul4,v15,v1ﬁ,U17,U19}
N[Ulfi] = {Ul,Uz,’Us,’Us,011,’1)12,1)14,1715,”16,?)17}
N[Ul‘f] = {U2:U3)US:'UQ;UIZ,'UIS:'UIG,'UIT;'Uls;'UIQ}
N[Uls] = {’Uz,'U3,'U5,’Us,'Ug,-'U11,'U12,’015,1)17,1)18,’019}

Nlvig] = {va,v3, U5, Us, Vg, V12, V17, V18, V10 }

Comprobamos que vs, Vg, V14 ¥ V19 €stdn dominados.
N[’U‘3] Q N[’Uls]
Nlug] € Nlupg]
Nlvyg] € Nvig]
Nlvig] € N(vis]

Entonces (7 #, (4, donde G es la gréfica cuyo conjunto de vértices es

V(Gz) = {’Ul,'UmU5,’Us,’U11,1112,?)15,”16,1)17,’1118}-
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Figura 6.8: G, es la gréfica a la que se desmantela (7;. En simbolo Gy #, G,
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Nuevamente verificamos los vértices dominados, pero ahora de Gy.
N[Ul] = {U1,1)5,Us,Uu,Uu,Uls,Ula}

_ Nlvg) = {va,vs,v8, 11,012, ; V14, V15, V16, V17, V1g |
N[Us] = {UhUz;Us,vn,’Ulz,Ul4,U16,Uls}
N[’Us] = {'Ul,'U2;'US;'UM,Uls,UlG,'Ul?,UlS}
Nlvn| = {v1,v2, Us, v11, V12, V14, V15, V16, V18 }
N['Ulz] = {’01,02,?)5,?)11, U12,’U16,Ul7,7118}
Nlvis) = {v1,v2, Vs, V11, V14, V15, V16, V17 }
N[Ula] = {Ul,'ﬂz, Vs, Vs, V11, V12, V14, V15, V16, 'U17}
Nlvyr) = {v2, v8, Y12, V15, V16, V17, V1s }

' N[Uls] = {'Uz,Us,vs,1111,1)15,?)15,1!17,1)18}

Obteniendo que los vértices dominados son:
N[’U]] g N[’Uls]
Nlvs) € Nlvy]
N[’U17] g N[’Ug]
N[’Ulg] g N[’UQ]

Entonces Gy 2 Gs, donde Gy es la gréfica inducida cuyo conjunto de
vértices es V(Gs) = {Uz,vs,vn,wz,’vm,vm}-

Verificamos los vértices dominados pero ahora de Gj.
N["Uz] = {’U2, Y11, Y12, , V14, V15, 'Ulﬁ}

N[Us] = {v2, V14, Y15, V16}

Nlvyi] = {ve, v11, V12, V14, V15, V16 }

N[Ulz] = {’02, V11, V12, V16 }

Nluis] = {va,v11, V14, 15, V16 }

N[Uw] = {U2,U11,U12;U14,U15;U16}

Tenemos que los vértices dominados son: 3
Nivg] C Nlus]
Nlvyy] € Nivy]
N{via] C Nlvsg]
N[’U15} g N[Ug]
Nluig] © Nuvg]

Entonces (3 #, K, donde es la grafica cuyo conjunto de vértices es

V(Ki) = {va}.

B R, D
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Como tenemos que: k*(G) %65 Gy B Gy B Ky es decir, la segunda
grafica de clanes de la gréfica de comparabilidad del orden parcial finito, (ver
6.2), es k — nula, entonces por el teorema 5.9, afirmamos que este orden
parcial finito tiene la propiedad del punto fijo.

e S e B (e S S
R i




Conclusiones

En este trabajo hemos dado una aplicacién del Teorema de punto fijo [6],
haciendo uso de los teoremas de desmantelamientos {2, 3]. Lo anterior se
logré al trabajar con el diagrama “P1” de Rutkowski [11], ver figura 6.2, que
representa un orden parcial finito.

Se deseaba dar més ejemplos de la aplicacién de este teorema, avanzar
ma4s en este tema, para ello se analizé un diagrama similar al de la figura 6.2,
pero con doce vértices, ver figura 6.11.

Primeramente construimos la grafica de comparabilidad de orden parcial
dado por el conjunto parcialmente ordenado (B, R), donde R es la relacién
que esta dada por, “si puedo ir de z a ¥, sin bajar, entonces z es menor que
v’y B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Para construir la gréfica de comparabilidad de este orden parcial tomamos
a los elementos de A como los vértices de nuestra grafica G:

V(G) = {1: 273147 51 6:71 85 9: 10: 11: 12}

Para determinar el conjunto de aristas de (7, colocamos una arista entre
cada dos elementos del conjunto A que estan relacionado.

E(G)={[1,4],{1,5],[1,7],[1,8],[1,9],[1,10],[1,11], [1,12],
[2,4],[2,6],[2,7),12,8],12,9], [2,10], (2,11],[2,112],
3,5],(3,6],(3,7],13,8],13,9],3,10], {3, 11], [3,12],
[4,7],[4,8],[4,10], [4,11], [4,12], [5,7],[5, 8], [5,9],
[5,10], [5, 11], [5,12],[6, 81, [6,9], [6, 10], [6, 11},
6,12], (7, 10], [7,11],[8,10], {8,12]}

129
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La grafica de comparabilidad del orden parcial se muestra en la figura
6.12.

Calculamos la vecindad cerrada de cada uno de sus vértices y vemnos que

no tiene puntos dominados.

N[1] ={1,4,5,7,8,9,10,11,12}
N[2] = {2,4,6,7,8,9,10,11,12}
N3] = {3,5,6,7,8,9,10,11, 12}
N[4] ={1,2,4,7,8,10,11,12}
Nfp) = {1,3,5,7,8,9,10,11,12}
Ni6) = {2,3,6,8,9,10,11,12}
N[7] = {1,2,3,4,5,7,10,11}
N[8] ={1,2,3,4,5,6,8,10,12}
N[9] = {1,2,3,5,6,9,11,12}
N[10] = {1,2,3,4,5,6,7,8,10}
N[11]={1,2,3,4,5,6,7,9,11}
N[12] = {1,2,3,4,5,6,8,9,12}

Por lo cual, tenemos que obtener la grafica de clanes de la gréfica de

comparabilidad del orden parcial G, que tiene 28 clanes y son:

a = {1,4,7,10}
b= {1,4,7,11}
c=1{1,4,8,10}
d={1,4,812}
e={1,5,7,10}
f=11,5711}
g={1,5,8,10}
h=1{1,5,8,12}
i={1,5,9,11}
j= {1,5,9,12}
k= {2,4,7,10}
1= {2,4,7,11)
Il = {2,4,8,10}
m=1{2,4,8 12}
n={2,6,8,10}
A ={2,6,8,12}
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0=1{286,9,11}
p=1{2,6,9,12}
g ={3,5,7,10}
r={3,5,7,11}
s ={3,5,8,10}
t={3,5,8,12}
u={3,5,9,11}
v=1{3,5,9,12}
w = {3,6,8,10}
z={3,6,8,12}
y={3,6,9,11}
z=1{3,6,9,12}

Calculamos la vecindad cerrada de cada uno de los vértices de k(G) y
obtenemos que no tiene vértices dominados:
[al = {GJﬁ?O7p5tJuJU}$!y?z}

[b] = {bin?ﬁﬂpl Sltiviwim)z}

[d] = {d,0,q,7,u,y}

le] = {e,m, 7, 0,p,2,y, 2}
N[f] = {f,Ul,m,n,#,pwz, 2}
Nlgl = {9,!,0,p,y,2}
Nih] = {h,k,1,0,y}
Nl = {i,k,U,mn,@,w z}
7] = {4, %, L, U, n,w}
(k] = {h,k,i,4,t,u,v,2,y,2}
{]
{

N
N
Nl = {¢,0,p,7,u,v,y, 2}
N
N

[ ={g,h,4,1,8,tv,w,z,2}
[ ={f,1 3,1, ruvyz}
[m) = {e, f,i,m, q,7,u,y}

[n] = {b, f. %, 7,n, 7 u,v}

[#] ={a,b e, f,1,7,q,7u,y}
[0l = {a,c,d,e,g,h,0,q,s,tv}
[Pl = {a,b,c,¢e,f,9,4,p,4,7,5}
lg] = {d,m,7,0,q,p}

222222222
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Nirl = {e,d,ll,m,n,#,p,r}

N[s| = {b,1,0,p, s}

N[t] = {a,b,k,1,0,t}

Nu] = {a,c,d, k,il,m,n,7,u} .
Nv] ={a,b,c k1l n v} :
N[w] = {b, f,i,5,1,w}

Niz] = {a,be, f ikl z}

Nlyl = {a,c,d,e, g, h,ll,m,y}

Nlz] ={a,b,c,e, f,g,k,1,U, 2}

En esta ocasién no fue posible aplicar el criterio de desmantelamiento, ya
que la gréfica de comparabilidad de este orden parial y la primera gréfica de
clanes de la gréfica de comparabilidad no tiene vértices dominados.

1

Para calcular los clanes de £(G) se utiliz6 un programa que esta disenado
en GAP, por ¢l Dr. Miguel Angel Pizafia [10], el cual calcula los clanes de una
grafica y va verificando que vértices estdn dominados y una vez que encuentra
vértices dominados los elimina y calcula los clanes de la nueva gréfica y as{
sucesivamente.,

Con el programa obtuvimos que &(G) tiene 120 clanes y £2%(G) tiene
10514 clanes y hasta ahi llego la capacidad de la computadora para, calcular
los clanes, por ello no se pudo determinar el k — comportamiento de la grifica
de comparabilidad de este orden parcial 6.11.

Este proceso se realizé con otros diagramas similares al diagrama “P1”
de Rutkowski [11], aumentando el nimero de vértices, (ver figuras 6.11, 6.13
y 6.14). Se desecaba encontrar una familia importante de graficas de com-
parabilidad de érdenes parciales finitos que ejemplificaran el Teorema del
punto fijo [6], lo cual no fue con las técnicas que utilizamos, los teoremas de
desmantelamientos [2, 3] y el programa de computadoras para calcular los
clanes [10].

Determinar el k — comportamiento de una grafica es un problema dificil,
aun utilizando un programa de computadoras. Cabe mencionar que el Dr.
Pizafa en su tesis doctoral deja como problema abierto el determinar si es
computable el k — comportamniento, también se pregunta si es computable la
k — nulidad.
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11 12
10 Y
% ’ [
4 |I 6
1 2 3

Figura 6.11: Diagrama con 12 vértices

Podemos concluir que sobre el tema del k - comportamiento, hay mucho
por investigar, as{ como con el tema de clanes, el cual es uno de los concep-
tos mas interesantes en Teoria de Graficas, porque al parecer simplifica la
grafica, sin embargo, en ocasiones al calcular su grafica iteradas de clanes es
complicado predecir que va pasar.
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Figura 6.12: Grafica de comparabilidad del orden parcial dado por el dia-
grama de 12 vértices
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Figura 6.13: Diagrama P1, aurnentado a n — vértices
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Figura 6.14:
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