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roduccion

_ El hbmbre se ha caracterizado siempre por su bisqueda constante de nuevas vias para
mejorar sus condiciones de vida. Estos esfuerzos le han servido para reducir el trabajo
‘en aquellas operaciones en las que la fuerza juega un papel importante. Los progresos
- obtenidos han permitido dirigir estos esfuerzos a otros campos, como por ejemplo, a

la construccién de computadoras que ayuden a resolver de forma automatica y rapida

determinadas operaciones que resultan tediosas cuando se realizan a mano.

Las computadoras de hoy en dia son capaces de realizar millones de operaciones por
segundo, resolver problemas matematicos y cientificos, crear, manipular y mantener bases
de datos, procesar textos, graficos, realizar autoedicién y comunicaciones electrénicas. Sin
embargo, alin no es posible que una computadora resuelva un problema que no admita un
tratamiento algoritmico y que sea capaz de aprender a través de la experiencia, en lugar

de realizar un conjunto explicito de instrucciones dadas por el ser humano.

Las investigaciones actuales de los cientificos se dirigen al estudio de las capacidades
humanas como una fuente de nuevas ideas para el disefio de las nuevas computadoras. Asi,
la inteligencia artificial es un intento por descubrir y describir aspectos de la inteligencia
humana que pueden ser simulados mediante maquinas. Esta disciplina se ha desarrolla-

do fuertemente en los tltimos afios teniendo aplicacién en algunos campos como visién

vii



artificial, procesamiento de informacion expresada mediante lenguajes humanos, etc.

Las redes neuronales son un intento de simular el funcionamiento del cerebro hu-
mano. Sin embargo, debido a la complejidad de éste, es imposible construir un modelo
que realice completamente todas sus funciones, pero si es posible emular ciertas carac-

. - teristicas, como la capacidad de memorizar, asociar y clasificar objetos o formas y resolver

situaciones acudiendo a la experiencia acumulada.

Una red neuronal artificial (que abreviaremos como RNA) es un modelo simplificado
del cerebro humano que consiste en un conjunto de elementos procesadores o nodos inter-
o conectados de acuerdo a arquitecturas especificas y cuya unidad bésica de procesamiento

esta inspirada en la célula fundamental del sistema nervioso humano: la neurona.

En los (ltimos afios el desarrollo de las redes neuronales artificiales ha sido sobre-

L saliente y han sido utilizadas en diferentes 4dreas como son:

(a) Biologia.
Reconocimiento de patrones.

Visién por computadora.

(b) Empresas:
Evaluacién de probabilidad de formaciones geolégicas y petroliferas.
Explotacidén de bases de datos.
Optimizacién de plazas y horarios en lineas de vuelo.

Reconocimiento de caracteres escritos.

(¢) Medio ambiente:

viii




“Analisis de tendencias y patrones.

Previsién del tiempo.

inanzas:

Previsién de la evolucién de los precios.
Valoracién del riesgo de los créditos.
Interpretacion de firmas.

Tdentificacién de falsificaciones.

¢) Manufacturacién:

Robots y sistemas de control (visidn artificial y sensores de presién, temperatura,
- etc).
Control de produccién en lineas de proceso,

(f) Medicina:
Analizadores del habla para la ayuda de audicién de sordos.
Monitorizacion en cirugia.
Prediccion de reacciones adversas a los medicamentos.

Lectores de rayos X.

Diagndstico y tratamiento a partir de sintomas y/o datos analiticos.
(g) Militares:

Clasificacion de las sefiales de radar.

Creacién de armas inteligentes.

Reconocimiento y seguimiento en el tiro al blanco.

X




El objetivo de este trabajo es dar un panorama introductorio a las RNA’s, desde su -

nacimiento hasta los principales algoritmos bésicos.

En el Capitulo I se describen las Redes Neuronales Bioldgicas y su relacién con
las RNA, v su estructura. Ademés de mencionar un poco de la historia de las RNA’s,

‘estudiaremos el percepirdn y su limitante.

En el Capitulo II describiremos las redes con propagacion hacia etrds {Back Propa-
gation Networks). Mostraremos también los conceptos de la regla de minimos cuadrados
y regla delte, que nos ayudaran para desarrollar y entender el algoritmo del Back Propa-

gation, asi como también un ejemplo aplicando dicho algoritmo.

En el Capitulo ITI se hard una descripcion de las redes de Hopfield que se basa en
la ley de Hebb, la cual nos permite determinar la manera de almacenar la informacién
correspondiente a una clase. En este capitulo se mostrara también el algoritmo de Hopfield
y su funcionamiento mediante un ejemplo realizado usando el lenguaje de calculo simbdlico

Maple & .




ypitulo 1
istoria
. 1.1 Historia breve de las redés neuronales

El desarrollo de teorias sobre el aprendizaje v del procesamiento neuronal se produjeron
aproximadamente al final de la década de 1940. En la actualidad, la computadora ha sido
una herramienta indispensable para modelar neuronas individuales, asi como agrupaciones
de neuronas que se denominan redes neuronales. Fn similitud con el cerebro humano, una
red neuronal es un agregado de células nerviosas interconectadas, como se muestra en la
Figura 1.1. En la antigiiedad los investigadores utilizaban modelos fisicos de los érganos y
musculos del hombre y animales y explicaban sus hipdtesis acerca del funcionamiento por
medio de modelos fabricados con los materiales disponibles en su época. En ese tiempo,
anatomistas, neurdlogos, neurocirujanos y psiquiatras conocian la anatomia del cerebro,
pero nadie imaginaba el hacer un modelo fisico de un cerebro utilizando, por ejemplo,
una esfera de gelatina y a partir de ahi, elaborar una teoria que explicara la epilepsia, los

suenos, etc.
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Figura 1.1: Esquema de una red neuronal bioldgica

Fueron Luigi Galvani (ver apéndice A, pagina 693) y sus colaboradores, en el afio
de 1780, quienes nos dieron las herramientas para ver el cerebro humano de una forma
distinta. Observaron experimentalmente que la actividad muscular es fundamentalmente
de tipo eléctrico: el cerebro emite pequernios impulsos eléctricos los cuales provocan una
contraccidon muscular cuando se realiza alguna actividad fisica. Décadas mas tarde, en
1920, Hans Berger(ver apéndice A, pagina 70) utilizé la tecnologia médica de su tiempo
e inventé la encefalografia, mediante la cual se registran sefiales eléctricas producidas por

el cerebro humano, dando la pauta para modelar su funcionamiento.

1.2 Las neuronas y sus componentes

Don Santiago Ramén y Cajal (ver apéndice A, pagina 69) demostré que el tejido nervioso
estd constituido por elementos individuales, células nerviosas o newronas, como se les
llamé. El cerebro humano tiene aproximadamente 12 billones neuronas y cada una tiene

de 56,000 a 60,000 conexiones provenientes de otras neuronas.

Una neurona estd compuesta por el azdn, las dendritas y sinapsis. El axén es
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,;ﬁle le permite comunicarse con otras mediante las corrientes idnicas
¢l potencial eléctrico que se desplaza a Jo largo del axén (ver Figura 1.2) y
1 conexiones que transportan los impulsos enviados desde otras neuronas y
4das a una membrana de la neurona. El contacto de cada axén con una den-
iza a través de la sinapsis. Tanto el axén como las dendritas transmiten la sefial
ca direccién. La sinapsis (ver Figura 1.3) consta de un extremo postsinaptico de

itz existiendo normalmente entre éstos un espacio denominado espacio sindptico.

DENDRITAS

-

Figura 1.2: Esquema de una neurona

‘Bag neuronas son eléctricamente activas e interactiian entre ellas mediante un flujo de
- -ééri‘ientes eléctricas locales. Estas corrientes se deben a diferencias de potencial entre las
"-.‘.'meinbranas celulares de las neuronas. Un impulso nervioso es un cambio de voltaje que
-ocurre en una zona localizada de la membrana celular. El impulso se trasmite a través
del axén hasta llegar a la sinapsis, produciendo la liberacién de una sustancia quimica

denominada neurotransmisor que se esparce por el fluido existente en el espacio sinéptico.

Cuando este fluido alcanza el otro extremo, trasmite la sefial a la dendrita.
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Los impulsos recibidos desde la sinapsis se suman o se restan a la magnitud de las
variaciones del potencial de la membrana. Si las contribuciones totales alcanzan un valor
determinado (denominade umbral) se dispara un impulso, que se propaga a lo largo del

axén. Cada neurona recibe muchas senales de entrada y envia una tnica senal de salida. -

MEMBRANA

ESPACIO PRESINAPTICA

SINAPTICO

MEMBRANA
POSTSINAPTICA

Figura 1.3: Fsquema del espacio sindptico

En la década de 1930 habia un niimero considerable de investigadores que se interesaban
en el funcionamiento del cerebro, sin que éste fuera su disciplina principal de trabajo.
Tanto matemdaticos como psicélogos e ingenieros estaban interesados, por diversas ra-
zones, en modelar aspectos del funcionamiento del cerebro. En este tema destacaron
dos psicélogos: Donald Hebb y Warren McCulloch (ver apéndice A, pégina 71), quienes
a sus conocimientos del cerebro desde el campo de la psicologia afiadieron el aspecto
matematico. Propusieron modelos muy sencillos de las neuronas y con ellos trataron de
construir una teoria del cerebro basada en las redes neuronales y sus interconexiones. Su

propuesta tuvo una respuesta aceptable por parte de la comunidad cientifica.
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Como se mencioné en la Introduccién, una red neuronal artificial es un conjunto
’ de elementos procesadores o nodos {neuronas), conectados unos con otros de acuerdo a
arquitecturas especificas y con pesos o intensidades modificables en la conexién (sinapsis),

de una neuroma a otra, que tratan de emular ciertas caracteristicas de una red neuronal

biolégica.

Los primeros ejemplos de estos sistemas aparecieron al final de la década de 1950. La
" referencia histérica mas trascendente es el trabajo realizado por Frank Rosenblantt (ver
1 apéndice A, pagina 72}, que consistié en el desarrollo un dispositivo denominado per-
ceptrén, pero a principios de 1969 se perdid el interés debido a que M. I. Minsky y S.
Papert (ver apéndice A, pagina 73) en aquella época, seguidores de la inteligencia arti-
ficial y considerados como fundadores de la inteligencia artificial moderna, pusieron al
descubierto graves deficiencias del perceptron en su libro Perceptrons; an introduction to

computational geometry (Cambridge, Mass., MIT Press, 1969).

En el afio de 1986 las redes neuronales revivieron con un vigor extraordinario, cuan-
do Rumelhart y McClelland(ver apéndice A, pagina T4), mostraron que algunas de las
dimensiones que son imposibles para los perceptrones simples pueden ser resueltos por
redes multi-capas con funciones no lineales, usando un procedimiento simple de entre-
namiento, al que se le llamé Back-Propagation o Propagacién hacia Atrds, el cual, como
su nombre lo indica, tiene la funcidén de propagar los errores producidos en la capa de
salida hacia las capas anteriores. De aqui siguieron las neuronas formales de McCulloch
y Pitts (ver apéndice A, pagina 71), los adalines de Widrow, hasta llegar a los modelos

de Hopfield y los de Anderson (ver apéndice A, pagina 74).

Una de las preguntas que siempre han surgido es: ;pueden las computadoras apren-

der a resolver problemas a partir de experiencias? Esta cuestidn que bordeaba no hace
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mucho tiempo la frontera de la ciencia ficcidn, es actualmente objeto de profundos es-
tudios. Las redes de neuronas artificiales formales son estructuras que permite crear

algoritmos que poseen esta capacidad de aprendizaje.

1.3 Aprendizaje de Hebb

Los sistemas neuronales bioldgicos no nacen preprogramados con todo el conocimiento y
las capacidades que llegaran a tener eventualmente. Un proceso de aprendizaje, que tiene
lugar a lo largo de un periodo de tiempo, modifica de alguna forma la red para incluir la

nueva informacion.

En esta seccién exploraremos una teoria relativamente sencilla del aprendizaje. La
teoria bésica procede de un libro escrito por Donald O. Hebb (ver apéndice A, pagina 71),
The organization of behavior; a neuropsychological theory (New York, Wiley, 1949) y la

llamé Ley de Aprendizaje, que establece lo siguiente:

Cuando un axdn de la célula A estd suficientemente prézimo para excitar o una
célula B o toma parte de su disparo de forma persistente, tiene lugar algin proceso de
crecimiento o algin cambio metabdlico en una de las células, o en las dos, de tal modo
que la eficiencia de A, como una de las células que desencadena el disparo de B, se ve

incrementada.

Para ilustrar esta idea bésica, consideremos el célebre ejemplo de Pavlov, (ver
apéndice A, pagina 70) representado en la Figura 1.4. En ella se muestran tres neu-
ronas idealizadas que toman parte del proceso. Supongamos que la excitacién de C,

causada por la visualizacién de la comida, es suficiente para excitar a B, que da lugar a la
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n. Ademds, supongamos que, en ausencia de estimulacién adicional, la excitacién
-'qut.?. consiste en oir una campanilla, no basta para excitar a B. Permitamos que C
ar a que B se active mostrando comida al sujeto, y, mientras B sigue activada, es-
uleiﬁos A haciendo sonar una campanilla. Dado que B sigue estimulada, A participa
- ora en la excitacién de B, aun cuando por sf sola A no serfa suficiente para dar lugar

ire- B se active.

Entrada de _ .
- Somdo
O s
. Salvacidn
Enirada @
YWisual

Figura 1.4: Dos neuronas, A y C, son estimuladas por las entradas sensorial de sonido
y visidn, respectivamente. La tercera neurona, B, da lugar a la salivacidn.

En esta situacidn, la suposicién de Hebb determina que se produce algin cambio
entre A v B, de tal modo que la influencia de A sobre B se ve incrementada. Si el
experimento se repite con suficiente frecuencia, A serd capaz de lograr finalmente que se
dispare B incluso en ausencia de la estimulacién visual de C. Esto es, si se hace sonar la
campanilla, pero no se muestra la comida, seguird produciéndose la salivacién, porque la
excitacién debida tinicamente a A ahora es suficiente para lograr que B se dispare. Dado
que la conexidn entre neuronas se hace a través de la sinapsis, es razonable suponer que

cualquier cambio que pueda tener lugar durante el aprendizaje deberd producirse en ellas.

Hebb observé que la sinapsis se reforzaba si la neurona de entrada (presindptica) y
la neurona de salida (postsindptica) eran activadas de manera continua,; de esta forma, las.

conexiones que se usan son las que se refuerzan. Asi, segin este método de aprendizaje
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aplicado a las redes neuronales artificiales, las conexiones entre las neuronas de entrada

activas v las neuronas de salida activas se refuerzan durante el entrenamiento.

1.4 El Elemento General de Procesamiento

Los elementos individuales de cdlculo que forman los modelos de sistemas neuronales
artificiales se les denomina nodos, unidades o elementos de procesamiento (PEs, por sus

siglas en Ingles, Processing Elements).

Entradas . Entradas

Entradas

Figura 1.5: Esta estructura representa un unico PE de una red.

La Figura 1.5 muestra el modelo general de un PE. Al igual que una neurona ver-
dadera el PE tiene muchas entradas pero una sola salida, recibidas por el i-ésimo PE
procedente del j-ésimo PE, el cual es representado por X; (obsérvese que este valor es

también la salida del j-ésimo nodo, del mismo modo que la salida generada por el i-ésimo
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_se denota X; ). Cada conexion con el i-ésimo PE tiene asociada a él una magnitud
ada peso 0 intensidad de conezidn. El peso de la conexién procedente del j-ésimo

que llega al +-ésimo nodo se denota mediante W;.

Todas estas cantidades tienen sus andlogos en modelos de una neurona: la salida del
e corresponde con la frecuencia de disparo de la neurona y los pesos corresponden
la intensidad de las conexiones sindpticas entre las neuronas. En los modelos estas

cantidades se van a representar mediante valores reales.

Cada PE determina un valor de entrada neto basdndose en todas las conexiones de
entrada, €l cual se calcula con la suma de los valores de entrada multiplicados por sus
- pesos correspondientes. En otras palabras, la entrada neta de la 4-ésima unidad se puede

. representar de la forma
neta; = ) | wi; (1.1)
J

donde el indice j recorre todas las conexiones que posea el PE.

Una vez que la entrada neta ha sido calculada, se transforma en €] valor de activacién.

Se puede escribir ese valor de activacién de la forma
ai{t) = Fi(a;(t — 1), neta;(t)), (1.2)

para denotar la activaciéon como una funcién explicita de la entrada neta y del estado de

la activacidn en el instante anterior.

Una vez que se ha calculado la activacién del PE, se puede determinar el valor de

salida aplicando la funcidn de salida:

Xi = fila). (1.3)
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Dado que normalmente a; = neta;, esta funcién podemos escribirla de la forma
. Xi = fi(neta.‘-). . (14)

La funcidn de activacidn f;, transforma el valor de la entrada mneta;, en el valor de salida
del nodo X;. Utilizaremos siempre el término funcién de salida para aludir a la funcién

f; de las ecuaciones 1.3 y 1.4.

1.5 Formulacién Vectorial

En muchos de los modelos de redes neuronales resulta ttil describir ciertas magnitudes en
forma vectorial. Considérese una red neuronal compuesta por varias capas de elementos
de procesamiento idénticos como se muestra en la Figura 1.6. Si una capa contiene n
unidades, las salidas de esa capa se pueden considerar como un vector n-dimensional, z =
(x1, T2, ...Z,)?. Los vectores escritos en negrita denotaran vectores columna. Denotaremos

con at al vector transpuesto de .

Figura 1.6: Esquema de una red neuronal de varias capas.

Supongamos que el vector n-dimensional de salida proporciona los valores de entrada
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sdas las unidades de la siguiente capa m-dimensional. Cada una de las unidades de

pa m-dimensional poseera n pesos asociados a las conexiones procedentes de la capa

rior. De esta manera, hay m vectores de pesos n-dimensionales asociados a esta capa;
ecir, hay un vector de pesos n-dimensional para cada una de las m unidades. El vector
pesos de la i-ésima unidad se puede escribir en la forma w; = (wi, Wi, ... win ). Se

fade un indice a la notacién de los pesos para distinguir entre los pesos de diferentes

pas.

La entrada neta de la i-ésima unidad se puede escribir en términos del producto
interno o producto escalar del vector de entradas por el vector de pesos como lo ilustra la

Ecuacién 1.5:
netai = Zw.ija:j, (15)
=1

donde n es el nimero de conexiones en la ¢-ésima unidad. Esta ecuacién se puede escribir

de la forma resurnida en notacién vectorial de la forma

neta; = whe. (1.6)

1.6 Entrenamiento de la red

El método de aprendizaje que utilizan las redes neuronales pueden ser supervisado o no
supervisado. En el caso supervisado se le presentan a la red unos datos de entradas con
las correspondientes salidas que deseamos que aprenda, se calcula la salida y el error
correspondiente y se ajustan sus pesos proporcionales al error que ha cometido. Para el
caso no supervisado sblo se tienen los datos de entrada, por lo que los pesos se adaptan -

utilizando los patrones de entrada anteriores.
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Utilizaremos una regla de entrenamiento que si tenga en cuenta la eficacia de la red
en cada momento,es decir, supondremos que la red estd supervisada. Consideremos una

red con 3 neuronas (ver Figura 1.7).

X1
w1

W2
= (o)

Figura 1.7: FEsquema de la intensificacion del peso sindptico entre dos neuronas activas.

1 Si la salida generada por la neurona 3 es la correcta, no se realizan ajustes en los

pesos sindpticos w.

2 Silasalida es 1 pero deberia ser 0, se reducen sélo los pesos de las conexiones activas

en 1.

3 Si la salida es 0 pero deberfa ser 1, entonces se aumentan sélo los pesos de las

conexiones activas en 1.

Asi en cada ciclo de entrenamiento:
1.- Se presenta un dato de entrada (formado por los valores de las neuronas X; y X3)
del conjunto de datos de entrenamiento.
2.- La red, a partir del dato de entrada, generard un dato de salida.

3.- Se aplica la regla anterior, la cual mide la eficacia de la red, y se actla en conse-

cuerncia.
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"y

eslizan diferentes ciclos con los valores de entrenamiento hasta que la red responda

ectamente a todos los datos de entrada (en todos los casos de entrenamiento).

7 El perceptrén

El perceptron es un dispositivo de aprendizaje que permite clasificar objetos, con la limi-
tante de que son separables linicamente por una linea recta, al igual que una neurona el

perceptrén tiene varias entradas pero una sola salida que puede ser binaria o bipolar.

En la Figura 1.8 se muestra el esquema de un perceptrén donde X = {x,29,...,z,}
“es el conjunto de entradas provenientes de otras neuronas, con z;=1 6 (. Las entradas se
ponderan con el conjunto W = (w;1, Win, ...win)' que se denomina conjunto de pesos de

“conezidn. La entrada neta esta dada por ) wi;z; v el valor de la salida es

1 si neta>#
fineta) = { 0 si neta<@ ’ (1.7)

donde @ es el valor umbral vy f(neta) es la funcién de activacién.

O
Qo0
T B 00
] 00
R

Entradas

b Ll

Figura 1.8: Estructura idealizada de un perceptrdn.

Las dos funciones de activacién més utilizadas son la funcién escaldn y la sigmoide,

que se muestran en la Grafica 1.9,
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] espacio tridimensional el plano puede descomponer el espacio en dos regiones
dos planos pueden dar lﬁgar a tres o cuatro regiones distintas, dependiendo de su
n, y asi sucesivamente. En general en un espacio n-dimensional, los hiperplanos
'.;)bjetos de dimensién n—1 con una colocacién adecuada nos permiten descomponer

scio n-dimensional en varias regiones’ diferentes; asicomo lo muestra la Figura 1.11.

Figura 1.11: Esquema del Espacio de Dimensién 3.

NP

Veamos un ejemplo sencillo utilizando la funcién AND y la funcién OR.

FUNCION AND.

Los datos de entrada de la funcién AND se muestran en la Tabla 1.12.

s W 5
o 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Figura 1.12: Datos de enirada de la funcion AND.

Los vectores X, X, son las entradas que se le presentaran al perceptrén y S es la
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X

Funcion Esacalon Funcion Sigmoide

Figura 1.9: Fsquema de las funciones de activacion.

Como lo mencionamos anteriormente, la entrada neta es el producto interno del

vector de entradas por el vector de pesos. A continuacién analizaremos la relacién

= wry + wodn. (1.8)

La Ecuacién 1.8. representa una linea recta en el plano Xj, X;. Esta linea recta parte
al plano en dos regiones. Entonces se pueden clasificar los puntos de una regién co-
mo pertenecientes a la clase que posee una salida de 1 y los de la otra regién como la

pertenecientes a la clase que posee una salida 0, asi como se muestra en la Figura 1.10.

X2
N
Ry
g=wix, + wyxy
el Ry
—X,

Figura 1.10: Esquema de separabilidad de regiones.
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salida que deseamos. La Figura 1.13. muestra el esquema del perceptrén para resolver e

problema AND.

Figura 1.13: Esquema de un perceptrdn para la funcion AND.

En la Figura 1.14 se muestra graficamente que el perceptrén tiene la capacidad de
clasificar grupos que son linealmente separables, es decir, divide al plano en dos regiones.
Se le presentan los datos de entrada al perceptrén y mediante un proceso de aprendizaje
se obtiene que los valores de los pesos wi; = 1 y wia = 2 con un valor umbral de 1.2,

En el Apéndice B se muestra el programa del perceptrén hecho en C++4 que resuelve el

problema AND.
1% 1%
N Y=
¢y=0 oyt =0
N - i WX
Y0 N\ Y=g % Y=g Yot~ *r Y=g Yoo

A) W,=096 W=129 #=054 B) W,=068 W=0.44 §=1054 C) W= 0.40 W= 0.44 8=1054

Figura 1.14: Esquema de clasificacion de la funcion AND.
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FUNCION OR.

En la Tabla 1.15. se muestran los datos de entrada de la funcién OR.

5 % s
0 o 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Figura 1.15: Datos de entrada de la funcién OR

X1, X5 son los vectores de entrada y S es la salida que deseamos. En la Figura 1.16

se muestra el esquema del perceptrén para resolver el problema OR.

Figura 1.16: Esquema de un perceptron para la funcidn OR.

La figura 1.17. se muestra el esquema del perceptrén clasificando al problema OR,
que también es linealmente separable. Al presentarsele los datos de entrada al perceptrén,
este empieza a realizar el aprendizaje y se obtienen los pesos adecuados wyj; = lywie =1
vy un valor umbral igual a 0.5, con estos datos se puede resolver el problema OR, en
el Apéndice C se muestra el programa del perceptrén hecho en C++ que resuelve el -

problema OR.
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Figura 1.17: Esquema de clasificacion de la funcién OR.

Con la funcion XOR mostraremos la limitante del algoritmo de aprendizaje del

perceptromn.

FUNCION XOR.

Los datos de entrada de la funcién XOR se muestran en la tabla 1.18.

* * s
o (] 0
Q 1 1
1 0 1
1 1 L]

Figura 1.18: Datos de entrada de la funcion XOR

Los vectores X;, X2 son las entradas que se le presentaran al perceptrén y S es
la salida que deseamos. Al presentdrsele los datos de entrada al perceptrén y la salida
que deseamos el aprendizaje que realiza el perceptrén no es capaz de obtener los pesos

adecuados.
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N N N
v .
#= W1X1+W2}{2 y=1 X l}‘=1 = W1X1+W2X3 y=1 y=0
=1\ %- 3 %=0 Y=o i 4
) = W g W x
. \ \ﬂ-\W1x‘+W2X2 2 . I 2
 y=0 y=1N y =0 =1 =9 = "J’= y=1

Figura 1.19: Esquema de la limitante del perceptron del XOR.

Obsérvese en la Figura 1.19 la limitante del perceptrén, que no es posible clasificar

mediante una sola inea recta la regién solucién. La iinica manera de encontrar la regién

solucién es dividir el plano en tres regiones a si como lo muestra la Figura 1.20.

R,
N

=t N\

- \—,‘bxl

Figura 1.20: Clasificacion del plano en tres regiones.

Esta solucién se puede encontrar agregando una capa oculta de neuronas al percep-

trén asi como lo muestra la Figura 1.21.

En el siguiente capitulo mostraremos un algoritmo que nos ayuda a tratar este

problema de clasificacién y asi poder resolver el problema de la funcién XOR.
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1*capa capa eculta capa de salida

Figura 1.21: Esquema de un perceptron con capa oculta.




apit ulo 2

Back Propagation

2.1 Red con Back Propagation

Una red con propagacién hacia atras (BPN por sus siglas en ingles, Back Propagation

Network) es una red multicapa, como se muestra en la Figura 2.1. esta compuesta por

Salida leitia.en paralelo

Fiujo de idormacion =

" Ertrada aplicadh en garalelo

- Figura 2.1: Esquema de una red multicapa.

una capa intermedia o capa oculta, la cual tiene varias entradas y una salida, donde cada

21
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nodo es un perceptrén. Esta red es también conocida como perceptron multicapa. S

entrenamiento se realiza mediante el algoritmo de Back Propagation.

2.2 Funcionamiento de una BPN

Al entrenar un perceptrén multicapa, se busca minimizar los errores de la capa de salida
y obtener un valor muy parecido a la salida deseada. Para ello se realizan dos grandes

pasos que consisten en lo siguiente.

Paso 1: Se le presenta un patréon como entrada a la red que estimula a la primera capa y .
este estimulo se propaga a todas las capas superiores hasta generar una salida. Se -
compara con la salida deseada y se calcula el error. Este se propaga hacia atras a
cada una de las capas intermedias y se actualizan los pesos de la conexién de cada
unidad en cada capa. Esto se repite mediante un proceso iterativo hasta obtener la

salida deseada.

Paso 2: Una vez entrenada la red, cuando se le presente un patrén de entrada arbitrario que
contenga ruido, las unidades de las capas ocultas de la red responderan a una salida

activa si la nueva entrada contiene un patron que se asemeje a aquella caracteristica

que las unidades individuales hayan aprendido a recordar durante su entrenamiento.

El problema central cosniste en encontrar el vector de pesos para el cual el error entre la
senal producida por la red y la senal deseada sea minima. A continucién mostraremos dos
maneras de resolver este problema en una red monocapa con el fin de hacer una extetsién

a la red multicapa.
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.3 La regla de aprendizaje de minimos cuadrados
(LMS). |

" egla de aprendizaje de minimos cuadrados (o LMS, por sus siglas en Inglés Least

ean Square) consiste en lo siguiente,

Sean i los vectores de entrada, asociados a la salida deseada dg, con k =1,2,... L
donde T es un vector de dimensién n, dy es un escalar. Sea y; la salida obtenida. El

dbjetivo consiste en encontrar el vector de pesos w para el cual el error sea minimo.

Sea € = dk — Yk, donde y; = w'x; Definimos el valor esperado del error de la,

iguiente forma:

k=1
1 & 1 & 1 o

= 1 Z(dk)z -7 Z 2dyw'zy + I (whzy) (w'ay)
k=1 k=1 c=1
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obtenemos
1 L 7 L
g = E Z(dk —2— Z dkﬂ?k’w‘ "1;: Z $k$k
k=1 k=1 k=
1 L 1 L 1 L
= < Z(dk)z — QE[Z dyxh|w + wt[z Z(mkmi)]w
k=1 k=1 k=1
Definamos

L 1 &
= mekmi, P = Edemi.
k=1 k=1

Nétese que R es una matriz simétrica de n x n. Por lo tanto:

L
1
=7 > (d)* - 2Pw + w'Rw.
k=1

Para encontrar w* 6ptimo se deriva £ y se iguala a cero. Para ilustrar como se obtiene la

derivada de £, derivaremos individualmente cada termino de la expresion de &.

B(% Y ()]

Jw =0
i awi(Piwl+P2UJ2+ -+Pn'wn)
_a_(Pw) _ %(lel + PQ’U)z dee 4 Pn'wn)
dw :
i 3—3—(le1 + Pg’iUz + -+ Pywy)
_ P,
P
= || =P

El producto w!Rw es una forma cuadratica de la forma

n n
w'Rw = E E R,;jwz-wj.
LA




Por lo tanto:

—2P + 2Rw*

¢

dw

LA REGLA DE APRENDIZAJE DE MINIMOS CUADRADOS (LMS).

erivando la ecuacién con respecto a w obtenemos:

-5 s
%(ZZR&WW;‘)

=1 j=1

a T T
5@(2 > Rijwiw;)

i=1 j=1
n

5 .
gw—n(z Y Rywaw;)

zn: Riw;

I~ n
E lewj -+
i=]1 7=1

Z Royw; + Z Riow;

i an'wj +

i=1

T
E Rinwi
=1

= Rw + R'w

Como R es una matriz simétrica, la Ecnacidén 2.1 se reduce a

0 gy
-BE(w Rw)} =2Ruw.

—2P + 2Rw.

0

2Rw"* 2P

w* RlP

I

25

d

|

(2.1)

(2.2)

Igualando a cero y sustituyendo w por el vector de pesos Gptimo w* obtenenmos
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Como puede observarse, el cdlculo de w* depende de encontrar la inversa de la matriz

R, que no necesariamente existe (por ejemplo, si los vectores de entrada son z; = (1, 1)
5 5

v 19 = (2,2)", entonces la matriz R es de la forma R = ( 5 5

) y esta matriz no es

invertible).

A continuacién utilizaremos un método iterativo, llamado Método de Descenso mds
pronunciado o regla Delta, el cudl consiste en, primero, asignar valores arbitrarios a los
pesos v a partir de este punto se determina la direccién de la pendiente més pronunciada
en direccién hacia abajo. Luego se modifican ligeramente los pesos para que el nuevo
vector de pesos se deslice un poco mas abajo en la superficie. Este proceso se repite hasta

haber alcanzado el minimo, ver Figura 2.2, Inicialmente el vector de pesos no se desliza

Figura 2.2: En esta figura se muestra la visualizacion del método mds pronunciado.

directamente hacia el punto minimo. La seccién transversal de la superficie de pesos suele
ser eliptica, de tal forma que el gradiente negativo puede no apuntar directamente hacia
el punto minimo, al menos al prineipio, asf como se muestra en diagrama de contornos de
la superficie de pesos de la Figura 2.3. Dado que el vector de pesos en este procedimiento
varfa, lo describiremos como una funcién explicita del tiempo t. Al vector iﬁicia.l lo

denotaremos con w(0), y el vector de pesos en el instante ¢ como w(t). En el instante
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Figura 2.3: Esquema del diagrama de contorno de pesos.

¢+ 1 el vector w es de la sigulente manera.

w(t + 1) = w(t) + Aw(t), (2.3)
- donde Aw(t) es el cambio que sufre w en el instante ¢.

El objetivo es encontrar w tal que el error sea minimo. Por lo tanto el cambio que

_sufre w(t) es proporcional al Vel (w(t)). Se considera el gradiente negativo debido que se

esta buscando la direccién de descenso mas pronunciado en cada punto de la superficie,

" lo que da lugar a la siguiente expresion.

wit +1) = w(t) — pVeuw(t) (2.4)
donde u se conoce como la tasa de aprendizaje.
Considerando el error cuadréatico medio
1 1
ep(w(t)) = 5(dv — w)’ = ok - wh(t)zx)?,

‘obtenemos
Vel (w(t)) = —(dp — w'(t)zx) Tk
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= —ep{w(t))zs.

Por lo tanto
w(t + 1) = w(t) + pep{w(t))z (2.5)

A continuaciéon mostraremos un ejemplo.

Dados un vector de entrada y una salida deseada veamos cémo este proceso iterativo

encuentra el vector de pesos éptimo para el cual el error es minimo:

FEntradas | Salida
x| T2 | 73 D
1100 2

Tabla 2.1 Fjemplo del algoritmo LMS

Supongamos que todos los pesos inicializan con un valor de 0.1. Aplicando el patrén de

entrada obtenemos la siguiente salida
y =0.1{1) + 0.1{0) + 0.1(0) = 0.1

El error es

e=2-01=19.

Dando un valor arbitrario muy pequeno a p , por ejémplo 4 = 0.1, obtenemos el siguiente

resultado:
1 0.19
per(Bzy = (0.1)(1.9) | 0 | =| 0
0 0
Por lo tanto el vector de pesos actual es:
0.1 0.19 " 0.29
w=| 01} + 0 =1 01

0.1 0 0.1
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vemos a calcular la salida

error obtenido es:

La salida actual es:

y = 0.29(1) + 0.1(0) + 0.1(0) = 0.29.

pex(B)zr = (0.1)(1.71) [

e=2-029=171
1
0=
0

0.171 }

“Por lo tanto el nuevo vector de pesos es:

0..29
w = 0.1

0.1

N

0
0

0.171
0 .
0
0.461
01 |.
H

y = 0.461(1) + 0.1(0) + 0.1(0) = 0.461.

Resultados del ejemplo de la tabla 2.1.
[terac. } X Ws Xo | Wyl X3 | W3 Y D €

1 1 0.1 0101} 0|01 0.1 2 1.9

2 1 0.29 0 |01] 6 |01 0.29 2 1.71

3 1 0.461 0010 (01 0.461 2 1.539
4 1 0.6149 0 {01 0 01| 06149 | 2 1.3851
5 1 1075341 | 0 101 ) 0 01} 075341 | 2 | 1.24659
6 1 {0878069) 0 j0O.1| O |0.1]|0.878069 | 2 | 1.121931
28 1 | 1889535 0 | 0.1 0 1011889535 2 |0.110466
29 1 119005811 0 |01 O |0.1]1.900581( 2 | 0.099419
30 1 119194717 0 {01} O {0.1]1.919471; 2 | 0.080529
31 1 11927524 0 (01| O j0.1]1.927524 | 2 | 0.072476
32 1 11934771 0 | 0.1 0 | 0.1]1.934771 | 2 | 0.065229
33 1 11941293 0 (0.1 0 | 011941293 | 2 | 0.058707

Tabla 2.2 Resultados de la tabla 2.1 utilizando el método de la regla Delta.

29
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En la Tabla 2.2 muestra como estdn cambiando los vectores de pesos en cada.j
eracién, que después de 33 iteraciones se observa que el método estd convergiendo a-

salida deseada.

Como hemos utilizado una aproximacién del gradiente en la Ecuacién 2.5, el cami
que sigue el vector de pesos al bajar por la superficie de pesos hacia el minimo no sers
directamente. En la Figura 2.4 se muestra la ruta que va siguiendo el vector en busca
del error minimo utilizando el algoritmo LMS, la cual no es una curva suave, por que se'
estd aproximando el gradiente en cada punto. Obsérvese también que el tamafio del pasd
se vuelve cada vez mds pequefio a medida que nos aproximamos a la solucién de error

minimo.

=\
)
)

-4

\

[
1
2
-
S
»
Iy

Figura 2.4: Esquema de la bisqueda del error utilizando el algoritmo de minimos cuadra-
dos LMS.

Fl método antes visto no es 1til para resolver el problema de separabilidad no-
lineal, que se nos presenté en el primer capitulo para resolver el problema XOR. Sin
embargo utilizaremos los conceptos aqui vistos para resolver el problema con el método

de Backpropagation.
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4 Back Propagation

jgura 2.5 nos muestra la arquitectura de una red multicapa sin conexiones de reali-
entactén 1ni conexiones que salten de una capa para ir directamente a una capa exterior.

- continuacién desarrollaremos el algoritmo de Back Propagation. Supongamos que se

Xps Xpi X

Figura 2.5: Fsquema de la arquitectura de una Red Multicapa.

tiene un conjunto de P entradas, X = {z1,%2, ..., ,}’ donde X € R", conk =1,2,...,p.

Vamos a desarrollar un método de entrenamiento suponiendo que los pares de vectores
de entrenamiento se hayan seleccionado adecuadamente y que haya un nimero suficiente
de ellos. Veamos e! funcionamiento de una BPN, revisando las ecuaciones que utiliza

el procesamiento de informacién que hay en la red de tres capas de la Figura 2.5. Se

unidades de entrada distribuyen los valores a las unidades de la capa oculta, donde la

aplica un vector de entrada X, = (Zp1, Tp2, ..., Tpn )" €N la capa de entrada de la red. Las -
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entrada neta de la j-ésima unidad oculta es:
T

ﬁ.eta,gj = Z w;mm (2.6)
i=1

en donde w;-’;. es el peso de conexidn procedente de la i-ésima unidad de entrada, =, es la
salida de la i-ésima neurona, T, es una entrada mas y es igual a 1. El indice A se refiere

a la capa oculta. La salida de la capa oculta esta dada por:

Spj = f;"(nemzj). (2.7}

L.a entrada neta a la capa siguiente estd dada por:

L
netag;, = Zw;jsm (2.8)
=0
opk = fr(netag,) (2.9)

La Ecuacién 2.8, indica la entrada que tiene la capa de salida y la Ecuacién 2.9 indica la

salida, donde o significa el nivel de la capa de salida.

El conjunto inicial de valores de pesos representa una primera aproximacién de los
pesos correctos para el problema. El procedimiento basico para entrenar a la red es la

siguiente:

1 Se aplica un vector de entrada a la red, y se calculan los valores correspondientes

de salida.

2 Se comparan las salidas obtenidas con las salidas deseadas, y se determina una

medida de error.

3 Se determina en qué direccién (+ & - ) debe de cambiar cada peso con objeto de

reducir el error.
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4 Se determina la cantidad en que en que es preciso cambiar cada peso.
5 Se cambian los pesos.

6 Se repiten los pasos del 1 al 5 con todos los vectores de entrenamiento hasta que
el error para todos los vectores del conjunto de entrenamiento quede reducido a un

valor aceptable.

2.5 Actualizacién de pesos de la capa de salida

Para el cambio de los pesos se utilizara la regla Delta:
wi(t + 1) = wi(t) + pepzp

en donde i como se menciono anteriormente, es la tasa de aprendizaje. @y; es la ¢-ésima
- componente del k-ésimo vector de entrenamiento y € es el error entre la salida y el valor

correcto, €, = (dx — Yx)-

Cuando tenemos mis de dos capas ocultas o la salida no es lineal, utilizaremos las
- siguientes ecuaciones que resultan de derivar la regla delta. El error del k-ésimo vector
de entrada es ex = (di — yx), en donde d;, es la salida deseada y ¥ es la salida real, como
en una capa hay varias unidades y en una BPN no basta con un inico valor de error ¢,
se utilizara una notacién distinta a la que se uso en la regla Delta. Definamos el error de
una unidad de salida de la forma &, ={yp — og), en donde el subindice p se refiere al
p-ésimo vector de entrenamiento, y k se refiere a la k-ésima unidad de salida, donde ypi
, es el valor de salida deseado, v opx es la salida obtenida a partir de la k-ésima unidad.

El error que se minimiza es la suma de los cuadrados de los errores de todas las capas de
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salida.

1 M
"E, = §Zégk. (2.10)
k=1

El factor % de la ecuacién 2.10, se pone por conveniencia para facilitar los cdlculos mas

adelante.

Para determinar el sentido en el que se debe de cambiar los pesos, calculamos el
gradiente negativo de Ep \VE,, con respecto a los pesos wy;. Después se pueden ajustar
los valores de los pesos de tal forma que se reduzca el error total. En la Figura 2.6 se
muestra un esquema del gradiente VE, en el punto z, junto con el valor negativo del
gradiente. Los cambios de los pesos se producen en la direccién del gradiente negativo,
qgie es la direccién del descenso més pronunciado a lo largo de la superficie al punto z.
Ademsds los cambios de los pesos deberian hacerse iterativamente hasta que Ep alcance

el punto minimo zp;,. Considérese por separado cada componente de VE,. Partiendo de

Figura 2.6: Esquema del espacio de pesos.
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. Bcuacidn 2.10 y de la definicién de &,.
1 2
Ep=3 > (k= o)
k
tilizando la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de Ep y utilizando

as Ecuaciones 2.8 y 2.9, para el valor de salida opg, la expresion nos queda de la siguiente

‘manera:
OE, _ : afe 3(neta.;k)
dug; (W Opk)a(neta;k) Buwg, (2.11)
donde
d(netag,) s, L .
owy,  Ow ;wkﬁsm = %p (2.12)
Y
Af ;. o
m = (netapk). (213)

Sustituyendo las Ecuaciones 2.12 y 2.13 en la Ecuacién 2.11 se obtiene la siguiente expre-

sion:
oF,
(o]
owy ;

= —(ypk — Opk; )f,'c"(neta;k)spj.
Multiplicando por menos uno para obtener el gradiente negativo:

OE. o
'awg' = (Ypk — Opi)} S (neta;k)spj
j

Por lo tanto la magnitud del cambio de los pesos, consideramos que serd proporcional al

gradiente negativo:
0E,

o
3wkj

Awp; = p{—

Asi, los pesos se actualizan de la siguiente manera para la capa de salida:

wi; (1) = w;(t) + Awy;
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en donde

Awgo = p{Ypr - Opk)fi::a (neta;k)spj

Ahora examinemos la funcién f°.

El primer requisito que se pide es que f? sea derivable. Este requisito elimina la

posibilidad de utilizar una unidad umbral lineal tal como la describimos en él Capitulo I
La salida que utilizaremos serd la funcién sigmoide:
fi(netag,) = (1 — e neta’pk )_1

En la Figura 2.7. representaremos la funcién sigmoide.

(A

( 1 T : % x

Figura 2.7: Esquema de una funcion sigmoide.

Derivando tenemos que:

v (netag,) = f2(1— f7) = opk(1 — opk).
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lo tanto la actualizacién de los pesos se expresa de la siguiente manera:
wia(t + 1) = wiz(t) -+ 1Yok — Opk)0pk (1 — 0pr) 55

ssumiendo las ecuaciones de actualizacién de pesos, definimos el error de la siguiente

b = (Ypie = Opk)0pr(1 — Opic)
donde opr(1 — opx) = fi’(netal,). Por lo tanto:
bpe = (Ypk — opi ) fi (netagy ). (2.14)

‘Sustituyendo (Ypr — Opk) = Opk, que es el error de una sola unidad de salida, la expresién
‘e la siguiente:

6;k == 6pkf£:a (neta;k)

‘Entonces podemos escribir la ecuacién de actualizacién de pesos para la capa de salida

‘en la forma:

wi;{t + 1) = wi,; () + pépysp

2.6 Actualizacién de pesos de la capa oculta

Podemos calcular el error de salida de la capa oculta, sin embargo no conocemos la salida
correcta de estas unidades, por lo que no es posible obtener una medida del error de salida

de la capa oculta. Trataremos de encontrar una relacién del error Ep con los valores de

salida de la capa oculta.
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Analicemos la ecuacién.

Ep = (ypk - Opk)2

[N
=[]

(v — fe(netag,))®

I
| SRR
=]

L 2
> (ypk — £2 (Z wﬁjspj))

=0

DN =

Aprovecharemos el hecho de que, de acuerdo a las Ecuaciones 2.6 y 2.7, sp; depende de

los pesos de la capa oculta y calcularemos el gradiente de E, respecto a los pesos de la
capa oculta.
0E, 1 i 9
2= = o Yok — o)
owl 2~ dwj;

Derivando explicitamente Ep utilizando la regla de la cadena la ecuacién queda de la

forma:
0E, _ O0pk a(neta;k)_ O(8p;) 3(netagj)
aw;'- - Z(ypk Opk)a(neta;k) aspj a(netagj) St

T k i

(2.15)

Desarroliando cada uno de los factores de la Ecuacién 2.15

ao,,k _ 3f lg (neta’;k) _ 1o o
d(netas) O(netag,) = Ji(netag)
L
a (Z w,‘;jspj)
O(netad,) _ =0 — e
Fsp; Osp; &
Bu)  _ OUbmetdh)
O(netal;) d(netal;) AR
L
d wha,,;
d(netal,) (; ! ”‘)
e Sty /24 = o

h = R
Bprj , dw %
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astituyendo estas ecuaciones en la Ecuacion 2.15 la expresion queda de la  siguiente

3E,
o,

onsiderando la magnitud del cambio de peso proporcional al gradiente negativo tenemos

= Z(y?’k “— Opk) f,;"(neta;k)ng fJ’-h (netagj)a:m
k

Awyi = p‘z Ypk — O?Jk)fk (nefa'pk)wk_) (nefa'p_j)’r;m!
k

nde p de considera la velocidad de aprendizaje.

Utilizando la Ecuacién 2.14:

.Aw“,,I = ;,LZ k'wkjf’h neta, )i
rescribimos
Awh = pfF(netal) > " 65wg mp (2.16)

k

Nétese que la actualizacién de los pesos de la capa oculta depende del error de la salida
°x De aqui surge la nocién de la propagacidn hacia atrds. Analizando la actualizacién
de los pesos observamos que los errores de la capa de salida se propagan hacia atrés a la

capa oculta. Por lo tanto definimos el error de la capa oculta como:
= f’h(neta )Z ok Why (2.17)
_La ecuacidn de la actualizacién de los pesos de la capa oculta es la siguiente:
(t+1)—w ()—|—/_\w - (1). (2.13)

Sustituyendo la Ecuacién 2.16 en la Ecuacién 2.18 queda de la forma:

h
W;Li (t+1) = w;*i (£)+ ufj'-h(netapj) Z MRTE G
k
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Sustituyendo la Ecuacidn 2.17, obtenemos la ecuacién de la actualizacién de los pesos:
h _ h
wii(t + 1) = wi(t) + pby;ap.

Resumiendo todas las ecuaciones, representaremos un orden en que serian utilizadas

durante el entrenamiento para un tinico par de vectores de entrenamiento para una BPN.

1 Se aplica el vector de entrada @, = {(Tp1, Zp2, ..., Zpn)' a las unidades de entrada.

2 Se calculan los valores netos procedentes de las entradas para las unidades de la
capa oculta:

N
ho . R
netapj == E Wi T

=0

3 Se calculan las salidas de la capa oculta:

h

4 Se pasa a la capa de salida. Se calculan los valores netos de las entradas para cada

unidad:
L

o _ 0 .
neta,, = E Wi Spj

§=0

5 Se calculan las salidas:

opk = 7 (nem;k)

6 Se calculan los términos de error para las unidades de salida:

b = (Upk — 0pk) fi' (netay)
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7 Se calculan los términos de error para las unidades ocultas:
h __ pth h o o
6 = 1 (neta,, ) Z Ok Wi

Obsérvese que los términos de error de las unidades ocultas se calculan antes que

hayan sido actualizados los pesos de conexién con las unidades de la capa de salida.

8 Se actualizan los pesos de la capa de salida:

w,‘;j(t +1)= w,‘:j(t) + }L5;kspj

0 Se actualizan los pesos de la capa oculta:

w_;}il'i(t +1) = wj(t) + M‘ng“’ﬁ

El orden de actualizacién de pesos de una capa individual no es importante.

M
1
Cuando el error E, = 3 Z 531; resulta aceptablemente pequefio para todos los pares
k=1

de vectores de entrenamiento, éste se puede dar por concluido.

A continuacién mostraremos un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de este
algoritmo.
Sean los vectores de entrada x,, o9, T3, cOn sus respectivas salidas vy, 2, asf como lo

muestra la tabla siguiente.

Entradas | Salida

i Ty | Zo | T3 | Y1 | Yo

| 110107071
: N 1111067110
| 111111

Tabla2.3 Datos
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En la grafica siguiente se muestra la arquitectura de la red para este ejemplo:

Figura 2.8: Esquema de una red tipo BNP para el ejemplo de la tabla anterior.

PASO 1: Se presenta el vector de entrada.

X1 = (l, 0, O)t

PASO 2: Se calculan las entradas de cada unidad de la capa oculta.

N

Ao A

neta,; = E Wi
i=0

cont 1= xo = 1 y con un valor inicial de w =1.

netas = 1(1) +1(1) +1(0) + 1{0) = 2.

netag = 2.
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PASO 3: Se calculan las respectivas salidas.
1

Spj = f;‘(neta.gj) = W
54 = 088
SB - 0.88-

L
o . ‘ o .
netﬂ.pk = E wkjSPJ,
'—0

donde 85 = 8o = 1.
netag = 1(1)+1(0.88) +1(0.88) = 2.76.

netap = 2.76.

PASO 5: Se calculan sus respectivas salidas.

oc = 094

op = 0.94
PASO 6: Se calcula el error de la capa de salida.
6% = (Ypk — 0pk)f ¥ (netag);

donde

to

©(netag,) = opk(l — opk)-

§p = (1—0.94)(0.94)(1 —0.94) = 0.003.

PASO 7: Se calcula el error de la capa oculta.

h 0 .0 .
by = f}h(”et“gj)zﬁpkwkja

PASO 4: Se calcula la entrada a cada unidad de la capa de salida.

§c = (0—0.94)(0.94)(1 — 0.94) = —0.05.

43

he
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fiMnetal;) = spi(l—sp;).
fi = 0.105 f5=0.105
64 = (0.105)[(—0.05)(1) + (0.003)(1)] = —0.004
5 | | 6 = —0.004

PASO 8: Se modifican los pesos de la capa de salida.
wlc:.j (t+1) = wij (t) + P‘S;kspj

donde p = 0.1

woa(t +1) = 0.995 wealt+1) = 1.0002 wep(t+ 1) = 0.996

wpe(t+1) = 1003 wpa(t+1) = 0996 wpa(t+ 1) = 1.0002

PASQO 9: Se calculan los pesos de la capa oculta.

w?;‘ t+1) = ’w;';;(t) + #633'9%
wAg(t+l)= 0.999 wAl(t+1)= 0.999 'wAz(t+1)ﬂ 1 wAg(t-l-l): 1
’U‘JBg(t + 1) = 0.999 ’sz(t + 1) = 0.999 ’ng(t-l— 1) =1 ’wsg(t =+ 1) =1.

Se reinicia en el paso 1, utilizando los pesos modificados como pesos actuales.

Se le presenta el vector de entrada:

X, = (1,1,0)
Se calculan las entradas de cada unidad de la capa oculta.
netay, = 0.999(1) 4+ 0.999(1) + 1(1) + 1(0) = 2.99.

netag = 2.99.
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calculan las respectivas salidas.
s4a = 0.95.
sg = 0.95.
f Se calcula la entrada a cada unidad de la capa de salida.
‘ netag = 0.995(1) + 0.996(0.95) -+ 0.996(0.95) — 2.88.
netap = 2.9,
e calculan sus respectiVas salidas.
oc = 0.946.
op = 0(.947,
“Se calcula el error de la capa de salida.
b = {1—0.946)(0.946)(1 - 0.946) = —0.0027.
6p = (0—0.947)(0.947)(1 — 0.947} = —0.047.
~ Se calcula el error de la capa oculta.
04 = 0.088
6 = 0.088
Se calculan los pesos de la capa de salida.
wge(t+1) =0.995 wea(t+1) =0.996 wpa(t+1) = 0.995
wpp(t+1) = 0.998 wep(t+1) =0.996 wpp(t+1) = 0.995
Se calculan los pesos de la capa oculta.
wag(t+1) = 1087 wa(t+1) = 1087 walt+1)=1 was(t+1)=1.088.
wpe(t+1) = 1.087 wp(t+ 1) =1.088 wpy(t+1)=1.087 wpas(t+1)=1.

Se empieza de nuevo en el paso 1 y se toman estos nuevos pesos como pesos iniciales.

i

ol -+ o B A e T e
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Se le presenta el vector de entrada.

,X3 = (1! 1: 1)t

M
1 2
Se repiten los pasos del 2 al 9 y asi sucesivamente hasta que E, = 2 }: b sea lo
k=1

suficientemente pequefio.




‘apitulo 3

a Red De Hopfield

3.1 Red Neuronal Recurrente Discreta(RNRD)

“Una Red Neuronal Recurrente Discreta (RNRD) es aquella en la que existen conexiones
que enlazan las salidas con las entradas, lo que le proporciona gran generalidad en su
operacién pues la salida de la red en un instante determinado, dependerd no solo de las
entradas actuales y de los pesos de conexién, sino también de las salidas ofrecidas por la

red en instantes anteriores. Esta caracteristica hace que las redes recurrentes muestren

propiedades similares a la memoria humana, en la cual el estado de las salidas de las
neuronas del cerebro depende, en parte, de entradas (estimulos) anteriores. Dicho de
otra forma, es un sistema capaz de reconstruir informacién exacta y completa a partir de
unos datos de entrada incompletos, ruidosos o degradados. Las redes recurrentes se usan
principalmente en el desarrollo de las denominadas memorias asociativas. Las memorias
asoclativas son sistemas que permite imitar las funciones de la memoria humana en los

siguientes sentidos:

47




48 CAPITULO 3. LA RED DE HOPFIELD
a) Se reproducen conceptos previamente elaborados o se recuerdan impresiones pasadas;
b) Se evocan ideas desde conceptos parecidos o situaciones semejantes;

¢) Por su modo de operacién, esta memoria se puede describir como un sistema

asociativo de procesamiento de informacion.

Desde otro punto de vista, una RNRD es un sistema que es capaz de almacenar en su
estructura interna, es decir, en las conexiones entre las unidades del sistema, un nimero
determinado de vectores prototipo. El estado inicial de las citadas unidades representa un
vector de datos, o vector de estado inicial x(0), correspondiente a alguno de los posibles
patrones u del espacio de las clases. A continuacién la red evoluciona partiendo de este
estado inicial. La evolucién se realiza en las neuronas; es decir, cada neurona cambia
su estado de acuerdo con un cierto esquema preestablecido en una ecuacién denominada
ecuacion dindmica. Esta ecuacién es una funcién del nivel de activacién que llega a cada
neurona en el instante de tiempo actual. El sistema se estabiliza cuando se alcanza un
instante de tiempo en el cual ninguna neurona cambia de estado, al aplicarle la ecuacién

dindmica.
3.2 Red de Hopfield

La Red de Hopfield es una implementacion de memorias asociativas. Una red de Hopfield
es una red recurrente, formada por un conjunto de neuronas dispuestas espacialmente,
totalmente conectadas entre si y operando concurrentemente (ver figura 3.1). En su
estructura no cabe el concepto de capa ni otra caracterizacion de los nodos en categorias.
No posee neuronas ocultas, por lo cual toda la informacién aprendida por la red, estd

directamente disponible; es una red no supervisada basada en la ley de Hebb y puede
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" decirse que carece de aprendizaje, entendiendo como tal, la obtencién adaptativa en el
‘tiempo de los pesos de conexién, dado que la red fija los pesos en la primera etapa de

operacién y los mantiene invariables hasta la convergencia de la misma.

Figura 3.1: Esquema de una Red de Hopfield.

3.3 Ley de Hebb

Tal como hemos comentado en el apartado anterior, la solucién para disefiar una RNRD
que trabaje como una memoria asociativa, consiste en encontrar la matriz de pesos W y el
vector de umbrales 8. Buscando la solucién a este problema, algunos de los investigadores
pensaron que podria encontrarse la misma, considerando a la red como un modelo del

cerebro. Fue entonces cuando se estudiaron los trabajos de Donald O. Hebb(ver capitulo

1), con objeto de poder aplicarlos en busca de la citada solucién. Hebb mantenia que las

memorias asociativas biolégicas yacian en las comexiones sindpticas existentes entre

las células nerviosas; es decir, las neuronas biolégicas deben sus peculiares cualidades de
: P

procesamiento de la informacion de forma adaptativa, a su capacidad de auto organizacién.

Hebb pensé que la capacidad de aprendizaje radicaba en la habilidad de las neuronas para

-]
i3
1
Bl
5
1‘ 3
13
|8

modificar sus conexiones, en el establecimiento de sindpsis nuevas etc.
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3.4 El caso de un solo patrén

;Cémo se podria aplicar este resultado  al problema que estamos considerando?":
Empezamos con el caso més sencillo, en el que se considera que el vector de umbrales 6
es el vector nulo y que 1inicamente se quiere integrar un patron £ € {—1,1} en la red.
Considerando la ley de Hebb se puede pensar que si inciden sefiales del mismo signo sobre
las neuronas z; y z; entonces el pesosindptico entre ellas debe reforzarse; es decir, el valor
w;; se debe incrementar. Por el contrario si inciden sefiales de diferente signo sobre las
neuronas 7; y %, entonces el peso sindptico entre dichas neuronas se ha de debilitar; es
decir el valor de w;; debe disminuir. Es importante remarcar que como las coordenadas de
un patrén se toman como valores pertenecie'ntes al conjunto {—1, 1}, puede pensarse que
las sefiales son precisamente los signos de los elementos anteriores. Dicho de otra forma,
dos sefiales ser4n iguales si son del mismo signo y serdn diferentes si sus signos lo son o
también, dos sefiales serdn iguales si su producto es +1 y seran diferentes si su producto
es -1, Demostraremos que con estos valores para los parametros, W = w;;, la red actia

CcOIMO una memoria asociativa.

Aplicando la ley de Hebb y suponiendo que inicialmente asignamos un valor nulo a
los pesos w;;, una vez que el patrén £ ha dejado huella sobre estos, entonces el valor de los
pesos wy; serd wi; = £&; , ya que si & y §; son del mismo signo, es decir si las seflales &;
y &; son iguales, el producto §&; sera igual +1 y la sindpsis que une la neurona 7; con la
x; se verd reforzada. Si las sefiales & y §; son diferentes, £§&; serd igual a -1 y la sindpsis

que une la neurona z; con la z; se vera debilitada.

Para visualizar la matriz de pesos, podemos conteraplar ésta como si se tratara de
la matriz de adyacencia de un grafo completo, (ver figura 3.2). El peso w;; se puede

interpretar como el valor asignado a la arista w;; del citado grafo.
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Figura 3.2: Ley de Heebb.

Para justificar que la matriz de pesos asi obtenida responde efectivamente a
los requerimientos que vamos persiguiendo, deberemos de ver que efectivamente la red

asi construida trabaja como una memoria asociativa.
y

Para ello primeramente vamos a ver que el vector £ es un elemento estable del
sistema; es decir, vamos a ver que si z(0) = £ entonces z(0) = z(1). Pero esto es facil de
comprobar ya que si para uno cualquiera de los i € {1,2,...,n} se verifica por ejemplo que

7;(0) = 1 esto significa que § = 1 y por lo tanto segin la ley de Hebb se verificard que
= Sgn 2 wyz;(0)] = Sgn Z €:€s8;] (3.1)
=1

ya que wi; = &&; y %;(0) = £; Por lo tanto

T

= Sgn[z & = Sgn[z z;{1}] = Sgn Z 1] = Sgn[n] =1 (3.2)

j=1 =1

de la misma manera si 2;(0) = —1, es decir si §& = —1 se hubiese verificado que

Sgn[z &) = Sgn{ Z 2;(0)] = Sgn Z = Sgn[-n| = (3.3)
=1 j=l1

j=1
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Eisto se verifica para cada i del conjunto, por tanto el patrén £ es un elemento estable del

sistema.

Veamos ahora que también es estable el patrén € simétrico de £ ; es decir, el patrén
talque § = lsiysolosi§ =-1ly & =-lsiysolosi § = 1Vi € {1,2,...,n}. si 2;(0) =

1 esto significa que & = 1y

= SQH[Z wiz;(0)] = Sgn> _ &) (3.4)

i=1

TR

ya que wy; = &€; ¥ 75(0) = ;. Por lo tanto, como &;£; = -1 para todo j, entonces

= Sgn[>_ —&) = Sgn[> &l = Sgn[D _ (1)} = Sgn [2 = Sgnin] = —1 (3.5)
=1 i=1 =1

e

De forma similar puede probarse para el caso z;(0) = -1.

Hemos calculado los pardmetros de la red, matriz de pesos, que permiten memorizar

0
T

jﬁ.
E: 1
I

¥

un solo patrén, siguiendo un procedimiento basado en la ley de Hebb. Ahora vamos a

comprobar que el sistema se comporta como una memoria asociativa, en el sentido de que

cualquier otro patrén & distinto del £ es atraido o bien por & o bien por € dependiendo de
a cual de los dos estd més proximo. Supongamos que el niimero de caracteristicas de £”
que son coincidentes (iguales y en el mismo lugar) con las de £ es mayor que n/2, vamos a
ver entonces que si (0) = £ , la red se estabiliza cuando z(t) es igual a £. Para cualquier

i€ {1,2,...,n} se verifica, segiin la ley de Hebb que
z:(1) = Sgnld _ wim;(0)] = Sgn[> _ &£;€5) = Sgnlé Y _ &¢€7) (3.6)
F=1 J=1 i=1

va que wy; = §&; Ademas si el mimero de componentes de £ que son coincidentes con las

de £ es mayor que n/2 se verificard que:
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Y &6 > 1 (3.7)
j=1
por lo tanto
Sgnl&: > &&= & (3.8)
F=1

por lo tanto x(1) = £.

Es evidente que si £ se hubiese parecido més a & que a &, es decir si el niimero de
componentes coincidentes hubiese sido menor que n/2 entonces x(1) hubiese sido igual al
de € Por lo tanto hemos visto que ia ley de Hebb es un buen procedimiento para calcular

la matriz de pesos W, cuando tenemos una memoria asociativa de un solo patrén.

3.5 Sintesis de las redes de Hopfield para N patrones.

El problema de sintetizar mediante una red de Hopfield una memoria asociativa que

almacene una serie de vectores predeterminados es complejo.

Es necesario generar la matriz de pesos (W) de la red de forma que los puntos fijos
de la red se correspondan con las clases. Para que la red sea eficaz el radio de atraccién
de cada clase debe ser el mayor posible. En términcs generales el niimero de clases que

se pueden almacenar eficazmente es una fraccién reducida de la dimensién de la red.

La forma mas simple para sintetizar una red de Hopfield que tenga como puntos

fijos los p vectores zy, ..., ¥p, €8 encontrar W tal que:

Wr;=z;,i=1,...,p
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a) Las p clases z;, son vectores propios de la matriz W con valor propio correspondiente

igual a la unidad. Por tanto hay que construir una matriz que tenga esta propiedad

Si X = [z1,..., %], se tiene como expresién para W:
W = X(X'X)"1X*

Sin embargo, para que un prototipo 7 sea punto fijo de la red no es necesario exigir

la identidad Wz = z. Basta con exigir sgn(Wz) = z, que se consigue imponiendo
Wr=A-2,A>0

b) Basta que cada prototipo sea un vector propio de la matriz W con valor propio

asociado positivo.

c¢) De esta forma se emplea como matriz de pesos:

W = EXX*
p

d) Para ajustarse a la estructura de la red de Hopfield en la que cada neurona no se
autoexcita, los elementos de la diagonal principal de la matriz de pesos han de ser

nulos.

w=Lxxt—pr)
p

Este procedimiento tiene algunos inconvenientes, entre los que se pueden mencionar losg

siguientes:

a} Aparecen puntos de equilibrio diferentes a las clases especificados.

b) Si x es un punto fijo de la red también lo es -x.
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c) Estos estados espiireos se pueden corregir mediante diversas modificaciones de la

matriz de correlacidn.

d) La capecidad de la Red de Hopfield es el maximo ntimero de clases que se pueden
almacenar con seguridad en la red. E} problema de determinar la capacidad de una

" red es muy complicado y ain no resuelto de forma satisfactoria. La mayor parte de
los estudios realizados ofrecen estimaciones asintdticas del méximo valor tolerable de
clases cuando la dimensién de la red es muy grande. Si se tolera un cierto margen de
error en la recuperacion de clases, puede admitirse un niimero de estos proporcional

a la dimensién de la red, pudiendo llegar a ser del orden del 13% del nimero de

neuronas.

3.6 Algoritmo de Hoppﬁeid.

PASQO 1. se empieza con el cdlculo de los valores de los pesos que conectan los nodos

utilizando la siguiente formula.

M
o = d Do, i
wo s=1

0, i= ]

donde w;; es el peso que conecta a las neurona j con la neurona ; es el valor del i-ésimo

elemento de la s-ésima clase. M es el nimero de clases que se desea aprender.
En forma matricial tenemos:
M
! E - MI
Wy; = ]\_/f HI._,;fL‘,i —
s

donde z; es el i-ésimo patrén a almacenar (ver figura 3.3).
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o, 0, .0, 0,
[ /.
/ f 1/

Wry

F i 1 { ]
4 o — T

..W$

|
X=(x X X, ot Xy)
; .
Figura 3.3: Esquema de un patrén a almacenar, presentado a la red.

PASQ 1I. Sé inicializa la red con el patrén de entrada desconocido (z); es decir,
0;(0) = z; donde z; = +1, para ¢ = 1,2,... , N donde: O;(0) representa los elementos

del v.ector de salida de la red en €l tiempo ¢ = Q.

PASOQ III. Tterar hasta converger de acuerdo a la férmula:

N
O;(t+1) = ful> w!O(t)},5 =1,2,...,N (3.9)
i=1

donde :

+1, si >0
fh(T) = -1, si x<0
0;(t), si x =0 estoes, no hay cambio en el valor de O;(t).

Se repite hasta que la salida para los nodos permanezcan sin cambios. Esta salida

representa al patrén que méas se parece al patrén de entrada dado.

Si los patrones almacenados no son suficientemente diferentes entre si, puede ocurrir

que ante una entrada la red no haga una asociacién correcta y genere una salida errénea.
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En la figura 3.4 se muestra como representar un patrén (una versién de la letra “A” en
este caso)en términos vectoriales. Ndtese que el estado de cada neurona se determina
basicamente por el signo. A una neurona apagada (es decir, inactiva) se le asigna el

estado -1. A una neurona encendida (es decir, activa) se le asigna el estado +1

Figura 3.4: Esquema de un patron X = (~1,1,1,1,-1,1,~1,--1,-1,1,..., -1, =1, 1} que
representa a la letra A. ‘

3.7 Ejemplo en maple

La representacién de las clases almacenadas se pueden ver en el apéndice D.

restart:

with(linalg):
Esta es una red de 120 neuronas en la que hay almacenadas 10 clases (10 digitos).
Paso I del Algoritmo.

N:=120: M:=10:

X[O]:=array([—l,~1,—1_,—l,—1,—1,—1,—1,—l,—l,-l,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1,—1,-1,-1,1,1,1,1,111,-1,nl,_l,l;ljl}_

1-1,1,1,1-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1,1-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,3,1,-1,-1,1,1,1,-

)
il
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]-3‘1:131a1;'1:‘111J111:'1:'1:“1:111:]-alslala'l:'111:'1:_131alvl}1:_1:‘13'1:”11'1:_1:'11'11'11‘1:‘1a‘1:"
1):

x[1]:=array([-1,-1,-1,1,1,11,-1,-1,-1-1,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1 -1, 1 -
1,-1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1, 1,1 11,111, 11,1, 110111 -1,-1, 1,1, 1, Lo 1 -1 -1 -1 -
110,10, 101,-1,-1,-1,-1, 1,1, 1,111,111, 1,1 11 o111 2,1 1 -1 <111
1,-1,1,1,1,1,-1,-1,-1]):

xl2)=array((1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 1,11 -1 -1 -1 -1-
1-1,-1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,1,1 -1 -1 -1 -
1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,-1+1-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1 1 -
1,-1D):

x[3]:=array ([-1,-1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1 - 11,111, 1,1,-1,-1,-1 -
1,-1,-1,-1,-1,1,1-1,-1,-1 -1 -1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1-1 -1,-1,-1,1,1,1, -1 - 1,1,
111,111,001 1,1 1 11 11,8 111 -1 111,00 -1 - 11,1, 1,1,1,0,1,0 1
1,-1,1,1,1,1,1,1,-1,-1]):

x[4):=array([-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1 -1 -1,-1,1,1 -
1a—l:‘1:1717_11'1)"1711]-v'l:“l:_1:1:1)'1:_1:_1r1:171:1?17171:1:"1!"1:17171311171:1:11”11"13'17_1:'1:‘1:“
11,1-1,-1-1-1,-0,-1,-1,-1,0,1-1 ~1,-1,-1 ~1,-1 -1 ~1,0,1-1,-1 -1 -1,-1 1 -1 ~1,1,1-1 -1 -1 -1 .-1.-

L

1,-1-1,1,1,-1-1]):

x[5]:=array([-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,1,1 -1,-1,-1-1,-1-1,-1,-1,1,1 -
1,-17-1,71,-1,-1,-1,-1,1,1,-1-1-1,-1~1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,1,,1,1 -1 -1 -1 -1 -1 - |
1,-1,-1,0,1,-1,,1 71,111 -11,0,0 -1, 1 -1,-0~1 21 -1-1,0,1 1,21 -1,1,1,1,1,0,11,-1,-1 -1,1,1,1:1,1,1,1])

A
T

x[6]:=array((1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1 -1,-1 ,-1,-1,-1,-1,1,1 -1 -




IR

:([g]x)esodsuery =:[g]1x

et :([p]x)osodsueny =:[p]yx
L cAEMRIYN A
] SYLIFRS SYIONTID 30 (4 )
¥y23.10(18/8 % (lelx)asodsuery =lg]ax
1(fg]x)esodsueny =:[g|1x
([1]x)asodsuery =:{1l3x
:([o}x)esodsuery =:[p]ix
:(h:h[‘-[‘[‘-[‘-[‘-[‘-[‘I_‘-["‘-[‘I‘I‘I‘I‘I‘I‘I‘I_‘-[".[‘-[(-["‘.[_‘-[—‘I_‘-[-II_‘.["I_(-[I.[‘-[J-["-[_‘-[J-[_‘-[_:-[_‘I
ST rrrrrrrrrrrr e rr T e e T T T T - T T T -1
_‘~[__G-[_lI_t-[c..[t..[LIcI_z.[_t.[wn.[_z.E_a[_c.[c.[c.[c.[t.[cn[c.[t.[cIt.[c.[tF-[t.[cI¢.[t.[c[tIL.[cchﬁ])l{?Imz:[6]X
(i
“Trrrtrrrrrrrrrrrrrrrrr - r T T T T T T T T - T T T 1

“rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e rTr T T T T T T T T
_l._[h[E.[_t.[_L-[_(-[_t-[t-[(-[AL-[_EIL-[i-[_l-[_l.-{‘_l-[_i-[h[f--[t-[(.[L-{(-[_t-[_.LI_C-[_L-[(-[L-[ttt-[tll-[_}{_])&rel‘re::[S]X

(rrrrT
S S T G 0 A e Gl Ll A At et Il Gl S A A St o sl et el Al A A Rl A
g e e 0 0 o A A A A A E R A S 0 1 S S R
ST T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ) K= x

{11
__C-[7(-[(-[‘-[_tI_L[k‘-[_ﬂ-[CI(-[_(I_L-[CIL.[L(-[_LI_LI_LIH[:I_tI_cIL.[(I_(.[_c.[_t.l__;.[l.[L.[_!.[_(A[c.[(-[_h[i«:.[_(-[_t.[tIlI
_t.[_c.[‘I:I_LI_c.{_t.[_c[u[c.[ctc]:c.[a.[_;.[_:.[_L-[_L-It-[c.[c[tIL.FIJ[_t.[_t.[_cI__aI_tI_tt_:[:ILI_CI_:I_zl_cI_:.{_!I
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xt[6]:= transpose(x[6]):

xt[7):= transpose(x[7]):

xt[8]:= transpose(x[8]):
xt[9):= transpose(x[9)]):

La matriz de pesos.
m{0]:=evalm(x{0] &* xt[0]):
m{1]:=evalm(x[1) &* xt[1}):
m(2]:=evalm(x[2] &* xt[2]):
m(3]:=evalm(x[3] &* xt[3]):
m(4]:=evalm (x[4] &* xt[4]):
m[5}: =evalm(x[5] &* xt[5]):
m{6]: =evalm(x[6] &* xt[6]):
m(7]:=evalm(x[7) &* xt[7)):
m[8]:=evalm(x[8] &* xt[8]):
m(9]:=evalm(x[9] &* xt[9]):

w(l]:=evalm{m[0] &+ m[1]):
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w[2]:=evalm(m{2] &+ w[1]):
w[3]:=evalm(m[3] &+ w[2]):
w[4]: =evalm(ml[4] &+ w[3]):
w[5]: =evalm(m[5] &+ w{4]):
wl6]:=evalm(m[6] &+ w(5]):
w[7]:=evalm(m[7] &+ w[6]):
w[8]:=evalm(m(8] &+ wl7]):
w[9]:=evalm(m[9] &+ w[8]):
Calculo de la Matriz de pesos.
2:=Matrix (120,120 shape—identity):
Id:=evalm( -10 * z):
Wi=—evalm(w[9] 4 1d):

Paso 1I del algoritmo.

mu[0l=array([-1,-1,1,5,1,5,1,1-1,-1-1,-1, 11 1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1-1,-1 -1, 1,15 41,41,
U U S O (s (O [ s O 0 5 U B T O QO O
1,—1,-1;1,71,-1,1,1,-1,-1,—1,-1,-1,'-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1,1,1,;1,-
1,-1,1,1,1,1,1,1,-1,-1}):
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e:=matrix(12,10,mu[0]);
Paso I del algoritmo.
for j from 1 to 15 do
mufj}:=evalm(W &* muf)-1});
for i from 1 to N do
if ( mulj}[i};0) then
) mufjifif:=1 else if ( mufjj[i]j0)} then
mulj][i):=-1 else
mufj]ji]:=mufj-1][] fi: fi: od:od:
for i from 1 to 15 do
fli]:= evalf(norm(muli}-muli-1],2))od:
for i from 0 to 9 do g[i]:==evalf(norm({mu[15]-x[i},2)} od:

m:=q|0]:

for i from 0 to 9 do if (qfi}jm) then m:=q[i] else end if od;

m:

for i from 0 to 9 do if abs(qi}-m)=0 then j:=i else end if od;
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print (“El patrén con ruido se parece al patron” j):

-




Conclusiones

El desarrollo de las redes neuronales artificiales en los 1ltimos afios ha sido notable, ya que
se ha observado el potencial que tienen en la solucién de problemas en diferentes campos
de la ciencia, la industria y la tecnologia, aunado esto con el crecimiento de la tecnologia
computacional. Sin embargo atn falta mucho por descubrir y de hecho el tema de las

redes neuronales artificiales es un campo de intensa investigacién en la actualidad.

En el capitulo 1 se presenté una breve descripcién del funcionamiento fisiolégico
de las neuronas en el cerebro humano para tratar de identificar aquellos aspectos que
se pueden emular matematicamente con el fin de proponer un modelo de red neuronal.
También se hicieron algunos comentarios histéricos sobre el desarrollo de las redes neu-
ronales. Después se analizd el perceptrén, que es un dispositivo clasificador que modela

el funcionamiento de una neurona individual, asfcomo de sus principales deficiencias.

En el capitulo 2 se hizo un analisis de las redes multicapas, limitandonos al estudio
del algoritmo del back propagation, que se aplica a esta clase de redes neuronales. El
problema. central consiste en modelar la actividad de las conexiones sinapticas entre las
neuronas. Este problema se traduce en encontrar el vector de pesos para el cual el error
entre la sefial percibida por la red y la sefial deseada sea minimo. Primero presentamos

dos maneras de resolver una red monocapa. Una consiste en usar el método de minimos
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cuadrados. Otra consiste en usar el método del gradiente descendiente. El método
minimos cuadrados proporciona una solucién cerrada al problema, mientras que la regly
delta genera una sucesién de vectores que convergen al vector de pesos éptimo. Sin embar:
go, el primer método presenta el inconveniente de requerir la invertivilidad de una matriz.

condicién que no siempre se satisface. Se desarrollo el algoritmo de back propagation para

e

resolver una red multicapa, utilizando las propiedades la regla delta.

En el capitulo 3 se estudié un tipo de redes neuronales llamadas redes de Hop-
field. Estas redes se usan principalmente para modelar el problema del reconocimiento
de patrones. Estas redes se conocen como memorias asociativas, que son un tipo de re-
des recurrentes. El principio basico de su funcionamiento es la ley de Hebb, que se usa
inicialmente para determinar al matriz de pesos, que es la base para la formulacién del
algoritmo. El funcionamiento de una red de Hopfield se puede resumir como sigue. A
partir de un conjunto de datos iniciales (clases), se construye, a partir de la ley de Hebb,
la matriz de pesos, con la que se disena el algoritmo mediante el cual, un patrén inicial
es iterado hasta que la red lo asocia con una de las clases almacenadas. Terminamos
este capitulo presentando la codificacién del lenguaje de programacién simbélica MAPLE
8 el algoritmo de Hopfield para una red de 120 neuronas en la que se han almacenado
diez clases (correspondientes a los digitos). Se observé que el cédigo produce respuestas

adecuadas, en el sentido de que si se le presentaba un caricter correspondiente a una

de las clases almacenadas, el algoritmo la reconoce como tal en la primera iteracion. Si
el cardcter presentado es una de las clases almacenadas pero con ruido (es decir, lig-
eramente distorsionada), después de unas cuantas iteraciones, el algoritmo lo identifica

correctamente.

Si bien la tecnologia ha tenide un desarrollado impresionante en los iltimos afios,

aun no es posible contar con una computadora con la habilidad de aprender y tomar
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- decisiones, por lo que las redes neuronales artificiales es una alternativa para.emular

mediante algoritmos estos cuestionamientos.

Este trabajo como su nombre lo indica es una introduccién a las redes neuronales
artificiales, por lo que esperamos sea una lectura comprensible para quien inicia en este

tema.

Una manera de continuar profundizando en este trabajo seria realizando un estudio
detallado de otras redes neuronales especializadas en otras funciones, como son las redes
de Cohen, la maquina de Boltzman, etc. Este estudio puede realizarce en dos niveles:
uno computacional, en el que se haria énfasis en la implementacién en los modelos
correspondientes y otro matemadtico, en el que la preocupacion serfa la justificacién formal

de los modelos y algoritmos de las redes.

Existen muchas estructuras y algoritmos que 1no se mencionan en este trabajo, pero

también existen resultados que se obtuvieron mediante simulacién sin tener un desarrollo

formal.

i gt
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Apéndice A

Referencias Historicas

1.- Luigi Galvani (1737-1798) El trabajo de Galvani en anatomia comparada y fisiologfa
incluye un estudio de los rifones de las aves y su sentido del oido. Is especialmente
famoso por sus experimentos concernientes a “las fuerzas eléctricas en los movimien-
tos musculares”, que lo llevaron a su teoria de la electricidad animal. Esto comenzé
en 1780 con la observacién accidental de la contraccién de las piernas de una rana
disecada, cuando el nervio crural descubierto era tocado con un escalpelo de acero,
mientras pasaban unas chispas de una maquina eléctrica que estaba cerca. El trabajé
diligentemente sobre este tema, pero esperé once anos para publicar los resultados
de su ingeniosa y simple teorfa. Esta teoria de un fluido eléctrico nervioso, segrega-
do por el cerebro, conducido por los nervios y almacenado en los misculos, ha sido
abandonada por los cientificos en vista de los nuevos descubrimientos, pero Galvani
llegd a ella de una manera muy légica y la defendié con ingeniosos experimentos que
no tardaron en dar frutos. Asi, descubrié que cuando un nervio y musculo tocan
dos metales diferentes en contacto entre ellos, el miisculo se contrae; esto llevé a sus
discusiones con Volta y al descubrimiento de la pila Voltaica. El nombre Galvanismo

se le da a las manifestaciones de la corriente eléctrica.
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2.-

APENDICE A. REFERENCIAS HISTORICAS"

Santiago Ramén y Cajal (1852-1934), histélogo y premio Nobel espanol conocido -

por su trabajo pionero sobre la estructura fina, llamada glia, del sistema nervioso
demostré la discontinuidad celular de las neuronas y anticipé el mecanismo de propa-

gacion del impulso nervioso. En 1889 descubrié los mecanismos que gobiernan la,

morfologia y los procesos conectivos de las células nerviosas de la materia gris del

sistermna nervioso cerebroespinal. Durante los siguientes dos afios desentrafié los
cambios basicos que experimenta la neurona durante el funcionamiento del sistema
nervioso. Fue también el primero en aislar las células nerviosas, llamadas células
de Cajal, que se encuentran cerca de la superficie del cerebro. En 1892 se instals
en Madrid y fue nombrado catedréatico de histologia de la universidad de Madrid,

donde trabajo y prolongé su labor cientifica hasta su muerte.

Hans Berger (1873-1941). El psquiatra aleman Hans Berger fue el primero en de-
mostrar, con la ayuda de un aparato amplificador (electroencefalégrafo), que existia

un potencial eléctrico (oscilaciones de tensién) en el cerebro humano.

Pavlov, Tvan Petrovich (1849-1936). Fisiélogo ruso discipulo. de Ivan Sechenov y
ganador del Premio Novel en 1904 por sus investigaciones sobre el funcionamiento
de las glandulas digestivas. Trabajd de forma experimental y controlada con perros,
a los que incomunicaba del exterior en el laboratorio que se pasé a llamar “lag torres
del silencio”. Sus estudios lo llevaron a interesarse por lo que denomind secreciones
psiquicas, o sea, las producidas por las glandulas salivales sin la estimulacion directa
del alimento en la boca. Pavlov noté que cuando en la sitﬁacién experimental un

perro escuchaba las pisadas de la persona que habitualmente venia a alimentarlo,

salivaba antes de que se le ofreciera efectivamente la comida; no obstante, si las

pisadas eran de un desconocido, el perro no salivaba. Estas observaciones le ingpi-

raron para llevar a cabo numerosos estudios que fueron la base del Condicionamiento

cn



71

Clésico. Nunca se considerd un psicdlogo, y hasta el fin de sus dias sostuvo que era

un fisidlogo.

1936 - Alan Turing. Fue el primero en estudiar el cerebro como una forma de ver
el mundo de la computacién. Sin embargo, los primeros teéricos que concibieron
los fundamentos de la computacién neuronal fueron Warren McCulloch, un neu-
rofisidlogo, y Walter Pitts, un matematico, quienes, en 1943, lanzaron una teoria
acerca de la forma de trabajar de las neuronas (Un Calculo Légico de la Inminente
Idea de la Actividad Nerviosa - Boletin de Matematica Biofisica 5: 115-133). Ellos

modelaron una red neuronal simple mediante circuitos eléctricos.

1943 Walter Pitts (que en una de sus escapadas quinceaneras conocid por casualidad
a Bertran Russell) y Warren McCulloch intentaron explicar en 1943 el funcionamien-
to del cerebro humano, por medio de una red de células conectadas entre sipodian
ejecutar operaciones légicas. Partiendo del menor suceso psiquico (estimado por
ellos): el impulso todo/nada, generado por una célula nerviosa. El bucle “sentidos -
cerebro - musculos”, mediante la retroalimentacion producirian una reaccidén positi-
va si los miisculos reducen la diferencia entre una condicién percibida por los sentidos
y un estado fisico impuesto por el cerebro. También definieron la memoria como un
conjunto de ondas que reverberan en un circuito cerrado de neuronas. Actualmente
sabemos que las decisiones conscientes acerca de la verdad de las proposiciones
16gicas se producen a un nivel mds alto, y quizds participen en ellas millones de

células cerebrales.

1949 - Donald Hebb. Escribié un importante libro: La organizacién del compor-
tamiento, en el que se establece una conexidén entre psicologia y fisiologia. Iue el .
primero en explicar los procesos del aprendizaje (que es el elemento bésico de la

inteligencia humana) desde un punto de vista psicoldgico, desarrollando una regla
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de como el aprendizaje ocurria. Aun hoy, este es el fundamento de la mayorfa de 12

las funciones de aprendizaje que pueden hallarse en una red neuronal. Su idea fue
que el aprendizaje ocurria cuando ciertos cambios en una neurona eran activados. ‘ %
13.

También intentd encontrar semejanzas entre el aprendizaje y la actividad nerviosa.

Los trabajos de Hebb formaron las bases de la Teoria de las Redes Neuronales.

1950 - Karl Lashley. En sus series de ensayos, encontré que la informacion no era o
almacenada en forma centralizada en el cerebro sino que era distribuida encima de

él.
14

1956 - Congreso de Dartmouth. Este Congreso frecuentemente se menciona para

indicar el nacimiento de la inteligencia artificial.

1057 - Frank Rosenblatt. Comenzé el desarrollo del Perceptrén. EHsta es la red
neuronal méas antigua; utilizindose hoy en dia para aplicacién como reconocedor
de patrones. Este modelo era capaz de generalizar, es decir, después de haber
aprendido una serie de patrones podia reconocer otros similares, aunque no se le
hubiesen presentado anteriormente. Sin embargo, tenia una serie de limitaciones,
por ejemplo, su incapacidad para resolver el problema de la funcién OR-exclusiva
y, en general, era incapaz de clasificar clases no separables linealmente. En 1959,
escribié el libro Principios de Neurodinamica, en el que confirmé que, bajo ciertas
condiciones, €l aprendizaje del Perceptrén convergia hacia un estado finito (Teorema

de Convergencia del Perceptrén).

1960 - Bernard Widrow/Marcial Hoff. Desarrollaron el modelo Adaline (ADAptative
[.INear Elements). Esta fue la primera red neuronal aplicada a un problema real
(filtros adaptativos para eliminar ecos en las lineas telefénicas) que se ha utilizado

comercialmente durante varias décadas.
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1961 - Karl Steinbeck: Die Lernmatrix. Red neuronal para Slmples realiz

técnicas (memoria asociativa).

1967 - Stephen Grossberg. A partir de sus conocimientos fisiolégicos, ha .esc_rit;.o:

numerosos libros y desarrollado modelo de redes neuronales. Construyé una, red:

Avalancha, que consistia en elementos discretos con actividad que varia en el tiem-
po que satisface ecuaciones diferenciales continuas, para resolver actividades como

reconocimiento continuo de habla y aprendizaje de los brazos de un robot.

1969 - Marvin Minsky/Seymour Papert. En este afio surgieron criticas que fre-
naron, hasta 1982, el crecimiento que estaban experimentando las investigaciones
sobre redes neuronales. Minsky v Papera, del Instituto Tecnolégico de Massachﬁs‘
sets (MIT), publicaron un libro Perceptrons. Probaron (matemdticamente) que
el Perceptrén no era capaz de resolver problemas relativamente faciles, tales co-
mo el aprendizaje de una funcidén no-lineal. Esto demostrd que el Perceptron era
muy débil, dado que las funciones no-lineales son extensamente empleadas en com-
putacién y en los problemas del mundo real. A pesar del libro, algunos investigadores
continuaron su trabajo. Tal fue el caso de James Anderson, que desarrollé un mod-
elo lineal, llamado Asociador Lineal, que consistia en unos elementos integradores

lineales (neuronas) gue sumaban sus entradas. Este modelo se basa en el principio

de que las conexiones entre neuronas son reforzadas cada vez que son activadas,

Anderson disefid una potente extension del Asociador Lineal, llamada Brain State

in a Box (BSB).

1974 - Paul Werbos, Desarrollé la idea bésica del algoritmo de aprendizaje de
propagacién hacia atrds {backpropagation); cuyo significado quedé definitivamente

aclarado en 1985.

1977 - Stephen Grossberg. Teoria de Resonancia Adaptada (TRA). La Teoria de
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Resonancia Adaptada es una arquitectura de red que se diferencia de todas las demés
previamente inventadas. La misma simula otras habilidades del cerebro: memoria

a largo y corto plazo.

1977 - Teuvo Kohonen. Ingeniero electrénico de la Universidad de Helsinki, desarrollé

un modelo similar al de Anderson, pero independientemente.

1980 - Kunihiko Fukushima. Desarrollé un modelo neuronal para el reconocimiento

de patrones visuales.

1985 - John Hopfield. Provocd el renacimiento de las redes neuronales con su libro:

“Computacion neuronal de decisiones en problemas de optimizacion.”

1986 - David Rumelhart / J. L. McClelland. Estos dos investigadores fundaron el
PDP (Parallel Distributed Processing) un grupo dedicado al estudio del conocimien-
to. De este grupo se edito el libro “Parallel Distributed Processing: Fxplorations

in the Microstructures of Cognition”. Este libro supuso una revolucion dentro de

las RNA, en él se exponia el modelo Back-Propagation que resolvia el problema de
la asignacién de créditos propuesto por Minsky. Después de este libro se produjo
una explosién en las RNA apareciendo modelos, técnicas, campos de aplicacion y
fusiones hibridas de modelos. Esta explosidn e interés en el tema ha durado hasta la

actualidad donde las RN A son una de las herramientas matemdaticas mds utilizadas.



Apéndice B

Funcién AND

[*Este programa ilustra el funcionamiento de una red tipo perceptrén que resuelve el
problema de la funcién logica AND. */

#include < conio.h>

#include <iostream.h>

#include < alloc.h >

#define NO_HAY. CAMBIO 0

#define HAY CAMBIO 1

/* Descripcién de las caracteristica y propiedades de la neurona */
class neurona{

int *w; /* Puntero a el arreglo de pesos */

int neta, /* Entrada neta */

int inds, /* Indicador de salida */

float umbral; /* umbral */

int nw; /* Numero de pesos */

int cambio; /* Indicador de modificacién de pesos */
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int *ents; /* Puntero a un arreglo del tamaiio del nimero de pesos para almacenar
lais entradas®/

public:

neurona(int, float);
~ neurona(void);
void activacion(int *);
int salida(void);
void aprendizaje (int *, int);
int mira_cambio{void);
¥
neurona::neurona(int num_w,float u)
{
neta=0;
inds=0;
umbral=u;
NW==nuIn_w,
w=(int *)malloc (sizeof (int)*nw);
for(int i=0;i<=nw;i++) w[i]=0;
cambio=NO_ HAY CAMBIO,

¥

neurona;:~neurona(void)

{

free(w);
}

void neurona::activacion(int *ent)




&

neta=0);

for(int i=0; i<nw; i4+-4) neta+=(entlij * wii]);

int neurona:: salida (void)

{

if (neta<umbral)
inds=1;
else
inds=0;
return inds;
}
/* En este bucle se realiza el aprendizaje */

void neurona:: aprendizaje (int *ent,int s)

{

activacion(ent);
salida();
int error=s-inds;
if (error){
umbral - =error;
for (int 1=0;i<nw;i++) wli]4+=/(error*ent|i]);
if(lcambio) ents=(int *)malloc(sizeof (int)*nw);

cambio=HAY_CAMBIO;
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memcpy(ents,ent,sizeof (int)*nw);
}else
if ("memcmp(ents,ent,sizeof(int)*nw) )} {
cambio=NO_HAY_CAMBIO;

free(ents);

}

int neurona::mira_cambio(void)

{

return cambio:

}

void main()
{
int entradas(8]={0,0,0,1,1,0,1,1},salidas[4]={0,0,0,1}.i;

neurona nl1(2,0.4});

clrser();
do{

for(i=1;i<=4;i++)

nl.aprendizaje(&entradas[(i-1)*2] salidas[i-1]);

}while(nl.mira_cambio()};
cout<<“Entradas  ” << “Salidas \ n”;
cout< < 4—— P<<“——\ n\ n”;
for(i=1;i<=4;i++){

nl.activacion(& entradas[(i-1)*2]);

cout << ”s
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cout << entradas{(i-1)*2];

cout << “"<< entradas [(i-1)*2+1];

.

cout<<<® ;

cout << nl.salida() << “\ n";

}

getch();
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Apéndice C

funcion OR

/*Este programa ilustra el funcionamiento de una red tipo perceptrén que resuelve el
problema de la funcién logica OR.*/
#include < conio.h>
#include <iostream.h>
#include < alloc.h >
#define NO_HAY_ CAMBIO 0
#define HAY_CAMBIO 1
/* Descripcién de las caracteristica y propiedades de la neurona */
class neurona{
int *w; /* Puntero a el arreglo de pesos */
int neta; /* Entrada neta */
int inds; /* Indicador de salida */
float umbral; /* umbral */
int nw; /* Numero de pesos */

int cambio; /* Indicador de modificacién de pesos */
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int *ents; /* Puntero a un arreglo del tamafio del niimero de pesos para almacenar -
las entradas™®/

public:

neurona(int, float);
~ neurona(void);
void activacion(int *);
int salida{void);
void aprendizaje (int *, int);
int mira_cambio(void);
&
neurona:neurona(int num. w,float u)
{
neta={;
inds=0;
umbi‘alzu;
NW=num_w;
w=(int *)malloc (sizeof (int)*nw);
for(int i=0;i<=nw;i++)} w[i]=0;
cémbio=NO_ HAY_CAMBIQ;
}

neurona;::~neurona(void)

{

free(w),

h

void neurona::activacion(int *ent)
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neta=0;
for(int i=0; i<nw; i-++) neta+=(ent[i] * w(i]);
}
§ int neurona:: salida (void)
. if (neta<umbral)
inds=1;
else
inds-=0;

return inds;

}

/* En este bucle se realiza el aprendizaje */

void neurona:: aprendizaje (int *ent,int s
] ;

{

activacion{ent);
salida(); |
int error=s-inds;
if (error){
umbral - =error;
for(int i=0;i<nw;i++) wli]l4+-={error*entli]);
if (lcambio) ents=(int *)malloc(sizeof (int)*nw);

cambio=HAY_CAMBIO;
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}

APENDICE C. FUNCION OR

memcpy(ents,ent,sizeof (int)*nw);

telse

if (!mememp(ents,ent,sizeof(int ) *nw)) {
cambio=NO_HAY_CAMBIO;

free(ents);

int neurona::mira_cambio(void)

{

}

return cambio;

void main()

{

int entradas{8]={0,0,0,1,1,0,1,1} salidas[4]={0,1,1,1},i;

neurona nl1(2,0.4);

clrser();
do{

for(i=1;i<=4;i++)

nl.aprendizaje(&entradas|(i-1)*2],salidas|i-1]);

}while(nl.mira_cambio()});
cout<<“Entradas << “Salidas \ n”;
comt< < ¥—— V<L 4—-\ n\ n”;
for(i=1;i<=4;i++){

nl.activacion(& entradas|(i-1)*2]);

cout << ¢ 7




cout << entradas((i-1)*2];

cout << << entradas [(i-1)*2+1];

cout<c < ».

1

cout << nl.salida() << “\ n”;

}
getech();
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Apéndice D

Representacion de las clases

almacenadas
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Clase x[0]. Representacidén del Cero
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Clase x[5]. Representacion del Cinco
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Clase x[6]. Representacion del Seis
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