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Introduccion

Los procesos estocdsticos han tenido mucho auge en la época moderna, dada
la gran cantidad de aplicaciones, en fenémenos de crecimiento, mecanismos
de evolucién genética, sistemas de ingenieria, estructuras econémicas y en
muchos otros campos.

Los procesos de conteo, como los procesos de Poisson y las cadenas de
Markov, son ejemplos importantes de procesos estocdsticos. los primeros
registran el mimero de repeticiones de algin evento de interés, con la car-
acteristica de que los tiempos de ocurrencia entre dos eventos consecutivos
son variables aleatorias (v.a) independientes e identicamente distribuidas
con una distribucién comin exponencial. La caracteristica principal de las
Cadenas de Markov es la propiedad de perdida de memoria, que es que el
pasado no influye en la evolucién futura del sistema.

Una generalizacién a estos procesos, son los procesos de renovacion, los
cuales son procesos de conteo pero su funcién de distribucién es arbitraria.,

El objetivo del trabajo es estudiar los Procesos de Renovacién Marko-
vianos, los cuales mezclan la estructura probabilfstica de la teoria de Reno-
vacién y las Cadenas de Markov. Pondremos especial atencién en el estudio
de los costos promedio esperados.

El trabajo se estructura de la signiente maunera. En el Capitulo 1 estudi-
aremos La teorfa de Renovacién, donde trataremos la funcién de renovacion,
los procesos de retraso y los procesos de renovacién con ganancia entre otros,
el segundo capitulo, lo dedicaremos al estudio de las principales propiedades
de las llarnadas Cadenas de Markov.

En el tercer capftulo estudiaremos los Procesos de Renovacién Marko-
viancs y nuestro objetivo es el de estudiar los costos promedio por etapas a
largo plazo y los costos promedio esperados.
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Capitulo 1

TEORIA DE
RENOVACION

1.1 Introduccién

La teorfa de renovacidn estudia una clase de procesos estocdsticos conoci-
dos como procesos de conteo, es decir, procesos que registran el mimero de
repeticiones de cierto evento, con la caracterfstica de que los tiempos de
ocurrencia entre dos eventos consecutivos son variables aleatorias nonegati-
vas, independientes e idénticamente distribuidas.

Denotemos por X,, al tiempo transcurrido entre la n-ésima y la (n — 1)-
ésima ocurrencia del evento y supongamos que estas variables son nonega-
tivas, independientes e idénticamente distribuidas. Entonces

Sp = ZXk neN, {1.1)
k=1

es el tiempo de espera para la ocurrencia del n-ésimo evento. Por otra parte,
la variable
N{t)=sup{n: S, <t} vt >0, (1.2)

representa el ndmero de repeticiones del evento en el intervalo [0,¢]. Nos
referiremos al proceso definido en (1.1) como el procese de renovacidn y al
proceso {1.2) como el proceso de conteo.

En particular, observe que si la distribucién de las variables X,,, n €
N, tiene distribucién exponencial con pardmetro A, entonces {N(t) : ¢ > 0}
es un proceso de Poisson, es decir,

Pr{N(i) = k] = I:—lexg)(—)\tk) vk > 0.

1



2 CAPITULO 1. TEORIA DE RENOVACION

Denotaremos por F a la funcién de distribucién comiin de las variables
{X,}, esto es,

F(z)=Pr{X, <z] VzeR,

y por p al valor esperado, es decir,
00
pi=FEX, = / zdF(z).
Jo

En todos los desarrollos subsecuentes supondremos que
F(0)=Pr[X, =0] =0, (1.3)

para evitar renovaciones instantdneas o procesos de renovacién triviales.

Dado que las variables aleatorias X, Xa,... son independientes e idén-
ticamente distribuidas con esperanza y, entonces se cumple Ley Fuerte de
los Grandes Niimeros: "

) 1 n
Pr [ﬂh_r}];o; ZXk = ,u} =1.
A=1
Teorema 1 Con probabilidad uno, en cada intervalo acotado de tiernpo so-
lamente ocurren un nimero finito de eventos, es decir,
PriN(t) <ooj=1 Vt>0.
Demostracién. La Ley Fuerte de los Grandes Niimeros implica que

Pr [ iim §,, = oo] =1,

—0Q

lo cual a su vez implica que con probabilidad uno el evento {5, <t} sdlo
puede ocurrir para un mimero finito de valores de n. Entonces

N(t)=sup{n:S, <t} <oo
con probabilidad uno, para cada t > (0.8

Ahora demostraremos dos importantes relaciones que utilizaremos en el

futuro.
Denotaremos por F,{-} la funcién de distribucién de las v.a S,
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Proposicidn 2 Para cadae t > () se cumple que:
(a) N{t) >n < 5, <t
(b) PN(t) = 1] = Fu(t) — Frar(1).

Demostracién. La parte (a) de la proposicién es consecuencia inmediata
de las definiciones de los procesos {N(#): ¢t > 0} y {S.}. Para demostrar
la parte (b) observe que

[V(£) 2 n] = {N(t) = n] UIN(t) > n+ 1]
de manera que |
PIN(t) 2 n]=P[N({t)=n]+ P[N(t) 2 n+1].
Entonces
PIN({t)=n]=P[N({t)2n] - P[N(t) > n+1]
:P[Srr Sf}—P[Sn-I-l St]

= Fp(t} ~ Fny1(t). B

La funcién de renovacion se define como

m(t) == EN(t) ¥t >0.

Teorema 3 Pare cada t > 0 se cumple que
o0
m(t) = ZFn(t).
1

Demostracién. Sea t > 0 fijo y definamos A, := 1 si la n—ésima ren-
ovacién ocurrié en el intervalo [0,¢] y A, := 0 en caso contrario. Ahora
observe que Pr[A, = 1] = Pr[S,, < t] = F,(t) y también que

N(t) = iAn.
1



4 CAPITULO 1. TEORIA DE RENOVACION

Ahora, combinando lo anterior con el Teorema de Convergencia Monétona
se obtiene

oo

m(t) = EN(t) = E ) _ A,
1

= iEA” = iP[An = 1]
1 1

= iP[Sn S t] = iFﬂ(t).

Ahora demostraremos que la funcién de renovacién es finita.

Proposicion 4 Para cada t se cumple gue

m(t) < co.

Demostracién. Note que por la condicién (1.3) existe un a > 0 tal que
p:=Pr[X, 2 a) > 0. Ahora definamos las variables

0 st X, <a
Xn =
a si X, >a

y el proceso de conteo

N(t) =sup{n:71 +Xo+ X3+ .+ Xn, St} vt > 0.

Observe que X,, < X,,, para todo n que pertenesca a los naturales, lo

cual implica que
Nty >Nt vVt=>0,

entonces

E(N(@) > E(N(t)) = m(t). (1.4)
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Por otra parte, note que para cada n se cumple que
Pr[N(na) = k| = CKL=pfFp™ Wk >

En consecuencia,

n+1
Fl

EN(na) = < oo VYneN,

lo cual combinando con (1.4) implica que 1n{t) < oo para toda t > 0.1

En la siguiente proposicidn, proporcionareimos otras propicdades de la fun-
cion de renovacion.

Proposicién 5 Para cade t > 0, m(t) tiene los siguientes propiedades.

(a) 0 < m(t) < oo
(b) m(t) es no-decreciente.

{c} m(t) es continua por la derecha.

Demostracién. La parte (a) es una consecuencia inmediata de la definicién
y la proposicién 4. Para mostrar la parte (b) tomemos ¢, s € [0, 0o) y observe
que N(t) < N(s)si t < s. Entonces

mit) = E[N(t)] < E[N(s)] = m{s).
(c) Sea T > 0, y notemos que

F.(t) € sup Fu(t) = M, == F,(T) vte[0,T},neN
0<t<T

Ahora, por el inciso (a), tenemos que
o0
m({T) = Z M, <>
1
Por el Criterio de Weierstrass tenemos que la serie de funciones
0o
m() =Y Fu()
1

converge uniformemente en [0,7]. Por lo tanto, m(#) es continua por la
derecha en [0, T] puesto que cada Fy(:) lo es.l



6 CAPITULO 1. TEORIA DE RENOVACION

En el teorema anterior mostramos que m(t) estd determinada por F;
el reciproco también se cumple, es decir, cada funcién de distribucién esta
determinada por su funcién de renovacién.

Proposicién 6 Fiiste una correspondencia uno a uno entre la distribucidn
F(} y la funcién de renovacion m(-).

1.2 Ecuacién de Renovacién

Supongamos que la primera renovacién ocurrié en el tiempo s > 0, es decir,
X1 = 8. Observe que

0 si s>1
E[N(@t)|Xy=s]= :
1+m{t—s) si s<t

En otras palabras, si s < f, entonces a partir del instante s, el proceso
reinicia y el nimero esperado de renovaciones en el intervalo [0,¢], es igual
a uno més el ndmero esperado de renovaciones en el tiempo t — s. En caso
contrario, el mimero esperado de renovaciones en el intervalo [0,¢] es cero.
De esto, tenemos que

m{t) = /0 T EIN@IX) = 5] dE(s) = /0 E[N@)|X, = 5] dF(s),

lo cual nos lleva a las siguientes igualdades:

m(t) = ./0- [14+m(t —z)|dF(z)

= '/O't dF(z) + ‘/{: m{t — x}dF(x),

es decir,

m(t) = F(t) + /0 m(t — x)dF(z).
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Esto es, la funcién de renovacion satisface un caso particular de una
ecuacién integral, conocida como ecnacién de renovacién. Sea h: Ry — R,
donde t es acotada en intervalos finitos y ' una funcisn de distribucién. Una
funcién g : Ry — R es solucidén de la ecuacion de renovacidon si satisface

g(t) = h{t) + /O.‘g(t —x}dF(x) Vt>0, (1.5)

Una herramienta titil para encontrar soluciones de las ecuaciones de ren-
ovacién es la transformada de Laplace, la cual se introduce a continuacién.

Sea Z una variable aleatoria nonegativa con funcién de distribucién H.
La transformada de Laplace de la variable aleatoria Z (o de su funcién de
distribucion H} se define como

H(s) := Eexp(—sZ) = /0'00 exp(—sz)dH(z) se R,

Con relacién a nuestro trabajo, dos propiedades de la transformada de
Laplace son relevantes: (a) caracteriza a las distribuciones; (b) transforma
la convolucion de distribuciones en el producto ordinario.

Proposicién 7 Sean F y G distribuciones sobre Ry y F', G sus transfor-
madas de Laplace.

(a) i F =G, entonces F = G;

(b) F+G=FG , donde F'xG denota la convolucidn de las distribuciones
F y G, es decir,

F+Glz):= /OI F(z —t)dG(t),r € R,..

Observe que st H es una funcién de distribucién que admite una funcién
de densidad, es decir, existe una funcion h tal que

H(x) := /: h(z)dz,

entonces

H(s) = /O-oo exp(—sz)h(2)dz,

e s a
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la cual puede pensarse como la transformada de Laplace de la funcién de
densidad h. Apoyandonos en lo anterior, introducimos la transofrmada de

Lapalace para funciones arbitrarias.
La transformada de Laplace para una funcién i ; R, — R se define como

?L(s) = /0‘00 exp(—sz)h(z)dz

siempre y cuando la integral esté bien definida.
Ahora introducimos la convolucién de una funcién 4 : Ry — R y una
funcién de distribucién G en R de la siguiente manera:

h+G(t) = '/O.t h(t —z)dG(z) teR,.

Observe que la ecuacién de renovacién (1.5) se puede escribir de manera
siguiente:

g(ty = h(t) +lg * F'(t) vteR.

Proposicién 8 Sea b : Ry — R y F una funcidn de distribucion en Ry.
St g satisface la ecuacidn de renovacion

g=h+g+F VteRy, (1.6)

entonces

g=h+h*m

donde m es la funcién de renovacién correspondiente a la distribucién F.
Demostracién. Apliquemos la transformada de Laplace a las funciones en
ambos lados de la ecuacién (1.6), lo cual da como resultado gque

g(s) = h(s) + G(s)F(s) Vs€Ry. (1.7)
Luego, tenemos

RO 10 N
g(s)-—m————wlﬁﬁ(s) Vs € Ry

Ademis
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Por otra parte, note que aplicando la transformada de Laplace a la fun-
cién de renovacién m, satisface la siguiente ecuacién, donde las siguientes
igualdades se siguen de que exp(—sz) < 1, y que las v.a. son i.i.d.

m(s) = if’,,(s)
1

(s) =Y Fu(s)
1

m(s) = 1—?%;—) Vs € R,.

Note que con esto se demuestra la proposicién 6.

Entonces,
§(s) = h(s) + h(s)m(s),
lo cual impliéa que
g=h+hxmil
1.3 Un Teorema Limite

Recuerde que p es el tiempo medio de renovacién, esto es, p = [630 Tz dF(x).
Entonces, podemos pensar en 1/ como la tasa con la que ocurren las ren-
ovaciones. Esta interpretacion estd justificada por el siguiente resuitado.

Teorema 9 Con probabilided 1 se cumple que
(a) N(t) # 0Vt

(b) PIN() <nVt>0] =0
N1

(¢} —* — —, cuando  — oo,
2 H
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Demostracién. (a) Sea t) <itp <... <t < ...

PIN() =0 VE > 0] = e, P [N(ti) = 0]
=N, P Xy = ]

=P[X1=Do]=0,

Si t = oo, entonces N () # ().
Para probar (b} observe que

P[N({t)<nVt>0=P[N(t,) <nVkeN]
— PN, V() < )

= ’f’im PN(t:) <]

IA

lf'H’LP[Sﬂ,H e tk]
k—o00

- iff’; [1 - an+1(tk)] =0

Para probar (c) note que
Snigy St < Sy VE=0,

lo cual implica que

S S
Ny o L UL (1.8)
N(t) — N()  N()
entonces, por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros
Sn)
N(t)

Por el mismo arguinento, tenemos que

— pt, cuando t — oo con probabilidad 1. (1.9)

Sy _ Svmn N(E) +1
N(t) N{@)+1 N()
Combinando este resultado con (1.8) y (1.9) se obtiene el resultado.l

— g+ 1, cuando t — 0.
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El teorema anterior nos permite conjeturar que

1 1
lim ~m(t} =

t—oc '[L.
Este resultado es cierto, como lo mostraremos en la seccién 1.5, y se le

conoce como Teorema Elemental de Renovacién. La demostracién requiere
un resultado preliminar conocido como Lema de Wald, el cual se presenta

en la siguiente seccién.

1.4 Lema de Wald

Una variable aleatoria N que toma valores en los enteros no-negativos es un
tiempo de paro con respecto a {X,} si la ocurrencia (o no ocurrencia) del

evento {V = n] puede determinarse observando las variables X7, X3, X3..., X,,.

Por ejemplo, suponga que {X,,} son v.a independientes tales que

1
PXp=0l=PlX,=1]=5,n=123,... (1.10)
Entonces, la variable
N=min{n: X+ X+ Xz +...+ X,, = 10} (1.11)

es un tiempo de paro con respecto {X,}.

Teorema 10 (Lema de Wald). S5i X1, X3, X3,... son variables independi-
entes e idénticamente distribuidas con esperanza finita y N es un tiempo
de paro con respecto a esta sucesién de variables tal que EN < oo, entonces

N
EZXI- — EN-EX.
I

Demostracién. Para simplificar la demostracién supondremos que las vari-
ables X,, > 0,n € N, son no-negativas. Ahora definamos

1 si N>n

0 si N<n

y observe que

N [o553
an = ZX,,Yn
1 1
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Del Teorema de Convergencia Monétona se deduce que
N o0 ]
EY Xo=E) X.Y,=) E(X.Y,). (1.12)

1 1 1

Por otra parte, tenemos que Y, estd completamente determinada por el even-

to {N < n — 1}, lo cual implica que sélo depende de las variables X1, X3, X3, ...

y no de las variables X,,Xn41,.... En consecuencia, Y;, es independiente
de X, lo cual implica que
)

N o0

E) Xo =) E(XuYa)= fj EX,EY;
1

1 1
oo [o's)
=EX Y EY,=EXY P[N >n
1 1

=FEX.ENNR
Consideremos las variables introducidas en (1.10) y (1.11). El Lema de

Wald implica que
N

EZXk - —i-EN.
k=1 =

1.5 El Teorema Elemental de Renovacioéon

Como mencionamos con anterioridad, el Lema de Wald serd de mucha util-
idad para demostrar el Teorema Elemental de Renovacién.
Proposicién 11 5 y < oo, entonces

E[Syw+1] =n{mt)+1) vt>o0.

Demostracién. Primero note que N(t) + 1 es un tiempo de parc con
respecto a las variables {X,,}. En efecto observe que
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Niti+l=n+< N({t)=n-1

<=?X1+,X'2—|-,'Y3+...+.¥n_1St<zY1+_¥2+X3+...+zYn

con lo cual se demuestra la afirmacion. Entonces, por el Lema de Wald,
tenemos que

N{t}1
ESvpn]=E 3 X
k=1

=EX - E[N{t)+1]=pm(t)+1] vt>0.M
A continuacién demostraremos el Teorema Elemental de Renovacién.

Teorema 12 (Teorema Elemental de Renovacion)

l 1
m{t) — —, cuando ¢ -» co.
¢ I

Demostracién. Supongamos primero que g < co. Ahora observe que
Sn(ty+1 = t, lo cual implica que

E [Sngy] 2 t.
Por la proposicién anterior, tenemos que
p{m(t) +1) > ¢,

lo cual implica que

m(t)
Tt

1: Vit > 0.

1
t =

Entonces,

t ¢
lim inf mf )) = liminf [-@ + -1-} > l

t—o0 A i—00
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Para demostrar la otra desigualdad fijemos wna constante M > 0y
definamos las variables

X si X, <M

A st X, > M.

Ahora definamos el siguiente proceso de renovacion
T
S, = E Xy neN,
i

y el proceso de conteo correspondiente:

N(t) =sup{n:8,<t} vt>0.

Entonces, tenemos que

S_ <t+M Vt>0,

()41 —

puesto que E_ﬁm < 1y la siguiente renovacion es acotacda por M. El corolario
anterior implica que

par M)+ 1) <t+ M Vt>0,

donde ppr = EX,. De la tltima desigualdad se obtiene que

1 1
limsup ~m(t) < — (1.13)
t tas

t—o0

) Por otro lado, tenemos que S, < S, n € N, lo cual, a su vez implica
| que N(t) > N(t),t > 0. Entonces

mi(t) > m(t) vt > 0.

De esto tltimo se deduce que

m(t) 1

limsup —— < —.
t—oo L 1Y

Finalmente observe que liinas_o; fiar = p¢, lo cual implica que

m(t) 1

lim sup
i—00 2
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Combinando esta designaldad y {1.13) se concluye que

m(t} -1
v — cuando t =~ o0.

t it

Si i = oo, tendremos que ppy — oo cuando A — co y el resultado
se obtiene usando los mismos argumentos.lt

Ademads del Teorema Elemental de Renovacidn, existen otros resultados
sobre el comportamiento asintético de la funcién de renovacién: el Teorema
Principal de Renovacidn. Este resultado se presentard en la parte restante
de esta seccién sin demostracion, pues éstas requieren el desarrollo de as-
pectos técnicos que caen fuera del foco de interés del presente trabajo. Para
la formulacién de estos resultados son necesarios algunos conceptos que in-
troducimos a continuacién.

A una variable aleatoria no-negativa X o a su funcién de distribucién se
le lama periddice si existe un mimero real d > 0 tal que

S PIX =nd =1
1

Si X es periddica, el perfodo de X se define como
0
max{d.z 0:> P[X =nd] = 1}.
1

Para enunciar el segundo resultado mencionado anteriormente requer-
imos el concepto de funciones directamente Riemann integrable. Sea h :
[0,00) — R una funcion arbitraria y defina

-Mrn(a) = Sl‘p{h(:ﬂ) T e [(TI - l)avna]}a

L{a) :=inf{h(z} : x € {(n — 1)a,na]}.

La funcién h es directamente Riemann integrable si las series

o0

oM@y D (e
1

1

2 e Sk e 2k =
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son convergentes para cada a, y ademds se cumple que
o0 oo

lima g Myp(a) = lima E I.(a).
a—0 ] 6—00 "

El siguiente conjunto de condiciones son suficientes para garantizar que
una funcién A sea directamente Riemann integrable:

(a) h(t) > 0 para todo t > 0.

- (b} h{t) es no creciente.
(QAhm&<m

Con este concepto a la mano, estamos listos para enunciar el siguiente
resultado. '

Teorema 13 (TEOREMA PRINCIPAL DE RENOVACION) Si F
no es periddica y h es directamente Riemann integrable, entonces

"t OO
lim/0 h{t — z)dm(z) ——-;1;-/0 h(t)dt.

t—oo

El siguiente ejemplo muestra el uso e importancia del Teorema Principal
de Renovacion.

Ejemplo 14 Un proceso de renovecidn alternante.

Consideremos un sistema ¢ue puede estar encendido o apagado. Si estd
encendido permanecerd asi por un tiempo X; entonces se apagard y per-
manecerd apagado por un tiempo Y7, luego se encenderd y durard encendi-
do un tiempo Xs, y asi sucesivamente. Supongamos que los tiempos {X,}
son independientes e idénticamente distribuidos con distribucién comiin F,
mientras que las variables {¥,} también son independientes e idénticamente
distribuidas pero con funcién de distribucién comin . También supong-
amos que las sucesiones {X,,} y {¥5.} son independientes. Sea H = Fx Gy

P(t) -= P {El sistema cstd encendido en el tiempo ¢}
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Proposiciéon 15 5i E(X +Y) < co y H no es periddica, entonces

EX
b - 1.14
Jm P = e By (1.14)

Demostracidon. Primero note que
o0
P(t) = / P {encendido en el tiempo t| X} + Y1 = 2} dH(z).
Jo
Puesto que en el tiempo X; + ¥, el proceso se reinicia tenemos que

P(t —x) si z<t

P {encendido en t|X; + Y] =z} =
P{X;>t|X; +Y1 =z} si >t

Entonces

P(t) = /;P(t —2)dH(z) + /tmp{xl > t|X; + Y1 = @} dH(z),

de donde se obtiene que
[+ =] o
/ P{Xij>t|lX;+ Y1 =2}dH(z) = / P{X) > t| X1 + Y1 =z} dH(x)
t 0

=P[X; >t =1—F().

Esto es,

P(t) =1 F(t) + /'t P(t - z)dH (x).
0

Por la Proposicién 8, se tiene
t
P(t) = 1 - F(t) + [ (L < F(t — z))dmp (),
J0

donde

my(z) = Z H,(z)
1
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es la funcién de renovacién correspondiente a la distribucién H.
Tomando h{t) = 1 - F(t) en el Teorema Principal de Renovacién, se

obtiene

t—c0

lim P(t) = tliinw [1 — F(t} + '/Ot[l — F(t — E)]de(:t:)}

t—o0

t
= lim ]0 1 — F(t —a)jdmy(z)

=L [T r)a,
ti Jo
donde uy = [y adH(z) = EX; + EY).
Por otra parte, observe que

fmﬂuF@mﬁ;/wPM]zﬂﬁ
0 JO

Por lo tanto,

lim P(t) EX n

t—aos T EX ¥ EY

Observe que
Q(t) = P {El sistema estd apagado en el tiempo £} = 1 ~ P(t).

Entomnces,
EY
lim Q(t) = ————<-
t—.ooQ( ) EX + EY
Notemos que no importa donde inicie el sistema, eso no hace la diferencia
en el limite.

1.6 Distribucién de la Edad y del Exceso de Vida

Sea Y(t) el tiempo transcurrido desde el instante ¢ hasta la siguiente ren-
ovacién y Z(t) es el tiempo transcurrido desde la renovacién mds reciente
hasta el instante t. Mds brevemente,

Y(t) =Snpye1 — 8

Z(t) = t — Sy
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Al primer proceso se le conoce como proceso residual, mientras que al se-
gundo se le conoce como proceso de edad (o envejecimiento).

En esta seccién determinaremos las distribuciones de Y (t) y Z(t). Para
hacer esto, primero observe

Y(t) > * < no hay renovacion en [t,t+ z]. (1.15)

Teorema 16 La distribucién de Y(t) esta dada por
PlY(t)<zj=F(t+z)— /: [1— F(t+x —y)]dm(y) Yz >0
Si F no es periddica, entonces
Jim PIY(t) <] = i/oz - Flyldy Vo3> 0.

Demostracién. Sea P(t) = P[Y(t) > z],t > 0; condicionando sobre Xj,
tenemos que

gl
P(t) = / PIY(t) > 2| Xy = s]dF(s) ¥t > 0.
JO
Por otra parte,

P(t —s) si g<t
PY(t) > z|X, = 3] = 0 si t<s<t+z
1 si s>t+x,

donde la primera igualdad se sigue del hecho de que despues de X el proceso
se reinicia. La segunda es cero puesto que una renovacién ocurre entre t y
t-+z y por (1.15). La iltima se sigue de que s > £+ T y s es el tiempo para
la primera renovacién , lo cual implica que no han ocurrido renovaciénes en
el intervalo de tiempo [t,t + z]. Entonces

/ ” dF(s) (1.16)

t+z

P() = /0 P(t — s)dF(s) +

Y

—1— F(t+a)+ /It P(t - $)dF(s).
0
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Ahora usando que,
1— P(t) = P[Y(t) < z]

y aplicando la Proposicién 8 a 1.16 obtendremos

P(t)=1—F(t+:r;)+/:[1—~F(t+:1:—s)]dm(s),

lo cual demuestra el primer resultado. Luego simplificaremos términos y
aplicamos el Teorema Principalde Renovacién.

lim P(t) = lim [1 - F(t+z) +_/It [1 - F(t 4+ — s)| dm(s)
t—o0 t—00 0

=00

lim /; [ — F(t + 2 — s5)] dim(s)

[ e ]
_;L 1 - F(t+z)dt

— [Tu-rwna

Como consecuencia,

1 f° 1 =
i t)y<zf=1-~ L~ Fy)ldy = — 1-F . (L
Jim PY(t) _‘11 -2 /1 (L Fly)dy = /0 [1 - F(y)ldy. (1.17)
Lo cual demuestra la segunda afirmacion.

Corolario 17 La distribucidn de Z(t) estd dada por

F(t) _ /lt_w (1 - F(t—y)|dm(y) s z<t

PlZ#) <a] = o
1 r>t
Si F no es periddica, entonces
lim Plz@)<a] = [ [1-F@)dly).
e #o g
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Demostracién. Este resultado se sigue directamente del teorema anterior
observando que

Z(t) > z & no hay renovacién en [t —z, 7]

Yt -x)>a.
Fntonces,

PZ{t)>z]=P[Y(t —2) > z],
lo cual implica que

F(t) - / - [1-F(t—y)dm(y) si z<t

PlZ(t) <] = 40

1 x>t

Si F es no periédica, argumento similares muestran que

Jim P2 <2 =5 [*1L - F)d)m

I

1.7 Procesos de Renovacién con Retardo

Sea {X,,n =1,2,...} una sucesién de variables aleatorias independientes y
no-negativas, donde X, tiene distribucién G y X,;, n > 2, tiene distribucién
F. Al proceso de renovacién correspondiente

n

5, = Z X; neN
1

se le lama proceso de renovacidn con retardo. El proceso de conteo asociado
lo denotamos como

Np(t) =sup{n:S, <t} t>0,
y la funcién de renovacidn correspondiente como

mp{t) = ENp{t) t>0.

Note que si G = F, tenemos un proceso de renovacion ordinario. De
hecho, usando argumentos similares a los de las secciones anteriores, puede
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verificarse que se conservan las propiedades de los procesos de renovacién
ordinarios. En particular tenemos que

P{ND(t) = '”'} =P{5, <t} = P{S:11 < t}
=G+ F,n#l(t) -G *Fn(t)'

Ademsds

mp(t) = iO:P[ND(t) > 1)

=§:P{5‘ngt}.

Es decir

mp(t) = > G+ Fua(t). | (1.18)

Entonces, aplicando la transformada de Laplace, tenemos

(o a)

mp(s) = Z G(8)Fr_1(s)

n=1

=Y GE)IF@E)
n=1

== (1.19)




1.7. PROCESOS DE RENOVACION CON RETARDO 23
Por otra parte, condicionando sobre X, se obtiene

mp(t) = -/:OE [Np(t)| X1 = 2] dG(x)
= /.t 14+ m(t — z)] dG(z)
Jo

= G(t) + /t m(t — 2)}dG(z),
0

donde m es la funcién de renovacidén del proceso de renovacién (ordinario)
correspondiente a la distribucién F.

A continuacién enunciamos algunﬁs propiedades de los procesos de ren-
ovacién con retardo.
(i) Con probabilidad 1 se cumple que

t 1
M—a—,sitaoo. (1.20)
¢ jt
(i)
M — l, cuando t — oo. (1.21)
t M
cuando p < 00.
La funcién de distribucién
1 e
F(z) = ;/ [1- F(y)dy = >0. (1.22)
0

se le llama disiribucidn de equilibrio correspondiente a la distribucién F,
pues proporciona informacién sobre la longitud de los tiempos entre renova-
ciones para t suficientemente grande, es decir, cuando el sistema ha estado
funcionando por mucho tiempo. Para precisar esta intepretacién consider-
emos el proceso de renovacién con retardo para el cual & = F,, al que se
le conoce como proceso de renovacidn en equilibrio. La justificacién de esta
interpretacién se proporciona en el siguiente teorema, cuya demostracién
requiere de identificar la transformada de Laplace de F,.
Observe que
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L
o0 " O3
= ~1—/ e‘“d:c—l/ e " F(z)dz
#Jo 1 Jo
_ 1 F(s),
Cus s
es decir
-~ 1— F(s)
els) = ————. 1.2
Fufs) === (1.23)

Recuerde que Y(t) denota el exceso de vida para el tiempo t de un
proceso de renovacién.

Teorema 18 Para un proceso de renovacion en equilibrio se cumple que

(i)

L
mp(t) = a vt > 0.

P{Yp(t) <a} = #—1‘/ 1 —F(y)ldy paratodo t > 0.
. 0

Demostracién. Para mostrar la propiedad en (i), combinemos las ecua-
ciones en (1.19) y (1.23), para obtener
1-F(s) 1

mp(s) = s [1 B ﬁ'(c)} s
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por otra parte, puede verificarse directamente que la transformada de Laplace

t ~ 1
de la funcién 2(t) = —,t >0, es h(s) = — Por lo tanto,
M Lt

t
mit) =~ Vi> 0,
1
(ii) Para un proceso de renovacion de retardo, sabemos que

r {Y})(J‘.) >x, Np(t) = O} =1- G(t + ’L), (1.24)

para n > 1 se tiene
g
P{Yp(t) >z, Np(t) =n} = / P{Y¥Yp(t) >z, Np(t) = n|S, = y} dG+Fr_1 (y),
Jo

de manera gue

P{Yp(t) » z,Np(t) =n} = [Ot [1'— F(t+2 —y)] dG* Fooi(y). (1.25)

De (1.24) y (1.25) obtenemos

P{Yp(t) >z} =) P{Yp(t) >z, Np(t) =n}
0

o0t

=1—G(t+:v)+2/0 l—-F{t+z—y)}dG* F._1(y)
57

¢ . [=%}
-G+ )+ [) [1-F(t+z -y dG* Fui(y).
’ (1.26)

Por otra parte, tenemos

G+ F, 1(t)=P[S, <1

= P[Np(t) > n],
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de donde se sigue

[= o]

> GxFa(t)=) PINp(t) 2 1]
0

0

= ENp(t) = mp(t).
Entonces la igualdad (1.26), se transforima en

P{Yp(t)>z}=1-G(t+2)+ ]; [1-Flt+z—-y)dmp(y).

Ahora, tomando en cuenta que G = F, y usando el incico (i), se obtiene

P{Yp(t) >z} =1— ;—15 /D +z[1 — F(y))dy + f; ./U't [1 - F(t+z-y)ldy

=1 —;Ll—-./;[l — F(y))dy.

Es decir L e
P{¥p(t) <z} =+ /0 [1 ~ F(y))dy

.

con lo cual demuestra el resultado.

1.8 Procesos de Renovacion con Ganancia

Consideremos un proceso de renovacidn

Sn == i Xk
k=1

donde la variable X, & € N, representa el tiempo de vida til del A-ésimo
dispositivo y supongamos que asociada a esta variable existe una ganancia
o costo de operacién del sistema que denotamos por Y3, A € N, donde Y}, =
f(Xk). Entonces, la variable

N(&}

Y#) =3V, 120,

n=1
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representa la ganancia {costo) de operacién hasta el tiempo f.

En el siguiente resultado se obtiene la ganancia esperado por unidad de
tiempo bajo la hipétesis de que la sucesion {(X,,Y,) : n € N} esta formada
por parejas independientes e idénticamente distribuidas.

Teorema 19 Si E|Y,| v EX,, son finitos, entonces con probabilidad 1 se
cumple que

)

1 EY
SY({) - == ~ 0.
tY( ) I cuando t — co
(ii)

1 EY,
EEY(t) = cuando t — co.

—

Demostracién. Para demostrar (i), primero note que

Soney Yo N(t).

n=1

N(t) t

Yy =
t
puesto que N(t) — oo, por la Ley Fuerte de Grandes Niimeros, se tiene que

ZN(t) Y,

n=1

0 — EY.

Por otra parte, también tenemos que

i 1
;N(t) = Ex

lo cual combinado con el limite anterior demuestra, el resultado deseado.

(i} Para probar el resultado primero notemos que N(t) +1 es un tiempo
de paro de las variables Y3, Y5, ..., Y,,. Puesto que N(¢f)}+ 1 es un tiempo de
paro con respecto a la sucesion {X, Xs,...}, también lo es para la sucesién
{Y~}, luego utilizamos el Lema de Wald obtendremos las igualdades

e i i
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N(2) N{t)+1
EY(®)=EY Yo=E > Yu-E[Yyuu]
nu=l1 n=1

= E[N®) + 1] EY — E [Yyng 4]

= [m(t) + 1] EY — E [Yn()+1]

EY(®) _ () +UEY E[Yygl
t t t )

. . 1 1

Por el Teorema de Renovacién Elemental se tiene que Em(t) — ~—. Entonces,
I
para demostrar el resultado deseado solamente falta verficar que

%E [Yivy+1] - 0 cuando -t — oo.

Para verificar lo anterior, definamos

9(t) = E [Yyiy+ ;

luego, condicionando scbre X7, se tiene que

olt) = /0 " E [Vl X) = 2] dF(a).

g(t —2) st x<i

Por otro lado, observe que F [YN(£)+1 | Xy = .L] =
EnNXi=z si z2>t
La primera igualdad se cumple para & < t dadas las propiedades de
los procesos de renovacidn es equivalente a calcularla en un ciclo d otro. La
segunda, para x > t, es claro el porque, dado que x representa la duracién del
primer ciclo (6 arribo, renovacién etc.), con esto, obtendremos una ecuacién

de rencvacién

o(t) = /0 o(t - 2)AP(z) + h(t),

donde

h(t) = /I‘DOE [Y”.X] = ’L‘] dF(LL‘)
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Recuerde que por hipdtesis tenemos

EY:| = / EYi] | X = 2] dF(x) < co,
Jo
de donde se sigue que

R(t) = 0, cuando t - co ¥ (1.27)
(1.28)
h(t) < F|Y1|, para toda t.

Por la Ecunacidén de Renovacién obtendremos

‘ t
g{t) = h{t) + /0 h(t — x)dm(z).

Y por (1.27)podemos selecionar T para que |A(t)] < € siempre y cuando
t > T entonces

‘ t)l ’h(?‘)l TIn(t - z)| dm(z + [l bt~ z)| dm(z)
t 13
< %—l— m(tt—— T) LB m(t) — 7tn.(t «—T)_

Dado que m(t) < oo para todo t, y por el Teorema de Renovaciém Elemental
tenemos

£, m{t —T) LB m(t) —m(t —T)

€ cuando t — oo.
t : t T EX’

por lo tanto,

— 0, cuando ¢t — o.M

g(t)
t

Ahora trataremos algunos ejemplos de procesos de renovacién con ganancia.

Ejemplo 20 Sea una estacion de tren, en la cual, los trenes parten de man-
era aleatoria, ya que los trenes partirdn solo cuando haya 1T clientes en la
estacidn, denotaremos por X;, el tiernpo de partida del i-ésimo tren, ademds
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se sabe que los clientes arriban en promedio cada u unidades de tiempo, aho-
re, por cada Kk clientes en la estacion, se le cobrard una cantidad de ke pesos
por unidad de tiempo, sea Y;, que denote, el costo incurrido entre X;..1y X;.
s Cual es el costo promedio incurrido por la estacion en un largo plazo?

Si tenemos que X;, denota el tiempo de partida del i-ésimo tren y ¥;, denota,
el costo incurrido entre X;..,y X;, entonces (X;,Y;) ¢ =1,2,..., forman un
proceso de renovacién con ganancia, asi por el teorema de renovacién con

ganacia el costo promedio es
EY;

EX,

Sea 7; el tiempo entre el i-ésimo y el (i+1)-ésimo cliente que arriba. Esto es
EY; =cE[n +2n+...+ (T —1)7r.1]
-1

= Z chy

1

I (r—-1p
2

il

Ahora, note que EX| = T, es decir que el costo promedio en un largo plazo
es

cI'(T—1)p
EY] _ 9
EXx, T

c(T -1)

2
Ejemplo 21 Tiempo de Remplazo

Una cadena de dispositivos o sistemas, se requiere mantener funcionando
permanentemente, y siempre que un dispositivo falle 6 que cumpla con su
periodo de vida til predeterminado {lo denotaremos por 7'}, se reemplazara
con otro nuevo, asunliremos que los tiempos de vida de cada dispositivo son
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b B e e H i masB a J

v.a 1i.d representadas por { X} y funcién de distribucién comin F{z), deno-
taremos por Y la longitud de tiempo para el reemplazo de cada dispositivo,
donde Y = min {X, 7'} .

Ahora, siempre que haya un reemplazamiento preventivo, es decir, que
un dispositivo cumpla su vida itil, se le cobrard un costo fijo de C, > 0y un
costo de Cy > C), si el dispositivo fallé se remplazard por uno nuevo de la
misma especie, por lo cual se preguntan ;Cual es el costo que se debe esperar
por unidad de tiempo para mantener la linea de dispositivos funcionando
por un largo periodo de tiempo?

El proceso estocdstico gue madela este tipo de ejemplos son los procesos
de Renovacién con Ganancia, donde las épocas de renovacién son épocas
paralos cuales los nuevos dispositivos comiencen a funcionar.

Como la longitud de un ciclo, es distribuido como el minimo de (7', X),

por lo cual, nos arrojara el siguiente resultado.

X & X<T Fx(t) si t<T
Y = , Fy(t) =
T s1 X>1T 1 st t>T

De manera que

00 T o0
FE(longitud de un ciclo) = ‘/0 [1— Fy(t)|dt = /[; (1 — Fx(t)]dt +/T [1-—1]dt

o
= / {1 — F(x)] dw.
/0

Similarmente

E(costo incurrido durante un ciclo} = C; Pr[X; < 7]+ C, Pr[X; > T)

= CyF(T) + C,[1 - F(T)).

Entonces por el teorema de Renovacién con Ganancia, en un largo plazo, el
costo promedio por unidad de tiempo es
CrF(T) + Cp (1 — F(T))]
fOT 1 - F(x)dx

, con probabilidad 1.
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Capitulo 2

CADENAS DE MARKOV

2.1 Introduccién

Muchos sistemas tienen la propiedad de que dado el estado presente, los
estados pasados no tienen influencia en la evolucién futura del sistema. A
esta propiedad de “pérdida de memoria” se le conoce como propiedad de
Muarkov y a los sistemas que tienen dicha propiedad se les llama cadenas
de Markov o procesos de Markov dependiendo de que la evolucién del sis-
tema se observe en tiempo discreto o en tiempo continuo. En este trabajo
estudiaremos cadenas de Markov con espacio de estados finito o numerable.

Sea S un conjunto finito o numerable y {X,} una sucesién de variables
que toman valores en S. A la sucesion {X,} se le llama cadena de Markov
si satisface la propiedad

Pr{Xp41 = ylXn =2] =Pr(Xop =y|Xo=20,...,Xn = 1]

para cualquier eleccién de elementos zg,...,o,-1,2 y ¥ del conjunto S y
para cualquier n € Ny. Al conjunto S se le llama espacio de estados y a sus
elementos estados del sistema. Si X,, = x se dice que el estado de la cadena
en el tiempo n es z.

A la funcién

P (g, y) = Pr(Xpp = ylX, =12] a2,y € S,n € Ny,

se le llama funcidn de probebilidades de transicion en la n-ésima etapa. Si
esta funcién no depende de n, se dice que la cadena es homogénea o esta-
cionarte, en cuyo caso la denotaremos como

33
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P(Izy) :=Pr [Xn+1 =yl X, = 'L] z,y € S,n € Ng,

y nos referiremos a ella simplemente como (la funcién de) prebabilidades de
transicion.

En los desarrollos de las siguientes secciones siempre consideraremos ca-
denas de Markov homogéneas.

2.2 Funcién de Transicién y Distribucién Inicial
Sea {X,} una cadena de Markov con espacio de estados S y probabilidades
de transicién
P(z,y) = Pr[Xpp1 = ylXo=2] z,y€S.

Naturalmente, las probabilidades de transicién satisfacen las siguientes propiedades:

(a) P (z,y) > 0 para todo z,y € 5;

(b) 2, P(z,y) =1 paratodoz € S.

A la distribucién de probabilidades

mp(x) i=P(Xg=2) z€S5,

se le llama distribucidn inicial de la cadena y satisface las propiedades:

(a) mo(z) > O para todo x € S,

(b) 3", wolx) = 1.

La distribucién conjunta de las variables Xp, X7, Xa,..., X, puede ex-
presarse en términos de la funcién de transicién y la distribucién inicial, Por
ejemplo,

P(Xo=uwp, X1 =a1) =P (Xy=wo) P(X) = 2| X0 = 20)

= mo(x) P (xp,21) .
Argumentando de forma similar y usando induccién se puede mostrar que
P(Xo==0, X1 =21,..., X0 =2,) = mo{a)Plzo,x1) - P(Tp_1,Tn)

para todo Zg, T1, ..., 2, € SyneN.
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La funcién
PYz,y)=P[X, =ylXo=1x] Vz,yeSneN,

proporciona las probabilidades de que el sistema visite el estado y en n
etapas dado que inici¢ en el estado x; naturalimente, se le Hama funcidn de
transicidn en n pasos o etapas. Para facilitar la notacién definimos

1 si z=y
PO (z,y) =
0 TF#y

La matriz formada por las probabilidades de transicién en n pasos la deno-
taremos como ", esto es, '

P = [P"z,y)].

Las probabilidades de transicién en n pasos también se pueden expresar
utilizando exclusivamente las probabilidades de transicién en un paso, como
se muestra enseguida:

Pn(.’,l’,‘,y) = P(Xm+n - yIX = 3‘)

= P[-X.m+1 € S; .- -;Xm+11—11Xm.+n = yIXO € S?" - aXm—l = S1Xm =$]

= Z .- Z P(z,y1) ... P (yn-1,9) -

¥ Yn—i

A la ecuacién que se presenta en el siguiente teorema se le llama ecuacidn
de Chapman-Kolmogorou.

Teorema 22 Sea {X,} una cadena de Markov con probabilidad de transi-
cign P(-,-), entonces

P ™ (g y) = P*(z,2) P (z,y) ¥mneNzyecs.  (21)

Demostracion. Observemos primero que

[Xn-l-m = y] = U [/Yn+m =y, Xn= Z] .
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Ahora
Pn+m($1y) = P[Xn+m = y|Xg = 3’]

=F U[‘X’n-i—m =y, Xn= Z] ’XO ==

= ZP[Xner =y, Xy = 2| Xy = 2].

Por otro lado, note que

P-Xn m"“":'i,.XnZZ,JY =zr
PXpym =y, Xp = 2| Xg = 2] = e P[Jon:x:] —

= P[X, = 2|Xg = 2| P [Xman = ¥|Xo =2, X, = 2]

= P, 2) P"(z,y).
Por lo tanto,

Pt (g y) = ZP" (x,2) P"(z,y) YmyneNz,yeSh

k4

Observacién: (a) La ecuacién de Chapmann-Kolmogorov, también
podemos expresarla como

P (z,y) = ZP"" (z,2) P""™(z,y) Ym,neNtalque0<m<n,z,ycs.

En forma matricial se expresa de la siguiente forma:

Pt = PP™ Ymon € N;

Pt =P"P"™ ¥m,n e Ntal que 0 <m < n.

(b) Note que si tomamos m = 1 en la ecuacién de Chapmann-Kolmogorov,
entonces
P = Pp‘u~l nenN.
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Iterando esta relacidn obtendrenos

pr=pptt—- =p...p
S o’

nvoees

Esto es la matriz de transicién en » pasos se puede calcular como la n-ésima
potencia de la matriz P.

Defina
To(z) = P[X,=2] z€§.

Note que 7g es la distribucién inicial de la cadena de Markov, es decir, mg(z) =
P[Xg =z],z € S. Por otro lado, observe que

P(Xn =y, Xo=zx] = P[Xg = 2] P"*(z,y)

= (@) P"(, ).

También observe que el evento [X,, = y] =, [Xn =y, Xo = 2], de manera
que

P(Xn=y) =) P(Xo=12,X,=y)

= ZP(X” = 2)P(X, = y| Xy = z).

Esto es
Tn(y) = P(Xn =y) = ) mo(2)P™(z,y) Yy €S (2.2)
En forma matricial, tenemos que

Ty = ‘JTn_.lPx e = TT[)PH.

2.3 Tiempo para la Primera Visita

Sea A un subconjunto del espacio de estados S. El tiempo para la primera
visita o transicién al conjunio A, se define como

min{n > 0: X, € A} si X, € A, para algin n.
Th =
00 si. X, ¢ Aparatodon

S el
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En particular si A = {a}, denotaremos como 7}, el tiempo para la
primera visita a A = {a}, estoes, T, =min{n > 0: X,, = a}.

Una importante ecuacién que involucra los tiempos para la primera visita
se presenta en la siguiente proposicién.

Proposicién 23 Sea {X,} una cadena de Murkov con funcién de transi-
cion P(x,y), entonces

i)
Pt(z,y) = Z P [Ty =m]P" ™ (y,y), m > 1.

m=1
Demostracién. Observe primeraniente que

o0
[‘Kn = y] = U [-X’n = U:T;j = ’1’?1]
1

TR=—=

Ahora note que

[X'nzy;Ty=A-'J =@ V}\.EH—FI,

luego,

[_Xrn = y] = U [‘Xn =1, Ty = 'HL] .
1

m=

Ademds, los eventos [X,, =y, T, =m|,m = 1,...,n, son ajenocs. En-
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tonces,

P*z,y) = P[X, = y|Xy = ]

U [(Xn=y,T,=m][Xo=x

= ZP[X Ty = m| Xy = ]

m=1

—_— Z P[Yn - JaTq ’—771,.“{) = I]
PXp=2]

=P, =m,Xo=2]P|Xn = y|Ty = m, X = 1]
—Z P[X()::L'J

T
= Z PlT, = m|Xy = x| P[Xn = y|T, = m, Xg = 2]

m=1

=3 Pl =m] P X =y/Xo=2,X1 # Y,.cs Xm1 # ¥, Xm = ]

m=1

T
= Z P [T, =m]|P"(y,y), n> 1.0
m=1
Obserse e 7, = 1] = P(5) 3 P11y =2 = Fogy P P (50
ademds, F; [Ty =n+1] =3, ., P, 2)F [Ty =n].

\ 2.4 Clasificacién de Estados

% {Xn} una cadena de Markov con espacio de estados S y probabilidad
&ansicién P. Definamos

Py =P (Ty < c0) x,y€8.
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Note que pgy es la probabilidad de que la cadena visite el estado y en un
tiempo finito dado que Xp = z. En particular, py, denota la probabilidad
de que la cadena retorne a y en un tiempo finito.

Definicién 24 A un estado y € § se le llama recurrente si py, = 1 y
transitorio si py, < 1.

Si y es un estado recurrente y la cadena inicié en y, entonces con proba-
bilidad uno retornars al mismo estado; luego, por la propiedad de Markov,
el proceso reinicia cada vez que la cadena retorna a y, lo que nos hace con-
jeturar que el nimero de visitas al estado y es infinito. En cambio, si el
estado y es transitorio y la cadena empezd en el estado y, tiene probabilidad
positiva 1 — p,, de nunca retornar a dicho estado.

Definicion 25 A un estado y € S se le lluma absorbente si P(y,y) = 1;
equivalentermente, si P(y,a) =0, pura y # a.

Observe que si y es un estado absorbente, entonces Py(T, = 1) =
P(y,y) = 1y py, = 1; por lo tanto, un estado absorbente es necesaria-

mente recurrente.
Definamos

N(y) = Z 1, {Xa},
n=1

donde
1 51 z=y
1y {z} =
0 zFyY

Observe que el evento [V(y) > 1] es equivalente al evento [T}, < oo], de ahi
que
P [N(y) > 1JEPIE[TH <OO] = Pey-

Proposicién 26 Sea {X,} una cadena de Markov, entonces
pebly (1= pyy) 51 m>1

Fp[N(y) =m] =
1= puy st m=20
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Demostracidn. Para m = 0, tenemos

PN() = 0] = 1 = P [N(y) > 0]
=1—~P_.,;[N(y) 2 1]

=1~ pay-

Ahora

PL[N(y) = m} = Pr [N(y) 2 m] = Pz [N(y) > m + 1]

Observe que para calcular P, [N(y) = m] basta calcular Py [N(y) > m] para
toda m > 1.

Supongamos que m = 2 y note gue

P[Xl £y, Xo# Yo X = ¥, X F Y, Xn = ylXo = 5’3]

— P[XU =z,X :/é y,)('l # Y, oy Am = Yy Xmi '_)é ys‘"v’Ym-i-n = y]

PXo=2)P[X1 #y,Xo #Y,.... Xm = y|Xo = 1]
P[Xowﬂfio]
X P (X1 £ Yo Xmsn = Y1X0 = 2, X1 # Yy oy Xin = 1]

= Py [Ty = m] Py [Ty = n].

Esta expresién representa la probabilidad de que la cadena visite por primera
vez ¥ en el tiempo m y n unidades después visite nuevamente y dado que la
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cadena empez6 en el estado 2. Por lo tanto,

[= S &)

PN(y) =2 = > > P [Ty =m| [T, =n

m=1n=1

= o]

= Z_PI[%:vra]Zﬁ;[Ty:n]

m=1 n=1}

= P, [1y < 00l P, [T}, < od]

= PuyPyy-
En general, tomando en cuenta que
Py [Ty =m| By [Ty = na] -+ By [Ty = )]

es la probabilidad de que la primera visita a y sea eu el tiempo n;, la segunda
en el tiempo ng, etc., obtenemos

Py [N(y) = m] = Z Z Z By [Ty = ) By [Ty =nal - By [T, = 1]

ni=lng=1 n,p,=1

C S BTl S BT =)

ny=1 ny,=1
=P, [Ty < ] Py [Ty < oa] - PT, < ]

_ 7n—1
- prt:ypyy

Ahora
P.[N(y)=m]=P,[N(y) >m] - P, [N{y) > m+ 1]

Tr

— m—1
- pzypyy - p-'ﬂypyy

71 —1
= Py (1 = )




2.4. CLASIFICACION DE ESTADOS 43

Observe que

E: [N{y)] = Ex

DLy {Xn.}}
n=|]

= iﬂuy (X2}

n=]

= ZP”‘(:L‘,y).
on=1

Definamos ahora
G('an) = B, [N(y)] T,y € 5.

Teorema 27 (i) Si y es un estado transitorio, entonces

Py [N(y) < oo] =1,

Glz,y) = l—fp’—— <co Va€ES
yu

(i1) Si y es un estado recurrente, entonces

Px[N(y)<OO]=Pz[Ty<OO]=ny Vz e S,

G(y,y) = oo, dado que P, [N(y) = oo} =1,
Ademds, si pzyy =0, entonces G(z,y) = 0; st pyy > 0, entonces G(z,y) = oo.

Demostracién. (i) Supongamos que ¥ es transitorio; por definicién ten-
emos que pyy < 1. Entonces

Fa[N(y) = ool = Jim P [N(y) 2 m]

= lim m-1 —
nl“*mpmypyy

De ahi que
PLIN@) < o0 =1 = Po[N(y) = o0] = 1.
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Ahora

G(x,y) = E, [N(y)] = Z mP Ny} = m)

=1

= Z "”F’J,ypj_t,- 1 = Pyy)

m=1

o0

Hi—1
= pay(l — pyy) Z MPyy

m=1

1
= Pay(l —Pyy)m
Py
— <0 z€S
(1 = Pyy)

{ii) Supongamos que y es recurrente; por definicién tenemos que py = 1y

P, [N(y) =o0] = lim P, [N(y) = m]

TI—o0

= lim m=l = Hm
m— Oopxypy 7?1—’wp;c'y
= Puy.

En particular
P, [N(y)=o0l = py, =1L

Entonces
Ey [N{y)] = 00 = G(y,y)-

Ahora supongamos que pgy = 0; tomando en cuenta que los eventos {N{y) > 1] =
[Ty < 00|, tenemos

Pp[N{y) > 1] = P [T, <oo] = pyy = 0.

De manera que
P [Ty=m]=0 VineN.
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Lo cual implica que

Pra,y) = 3 PeTy = m] PP (y,y) =0.

m=1

Por lo tanto G(z,y) = Yoo P, y) = 0.Perosi pgy, > 0, entonces P, [N(y
Py > 0y por lo tanto

G(z,y) = Ex [N(y)] = co.l

Observacién 28 (a) Siy es transitorio, sin importar el estado inicial dé"‘ifa
cadena, lo cadena lo wisitard un numero finito de veces y el mimero espemd
de wmsitas también es finito.

(b) Siy es recurrente y la cadena empieza en y, entonces ésta regresdf"a_
y un ndmero infinito de veces. Si la cadena empieza en T # y puede sucede
que nunca llege o y, pero si lo hace una vez, lo hard un mimero infinito- dé
veces. ‘.

(c) Siy es transitorio, tenemos que

Glz,y)= ZP“(w,y) <oo TES,

n=1

de donde se obtiene que
lim P*{(z,y) =0

n—oo

Definicién 29 A lo cadena de Markov se le llama transitoria s: todos sus.
estados son transitorios, y recurrente si todos sus estados son recurrentes.

Observacién 30 Una cadena de Markov con un nudmero finito de estados
debe de tener al menos un estado recurrente. En consecuencia, una cadena
de Markov con espacio de estados finito, no puede ser transitoria. Pare
mostrar esta afirmacidn, suponga que #S < 00, y que todos los estados som:
transitorios

0= lim P"(z,y) = lim ZP”(x,y) =1.
ey n-—+00 n—o0 e

lo cual es una contradiccidn; por lo tanto, no todos los estados son transi-
torios.
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2.5 Cadenas Irreducibles

Sean z,y dos estados de una cadena de Markov. Diremos que x alcanza a
un estado y sipgy > 0, lo cual denotamos como 2 — y. Diremos que x y ¥
son estados comunicantes o que se comunican siz — y y y — x, lo cual
denotamos como x + y.

Observacién 31 (o) Los estados z,y se comunican si y solo si ezisten
n,m 2> 0 tal que P*(z,y) > 0y P™(y,z) > 0.

(b) La relacion “— " es una relacion de equivalencia, es decir que cumple
con las siguientes propiedades:

Reflexividad: = — 2.

Simetria: Six — y entonces y — y.

Transitividad: Siz «» 2 y z & y, entonces z +» y.

(c) De la observacion anterior, el espacio de estados S se puede par-
tir o descomponer en clases de equivalencia, es decir, existen subconjuntos
Cy,Ch, ... de 5, tales que C;NC; =B, # j, yUC; = S. Ademds, dos estados
estdn en la misma clase de equivelencia si y sélo si z < y. A cada uno de
estos subconjuntos se les llama clase comunicante.

(d) Siy es un estado absorbente, entonces {y} es una clase comunicante.

Definicidén 32 Un conjunto C' C S es cerrado si ningiin estado de C alcan-
za a ningun estado fuera de C| es decir,

PofT, <00l =pgy =0 z€Cyed .

Observe que un conjunto cerrado no necesariamente es una clase de
equivalencia y una clase de equivalencia no necesariamente es un conjun-
to cerrado.

Definicién 33 Un conjunto cerrado C es llamado irreducible si x « y para
todo x,y € C, es decir, si C es una clase comunicante cerrada.

Teorema 34 Sea z un estado recurrente y suponga que T — y, entonces y
€S TECUTTENLE Y Pry = Pyu = L.

Demostracién. Como z — y entonces existe n tal que P, (T, = n) > 0. Sea
np el minimo de estos indices, es decir,

ng = min {n > 1: P(T, = n) > 0}

Para mostrar que p,. = 1, supougamos que Pye < 1.
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Entonces la cadena de Markov empieza en y, tiene probabilidad positiva
1 - pys de no alcanzara a z. Ahora como z en ng alcanz a y y y tiene
probabilidad positiva de no acanzar a z, con lo cual contradice la hipétesis
de que x es recurrente, por lo tanto p,, = 1, ahora para demostrar que y es
recurrente, dado que gy, = 1, existe n) tal que P (y,x) > 0, entonces

P1i1+ﬂ+n0 (y’y) = Py(Xn]+n+no - y)
2 jj.‘!(Xﬂl =z, Xp = T, Xng = y)

= P (y, ) P, %) P™(2,9);

entonces

Gly,y) = Y  PMH o (y )

n=1

> P (y, )P (@, y) Y P, )

n=1
= P"(y,z)P"(x,y)G(z, ) = oo.

con lo cual se demuestra que y es recurrente, ahora para mostrar que pg, =
1, es de forma equivalente a como se mostré que gy, = 1, con lo cual
completa la demostracion.

Observacién 35 (1) Del Teorema 34 tenemos que six — y y y es tran-
sitorio, entonces T es iransitorio 0 81X — Y Y Py F Pys, entonces T es
transitorio.

(2) Si C es un conjunto cerrado e irreducible, entonces cada estado en
C es recurrente o bien cada estado en C es transitorio.

Corolario 838 Sea C una clase comunicante cerrada irreducible de estados
recurrentes. Entonces

pry =1, P [N(y) =00] =1, Glz,y) =00, Vz,y€C.

3
5
4
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Recuerde que un estado y es recurrente si y sélo si
oo
7L _
> " P™(y,y) =Cly,y) =
n=l1
Teorema 37 Sixz « y, y x es recurrente, entonces y es recurrente.
Este resultado es una consecuencia directa del Teorema 34.
Definicién 38 Una cadena de Markov es irreducible, si el espacio de es-

tados es un conjunto irreducible, es decir, si la cadena conste de una sola
clase comunicante.

Observacién 39 (a) Fn una cadena de Markov irreducible todos los estados
se comunican; enfonces, la cadena es transitoria o recurrente.

{b) En particular, si la cadena de Markov es recurrente e irreducible,
todos los estados se visitan un nidmero infinito de veces con probabilidad 1.

(c) Si S es un conjunto finito, entonces existe al menos un estado recur-
rente; en consecuencia, cualquier conjunto cerrado finito contiene al menos
un estado recurrente. Por otra parte, si ademnds S es irreducible, entonces
todos los estados son recurrentes.

2.6 Distribuciones Estacionarias

Sea {X,} una cadena de Markov con espacio de estados S y funcién de
probabilidades de transicién P(-,-}.

Definicién 40 Diremos gque una distribucion w(-) sobre § es una distribu-
cidn estacionaria si

D_n(@)P(z,y) =n(y) WyeS.
zeS

Observe que si 7 es una distribucién estacionaria, entonces

Z’:‘T(’L)Pz(l ) Z ZP (x,2)P(z,y)

®€S B zES

=Y [Z Pz z)} P(z,y)

z€S |2e8

= m(2)P(z,y) = 7(y).

€8
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En general, usando el hecho de gue

0

P () = S P (2,2) P(2,y),

z

se prueba que

ZT((.’F)P" (x.y)=m(y) Yyes.
z€S

Ademds si 7 es una distribucién estacionaria y coincide con la distribu-
cién inicial, esto es, T = wp, entonces

Z mo{@) P (x,y) = moly), ¥ € 5.
z€S

Por otra parte tenemos que

3

P{Xa=y]=) mo(z)P(z,y)

€S
= mo(y) = 7(y).

Es decir, la distribucién de X, es independiente de n,
Ahora consideremos el recfproco; supongamos que la distribucién de las
variables X,; son independientes de n, es decir,

mo(y) = P{Xo =y = P[X1 =y] = Y _ mo(z)P(z,y).
eS8

Obviamente, 7y es una distribucién estacionaria. En resumen, la distribu-
cién de las variables X, son independientes de n si y s6lo st dicha distribucién
es una distribucién estacionaria.

Supongamos ahora que existe una distribucién estacionaria = que satis-
face la condicién

nlim Pz, y)=nly) ye€sb. (2.3)
Combinando la igualdad

P[“Yﬂ = y} = ZT{O(T)P“(:E,'Q‘) y = S:
Tes
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con el Teorema de Convergencia Acotada se obtiene

linoleP [Xn=y]= ZWO(E)W(H)

n—
el

=7(y) > _ mo(x)
zeS
=a(y). -

La distribucién de X, se aproxima arbitrariamente a la distribucién esta-
cionaria 7, siempre que se cumpla (2.3).

2.7 Clasificacién de las Cadenas de Markov

Definamos las variables

N (y) = Z 1,(Xpm) z,y€ S neN,
m=l]

Gul2,y) = Ez [Nu(y)l = ) P™(z,y) 2,y €S

m=1

Observe que
nlingoG,l(m,y) =Gz, y) VxeS,

Supongamos que y es transitorio; entonces,

Pz{N(y) < 00] =1

Glx,y) = 1f—; <oo Ve€S.
uy

For lo tanto,

lim No (y)

n—0oo n

= 0 con probabilidad uno

lirn ——--——~—G”(w’y)

HN— o0 T

={) Vel
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Ahora analicemos el caso cuando y es recurrente. Definamos

Ey i} st By [Ty <oo
My =
o0 en otro caso

donde T, = min {n: X, = y}. Observe que si Ey,{T,;] < co, entonces M,
denota el tiempo medio de recurrencia a y. Sea

1 si T, <o

it coo =
0 st Ty=oo

Teorema 41 Siy es un estado recurrenie, entonces

. Na(y)  lizy<odl
A M,

con probabilidad uno (2.4)
lim M = Pay Vo e §.
n-—00 7 M,
Demostracién. Supongamos que Xp = y y definamos 1p = 0,
Tk=min{n>71 1: X, =y}, k>1.

Note que 7%, k > 1 es el mimero de transiciones para el k-ésimo retorno
a y. Ahora considere las variables

B1 =7,
Br = Tk — Tk—1, para k > 2, y observe que las v.a {f} son i.id, porla

propiedad Fuerte de Markov. Ahora, definamos
n
Sn(y) - Zﬁks

k=1

donde S,,(y) es un proceso de renovacién y
Np(y) == sup {k: Sk < n},
es el proceso de conteo asociado. También tenemos que
M, =E,(f), K> 1

Por el Teorema 9 (capftulo 1),
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con probabilidad 1 lo cual demuestra la primera afirmacién.
Ahora, si el proceso inicia en un estado x # y, y x alcanza a y las variables
Sp(y) definen un proceso de renovacién con retardo. Entonces, por (1.20)
tenemos gque

Nu(y) 1
- ey,
n M,
lo cual demuestra la primera afirmacién del teorema.
La segunda afirmacién se sigue del Teorema Elemental de Renovacién y
de la ecuacién (1.21) correspondiente a procesos de renovacién con retardo.

Observacién 42 (a) Ambas expresiones del teorema anterior, nos dicen
que una vez que la cadena de Markov llega a y, ésta regresa a y en promedio

cada My unidades de tiempo.
(b) Si C es un conjunto cerrado e wrreducible de estados recurrentes,

entonces

i

 Galzy) 1,
1}]_1‘];10—';?"——}[?; V:L,yEC',

Np '
lim——(‘l’r—)-zL y€C,

ne m M,

puesto que Pp [N(y) =o0| =1 ypoy = P [Ty <00 =1, Vz € C. y G(z,y) =
cO.

Observe que si My = oo, el lado derecho de las expresiones anteriores es
cero, lo cual exhibe un comportamiento sirnilar al de un estado es transitorio.

Definicién 43 Diremos que un estado recurrente y es recurrente nulo si
My = co y recurrente positivo si My < oo.

Observacién 44 (a) Del teoremua anterior, si y es recurrente nulo, en-
tonces

St y es recurrente positivo, entonces

lim Gulyy) = Lo _ —1—-
T A, A,

(b) La diferencia esenciat entre estados recurrentes nulos y recurrentes pos-
itivos reside en el tiempo requerido para los retornos.
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{c) Supongamos que la cadena empieza en un estado recurrente y; por
el teorema anterior, si y es recurrente nulo, entonces con probabilidad 1, la
proporcidn de veces que la cadena de Markov visita al estado y durante las
primeras n unidades de tiempo se aprozima a cero cuando n — oco; por otro
lado, siy es recurrente positivo, enlonces con probabilidad 1

Gal2,y) . Pry
n M,

Teorema 45 Six es un estado recurrente positivo y ¥ — y, entonces y es
recurrenie positivo.

Demostracién. En el Teorema 34 se mostré que si x — y, y « es recurrente,
entonces y es recurrente y pr, = p,; = 1; por lo tanto, existen enteros
positivos n;, n; tales que

P™ (y,z) >0y P™(z,y) > 0.
Ahora, usando Ecuacién de Chapman-Kolmogorov, se obtiene
Plrtmim(y, ) > PY (y,z)P™ (z,x) P™ (x,y),
lo cual implica que

Z plrtminal(y y) > P (y,z) P (z,y) - Z P (z,2).

m-—l

Por otro lado

Gn1+n+n2(y;y) - Gn1+n2(y: y) = Z P(nl+m+n2)(y:y)-

m=]1

Combinando las iiltimas dos relaciones se obtiene

Gartnina (1Y) — Grygna (4, 9) > PM(y,z)P™ (z,y) -1'1; Z P (z,x).

n
m=1

Luego, tomando lfmite, se tiene

Gn1+n+nz(y1 y) s “_];_ y Gn1+n2(y:y) -0
7 M, n

Dado que y es recurrente,

m Gn('n x) 1
ZP (,x) - - Y
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Ademids, puesto que x también es recurrente, note que

I sl ) F il G )

M, = M,

Finalmente, como z es recurrente positivo tenemos que M, < oo, lo cual
implica que M, < oo; por lo tanto y es recurrente positivo.ll

Observe que si x recurrente, y es recurrente nulo y z — y, entonces
x es recurrente nulo. Combinando este hecho y el Teorema 34 concluimos
que si C es un conjunto cerrado e irreducible, entonces cada estado en C es
transitorio ¢ recurrente nuio 6 recurrente positivo.

Definicién 46 A una cadena de Markov se le llama recurrente nula si todos
sus estados son recurrentes nulos, y se le llama recurrente positiva si todos
sus estados son recuirentes positivos.

Dada la observacién anterior mostraremos que una cadena de Markov
irreducible es transitoria o recurrente nula o recurrente positiva.

Lema 47 Si C es un conjunto cerrado y finito, entonces C tiene al menos
un estado recurrente posilivo.

Demostracién. Como C es cerrado
ZP’" (z,y}) =1 Vxe
yel

sumando sobre m = 1, 2,...n y dividiendo entre n, encontraremos que

&Y e

n
yeC

Ahora supongamos que C también es finito y que cada estado en C' es
transitorio o recurrente nulo. Entonces

lim Gnl2,y) =

T= 00 n

0,
de donde se obtiene que

1= lim ZM= hmGL(m’—ylzZozo,

n—oo 1 T OO Tl
yel yeC yel

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe al menos un estado recur-
rente positivo.ll

Observe que una cadena de Markov irreducible y cerrada y ademss con
un nimero finito de estados, necesariamente es recurrente positiva,
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2.8 Existencia y Unicidad de las Distribuciones
Estacionarias

En los desarrollos de la presente seccion utilizaremos los siguientes resulta-

dos.

1. Si 7 es una distribucion estacionaria y m un entero positivo, entonces

Z m(z)P"(z, v} =w(zx) Vr €S

z

2. Sumando sobre m = 1,2, ..n y multiplicando por 1 en la igualdad
' : n

anterior, se obtiene que

ZW(Z)M =n{z) Yz €S

n
z

)

Teorema 48 Siw una distribucion estacionaria y x es un estado transitorio

o recurrente nulo, entonces
n(z) = 0.

Demostracidn. Sea x un estado transitorio o recurrente nulo, entonces °

lim Cnl(z2) =
n—00 k11

0 Vze S,

Luego, por la propiedad (2) y el Teorema de Convergencia Acotada

m(z) = JB&ZW(Z)M = Zvr(z) lim Cn(z,2) = 0.

T n—oo T
z

Por lo tanto 7(z) = 0.M

Observacion 49 De este Teorema tenemos que una cadena de Markov sin
estados recurrentes positivos, no tiene distribucidn estacionaria, ya que en
este caso m{(x) = 0 para tode x en S.

Teorema 50 Una cadena de Markov irreducible y recurrente positiva tiene
una unica distribucidn estacionaria w; de hecho,
i

w(x) = A Yr € §.




56 CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV

La demostracion de este resultado puede consultarse en la referencia |1,
Teorema 5, pagina 64]. Una consecuencia inmediata es la siguiente.

Corolario 51 Una cadena de Markov trreducible es recurrente positiva si y
solo sf tiene una inica distribucidn estacionaria.

Demostracién. Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, por
el teorema anterior, admite una distribucién estacionaria. Por otra parte,
si existe una distribucién estacionaria implica que existe por lo menos un
estado recurrente positivo y como la cadena es irreducible, todos los estados
son recurrentes positivos. Bl

Corolario 52 Una cadena de Markov irreducible con un nimero finito de
estados tiene una unica distribucidn estacionaria.

Demostracién. Como la cadena tiene un mimero finito de estados, por lo
menos tiene un estado recurrente positivo, y como la cadena es irreducible,
todos los estados son recurrentes positivos y una cadena recurrente positiva
tiene una Unica distribucién estacionaria.l

Corolario 53 Sea {X,} una cadena de Markov irreducible recurrente pos-
itiva y su distribucidn estacionaria m. Entonces con probabilidad 1
N,
lim (2] n{x) VreS.
n—oo 1
Demostracién. Este resultado es una consecuencia de (2.4) y el teorema
50.8

Sea & una distribucién estacionaria y sea C' un subconjunto de §. Dire-
mos que 7 estd concentrada en ¢ si '

w(z) =0 Vva g C.

Teorema 54 Sea C un conjunto cerrado e trveducible formado por estados
recurrentes positivos. Enionces la cadena de Markov tiene una dnica dis-
tribucion estacionaria concentrada en . De hecho, esta distribucidn estd

dada corno 1

E st ze(

7(z) =
0 si zgC
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Demostracién. Por el teorema anterior, n(z) = 1/M, para todo z €
C; como los elementos de C todos son los recurrentes positivos, entonces
cualquier estado fuera de C' es transitorio o recurrente nulo y en ambos
casos sabemos que su distribucién es w(z) =0, z ¢ C.

Conclusién 65 Sea I, el conjunto de los estados recurrentes positivos de
“una cadena de Markov.

(1) Si R, es vacto, entonces la cadena no tiene disiribucidn estacionaria.

(#1) Si R, es un conjunto irreducible y no vacto, entonces la cadena tiene
une inica distribucidn estacionaria.

(iii) Si Ry, es un conjunto no vecio pero no irreducible, es decir no co-
municante, entonces la cadena tiene una infinidad de distribuciones esta-
cionarias.

2.9 Convergencia a la Distribucién Estacionaria

Definicién 56 Sea z € S un estado de una cadena de Markov tal que
P™(x,z) > 0, para algin n > 1. El peridodo de z se define como

d(z) =m.ecd{n>1:P"(z,z) > 0}.

Note que 1 < d(z) < min{n > 1: P*(z,z) > 0}. Por otra parte, si P(z,z) >
0, entonces d(x) = 1.

Lema 57 Six,y son estados tales que z < y, entonces
d(x) = d(y).

Demostracién, Puesto que x — y y ¥ — = existen enteros no-negativos

n;,ng tales que
PY(x,y) >0y P"(y,z) > 0.

De la ecuacidén de Charmann-Kolmogorov obtenemos que
P (g, m) > P (z,y) P (y, ) > 0;
entonces d(x) es divisor de ny + ng. Si P*(y,y) > 0, entonces
P (g, x) > P (2, y) PM(y,y) P™ (y, ) > 0,

de donde se sigue que d(z) tarbién es divisor de n; +n--no; en consecuencia,
d(x) también es divisor de n. Esto es, d{x) es divisor de todos los mimeros en
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el conjunto {n > 1: P*(y,y) > 0} . Sea d(y) el divisor m4ds grande; entonces
d(z) < d(y). Argumentos similares nutestran que d(y) < d(z). Por lo tanto,
d(z) = d(y).l

Observe que de este lema se sigue que todos los estados de una cadena
irreducible tienen el mismo periodo.

Definicién 58 Decimos que una cadena de Markov es periddica con periodo
d, st d(z) =d > 1 para tod 2 € S, y aperiddica si dx = d = 1 para todo
z€S.

Teorema 59 Sea {X,,n > 0} una cadena de Markov irreducible y recur-
rente positiva con distribucidn estacionarie w. Si la cadena es aperiddica,
entonces

lim P*(z,y) = nly), z,y € 5.

nN— O
8i la cadena es periddica con periodo d, entonces para cada var de estados
x,y € S existe un entero r, 0 < r < d, tal que P*(z,y) = 0, a menos que
n = md + r para algin entero no negativo m. Ademds,

lim P™7 (g, y) = dr(y), 2,y € S.

In—00

La demostracién puede consultarse en la referencia [1]

Teorema 60 Sea {X,} una cadena de Markov homdgenea con espacio de
estados S finito, irreducible y aperiddica. Entonces existen comnstantes a >
0ypB € (0,1) y una distribucion w sobre S tales que

Ip(m:y) —ﬂ'(y)' ~<.. aﬁn Vﬂ;:y € S:n € N:

En particular, P*(z,y) — w(y) pare todo z,y € 5. Ademds © es una dis-
tribucion estacionaria.

La demostracién puede consultarse en Tijms ([2], Teorema 2.3.1, pdgina
107).

Para presentar una consecuencia importante del teorema anterior, reque~
rimos introducir la siguiente notacién: Sea w: S — Ry v(-) una distribucién
sobre S, definimos

W) = 3 Hy)uly).
yeS

siempre que la serie esté bien definida. Ademds, para cada n € N, definimos




2.10. ECUACION DE POISSON 59

Pru(e) = ZP" (e, y)uly).
Note que
Ezu(r,) = Plu(x).

Teorema 61 Sea C: S — R una funcidn arbitraria. Si la cadena es finita
irreducible y aperiddica, entonces

|E.Cl(zn) — 7(C)] < MB™ ¥n €N,

donde 7 es la distribucion esfacionaria y M es una constante positiva. En
particular, tenemos

m(C) = lim E;C(z,) Vel

=00

Demostracién. Sea #5 la cardinalidad de § y & = max, |C(x)]; note que

|EC(zn) = m(C)] = | Y P"(z,1)C(y) ~ > 7(y)Cy)l

yesS yesS

=1} (P™(z,y) = m( Cy)

yesS

<kY |P(z,y) - (y)l

yeS

<EkY af" <k#S)E".

yeS

Entonces E.C(zn) = Pp,Clz) — n(C).R

2.10 Ecuacién de Poisson

Sea {X,.} una cadena de Markov homogénea con probabilidades de tran-
sicion P(z,y),z,¥ € S. Suponga que la cadena modela un sistema cuya
operacion genera costos C{zy,),n € Np, donde C es una funcién sobre el

B e W B S L i B e w5 S s s T
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espacio de estados. El costo de operacién esperado en las primeras n etapas
dado el estado inicial xp = x es

n—1
Sn(z) = E, Y _Clzy) z€SneN.
k=0
Supongamos que el operador del sistema estd interesado en estudiar el
comportamiento de los costos promedio por etapa a largo plazos, esto es,

J(z) := limsup ;1;51;(3:) T €8S. (2.5)

=100
El andlisis de (2.5) tiene una fuerte relacion con la existencia de solu-
ciones a una ecuacién funcional conocida como Eeuacion de Poisson. Un
par (h,e) formado por funcién h : S — R y una constante e es una solucién
de la Feuacidn de Poisson para la funcién C: S5 — R si

h(z) = C(z) —e + Ph(z) VzeS. (2.6)
El siguiente resultado muestra la relacién entre (2.5) y (2.6).

Teorema 62 Sea C : S — R una funcion arbitraria y suponga que (h, e) es
una solucidn de la ecuacion de Poisson asociada a C. Entonces,

h(z) = E;S.(z) —ne + E;h(z,) Vre S,neN.
Si edemds se cumple que
.1 '
lim ~Eh(z,) =0 Vae S,
n—oo 1
entonces

J{x) ;== lim sup l[5'“(:1:) =e VYres.

n—00 1
Demostracién. La primeraigualdad se obtiene por iteracion de la Ecuacién

de Poisson, mientras que la segunda, se obtiene al dividir por n y tomar
lfmnite cuando n tiende a infinito. M

Observe que si (h, €) es una solucién de la Ecuacién de Poisson, entonces
(h+ k,e) también es solucién. Bajo ciertas condicioues, el reciproco de esta
afirmacién tambien se cumple. De forma mnds precisa, si (h1,e) y (ha,€) son
soluciones de la Ecuacién de Poisson con respecto a una funcién C, entonces
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las funciones difieren por una constante aditiva, es decir, hy — hg = k.

Para la demostracion de este recfproco, introducitmos el concepto de funcién

armaénica y presentamos un resultado sobre este tipo de funciones.
Diremos que i : § — R es una funcidn drmonica si

hiz) = Ph(r) VYreS. (2.7)
Si en lugar de la condicion anterior se cumple que
hiz} > Ph{x) Yz € §,

a la funcién se le Hama super-armdnica.

Teorema 63 Suponga que la cadena {x,} es irreducible, recurrente positiva
y eperiddica, y sea m su disirihucidn estacionaria. Si h es una funcidn
armdnica acotada, entonces h es constante.

Demostracién. Iterando la ecuacion (2.7) se obtiene

h(z) = P"h(z) =Y P*(z,y)h{y) Yz € S,n€N. (2.8)
yeS

Por otra parte, note que por el Teorema 61, tenemos que

h(z) = lim P*hiz)=7(h) Yz € S.
T—0C
Por lo tanto, h es constante.l

Teorema 64 Sea {X,} una cadena de Markov con espacio de estados finito,
irreducible y aperiddica. Sih es una funcion supér-armdnica, entonces h es
constante.

Demostracién. De nuevo, por iteracién tenemos que
h>Ph>Ph>.->P'h YneN.

Entonces,
h(z) > a(h) > h* Vz e §,

donde 2* ‘= min,eg h(z); ahora note que tomando el mfnimo en la desigual-
dad anterior nos deja

min h(z) = n(h) = h*,

xES
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lo cual implica que
S w(y) [hfy) — h*] = 0.
Puesto que la cadena es recurrente positiva e irreducible, tenemos que
#(y) > 0 para todo y € S. Por lo tanto,

h(y)=h* WyesSm

Teorema 65 Suponga que la cadena {X,} es irveducible, recurrente pos-
itiva y aperiddica, y sea w su distribucidn estacionaria. Sean (hy,e) y
(ho,e) soluciones a la Fcuacidn de Poisson asociada a la funcidn de cos-
to C : § — R. Si hy — ha es una funcion acotada, entonces eziste una
constante k tal qgue hy — hy = k.

Demostraciéon. Por hipétesis tenemnios
hi(z) = C(z) — e + Phi(z) Vze€ S,

ha(x) = C(z) — e+ Pho(z) Ve e S.

Combinando estas ecuaciones, tenemos que la funcién H := hy — hy es
armonica. Por el teorema anterior, tenemos que H es constante, lo cual
demuestra el teorema.l

En el siguiente teorema se prueba la existencia de soluciones a la ecua-
ciones de Poisson bajo las hipdtesis del Teorema 60.

Teorema 66 Sea {X,,} una cadena de Markov con espacio de estados finito,
irreducible y aperiddica. Para cada funcion C en S existe una solucidn a la
ecuacidn de Poisson correspondiente.

Demostracién. Sea C una funcién arbitraria. Por el Teorema 61, existen
constantes M y § € (0,1) tales que

|E.C(zy) ~ w(C)| < MB* vz e S keN.

Esto garantiza que la funcién

hz) =Y E.[Clwy) —7(C)) z €S8,
k=0
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estad bien definida; de hecho, [2{x)j < M/(1 — ) para todo z € S.
Denote por 7 a la distribucion estacionaria y note que

h(z) = Eq [Clxo) = T(C)] + Y B [Clzx) — 7(C)]

k=1

= Cla) - 7(C) + nliugo Z EL[Clag) — n(C)]

k=1

i |

=Clz) = n(C) + lim P > Pr(C(z) - n(C)]

k=()

n—1
= C(2) —m(C) + £ lim. " PE[C(x) - m(C)]
k=0

= C(a) — n(C) + Ph(z).

Es decir, el par (h, n(C)) satisface la Ecuacion de Poisson. M

2.11 Martingalas

Sean {Xn} y {Mn} dos procesos estocdsticos. Diremos que {M,} es una
martingala con respecto a la sucesién {X,} si para todo n > 0,

E ,]‘Jn' <o ¥ F [A:[11+I|JY,13 iy X[}] == Mn.

Ahora consideremos un tiempo de paro N y una martingala, en am-
bos casos, con respecto al proceso {X,}. Es facil verificar que la variable
aleatoria

N An:=min{N,n}
también es un tiempo de paro con respecto a {X,}. Al proceso definido
€omo

M :=Mypn n€EN

se le conoce como proceso de paro.
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Teorema 67 Sean {M,} una martingala y N un tiempo de paro con respec-
to a {Xa}. Entonces, el proceso de paro {M!} es también una martingala
con respecto a {X,}.

La demostracién puede consultarse en Ross ([3]), Proposicién 7.2.1, p4gi-
na 229.

Teorema 68 (Teorema de Paro Opcional) Sea N un tiempo de paro y
{M,} una martingala con respecto a {X, }. Entonces

EMy = EM|,
si se cumplen las siqguientes condiciones:
(a) IM,,..| <K, ¥neN.
(b) N es finito con probabilidad uno.
(c) EN <oy E[|Myy — M| 1Xy, .. X)) <K' '¥neN.
Demostracién. Primero observe que por el teorema anterior tenemos que
{M,,.} es una martingala; de esto se desprende que E{M,, | = E[M]

para todo n € N. Por otra parte, la condicién {c) implica que |My| < K
para todo n € N. A continutacion note gue

|EM; — EMy| = |EMyan — EMy|
< |E{A'IN/\1: - EAIN]I I[N>.ﬂ] + |E []\'.[N,f\n - Eﬂf[N] I[NS‘H]|

< 2max(K,K')P[N > n|.

De la condicién (b) se sigue que P[N > n] — 0 cuando n — oo. Por lo
tanto, |[EM — FMy| = 0, lo cual demuestra el resultado deseado.ll

Teorema 69 Sea {X,} una cadena de Markov homogénea con probabilidad
de transicion P(z,y),z,y € S, y C : S — R. Si la pareja (h,e) es una
solucion acotada de lo ecuacidn de Poisson corvespondiente a O, es decir,

h(x) = Cla) —e+ Ph(x) Yz €S,

entonces, el proceso

n—1
My =" C(Xy) +h(X,) —ne— h{z) neN

k=0



2.11. MARTINGALAS 65

es una martingala con respecto o {X,,}. Ademds, si C es acotada y 7 es un
tiempo de paro finito con probabilided uno, entonces

r—1
By Y C(Xx) = cBat — Eh(X;) + h(x).
k=0

Demostracién. Primero observe que
ﬁ‘fn+] - A.{n = C{Xn) —e+ h(z n-l-l) - h‘()(n).
Entonces,

By [Mngy ~ M Xo, oy Xn) = Ey [C(X0) ~ € + M(Xns1) — h(Xn)| Xo, - Xn]

= C(Xp) = €+ Bz (X 11)| X0, - Xn] ~ A(Xn)

= C(X,) = e + By [A(Xns1)| Xn] — h(Xn)

= C(Xn) ~ e+ > P(Xn, y)A(y) — H(Xn)

= C(Xy) — e+ Ph(X,) - h(X,) = 0.

Por lo tanto,
E{Mpyi|Xo, ..., Xn| = M,.

Para demostrar la segunda afirmacién note que si C' y h son funciones
acotadas, entonces la martingala {M,} satisface las condiciones del Teo-
rema de Paro Opcional. Entonces, si 7 es un tiempo de paro finito con
probabilidad uno, tenemos que

E M, = E. My = h(x),

lo cual implica que

-1

FE. Z Clzy) —er + MX;)| = h(m)?
k=0

le cual a su vez demuestra el resultado.B







Capitulo 3

PROCESOS DE
RENOVACION
MARKOVIANOS

3.1 Introduccién

Los resultados de la Seccién 3.1. que trata sobre la regularidad de los pro-
cesos semi-markovianos se tomaron de [6]. La Seccién 3.3 est4 basada en el
trabajo [5].

Los procesos de renovacién markovianos (PRMs) modelan sistemas que
combinan la estructuras probabilisticas de una cadena de Markov y de un
proceso de renovacion, es decir, sistemas que realizan transiciones de acuer-
do a una cadena de Markov pero los tiempos en los que dichas transiciones
ocurren son aleatorios y su distribucién puede depender del estado del sis-
. tema. M4ds especificamente, consideremos un sistema que en el tiempo inicial
1o := 0 se encuentra en un estado inicial Xy = 2y donde permanece por un
tiempo aleatorio 77; en este instante el sistema se mueve hacia un nuevo
estado X; = x; donde permanece hasta el tiempo aleatorio 75, y as{ sucesi-
vamente.

67
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Al proceso {(X,,T;)} se le lama proceso de renovacion markoviano (MRP)
si cumple que
Pr[Xn+1 =z, L1 — T < tIXO =20, T1 =ty , T =y, Xpn = y]

=Pr [-Xn-}-l = I, ;r'n-i-l —-Tn < thn = y] )

para cualesquier eleccién de estados x, %y, -+ ,Z,_1,Y, y reales no-negativos
ti,ta, -+ ,t, y todo naturat n € N.

En todo lo que resta de este trabajo consideraremos un proceso de reno-
vacién markoviano {{(X,,7n)} con espacios de estados numerable § y supon-
drémos que dicho proceso es homogéneo, esto es,

Qy, tlx) == Pr{Xop =y, Tog1 — Tn < X, = 3]

= Pr(Xis1 = 2, Thpr — T < Xz = 9]

para todo z,y € Sy n,k € No. A la funcién de probabilidades Q(-, |-
usualmente se le llamia kernel semi-markoviano.

De la definicion del kernel semi-markoviano se deducen facilmente las
siguientes propiedades:

o Q(z,tly) > Oparatodox,ye Syt e Ry
® ) 5@z tly) <lparatodoye SyteRy.

e El kernel semi-markoviano Q(x, t|y) es no-decreciente en la variable ¢,
para todo 2,y € 5. En consecuencia, la fiuncion

Pla|y) = tiinc')lo Q(x, ty)
estd bien definida.

e Note ademds que

P(-Lly) =Pr [Xn+1 = wl‘Xn = U} Vz,ye SneN.

Por lo tanto, el proceso de estados { X, } es una cadena de Markov con
probabilidad de transicién P(:}-).
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Otra forma ce registrar la evolucion del sistema es a través del proceso

Z() =Xy, si Ty <t < Thpr.

A este proceso se le llama proceso semi-markoviano, mientras que a {X,}
se le lama la cadena inmersa en el proceso semi-markoviano.

Es importante notar que, a priori, no se puede garantizar que el proceso
semi-markoviano {Z{t) : £ > 0} estd definido sobre todo el semi eje de los
reales positivos. Esto se debe a la posibilidad de que la sucesién {T,,} for-
mada por los tiempos de transicién o saltos del sistema sea acotada, esto es,
que en ciertos intervalos de tiempo ocurran una infinidad de transiciones.El
siguiente ejemplo muestra este fendmeno.

Ejemplo: Supongamos que '

Pog=1 i=012...

[ s
Fiipa(t) = { 0 sit<(1/2)

Entonces, el proceso pasa de ¢ para 7 + 1 en una cantidad de tiempo
{1/2)*, por lo tanto

Pr{N(2) =oo|Jo=i}=1,¥i=0,1,2,..

Para analizar con detalle esta situacion y excluir la posibilidad de que
ocurran, se introducen dos procesos asociados: el proceso de los tiempos de
permanencia y un proceso de conteo que registra el mimero de transiciones
que ocurren en determinados intervalos de tiempo.

Sea 6,,n € N, al tiempo transcurrido entre la (n-1)-ésima y la n-ésima

transicién, es decir,

611 =T, — :Fu—l ne N,

y defina

Htly) = Qz,tly) y€S,teR,.
zeS

Observe que

H(tly) = Pr [6n+1 < t‘){n = y] Yy e S,t eR,.
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En otras palabras, H(-|y) es la distribucién del tiempo de permanencia del
sistema en el estado y € S.

A continuacién se introduce el siguiente proceso: para cada real ¢ > 0,
se define
N(t):=sup{n>1:T, <t} teR,.

Note que N(t) registra el mimero de transiciones en el intervalo de tiempo
(0,t]. Para los procesos de renovacién markovianos, de forma andloga a lo
que ocurre en la teorfa cldsica de renovacién, también tenemos que

T, <t < N(t) > n.

De esta relacién se deduce que la sucesion {7, } estd acotada, digamos que
por tg, si y sélo si N(tp) > n para todo n € N; en otras palabras, T,, < tp
para todo n € Np si y sélo si N(tg) = co.

La siguiente seccién estd dedicada completamente a proporcionar condi-
ciones que garanticen que la variable N(t} es finita con probabilidad uno
para cada t > 0.

3.2 Procesos Regulares

Definicién 70 Diremos que un estado z € S es regular si
Pr(N(t) <oo|Xp=2]=1 Vt<oo,

o equivalentemente, si

PriT, - oo |Xp =] = 1.

Diremos que el proceso de renovacidn markoviano es regular si todos los
estados son regulares.

Un camino natural para obtener la propiedad de regularidad es evitar
que el proceso renovacién markoviano experimente demasiadas transiciones
en intervalos cortos de tiempo, y la condicién més usada para este efecto es
la. Condicién de Ross (3]}, la cual se introduce a continuacién.

Condicién 71 (CR) Euzisten constantes a y (3 tal que
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1—-H{a/i)>8Vze S

Para demostrar que CR garantiza la propiedad de regularidad requeri-
mos algunos resultados preliminares sobre la estructura probabilistica de los
PRMas, los cuales se discuten a continuacién.

Primero observe que si P(z|y) > 0, entonces existe una funcién F(t|z,y) >
0 tal que

Q= thy) = F(tlz, y)Pzly) vt =0,
puesto que

Q@ﬂwSP@M vt > 0.

Por otra parte, si P(zly} = 0, necesariamente Q{x,t|ly) = 0 para todo
t > 0, de manera que la ecuacién anterior tiene una infinidad de soluciones.
En este caso, definamos F(t|ly,z) := 0 para todo ¢ > 0.

Proposicién 72 Sean z,y estados arbitrarios del PRM. Fntonces,

F(tly,x) = Pribn41 < t|Xp =y, Xng1 = 2:] vt > 0,n € Ng.

Ademds,

Hitly) = ZF(tly,m P(zly) vt>0,y€ 8.

zES

Demostracion. La primera parte de la proposicién se obtiene directamente
usando la definicién de probabilidad condicional. La demostracién de la
segunda parte también se obtiene facilmente de las definiciones. B

Teorema 73 Para cade n € N, las variables §;,82, - , 8, son condicional-
mente independientes dadas las variables Xo, X4, -+ , Xn. De hecho se cumple
que

' PI‘{(S] Stlr"'réﬂ ﬂf-an(]—_—CEg,...,Xn Zmn}

= F(ti]zo, 1) F (talz1,22) - - F (E)Tn—1, Tn)

para cualquier eleccidn de reales nonegativos 1,9, ..., k.
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Demostracién. Realizaremos la demostracién sélo para el caso n = 2,
puesto que exhibe el esquema para la demostracién en el caso general. Us-
ando las definiciones y las propiedades de la probabilidad condicional se
pueden verificar la siguiente secuencia de igualdades:

Pr{éi < t1,8; < t3|Xp = 20, X) = 21, X9 = 23}

_Pr{é; <t,0s <19, Xp =20, X1 =21, X2 = 13}
== Pr{Xp = 29, X1 = 21, X» = z2}

_ Pr{bs Sty)6; < ty, Xo = 20, X1 = 1, X3 = 22}
Pl’{. 0 Iwg,_Xl :ﬂil,.)(g =:L‘2}
x Pr {6, <t1,Xp = xg, X1 = z1, X2 = T2}

= F (ta}z1,22) Pr {61 < t1[Xo = 20, X1 = 21, X2 = 22}

- F(tgl&?l,EQ)F(t-ll.’IJ(),l‘l) y |

Note que si el espacio de estados S consta de solo un estado x, entonces
P(zjz) = 1. Luego entonces, las variables {6,} son independientes e identi-

camente distribuidas.

Corolario 74 S5i S consta de un solo estado, entonces {T,,,n € N} es un
proceso de renovacion.

También usaremos algunas propiedades de la funcién que se introduce a
continuacién: para cada estado z € .5 definimos

Alz) = /0 "~ exp(—s)H (dsla)

Lema 75 La funcidn A(-) satisface las siquientes propiedades:
(a) Alz) >0V¥x € S5,
(b) A(z) =1 <= H{0|z) = 1;
(¢} Si se satsiface CR, entonces

7 :=sup A(x) < 1.

z2eS
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Demostracién. La demostracién de las dos primeras propiedades son di-

rectas. Para demostrar la tercera, observe que por el Teorema de Integracién
por Partes (||4] pag. 247) se obtiene que

/0 exp(—s)H (ds|z) — /0. H(s|z) exp(—s)ds = exp(—t)H(t|lx) — H(O|z).

Tomando Ifmite cuando ¢ tiende a infinito en la igualdad anterior, obtenemos

Az) = / exp(—s)H (ds|z) = / H(s|z) exp{—s)ds — H(O|z);
Jo Jo
luego, puesto que H(0|z) > 0, tenemos

Ar) < /OQO H(s|z) exp(—s)ds. |

Entonces, usando CR, resulta que

Afz) < /; H(s|x)exp(—s)ds + /oo H(s|z)exp(—s)ds

iy

<{1-2) /0' exp(—s)ds—i—..[fo exp(—s)ds

< (1~ B)[1 - exp(~a) + exp(~a)
=(1-8)— (1 - ) exp(—a) + exp(—a)

=(1-0)+ Bexp(—a) =1- B[ —exp(—a)] < 1.

Esto es,
Alx) <1 =1 —exp(~a)] < 1.0

Lema 76 A(Xo)A(X)) - A(Xy) ~ 0 <= T;, — c0.

Demostracién. Por el Teorema 73, las variables 8,,8s,..., 6, son condi-
cionalmente independientes dados los estados Xi,Xs,...,X,, para cada
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n € N. Entonces,

E [exp(—Tu)| X0, - - -, Xn] = E [exp(= (81 + ... + 82))| X0, - .- , Xn)

= Elexp(—6)|Xo, ..., Xa] - E [exp(—8.)| X0, - - -, Xa]

= A(Xo)A(X1)...A(XR).
De lo anterior se deduce que
A(X)A(X1} - AXKn) 2 0= Th — .l

Con los resultados anteriores ya estamos en condiciones de demostrar
que CR implica la regularidad de los procesos de renovacién markovianos.

Teorema 77 Si se satisface CR, entonces el proceso de renovacidn marko-
viano es regular.

Demostracién. Del Lemma 75(c) tenemos que
A(Xo)A(Xy) - A(Xn) < 7" = 0,
puesto que 7y < 1. Entonces,
Pr{A(X)A(X1) - A(Xn) — 0] = 1,
lo cual, por el Lemma 76, implica que
Pr[T, —»olXg=2]=1 Vz€8.
Por lo tanto, el PRM es regular.ll

Otra caso en la que se obtiene la regularidad de los PRMs es cuando la
cadena inmersa es recurrente o visita un estado recurrente con probabilidad
uno para cada estado inicial.

Sea

S§* := {z € § : z es recurrente y H(0|z) < 1}.

Teorema 78 Suponge que el conjunto S* # 0 y que para cada estado inicial
Xo =z € 8, la cadena inmerse { X} visita con probabilidad uno a un estado
recurrente del conjunto S*. Entonces, el PRM es regular.
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Demostracidn. Suponga que la cadena alcanza al estado recurrente y € S*
dado que Xg = 2 € §. Definamos

Mi=1y d=inf{n>X X, =9}

Puesto que la cadena es recurrente tenemos que Pr{A; < oo] = 1 para
todo k € N. Definamos ahora '

n—1
Valy) == Zf{y} { Xk}
k=0

y observe que V, es el nimero de visitas al estado ¥ en las primeras n
transiciones. De nuevo por la recurrencia de estado y, tenemos que

Pr{lim V, = 0| Xp =z| = 1.
n—oq
Por otra parte, puesto que A(:) <1, tenernos que

A(X0)A(X1) - A(Xa) < A(X0p)A(Xy,, ) -+ - AKXy, )

< (A,
lo cual implica que
Pr[A(Xg)A(X1) - A(X,) = 0 Xo =2z =1,

puesto que A(y) < 1. Entonces, el estado x es regular.l

3.3 Ecuacién de Poisson Semi-Markoviana

Sea C : § — R una funcién fija y para cada z € S definamos las funciones

n—1
Ja(z) = Ez Y _Clz)
=0

N(t)

&,(z) := E, Z Clzy).

k=0




76  CAPITULO 3. PROCESOS DE RENOVACION MARKOVIANOS.

Note que si la funcién C representa costos por operar el sistema, entonces
J(x) representa el costo hasta la n-ésima transicién dado que el sistema inici6
en el estado Xo = x € S; mientras que la funcién ®,(x) representa el costo
hasta el tiempo t. El objetivo de esta seccién es estudiar el comportamiento
a largo plazo de estas funciones. Especfficamente, estudiaremos los “costos
promedio esperados” definidos como

T Ja(T)
J(z) = llrrlnj;p BT, z €S, (3.1)
&(z) = limsup %@g(:z:) z€Ss. (3.2)
t—oo

El anilisis de las funcionales (3.1) y (3.2) se realizard a través de la
Ecuacién de Poisson, como en el caso markoviano, solo que en este caso
dicha ecuacién toma una forma ligeramente diferente.

A la funcién

o
u(x) = EalfeXor = a] = / tH(dtz) z €S
0
se le conoce como la funcién de los tiempos medios de permanencia.

Observacién 79 Observe que

n-—1

E.T,=E; Z w(xy) Vee S,nelN.
k=0

Parg verificar lo igualdad anterior, note gue

n
EyTn|Xo, X1 ..., Xn] = Y Ez[6k| X0, X1 ..., Xu]
k=1

n—1

= Z,u(Xk) Vxe S,neN.
k=0

Entonces, tomando esperanza en ambos lados de la igualdad, se obtiene el
resultado deseado.
Ademds, note que
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(e )
E:L'TN(t)+1 = E:z: ZEE[THIXOa -Xl DEREY X‘ua N(t) =n- I]IIN(t)=‘n—1]

n=1

oo fn—1
=E Y (Z M(Xk)) Iiv(y=n—1]

n=1 \ k=0

N(t)

=E; Z (X ).

k=0

El par (h,p), formado por una funcién h : E — R’y una constante p,
es una solucién para la Ecuacidn de Poisson para el caso Semi-Markoviano
(EPSM) correspondiente a la funcién C, si satisface

h(z) = C{z) — pp(x) + Ph(a:) vz e S.

Proposicién 80 Sea (h,p) una selucidn de la Ecuacidn de Poisson para el
caso Semi-Markoviano (EPSM). Si h(-) es una funcidn acotada y el PRM

es regular, entonces
J(z) := lim Snl@)

n—oo BT, B

®

Demostracidon. Por una lado, iterando la EPSM se obtiene

n—1 n—1
hz)=E; Y Clzi) - pEz y_ p{zi) + P*hiz) VaeS.  (3.3)
=0 k=0

Por el otro lado, note que

n—1

E.T,=E; Z,u(a:k) — 0.
k=0
puesto que T;, — oo con probabilidad uno para cada estado inicial z € S.
Ahora dividamos ambos lados de la ecuacién (3.3) por E,.T;, y tomemos
limite cuando n — oco. Por la propiedad 79 y el acotamiento de la funcién,
se obtiene que

SN 1 ¢
J(z) := nangoEng = p.0
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Para analizar el comportamiento de la funcional ®(-), introducimos el
proceso

n—1

M, =Y "[C(ax) - pu(@i)} + h(za) neN,
k=0

donde (h, p) es una solucién de la EP correspondiente a la funcién C.

Lema 81 Si las funciones C,h, 1 : S — R son acotadas, entonces {M,} es
una martingala con respecto al proceso {X,}.

Demostracién. Este resultado se prueba con los mismos argumentos que
se usaron en la demostracién del Teorema 69.1

Definamos
N@)=N@t)+1 t>0.

Lema 82 (a) Fl proceso {ﬁ (t),t > 0} es un tiempo de paro con respecto al
PRM {(X,,T,)}.
(b) Si se satisface CR, entonces

~ t+a
E,N({t) <14+ ———o

2N(t) <1+ — 3
La demostracién puede consultarla en {[5]).

Teorema 83 Suponga que las funciones C,p: S — R son acotadas y que
existen soluciones acotadas (h,p) y (hyu,pu) de las ecuaciones de Poissson
correspondientes, es decir, se satisfacen la ecuaciones

h(z) = C(z) - p+ Ph{z) Vze S,
hu(z) = plz) — py + Phy(z) Yz €8

Si se satisface CR, entonces se satisface la Ecuacion de Wald para el PRM:

N(t) _
E. Y Clax) = PEAN () + 1]+ h(z) — Eh(Xn(y41) Yz € 8,62 0. (3.4)
k=0
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De forma similar, tenemos que

N(t)
Ez Z p{xp) = PuEz[N(t) + 1] + h.u(m) - Emhu(XN(t)H) vz € §,t > 0.

k=0
(3.5)

Demostracién. La demostracién es similar a la del Teorema 69, capftulo 2.

Teorema 84 Suponga que se satisfacen las condiciones del Teorema 83.
Entonces,

y i N(t)
Jm 2B VW +1] = >y Jim 2B, ;u(xk) =1
Ademds,
N(t) ﬁ
(z) = lim ~E, kz:(:) Clxy) = o vz e §.

Demostracién. Para comenzar, note que

TN(t) S i < TN(t)-l—l Vt > 0.
De la Observacién 79 y la ecuacién (3.5), se deduce que

N{t)

1 1
1< -‘EEa:TN(t)+1 = EEm Z u(zy) (36) :
k=0

1 1 1 ‘
= EppE,;[N(t) + 1] + ;h,,(w) — EEEh#(XN(t)+1) Vr € S,t > 0.

Ahora, puesto que las funcién h,(-} es acotada, tomando lfmite cuando t
tiende a infinito se obtiene

L <limine LB M),
Pu t—oo ¢

A continuacién observe que
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1 1 1
EEmTN(t)+1 = ?EzTN(t) + ‘t'E:nl-"(XN(t)-%-l)

1
<1+ ?E:rﬂ-(XN(t))-

Combinando esto dltimo con (3.6), obtendremos que

1 1 1 1
—PuB[N(8) + 1] + Shu(2) — Echu(Xn@41) S 1+ s Bzp(Xne)- (3.7)

Tomando lfmite nuevamente y usando el acotarniento de las funciones A (-)
y u(:), se tiene

limsup ~ E, [N(8)] < —,
t—oo t pp.

con lo cual se demuestra la primera afirmacién del teorema.

La segunda afirmacién del teorema se sigue inmediatamente del la ecuacién
(3.5) y la primera afirmacién, mientras que la tercera se obtiene combinando
las dos primeras afirmaciones y la ecuacién (3.4).H

Teorema 85 Suponga que el espacio de estados S es finito y que la cadena
inmersa {Xn} es irreducible y eperiddica. Entonces,

J(z) =2(z) = %((g)l Vr €5,

donde 7 es la distribucidn estacionaria de {X,}.

Demostracién. Por el Teorema 66 del Capitulo 2, existen soluciones a las
ecuaciones de Poisson y lo correspondientes a las funciones C(:) y u(-) con
las constantes

pu=m() y p=m(C),

donde «(-) es la distribucién estacionaria de la cadena inmersa.
La afirmacién de este teorema es una consecuencia directa del Teorema
34.0
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