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Introducción

Los procesos estocásticos han tenido mucho auge en la época moderna, dada
la gran cantidad de aplicaciones, en fenómenos de crecimiento, mecanismos
de evolución genética, sistemas de ingeniería, estructuras económicas y en
muchos otros campos.

Los procesos de conteo, como los procesos de Poisson y las cadenas de
Markov, son ejemplos importantes de procesos estocásticos. los primeros
registran el número de repeticiones de algún evento de interés, con la car-
acterística de que los tiempos de ocurrencia entre dos eventos consecutivos
son variables aleatorias (v.a) independientes e identicamente distribuidas
con una distribución común exponencial. La característica principal de las
Cadenas de Markov es la propiedad de perdida de memoria, que es que el
pasado no influye en la evolución futura del sistema.

Una generalización a estos procesos, son los procesos de renovación, los
cuales son procesos de conteo pero su función de distribución es arbitraria.

El objetivo del trabajo es estudiar los Procesos de Renovación Marko-
vianos, los cuales mezclan la estructura probabilística de la teoría de Reno-
vación y las Cadenas de Markov. Pondremos especial atención en el estudio
de los costos promedio esperados.

El trabajo se estructura de la siguiente manera. En el Capítulo 1 estudi-
aremos La teoría de Renovación, donde trataremos la función de renovación,
los procesos de retraso y los procesos de renovación con ganancia entre otros,
el segundo capítulo, lo dedicaremos al estudio (le las principales propiedades
de las llamadas Cadenas de Markov.

En el tercer capítulo estudiaremos los Procesos de Renovación Marko-
vianos y nuestro objetivo es el de estudiar los costos promedio por etapas a
largo plazo y los costos promedio esperados.

vii



Capítulo 1

TEORÍA DE
RENOVACIÓN

1.1 Introducción

La teoría de renovación estudia una clase de procesos estocásticos conoci-
dos como procesos de conteo, es decir, procesos que registran el número de
repeticiones de cierto evento, con la característica de que los tiempos de
ocurrencia entre dos eventos consecutivos son variables aleatorias nonegati-
vas, independientes e idénticamente distribuidas.

Denotemos por X„ al tiempo transcurrido entre la n-ésima y la (n — 1)-
Sima ocurrencia del evento y supongamos que estas variables son nonega-
tiva,s, independientes e idénticamente distribuidas. Entonces

Sn = y: Xk n E N,	 (1.1)
k=1

es el tiempo de espero para la ocurrencia del n-ésimo evento. Por otra parte,
la variable

N(t) = sup	 : S„ < t} Vt > 0,	 (1.2)

representa el número de repeticiones del evento en el intervalo [O, t]. Nos
referiremos al proceso definido en (1.1) como el proceso de renovación y al
proceso (1.2) como el proceso de conteo.

En particular, observe que si la distribución de las variables X„, n E
N, tiene distribución exponencial con parámetro A, entonces {N(t)  : t > 0}
es un proceso de Poisson, es decir,

1
Pr (t)	 = —k! exp( —Atk) V k > O.

1



Pr [ fim k=1 Xk = [ti= 1.
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Denotaremos por F a la función de distribución común de las variables
{X„} , esto es,

F(x) Pr [X?, < al V x E R,

y por p al valor esperado, es decir,

p := EX„	 xdF(x).
.

En todos los desarrollos subsecuentes supondremos que

F(0) = Pr [Xn	 03 0,	 (1.3)

para evitar renovaciones instantáneas o procesos de renovación triviales.

Dado que las variables aleatorias X1 , X2 ,... son independientes e idén-
ticamente distribuidas con esperanza p, entonces se cumple Ley Fuerte de
los Grandes Números:

Teorema 1 Con probabilidad uno, en cada intervalo acotado de tiempo so-
lamente ocurren un número finito de eventos, es decir,

Pr [N(t) cc)	 1 Vt > O.

Demostración. La Ley Fuerte de los Grandes Números implica que

Pr [ fim 5,, = Do] = 1,

lo cual a su vez implica que con probabilidad uno el evento {8„ < t} sólo
puede ocurrir para un número finito de valores de n. Entonces

N(t) = sup {n : S„ < t} < co

con probabilidad uno, para cada t > 0 n

Ahora demostraremos dos importantes relaciones que utilizaremos en el
futuro.

Denotaremos por F„(•) la función de distribución de las v.a Sn

71-P 00
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Proposición 2 Para cada t > O se cumple que:

N(t)> n <	  S„ < t.

P [N(t) = n] = F„(t) — EH_ (t).

Demostración. La parte (a) de la proposición es consecuencia inmediata
de las definiciones de los procesos PV(t): t > O} y { S7,} . Para demostrar
la parte (b) observe que

[N(t)	 = [N(t) = n] u [N(t) n + 1]

de manera que

P [1\ T(t) n] = P [N(t) = n] + P [N(t) > n +

Entonces

P [N(t) = n] = P	 (t)	 n] — P [N(t) > n + 1]

	

=- P [S, <	 — P ES„+ 1 <

= F„(t) — Pl„-El(t)••

La función de renovación se define como

	m(t)	 EN(t)	 V t > O.

Teorema 3 Para cada t > O se cumple que

00

m(t) =	 F„(t).

Demostración. Sea t > O fijo y definamos A n := 1 si la n—ésima ren-
ovación ocurrió en el intervalo [0,1 y An := O en caso contrario. Ahora

	

observe que Pr [A?, = 1] = Pr [S„ < t]	 Fn (t) y también que

o°

	N(t) =	 An.
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Ahora, combinando lo anterior con el Teorema (le Convergencia Monótona
se obtiene

m(t) = EN(t) = E

00
E EA„ = P[Ar,

00

P [S„ ti =

Ahora demostraremos que la función de renovación es finita.

Proposición 4 Para cada t se cumple que

m(t) < oo.

Demostración. Note que por la condición (1.3) existe un a > O tal que
p := Pr [X„ > al > O. Ahora definamos las variables

y el proceso de conteo

O si X„ <

a si X > a

= sup{n: ..TC ) + r2 -73	 TGL < t } Vt > O.

Observe que X < X„, para todo rL que pertenesca a los naturales, lo
cual implica que

N(t) > N(t) V t >

entonces
E(Ñ(t)) > E(N(t)) = m(t). 	 (1.4)
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Por otra parte, note que para cada n se cumple que

Pr Y(rta) = k} = C k, [1 — p] k- " pn+1 Vk >

En consecuencia,

n + 1	
EN(no) —	 < oo Vii E N,

1

lo cual combinando con (1.4) implica que in(t) < co para toda t > .n

En la siguiente proposición, proporcionaremos otras propiedades de la fun-
ción de renovación.

Proposición 5 Para cada t > O, in(1) tiene las siguientes propiedades.

O in(t) < 00

m(t) es no-decreciente.

(c) m(t) es continua por la derecha.

Demostración. La parte (a) es una consecuencia inmediata de la definición
y la proposición 4. Para mostrar la parte (b) tomemos t, s E [O, oo) y observe
que N(t) < N(s) si t < s. Entonces

in(t) = E [N(t)] 5_ E [N(s)] 	 in(s).

(c) Sea T > O, y notemos que

F,(t) < sup F,i (t) = 114 := En(T) Vt E [O, 7] ,n E N
OCtCT

Ahora, por el inciso (a), tenemos que

00

in(T) = ALI < ce

Por el Criterio de Weierstrass tenemos que la serie de funciones

me)	 F„(•)

converge uniformemente en [0,7] . Por lo tanto, m(t) es continua por la
derecha en [0,7] puesto que cada Fne) lo es. n
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En el teorema anterior mostramos que ni(t) está determinada por F;
el recíproco también se cumple, es decir, cada función de distribución está
determinada por su función de renovación.

Proposición 6 Existe una correspondencia uno a uno entre la distribución
F(•) y la función de renovación m•).

1.2 Ecuación de Renovación

Supongamos que la primera renovación ocurrió en el tiempo s > O, es decir,
Xr = s. Observe que

E [N(t)1X 1 = .s]
O	 si s > t

1 ± In(t — s)	 si s < t

En otras palabras, si s < t, entonces a partir del instante s, el proceso
reinicia y el número esperado de renovaciones en el intervalo [O, , es igual
a uno más el número esperado de renovaciones en el tiempo t — s. En caso
contrario, el número esperado de renovaciones en el intervalo [O, ti es cero.
De esto, tenemos que

00	 .t

	

m(t) =lo E [N (t)IX	 = dF(s)	 o E IN (t)1..Ki = dF(s),

lo cual nos lleva a las siguientes igualdades:

m(t) = 1 [1 m(t — x)] dF(x)
.o

	

= I

t	 t
dF(x) + I ni(t — x)dF(x),

	

o	 . o

es decir,

m(t) = F(t) + 1 ni(t — x)dF(x).
.o
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Esto es, la función de renovación satisface un caso particular de una
ecuación integral, conocida corno ecuación de renovación. Sea h : R+ —› R,
donde la es acotada en intervalos finitos y F una función de distribución. Una
función g : IR+ —> IR es solución de la ecuación de renovación si satisface

g(t) = lt(t) + I g(t — x)dF(x) Vt > O.
.o

(1.5)

Una herramienta útil para encontrar soluciones de las ecuaciones de ren-
ovación es la transformada de Laplace, la cual se introduce a continuación.

Sea Z una variable aleatoria nonegativa con función de distribución H.
La transformada de Laplace de la variable aleatoria Z (o de su función de
distribución H) se define como

il(s):-= E exp(—sZ) = I exp(—sz)dH(z) s E R.

.

Con relación a nuestro trabajo, dos propiedades de la transformada de
Laplace son relevantes: (a) caracteriza a las distribuciones; (1)) transforma
la convolución de distribuciones en el producto ordinario.

Proposición 7 Sean F y G distribuciones sobre R+ y :É, G sus transfor-
madas de Laplace.

Si F = G, entonces F = G;

F * G = FG, donde F *G denota la convolución de las distribuciones
F y G, es decir,

F * G(x) := lo F(x — t)dG(t), x E R.

Observe que si H es una función de distribución que admite una función
de densidad, es decir, existe una función h. tal que

x

H(x) := lo. h(z)dz,

entonces

H(s) =	 exp( —sz)lz(z)dz,
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la cual puede pensarse corno la transformada de Laplace de la función de
densidad h. Apoyándonos en lo anterior, introducimos la transofrmada de
Lapalace para funciones arbitrarias.

La transformada de Laplace para una función h : R+ —> 11Z se define como

00
h(s) := fo exp(—sz)h(z)dz

siempre y cuando la integral esté bien definida.
Ahora introducirnos la convolución de una función h : R+	 y una

función de distribución G en 111+ de la siguiente manera:

h * G(t)	 h(t — x)dG(x) t E +-
0

Observe que la ecuación de renovación (1.5) se puede escribir de manera
siguiente:

g(t) = It(t)+ g * F(t) Vt E IR.

Proposición 8 Sea h R+	 IR y F una función de distribución en R.
Si g satisface la ecuación de renovación

g=lt+g*F	 Vt E R÷,	 (1.6)

entonces

h + h *

donde ni es la función de renovación correspondiente a la distribución F.
Demostración. Apliquemos la transformada de Laplace a las funciones en
ambos lados de la ecuación (1.6), lo cual da como resultado que

1(s) = ii(8)+ s(s)F(s) Vs E R.	 (1.7)

Luego, tenemos
h(s) 

b(s)=	 Vs E R+.
1 — P(s)

Además

-j(s) =	 h(s) P(8)	 Vs E R.
1 — P(s)
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Por otra parte, note que aplicando la transformada de Laplace a la fun-
ción de renovación 711, satisface la siguiente ecuación, donde las siguientes
igualdades se siguen de que exp(—sx) < 1, y que las v.a. son i.i.d.

oo 

711(8) =: F„(s)

i17(s) =	 F.(8)

r[fr(s):

	

7n(8) 	 (8)	 	 vs E R±.
— .-((s)

Note que con esto se demuestra la proposición 6.

Entonces,

g(s)	 ii(s)+ lt(s)71(s),

g = 1t + h.* 711..11

1.3 Un Teorema Límite

Recuerde que ti es el tiempo medio de renovación, esto es, p = r x dF(x).
Entonces, podemos pensar en 1//t como la tasa con la que ocurren las ren-
ovaciones. Esta interpretación está justificada por el siguiente resultado.

Teorema 9 Con probabilidad 1 se cumple que

N(t) 5L O Vt.

P[N(t)	 n Vt > = O

N(t)	 1
(c)	 , cuando t.	 oo.

lo cual implica que
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Demostración. (a) Sea t 1 < t 2 <	 < t k <

P [N(t) = 0 Vt 0] = n1 P [N(tk)

= re_ i P[x1.� tk]

= P [X 1 Gol 0,

Si t 2-4 co, entonces N(t)	 0.
Para probar (b) observe que

	

P [N(t) 71 Vt	 = P [N (t k ) _� n VAS E NI

= P {nr=i [N(tk) n]j

= lilas P [N(t k ) < n]
k—.00

< lint P [8„+1 > tk]
k—too

= lim [1 — „ 4,,( tk )] = 0.
k-->co

Para probar (c) note que

	

SN (t)	 t < SN(t)-H. Vt > 0,

SN(t) < 	  < S IV (0+1 

N(t) — N(t)	 N(t)

entonces, por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros

N

(
(t) 

ti, cuando 1	 oo con probabilidad 1.
N t)

Por el mismo argumento, tenemos que

	

SN(0-Ei _ S N (0-1-1	 N(t) + 1 

lo cual implica que

(1.8)

(1.9)

p • 1, cuando t	 oo.
N(t)	 N(t) + 1	 N(t)

Combinando este resultado con (1.8) y (1.9) se obtiene el resultado.,
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El teorema anterior nos permite conjeturar que

lim —
1
in(t) = -

1
.

t

Este resultado es cierto, como lo mostraremos en la sección 1.5, y se le
conoce como Teorema Elemental de Renovación. La demostración requiere
un resultado preliminar conocido corno Lema de Wald, el cual se presenta
en la siguiente sección.

1.4 Lema de Wald

Una variable aleatoria N que toma valores en los enteros no-negativos es un
tiempo de paro con respecto a {X,,} si la ocurrencia (o no ocurrencia) del
evento [N = n] puede determinarse observando las variables X 1 i X2, X3..., Xn•

Por ejemplo, suponga que {X„} son v.a independientes tales que

P [X„ = = P [X„ = 1] = 2 , n = 1, 2, 3, ...

Entonces, la variable

N = min {n : + X2 ± X3 ±	 Xn 10}

es un tiempo de paro con respecto {X„}.

(1.10)

Teorema 10 (Lema de Wald). Si X1, X2, X3,. • . son variables independi-
entes e idénticamente distribuidas con esperanza finita y N es un tiempo
de paro con respecto a esta sucesión de variables tal que EN < co, entonces

N

= EN • EX.
1

Demostración. Para simplificar la demostración supondremos que las vari-
ables X„ > 0,n E N, son no-negativas. Ahora definamos

f
1 si N > n

1 0 si N < n

y observe que
oo

Xn = Xn Yr/
1	 1

lñ =--
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Del Teorema de Convergencia Monótona se deduce que

	

X„ = E
	

XILY7t
	 E(X„Y,2 ).	 (1.12)

Por otra parte, tenemos que Y„ está completamente determinada por el even-
to {N < n — 1} , lo cual implica que sólo depende de las variables Xl, X2, X3, • • • Xn-1

y no de las variables X„,X„+ 1 , .... En consecuencia, Yr, es independiente
de X„, lo cual implica que

00

EE Xn
	 E(X„Y,,)=-	 EX,EYn

CO

	

= EX	 EY„ = EX>  P >
1	 1

= EX EN.n

Consideremos las variables introducidas en (1.10) y (1.11). El Lema de
Wald implica que

EZXk = sEN.
k=1

1.5 El Teorema Elemental de Renovación

Como mencionamos con anterioridad, el Lema de Wald será de mucha util-
idad para demostrar el Teorema Elemental de Renovación.

Proposición 11 Si ts < oo, entonces

E [S N ( t ) + 1 ] = li(m(t) +	 Vt > 0.

Demostración. Primero note que N(t) + 1 es un tiempo de paro con
respecto a las variables {X„} . En efecto observe que
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N(t)+ 1 = 7/, 	 > N(t) = — 1

X1 + X2 + X3 +	 < t XI -E X2 + X3 + +

con lo cual se demuestra la afirmación. 	 Entonces, por el Lema de Wald,
tenemos que

tv(t)+1
E [Ski(0+1 ] = E > Xk

k=1

= EX • E [N(t) + 1] = itlin(t) + 11 Vt > 0.III

A continuación demostraremos el Teorema Elemental de Renovación.

Teorema 12 (Teorema Elemental de Renovación)

nt(t)
—> —

1
, cuando t --> oo.

Demostración. 	 Supongamos primero que ft < oo. Ahora observe que
S N(0+ 1 > t, lo cual implica que

E [SN(t)-ki] _� t.

Por la proposición anterior, tenemos que

/I( 771( t) + 1)	 t,

lo cual implica que

t)ro(	 1	 1

	

t  + t	 Vt > O.

Entonces,

lim inf 
m(t)

) — lim inf
ni(t)

"
1

> 1— .
t-->oo	 t t t
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Para demostrar la otra desigualdad fijemos una constante M > O y
definamos las variables

	

X,, si	 X„ < M

	

Al si	 X„>Al.

Ahora definamos el siguiente proceso de renovación

7L

„ :=	 n E N,

y el proceso de tonteo correspondiente:

N(i)	 sup {Ti • ,31 „ < t} Vi > 0.

Entonces, tenemos que

	

791
+1

 < t +	 vt > o,
N(l)

puesto que Si K, ( o < t y la siguiente renovación es acotada por .11. El corolario
anterior implica que

	

pm (M(t) +1) < t	 Al Vt > O,

donde nu = EX„. De la última desigualdad se obtiene que

fim sup —
1
Wi(t) < 

1	
(1.13)

t-.00 t

Por otro lado, tenemos que .79„ < S„, n E N, lo cual, a su vez implica
que N(t) > N(t),t > O. Entonces

	

n(t) > 771(t)	 Vt > 0.

De esto último se deduce que

	

ni(t)	 1
lim sup	 < —.
t—wo t	 — pm

Finalmente observe que limm„ pm = ji, lo cual implica que

	

in(1)	 1
lim stip	 <

t
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Combinando esta desigualdad y (1.13) se concluye que

m(t)	 1

	

—	 cuando t	 oo.t
	Si ft = oo, tendremos que pm	 oo cuando Al	 oo y el resultado

se obtiene usando los mismos argumentos. n

Además del Teorema Elemental de Renovación, existen otros resultados
sobre el comportamiento asintótico de la función de renovación: el Teorema
Principal de Renovación. Este resultado se presentará en la parte restante
de esta sección sin demostración, pues éstas requieren el desarrollo de as-
pectos técnicos que caen fuera del, foco de interés del presente trabajo. Para
la formulación de estos resultados son necesarios algunos conceptos que in-
troducimos a continuación.

A una variable aleatoria no-negativa X o a su función de distribución se
le llama periódica si existe un número real d > O tal que

co
P [X =	 1.

Si X es periódica, el período de X se define como

max{ d > O :	 P [X = nal = 1} .

Para enunciar el segundo resultado mencionado anteriormente requer-
imos el concepto de funciones directamente Riemann integrable. Sea h :
[O, oo) —n R una función arbitraria y defina

114,i (a):= sup{h(x) : x E [(n — 1)a, nal},

In (a):= inf {h(x) : x E [(n — 1)a, na] }.

La función h es directamente Riemann integrable si las series

03	 00

	E IM„(a)l	 y	 E il.„(a)1
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son convergentes para cada a, y además se cumple que

00	 CO

lima y- /11,i (a) = fim a Yi In (a).
a-0	 a—'oo

1

El siguiente conjunto de condiciones son suficientes para garantizar que
una función h sea directamente Riemann integrable:

h(t) O para todo t > O.

h(t) es no creciente.

(c)	 I h(t)dt G oo.
CI

Con este concepto a la mano, estamos listos para enunciar el siguiente
resultado.

Teorema 13 (TEOREMA PRINCIPAL DE RENOVACIÓN) Si F
no es periódica y h es directamente Riemann integrable, entonces

1
t—lco	

I'
fim	 h(t — x)dm(x) = i

t o
—	 h(t)dt.

El siguiente ejemplo muestra el uso e importancia del Teorema Principal
de Renovación.

Ejemplo 14 Un proceso de renovación alternante.

Consideremos un sistema que puede estar encendido o apagado. Si está
encendido permanecerá así por un tiempo Xj; entonces se apagará y per-
manecerá apagado por un tiempo 11, luego se encenderá y durará encendi-
do un tiempo X2, y así sucesivamente. Supongamos que los tiempos {X4
son independientes e idénticamente distribuidos con distribución común F,
mientras que las variables {n} también son independientes e idénticamente
distribuidas pero con función de distribución común G. También supong-
amos que las sucesiones {Xn } y {Y„} son independientes. Sea II = F * G y

P(t)	 P {El sistema está encendido en el tiempo t}
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Proposición 15 Si E(X + Y) < oo y H no es periódica, entonces

lim P(t) =
EX 

EX + EY

Demostración. Primero note que

(1.14)

00

P(t) = / P {encendido en el tiempo tlXi + Yi = x } dH(x)-
.o

Puesto que en el tiempo X1 + Y1 , el proceso se 1-Milicia tenemos que

P {encendido en /X I + Yi = x} = {

Entonces

	P(t — x)	 si x < t

P {X} >	 +	 x}	 si x > t

.t
P(t) = P(t — x)dH(x) + I P {X} > t1X1 +	 x} dH(x),

.o	 t

de donde se obtiene que

00I ce P {X} > tjX} +	 x} dH(x) =	 P > tjX}. + = x} dH(x)

= P [X1 > ti = 1 — F(t).

Esto es,

P(t) = 1 — F(t) + P(t — x)dH(x).
o

Por la Proposición 8, se tiene

P(t) =1 — F(t) + 1 t [1 — F(t — xlcliny(x),
.o

donde

00

inn(x) =Y:H„(x)



es la función de renovación correspondiente a la distribución H.
Tomando h(t) = 1 — F(t) en el Teorema Principal de Renovación, se

obtiene

lim P(t) = lim [1 — F(t) 1 [1 — F(t — x)]drrtH(x)]
. O

.t
lim	 [1 — F(t — 2:)]dinH(x)t---.00 o

1 I"
—	 [1 — F(t)Idt,
'LH .

donde pH := fo xdH(x) = EX 1 +
Por otra parte, observe que

1000
— F(t)]dt = .

L P
	 > dt.

Por lo tanto,

EX 
lim P(t) = 

EX + EY
.111

t—boo

Observe que

Q(t) = P {El sistema está apagado en el tiempo t} = 1 — P(t).

Entonces,

t--
lim Q(t)—

.00	 EX + EY.
Notemos que no importa donde inicie el sistema, eso no hace la diferencia
en el límite.

1.6 Distribución de la Edad y del Exceso de Vida

Sea Y(t) el tiempo transcurrido desde el instante t hasta la siguiente ren-
ovación y Z(t) es el tiempo transcurrido desde la renovación más reciente
hasta el instante t. Más brevemente,

Y (t ) = S N (1)+1 t

EY

18	 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE RENOVACIÓN

Z(t) = t — S N(t).
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Al primer proceso se le conoce como proceso residual, mientras que al se-
gundo se le conoce corno proceso de edad (o envejecimiento).

En esta sección determinaremos las distribuciones de Y(t) y Z(t). Para
hacer esto, primero observe

Y(t) > x	 no hay renovación en [t, t + x].	 (1.15)

Teorema 16 La distribución de Y(t) esta dada por

.t

	

P [Y(t) < = F(t + —	 —	 + x — y)] dm(y) Vx > O.
.o

Si F no es periódica, entonces

lim P [Y(t) < x] = —1 
.
ix — F(yIdy Vx > O.

tt 

Demostración. Sea P(t) = P [Y(t) > , t > O; condicionando sobre XI,
tenernos que

	

P(t) = I P [Y(t) > xl X =	 dF(s)	 Vt > O.

Por otra parte,

	

{P(t — s)	 si	 s < t

	

P [Y (t) > x1X1 = si =	 O	 si t<s<t+x
1	 si	 > t + x,

donde la primera igualdad se sigue del hecho de que despues de XI el proceso
se reinicia. La segunda es cero puesto que una renovación ocurre entre t y
t+x y por (1.15). La última se sigue de que s>t+xy s es el tiempo para
la primera renovación , lo cual implica que no han ocurrido renovaciónes en
el intervalo de tiempo t + xj. Entonces

P(t) = 1 P(t — s)dF(s) + 1 dF(s)
. o	 t+x

= 1 — F(t	 + I t P(t — s)dF(s).
0

(1.16)
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Ahora usando que,
1 — P(t) P [Y(t) < xl

y aplicando la Proposición 8 a 1.16 obtendremos

.t
P(t) = 1 — F(t + x) +	 [1— F(t +x — s)] dm(s),

o

lo cual demuestra el primer resultado. Luego simplificaremos términos Y

aplicamos el Teorema Principalde Renovación.
t

lim P(t) = lim [1 — F(t + x) +	 [1 — F(t + x — s)] dnz(s)1

= fim1 — F(t + x — s)] dat(s)
j)

= rg [1 — F(t + x)] dt
Jo

1
te

Como consecuencia,

1 — F(y)] dy.

t—/
fim

c.o P[ 
7 
(t) 

x] = 1 — / [1 — F(y)] dy = r [1 — F(y)] dy. (1.17)
P . o

Lo cual demuestra la segunda afirmación.

Corolario 17 La distribución de Z(t) está dada por

P [Z(t) x]
F(t) —	 [1 — F(t — y)] clon(y) si	 x < t

1	 x > t

Si F no es periódica, entonces

lim P EZ (t) < = —
1

tco	 /1 .
1 — F(y )] d(ll)]



1.7. PROCESOS DE RENOVACIÓN CON RETARDO 	 21

Demostración. Este resultado se sigue directamente del teorema anterior
observando que

Entonces,

Z(t) > x <=> no hay renovación en [t - x, x]

<=> Y (t — x) > x.

P [Z(t) > x1 = P (t — > xl ,

lo cual implica que

st—x
{F(t) — I	 [1 — F(t — y)]dn, (y) si x < t

o

iulGti

101

Sea {X„. , n 1, 2, ...} una sucesión de variables aleatorias independientes y
no-negativas, donde X I tiene distribución G y Xn , n > 2, tiene distribución
F. Al proceso de renovación correspondiente

s„ = n E N
1

se le llama proceso de renovación con retardo. El proceso de conteo asociado
lo denotamos como

ND (t)	 sup {71, .9„ < t} t > O,

y la función de renovación correspondiente como

nzp(t) = END(t) t > O.

Note que si G = F, tenemos un proceso de renovación ordinario. De
hecho, usando argumentos similares a los de las secciones anteriores, puede

P[Z(t) x]

¡ p i	 1	 x > t

Si F es no periódica, argumento similares muestran que

xlim P [Z(t) x,] = —
P. o
1 i [1 — F(y)] d(y).0

1.7 Procesos de Renovación con Retardo

P
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verificarse que se conservan las propiedades de los procesos de renovación
ordinarios. En particular tenemos que

P {ND (t) = n} = P {8,, < t} — P {S„+ 1 < t}

= C *	 — G * F,,(t).

00

mD (t) =	 P [ND (t) > n]

co 
=	 P {,9„ < t} .

Es decir

00

mD(t ) =LG * Fn_1(t).

Entonces, aplicando la transformada de Laplace, tenemos

00

75/ D( 8 ) = 1,6(8) �'n-1(8)
n=1

6(5 O( s)] n-
1=

6(s) 
1 — (s).

(1.18)

(1.19)
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Por otra parte, condicionando sobre X I , se obtiene

rnp(t) jo E [N D (t) PC 1 = x] dG(x)

= I [1 + m(t — x)] dG(x)
. o

t
G(t) +	 in(t — x)dG(x),

o

donde in es la función de renovación del proceso de renovación (ordinario)
correspondiente a la distribución F.

A continuación enunciarnos algunas propiedades de los procesos de ren-
ovación con retardo.

(i) Con probabilidad 1 se cumple que

N D (t) 1
--I	 si t	 co.

t

IVID (t)	 1
, cuando t	 co.

cuando fi < co.

La función de distribución

rFe(x) =	 [i_F(y)]dy	 x > 0.
io

se le llama distribución de equilibrio correspondiente a la distribución F,
pues proporciona información sobre la longitud de los tiempos entre renova-
ciones para t suficientemente grande, es decir, cuando el sistema ha estado
funcionando por mucho tiempo. Para precisar esta intepretación consider-
emos el proceso de renovación con retardo para el cual G = Fe , al que se
le conoce como proceso de renovación en equilibrio. La justificación de esta
interpretación se proporciona en el siguiente téorema, cuya demostración
requiere de identificar la transformada de Laplace de Fe.

Observe que

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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Ee(s)=	 e'dFe(x)
o

= —
1 

fe° e — "[1— F(x)ldx

	

ti	 o

.00	 .00

	

= —
1 
1	 e'clx —	 e—"F(x)dx

	

ti	 o	 it o

	

1	 F(s) •

	

[1S	 1.1.5

es decir

Fe(s) = 
1 — F(s) 

(1.23)

Recuerde que Y (t) denota el exceso de vida para el tiempo t de un
proceso de renovación.

Teorema 18 Para un proceso de renovación en equilibrio se cumple que

(i)
mD(t) —

t 
Vt > O.

.2:
P {YD (t) 5	

ti	 o
x} =	 .1 1 — F(y)Idy	 para todo t > O.

Demostración. Para mostrar la propiedad en (O, combinemos las ecua-
ciones en (1.19) y (1.23), para obtener

1 —1-7(s)
M D (s) =

I ts [1 — fr(s)]
	

NLs
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por otra parte, puede verificarse directamente que la transformada de Laplace

de la función /i(t) =	 t > o, es ti(s) =	 . Por lo tanto,
lis

1n(t)	 —
t 

Vt > O.

(ii) Para un proceso de renovación de retardo, sabemos que

P {YD (t) > x, ND (t) 0) = 1 — G(t x);	 (1.24)

para rt > 1 se tiene

P {YD(t) > x, ND(t) 	 71} =	 P {YD (t) > x, ND (t) nIST, = y} dG*Fn-1. (Y),

de manera quen

1111

P {YD(t) > x, ND(t) = ti} =
lot

De (1.24) y (1.25) obtenemos

[1 — F(t + x — y)] dG *	 (y). (1.25)

00

P {YD (t) > x} 	  P IYD (t) > x, ND(t) n}
o

co	 .t
-_,_ — G(t x)	 1 — P(t x — y)) dG * Ftt—i(y)

o • cl

IP

= 1 — G(t x) 1 [1 — F(t x — y)]
.o o

dG *	 (Y)-

(1.26)

Por otra parte, tenemos

G * Ftt--1(0 = P iSn <

= P [ND (t)	 ,
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de donde se sigue

E G * Frz_ 1 (t) = 
00 

P[ND (1) rt]
o

END(t) 172D(t).

Entonces la igualdad (1.26), se transforma en

P { YD(t) > x} = 1 — G(t x) 	 [1 — F(t + x — y)]dm/DM •
Je`

Ahora, tomando en cuenta que G = Fe y usando el inciso (i), se obtiene

ft+.
P {VD (t)> x} = 1 — —	 [1 —F(y)]dy+ —	 [1 — F(t + x — y)] dy

P C)	 .

= 1 — I [1 — F(y)]tiy.
0

Es decir

	

P {YD (t) < x}	 r[i_ F(y)]dy
./0

con lo cual demuestra el resultado.

1.8 Procesos de Renovación con Ganancia

Consideremos un proceso de renovación

S„ E X k

donde la variable Xk, k E N, representa el tiempo de vida útil del k-ésimo
dispositivo y supongamos que asociada a esta variable existe una ganancia
o costo de operación del sistema que denotamos por Yk ,k E N, donde Yk =

f(Xk). Entonces, la variable

N{f„)

	

(t) :=	 11,	 1 > 0,
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representa la ganancia (costo) de operación hasta el tiempo t.
En el siguiente resultado se obtiene la ganancia esperado por unidad de

tiempo bajo la hipótesis de que la sucesión {(X„, Yn ) : u E N} esta formada
por parejas independientes e idénticamente distribuidas.

Teorema 19 Si E lYn i y EX„ son finitos, entonces con probabilidad 1 se
cumple que

(i)
1	 EY

—
t

Y(t)—> 
EX' 

cuando t co.

EY ,
—
t
EY(t) —> — cuando t —> oo.

EX

Demostración. Para demostrar (i), primero note que

EN (') Y, N(t).—
t

Y(t)=--	 11-1
N(t)	 t

puesto que N(t) —> oo, por la Ley Fuerte de Grandes Números, se tiene que

Y.
N(t) —> E

Por otra parte, también tenemos que

1	 1
—
t

N(t) —4 
EX'

lo cual combinado con el limite anterior demuestra el resultado deseado. 	 ,
(u) Para probar el resultado primero notemos que N(t) + 1 es un tiempo

de paro de las variables Y/ , Y2 ,	 , Yr,. Puesto que N(t) + 1 es un tiempo de
paro con respecto a la sucesion {X I , X2 , ...} , también lo es para la sucesión
{ Yn } , luego utilizamos el Lema de Wald obtendremos las igualdades

nN ( yn
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N(t)	 N(t)+1

EY (t) = E 1.: 11, = E Yji,	— E [Yiv(0+1]

= E [NO) +	 — E [YA (t)+1]

= [nn(t) + 1] EY — E [Ylv(t)+1]

EY (t)	 [m(t) ± 1] EY	 E [Ylv(1)+1]
t	 t	 t

Por el Teorema de Renovación Elemental se tiene que —
1

tn(t) —+ 1 . Entonces,
ti

para demostrar el resultado deseado solamente falta verficar que

1
—E [YN(04. 1 ] —› O cuando t —n ce.

Para verificar lo anterior, definamos

g( t ) = E [YN(t)+1];
luego, condicionando sobre X1 , se tiene que

g(t)	
o 

E [YN(044 1X1 = dF(x).

g(t — x)	 si x < t
Por otro lado, observe que E {YN(0 ± 1 1X1 = =

E [Yi IX1 = X]	 si X > t
La primera igualdad se cumple para x < t dadas las propiedades de

los procesos de renovación es equivalente a calcularla en un ciclo ú otro. La
segunda, para x > t, es claro el porque, dado que x representa la duración del
primer ciclo (ó arribo, renovación etc.), con esto, obtendremos una ecuación
de renovación t

g(t) =	 g(t — x)dF(x) + h(t),
o

donde

h(t)	 E [Yi IX] = dF(x).
t
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Recuerde que por hipótesis tenernos

E IYi I = I E [MI I	 =	 dF(x) < co,
o

h(t)	 O, cuando t	 co y

h(t) < E I1 i I , para toda t.

Por la Ecuación de Renovación obtendremos

de donde se sigue que

29

(1.27)

(1.28)

g(t) = h(t) +	 h(t — x)dm(x).
.o

m'u!

It
I	 	 g(t)

t

1'1

Y por (1.27)podemos selecionar T para que l/t(t)I < e siempre y cuando
t > T entonces

h(t)
	

ih(t — x)j dm(x)	 jtiT Ih(t — x)idm(x)
t	 t	 t

	e 	 in(t — T)	 m(t) — rn(t —T)< 	 E 	 +Eini

Dado que tn(t) < cc para todo t, y por el Teorema de Renovacióm Elemental
tenemos

	

e 
+ c 

iii(t —	 ) — in(t —	 e

EX 
cuando t —› co.

por lo tanto,

9(t) —> O, cuando t —› ocia

Ahora trataremos algunos ejemplos de procesos de renovación con ganancia.

Ejemplo 20 Sea una estación de tren, en la cual, los trenes parten de man-
era aleatoria, ya que los trenes partirán solo cuando haya T clientes en la
estación, denotaremos por Xi , el tiempo de partida del i-ésimo tren, además
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se sabe que los clientes arriban en promedio cada p unidades de tiempo, aho-
ra, por cada k clientes en la estación, se le cobrará una cantidad de kc pesos
por unidad de tiempo, sea Y, que denote, el costo incurrido entre Xi_ i y Xi.
¿Cual es el costo promedio incurrido por la estación en un largo plazo?

Si tenemos que Xi , denota el tiempo de partida del i-ésimo tren y Y, denota,
el costo incurrido entre Xi_ i y Xi , entonces (X1 , Y,) i = 1, 2, ... , forman un
proceso de renovación con ganancia, asi por el teorema de renovación con
ganada el costo promedio es

EY1 

EX

Sea Ti el tiempo entre el i-ésimo y el (i1-1)-ésimo cliente que arriba. Esto es

EYl =cE [7-1 + 27-2 +	 . + (T — 1)TT —1]

T-1
, ckp

cT (T — 1) p.

2

Ahora, note que EXI =Tp, es decir que el costo promedio en un largo plazo
es

cT (T — 1) p
EY1	 2 
EXi	Tp

c(T — 1) 
9

Ejemplo 21 Tiempo de Remplazo

Una cadena de dispositivos o sistemas, se requiere mantener funcionando
permanentemente, y siempre que un dispositivo falle ó que cumpla con su
periodo de vida útil predeterminado (lo denotaremos por T,), se reemplazará
con otro nuevo, asumiremos que los tiempos de vida de cada dispositivo son
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v.a i.i.d representadas por {X„} y función de distribución común F(z), deno-
taremos por Y la longitud de tiempo para el reemplazo de cada dispositivo,
donde Y mis {X ,T} .

Ahora, siempre que haya un reemplazamiento preventivo, es decir, que
un dispositivo cumpla su vida útil, se le cobrará un costo fijo de Cp > O y un
costo de Cf > Cp si el dispositivo falló se remplazará por uno nuevo de la
misma especie, por lo cual se preguntan ¿Cual es el costo que se debe esperar
por unidad de tiempo para mantener la linea de dispositivos funcionando
por un largo periodo de tiempo?

El proceso estocástico que modela este tipo cle ejemplos son los procesos
de Renovación con Ganancia, donde las épocas de renovación son épocas
paralos cuales los nuevos dispositivos comience]) a funcionar.

Como la longitud de un ciclo, es distribuido como el mínimo de (T, X),
por lo cual, nos arrojara el siguiente resultado.

	

{X si X < T	 {Fx (t)	 si t < T
Y =	 Fy(t) =

	

T si X > T	 1	 si t > T

De manera que

00

E(longitud de un ciclo) =[1 — Fy(t)] dt	 1 [1 — Fx (t)] + I [1 — 1] dt
.o	 . o

= I [1 — F(r ..)] dr.
. o

Similarmente

E(costo incurrido durante un ciclo) = Cf Pr [Xi < TI + Cp Pr [X >

CfF(T)	 Cp [1 F(T)]

Entonces por el teorema de Renovación con Ganancia, en un largo plazo, el
costo promedio por unidad de tiempo es

C f F(T) + Cp [1 — F(T)] 

for [1 — F (x)] da:
con probabilidad 1
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Capítulo 2

CADENAS DE MARKOV

2.1 Introducción

Muchos sistemas tienen la propiedad de que ciado el estado presente, los
estados pasados no tienen influencia' en la evolución futura del sistema. A
esta propiedad de "pérdida de memoria" se le conoce como pro'piedad de
Markov y a los sistemas que tienen dicha propiedad se les llama cadenas
de Markov o procesos de Markov dependiendo de que la evolución del sis-
tema se observe en tiempo discreto o en tiempo continuo. En este trabajo
estudiaremos cadenas de Markov con espacio de estados finito o numerable.

Sea S un conjunto finito o numerable y {X7,} una sucesión de variables
que toman valores en S. A la sucesión {X,,} se le llama cadena de Markov
si satisface la propiedad

Pr [Xn-1-1 = YiXn = X} Pr [Xs+1 = YIXo xo, • • • , Xn = xj

para cualquier elección de elementos x0,...,xn_bx y y del conjunto S y
para cualquier n E No. Al conjunto S se le llama espacio de estados y a sus
elementos estados del sistema. Si X„ = x se dice que el estado de la cadena
en el tiempo n es x.

A la función

Pn' n+1 (x >Y) := Pr [dYs-/-1	 YiXs = xi x,y E 517 71 E No,

se le llama función de probabilidades de transición en la n-ésinza etapa. Si
esta función no depende de n, se dice que la cadena es homogénea o esta-
cionaria, en cuyo caso la denotaremos como

33
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P(x, y) := Pr [X„± i = yIX0, = x] x, y E S, n E No,

y nos referiremos a ella simplemente como (la función de) probabilidades de
transición.

En los desarrollos de las siguientes secciones siempre consideraremos ca-
denas de Markov homogéneas.

2.2 Función de Transición y Distribución Inicial

Sea {X„} una cadena de Markov con espacio de estados S y probabilidades
de transición

P (x, y) = Pr	 = yjK0 = xj x, y E S.

Naturalmente, las probabilidades de transición satisfacen las siguientes propiedades:

P (x, y) O para todo x, y E S;

Ey P (x, y) = 1 para todo x E S.

A la distribución de probabilidades

/r0 (x) :-= P (X0 = x) x E S,

se le llama distribución inicial de la cadena y satisface las propiedades:
7r0 (x) > O para todo x E S,

Ex 7r0 (x) = 1.

La distribución conjunta de las variables X 0 , X1 , X2,	 , X„ puede ex-
presarse en términos de la función de transición y la distribución inicial. Por
ejemplo,

P (X0 = xe, X1 =, wi) = P (-Vo = an)P (XI x t	 xo)

= 7r0(x)P(x0,xj.).

Argumentando de forma similar y usando inducción se puede mostrar que

P (X0 = Xo,	 =	 , X = Xn) = IroMP(x0,x1) . " P (Xn-17 Xis)

para todo xo,x1,...,x, E S'y n E N.
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La función

(x y) :=- P [X„ = yiX0 =	 Vx, y E S, n E N,

proporciona las probabilidades de que el sistema visite el estado y en n
etapas dado que inició en el estado x; naturalmente, se le llama función de
transición en n pasos o etapas. Para facilitar la notación definimos

P° ( t ' Y) := f
1 si	 x = y

x � y

La matriz formada por las probabilidades de transición en n pasos la deno-
taremos como Pn , esto es,

P"	 [P"(T ,Y)I •

Las probabilidades de transición en n pasos también se pueden expresar
utilizando exclusivamente las probabilidades de transición en un paso, como
se muestra enseguida:

P"(x ,Y) = P (Xm+n	 YIX„, = x)

= P[Xrrt+1 E S,	 ,Knt-l-n-liKm.-1-n = YIXo E S,. , Xm_i E S, Xm = x]

_ E
...	 p (X, yi)•••P (N-1, Y) •

Yi	 Yn- I

A la ecuación que se presenta en el siguiente teorema se le llama ecuación
de Chapman-Kolmogorov.

Teorema 22 Sea {Xn } una cadena de Markov con probabilidad de transi-
ción P(, •), entonces

.13"+"' (x, y) = F, Pn (x, z) Pm (z, y) Vino] E N, x, y E S.	 (2.1)

Demostración. Observemos primero que

EXn-l-nt = y] = U E-Kit-Fnt = y , X 71 = 21
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Ahora

Pn+m (x, y) = P [Xn-Em 'YIX o = x]

= P{UPG-Eni

P „±„, = y , X?, = ziXo = .

Por otro lado, note que 

P	 -= y, X„ ziXo = x
P IX„+,„ = y, X„, = z, X0 = 

P [Xo =

= P [X „ = z1X o = 1 P [-Km±n = y¡X o = X, Xn

P"(x, z)P"' (z, y).

Por lo tanto,

Pn±m (x, y) = E P" (x, z) P • ' (z, y) `dm, n E N, x, y E SAN
z

Observación: (a) La ecuación de Chapmann-Kolmogorov, también
podemos expresarla como

(x, y) = E Pm (x, Z) Pn-m (Z y) VIII, n E N tal que O < < n, x, y E S.

En forma matricial se expresa de la siguiente forma:

Pu+n.	 Vm, n E N;

P" = Pni Pn—m Vint, 71 E N tal que O < m < n.

(b) Note que si tornamos ni = 1 en la ecuación de Chapmann-Kohnogorov,
entonces

pn ppn-1 n e N.



2.3. TIEA•PO PARA LA PRIMERA VISITA	 37

Iterando esta relación obtendremos

P" PP" -1	P • • • P
„ ven,:

Esto es la matriz de transición en n pasos se puede calcular como la n-ésima
potencia de la matriz P.

Defina
7-„(x)	 P[X,, = xl	 x E S.

Note que 7r0 es la distribución inicial de la cadena de Markov, es decir, 7r 0 (x) =
P [Xo x] , x E S. Por otro lado, observe que

P [X„ = y , Xo = xl = P [Xo	 P"(x , Y)

= 7r0(x)Pn(riY)-

También observeque el evento 	 = = Ux [Xn y , Ko = x] , de manera
que

P(Xn= y) =	 P(Xo =-x,X„	 y)
x

E P (X0 = x)P(-X„ = y I Xo = x).

Esto es

irn(Y) = P(X„ = y) =	 wo(x)Pn(x, y) Vy E S.	 (2.2)

En forma matricial, tenemos que

'ffn =	 '= • • • = ffor •

2.3 Tiempo para la Primera Visita

Sea A un subconjunto del espacio de estados S. El tiempo para la primera
visita o transición al conjunto A, se define como

min {n > O : X„ E A}	 si X„ E A, para algún n.

T
	

oo	 si X„	 A para todo n
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En particular si A = {a} , denotaremos como Ta el tiempo para la
primera visita a A = {a} , esto es, Ta = min {n > O : Xn = a} .

Una importante ecuación que involucra los tiempos para la primera visita
se presenta en la siguiente proposición.

Proposición 23 Sea {X„} una cadena de .Markov con función de transi-
ción P(x, y), entonces

P"(x, Y) =
	 = nt] P" -ni (y, y), in > 1.

n=1

Demostración. Observe primeramente que

00

[X. = y] = U	 = y , Ty =
rn=1

Ahora note que

„ = y, Tg	 =	 Vk > -1- 1;

luego,

7L

[Xn = y] = U [Xn = Ty In] •

m=1

Además, los eventos PC„ = y, n	 ,111 = 1,	 , n, son ajenos. En-
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tonces,

P" (x, y) = P	 = y1X0 = x]

= PiU [X„ = y, Ty = 1 1 ixo =

71

=	 P [X „ = y , = X0 = x]
ni=1

77/=

P [X„ = y ,Ty = 77Z, X0 =

P [X0 =-

1 giki;j:
1 Olp	 n= 	 P [Ty = / II, X0 = x] P [X„ = yiTy = 771, X0 = x]

bili P [X0 = x]
?Ti= 1

1!

110 ilk

P ITy =	 o = P EX„ = yiTy = pi,X0 =
m=1

71

Px [Ty = ni] P [Xn = Y / Xo =	 Y, X =
m=1

[7; = tn] P"--"i (y, y), n
m=1

Observe que P, [Ty = 1] = P(x, y) y Px [Ty 2] = E z �y P(x, z)P(z, y);
además, Px [Ty = n + 1] Ez�y P(x, z)Pz [Ty = .

2.4 Clasificación de Estados

a {X,,} una cadena de Markov con espacio de estados S y probabilidad
ansición P. Definamos

Pxy	 (Ty < oo) X , y E S.
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Note que pxy es la probabilidad de que la cadena visite el estado y en un
tiempo finito dado que X0 = x. En particular, pyy denota la probabilidad
de que la cadena retorne a y en un tiempo finito.

Definición 24 A un estado y E S se le llama recurrente si pyy = 1 y
transitorio si pyy < 1.

Si y es un estado recurrente y la cadena inició en y, entonces con proba-
bilidad uno retornará al mismo estado; luego, por la propiedad de Markov,
el proceso reinicia cada vez que la cadena retorna a y, lo que nos hace con-
jeturar que el número de visitas al estado y es infinito. En cambio, si el
estado y es transitorio y la cadena empezó en el estado y, tiene probabilidad
positiva 1 — pyy de nunca retornar a dicho estado.

Definición 25 A un estado y E S se le llama absorbente si P(y,y) = 1;
equivalentemente, si P(y,a) = 0, para y $ a.

Observe que si y es un estado absorbente, entonces Py (Ty = 1) =
P(y, y) = 1 y pyy = 1; por lo tanto, un estado absorbente es necesaria-
mente recurrente.

Definamos
00

N(y) =	 1 9 {X„} ,

donde
si	 z = y

ly	 1
0	 z y

Observe que el evento [N(y) > 1] es equivalente al evento [Ty < oo] , de ahi
que

Px[N(y)> 1] --,-- Pa: [Ty < az] = pxy.

Proposición 26 Sea {X„} una cadena de Markov, entonces

PxyPiy7 i ( 1 — Psy) si n1 > 1
Px [N (y) = m] =

{

1 — p„,y si n1=0
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Demostración. Para 717 = O, tenemos

Px [N (y) = 0] = 1 — Px [N (y) > O]

	

= 1 —	 [N(y) 1]

= 1 — pxy.

Ahora

Px [N (y) = in] = Px IN (y) ni] — Px [N (y)	 + 1]

Observe que para calcular Px [N (y) = In] basta calcular Px [N (y) >	 para
toda ni > 1.

Supongamos que in = 2 y note que

P	 � y , X2 Y, —7 Xrn = y , Xrri+ /	 •5 Xni-En = yiXo = XI

P [X0 = x, Xl Y, X2 y, •••, Xm = y, Xra+1 y, "••> X77/1-O = 

/9 [XO = X)

P [X0 = P [X1 Y, X2 Y, —,	 = yiXo x]
P [X0 = ro]

	

x P EXm+1 � y , -• •, Xm+n Y I XO = X	 � Y, —, Xra

= Px [Ty = m] Py [Ty = .

Esta expresión representa la probabilidad de que la cadena visite por primera
vez y en el tiempo m y n unidades después visite nuevamente y dado que la



cadena empezó en el estado x. Por lo tanto,

00 00

Px [N (y) 2] =	 1: [Ty = ni] Py [T,, =
7,2=1 n=1

>	 .Px [Ty = 711 

00

m=1

[Ty

,

= [Ty < no] Py [Ty <ce]

PxyPyll-

En general, tomando en cuenta que

Px [Ty = n i ] Py [Ty = n2] • • Py [Ty =
es la probabilidad de que la primera visita a y sea en el tiempo n 1 , la segunda
en el tiempo n2 , etc., obtenemos

00 00	 00

 = n]
11=1
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Px [N(y) ni] =	 E
ni=1 n2=1

• • . Px [Ty =	 Py [Ty = n2 ] • Py [Ty = n„.,]

	

co	 Co

Px [Ty = ni ] • • • 1: Py [Ty = 72m]

	

ni =1	 n„,=1

= Px [Ty < oo] Py [Ty < oo] • • • P [Ty < no]

= paypility/-1.

Ahora

Px [N(y) = = Px [N(y) ni] — Px [N (y)	 +

= pxylorryt-1 pxypirjryz

= pxyp;;;7 1 ( 1 — Ny).



Er[N(y)] =
n=1
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Observe que

Ex ly {X„}

n=1

Definamos ahora
C(x, y) := Ex [N(y)] x, y E S.

Teorema 27 (i) Si y es un estado transitorio, entonces

P. [N (y) < co] 1,

G(x, y) — pxy < 00 VX E S.
1 — pyy

(ii) Si y es un estado recurrente, entonces

13.[N(y) < oo] = P.[Ty < oo] = pxy Vx E S,

G(y, y) = oo, dado que Py[N(y) co] = 1,

Además, si pxy = O, entonces G(x, y) = O; si pxy > O, entonces G(x, y) = oo.

Demostración. (i) Supongamos que y es transitorio; por definición ten-
emos que pyy < 1. Entonces

Px [N (y) = co] np i%P. [N(y) rn]

= hm pxypryn y- 1 = O.
77/---)00

De ahi que
P. [N(y) < oo] = 1— P. [N(y) co] = 1.
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Ahora
00

	

C(x, y) = Ea [N(y)] =
	 712P [N(y) = m]

00

\ •	 ni-1
 (1= 	 111PxyPyy k	 P yy)

771=1

00

= Pxy ( 1	 Pyy)	 111199" y1

711=1

Pry( 1 P 9Y) (
1 — P Y Y)2

Pxy 
< Ce X e S.

( 1	 P Y Y)

(ii) Supongamos que y es recurrente; por definición tenernos que p yy = 1 y

P. [N(y) co] = lim Px [N(y)	 m]
771-100

= lim pxyply1-1 =	 pxy
/7.--)00	 771—>C0

Pxy •

En particular

Entonces

PY [ N (Y) = 00] = Pyy = 1.

Ey [N (y)] = Oo =	 YL

Ahora supongamos que pxy O; tomando en cuenta que los eventos [N(y) > =
< col , tenemos

Px [N(y) 1] =Pi [Ty<co]=Pxy= O.

De manera que

1

P.x [Ty=ni] = 0 Vio E N.



2.4. CLASIFICACIÓN DE ESTADOS

Lo cual implica que

00

P" (x,y) =	 Pr[Ty 7/11 F"'"Iy, y) = O.
,'L 1

Por lo tanto G(x, y) = En, P"(x, y) = O.Pero si pzy > O, entonces P. PY(
Pxy > O y por lo tanto

G(r,y) = Ez [N(y)J = oo. n

Observación 28 (a) Si y es transitorio, sin importar el estado inicial de
cadena, la cadena lo visitará un número finito de veces y el número espera
de visitas también es finito.

Si y es recurrente y la cadena empieza en y, entonces ésta regresará,
y un número infinito de veces. Si la cadena empieza en x y puede sucedes:
que nunca llege a y, pero si lo hace una vez, lo hará un número infinito de'
veces.

Si y es transitorio, tenemos que

G (l , Y)
	

P (x, y) < oo x E 8,

de donde se obtiene que

lim P"(x, = O.
11-.00

Definición 29 A la, cadena de Markov se le llama transitoria si todos sus
estados son transitorios, y recurrente si todos sus estados son recurrentes.

Observación 30 Una cadena de Markov con un número finito de estados 
debe de tener al menos un estado recurrente. En consecuencia, una cadena
de Markov con espacio de estados finito, no puede ser transitoria. Para
mostrar esta afirmación, suponga que #S < oo, y que todos los estados son
transitorios

o E lim P"(x, y)	 lim	 Pn(x, y) = 1.
71-. 00	 71-.00

yES	 yES

lo cual es una contradicción; por lo tanto, no todos los estados son transi-
torios.
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2.5 Cadenas Irreducibles

Sean x, y dos estados de una cadena de Markov. Diremos que x alcanza a
un estado y si pxy > 0, lo cual denotamos como x --> y. Diremos que x y y
son estados comunicantes o que se comunican si x --> y y y -> x, lo cual
denotamos como x 4-> y.

Observación 31 (a) Los estados x,y se comunican si y solo si existen
n,m > 0 tal que Pn (x, y) > 0 y Pm (y,x)> 0.

(b) La relación "*-->" es una relación de equivalencia, es decir que cumple
con las siguientes propiedades:

Reftexividad: x x.
Simetría: Si x 4—> y entonces y y.

	

Transitividad: Si x 	 z y z <—> y, entonces x *--n y.
(e) De la observación anterior, el espacio de estados S se puede par-

tir o descomponer en clases de equivalencia, es decir, existen subconjuntos
Cl, C2, ... de S, tales que Ci n CC = i j, y UC = S. Además, dos estados
están en la misma clase de equivalencia si y sólo si x 4--> y. A cada uno de
estos subconjuntos se les llama clase comunicante.

(d) Si y es un estado absorbente, entonces {y} es -una clase comunicante.

Definición 32 Un conjunto C C S es cerrado si ningún estado de C alcan-
za a ningún estado fuera de C, es decir,

	

Px [Ty	 poi = pxy = xeC,y,1C.

Observe que un conjunto cerrado no necesariamente es una clase de
equivalencia y una clase de equivalencia no necesariamente es un conjun-
to cerrado.

Definición 33 Un conjunto cerrado C es llamado irreducible si x n-• y para
todo x, y E C, es decir, si C es una clase comunicante cerrada.

Teorema 34 Sea x un estado recurrente y suponga que x —› y, entonces y
es recurrente y pxy = pyx = 1.

Demostración. Corno x --> y entonces existe n tal que Px (Ty n) > 0. Sea
no el mínimo de estos índices, es decir,

no =-- mM {n > 1 : Px (Ty n) > 0}

Para mostrar que pyx = 1, supongamos que pyx < 1.
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Entonces la cadena de Markov empieza en y, tiene probabilidad positiva
1 — pyx de no alcanzara a x. Ahora como x en no alcanz ay y y tiene
probabilidad positiva de no avanzar a x, con lo cual contradice la hipótesis
de que x es recurrente, por lo tanto pyx = 1, ahora para demostrar que y es
recurrente, dacio que N,: = 1, existe n i tal que Pna (y, > O, entonces

pu l +n+no (y, y) = Py (X,/ 1-1n+no = y)

> Py(X,, = x, )(y, = x , Xno = y)

=	 (y, x)Pn (x, x)Pn° (x, y);

entonces

00

G(y,y) n i -1-7/-1-n 0 (y , y)

n=1

P"'(11, x ) Pn0 (x , y ) P"(x, x)

= Pnt (y, x)Pn°(x,y)G(x,x)=

con lo cual se demuestra que y es recurrente, ahora para mostrar que pxy =
1, es de forma equivalente a como se mostró que pyx = 1, con lo cual
completa la demostración.

Observación 35 (1) Del Teorema 34 tenemos que si x --> y y y es tran-
sitorio, entonces x es transitorio o si x --> y y pxy	 pyx , entonces x es
transitorio.

(2) Si C es un conjunto cerrado e irreducible, entonces cada estado en
C es recurrente o bien cada estado en C es transitorio.

Corolario 36 Sea C una clase comunicante cerrada irreducible de estados
recurrentes. Entonces

Pxy = 1, .a[N(y) = col = 1, C(x,y)= ce, Vx, y E C.
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Recuerde que un estado y es recurrente si y sólo si
00

Pu (Y, = GOL = °0-
n=1

Teorema 37 Si x y, y x es recurrente, entonces y es recurrente.

Este resultado es una consecuencia directa del Teorema 34.

Definición 38 Una cadena de Alarkov es irreducible, si el espacio de es-
tados es un conjunto irreducible, es decir, si la cadena consta de una sola
clase comunicante.

Observación 39 (a) En una Cadena de Markov irreducible todos los estados
se comunican; entonces, la cadena es transitoria o recurrente.

(b) En particular, si la cadena de Markov es recurrente e irreducible,
todos los estados se visitan un número infinito de veces con probabilidad 1.

(e) Si S es un conjunto finito, entonces existe al menos un estado recur-
rente; en consecuencia, cualquier conjunto cerrado finito contiene al menos
un estado recurrente. Por otra parte, si además S es irreducible, entonces
todos los estados son recurrentes.

2.6 Distribuciones Estacionarias

Sea {X„} una cadena de Markov con espacio de estados S y función de
probabilidades de transición P

Definición 40 Diremos que una distribución rt(•) sobre S es una distribu-
ción estacionaria si

7r(x)P(x, = ir (y) Vy E S.
.YES

Observe que si ir es una distribución estacionaria, entonces

E ir (x) P2 (x , = y_d 7r(x) L P (3/4 z ) P( z 'il)
xES	 x	 zES

E 7r(x)P(x , z)] P (z , y)

zCSLES

7r(z)P(z, y) = ir(y).
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En general, usando el hecho (le que

90

p"ti (35, y) E P"	 z) P (z, y) ,

se prueba que

ir(x)P"(x, y) = ir(y) Vy E S.
xES

Además si ir es una distribución estacionaria y coincide con la distribu-
ción inicial, esto es, x = iro, entonces

41190 xES
,1,1'J1

	

o	 Por otra parte tenemos queIlli

	

ir ir	 P [X,, = y] =	 7r0 (x)Pn (x, y)

	

iulll:	
xES

= 70(Y) = ir(y)•ii.r.
Es decir, la distribución de X„ es independiente de n.

Ahora consideremos el recíproco; supongamos que la distribución de las
variables Xn son independientes de u, es decir,

	

iro(y) = P [X0 =	 = P	 = = E ro(x)P(x, Y)•
xE S

Obviamente, iro es una distribución estacionaria. En resumen, la distribu-
ción de las variables X n son independientes de n si y sólo si dicha distribución
es una distribución estacionaria.

Supongamos ahora que existe una distribución estacionaria ir que satis-
face la condición

lim P"(x, y) = ir(y) y E S.
n—>co

Combinando la igualdad

P [itz =	 Filro(x)Pn (x Y) Y E 8,

E Iro(x) Pn ( r , y) = ro(y), y E S.

(2.3)

xeS



50	 CAPÍTULO 2. CADENAS DE IVIARKOV

con el Teorema de Convergencia Acotada se obtiene

lim PPG, = = > 17r0(x)7r(y)
11-.00

TES

= ,r(y)	 ro(x)
xeS

= ir(Y).

La distribución de Xn se aproxima arbitrariamente a la distribución esta-
cionaria ir, siempre que se cumpla (2.3).

2.7 Clasificación de las Cadenas de Markov

Definamos las variables

Nn(Y) := E iy(x„,) x, y E S,1/ E N,

In=1

Y

rt

G„(x, y) = E.[Nn(.9)] = 	  Pul (x ,11) x, y E S.
rn=1

Observe que

lim G„(x, y) = G(x, y) Vx E S,

Supongamos que y es transitorio; entonces,

Pre [N(y) < co] = 1

GI G1; ,14 — 
Pxy < oo Vx, E S.

1 — puzi

Por lo tanto,

hinhin 	 = O con probabilidad uno
n-->a,	 I/

GlI(E,Y) 
lira 	 — O Vd: E S.

71-+00	 7I
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Ahora analicemos el caso cuando y es recurrente. Definamos

Ey [Ty [	 si	 Ey [Ty] < oo
My :=

co	 en otro caso

donde Ty	 ruin {n : Xn = y} . Observe que si Ey	 < co, entonces My
denota el tiempo medio de recurrencia al y. Sea

1ITyko

	 { 1	 si Ty < 00

O	 si	 Ty = oo

Teorema 41 Si y es un estado recurrente, entonces

fim Nn(Y)	 lITY<°°1 con probabilidad uno	 (2.4)
T1-400 n
	

NI
	  con

G (x , Y)	 PzYhm
n—nro	 rt	

M Vx E S.y

Demostración. Supongamos que No = y y definamos ro = O,

	

Tk = ruin {re >	 : Xn = y}, k > 1.

Note que Tk, k > 1 es el número de transiciones para el k-ésimo retorno
a y. Ahora considere las variables

=
1 k = Tk —Tk-1, para k > 2, y observe que las v.a {I3k } son i.i.d, por la

propiedad Fuerte de Markov. Ahora, definamos

Sn(Y) = EN,
k=1

donde S„. (y) es un proceso de renovación y

Nn (y) := sup {k : Sk 71}

es el proceso de tonteo asociado. También tenemos que

My = Ey (Iik ), K > 1.

Por el Teorema 9 (capítulo 1),

Nn(Y)	 1
n	 My
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con probabilidad 1 lo cual demuestra la primera afirmación.
Ahora, si el proceso inicia en un estado x y, y x alcanza a y las variables
S,-(y) definen un proceso de renovación con retardo. Entonces, por (1.20)
tenemos que

Nn(Y)	 1

lo cual demuestra la primera afirmación del teorema.
La segunda afirmación se sigue del Teorema Elemental de Renovación y

de la ecuación (1.21) correspondiente a procesos de renovación con retardo.

Observación 42 (a) Ambas expresiones del teorema anterior, nos dicen
que una vez que la cadena de Markov llega a y, ésta regresa a y en promedio
cada My unidades de tiempo.

(b) Si C es un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes,
entonces

G„
n
(x, y) 

	

hm
—.00	 A/ 

Vx , y E C,
71 

n—roo

N„
n
(y) 

y E C,

puesto que Pz [N(y) = ce] = 1 y 'grey =	 [T, G o.] = 1, v. E C. y G(x, y) =
co.

Observe que si My = oo, el lado derecho de las expresiones anteriores es
cero, lo cual exhibe un comportamiento similar al de un estado es transitorio.

Definición 43 Diremos que un estado recurrente y es recurrente nulo si
My = oo y recurrente positivo si My < oo.

Observación 44 (a) Del teorema anterior, si y es recurrente nulo, en-
tonces

G,„(x y) 
lim	 = 0.

n--•oo

Si y es recurrente positivo, entonces

Gnb,	 Ny	 1

	

Ihn	 _
n	 Al My

(b) La diferencia esencial entre estados recurrentes nulos y recurrentes pos-
itivos reside en el tiempo requerido para los retornos.
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(c) Supongamos que la cadena empieza en un estado recurrente y; por
el teorema anterior, si y es recurrente nulo, entonces con probabilidad 1, la
proporción de veces que la cadena de Markov visita al estado y durante las
primeras n unidades de tiempo se aproxima a cero cuando u —n oo; por otro
lado, si y es recurrente positivo, entonces con probabilidad 1

Gn (x , y)	 Pi!)
71	 —1 My "

Teorema 45 Si x es un estado recurrente positivo y x —> y, entonces y es
recurrente positivo.

Demostración. En el Teorema 34 se mostró que si x —* y, y x es recurrente,
entonces y es recurrente y Pry	 Pyx = 1; por lo tanto, existen enteros
positivos n i , n2 tales que

pn i (y x) > O y pn2 (x, y) >

Ahora, usando Ecuación de Chapman-Kolmogorov, se obtiene

p(ni-i-m+n2) (y , y) > pn l (y , x) pm (x x) pn2 (x, y) ,

lo cual implica que

1 n
.._	 p(n1-1-m+n2) (y , y) � pn l (y , X)pn2 (X , y) —1 	 (x x)

71	 n
Tri=1	 771=1

Por otro lado

Gn i +n+n2 (Y,	 — Gn i 4-n2 (Y, Y) — 	

n
p(n i +m+n2) (y , y).

m=1

Combinando las últimas dos relaciones se obtiene
/Gn i +n+n2 (Y) Y) Gni+n2 (Y,  > pni (y, X)Pn2 (x, y) -1- É Pm (x, x) .

n

Luego, tomando límite, se tiene

Gn i +n+n2 (Y, Y)	 1	 Gni+n2 (Y, Y)	 o.
My	 y	 77

Dado que y es recurrente,

1	 G ,2 (x , x)	 1
—
n
	Prn (x, x)

n	 Mxm=1
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Además, puesto que x también es recurrente, note que

1	 Pa' (y, x)Pn2 (x, y) 
> 0.

My —

Finalmente, como x es recurrente positivo tenemos que Mx < ce, lo cual
implica que n < oo; por lo tanto y es recurrente positivo. n

Observe que si x recurrente, y es recurrente nulo y x	 y, entonces
x es recurrente nulo. Combinando este hecho y el Teorema 34 concluimos
que si C es un conjunto cerrado e irreducible, entonces cada estado en C es
transitorio ó recurrente nulo 6 recurrente positivo.

Definición 46 A una cadena de Markov se le llama recurrente nula si todos
sus estados son recurrentes nulos, y se le llama recurrente positiva si todos
sus estados son recurrentes positivos.

Dada la observación anterior mostraremos que una cadena de Markov
irreducible es transitoria o recurrente nula o recurrente positiva.

Lema 47 Si C es un conjunto cerrado y finito, entonces C tiene al menos
un estado recurrente positivo.

Demostración. Como C es cerrado

E Pin (x, y) = 1 Vx E C;
yEC

sumando sobre m = 1,2, ...n y dividiendo entre n, encontraremos que

z
Gn(x, y) =

7/
yEC

Ahora supongamos que C también es finito y que cada estado en C es
transitorio o recurrente nulo. Entonces

(x, y) 
lim 	  — 0,

de donde se obtiene que

1 = lim \ Gin(xVY) —	 lim Gn(rJA

	

n-+to Z-1	 ti	 n

	

yEC	 yEC

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, existe al menos un estado recur-
rente positivo n

Observe que una cadena de Markov irreducible y cerrada y además con
un número finito de estados, necesariamente es recurrente positiva.

Vx E C.

= O,

yEC
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2.8 Existencia y Unicidad de las Distribuciones
Estacionarias

En los desarrollos de la presente sección utilizaremos los siguientes resulta-
dos.

1 Si IT es una distribución estacionaria y ni un entero positivo, entonces

> 7r(z)Inz,x) = ir(x) Vx E S.
y

2. Sumando sobre ni
1

= 1,2, ...n y multiplicando por —
n
 en la igualdad

anterior, se obtiene que

E r(z)
G„(x, y) 

= ir(x) Vx E S.
I/

Teorema 48 Si IT una distribución estacionaria y x es un estado transitorio
o recurrente nulo, entonces

ir(x) = O.

Demostración. Sea x un estado transitorio o recurrente nulo, entonces "

lim Gn(z ' T) = O Vz E S.
n-5co	 n

Luego, por la propiedad (2) y el Teorema de Convergencia Acotada

ir(x)	 lim
n—>zo

G „(z , x)
r(z)	 n 71-(z) lim Gn(z ' x) = O.

n—n co	 n
z	 z

Por lo tanto ir(x) = 0. n

Observación 49 De este Teorema tenemos que una cadena de Markov sin
estados recurrentes positivos, no tiene distribución estacionaria, ya que en
este caso ff(x) = O para todo x en S.

Teorema 50 Una cadena de Markov irreducible y recurrente positiva tiene
una única distribución estacionaria ir; de hecho,

1
7F(X) = —A7; Vx E S.
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La demostración de este resultado puede consultarse en la referencia [1,
Teorema 5, pagina 64]. Una consecuencia inmediata es la siguiente.

Corolario 51 Una cadena de Markov irreducible es recurrente positiva sí y
solo sí tiene una 'única distribución estacionaria.

Demostración. Como la cadena es irreducible y recurrente positiva, por
el teorema anterior, admite una distribución estacionaria. Por otra parte,
si existe una distribución estacionaria implica que existe por lo menos un
estado recurrente positivo y como la cadena es irreducible, todos los estados
son recurrentes positivos. n

Corolario 52 Una cadena de Markov irreducible con un número finito de
estados tiene una única distribución estacionaria.

Demostración. Como la cadena tiene un número finito de estados, por lo
menos tiene un estado recurrente pOsitivo, y como la cadena es irreducible,
todos los estados son recurrentes positivos y una cadena recurrente positiva
tiene una única distribución estacionaria n

Corolario 53 Sea {X„} una cadena de Markov irreducible recurrente pos-
itiva y su distribución estacionaria ir. Entonces con probabilidad 1

lim 
Nft(x)

72,00 n = ir(x) Vx E S.

Demostración. Este resultado es una consecuencia de (2.4) y el teorema

Sea Ir una distribución estacionaria y sea C un subconjunto de S. Dire-
mos que ir está concentrada en C si

ir(x) = O Vx C.

Teorema 54 Sea C un conjunto cerrado e irreducible formado por estados
recurrentes positivos. Entonces la cadena de Markov tiene una única dis-
tribución estacionaria concentrada en C. De hecho, esta distribución está
dada corno

1
si XECir(x) = {Alx

O si x C
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Demostración. 	 Por el teorema anterior, 7r(x) = 11Mx para todo x E
C; como los elementos de C todos son los recurrentes positivos, entonces
cualquier estado fuera de C es transitorio o recurrente nulo y en ambos
casos sabemos que su distribución es 7r(x) = 0, x C.

Conclusión 55 Sea 1% el conjunto de los estados recurrentes positivos de
una cadena de Markov.

Si 14 es vacío, entonces la cadena no tiene distribución estacionaria.
Si 14, es un conjunto irreducible y no vacío, entonces la cadena tiene

una única distribución estacionaria.
(iii) Si RP es un conjunto no vacío pero no irreducible, es decir no co-

municante, entonces la cadena tiene una infinidad de distribuciones esta-
cionarias.

2.9 Convergencia a la Distribución Estacionaria
Definición 56 Sea x E S un estada de una cadena de Markov tal que
Pn (x,x) > 0, para algún n > 1. El peridodo de x se define como

d(x) m.c.d {n 1 : P"(x,x)> O} .

Note que 1 < d(x) < min {n > 1 : P"(x,x) > O} . Por otra parte, si P(x, x) >
0, entonces d(x)	 1.

Lema 57 Si x,y son estados tales que x 4-> y, entonces

d(x) = d(y).

Demostración. Puesto que x —> y y y --> x existen enteros no-negativos
ni , n2 tales que

13"' (x, y) > O y Pn2 (y, x) > O.

De la ecuación de Charmann-Kolmogorov obtenemos que

pni +n2 (x, x) > pn, (x, ora (y , x) > O;

entonces d(x) es divisor de n i + n2 . Si P" (y , y) > O, entonces

pni+n+n2 (x, x) P"' (x, y)/3" (y, y)P" 2 (y, x) > O,

de donde se sigue que d(x) también es divisor de n i +n+n2 ; en consecuencia,
d(x) también es divisor de n. Esto es, d(x) es divisor de todos los números en



58	 CAPÍTULO 2. CADENAS DE MARKOV

el conjunto {n > 1 : P"(y, y) > 0} . Sea d(y) el divisor más grande; entonces
d(x) < d(y). Argumentos similares muestran que d(y) < d(x). Por lo tanto,
d(x) = d(y). n

Observe que de este lema se sigue que todos los estados de una cadena
irreducible tienen el mismo periodo.

Definición 58 Decimos que una cadena de Markov es periódica con periodo
d, si d(x) = d > 1 para tod x E S, y aperiódica si dx	 d	 1 para todo
x E S.

Teorema 59 Sea {X„,n > O} una cadena de Markov irreducible y recur-
rente positiva con distribución: estacionaria ir. Si la cadena es aperiódica,
entonces

lim Inx, = 7r(y), x, y E S.
11--+CO

Si la cadena es periódica con periodo d, entonces para cada par de estados
x,y E S existe un entero r, O < r < d, tal que P"(x, y) = 0, a menos que
n = md + r para algún entero no negativo m. Además,

Hm prmi-i-r (x,y)	dlr,y,( ) x,y E S.

La demostración puede consultarse en la referencia [1]

Teorema 60 Sea {X„} una cadena de Markov homógenea con espacio de
estados S finito, irreducible y aperiódica. Entonces existen constantes a >
0 y fi E (0, 1) y una distribución ir sobre S tales que

IP(x, y) — ir(y)I cifi" Vx, y E S,n E N,

En particular, P"(x,y) —n 7r(y) para lodo x, y E S. Además 7r es una dis-
tribución estacionaria.

La demostración puede consultarse en Tijnis ([2], Teorema 2.3.1, página
107).

Para presentar una consecuencia importante del teorema anterior, reque-
rimos introducir la siguiente notación: Sea u : S—› IR y ve) una distribución
sobre S, definimos

v(u):= >iv(y)u(Y).
yES

siempre que la serie esté bien definida. Además, para cada n E N, definimos
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P"u(x)	 P"(x,y)u(y).

Note que

Ex u(x,,) = P"v(x).

Teorema 61 Sea C : S —› IR una, función arbitraria. Si la cadena es finita
irreducible y aperiódica, entonces

lExC(x„) — rr(C) < 11113" Vn. E N,

donde rr es la distribución estacionaria y Al es una constante positiva. En
particular, tenernos

ir(C) = 1ini ExC(xn) Vx E S
00

Demostración. Sea #S la cardinalidad de S y = max, IC(x)j; note que

lEx C(x„) — ir (C) 1 = P"(x,y)C(y) —	 Tr(li)C(Y)I
yeS 

yeS
Pg"

(
r , Y) — 7r (Y)] C(y)

I Pn (x ,	 — 7r(Y)i

O" 5 k(#S)13".       

yeS

< k 
yeS

Entonces Ex C(x,t ) .19:yC(x)—> rr(C). n

2.10 Ecuación de Poisson

Sea {X,2 } una cadena de Markov homogénea con probabilidades de tran-
sición P(x, y), x, y E S. Suponga que la cadena modela un sistema cuya
operación genera costos Ii(x„),n E Na, donde C es una función sobre el
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espacio de estados. El costo de operación esperado en las primeras n etapas
dado el estado inicial xo = x es

—1

8„(x):= E,	 C(xk) X E S, n E N.

kr_-0

Supongamos que el operador del sistema está interesado en estudiar el
comportamiento de los costos promedio por etapa a largo plazos, esto es,

J(x) := lim sup 
1
--S„(x) x E S.

n -" Go n
(2.5)

El análisis de (2.5) tiene una fuerte relación con la existencia de solu-
ciones a una ecuación funcional conocida como Ecuación de Poisson. Un
par (h, e) formado por función h : S —› Ift y una constante e es una solución
de la Ecuación de Poisson para la función C :	 si

h(x) = C(x) — e + Ph(x) Vx E S.	 (2.6)

El siguiente resultado muestra la relación entre (2.5) y (2.6).

Teorema 62 Sea O : S —4 R una función arbitraria y suponga que (h, e) es
una solución de la ecuación de Poisson asociada a C. Entonces,

h(x) = E.S„(x) — ne + Ech(x„) Vx E S, n E N.

Si además se cumple que

lim 
1
—Ex li(x„) O Vx E S,

n co n
entonces

J(x) := fim sup —S„(x) = e Vx E S.
n—wo	 IL

Demostración. La primera igualdad se obtiene por iteración de la Ecuación
de Poisson, mientras que la segunda, se obtiene al dividir por n y tomar
límite cuando n tiende a infinito. n

Observe que si (h, e) es una solución de la Ecuación de Poisson, entonces
(h + k, e) también es solución. Bajo ciertas condiciones, el recíproco de esta
afirmación tambien se cumple. De forma más precisa, si (h 1 , e) y (h2 , e) son
soluciones de la Ecuación de Poisson con respecto a una función C, entonces
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las funciones difieren por una constante aditiva, es decir, h l — h 2 = k.
Para la demostración de este recíproco, introducirnos el concepto de función
armónica y presentamos un resultado sobre este tipo de funciones.

Diremos que h : S IR es una función ármonica si

h(x) = Pli(x) Vx E S.	 (2.7)

Si en lugar de la condición anterior se cumple que

h(x) > Ph(x) Vx E S,

a la función se le llama super-armónica.

Teorema 63 Suponga que la cadena {x4 es irreducible, recurrente positiva
y aperiódica, y sea ir su distribución estacionaria. Si h es una función
armónica acotada, entonces h es constante.

Demostración. Iterando la ecuación (2.7) se obtiene

h(x) = Pah(x) = >  P"(x,y)h(y) Vx E S,n E N.	 (2.8)
yES

Por otra parte, note que por el Teorema 61, tenemos que

h(x) = nlin1P" h(x) = rr(h) Vx E S.

Por lo tanto, h es constante n

Teorema 64 Sea {X,,} una cadena de Markov con espacio de estados finito,
irreducible y aperiódica. Si h es una función supér-armónica, entonces h es
constante.

Demostración. De nuevo, por iteración tenemos que

h > Ph > P2h > > Pah Vn E N.

Entonces,
h(x) > 7r(h) > h* Vx E S,

donde h*	 min xes h(x); ahora note que tomando el mínimo en la desigual-
dad anterior nos deja

min h(x) = 7-(1) = h*,
xES



lo cual implica que
E 7r(y) [h(y) — h* I = O.

Puesto que la cadena es recurrente positiva e irreducible, tenemos que
7r(y) > 0 para todo y E S. Por lo tanto,

h(y) = h* Vy E SAZ

Teorema 65 Suponga que la cadena {X„} es irreducible, recurrente pos-
itiva y aperiódica, y sea ir su distribución estacionaria. Sean (h 1 , e) y
(h2 , e) soluciones a la Ecuación de Poisson asociada a la función de cos-
to C : S —) R. Si h 1 — h2 es una función acotada, entonces existe una
constante k tal que h { — h 2 = k.

Demostración. Por hipótesis tenernos

(x) = C(x) — e + Ph i (x) Vx E S,

h 2 (x) C(x) — e + Ph2 (x) Vx E S.

Combinando estas ecuaciones, tenemos que la función H := hi — h2 es
armónica. Por el teorema anterior, tenemos que H es constante, lo cual
demuestra el teorema. n

En el siguiente teorema se prueba la existencia de soluciones a la ecua-
ciones de Poisson bajo las hipótesis del Teorema 60.

Teorema 66 Sea {X„} una cadena de Markou con espacio de estados finito,
irreducible y aperiódica. Para cada función C en S existe una solución a la
ecuación de P0i9,9071, correspondiente.

Demostración. Sea C una función arbitraria. Por el Teorema 61, existen
constantes Al y 13 E (0, 1) tales que

IE3,c(xk ) - 7r(c)i < mo r` Vx E s,k E N.

Esto garantiza que la función

h(x) := >  Ex [C(xk ) — 7r(C)] x E 8,
A=0
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estad bien definida; de hecho, ih,(x)i < Al — 0) para todo x E S.
Denote por ir a la distribución estacionaria y note que

	

h(x)= Ex [cero) - u(c)1+
	

Ex p(xk)- 7r(c)I
k=

C(x) — 7r(C) +	 Ex [C(xk ) — 77(C)]
k= I

n.-1

= C(x) — 7r(C)+ lim P E Pk [C(x) — 7r(C)]

	

= C(x) — ir(C) + E lim	 13k [C(x) — 77(C)]
k=0

= C(x) — 7r(C) + Ph(x).

Es decir, el par (h, ir(C)) satisface la Ecuación de Poisson. n

2.11 Martingalas

Sean {X,} y {114} dos procesos estocásticos. Diremos que {M„} es una
martingala con respecto a la sucesión {X„} si para todo n > O,

E iMn i < oo y E [1114 1 1X„, Xo] M„•

Ahora consideremos un tiempo de paro N y una martingala, en am-
bos casos, con respecto al proceso {X„}. Es fácil verificar que la variable
aleatoria

N A Ti min {N, n}

también es un tiempo de paro con respecto a {X n }. Al proceso definido
COMO

"ni := AINAn ti E N

se le conoce como proceso de paro.
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Teorema 67 Sean {M„} una martingala y N un tiempo de paro con respec-
to a {X4 . Entonces, el proceso de paro {ni } es también una martingala
con respecto a {X„.}

La demostración puede consultarse en Ross ([3]), Proposición 7.2.1, pági-
na 229.

Teorema 68 (Teorema de Paro Opcional) Sea N un tiempo de paro y
{Mn} una martingala con respecto a {X4. Entonces

EMN = EAL,

si se cumplen las siguientes condiciones:
I /14"„n j < K, Vn E N.

N es finito con probabilidad uno.

(c) EN < ce y E [IMn+1 — M„ I IX.1 , ...X„[ <	 Vn e N.

Demostración. Primero observe que por el teorema anterior tenemos que
{MA,,n } es una martingala; de esto se desprende que E [11,1 N An [ = E [Mi]
para todo n E N. Por otra parte, la condición (c) implica que j/V/N i < K
para todo n E N. A continuación note que

— EMNIIE= /11p/ An - EMNI

< IE [A/NA„ — EMN] I	 + IE	 — EMN] 1itsir<n11

< 2 max(K, P [N > n] .

De la condición (b) se sigile que P [N > n]	 O cuando n	 Do. Por lo
tanto, SEMI — EMN I O, lo cual demuestra el resultado deseado. n

Teorema 69 Sea {X„} una cadena de Markov homogénea con probabilidad
de transición P(c,y),x,y E S, y C : S --> R.	 Si la pareja (h, e) es una
solución acotada de la ecuación de Poisson correspondiente a C, es decir,

h(x) = C(x) — e + Ph(x) Vx E S,

entonces, el proceso

n-1
Al,, := E C(Xk )+ li(X„) — ne — h(x) n E N

k=0



es una martingala con respecto a {X„}. Además, si C es acotada y 'r es un
tiempo de paro finito con probabilidad uno. entonces

r-1

Ex > C(Xk) eEz T - Ex h(X,-)+ h(x).
k=0

Demostración. Primero observe que

	

Mn-vi —	 = C(	 — e + h (X„+i) — /1(X,i).

Entonces,

	

Ex [Atn+ i — MuiXo,•••,	 = Ex [C(X„) — e +11,(X„x j ) —

= C(X„) — e + Ex Ih(X7,1-1)1X0,•••Xnj — h(Xn)

= C(X„ .) — e + Ex [h (X71+1)1 Xu] — h(Xu)

= C(X„) — e +1_,P(Xn,y)fi(y) —
x

= C(X„) — e + Ph(X„) —11(X,,)= O.

Por lo tanto,
E [M,441X0, • • • , Xn] =

Para demostrar la segunda afirmación note que si C y h son funciones
acotadas, entonces la martingala {R1„} satisface las condiciones del Teo-
rema de Paro Opcional. Entonces, si T es un tiempo de paro finito con
probabilidad uno, tenemos que

	

Ex 111, = ExAli	11(x),

lo cual implica que

r-

	

Ex
k=0 

C(Tk) - er +	 = h(x),

lo cual a su vez demuestra el resultado. n
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Capítulo 3

PROCESOS DE

RENOVACIÓN

MARKOVIANOS

3.1 Introducción

Los resultados de la Sección 3.1. que trata sobre la regularidad de los pro-
cesos semi-markovianos se tomaron de [6]. La Sección 3.3 está basada en el
trabajo [5].

Los procesos de renovación markovianos (PRMs) modelan sistemas que
combinan la estructuras probabilísticas de una cadena de Markov y de un
proceso de renovación, es decir, sistemas que realizan transiciones de acuer-
do a una cadena de Markov pero los tiempos en los que dichas transiciones
ocurren son aleatorios y su distribución puede depender del estado del sis-
tema. Más especificamente, consideremos un sistema que en el tiempo inicial
To := O se encuentra en un estado inicial X0 = xo donde permanece por un
tiempo aleatorio Ti ; en este instante el sistema se mueve hacia un nuevo
estado Xj. = x1 donde permanece hasta el tiempo aleatorio T2, y así sucesi-
vamente.

67
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Al proceso {(X„,71„)} se le llama proceso de renovación markoviano (MRP)
si cumple que

Pr [X,L + 1 = X 7 71+1 Tn < tiXo = xe, -= ti, • ] Tri = tn, Xn

= Pr [Xni-1 -=-- x,T,,+ 1 — T„ < tiX„ = y] ,

para cualesquier elección de estados x, x 1 , • • • ,x,, i , y, y reales no-negativos
t i ,t2 , • • ,t„ y todo natural n E N.

En todo lo que resta de este trabajo consideraremos un proceso de reno-
vación markoviano {(X„,T,„)} con espacios de estados numerable S y supon-
drémos que dicho proceso es homogéneo, esto es,

Q(y , tlx) := Pr EXTH-1 =- y , Tn+i — Tri < tjX„ =

= Pr [-Kk+i -= X , Tk4-1 Tk ti-Vk = y]

para todo x,y E S y ti, k E No. A la función de probabilidades Q(•,•1.)
usualmente se le llama kernel semi - markoviano.

De la definición del kernel semi-markoviano se deducen fácilmente las
siguientes propiedades:

Q(x,tiy) O para todo x,yESytE R+

Exes Q(x,tly) < 1 para todo yESytE 114+.

El kernel semi-markoviano Q(x, tly) es no-decreciente en la variable t,
para todo x, y E S. En consecuencia, la función

P(z:1y) := lim (2(x, tiy)

está bien definida.

Note además que

P(x{y) Pr [X„.4_ 1 = xl_Vn = yI Vx, y E S, n E N.

Por lo tanto, el proceso de estados {X„} es una cadena de Markov con
probabilidad de transición P( - N).
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Otra forma de registrar la evolución del sistema es a través del proceso

Z(t):= X„ si 111 < t < T„+i.

A este proceso se le llama proceso semi-markoviano, mientras que a {Xn}
se le llama la cadena inmersa en el proceso semi-markoviano.

Es importante notar que, a priori, no se puede garantizar que el proceso
semi-markoviano {Z(t) : t > 0} está definido sobre todo el semi eje de los
reales positivos. Esto se debe a la posibilidad de que la sucesión {n} for-

mada por los tiempos de transición o saltos del sistema sea acotada, esto es,
que en ciertos intervalos de tiempo ocurran una infinidad de transiciones.E1
siguiente ejemplo muestra este fenómeno.

Ejemplo: Supongamos que

	

Pii+1 = 1, i	 0, 1, 2, ...

Y
1	 si t: > (1/2)i

Fii±/ (1)	 { O	 si t < (1/2)i

Entonces, el proceso pasa de i para i 1 en una cantidad de tiempo
(1/2)', por lo tanto

Pr {N(2) = cc J0 = i} = 1, V i = O, 1, 2, ...

Para analizar con detalle esta situación y excluir la posibilidad de que
ocurran, se introducen dos procesos asociados: el proceso de los tiempos de
permanencia y un proceso de tonteo que registra el número de transiciones
que ocurren en determinados intervalos de tiempo.

Sea 6„,71. E N, al tiempo transcurrido entre la (n-i )-ésirna y la n-ésima
transición, es decir,

5n : = 1;i Tn_1 n E N,

y defina

	

H(tly)	 Y,Q(x,tly) y E S,t E R+.
xes

Observe que

H(tly) = Pr [5„.+ 1 thX„ = y] Vy E S, t E 114.
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En otras palabras, H(•ly) es la distribución del tiempo de permanencia del
sistema en el estado y E S.

A continuación se introduce el siguiente proceso: para cada real t > O,
se define

N(t)	 sup{n > 1 : Ti, < t} t E R±.

Note que N(t) registra el número de transiciones en el intervalo de tiempo
(O, t]. Para los procesos de renovación markovianos, de forma análoga a lo
que ocurre en la teoría clásica de renovación, también tenemos que

	

T„ < t <	 > N(t) > TI.

De esta relación se deduce que la sucesión {Tu } está acotada, digamos que
por to, si y sólo si N(to) > n para todo n E N; en otras palabras, Tn < to

	

para todo n E No si y sólo si N(to)	 oo.
La siguiente sección está dedicada completamente a proporcionar condi-

ciones que garanticen que la variable N(t) es finita con probabilidad uno
para cada t > O.

3.2 Procesos Regulares

Definición 70 Diremos que un estado x E S es regular si

Pr [N(t) < oo IXo =	 1 Vt < cc,

o equivalentemente, si

Pr	 oo	 = x] = 1.

Diremos que el proceso de renovación markoviano es regular si todos los
estados son regulares.

Un camino natural para obtener la propiedad de regularidad es evitar
que el proceso renovación markoviano experimente demasiadas transiciones
en intervalos cortos de tiempo, y la condición más usada para este efecto es
la Condición de Ross ([3]), la cual se introduce a continuación.

Condición 71 (CR) Existen constantes o: y ,3 tal que
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1 —	 > fi Vx E S.

Para demostrar que al garantiza la propiedad de regularidad requeri-
mos algunos resultados preliminares sobre la estructura probabilfstica de los
PRMs, los cuales se discuten a continuación.

Primero observe que si P(xiy) > O, entonces existe una función F(tjx, y) >
O tal que

(2(x, tly) = F(tlx,y)P(xjy) Vt > O,

puesto que

Q(x,tly) S Perly) Vt O.

Por otra parte, si P(xiy) = O, necesariamente Q(x, tiy) = O para todo
t > O, de manera que la ecuación anterior tiene una infinidad de soluciones.
En este caso, definamos F (tly, x) := 0 para todo t > 0.

Proposición 72 Sean x, y estados arbitrarios del PRM. Entonces,

F(tly,x) = Pr[571+1 < tjX0 = y, Xn4-/ = x] Vt > O, n E No.

Además,

H(tly) = E F(tly,x)P(xiy) Vt	 0,y E S.
xes

Demostración. La primera parte de la proposición se obtiene directamente
usando la definición de probabilidad condicional. La demostración de la
segunda parte también se obtiene fácilmente de las definiciones. n

Teorema 73 Para cada n E N, las variables 51 , 62, • • • ,6,1 son condicional-
mente independientes dadas las variables X0 , X1 , • • • , Xn. De hecho se cumple
que

Pr {S i <	 bri <	 = xo,	 Xn Xn}

F ( t i IX°, x i )17 (t2ixi, x2) • • F (tnizn_bxn)

para cualquier elección de reales nonegativos ti, t2, • • • , tn•
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Demostración. Realizaremos la demostración sólo para el caso n = 2,
puesto que exhibe el esquema para la demostración en el caso general. Us-
ando las definiciones y las propiedades de la probabilidad condicional se
pueden verificar la siguiente secuencia de igualdades:

Pr {8 1 < t i , 62 < t2 iXo = xo, X1 = X I, X2 = X2}

Pr {5 1 < t i , 62 < t2, Xo = xo,	 = x i , X2 = x2}

Pr {X0 = xo, Xi = x 1 , X2 = X2}

Pr {62 < t2161 < t i, Xo = xo, X1 = X 1 X2 = x2}

Pr {-K0 = X0, X 1 = XI, X2 = X2}
x Pr {(51 < tl, Xo = X0, X l = x 1, X2 = x2}

1;‘,
= (t2 lx , x2 ) Pr {Si ti 1A ° xo, Xl = x 1, X2 = x2}

= F (t2 ix i , x2 ) F (t i lxo, xi)

Note que si el espacio de estados S consta de solo un estado x, entonces
P(xix) = 1. Luego entonces, las variables {5,4 son independientes e identi-
camente distribuidas.

Corolario 74 Si S consta de un solo estado, entonces {T,„n E N} es un
proceso de renovación.

También usaremos algunas propiedades de la función que se introduce a
continuación: para cada estado x E S definimos

A(x) = fo c° exp(-s)H (dsix).

Lema 75 La función A(•) satisface las siguientes propiedades:
A(x) > O Vx E S;
A(x) = 1 t—> H(01x) = 1;

(e) Si se satsiface CR, entonces

sup A(x) < 1.
.t€s
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Demostración. La demostración de las dos primeras propiedades son di-
rectas. Para demostrar la tercera, observe que por el Teorema de Integración
por Partes (1141 pag. 247) se obtiene que

exp(—s)H(dslx) —	 H(six) exp(—s)ds = exp(—t)H(lix) — .11(01x).
. o

Tomando límite cuando t tiende a infinito en la igualdad anterior, obtenemos

a(x) =exp(—s)H(dsix) =	 H(six)exp(—s)tis — H(Olx);
. o 	 .o

luego, puesto que H(Oix) > 0, tenernos

¿(x) 5	 H(s1t)exp(—s)ds.
.o

Entonces, usando CR, resulta que

00

A(x) 5 J a H(slx) exp(—s)ds +	 H(six)exp(—s)ds

00
< (1 — fi)	 exp(—s)ds + 1

	
exp(—s)ds

o.	 .a

< (1 — fi) [1 — exp(—n) + exp(—a)

= (1 — ,(3) — (1 — /3) exp(—a) + exp(—n)

-= (1 — j3) + fi exp(—a) = 1 — 0[1 — exp(—a)J < 1.

Esto es,
A(x) � 1 — )6[1 — exp(—a)1 <

Lema 76 LS(X0 ),A(X1 ) • • • iá(X,z )	 0 	  71„	 oo.

Demostración. Por el Teorema 73, las variables 6 1 ,52 ,	 , (5„ son condi-
cionalmente independientes dados los estados X 1 , X2, , X„, para cada
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n E N. Entonces,

E [exp (-11)IXo, • • • , X.] = E lexP( — ( 51 + + 15n))1X0, • • • Xrd

	

= E lexp(-51 )IX0 ,	 , X„] • • • E [exp(-541X0 ,	 , X„1

= A(X0)A(X1)...A(X„).

De lo anterior se deduce que

A(X0)A(Xi ) • • A(X,i )—> O <==> Tí, —*

Con los resultados anteriores ya estamos en condiciones de demostrar
que CR implica la regularidad de los procesos de renovación markovianos.

Teorema 77 Si se satisface CR, entonces el proceso de renovación marko-
viano es regular.

Demostración. Del Lemma 75(c) tenemos que

	

a.(X0)a,(X1) • • • A(X,i )	 ryn —9 O,

puesto que -y < 1. Entonces,

Pr EA(X0)A(X1 ) • • • A(X.,,) 	 = 1,

lo cual, por el Lemma 76, implica que

Pr [71„ colX0 = = 1 Vx E S.

Por lo tanto, el PRM es regular. n

Otra caso en la que se obtiene la regularidad de los PRMs es cuando la
cadena inmersa es recurrente o visita un estado recurrente con probabilidad
uno para cada estado inicial.

Sea

S*:=--{xES:xes recurrente y H(OIx) < 1}.

Teorema 78 Suponga que el conjunto S* O y gue para cada estado inicial
)10 = x E S, la cadena inmersa {X„} visita con probabilidad uno a un estado
recurrente del conjunto S*. Entonces, el PRM es regular.
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Demostración. Suponga que la cadena alcanza al estado recurrente y E S*
dado que X0 = x E S. Definamos

ao := 1 y Ale	 inf {TE > Ak-1 Xn = y}
Puesto que la cadena es recurrente tenemos que Pr [Ak <	 = 1 para

todo k E N. Definamos ahora

n-1

Vn(y) := E .1{y} {X k}
k=0

y observe que V, es el número de visitas al estado y en las primeras n
transiciones. De nuevo por la recurrencia de estado y, tenemos que

Pr[limy„ oolX0 x] = 1.

Por otra parte, puesto que A(•) < 1, tenemos que

á(x0)A(x1)...a.(xn) < á(x),,)o(xx„) • • A(XA,„)

< [a'0411414-1,

lo cual implica que

Pr E0(X0)á(X1 ) • • • ¿ (X,) --> OIX0 = x] 1,

puesto que á(y) < 1. Entonces, el estado x es regular. n

3.3 Ecuación de Poisson Semi-Markoviana

Sea C: S R una función fija y para cada x E 8 definamos las funciones

n-1

3n(x) := ExEC(Xk)

k=0

N(t)

412(X) := Ex E C(xk).

k=0
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Note que si la función C representa costos por operar el sistema, entonces
J(x) representa el costo hasta la n-ésima transición dado que el sistema inició
en el estado Xo = x E S; mientras que la función 4t (x) representa el costo
hasta el tiempo t. El objetivo de esta sección es estudiar el comportamiento
a largo plazo de estas funciones Especificamente, estudiaremos los "costos
promedio esperados" definidos como

J(x) := hm sup 
J„(x)

x E S,	 (3.1)
n co .t.,.In

40 (x) := lim sup 
1
—(13 t (x) x E S.

t_,00 t
(3.2)

El análisis de las funcionales (3.1) y (3.2) se realizará a través de la
Ecuación de Poisson, como en el caso markoviano, solo que en este caso
dicha ecuación toma una forma ligeramente diferente.

A la función

14x) := Ex[5kiXk-1 x] = f tH(dtlx) x E S
o

se le conoce como la función de los tiempos medios de permanencia.

Observación 79 Observe que

n-1
ExTn = Ex E p(xk ) Vx E S, n E N.

k=0

Para verificar la igualdad anterior, note que

Ex [TniXo,	 , Xnj = E E. [6kI X0 1 X1 • • Xnj

k=1

n-1
= E ,a(Xk) Vx E S,n E N.

k=0

Entonces, tomando esperanza en ambos lados de la igualdad, se obtiene el
resultado deseado.

Además, note que
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ExIk(t)+1 = E. E E. [7'n IX° ,	 , Xn , N(t) = n — 1 I IIN(0=n- /I
n=1

oo (n-1
E	 m(Xk) I[N(t)=n-1]
n=1 k=0

N(t)

= E. E p(Xk)•
k=0

	El par (h,p), formado por una función h : E 	 y una constante p,
es una solución para la Ecuación de Poisson para el caso Semi-Markoviano
(EPSM) correspondiente a la función C, si satisface

h(x) = C(x) — pp(x) + Ph(x) Vx E S.

Proposición 80 Sea (h,p) una solución de la Ecuación de Poisson para el
caso Semi-Markoviano (EPSM). Si h(•) es una función acotada y el PRM
es regular, entonces

(x)
J(x):= lim 

J„
= p.

n—n00 Ex Tn
Demostración. Por una lado, iterando la EPSM se obtiene

n-1	 n-1
h(x) = E. E C(xk) — pE. E pcxo + P"h(x) Vx E S.	 (3.3)

k=0	 k=0
Por el otro lado, note que

n-1
E.Tn = El E p(xk) —.

k=0
puesto que Tn oo con probabilidad uno para cada estado inicial x E S.

Ahora dividamos ambos lados de la ecuación (3.3) por Exlin y tomemos
límite cuando n —n co. Por la propiedad 79 y el acotamiento de la función,
se obtiene que

	

j(x):= lim Jn(x)„ 	 p.I1
rin-.00 xi

er, 
n
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Para analizar el comportamiento de la funcional (1)(•), introducimos el
proceso

n-1
Mn := E[c(xo - pit(xo} + h(xn ) n E N,

k=0

donde (h, p) es una solución de la EP correspondiente a la función C.

Lema 81 Si las funciones C,h, p 	 IR son acotadas, entonces {Mn } es
una martingala con respecto al proceso {Xn}.

Demostración. Este resultado se prueba con los mismos argumentos que
se usaron en la demostración del Teorema 69. n

Definamos

Ñ(t) := N(t) + 1	 t > O.

Lema 82 (a) El proceso {Ñ(t), t > O} es un tiempo de paro con respecto al
PRM {(Xn,Tn)}.

(b) Si se satisface CR, entonces

E.Ñ(t) < l+t±a
afi

La demostración puede consultarla en ([5]).

Teorema 83 Suponga que las funciones C, p : S —1 IR son acotadas y que
existen soluciones acotadas N/)) y (hm, pp) de las ecuaciones de Poissson
correspondientes, es decir, se satisfacen la ecuaciones

h(x) -= C (x) - -fi+ Ph(x) Vx E S,

hi2 (x), p(x) — pi, + Php(x) Vx E S

Si se satisface CR, entonces se satisface la Ecuación de Wald para el PRM:

N(t)

E. E C(xk) = 75E.[N(t)+ 1] +	 (XN(t)+1) Vx E S, t O. (3.4)

k=0
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De forma similar, tenemos que

N(t)

Ex E pfrk = PpLEx[N(t) + +	 – Exha(XN(01-1) Vx E S, t > O.
k=0

(3.5)

Demostración. La demostración es similar a la del Teorema 69, capítulo 2.

Teorema 84 Suponga que se satisfacen las condiciones del Teorema 83.
Entonces,

N(t)

hittl 1
 
E, [N(t) + 1] = 1 y	 Hm –

1
E. E /4 (x, ) = 1.t-loo t	 Pp	 t—voo

k-=0

Además,

N(t)
1	 -1,(x) = t–lim	 f5

ux, t E
x E c(xk ) = — Vx E S.

Pµk=0

Demostración. Para comenzar, note que

t <TN ( t)+ 1 Vt > O.

De la Observación 79 y la ecuación (3.5), se deduce que

N(t)
1	 „., 	 _

1 < –Exi mt)+1 = –t rix 2_,tt(xk)
k=0

(3.6)

1	 1	 1
= –t NE.[N(t) + 1] + 7hp (x) – –t Exhi,(XN(0+1 ) Vx E S,t > O.

Ahora, puesto que las función hm • es acotada, tomando límite cuando t
tiende a infinito se obtiene

—
1
 < lim inf 1E.N(t).— t—loo t

A continuación observe que
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r,
-	

v
Zz i N (0+1 = 	 + —.1.u.diknAr(t)+1)t	 t

+ -
t ExIi(Xsr(t))-

Combinando esto último con (3.6), obtendremos que

1	 1

t	
1	 1

—p Er[N(t)+ + —
t 

his (x) — —
t
E.hp(XN(t)+1) 1+ —

t Erli(XN(0) . (3.7)

Tomando límite nuevamente y usando el acotamiento de las funciones 111,(•)
y p•), se tiene

lim sup —
1
E. [N(t)] < —

1
,

t

con lo cual se demuestra la primera afirmación del teorema.
La segunda afirmación del teorema se sigue inmediatamente del la ecuación

(3.5) y la primera afirmación, mientras queda tercera se obtiene combinando
las dos primeras afirmaciones y la ecuación (3.4).111

Teorema 85 Suponga que el espacio de estados S es finito y que la cadena
inmersa {X,,} es irreducible y aperiódica. Entonces,

7r(C)
J(x) = Ex) = ir(p) Vx E S,

donde ir es la distribución estacionaria de {X.„}.

Demostración. Par el Teorema 66 del Capítulo 2, existen soluciones a las
ecuaciones de Poisson y lo correspondientes a las funciones C(•) y ¡Je) con
las constantes

Pp = u(P) Y 75= r(C),

donde Ir e) es la distribución estacionaria de la cadena inmersa.
La afirmación de este teorema es una consecuencia directa del Teorema

84.n
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