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Introduccion

iHa le=ids usted 2l pernicdics de hoy? Si 1o hizo, prebablements enconbes en la
pagina principal un reportale de alguna controversia politica, o tal vex deseribaendo
un conflicts armads ¥ acciones viclentas por parte de un grups de personas o
paises. Las paginas interores reportaran acciones por parks de grupos de presicn
para camhbiar las politicas sooales, o descohiran las decsiones del gobierns acerca
des emas polibicas -Aoanciamienio en el sector salud, por mencionar alguna. Eo las
paginas hnancieras encontrara cambics en los precics de los bienes, o intenbos del
gohierno para conbrolar los mercados Anancieros,

10w e= Lo que todos estos reportajes fienen en comian? Todos describen conflic-
tos de intereses entre personas o grupos de personas tales come partides politioss,
gohiernos, ¥ empresanos. & los modelos bedrices de estos conflictos de intereses s=
le= llama jueqgos, v a los participantes de estos conflickos se les lama jugadores, Un
modelo es, por defimicion, una pequena imitacion del objeto verdaders, Esto nos
dice que en un Juego de lo que == trata e de extraer los problemas esenciales en el
conflicto de nuestro interds. La Tesrie de jueges consiste en las maneras de analizar
e=stos problemas Obviamente, mucheos conflickos son demasiado complicados como
para incluir todas las Facetas imvolucradas en el medelo correspondiente, pero aim
as, un juego puede =eroos bl al descrbic los vanos tipes de decisiones que los
parbicipantes pusden tomar, ¥ los resulbados pombles dadas las decsiones tomadas
Para alguncs jusgos, la tecoria de Juegos puede sugenr una “soluosn™ para e juego,
que e= la mejor forma de jugar el juego para cada persona invelucrada; pero para
la mayoria de los juegcs que describen problemas reales o dnico que puesde hac-
er o= desechar alguncs tipes de decisiones v pomblements sugerr que Jugadores
trabajaran juntos,

Estos modelos tedmicos de un comflicto son llamados jusgos porgue podemos
identificar Facilments los conflictos de interss en Juegos recreacionales tales coma el
Poker, Gato, o Maonopoly: v alguncs de los jusgos de mesa, como el ajedres, de hecho
fueron desarrallados como models de wna guerm, En cierka forma, es una elecoicn
ded nombre un tanto desaforfunada, porgue Ta palabra juego tiene conctaciones de
entretenimiento, ¥ de una contienda recreacional. Los juegos de los que trata la
troria de juegos cubren un area mucho mas grande que agquella que ccupan los
Juegics de mesa, Consideran problemas de economia v negocics, tacticas v logisticas
des la guerma, politica nacional e internacional, ¥ la polibica sooal como candidatbos
para ser modelados como Juegios,

En esie trabajo, supondremos que el ohjetivo de eada jugador sera el ohtener
el mayor benehcio posible, los jugadares realizan sus jugadas simultansamente ¥ la
qugada de cada jugador es independiente de la de su oponente. A estos Juegos == los
CONOce COMo e eooperedinas.
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Dada la gran variedad de jusgios estudiados por la teoria de juegos, uno pueds
toparss con Juegos que blenen tan sSlo dos jugadores, como es el caso del Gato,
e inclusive millones de dlos, como e el cass de alguncs problemas de politics
mnternacional. Asl coma en un Juego pusde vanar & nomers de jugadores, tambagn
varia =n el namers de opoiones a elegic por cada une de los jugadores, por poner un
elemples podemos pensar en el quegs de piedea, papel o tjeras: claramente vemos
que este e un uegs de dos Jugadores, donde cada uno poses tres opoones a0 elegr,

En este trabajo, nos restringiremes al estodio de juegos con anicaments dos
parbicipantes, a los que por brevedad llamaremes Ty £, v con la caracteristioa de
que cada jugador inicaments biene dos decimones o elegr,

En & Capituls | daremcs un breve repaso de la beoria basica de los juegos
2 ¥ 2 suma cero, incluyendo cudles son las estrategins Sphimas pam este fipo de
Juegics, Junto con algunas demestraciones de importancia. Por sa parte, = Capitalo
2 daremcs los elementos necesarios para defnir la funcian de utilidad, necesaria para
sabesr 51 un Jugador es adverso o proclive al niesgo, En o Capitule 3 estudiaremos
los jusgos de suma no-cero; em estos juegos puedes encontrarse mas de una solucicn,
por Lo que describames alguncs criterics ubihizados para escoger entre las soluciones
posibles,



CAPTULG ]

Juegos matriciales neutrales al riesgo

En este capitulo nos restnngiremes al esbudio de aquellos jusgos en los que |a
ganancia de un Jugador es la perdida del obro, rasin por la coal son conocidos como
Jueges de sama cere, Ulars, ateniendonos a las especihieaciones dal fipo de juego a
estudiar mencionado en la intreduceion, Daremos los conceptos basicos v veremos
un metodo para encontra la mejor Bsrma en que cada jugader pusde jugar el juego.

1. DMaodels del Juego ¥ Estrategias

Fara familianzarnos con los elementos que interviensn en el estudic de los
Juegics mencionados anteriorments, empesaremos por el analiss de un Ejemplo,
para postericrmente presentar las Definiciones v resuliados de una manera foomal.,

Eiemrro 11 (Jusgo de monedas). Des individuos, los wgadores § g I, sestienen
wna moneda legal code wne, iy Ies maestran simdbaneamente. St les monedas coin-
ciden en o senfido de gue ombes musstrar cara & ambas meestran cniz, enfonces
I se queda con ambas monedas; de o contramae, [ se queda con las monedas,

Inbuitivarmente, oste ju-e'-g-::- =3 jur;L-::- e el sentide de Ls [RES) nillgﬁu jugnd-::-r Eleqie
vnnlnj'.:. sohre el abra, Mas ain, =i el jur::g-::- == jug.'l.-:]n una sala ves, nirlgl']rl jug.'l.d-::-r
posse una decisidn gque le asegues una ganancia posbiva, as1 coma bampoos existen
decisiones que L= assuren una perdida.

La situacion cambia s el jur:g-::- = jug'.:.d.-::- muchas veces, Clorneo nirlgl']rl jug.'l.d-::-r
tiene una estrategia que le garantice salic lien librado a la laga, los jugadores po-
drian sentirse tentados a tomar la misma decision cacda ves que jugaran = juego, Tal
e= el caso s § decidiera mostrar consistentemente « lado de la monedia con el simbe-
lo de cara. En ese caso, tan pronto coma £ notam este comportamiento en J, I
e=staria sepuro de poder ganar meostrando siempre el simbols de cruz de su moneda,
Podemos decir que no e bueno que un jugador tome decisiones predecibles, puoes
e=c e |o favoreceria en el sentido de que su oponents podria tonar ventaga des esbo,
En otras palabras, cuands este jusgo == repite muchas veoes los jugadores deberian
Jugar sus cpoiones oon una frecuencia de _:— vy hacer sus decisicnes impredecibles,
Unza manera en la que o jugador pusde hacer esto e lanzando su moneda al aire
en lugar de simplements decidir gque lads de la moneda quisre mostrar, Podemos
representar este juego mediante la siguiente matriz

(4 )

Los elementos de eska matns representan la ganancia del jugadar I de la sigu-
ienbe manera: para el Jugador J, elegir carn o cruz sem equivalente o esooger el
primero o segundo renglon repectivaments, Similarmente, para el jugador T, alegic

1



1 1. JUEGCE MATRICIALES NEUTHALEE AL RIEJG0

cara o cruz sem equivalents o escoger la pomera o ssgunda columpa, Les elementos
aii, 1 = 1,2 de la matrnz musstran que en =) jusgo, las monedas fueron ambas cara
o cruz, mientras que los elsnentos ai;, 2 # 7 muoestran que Tas monedas tuvieron
distinte simbolo, Coma las ganancias de I son las perdidas de T, ¢ viceversa, este
arreglo describe completaments todos los posibles resultados de una jugada de este

e,

Demmcits 1.2 [Jungn ELLITA -:'ve'-rn}. I.:':'_ﬁ'nfn'r.rr:lm (] _,iu:'gn SENTHL CETE ENITEL das
PRECSOTNLE, COFRO TR mafriz 2 4 2 de la _|r|'.li".l'l':lﬂ.

2) (%)

donde o, b, o, d son rdmeros arbifraries g fos renglones de la malkriz represenfan los
opeiones de pigeda del jugader T (el jugedor I puede ele@r entre el primer g el

segindo renglon), mienfros que los colwmnas represenfon les opoones del jugedor

Ir.

Dehido a esta representacidn, a los juegos que estameos estodiando tambaén se
le= concee como gregos malrictales 2 2. Cada Jugada individual ded juego consisie
en un par de sslecciones, [aseecoidn de uno de los renglones por parke de )y de una
de las columnpas por parte de Jf. El renglén v columna selecoonadas constituyen
el resultads de la jugada v su ganancia es Lo entrada de la matoe que se encoentea
en ambas selecoiones. El nimera mencicnads representara la gananea de T oy la
perdida de JF. Asi, T buscard maximizar Ia ganancia, v £ buscara minimizarla,

Chrando un mismo juego s repiie muchas veces, los Jugadores pueden alegic La
frecuencia con la que eligen cada una de sus opoiones dispombles, @ e, asgnarle
una prohbakalidad a cada cpeidn. & estas probabilidades == les Hama esfrotegies. Los
estrabeging se dividen en estrategias mixtas (aleatorizadas] v estmalegios poras de
acuerda o la naturalea de los decisiones de cada jugadar,

Demmicits 1.3 (Tstrategias Mixtas]. Sea 0 = » = |, La estrolega de wn
Jugador es micfe 5 es de la forma |v. 1 — z|, donde © representa la prebabilidad
de gue el jupador elije se prmers opeion, g 1 — © represenda fo probaobilidad de Ja
cleceion de o sequnda epeion.

Demmicicn 1.4 (Estrategias puras). Haa estrafeqa para es wna estrafeqa mis-
te |r. ] — x| er fa cual © foma valeres en {0, 1],

De ahora en adelante, las estrategias de | seran representadas come |p, 1 — 5|,
mientras que las de [ == representaran como g, | — g

2; GFI.I.'I.FI.I.'I.I:;FI:IG E’HFEE‘-'!I:!-'!H

Chrando ambos pagadores tienen wna estrategin especifiica, estamos en stbuacidn
e caleular la ganancia esperada, esto e=, la gamancia promedio de eada jugadeor
cuando el nimers de Juegos bende o mbnibo, Denctaremos con e(p, ) la ganancia
esperada del jugador §opara el juego debmido en la Definicidn 120 Tenendo en
mente que estamos bratando con Juegos no cooperatives, en los cuales ln decismcn
der cada jugador es independiente de la decision de sg oponente, cbsermmes que;
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» La probahilidad de que J obienga la gananoz a e la probabilidad de que
I elija el primer renglan v I =lhga la proimera columna, esto es g g,
» La probabilidad de que § obtenga la gananeia bes p (1 — g
» La probabilidad de que I obtenga la ganancia ces (1 —pl g
s La probkabilidad de que I obtenga la ganancia d es [1 — g 2 [1 — g0
¥ que los cuatro eventos correspondienies son mutuamentie excluyentes » cubren
todas las posibilidades, s= sigue que la ganancia esperada de T oes

eipgl =pga+ pll —gih+ ({1 —plge + 01 — @il — gld
Eigmrro 1.5, Para of Ejemple 1] con las estrateques | 3,7 mere I, g |61
para Il la panancia esperade correspondiente es;

e, 3, 8 = CAENL) 4 LA =11 + (7B =1 + (LTI AN D) = — 08

Obesmrve que cuando Iy T ubihizan las estrategias dadas, o ganancia esperada
para § e= — 08, en otras palabras, § le paga o I5 08 pescs. Ahora, s F huhiera
sabado ques JI utihizaria la estrategia |G, 4], bubiers podids modificar su estrategia
para obtener una mejor ganancia, Pero no s trata de gque § == ponga a experimentar
con cuanta estrategia le venga o la mente para ver cual le conviens mas, esaste un
sencilles método con el que cualguier jugadar puede encontrar una estrategia Sptima
dado que conoce la estrategia & ubihzar por so adversario,

Vaolviends al Ejempls antenor, vemos que st I utithza la estrabegia V6. 4], 1a
ganancia esperada de I dado que atihzo la estrategin |p, | — 5. = la sigoente:

elp, 5 =pl G014+ A0 =10+0] — @il B =104 (] — @il 41l = dp— 2

Fn ciras palabras, la ganancia esperada de § coma funcidn de poes dp— 20 L
misicn de § es maximizar esba ganacia, Para ver cual serad la mejor estrabegia para
{ nos fijaremes en la forma de la griaboa de dp— 20 Diado que pes una probabilidad
B boma vilares entre 0 ¥ .

La grfica nos muestra que la mayvor ganancia esperada para £ s da coando
E q 3 I F
p =1, con una ganancia esperada de 2

Moteme que en el Ejemplo antenor la estrategia optima para el jugador I daca
la estrategia [ja de £F, reults serouna estrategia pura. El sigoiente Teorama nos
dice que mste resultado es valido en general.

TeEonEma 1.6, Er caalguter puego suma cere @30 2, pere coda estroteque de wn
Jugador, su oponente poges dna contraestrolema splima gee es pira.
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Demostracion: Sea un Juegs suma cero 24 2 con la siguiente matnz de pago:

a b
oo
Supongamos que I fiene la estrategia |g. 1 — g, Entonces, la ganancia esperada
e I al ubilizar una estrategia |p, 1 — p| es la siguiente:;

elpgl = pga+ pll —gibh 4+ {1 — plge + (1 — @il — qld
la—bh—ct+dip+ibh—dip+ic—dlgt+d
la—bh—ctdigt+h—dip+ [c—dlgtd

Diado que g == una constanbe, benemos que o ecuacion de la ganancia esperada
des I e ouna funcidn que depende dnicamente de p, ¥ gque esba es o ecuacion de una
recta, Dado que poes una probabilidad, a la recta e (pog) anicamente s=2 le permite
correr desde la recta @ = 0 hasta la recta p . A=, elp, g) enconbrara su valor
maximo en p = 0o p= 1, dependiendo del signa de sa pendiente,

Clhueda ast demostrado el Teorema anterior, O

Par el Teosrema anterior, I sabe que para cada estrategin |p. | — p| que abibice, 1§
tiene una conbrasstrategia pura que le regres a § la menor ganancia posble dadas
las dos estrategins puras de {1, Sean v () ¥ 79lp] la ganancia esperada de | dadas
las estrategias puras de [7|1,0] v [0, 1| respectivaments=, Caleulames entonces

rptpl = pllla 4+ {1 —piille ={a —clp+ ¢

ralp) = pl |_I-|:l F il —]':l:ll:l_lﬂl l:b—d':lp o

Es obwvic que {1 elsgird o estrategin pura que l= permita minimizar la ganancia
e=perada de [,

Dads que la variable independiente p aparece en las expresiones de & (@) ¥
roipl oon grado a lo mas 1, las graficas de estas funciones son lineas rectas. Como
p dencta una prababilidad, tenemes 0 = g = 1, ¥ asi estas graficas consisten de los
srmentos de recta que van de p =0 a p= 1. Mas especificaments, dado que

r 00 = [0 e+ (1 =031 )e = e

el = (L1 1a + il =111le=n

s omigue que la griafica de rp(p) es ol segmento de recia que une los puntcs [0, )
v |1, @) Similarmente, la grifica de rq (@) consisie del ssgmento de lines que une

(0.d) y (1,8

Eigmrro 1.7, I muero para o Epemplo 1], veamoes los sigetentes grdfiees
para r1(g) p reipl:
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— g T
1.4h

o

Demmcts L8 (Egipl). La grafica de Eglp) conssfe en aguella linea tal que,
para cada velor posible de p, contiene & mds bage de los das puntos [p,ripl)
[mralpl). Es decer, Eglp) = man{ripl, r:ipl b

Diada que IF busca minimisar sus pardicdas, @ e las ganancias de §) la grafica
cles E:.-[p:l nos da la p-e':rl:lid.n. l::-pr'r'.:.d.n. i::|i::gi|:|'.1 por I entre 7y Lpl oy r'z[p}

Demsicicn 1.9 (Estrategia Maximin). 5 (r,w) es o punto mds olfo dentro
de la grifiea de Eg(p) entonces |1, 1 — x| o8 wna esfrategoa mazimin parm §, pw es
In qarancie mamman espereda de [

11 emples la estrategia maximin |r, 1 — x| enbonces puede esperar ganar, @ la
larga, al menos w en promedic.

La razon para esta nomenclatura es que cada punto de esta grafca es el minimeo
der las dos cantidades a perder posibles de T v cnands T oelige el punto mas alio
de la grahica esta maximizanda la perdida minima de I

Obeervanda la gr."i.fin:u n.nLne*-ri-::-r: [:-c:-dl::rnnr; notar gue la r-.‘;l.rn.l-e'-gi'ﬂ LT para
I en el Fjempls 1.1 s |% %| ¥ su valor maximin es cero,

IT maben EUE [ -:'u‘.1'|-:|ui-e'-r -e*e‘:l.rnli::gin. |q': 1 - q| e rlrl[:-]r'l:: o jur'[_:_-::- 2wl
pun-:]r' ESpECAr e I' utilice una :'\-::-nlr.'l.-::-:lrall:giu e I P e la ETEAY T de las
ganancias provenientes de las dos estrategios purs de las que dispone, Sean e (g
L A r'.'h-rlt!-:'li'."-llrl!"flll.'!: las [.:_'-1II:|.I'I-:'i-1:'i -e'-ﬁ[:-e*rn.d.'l: [:-n::-\-l::nir'uli::i cler |as -e*f:lr.'l.li:',gin.ﬁ
purias cle= I |J. |:|| ¥ ||:|: ||. Entonces, tendriamoes

e1lgl = liglla)l + 1{l — qlibh] =ia —blg+ A
calql = Ligllel + 11 —giid) = le—dlqg+ d

Obeservemeos que las grilicas de o (g) v czlg) son lineas rectas, Como g denaota
una probakalidad, 0 = g = 1, v por lo tanto estas grficas consisten de los segmentos
der recta que van de g = 0a g = 1. Mis especilicamente, como

r1l:|:|} |[|:|:n:|1:l | |[J—|:|:n:b:l h



a 1. JUEGCE MATRICIALES NEUTHALEE AL RIEJG0

el =11al + 11l =11kl = a
g sigue que la grahea de o) (g) e el ssgmenbo de recla que une los puntos (0 8) y
(1, 2} Similarmente, como

el = Li0j(e] + Ll —0)a] = d
cel =110+ 11 — 1id) =«
s signe que la grahoa de opilg) es el segmento de recta que une los puntes (0, d) ¢

(1, .

Eiemrro 110, Besdndonos nuevamente en o Bempla ], las graficas para

H
%
Ve

e1lq) g ealgl son les senmentes:

Demmicitn LLL (Exig)l. La grifiea de Eclg) consisfe en aguella Iinea que,
para cade walor posible de g, confiene ol mds alto de los dos punbos (g, c10q]) o
(g ceiql). B decir, Eoig) = max{clg) ealg) b

Erlgl denota la ganancia esperada elegida por £ entre c10g] ¥ cz(q). Notese que
enoeste ooz o ganancia esperada esta en Erminces de g, es decie, de la estrategia

de [T,

Dermmsicics 112 [Estrategia Minimax), 55 (r, z) es of punto mds baje de la

griifica de Bolg) entonces |2, 1 — 2| er wna esfrofegio mimamear pera £, gz es la
qunancie manemer esperede mere 1

Si 4T emplea T estrabegin minmmax |¢, 1 — x| entonces pusde esgeerar que la
ganaci promedio de § no s mayor que =

La razon para esta nomenclabura es que cada punba de esta grifiea es ol maxime
der lag dos ganancias posibles de ) oy cuands IF elige el punta mas bajo en esia
grafica esta minmizando la ganancia maxima de §

Fn la griafica antenor, vemos que la esbrategin minimax para [ es |—é %| ¥ sl
valor minimax es cero,

Fn el Epempla 11, el valor maximin y o minimax son iguales, stbuacidn que ss
chserva mempre en los juegos de suoma cera 2 000 2, como s= enuncia en el sigaienie
Tenrema;

TeEoresma 113 [Teorema minimax 24 2. Pare cada juego de sema cero 206 2
cxisle wn ndmero © que fene los sigutentes propedodes:
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» Lo esfrategio mariman fe geranfize a 1 une genancia esperada de al menos
v

» Lo esbmfega mamimer e garantiza o I que o ganancie esperada de

serd o lo mas o,

El mimers o mencionado en el tecrema antenior e lamade & salar del gueqo.
Juntos, la estrategia maximin |@, f-p| de T, o estrabegia mimimax [q, f-g| de 0I5 5 el
valor dal juegs, conforman la seficion del Jusgo.

Decimes que un juego s esktrickamente determinado cuands las estrategias min-
nax y maximin resulban ser estrategias puras, v en un juegn 2 % 2, esbo desemboca
en al siguients Teorema:

Teonesma 114, Un mege 24 2 de suma cere es esfrictamende defermanado 51
g sole st confiene ana enfrada &l cdel =5 un mintme para su renglan p ar mdzaime
para su colirmn,

Esta entrada & fiens inclusive un nombre particular:

Dermicim 115 (Punto Silla), nae entreda en e jusgo 2402 que e wn miname
para sy rerpon y un o marne pera seocumaa, es Hemade an punto silla

Eiemrro 116, Considerermos el e determinade por la siguiende molre:

(2 1)

Podemos observar que la entrada correspondientes al ssgando renglan v segunda
columna es un minima para su renglén ¥ un maxamo para sa colamna, ¥ por lo
tanto es un punto silla,

Resulta de interds encontrar las estrategias minimax ¥ maximin de esta matriz,

oy

—lz]

e= Facil ver que la estrategin maximin de T oes [0 1], 5 s ovalor maxiamim es 1.
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Veameos ahora la siguiente grifca, pertensciente al mismo =pEmplo:

-'_-fn:-":

podemes ver que la estrategia minimax de I es |0, 1], v suowalor minimax es 1,

Teonesma 117, B punde silla de un juege 2 2 2 esfriclomente delerminada es
tembien su valor, p el rengldn g le colamna de o penfe sille constifuyen estralemas
PEAE TIEOWUR § Mimmar, respecivramende,

Demostracion: Dada una matnz estrictamente determinada de la forma

()

smempre podemos siponer que el punto silla es o, Entonces, ¢ dado que ¢ < a2
.I:.: tenemos que la gr.'iﬁn:u de ipl o= una recka oon pl::nl:lic:nLr' MY O3 iH’u.‘l.l e,
Mo mabemos mucho acerca de cdmo se comporta ra(p), pero sabemos que o parbie
cler algiin punto entre cero oy uno se encontrara por encima o al menos sobee la recka
:r1l:;|:}: ¥ pEar lo tanta tenemos e | l L) e el ELERINE] miis allo dentra de la E’rifi-:'n.
e Eplp), demostranda que |1, 0] e una estrategia maximin para §, v o so walor
IAK L.

Basandones de nuevs en que ¢ £ a0 = b la graboa de c10g) == una recta oon
pendients menor ooigual a cero, v en algin punto entre cera oy uno, o recka ez(g) =
enconbrar [=or |:|i::|':-'.1_"||:| comohre la recta c1iel. Entonees, tendrinmes Ls [EIE] [J. ﬂ:l e o
punta mas bajs de Eo(g), demostrands que |1 0 o5 una estrabegia minimas para
II, v a sn valor minimax, (]

LEsa L 18 5 ef juege no fiere une estralema mesiman pura pare [, enfonees
taere

» estraleqpa merimin dede por |- g . —T .E:dl

» valer menmn oread @ %

Demostracion: Supongamos que tenemeos un juego = estrategin maximin
pura, Le., sin puntos silla, Entonces, podemos reaccmodar las entradas de la matnos
dles tal forma que nos quede de la forma



2. CANANCIAE ESPERADAS a

cond = oa = o = b Observamos que r1ip) biene pendients mayor gque cero,
mientras que rz(p) tene pendiente menor que cero, ¥ ambas reclas se cruzan en el
intervalo [0, 1], como ilustm la siguiente grabica:

Es Farcil ver que el punta mas alto de la gralica de Eg(p) o= aquel donde 7 (p2)
relpl, esto es,

la—cipt e l:ﬁl—d'_l;.l o
la—c—h+dip=d—=c

o — e
B a—h—c4d
l—p—1- d—e a— b
a—b—=—c4+d a—-b-c4d

i d— ) (b —did —e] e

‘a—b—c4+d a—b—c4d

. d— ¢ ) ad — he
Tll'ﬂ—b—rlrf'l a—b—c4d

Quedands demostrado as1 el Lema anteror. O

Lesma 119, S0 el juego ne fene une estrafema memimaz para parae 1| enfonees
tfaere

d—B g
a—brctd’ a—b-ctd

. - ; ol — fe
= valer menrmar :_n]ln:rn! o —7—

p estrofeqma manimer dedae por |

Demostracion: Supongamos que tenemos un juego =in estrategia minimax
pura. Reacomedaremaes las entradas de la matnz de ganancias de tal forma que nos

quede de la Forma
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conod = oa = e = h Observemos que ciig) biene pendients mayor que cero,

mientras que la pendients de calg) o5 menor que cero. Estas dos rectas llegan a
crumarse dentro del intervals [0, 1), como s=2 observa en la siguiente grabioa:

Natese que el punto mas bajo de Ia grabea de E-lg) e aquel donde eq(g]
ol gl esbo e,

(o — big + b= e —dig+td
la—c—htdig=d—h

d—h
7 a—h—c4d
| —g— 1 d—h a-—c
a—b—c4+d a—-b-—cfd
d—t o la— byd — &)
r.llﬂ—b—rld"l a—b—c4d Hb
_ d— ) ad — he
I.Ilﬂ—ﬂa—rld"l a—b—c4d
Cluedande demostrads asi el Lema anterior, O

ﬂa F-'I.'I"EH I:]E EI:]I.:I; I.[I::I:I.';I'.i

Una de las propedades inberesantes de las estrategias maximin y minimax en
estoe Juegos de dos personas suma cerooes gque =1 ambos Jugadores estan usando
estas esbrabegias, o minguno le conviene cambiar s estrategia = osu oponente s
mantiens utilizando su estrabegin maximin o minmax, segin sea el caso, Asi, s
{ st jugando con su estrabegin maxiomin @,y I estd Jugando con su estrategin
minimazx , st { cambia o obra estrategia @ pero £ seomanbiens con su eskrategin
q. no le i mejor que = s hubaera quedado con su estrategia p, v viceversa, Puede
decirse que las estrabegios maximin y minimax de los jugadores s encueniran en
equilibric. Esic también implica que I puede anuncoar que aiihzar la estrategia p,
v, con esta mformacidn, 1 no podrei hacer nada mejor que ubilizar su estrategio
. BN respuesta o la I!"'ﬁLrﬂ.l.i."Hiﬂ. de I, Fstas r-.i-lrn.L-e'-E'i'.m =0l [:-ru-e*l::-.'l. cles i::r:[:-'i'.:.-‘:-. pues
e irn[:-c:-rl.'l. =1 bu Crpner be mahe [=[EES ubilizars b i::-:lralrgiu M, ain ae benes

-
EAaran b II-'I.IZJ'J [NRRH H-'I.I'I'ﬂ ILCLiL I'I'I1r| 1T A e I. nicamer e IE.H E‘Eﬂ.rnlﬂgl S TS ITTLEL Y ITHEN e
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tienen esta propiedad, pero antes de demostrarls, daremos la definioon formal de
un par de estrategias en squilibrio,

Dermcdie 1.20 (Pares de squilibric). Un per de estrotegios [p, 1 —p| (perteneciente
a lax esfrategias de I), p [§ 1-4| (perfeneciente a los eskofegios de T1) zon wn
par de equilibrio s pora coalquier esfrfegin [po ] — p| de 1,y ceolpuier sstrofeqa
lg. 1 —q| de {f, tenemas
elp, @ = elp,q) = elp. q)
Lesma 1.210 8¢ (pr.g1) w (pg,qe) san pares de eguilibrio, enfonces elp,q) =
elpz, g2l

Diemostracidn: Coma (pr, g1 es un par de equilibrio, tenemos:

elpa, g1l = elprg) = elpy, gl
v dado que e(pg, g9 tambidn es un par de egquilibrio,

el qz] = elpz, q2) = elp2, q1)

combinands obtenemas:

elp.q2)  elm, q) < elpr.q) < elp1, q2) < elpz.q)
Die donde s sigue que elp1,q1) = el@, g2 O

Teopesma 1,22, 5 I:lﬁl ]—;:TI: |§ 1—4]) son un par de estroleqos en wn poego
2u B enlonces (p g es un por de equdthro s g solo s (5,4 elf5 )] =8 wna solecion
died juege.

Demostracidn: Supongames que |§,/-p) es una estrabegin maximin ¥ |, 0-q]
e= una eskrategia minimax, Enfonces, para cualesquiess obras estrabegias p, g de J
v il

elp g = elp,q)
pues sabernos que st 0 ootihizae so estrabegin masiming ganara cuando mences v, que
e= el Bl Ademas,

el = elp @)
pues = [ ubihiza o estrategia minimax, perdena a lo mas (0p,g). De todo esto s
HEUS que

elp, gl = elp gl = e(p gl

¥ por lo tanbo, (p,g) =5 un par de equilibrio,

Ahora, sea (g, ) un par de equilibroio, ¥ (@ 6ef@, )] una solucian del juego.

Par la primera parte de la demaostracion, sabemos que [p,§] o5 an par de equi-
libric, v por el Lema 122, efp, q)=efp.gl. Tambien, dado que (g, =5 un par de
equilibric, tenemos o siguiente:

e1lq) = ell, ) 5 elp,q) < elp, 1) = r1ip)
ezlq) = ell, g) £ elpq) < elp, 0) = raip)

el ) = min[ri1ig) ralgl} = elp,§) = man{ri(p), rz(p) |
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des donde concluimos gue
muan{ri(F), rolg)} = min[ri(p), ral@}

ya que, de obra forma, el@,q) no seria el punke mas alto en Eg(pl 51 en nuestoo
Juege no hay punio silla, sabemos que

elpq) = ry[p) = rolf) = man{r(f), rz(p] },
¥ como estames bratando con reckas con pendiente distinta de cero, =2 concluye
que p=p. Shora, =1 en el Juego tuviemmeos un punto silla, tenemcoes:

ran e (pl, rolpi b = el g) = v g % ralp),
concluyendo que p=p.

elp.i) = maze(§), 2t} = e(5,g) = mazfel(g), (@)}
d.E' EIDI.'IEIE I:DI.'ICI.IJ:i:I'I.'IGIE qIJE
maz{ey(§), eald)} = maz{e(g). eal D)}

ya que, de otra forma, el B, g0 no seria el punio mas bajo en E-(p). 51 en nuestro
Juegio no hay punto silla, sabemos que

elp,g) = e (§) = colg) = mar{ci(§), cal @}
¥ como estames bratands con reckas con pendiente distinta de cero, == coneluye

que g=4. 51 tuvierames un punto slla,

mar{ey(q), cal@l} = elf.g) = e1(§) = cal g,
concluyendo que §=q.



CAPTULG 2

Funciones de Utihdad

1. Relaciones de Preferencia.

Coma hemncs visto, el models matemitico que s= expone en ste frabago estadia
un problema en @ que uno o vancs mdividucs, de manera independiente, toman
decimones cuyas consscuencias son aleatorias, El esquema en esta clase de problemas
generalmente e o siguiente: los individucs deben escoger una de un conjunts de
decimones o estrabegias ¥ cada estrategia ¢ tendra comp consecaencia un resuliado
e £ 32 de acuerds a una distnibucion de probabilidad P (sobre &) determinada
por la estrategia . Al escopger enbre varias estrategias, usualments una persona s
hasa tanto en & salor gue perae ella Heren los diferentes resulfados posibles de cada
estrabegia, como en la probakbilidad de que estos resultados ocurran [prefinendo
las estrategias que representan un mayor valor para ella: o que == supone e un
comportamisnto ‘racional '), El método ubihzads para escoger la estrategia a tomar
constibuye un patran de preferencias,

La teoria de ubilidad demuesira que si el patrdn de preferencias satisbface clerbas
condiciones entonces el valor de todos los resultados en O se podi establecer me
diante una funcidn mumerica definida sohre O (lamada furcien de wiilided) ¥ que
las preferencias entre las sstrategias estarin basadas solamente en el valor esper-
adao de la funcidn de utihidad con respecio a las estrategias, Las condiciones soboe
la escala de preferencias a que nos relferimos constituyen esencialments requisibos
der consistencia o coherencia en la actitud frente al azar (o los nesgos dervados
ded azar). Matematicamente, un patron de preferencias se representa mediante una
relacan de orden en un subconjunto apropaado de PO, o espacio de distribuo-
ciones de probabilidad sobre ) Fl casc mas simple, que o= el que se aplica en el
problema tratads en esta tesis, consider un conjunio & hnto v el espacia PO
en =i tobalidad.

Dada una relacion de orden = sobre FOO v PO € PO, escnibiremos como
emousual P o~ G a P Oy s Py omanibiremos P = O om P o= ) pero no
) = P Defnimoes ademas, la operacicn de “mescla’ (combinacian convexa) de
deos distnibuciones de probakalidad & v 8 para o € [0, 1] de una manera nabural
mediantes

13 al P+l — adi{o}] = Pi{ali+ {1l - alli{z}), Yos O,
Clon estas convenciones, una relacidn de arden = sobee PO se dics una relacian

de ;:lrﬂ'_frrn'm'fre =1 sabislace las Higuinnlnﬁ pr\-::-[:-in-:]'ﬂdi:::i [Namadas ‘axicmas de racicnal-

idad™:

Al Lareacidn = es completa (lineal] v transtiva.
A2 S5 P~ P, entonces para boda a £ |0, 1]y para toda P e P,
[1} a4 il —n_lf"-'vn.l"h F il —r.|._II"'.

1=
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A3 S5 P = P entonces para boda a £ (0, 1] v para toda P € P,

[ a1+l —a)lP< a4+l —alP
Ad S P = P = Py, entonces existe a £ [0, 1] tal que,
i alP +11 —allPy ~ P

Ser dessprende claramente de las propiedades del operador esperanza matemiatica
que cualquier funcidn &5 O — [/ determina una relacion de preferencia = saobee
PO mediante
(Th Py siyslosi BTN < B9,

donde EP[{7] representa la esperanza de [7 con respects a P, La coestidn im-
portante es = oes valida la afirmacidn reciproca: dada una relacion de preferencia
=, jestiste mempre una funeion U7 0 O — I} tal que ={p=={7 F]l Teoarema de Yan
nevmann Morgestern da una respuesta afirmativa: toda relacidn de preferencia esta
determinada por una funcidn de utilidad. Definiremos la aflidad deoana disfrobaenan
F como el nimers BF L),

Demmictn 2.1, fhremes que dos funciones de whailided son esfmfépeamente
equipalentes st tducen o generan la misma relacion de preferenca en o espacio de
distribuciones correspondienie,

Mobeme que una funcion de ubihidad es estrategicamente aquivalents a cualguier
translcrmacion afin posbiva de ella, e deoir, para todo a = 0y &€ IR las funciones
des utihidad {7y al’ + & son estrategiocamente squival entes,

2. Sensihilidad al riesgo

En vista de lo antenor, supondremos que las preferencias de nuestros jugadores
estan determinadas por una funcidn de atilidad, Ee importanie senalar que en
nuesire modelo, el conjunts & de resuliados =era un subconjunts de B tal que
I = [ = 4 (las eniradas de la matnz de ganancias) v que la distribacion P osabee
) estard determinada por las acciones o decisiones tomadas por los des jugadores,

Podemes tambidn pensar los resuliados de las acciones de los jugadores come los
valores de una v.a. real X con distribucidn Py = P e s manera, la atilidad de
Ia v.a. X estard dada por el nimers E[U7(X]].

Supondremes por smplicidad que los resuliados nuestres Jugadores son ganan-
clas monstarias ¥ que por lo tanko las funciones de utilidad consideradas estin
dadas por funciones &7 ; [R — R crecientes.

Un cass particular importante es desde lusgo o de la funcidn de wtilidad iden-
tidad i) = . En ese caso, la vbilidad de una via X oests dada por 8], el walor
e=perada de X es decir, la escala de valores de los resultados posibles esia determi-
nada exclusivamente [linealments=) por la magnitud relativa enbre estos valores, A
una persona oon esta funcidn de ukilidad, le resultaria compleiamente indiferente,
por sjempls, ganar o cambio de un seracio una cantidad de $1000 en ofective o
recibir un baleto para una rifa en la cual tiene wna probabilidad de 172 de ganar S0
pe=ce v una probahilidad de 172 de ganar $3000. Esta ubilidad tipihca una actitud
de nevbralidad al riesgo. Obsfrvese que en esde caso la ubilidad de una va, es igual

=5l \'il]ﬂr E‘E'F"HT'-“:"::I.
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Oltras actitudes tipicas sensibles al nesgo que son de inberés en este trabajo
e=tan caracterizadas precisaments en Ermines de la wbithdad de las voa s

- I.-II _.]IJE:-'IJ:]DF =] l!!ili".'! ﬂdl1'|'!'rd|? I'ﬂlI FIEI'.'n'IgEl h-i !'ii!"'l'l'l e [:-rl:'flr'rl:' r!'-u:'i'hir o cerbesei i.'!l 1.".11|:r
'.'El-rlf!l'-ld.l::l l:]l." LI V.. |:I'I(H]'.'g‘.'!l'l'.'!r-'l.l:!'-1} a1 r\-::|:i|::-ir E‘I 1.".1||:|r e FIJ'.'!‘:!H toaniir I-'I. V.o, 05
d.h:'ir. H-i I'-:I. IJLiIi(]'ﬂd l:]l."] '.-'.1'|-::-r '.'El-rlf!l'-ld.l::l l:]l." a‘l:- OF MAYOT fue I-'I. IJl.IIII:L:I.d. d'.'! .-T:

UE[X]) = E[U(XY].

= In jugador == dice prachive @ riesgo =1 siempre prefere recibic o valor que pueda
tomar una v.a. [needegenerada) o recibic con eerbeza el valor esperado de esa voa,
e= decir, st la utilidad de X es mayor que la ubihdad del valor esperado de X

E|IF(X)| = ULE[X]).

El ﬁiguirnln criteric es kil Para e e Li[:-c:- de sensihilidiad al riﬂ;gn dester-
minado por una funcidn de utihidad.

Prorosiciin 2.2, Un jugedor es edverse fprochive) of riesgo s 5 solo 51 sn
funcdn de abilidad es estrclamente concava foonvera),

Detinameos ahora algunos coneepbos dtiles para caractenzar la actibod al riesgo
inherente o una funeidn de utilidad.

Dermmiciom 23, H equivalente sequro de wna wa. X se define coma el ndmera
S| X| dad gue o jugador es indiferenfe enfre esa conbidad con certera g lo va., es
decer, ef ndmera S|X| tal gue

US|X ]y = E[UX)).

Fernralentemente

S[X) = UEE(X].

Oberrvess que L5 determina aversion al niego =1y solo = S|X| < EX] v lo
conbrarico es valido para la inchinacian al riesgo.

Defmictn 2.4, B Premaum de mesge de e oo, X oes & mdmere WX Ead
qie
UEX] —R|X[) = E[LX].
Fuvalentenente

R[X] = E|X] - S[X].

Obviamente, LT determina aversion, inclinacion o neabralidad al nesgo s ® X
o= positive, negative o cero respecbivamente Intuibvamente, para un adverss al
resgo que recihird el resuliado de una vl por epmplo, el Premom de desgo e
Ia cantidad que el jugador esta dispussto a que se le quite o descoente del walor
esperado de X con tal de no correr los nesgos ascoiados a esaovoae (el proclive al
resgo pide una cantidad [R|X ]| adicional a X | para deshacerse de soovoad.

Supongamos que para dos ugadores sus respectives Premioms de Biesgo T [X
v Wa|X]| son tales que By |X| = Ra|X| para boda v.a, X Es razonable entonces
afirmar que el primer Jugador e mas adverso al nesgo que el ssgundo, Por obra
parte, de la Propomcon 2.2 podemos ver que st U7 tiene segunda derivada contino
ertonces o jugader e adversa, proclive o neubral al nesgo dependiendo de a 07
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e= posbiva, negabiva o identicamente cero respectivaments, Esto parece sugeric que
I podreia wtilizarss de alguna maners par medir (oomlmente] a senskbilidad al
rigo. Evidentements, |[7%(x]| no seria apropiade para el proposite deseado, va
que camo es ficll comprobar, == puede tener |0 (2] 2 U8 (2] para funciones de
P

utilidad £ ¥ g estratéagicaments squivalentes, Prakt|2]| encontrd que en la funoidn

definida por la razdn
Ert)

e i.'!lil'ﬂil'l'-l Il!:l '.1r|::-ilr'.1ri-::- ¥ =2 COrscrya I-::- I.".'i-l."l'll!'i'-l] d'.'! I-'I. "i-l."ll"ill':lllldnll:] -'I.I ril.".'i-l:';ﬂ (=1

rlr) = —

[trz]]. Llamaremos a esta fonadn la fencidn de mesgo de I o del jugador cuya
funcidn de utilidacd == 17,

."'ﬁ-:?-lm'--:qun come estarnes consderando Ls [ETS) Il o= creciente, benermos O Lriie 1=
0 para boda . Por lo tanio st rix) es postivo, negative o cero para toda 2, entonces
I e cdneava, convesa o una linea recta, respectivamente, e deor, el jugador es
adwverss, proclive o neatral al resgo, respectivamente,

Para convencernos de que la funcdn de nesgo funciona como una medida laeal
der senmhilidad al nesgo, conmdersmos una va, X de walor absolobo pequens con
un capital inicial o, Denobemos con a el Premiom de nesgo de Taovoas 2o X s
decir, o= ®|rp + X | Entonees tenemos que por definieion

Uty —a) = E|U (g + X]).

Tomando el desarralla en series de Taylor a ambos lados de la igualdad antenor, ==
ochtiene que

Z
(%) Uixg —a) = Ulxg) — alliag) + S0 )+ - -

I . I
(9) EJE(xa + X)) = B[E ) + UGandX + ) X2 4 g 0 ()X - ]
[gualanda las ecuaciones (8] v (99 v descartando los terminos de orden mayor que
| ahbenermos

1 .
(1o —al[rn) = Fl E[X7| 0" xn).

Tomando en cuenta que F|X?] e fgual o r.ri-: la varianza de X, v recrdenande, [a
eeuacian anberior queda

I .
R|ro + X| == Er.ri- rlxg).

| Premivm de Riesgo del jugador con

Clon palabras, Lo scuacidn antenar dice que e
un capital micml 20 parm wpa vaal X ode rangs pequenc y de media 0 es, en ouna
aproximacicn de prmer orden, w(op] veces la mitad de la varianezs de X
Consideremos ahorm dos funciones de utilidad I oy U9 v sus respectivas fun-
clones de riesgo #1 y g, 51 para un nvel de referencia g, s blene que epieo] = oeplan)

enbonces, para coalguiess v X de mngs relabivamente pequeno v de media cera,

el Preamium des |1i-::g-::- der I v.a. falrededor de op” de £, e= decir, 71_.'||.z'|:| | ."i'| ==

IELEL Yo Cules '.'!I :'-c:-rrrh-pnrl-:]iruln !:'

rermium de Hir-.‘:-gn 'Eu|.n:| | .-5n'| de L. Esta conclusidn
E=S] [:-un'l-e'- extender a -:'|J'.1||:|ui-e*ra. v.a. = la condicidn sshre las lunciones de ri-e*ﬂgn =S

-:'urnr.||-e'- [raarE Lnd.n. . OO ID l."'.l-l.'-1|::l|i.1l:'.'! l."I !I-i[_:_lliﬂ"fll'.'! bEear e .
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TeEoneEsma 2.5, 51 las respertivas funciones de riesqgo de dos jugadorms camplen

con gie T1[x) = relx) pare feda ©, enfonees Rz + X| = Ra|lr + X| pare toda = 5
para toda r.a X,

Diemostracidon Supongamos entonces que v (o) = rofr) Enbonces como

o o
[J 13 ralx) —r [J.':I _E 1-::-[.:_ l"él:.z'_l | E '||:||:'; t'lql:J.':l
d e
12} — |1 ity
(12} T [-::'l?é.r I'-':'jnj.rjn]

entonces Lo derivada de log [U] (20 /0% (]| es negativa v por lo tanto esta funcion es
decreciente, Obstrve ademas que

d
dt

T ) [ Lo T3
thitie (£ = ——"7—:
AL )

de donde la derivada es decrecients en §, va que log [U] (208 (23], Por lo tanto,
LEE 1-:!:-} e una uneldn cdncava de f.
Dessarrallands ahora la desigualdad a Ta que queremos llegar obienemes, por

cefinicicm,

Rz + X) = o+ E[X] -0 UER:c+ X)), i=1,2
v restando los férminos correspondientes de las des iguald ades

Ryl + X| = Ryle + X) = Uy V(E|Uglx + X)) — U7 B0 = + X))
EoWEY) - o EE DY),
donede ¥ Uglz+ X Coma I [Uy II!_':I:I e comeava, de la desigualdad de Jensen
SIS DL
E|y Uy Y] = th U Y E[Y]

Substituyento esto wliims en la expresicn previa, vemos gque

Ri|r + X| — Re[x+ X| = U Y (EY|) - Uy 0ty HE[Y])

v HEY]) - s U EY))
=0,

que &5 IIZZI que 5= quc:rf.'L dnm-::-e:l.rn.r. D

Una clase importante de funciones de abilidad es aquella para las cuales [a
funcidn de resgo es constante, es decir, @ Premiom de riesgo 8 op - X ne depende
cer . A partir de la definicion de r(e) puede demostrarse que la funcidn de ubilidad

cledes mor necesariamente de una de las siguientes formas:

s ixh =ax 4 h [Meutralidad al rnesgo)
s i =e % con b= 0, [Prochvidad al riesga)
m e = —e ™ pon b =0 (Averson al riesgo)

d.l::ll'ld.lt"' Il:l [=-1 IE"I l:'\l:JlE"'IiI:iE"'Ill.'.'! l:]l." !'P."I'I"i-ll!illlld.ﬂ.d -'I.I ril:::-[_:_-::-.

.l'ld'.'!l'ﬂ i:I!'i di.'! B [IJ I'Il!'il::II'II.".'!- I'I11|.E"'|'I'I'-i|.il!'-'l.l'l1l."lll.|.'! IS |r|.'|.n|."j.'|.|'||m [ar =er '-1llﬂ.”|.il!'-'l."|-.
e I'I-'I. |:'-::-|r|[:-r|:||::q.'|.-:]-::- [=n ] E.IHIJIIE.H '.1[:-|i-:'.'|.|:i-::-r|i::-; ue exlas I'un-:'i-::-nr-; I'I'IIZJIC]l.".I'-:I.II r.'.|.'.l:|:|r|n.|‘:-]r—
mente ]'Iif!rl l."] [mmip) [:-c:-rL'.:.lrli-e*flln d'.'! Il::l!'i- ind.i'.-'idu-::e; ante '.'!I rir-.n-[_:_-::- |:|c:ri'.-'.1d.-::- l:]l."] AL .
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Por esta razon, en el presente trabajo == considemran jugadors con senskilidad al
riessg o dada por una funcian de atilidad,



CAPTULG 3

Juegos de suma no-cero

En este capitula nos enfocaremos a la discusicon de los Juegos no cooperativos
der suma no cero con dos Jugadores, a los que llamaremes simplements Juegos de
suma no cers, Podemos decir que los Jusgos suma no cero son aquellos que no son
Juegios suma cero, esko es, en un Juegs suma no cers la ganancia de un qugador no
e= la perdida de sa adversano.

En estos Juegos los jugadores no son antagonistas por completo, pueds darse ol
cas=a de que ambos 52 encuentren mas klices con un resulbtads que con otre, Como
veremos mas adelante, alguncs de los resultades vialidos para suma cero, ya oo lo
EOM [ira SUma ne cero, por epnplo

= Un par maximin no es necesariamente un par de equilibeio, o vies versa,
s Notodeos los pares de equilibrio tienen las mismas ganancias, ¥
= no hay un coneepbo ohvio de slucidn para el juego,

Lo juegics de suma no cero tambian son modelades mediante un jugador I oque
selecclona un renglén v un jugador [T que selecoiona una columna de un arregls
rectangular dads, Sin embargs, come la gananoia de un jugador ya no es necesan-
amente la perdida del otre, la ganancia del Juegs ya ne podri ser descrita por un
snlo nimera.

Dermmcidm 3.1 [Juegos suma no cora). Definiremos wn juego de dos persoseas
suma ne cere come an arrego de la formea

':El;bl_l {exg, hgl

[JIE' l:mg:ﬁ;qll leng. by

donde o resulbade de que T oelija ol renglén 2 v 1 dija la colummpa § es el par
cler gananeias

(i, bl

donde a; dencta la ganancia de £y & dencta la ganancia de T, Recordemos que en
el ca=o de suma cero I buseaba maximizar su ganancia v, dado que las ganancias de
I eran las perdidas de 7, IT buscaba mimmizar esa misma ganancia, En el caso de
suma no cero, dado que las ganancias de los jugadores son independienies una de
ctra, supondremos que cada Jugador basa sus decisiones unicamentes en sus propias
EAnancias,

DeEmmcts 3.2 [(Prinoipio de Racicnalidad |, Cada jagedor esbd motioedo ssla
por el deses de terminar of Jueqo con la mayor genanoca posifle,

I'n eemplo de este principas es que, en wn juego, ningin jugador disimimuoiri su
ganancia con tal de disminuir Ta de sa oponente. Una consecoencia del principio
de racicnalidad es que cada jugador ejecubari so decision sin bomar en coenia la

12
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ganancia que pudiera ohbener su adversana; asi, podemos pensar en que [ enlrenta

(o o)

contra algin oponente irrelevante, sienda los renglones de la matriz sus estrategias

el Juegs de suma cero

puras, mientras que fI enlrenta @ juego de suma cero

TR T
b by
dande s objetiva, al jgual que el de T oes o de maximizar su ganancia, ¥ sous e

trabegias puras son las columnas de la matnz, Como consecuencia, ambos jugadores
tienen estraleging maxicmin,

1. Estrategias puras

En esta secoidn veremes algunos fipos de esbrategios, todas ellas pums. Tam-
hien analizaremes un epempls de un juego 2 2 2 suma no cero, donde por sus
caracteristicas sAlo les es posible o los jugadores utilizar esdrategios porms

Demmsicicn 3.3 (Valor maximin). Bl por de garencias en o reselfado deter-
mnade por las dos soleciones menmm dol peege ez lomada of veler monmin del

Jeego.

Eaegmrro A4 [Dilema de los prisionercs]. Dos bombres son arrestados y acw-
sados de certo robo. Sy perssqiodor salo fiene emdencia saficenfe come para con-
denarlos por & roba, pero se eree que los lodrones frodan armes of momento del
robo, hacwdndalos aplicables @ ana sentencio magor por robs @ mere ermada. Los
primoneras seencientren en celdes separades y wo pueden comunicerse o wuno con
o efre. A cada wne de ellas se le afrece ol mismoe frato: si testaficns que bi companera
exbabe prmade al memento del robo, pere &l po fesbifiea en condm fugae, n senlencia
=e suspenderd pero @ pesard guaince anos en prisman. S embos lbeshifican en contra
ded otro, ambos serdn sentenciados a diez anos, g st mnqune de wstedes fesfofien,
pasardn cinea anas en prisan. Ambos prisioneros estdn enferados de gee ese troto
se de afrecio @ los dos. Se les ho dade algo de fempo pore persar que decadirdn,
pero ningune de ellos estd endferada de lo decisdn del afro.

Este juego claramente e= de suma no cero, v puede descibirse con la sigoiente

(':—.5,—5] (—15,0) )

makriz:

0, —1a1 (=10, =101
dande [a ganancia de —r implica pasar > ancs en la carcel. Ahora enconbraremeos las
esfrabeging maximin de estos dos hambres, o los que lamaremos £y 17 La matrz
de gamancias de J es la siguienie:
-3 —15
( 0 -m)

Es facil observar que la estrategia maximin de £ es |0, 1], pues la entrada — 10 es un
minimo para surenglan y un maximo para =g columna, Por obro lado, la makoz de

ganancias de £ es In sguienbe:
=3 1]
—15 —1o
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Podemos ver que la estrategia mazarmin de J5 e |00 1], ya que la entrada — 10 o=
un minimo para su oolumna y un omaximo para su renglon, Asl, las estrategias
maximin recomiendan que ambos prisionercs acepben el tmto, garmnbizands dies
ancs de prnsan a cada una, La expenencia nes dicka que frecuentemente ssta e
la deci=icn hecha por las personas en este bipo de crcunstancias, Shora, =0 ambos
hubieran optado por rechazar el trato ¥ no testihoar, s= les hubaera dads cines anos
des pri=icm. una sentencia mas corka para ambos, Por esta razdn decimes que el par
des ganancias (=5, —5) e megor que el par de ganancias (=10, — 107,

Denmicidn A5, Er cealguier jusgo de sama no cero, un per de gonancas (o, B)
se dire mejor gue un par de gonancies (o', ) st feremos alguna de les siguienfes
condiciones:

fa=a" pbh=H) & laza yh=t

Dermicim A6 [Jusgos dptimos de Pareba]. B resaltods de wn jueqo se dice

optima de Parcfe st el juege no poses otro resallado con mejor ganencae,

Es claro que cuando los jugadores de un juego son bratados en gropo, son
deseables los resultados Sptimes de Pareto, ya que con un resultado Sptime de
Pareto == garanbiza que no hay forma de aumentar Ia ganancia de un jugador =in
minimizar la ganancia del obra,

Eigmrro 3.7, Para el Epemple 5., encontremos las estrateguios aplimas de

(—h =4 (=150
(0, —15) (=10, =101

Notemes que no existe un resulbado que s=a mejor gque (=5, =50 v que o

Pareta.

misme pasa con | —13, 00 v (0, =153 Sin embarge, sabemos que (=5, =5 o= mejor
que [ =10, =107, por Lo gque el dnes resulbade denbre de o matriz que no es Speimo
cer Pareto es (— 10, =100, que es precisamente el valor maximin del juego,

Demmicicn 3.8 (Puntos de equilibrio de MNash|. En wn juege de suma ne cera,
wn reswfado se dice ser wn “punte de equilibrio de Nosh"si se par de genoncies
[o:. B es bal que @; es wn mdzimo pare su colemna, y by es wn mdrime porm s
renqlon.,

Este punio de equilibrio de Nash es el anilogo al “punte silla,tadiado en al
capibule anterior, Tambidn, este punto tiene la deseada propiedad de “ne arrepen-
tiemiento” pues, dado que I elighd la columna 3. 7 ono biene ninguna razdn para
arrepentirse de haber elegido el renglén 2, ya que ninguna clea seleceion de e
hubiera dado una mejor ganancia, Similarmente, dado que § seleccionsg o rengldn
1, I no biene ninguna rasin para arcepentirse de haber degicdo la columna §, pues
ninguna obra eleccidn hecha por 11 1e hubiera dado una mayor ganancia,

Para los jueges 2 2 2 suma no cero, e Fell deducie que lo ideal seria que los
Jugadores eligieran una estrabegin purm tal que les permitiera obtener un par de
ganancias que fueran un punto de equiliboo de Nash, Lamentablemente, no todos
los puntes de equilibrio de Nash proporcionan ganancias masimas a los jugadores,

como se obssrva en el sguente ejemplo:

Eigmrro 3.9, Fr o Eemple 3, obseroames que of doico punfe de squdithno
de Nash es (=10, =10%, oldenido cuando loe jugadores atdhizan los esfrategques |0, 1]



22 1. JUECOE OE BUMA NO-CEROQ

g |0 1], Pero s les pugedores butieran wtiizads las estratepas |1, 0] g | 10|, kabrias
chfenido wna condena de canoo eies rada wne, menor que lo sendenca de diez anos

diel prndo de equidlthne de Nash,

2. Estrategias mmixtos

.l'll igll'ﬂ] e ol 1"'] RS di.'! ST Oy, 26 Il::tl- jur:g-::e; d'.'! SLUTLL T o0 55 [:-u-e*d.ﬂ'l
ubilizar esbrategias mixias,

Las estrategiang mixtas de £y I de nuevo se denctaran por [l —pl v |9, 1 —q),
respectivamente. Mos releriremos o ese par de estrabegios como un par des estrategias
mixtas, Cuande [ oy [ emplean estas estrobegins mixias en un juego de suma no
[ ] E‘I [raar d'.'! gﬂ.l‘l'-llll:i'ﬂ!i i.'!ir]'.'!r-'l.dﬂ 5 l:'-'I.IIZ'IJ.I'-:I. d'.'! I-'I. |r|i=-|r|:|. IrLELneraa &n Iﬂ. que =0
l:'-'I.IIZ'IJ.I'-:I..I'Iﬂ. (=11 I."I CEs d.l!"' ELITa CETo.

Demmicicn 310 [Ganancias esperadas). Cwonds of per de estrolegios miztas
es (e L—d. |g. 1—q|), le geraneie eeperada de [ se derota por egip, ) g Ino paraneo
caperada de {1 s dencla por ec(p, g), es decar,

er(p gl = eipg+azp(l — ) + azil — plg + aall = pl(l —q)

14

[ a1l —az —as + a)pg + (e — eddp 4 (as —aa)g +oag

1)

(15) ectp gl = hpg + bepll — gq) + il — plg+ il — g1 - q]
Eh

[y — g — b + by lpg + (he — bydp+ (g — Bylg + by

Coma las ganancias de £y If en un juego de suma no cero son independientes
Ia una de la otra, en general no eximtica relacion entre los valores maximin de
v . Fsto, por supussto, es totalnente diferente a lo que sucede en el caso suma
cera, donde el wlor de jusgo de un Jugador es el negative del otro, Entonces, en el
Juegio de suma no cero no existe un analogo del becrema minimax analizado en el
capitulo anterior.

Luega de que el Juego repetida terming, cada jugador buscara estar seguro de
que minguna obra estrabegin haboa resultade en una mejor gamancia esperada,

Teonesma A1l En cvalguier weqo de suma ne cero 2 % 2, ensfe wn par de
estrodegios mantas (g, 1—p|, |7, 1 —4|) fales que

efld, § = enlp ) parn tode p, 0= p ]

eclp, ) = eclp, gl per foda g, 0= g = 1

La prnimera desmgualdad nos dice que, habiendo smpleads s estrategia recomen-
dada [p. 1 — p|, I no blene razones para arrepentirss dado que I5 ubihizs la estrategia
lg, 1 —a]. % la sgunda desigualdad nos dice que [ no tiene razdn para arrepentirss
des haber utilizads la estrategia | g, 1 — 4| dado que § utihes s estrmategia |po ] — p|.

Denmcidn 3,12 (Equilibro mixte de Nash], B por de esfrotegios
Up. -A. [q.2-q)

deserifas en ol Teorema 31 constduyen wn egualibro mine de Nash.
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Los nomercs (ep (@), ec i@ qi] son el par de valor mixto del juesgo. Juntos, el
equilibric de Mash v el par de valor mixto son una solucidn de sgquihibrio de Nash
para = juego,

Unz pregunta de interes seria el querer saber que pasa con la selucisn de equoi-
libric cuando == sabe que @ge {0, 1} En este easo, ohservamos que

enlip,gl = m;, para alguna @ £ 1, 23,4

eclp gl = b, para alguna j £ 1,2, 3.4

Cleama
eplp@ 2 eplp g, 0 p= ],
s concluye que ;o5 un maxins para su columna,
Similarmente, como

eclp gl = eclpg, 02 g% 1

s concluye que & o5 un maxmo para | cenglan.,

Por lo tanto, benemos que cuando pg & {0, 1), (el g, ec(pm gl e un punbo
de equilibrio de Mash, A= notamos que el punio de equilibne de Nash es un caso
particular del par de valor mixio del juego.

3. SBolucwn de los juegos 2 < 2 snma o cero

Teonesma A 13 Pare code estradega de an pigador de wn juege de suma na
cEra, si opoRrenie poses wna contreestrotego opfima que es pura.

Demostracion: Supongamos que £ utiliza una estrategia [, 1— ] Entances,
la ganancia esperada de T oes

eplpg’) = lay —az — ag + ag)pd + (az —ay)p + (o3 — aq)q’ + a4
Coma ¢ estid Aja, podemos ver a e gip, 9f) de la siguientes forma
erip.a’l = mp+ e, donde
mo= oy —ag —ag + aq + fmg —ayl, v
e= oy —addg’ + a4

Observameos que la grifica que describe el comportamiento de eg(p, g como

funcidn de @ tiene la forma de una linea recta, por lo que enconbraca s maximo en
P P |

p=00p=I1, dependiends del signa de m. O

Cuando = Jugador que tiene Aja su estrategia es 1, s atiliza un metodo similar
para demostrar que la contrasstrategia Sptima de I == para,

A conbimuacian mestraremes un metods para encontbrar estrategins de squilibno
des Mash en los juegos 2 1 2 suma no cero, ¥ lo ilustraremeos con algunos sjemplos.

Oaservacton 3,14, Para caalesquiera m, e, fijos, w05 © = |, mx + ¢ aloan-

zard s oalor mdrime pene
dnvoamente ¥ =0 sim = (0
r.'n:rn[qzl:l':'r 0= =1 stm 1]

n'e'rn:r.'rlmr.'m':' r I ﬂl: [2F) }[]
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Los puntos de squilibne de Nash de los juegos 2 4 2 suma no cero se encon-
traran como la interseecicn de dos grificas Una de estas grahoas describe todas las
e=trabegias rmixtas que hacen que 1 no se stenta arrepentids dade que £ utilizs una
estrabegia dada, ¥ la otra grabo deseribe todas las estmtegias mixtas que hacen
que 1i no == sienta arrepenticdo dads que J oatilizs una estrategia dada.

Supongamos que la estrabegia de {1 ya esta ()a, ¥ basindonos en la demostracicn
ded Teorema 3,13, podemos escribic

erip gl = mp + e

dande m = (@) —ag—ag +eglgtag —ay. Es evidente que § no se sentars arrepentido

e los siguientes bres casos:
p=lam=0, 0ZpLlaim=0yp=1=mm:=Ii

Las estrategias correspondientes pueden ser gralicadas en un sistema de coorde
nadas carbesianas con poen el epe horizontal, ¥ g en el vertical,

Ahora, supongamos que la estrategia de § oesta Aja, Basindones en el Teorema
3,13, la ganancia esperada de JT puede escribarse de la sguienke manera:

ecip gl = m'g+ e

e
=ity — by — by hylp (b — By}

IT no podra arrepentines en los siguientes bres cascs:
g=0mm =0, Dggslam =0yg=1lmm' =10

Las estrategias mixtas que no le ocasionan arrepentirmiento a I pueden ahora ser
graficadas dentro del misme sistema de coordenadas p— g que fue usado pam s
grafica de no arrepentimiento de T

La grifica de no arrepeniimients de cada jugador consiste en aquellos pares de

estrabegins mixtas (|p, 1 —p|, |g. 1 —g|] que ponen o eada Jugader en la posicion de
no tener gque arrepentirsse de su propia decision, Dado que los puntes de equiliboo
cler Ml consisten en n.|:|u-e*||-::e: [ires e r-::l.rn.l-r-g’imr: l:|;.l: 1 —p|. |q': 1 —q|:l CJUIE T CRLLEAT
'.1rr|."r.||."||li|r|ii::r|l|:| = nillgﬂu juH;.:.-:]nr: eloes punbos -:'-c:-nr:l.ilu:,'l::n la intersecoicn de las

graficas de no arrepentimiento de £y I,

Eiemrro 3,15, Encondraremos e sshician de equalibrio de Nash para & Ejem-
= 54

eilpog) = —ip+ g
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dade que la pendiente de egip g) = negabiva para cualquier walor de g, obtenemos
la sgments grabica de no arrepentimisnts para 0

eoip, el = 10p — Sy

Similarmente, como la pendiente de ec(p.g) e negativa para caalquier valor de g,
ohtenemes la siguiente grahca de no arrepentimiento para 77

_-_-_-_-_-_-_-_-_q_
1

Motemos que estas estrategias fueron parbicularmente Ficiles de grabicar, dacdo

que la pendiente de ambas e constante, Sohreponiends ambas griificas, obtenemos
lo sguiente

I
1
Asl, vemes que estas graficas = inbersectan anicaments enop q 0, di-

ciendones que el dnice par de valor mixte del juego es (— 10, =100, que s precisa-
mente o valor del juego.

Pero no todos los jusgos suma no cero poseen un unico equilibrio mixto de
Mash, a conbinuacidn versmos un epEmnplo de esta sitsacicn,
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Eiemrro 316, Consideremos la siguiente matriz de page
(IH. 21 (3, J})
(0,31 14,43
De donde obtenemeos:

erlpog) = (Gg —2)p — g+ 4

ecip,gl = [2p—1lg —3p+ 4

Asl, la grahca de no arrepentimiento de I oes Lo iterseccicn del cuadmads umitano

con los siguientes conjuntos de punbos:

w [ [0, g) cuande By — 2 = 0}, esbo o=, cuando g < é
s | [pg) cuande g — 2 = 0}, esto es, cuando g é
= { []. al cuzando ?:u]'— 2= |:|I-. eschoy ensg, cuando g = %
Diades cjue 0 = E:- = 1, Ia [_:_ri:ll'il:'ﬂ dex no urrr'pl::nlirni-e*ﬂl-::- paara [ tiene la :1iguir'||lc:

[-::-rlrl.'l.:

Ahora, la gri:lfic'n. de no .'erl::pi::nLimir'ul-::- de JT o= la inkerseccian del cuadrades

unitario con los bres siguientes conjuntos de puntos:

s | (0] cuands 2p — 1 = 0}, esto e, cuando p < i-
= | [pg) cuande 2p— 1 =0}, esto es, cuando p é
= | [p 1] cuands 2p — 1 = 0}, esto e, cuande p = {r
D& nueva, tenemos que 0 = % = 1, lo que nos di una grifica de no arrepentimisnto

para £ de la siguiente forma:
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L=
-1

¥ la interseccicn de ambas graficas de arrepentimiento == la siguiente:

Podemos chservar que s= encontraron tres equilibrics mixtos de Nash, En |a
sguients s=ocicn mostraremes algunos criterios para elegir uno de estos equilibries,
pero antes analizaremeos un ejemplo con un dames equilibric mixto de Mash, que nos
sera de gran whihidad pam o siguiente capiiolo,

Eaemrro 317, Constderemos In s:iln:.'u:ir.'m'r: matriz de R RCHLE

lag. by) [mg, bed
lag. byd og byaf
con los suuenfes caraelerisfens:

iy =y P oaq & oag, N IIJ,.| {II:I'| {bgillil?

Utilizande el método descrio, tenemos que la gralica de oo arrepentimiento
e I oes L interseccidn del cuadreade unibano con los bres siguientes conjuntos de
pumntoes:;

] { I[]:q:l coando (@] — az — ag 4 ﬂq}q | @9 — @q < []I-: e=bo e cuando
- 0z
7= iy =Tz Oy
p | (g gl coande (@) —ag —ag + aydg + eg — a2y (0}, esto e= cuando
&g —dag
) y —Tz ox4my
s [ (1,q] coande (@) —ag —ag + aydg + ey — ey = 0}, eto e coanda
&g —dag
7= 0y —@z—oxdmy
Diades fue 0 — S o ] a gr."i.rin:'.:. cler iy n.rr-::[:-nrllirnil::nl-::- paara I biene L
) ) 0=y —iflx+iy
mpuiente forma:

Ahcra, la grafica de no arrepentimienio de I es la interseccidn del cuadrada
unitario con los bres siguientes conjunios de punios:
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s [ ip, 0 cuands (51 — b —tm -+ lulp +ta — by = 0}, esbo es, cuands p o=
&

by —de : ty
" {I l:;.l:-rll}-::'u.'l;.nd-::- [hy — by — hg -+ bylp+ by — By 0}, esto es, cuando p

&y —h
[N ﬁ_ [T
s [ g 1) cuanda (b — b — by lydp bt — by = O, esbo es, cuande po<
&, —h
[ ﬁ_ [T
by — e
. dy — by —da+By
arrepentimiento para IT de Ia sgoiente forma:

De nuevo, tenemos que O < < 1, lo que nos da una grafica de o

¥ la mbersecaiin de ambas grihoas de arrepentimiento es la siguiente:

.F.'rl eaches CoOO, WEIILOSN |:||J1"' E‘I I-J.I'Iil:"::l i:!|:|ui|i|'|ri-::- I'I'Ii:'i.l.'::l di.'! .";'-'IHI'I (=1
| by — g fy — L] g — s ] — g I
k 1 1 1 .I
by —hg —bat by b —tn—fm T e — e —as e g — o — a4y

Hasta el momento hemos anahzado emplos con una y tres equilibrics mixtos
cler Wash, pero no hemeos analizada sjemplos que no tengan equilibno algunc, Esto
s dehe o fue todoes los ju-e*g’nr:- 2 2 tienen un r~:|ui|i|':-ri|:| mixteo de Mash:

TeEonesa 318, Cada jauego 2 2 de swmae no cere Gene al menos wn eqilthne
mirfo de Nash,

DE I.'I::II'.H":-I."H.I:;E:‘I:I’].I: |.:".1r'.1 rm]i:.'.ur el l!!l."lrll::!!'il.l'-ll:'ili?ll'l. I'I-'I.r'.'!I'HDH LIS l:!l.".l LEescoreErmn i di."l
r.|IJII|.l::l fij-::-: '.'!I'IIJIIII'i'ﬂdl!:l i l:'\l::lI'ILiI'IIJ-'LI:iIZ?IrI

Teonesa A 1D {del punts Aje). Sea wna funcer [, f 5 — 5 5 5 e un
confinte cerrads, acsfado § conveze, g st f o8 confinua, ertonces erisfe al menos
wn punts £ 8 Fal que flx) = x.

Ahora, velviendo a la demcostracion, definamos a S de la siguiente forma:

E={ipglre P, g€}
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Donde P es al conjunts de estrategias de [, v 2 & conjunto de estrategias de £
Es facil ver que 5 e cerrado, acotado y convesc, Shora, pam mda p e P, g £ 8,
cdefimamees:

r.'[p. al rnru.'[[l. el B, ql —erip, r,l}}
di[m ) = mac{l, ecip, Ei — ecip, gl }
Donde i = 1,2, v E1 =1, Fa = 0.

fip.q) = 7.4

gt elp, gl
v
L4 E? |"l'[P- ql
; g+ dilp gl

] -
L+ 35 dilp, q)
[ == continua, v por &l Teorema del punts fijo sabemps que existe un punbo
(#.q%) € 8 tal que fip*, ¢") = (p*.q").
Mo podemos tener el F5.9%) = enip’, q") para toda ¢, obbendriameos
erlp’ gl =p'g'a +p'il — g laz + (1 —p'lgtas + (1= p' )1 — g hea
Prlgtar + 1 —q"Jaz] + 11 — p*iigtaz + 01— g% Ja)
PeriELg 1+l —p ler(Fe, ') = perip®, g 04+ (1 —p derip®, g™
erlpt.g')
lo cual e claramente una contradiceidn. Par lo tantba, concluimes que e g (B g% =
erlpt.q") pam al menos una @, 1 = 1,2,
De igual manera, sabemos que no podemos tener ec(p®, B = ec{p®, §%) para

toda o, pues enbonces
eclpt g = gt ptil = qthbe + (1 =@ gt b 0L = ERI — gt )by
giipth + (1 —p*ita) + (1 — g dp*he + (1 — 5" )]
glec(p® Ey) + i1 — qMep(p’. Eal = g% eo(p®. "1+ (1 — 0" e (57, 97)
ecip®. g")
Por o tanto, ec(w*. By = e lo'. g ) para al menos una 7,1 = 102,
P o Bt : :
Ahora, sabermnos que
\ Ftoaip', gty
L+ 5 eipt.g]

=0, benemos

Si p
e1(p* 9%)

- - = 7] ipt,g'l =10,
l | E:! |r|":Pr:'?‘-'

y tambaen,
eoil gl = max{, ep(Fz. 0" — er(0,9"1) = mar {0, exi, g1 — eni0, g1} =0

Asi, cuando p* = 0 benemes que ¢ = ep = (0,
En el cass en que p* # 0, tenemos lo siguente:

. Pt eilpt g
1 4 E: Leilpt, gtl
= p'oip', ¢+ Pralpt.g"l = alp' g™

P =p' tpaip et aptyl = talpt.q')
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Sabemos que al mencs una c(F°, ') = 0, =1 suponsmes gque clip’, gt = 0, ==
concluye immeliabamente que calp'. g ] = 0. Ahom, s suponemos caip’, ') = 0,
tenemeos que c1(p°, g% = 0, miempre ¥ cuands p* # 1 Pero = pt |, tenemcs o
s g uiente:

el g*l = maz{( eg (B "] — egll. "1} = maz{0 eglLg*] — egil.g*1} =0

lancluimos entonces que e ELatl = enlp®, 0" pam toda ¢ v por lo tanto,
‘ 1 b I [Fiqg*) Pty tod ¥ por lo bandk
el g*l = enlpt. g% ] pam toda p e P, =i impotar el valor que tome pt,

Ahora demostraremes que ec(p®, ) £ eo(p*. 9" para foda g € O,

. g* +dilpt, g*)
| EJ Iﬂ'.'l:p‘.q‘:l
S g =0, tendriamos lo siguiente:
dp. g™l
L+ Ty il q")

= diip g 1 =10
taarn b

deip® 0] = maz{0, 0 (p*, E2) — e (p®, 00} = mex{ 0 ecip®, 0] — eci(p®, 00} =0

Asl, cuando g° = 0, tenemos que di(E'. 9% = daip®, ¢ = 0. Ahora, cuando
g* # 0, benemos

. g* +di (5" q%)
1 | Er 1'{£[P":q’.|
= q'di(p®, q") @ dy(pt.qg") = d (g q")

= q" + g'dilptg*y + gtdeip®, 9"l = g +dipt.gT)

Coma al menos una dilp®, 7' == igual a cero, se concluye que ambas Lo son. As,
eclpt. gl & eclp, ") para toda g £ Q). Esta conclusion, aunada a la analoga para
cilp®, g"h nos dice gue (p®, g" ) es un par de equilibrio, quedando as demostrada el
Teorema de squilibrico de Mash.

]

4. Conceptos de solucion para juegos de suma no cero

Ahcra ya podemos encontrar los equilibnos mixios de Nash v pares masamin
para los juegos 2 w2 De cualquier farma, [aoidea “masomin-maximin"de ona salo-
cion ¥ ne tiene mucho senbido, porque sopone que un jugador estd frabando de
minimizar la gananci de s oponente ¥ maximisar lasoya, ala ves, Bsbo ne pueden
cumplirs: siempre, como yase ha visto en algunos ejemplos. Los equilibrios mixtos
der Nash son considerados el concepio de solucidn mas aceptable, pera Lo dibicultad
con ellos es que, usualments, hay mas de uno en un Juego. Vanos aotores han sug-
erida elagir, come wna salucidn del juego, un suboonjunio de los equilibrics mixtos
e Nash que cumplan con clerbas propiedades, Deseribiremos brevemente tres dee
estns sUgErEncias,
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4.1. Boluciones en el sentido de Mash.

Demmicidn 3.20. Un juege Gene une solucion en ol senbide de Nosh =0 coda
equilthric micke de Nash es tetercambiable. Ksto es, dados dos egualibrios mines de
Nash (p1. @), (g, g2), fenemos que (p1, 2] ¢ (g1 fambeen lo son. Lo soldcion
es abore e compunto de equalibrios mickos.

Para el Ejempls 3,16 no encontrmes minguna sclucicdn en @ sentido de Mash,
En el casc de que un jusgs tenga una sclucion en el sentide de Nash, no nos sirve
de mucho, ya que en ninguna forma nes ayuda & hacer mas pequens = conjunts de
equilibrics a elegir,

4.2, SBoluciones en el sentido estricto.

Denmicidn 321, Un jeeqe tene wna sohicidn en of senbids estricto s
8 Enfre los pares optimeos de Parefo, erste un equdihrie mazto de Nash, y
8 Todos los eqolthros midfos de Nash optimes de Pareto son tndercomb-
ables, p fienen los mismas ganencigs, La solicon es enfoneces o comgunto
de equilthrios marfos optimeos de Parefo

Para el Ejernpla 3,16 tenemos que al dnico equiliboce mixto de Nash dptimo de
Pareto es [|0,1],]0,1]) v, dada que es uno salo, e mtercambiaable, A= o soluocn en
el sentido estricto de la matriz ded Ejemplo 3016 es (0010, 1],

4.3, Boluciones en el sentido completamente débale La idea agqui es
e =i :|.|H'un-::- de los jugnd-::-rl::- biene una l.':’il.r'-ll.l."H_i'-l MmN pPuri, enkbonces la okra
estrategin pura que e queda no le secvira pare ganar mas diners, por o tanto, la
puede elininar, Asi, nos gueda una matnz reducida, que e la gque usaremos para

| B Eu ienbe definicicn.

Demsicicn 3.22. Un juego 2% 2 es soluble en el senbido complefamente detnl,
=t su mafriz reduceda es sohiile en ol senbido estrcto.

Al reducir la maknz del Ejempls 3016 obtenemos que ln sclucion en el senticda
==le [:-|i::l.1.rn ente dehil e |:|I:I: l |:||:|. ||:I: U s Ve tarnbign es Lo solucidn en el sentida
e=tricto.

Cabe senalar que muchas veees la matknz de ganancias es icreducible, por Lo
que el quegs tendra una solucicn en el sentide completamente dehil dnicamente s
Ia tiene en el senbide sstricto,






CAPTTULG |

Juegos suma cero con sensibilidad al riesgo

En el capituls anterior tratameos los juegos donde los jugadores escogian sus
estrabegias con el dnico fn de mazimizar su ganancia esperada. Pero debemos
recordar que la ganancia esperada es el promedio de lo que el jugador ganaria
cuando el nimers de Juegos bende a inhnite, En muchas aphicaciones, los jugadores
no Juegan un namers muay grands de veces de tal fooma que chtengan, en prome
dic, su ganancia esperada, Lo antenor determina obros factores que interviensn en
la selecoion de la estrategia del Jugador: uno de estos factores es la actitud que
cada Jugador asume frente a la incertidumbre de los resulbtados azaroscs, aunacdo
al hecho de que los recursos de los Jugadores son generalmente hmitados, Nuestra
experiencia en los juegos de azar (directa o indirecta) nos dice que generalinente
hay dos tipos de jugadores: los armesgades, que apusstan sumas fueries de dinero
con la esperanza de aumentar ripidaments sus ganancias, pero cornendo el riesgo
der perder una suma fuerte de diners [la apostadalen caso de llegar a perder, ¥
aquelles que prefieren pagar una modica cantidad, perdiends asi la cporbunidad de
ganar uma buena cantidad de dinero, pero tambaen garanbizando que sis perdidas

‘ademos caractenzarles diciendo que el poimes tipo de jugador es

Eeran winimas. |
proclive al resgo, mientras que el otro es adverso al riesgo.

En este mapitulo estudiaremos en particular edme el grado de adversicad al
riesg o alecta la ganancia esperada en los juegos que pueden modelarse con matrces
deos por dos. Aguil es donde entracan en juego las funciones de utihdad, que nos
ayudarin a modelar el comportamients de jugadores cuya sensihilidad al resgo es
no nula. Perc ankes de eso, veremos una demostracion crucial para la comprensicn

des I forma en que estudiaremos este caso:

1. Una demostracidn impnn'tant.n

Fl cbjtivo de esta seceion es demostrar que dada una matnz de pago de la

A 0B
oo

gmn puntos silla, es posible reacomadarla o ella 0 5 su branspuesta en una makriz de

rl Txa
Ty T4

con Ty oy = ooy ooy donde [y o, w2y boes an reordenamienio de {4, 8, O D

[-::-rlrl.'l.

pago de la forma

MNem resuliand conveniente para fines de agihizar la demostracidn, el demostear
que dada una matnz sin panto silla, sempre podemos suponer que A = Oy 1= B
Brd = Oy B = 1) esio nos Hevaria a encontrar un punto silla ubicads en ol segundo
renglan, St smuponemes A = Oy B 2 0 enconbrariames un punba silla obicads en
el primer renglon. Ahcra, s tenemos 4 2 Oy B = 0y dado gue nuestra matoz no

s
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conbiens puntos silla, en realidad tendriames A = O vy B = 2 Podemos reacomodar

mooA
noc

Ahora ya podemos proceder con la demcostracicn que nos interesa.,

e=fa makriz para que nos guede:

Dividiremos esta demostracion en vancs casos, Supongamos primers que ben-
emos una makrz de pago \n punto =lla

A B
oo

tal que no es de la forma [ = A = O = B Enbonces caemos en una de los sigoientes
CamE!

1.1. A=D=8,A4>=0C>=H Podemeos dividir este casc en dos subcasos

A= 0 =11 = 8 5 = diera este caso, tendriamos un punto silla ubicado en
Ia primer columna, Y dado que nuestra matnz carece de puntos silla, desechamos
efe como,

A= =0 =8 Nohay forma de acomodar la matriz

A B
oon

des tal lorma que 3y = 11 =25 = rq. Lo que podemeos hacer es abilizar la matnz
transpuesta, la cual s s puede macomodar de la forma deseada:

-8 -n ~ -4 = ~ - —A
-4 = -2 -D - -n

mendo dsta la makriz de pagos del Jugador T, con los renglones de esta nueva
matriz como las estrategias puras del jugador I Notose que — 8 = 07 = =0 =
—A. Queda asi demostrads que para el caso A = 10 = 8, A4 = O = M, siempre
tenemes una mabriz de pago Ova sea la de T o lade JT) com oy = 1) = 05 & 1q.

1.2 D=A=0,0 =8> Esia relacion nos lleva o dos subeasos:

== A =0 De presenbarss esie caso, bendrinmes un punio silla lamalizacdo
en la prmer colurmmna, haeendo que nos enfoquemos anicaments =n el sigoienie
suhcaso:

0= A= B = Fn esie maso, tampocs podemes reacomodar columnpas y/o
renglones de la matriz de pago de [ para obiener las propredades dessadas en las
entradas, por lo que de nuevo ubihzaremes la branspuesta:

-5 =D
-4 =

Natese que en esta matriz de pagos para el jugades £, —C' = -8 = —d = -1,
de dande concluimes que dada una matnz de la fooma 0 = A4 = O 0 = 8 = 0
mempre o5 posble obtener una de la forma oy =2 = 03 = o
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1.3. A =0D =8 =00 Aqu no es necesano ubtilizar la makrz transpuesta,
hasta con accmaodar de obra forma las estrategias puras de Ty I, quedandoncs con
la sigmients matriz de pago para

A B . oD — LI
oon A B L5

Mobermes e A=0D=H-= I!": chteniends ast una makriz de b tated de la forma
T4 F T > ry - Tl

Hakaendo estudiada todos los casos, podemos ahora alirmar que dada una ma-
triz ce e e de 200 2 fque no contenga ponkos =il las, :1ii::m[:-r-:: 2] pum:ll:: rnodificar de

I Eq
g Ey
Ademias, dentro de este anilisis s demosied que, dada una makne

A 0B
oo

con = A = O = 8 su branspuesta no puede seroreacomodada de tal forma que

cpuaesle
Tl T3
Ty T4

forma que chiengamos una matriz

o doncde oy =] >am = orn.

faes 6 o e o B of: R o8

En esta ifsi=, supondremos que las funciones de utilidad de ambos jugadaores
son exponenciales Esta suposicicn no es arhibracia; == han adopiado las fanciones de
utilidad exponenciales dado que, coma vimes antes, estas funciones tienen propasdades
analiticas que facilitan o tratamients matematios ¥ ademss, s ha obsermds gue
e=te tipo de funciones describen mmeonablements las preferencias de los jugadores
en muchas sibuacicnes,

Asi, st denctamos por £[x] la funcidn de atilidad de un jugador, tendriamos
Uizl = —e~ B b = 0 para los adverscs al dego v Ur) = e b < 0 para los
proclives al resgo, donde b e= o cocficienie de sensihilidad al riesgo del jugador.
Serd de particular interds estudiar los cascs en los cuales el valor absolute del
coeficienie de sensibalidad al nesgo tende a cero, asi como cuoando tiende o inhnite,

Seain U(x), Uy plx) las funcicnes de utilidad de los jugadores Ty 7T, Estudi-
aremes la matriz de gananeias del jugader !, concentrindoncs ahi en la ganancia
esperada de {, que como sabemos e= el negative de la ganancia esperada de 11

Divideramos =l esiudio del efecto de las funciones de atilidad de cada jugadeor
sobre la ganancia esperada en dos cascs: primeraments, el caso muy particular en
e I'.".ll:.z'_l — it =20, ¥ dc:ipuc":r; ol caEn en e I'".'I:.z'_l l.l" —ppi—x0,
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2. Upiz) = —Lhpi—x)

Resulta de interes esbucdiar este caso debado o que cuande U (x] = =0y [—a), el
Juegio preserva su condician de suma cero oon respecto a utihdades, Esto es dekads
a que con esta condicicn, la atilidad esperada de [ es el negative de la ubilidad
esperada de [f. La condicidn U x] — U —=z) exeluye la posihilidad de que
ambeos jugadorss sean adversos al nesgo, ya que en ese caso tendriiames

—e byx —f—e Byl .':|:I — g b I_Eurr

ls que, claramentes, e una contradiceion, pues la lunoicn exponenoal =5le toma
valores posibivos,

Similarmente, con la condicidn inicial dada ambes jugadores no pueden ser
prochives al nesgo.

Primeramente, veremos que pasa cuando § es proclive al riesgo v I es adversa,
para luego estudiar el aso con T oadverso al nesgo v I proclive, Es necesano
estudiar los dos casos ya que la propiedad de que la matnz de pago de J sea de la

I Eq
g Ey

Con 3y = T 2 T 2 T, o5 ubihizada duranbe bodo el analisis, hi al invertir los roles

foarma

o= como sl estudiirames la maknz branspuaesta, la cual no tiene s propediad.
Die hecho, tambien podemeos ehiminar el s oy = o = 1 = 79 yaque, en este
caso, bendriamos una matnz de la forma

B Eq
Ra] Ray|

¥ que nos hara obtener los wlores p =g %: para cualguier tipa de ssnsitbadidad
al ri-::ﬁ-::- de los jug.'l.-:]nrni-. Por o tanto nos limnitaremas al estodiea de mabnoes de

g de la forma Iy =TI > 323 =17

2.1, § proclive, IT adverso. Cuando I es prochive v I e adversa al nesgo,
tenemos o siguienbe

pber — Bl T = bex _ oBaa® o By — bprro= by = —hyr

Esta igualdad no nos lleva a contradicoones, pues sabeomos que by = 0,
by =10,

S b = —hy = hyp = 00 Las mabrices de wtilidad para T oy I scn entonces,
respectivamente, las sigaienbes:

LA bH _p M) —hi—H]
LT BD o S B e QR I B )

Asl, o= suficiente estudiar la matriz

LB B
(rar' ra-.l:l)
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concientes de que la “ganancia”de § sera la “pecdida”™ de £ Dada esta propedad,
e= que decimos que eske == un Juego suma cero en tenminos de abbidades. Tomandos
en cuenba los resuliades obtenidos en el Ejempls 3,17, bnemos que las estrategias
des aquilibrio estan dadas por

eBD _ b
B= RO | BA _ 5C _ (BB
A0 bE
q .
£BD | BA _ gL _ BE

v la viilidad v ganancia esperadas W V) correspondientes a T oseriing respectiva-
mente

- bA &H . BT ; o, [:1.A]
Wi =pge ™ + @l —gue il —pige + (1 —plil - qle

Vi=pgd+pll —giB+{1 - gigC + {1 — il — g1

Conviens enfatizr que el abjebivg de esta bsis o= presentar el modo en que |a
utilidad afecta la ganancia monestaria esperada (Vr, Virl de los jugadaores, por lo
que no nes oruparemes de la wtihidad esperada W,

Analicemps primers el comportamients de laestrategia deequilibric sy s ganan-
cla esperada en la situacion imite cuands & — 0, Por el teorema de L' Hespital,
tenemnos que

B _ T
lim p = i
LN u 5
(167 i e —c.r"-"fl
b [P0 p bl — e GeBE
-
DNtA-C-8
¥
) . LBl _ b
DT T W BT B g
hL? L
N Pl I
- i
DtA-0-98

Moteme que, como era de esperarse, estas =on las estrategias del Juego cuando |a
sensihilidad al resgo e= nula, De igual manera, la ganancia esperada en el limite
cuando b — 0 es |a ganancia esperada para las estrategias de equilibrne de riesgo
nulo:

. AD — BO
e ' T DyA-C-B
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Analicemos ahora el eomporbamients limite para un cosiiciente de s=nsikalidad
al riesgo de magnitud grande, e decir, cuando b — 0.

||H:|
& e
. ’ ‘ il _rl'l
e P T g TR [ B _ B _ BB
a &7
) GBI b
i [ — BA _ LB _ BE | A A _bC _ LBE
rll.,‘_.e.l.llrl. — b uh -""I||'"" R S —_—
PR | B I .
P T EA T _2E % QD | A _ o _ BB
i | 1 1 1 | |
1T . -_— - - -
o £ B gBE | Bk _ (BT _ BB o BD D | oBd _ BC _ B
. 1
lirn [ =5 HA—T oI eI
[l -'|||--‘|- 1] — ™ | i ]
| .
T HD-Ty  FA-T] _ BC-T _ HET 7!
i :
pim [ Bl ATy _ (R[C-D] _ B E-D)
|
T EHD-T1  FA-T] _ | — (BB .
1
¥
(19
’ ’ A _ BB
g T U0 RO BA _ T _ EE
] &H
- GBI LA
1 i - - : |
PR I |.I'|.|| _fr!:' _frlﬂ r-'.-l'l I Ie.I'|.|. _frll' _frlH
1 1
litn (&5 — B i
L .1 R - s FO A T — R
. 1 1 |
lim Tl S = - T - =
PR il LB I I""'I'—'E'r' _I.I'|H =B I..-J' I Ie.ﬁ.l._le.r!:' — e
. 1
him { == AT BT 1 HE_I
PR .I]Ir.-l. 1] — b I — ]
1
T LBl | MA-F) _ WO F) _ B8 i
i ¢ 1
a N AT _ BlC-D) _ BB
1

- |
BID-H] | HA-F) _ MO F) _ |

2

ya que esbamcs lomando [0 = A4 = O = B
Podemes observar que fanto p come g Benden a1, v por o tanto Vo bende o

A, Motemes que a I le va mejor que en el caso de desgo nolo, pues A = "'l' e
. . ) o
Electivamente, = suponemos A = ',!.—I'IHE—H enbonces

AD 4 A® — AC — AB = AD — B,
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e= decir,
AlA-0O) = HiA -

y por lo tanko A = B ya que A — O = 0, Pero esto conbradice nuestra hipdlesis de

que A = B, quedando demostrado entonees que A4 = %
Analizaremos ahora el comportamiento de @, g v ¥V ocuands 0 = & = oo,

Comencemos analizando g

A0 bH
97 RO | BA _ BT

Y

Sea o L & T A-H = O — B Como 2= A = O > B fenemos
rE=y=z=0

. L T I

(20 U= 28 ° B(D-B) | MA-B) _ BC-B) _ | b= | obv — ohs _ |
¥

g D [l L |:|—|:.-E“— J}l:.rrﬁ'r } yrb" —.zr'l"::l

ok (e o pho — b ]2

redbr | Bt _ ppT ) gebr gl B tw] | pplE ] BT gl et
I:fb"' | ey _ gz _ |:,:1

[r — glefTHe0 | opeb® g p)pBlT ) pube
l:r‘E"" | ey bz |:,!£

Definames ahora

ried ={zr—pliz +p — .:}r":’" =l — eV S

Entonees

erlel = (r — gllx + v — )T ooy — 2)e" V3 _ plr — £)e",

v de donde
(213
b b b
J{ r-'rrl:r-}d:- I_T—F_I[J.' | U_‘.:IJ{ I_--1:1.--n =] | ll'[i'_f]j{ II--'l::I-' :]__z.lr_z:lfr..-_r
tr — x4 .l.r—f.'r,,;,., = yl.l_r—:_lrﬂ:r __jl_.z-|.1-—z_|:_|__t|E
rtp—=z W=z T
||J-'—i,l:'|""':"-'B = |5|'¢'r[B =:'—I.1'—.::|r""|$

[x —y_lral""' = 4 yrﬁ[" e — e —
Asi, podemos observar que
rb: b

. [==1 _I 'Iﬂl .

l:l.ﬁ.': | rb].l_rﬁ: _ |:|;£ J'II; e e |ar
) Pl e BT e L R () Ly

l:rE.': } |Iﬁl;|,l _fb: - ]}!
[x— y}rﬁ':r""'] } yrb’" — [ — x)eMEE] b

P e

HF
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Entonees, para analizar cuando ¢'(h] sers mavor o menor que cero, e soficiente

. -b - . .
ver el comportamiento de _||" e rlejde Mas ain, como & siempre es postbive,
hasta analizir la farma de la funeion o], Cuande decimeos que sstudiar @' (5] es

srmilar o estudiar |-"EI rlelde, nos refenmes o que en el intervalo donde esta inbegral
g negativa, en ese intervalo g (B) serd negativa tambien, ¥ lo mismo s con el
mtermlo donde la inbegral es positiva. Abora, lainkegral es negativa en un intervalo
(0, &), cuando el area del subintervalo de (0, &) donde #(c) = 0 es mayor al area del
subintervalo de (0, &) donde #{c) = 0, Analizando la funcidn vle] pama - = 00— 8,
w=4A4—H v =0 - H cbtenemos lo siguientbe;

[22)

lim (] lim |[x — gz + g — 206"V iy — 2)e"¥ =) — pix — 2)
== = i

-

fr—giiz+y—2) Hm "= 4 plp — 20 lm e —pizr — 2] = oo
i e

(233
lim  wie] lim [[x— )iz + g — 21 4 piy — 2)e" P — p(x — 2]
e — E——3a
(x—glix +op— =) lim [« 4 pip —2) lim [¥53)] —zfx - 2)
e P
—rlr—=zi=10
il = {z— glir Iy—z}fnlp =1y I|_|'|:g,|—z'_lc'"'::"' P —p[r—z)
ir—phirdtp—=tulg—=z)l —zlr -z
2 ] 2 2
T try—rr—xy—% tuz+p —pzr—x +xz=10
¥

il = (xr— gl — 21+ v — 20V iy — 2y — & — x)etlP T

Par la tanto
Fhl =0 (r—yip—zllr+y—zle
gy —=]

Blm—=z) Blg—=—x)

—ylg — zlig— =z — x]e

—uly —zlly— =z —x)
eble—=—=1  (r — iy —zliz + 3 — =)

o —piy —zllg—=z—x)
[J.'—E,I:IIB' —zir g —z)
1 —piy —z—x)
= h = =nf L) — =y

T lr—gilztp—xz)

..\-l!l;llf!i\!"' que I-'L E“Ii!'ib!"fll!'iﬂ. d.IE"' b] l."'i-l.-l:l l!'\l::ll'ld.il!'il::ll'l'-ld'ﬂ W fjue e di.'l'. I'-1 i"::llldil:'il:?ll'l

ﬁﬁ#ﬂﬂ = 0, v dada la Forma en que definimes x, g v 2, esba condicidn siempre

s cumple. Ademas,

:rﬂl:b:l [J.' - y}l:g,l - :'_I?I:.z' bFw— z}f'h::'" =) Fpiw —z)iip—=z—r _I!rﬁ":"' =—x)
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w—arl ~
257 b =[x — ) —:'IE":.E' | —.z:'t'i I et =)
1. LAE ] B
Fply — 2)ly — & — 2)2e® Pl iy —2—=)

. e ; - —zr—ux . a
lr—ylly— 20z + gy — =) vl e
[x—gllxr+y— 2z

—wly—x—a) e
[z =i +y—z"

Fuly — 2lig— z — x|

der donde =e puede ver que #™(& 1 = 0. Por lo tanko b e= un minimo de r(&).
Hariendo ahora las sustituciones necesanas, tenemos que

I A-HID+C B A)
D—8 D —AnD tA-B—0)

)

Clomma m (A ftene un dnico minimea (b |, a partar de & Ja funcion sera no decreciente.
51k = |:|: la grific'n de ri ) tend s et formas:

[ :

\

T

- b ;
Motemos que _.r,:, e ricide = 0 para toda b = 0, por lo que () = 0 para
toda &= 0, de donde concluimes que glh] es una funcion creciente monStona, Pera,
pewinco sucede que by = 07

, | A-BDtC-B-A4)
T EN DAt A-B-0O)
LA BD OB

oAbt aA-B-0) ©
(A—BND 4 C B A) < (D-A)D+A-B-0C) -

AR+ AC - AB - A —BD - BCO + B + AB -

&h

PPy AR —BR - O —AD - A 4 AR+ AC =
B PO s B — AD = I AR =
(D4 ByE - < (8-IN[A+C) =

D+B=440
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S8 =0, la grahea de r{c) tiene la siguiente forma:

' {

\ ;

s, _r,:r"rrl:r'}nfr = 0 al mencs hasta & = be = by donde +[he) 0 poor banbo
g bl = 0 opara b e (0,h), v la Funcidn g8 seri creciente mondtona para b = by,
Tenemes asegurada la existencia de este by pues la funcion no paede ser sternamente
decreciente, ya que g[8 tiends a | coando & tiende o infinibo, Asi, existe by = b,
g'ths) =0, g (B = 0 para b = b, Pero, [ cudndo suceds que B = 07
1 | (A— 840 — 8- 4) g
- B p-awnta-B-cy "=
(A— 85— 3 — 4
P aDrA-BE-O)
(A-—EiD+C-—B-Al=D-AND+A-H-) =
AD+ AC —AB— A°— BD - BO + B + AB =
PP AD - BD —CD —AD - A" AB + AC =
B — BO = BO - AD - DO AR =
BB - = (B-DNA+C) =
D4+ HE=4A4+C

a1

Ya que analizamos el comportamiento de g, nos seromas el ver como s
comporta p

. .
SBE

B = TB0 | obd — b _ ohE

Sea o - p A-0C = -0 Como 0 = A = O = B tenemos
r=y= 0=z

e L0 _ g ghr g
P= 35 (WD) | MA-T) _ ABE-TI ] ghr | kv — &= _ |

-i:ll‘p Febt{ehs | pher — ez |:|—|:.-E'-"=— J:ll:.z'rﬁ" | yr"’“ —.zr"'“:}

ith (e 4 g — b ]2

Diada la forma en que definimces =,y v =, tenemos que el anahzar plb) e exackamentie

igual a analzar glbl, por lo tanba sdlo benemes que analizar el comporbamiento dee
ikl Babemos que ¢[00 = 0, v que
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lim r{e] = lim [[x— gz + g — 2™ 4 plp — 21"V — iz — 2
=] = = [ = k=

-

[xr —giiz + g — =) lm [ 4 ply — 20 lim |f"::" L [ s
e e L
lim  wie] lim [(x— iz + g — 20 iy — 2] — gz — =)
[ Bl = = [ R =]
(x— iz +p—=) lim [« 4 pip —2) lim [ 53)) — 2z - 2)
L= § == =— ==

—rlr =z = (]

oslizte_o ) e lan existencia de b
e=ta condicionada a que ﬁwﬁjj = 0,y dada la lorma en que definimes =,
¥ ¥ &z, esta condicicm == cumple dnicamente cuands 24 B = A 4 O Cuando
D4 =< A+ O, la grihea de r(c) tiene esta forma:

rif) blene un omimmo en B %_lni

J:;'r[n:'_ld'r = [0 para toda & = 0, e=ooamplica que /() = 0 pama boda b = 0, de
dande concluimes que @b e una funedn creclente mondtona.,

Analizande shara = cass coandas 4 B = A 4 ) al su=sticoir variables nos
queda el siguiente by

1 gA-0Onnp-Cc+B-4
D-C D-—MDtA-B—C)
Ahora encontraremos cuando B es menor que cero,
I IHI_I:.-*-—I!"_III}—I'." FE-A) .
-0 D —-AnDyA-B-
A-OnpD-Cc4 B-4)
YDAt A-B-0)
(A =D - B—A) = (D-A)D+A-HB-0) =
DA-—ACH DB —BC =D 0 s (A BND =) =< (D =00 (7 =
A+ B =D+
Es facil ver que A+ & < [V O siempre, pues sabemos que & = 4 = O = B Por
lo tanto, plhl es monddona crecients para cualguier valor de A, B O 0L

)

= 0

| < 0




A4 4. JUEGOE BUMA CERD CON SENEIEILIDAD AL RIEECO

Para coneluir esta seorion, haremos un resimen del comportamients de @ v g,
v a partir de ahi deduciremes =l comportamiento de VY, incluyends tambien un par
des ep=mplos para lustrar los resuliados teancos

Cuando A+ = B4+ D, p vy q=on crecienkes mondtonas, por lo que Ve tambagn
lo =5, As. la ganancia monstana esperada del jugador T s= inerementa junto con
b Podemes obssrvar el compeortamients mencionads para & + O = 5+ [ en el

sguients ajem plo:
Eigmrio 4.1, Dedos los valores de las enfradas de la matric de ganancies,
enconfraremeas das graficas de @b, qlhl g Vills.

A=A =1 =2 =8
_ BE 36 _ e et
plh] TSy T—— gt b G5B | Ak Tk B

Vi =dpg+pll —qi+ 21— plg + 81 — pi{l — q)

La siguiente e la graboa de 1)

Chando A 4+ = B I poague siendo creciente monobona, pero g decrece
imicialmente hasta aleanzar un valor minime 8%, ¥ o partir de ahi es crecienie

monctona. Dado que ¢ decrece enun poineipio, Uy otambien o hace, hasta gue
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aleanza |1 valor minime pam luego vwolverse creciente mondtona, Asi, en un princ-
pio al jugador e v peor que come L= ina en el caso de riesgo nuls, pero luegs de

clerta nived de resgo comiensza airle eada vez mejor. El siguiente ejemplos dlusta
oo oo

Eiemrro 4.2, Foeontraremos las gr:i'_fe'r.ws de Poaw Ly e los #Emrfm!ﬂs ol
ores de las enfradas de la matriz de genancias

A=14 H=-q =7 n=1%
RETN Q1
i)
S I F T —T LTI F g

Las sigmientes son las grificas de plb) ¢ glh:

V= ldpg — Gpil — )+ Tl —plg + 1501 — g1 — g

Esta gralica es la de V7

2.2, | adverse, [T proclive. Para estudiar el casc cuande §oes adverso al
riesgo v L1 es proclive, nos serviremos de los métodos utilizados en La seceiin pasada,
Tomemos b= by = —hyy = 0, Ahora la matnz de atilidades serd la sigoiente:

bl _ kB
—e-BD kD
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De donde abtenemos los sguientes valores para gy @

e—BD _ BT

P -
e B0 | o BA _ W EE
pbl _ hE
q
e B0 | o BA _ M _ B

|"I.|‘|-::-r:1. I‘I-'I.}' \';lrilm CREson I.'Ii;_:_lll!l'i I.'Il\." irll.l!"'l'r."!h Lorrermos [=ar -:-jmnr:-|-::- l:'IJ'rIIII.'ll!:l ll.l — |:|
|:'-::-r r"l Lecrerma I.'IIL" I I Il::l\.'-r.liln'LI. ben e e

p—BD _ B
,!frf.'Jf’ rl,f'f.';., B | o BA _ b _ - BE
. — e B0 4 1B
[26) lim
N o e L F e L | He L
-
D44 -C-0
¥
y ) B _ kR
e T ,["f,'], L | oA _ b0 _ B
(27 lim —het b -
bin — B0 kA F e L | He LH
n—-n
D+A-C-8

:"‘;l:;lll:'.'i*:"' que eslas son Iil:'i ""h-l.l'il|l:"'|.'lii1!'i I:Il:'l _ill("'.'ll::l l:'l]i1l|l:|l::l I-'I. .'t"”h-it"ili':lild 'rII riﬁ.--;.:_-::- (==
IIIJ|i1. I]l:' i|.'|II-'I.| IMEArierii.

lim 1 AnD - Be

bl NyrdA-od-n

Olbro caso de inberés es cuando & — o0

(28}
L L
. ; P R s
fll:l-!-\. ® .'.-Ir.l:!: V L | e b4 _— e v L
& L
] . ] . L .
lirn { —; 1 " E— 1 IRy
B e BD f e Bh _ B0 _ o BE | g B0 | g bk _p 0 _ o BE
. 1 o 1
lirm (e 28 . — e . i
PR .3 b e r..l_f []8 — LT - Bl b e bA = — B - [JE
i ¢ 1 1 | .
im { —= - — i
i I.-'.-l'lr Tl b e I'|.|._E. L1 — ¢ & I.I'll' . &I b e I'|.|._|. & — LT
. I
lim { —— WAL BC— 0O BiH_1
e Lt ) | boe—4e 1] — B[ ]_1. ) 1]
1
— —_— )
e HME-T] | g BA-T] _ - HC-C] _ g WB-C)
lem ¢ |
LI §
| Fe bl A I:'l_le. B L |'.I|_|. [ S
| \
]
e -C) I e BlA-T) _ | — o—WE-C]

]
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v
(20
b0 —BE
I':':__‘? EI“':” ED | o—bA _ B0 _ B
o B bH
Lim { — T BC L N3] A (T el
h—za © I e [ v v e — g 5
1 |

lirm (e Folrl i — & _ :I

pi B | oA _ g B0 _ —BH e BD { o Bd _ RO _ BE

. | | 1

I 0 T b T

Bt R0 g BD | g BA _ g BC _ BB BB R0 | o BA _ B _ BB

1
T e BD-F| |, MA-F] _ —HC-E] _ -HE-E]
. 1
frac L} e MA DI — g BIC-—0] _ BB D]
1
T e BMD-E] o WA-F) _ RO ﬂ]_|}
I

)

agui podemes ohservar gque p bende o cero mientras que g tiende o une, haciendo
entonces que 15 bienda o O Notemaos que en el limite, o § le va peor que en el casa
AN—EC
T

cler riesgo nulo, pues O < . La denestracion es como sigue:

Demostracion: Supongamos O = T_,#HE'-—H enbonoes

0 AC -0 - BC = AD - BO e
CD-Cy = AlD-Cled = A

Lo cual es una conbradiccidn, pues sabemes que A = O, demeostrando as que
= AD-EC ]
O4A-C-H
]
Analizaremos ahora el comportamiento de @, g v 17 cuanda O = b < oo, Para
analizarlas, de nusvo utilizaremos la funcidn v, s5la que con los cambices que
haremos e las vanables, obtendremcs la wersidn reflsada (dada una = = 0, ¢
geri la rl—x) de la subsscnion 2010 de la r(e) estudiada en la subssecicn pasada,
Comencemos analizands §:

oD _ B
T B0 | o BA _ o _ B
Senz—H-D y—B— A z=B_(.
b HIB-I) _ =

b

e tF BB | JME-A) _ BE-T) | = | W — bt — |

Motesme que de nuevo chtensmos el mismo valor de g que =l obtenids en la ecuanan 20
cuando cambiames las varables. Entonces, sabemos que basta oon analizar el oom-
portamientc de ri{b), que ya sabemos biens un minime en b ;I Inl =
Diada la forma en que definimos r, § ¥ =, tenemos garantizada la escstencia de esie

hy.
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. I A-RBlID 4o —H-— Ay,
(30) b J_E—I}Inl:l:[f.l—.-t":f.l | ft-rs_c.r:_:"
Int [(A-HiD4He—HF-—A) :.
(D —AMD A= B -
(A-—BEiD+C-HB-A1=(D-AD+A-8B-C) =
ADYAC—AB-A* —BD-BOHHR 4 AR = PHAD-BD-CD-AD-A* + AR+ AC &=
—BC 4B = DD - AD L AR =
B —IF- B -0D-AD+ AB &
D+ BB -IM=B-MNA+ =D+ B=A4+C
Degual manera podemos ver gque by = 0 coande 0+ B = 4 4 O,
Ahora analizaremes el comportamiento de p,

< )=

= 0

T
R & R ¥ —— s ——
Sz =Dy =T — A, 2= — H.
St e e

'I v T =l 1 -
F e B[] e T—AY — BC—E) — il I

Utilizande un método similar, concluimos que plb) e decreciente monobona.,

Ahora, procederemos @ resurmir o visto en cuanto al comportamienio de p, g,
v Uy oen ool caso en gque ' oes adverso al riesgo v I es prochive, ilustrindols con un
pir de ejemplos,

Cuando A 4+ O = 8B4 1), g es mondtona creciente, pero py Vposon mondbonas
decrecientes en b, En esbe caso, al jugador I L= va cada ves mejor conforme aumenta
el grade de sensbilidad al nesgo, come se cbserva en el siguiente eempla

Eaemrro 4.3, Les valores pera lo matriz de geneneics son los siquieniles

A =11 =2 =T D=1a
o168 _ _~Th o~ 1B _ 26
P= -8 Fe—1lb _ o —Th _ 3k 9= —1&k e 16 _  —Th _ 3k

La siguiente e= la grafica pa pih] v glb)
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V= 1lpg+ 2pil —q) + Tl —plg + 1501 — g1 — g

WVeamos ahora la grahoa para Vo

Chaando A 4+ = B I, psigoe siendo monStona decreciente en by g decrece
inicialmente hasta que aleanza un minemo para leego volverse creciente mondbona;
¥ VI erece imcialmente hasta que aleanza un miasameao, para leego volverss mondtona
decreciente, Motme que al principio al jugador [ e va peor que en el caso de riesgo
nulo, pero luego de clerto grado de sensihilidad al nesgo, comienzm a ile cada ves

|r|i::j|:|r. .F_"ill::I e ()I'I!'H"'f"«'ﬂ. l:'l-'l.l'-:l.lrl!"fl e en '.'!I !I-iH_IJiI!"fI | T5] IE"j'.'!I'ﬂ r:lll::l

Eiemrro 4.4, Graficeremas @b, glh) o Ve, dadas s siguientes valores de Tas
entrades de la mafriz de garencias

A=1a H==a =7 D =2an
o106 _ —Th o—306 _ A
S T TS T [ R T T [

Esta e la grafica par plh] v glh)

Uy = 18pg + Gpil — q) + T(1 — plg + 3001 — @11 — g
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Con la sigwiente grahea para 15

3. Upiz) # =Lhpl—x)

En esta seccidn, continuameos suponiendo que ambos jugadores tienen funciones
der utihdad exponenciales, pero abora no == exige lo condicidn de suma cero en
terminos de utilidades.

S i) no necesmaniamente es igual o — Uy [—2), podemos considerar los casos
donde ambos jugadores son adverscs al nesgo v donde ambos son prochives, Dado
que la matriz de wtilidad pam los jugadores es

AL Ul =AU (8, D=1
(U0, Ul =0 (eI, D =100 7

con base o los resulbades cbienidos en el capitulo de suma cero, tenemos que las
esfrabeging de equilibrio son

I'".'.'l:—f.:':l — 8 —I'."}

an

[ ) # f-',-,.n:—J'J} | '!..-rj'j'|—.|'i_|—t'lllj'[—l:"]—t'llllll:—.r.'“
¥

. . 4(D) - Uy (B)

U (D) + Us[A) — U (C) — Uy [B)

Primeramente, supondremcos que ambos jugadores Benen funciones de ubilidad
identicas, ¥ despuss estudiaremos el caso conbraric,

3.1, Funciones identicas. Comenzaremos suponmendo que ambos jugadores
son adversces al rir-.i-[_:_-::-. e clewcir, B IIJI b” = (. Entonces la mabrz de atilidacdes

=
(, —e—BA _pdy [, b.'r__ra.la:,)

[—e—2C, —eDy  (—e—bl Bl

Consecuentements, los wlores para las estrabegias de equilibrnio @ y g son;

bl _ B
(33) F O 1 B _ b _ bR
e | et - —
. ekl _ b
al) q -
e D | A _ 8 _ LE



1 Dplx] # —Dpy[—=) El

En =l hmite cuands & — 0, abservameos 1o sigoiente:

Fl A
D _

rl,“,’.';.'" rl,",'c'.fr.n | FA _ BT _ EE

— T =
Deft — et
[33) lim — - —
h—d [letl o detd Ot ebE
-

nyA-o-n

o

O _ b
lirm ¢ litn —
P ST TR

ey e—bL _ f, —&8
[36) litn -
PR | Ae BA _ 0D _ B -bE
-

Dt+4-C0-8

[

bE

—_—

T:|r|||:'-i-."||.

. AD - BC
e ' T Dy A-C-B

:”';-:E-I-:'.-w:'- o ue, -'I.I iHIIiII que ol |"'| RS dl\." SUMEA O5ro & Illilidﬁtlt"ﬁ. S e '.':||-::-n:'.-: Tl IIJ!\-
|r|i.--|r|-::-.-: U = u|:'n.-a.'r'.'r||| (=0 ] IZ'I (s Lo dr" I'il:"'!'i!.';ll IIIJIIJ.

Ahora analizaremes ol caso cuando b toma valores moy grandes, s decir, cuands
h— ma

& "
’ ’ T
L _|'.| Irr -
P b £P0 | £BA _ BT _ BB
) a7
o JBI o |
ICTI | T - ¥
b gD | gBA _ (BT _ (BE | BB _ Bd _ BT _ BE
. |
P ) FeMA-D] _ HE-by _ WE-D
(3 l )
T RO ] | MAT) _ gBlE T _ BT 7!
. |
Irm |, Y
| | l!.rll.l I:-._Erur |'l]_1.r||H ]

l
T OPHO-C)  MA-T) _ | _ BE-C)
[
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.
. ’ oD _ kB
e T I T ED | BA _ i _ ER
o pbE
lirn ¢ - - =
B e [ EA _ T BB o AD kA 5 kR
. i
lirm :
b g SID—D] o SO-A) _ BT _ DB
(383 I :
T T HO-F) | g BA-B] _ - BC-B) _ BB}
lirm ¢ :
1 g
b ] f e BA-T) _ B0 _ R E-I
1

WO} | o BA-H] _ B _[*

Aqui, podermeos ohservar que tanto p eoma g fienden a1, provorando que ¥ tienda
a A Am, para valores moy grandes de b obereovameos que al jugador T le va mejor
que en el caso de nesgo nula,

Yo que observames o comportamiendoen ambos limibes, pasamaos al caso donde
0 e b= oo, Resaltaria MY e r o hacer tado el nnﬂ]iﬁi:i: sl CUE rces lirmibarernos
a decir que el analisis de poes ddénbios al gque s hizo para p en el casa Dpx)
Lipl—x) oon  prochive al nesgo v I adverso, mientras que el analiss de g oes
idention al que se hizo para g en el caso U (2] el —x), von I adverso al riesgo
v [ proclive, &, se concluye que coande A+ 2 BT pog v V) son crecientes
monctonas en b, Fn obras palabras, la gananes esperada de § se incrementa junio
con el coeficiente de advermon al nesgo. El gjempls sigunente lo moestra claramente

Eagmrro 4.5, Grafearemoes plbl, g(b) o Vi pere los siguientes salores de las
entradues de la mafrz de garancias

A=1l1 =2 =7 =15
Llah _ Tl o5k _ 2k
P=—F q -
rl-lblrllﬁ_rTE_rE‘b r 1:b||. '|'|b_|. Tb_r 2k
Esta e= la grahica para plh] v glh)
#
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Uy = 18pg+ Gpil — g1+ T — plg + 301 — @11 — g

Con la mgmiente grabica para 15

Cuando & + O < B4 1, p sguee siendo crecients mondnobona en b, pero g v

¥f decrecen inicialments antes de volverse creciente monstonas, tal v como sucede
en el siguients sjermplo

Eaemrro 4.6, Grafeeremes plbl, glb) o Vi pere los siguientes palores de las
entradues de lo makrz de parencias

A=10 = =23 =14
PR LT P L
B= e L I8 _ 5h_ ak R R [
Esta e la H’r:'i.l'i-:'.'l. [rira ;.II-I:I:I b q'l-':lll

Uy = 18pg + Gpil — q) + T(1 — plg + 3001 — @11 — g
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Con la sigwiente grahea para 15

b

Ahora ebudiemeos el caso donde ambos jugadores oo proclives al riesgo, con
—hy = —hyy = 0. En este caso, la matriz de ubilidades es:

/! v

[rb.'l_r E.-l.} [r'b”.r bl'f}
(-:r""‘";r BCYy 0 .-.-.'J:I)

b las -e*ﬂLr.'Llc:gin.ﬁ BT

o B _ BT
P 7
e 80 | —BA _ 8D _ BB
Sl _ kH

7 RO | BA _ BT _ (BB

el _

bA

B

lirn l1m -
bon! e BT — &0 _ BB

— e b b= B

| ¢

(39 lim - - -
bl — I B0 A T | B E
-
D4A-0-F
) . LBO _ EE
EI‘“.rll:lq El‘lml:l Pl B e
bl _ T
(4 i S
B [Pef0 b et OpbD BB

H—u
DN4A-0-8
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) ) T
é!lr"-.-LF bllr.::r b”lr )
b b
lin ’
b e B | g BA _ BT CRE | RO kA BC kR
. 1
lien { ——5 AL [Ty o)
A L | gl AL p—B(C-0) !
(41 [ )
- = . — = |
e HO-T) § o BA-T) _ - HE-T] _ - HE-C]
. 1
lirm ¢

boe 1 4 e BA-T) _ g Mo—0) _ —HE-I)
| .
— ]
e WO-C) { —BA-C] _ ] _ BB

0
’ ’ D BE
1T I —
boron T bioc gBD | eBA _ T _ AR
]
. JBI iy _
Irn T - T |
o EE | BA _ BT _ BB BB | gRd _ BC _ BE
- 1
lirm
boere pRO—0) f pMA-D] — (B(C—D0) — B
(42 | .
- I
eB[D—E] | o A—B) _ phiC—8) — b B8
- 1
lirm -
bovre 1 4 eBlA-D) — b[O—D) — ob[E—0)

1
- I
eB[D—E] | o A-B] _ obiC—B) — |°
1

puede chservarss que mienkras mayor es el grado de adversicdn al nesgo, peor

1 - _AD-EC
le va o f, pues & = 575—F—% 5
Y opara ver o comportamiento de poogande 0 = b = o0, basta echarle un
vistazo al desarrallo que se hizo para p coands U0a] = Uppl—x), con I oadversa

al riesgoy, v I proclive, Par el comportamiento de g, veremeos o desarrallo que se
hizo para g cuando U ie) = U pl—x), con I proaclive al riesgo v [T adverse, Cuando
A4+ O = B4 1, g es creciente mondtona mientras que pes decreciente mondbona,
por lo gque V5 e decrecients monStona, As, en ede caso vemos que la ganancia
esperada de J decrece conforme aumenta el coeficiente de adveradn al riesgo, Para
degarlo mas claro, veamos este ejemplo

Eiemrro 4.7, Grafigue plbl, glb) o V1 pera los siguaendes valores de Tas en-
tradas de o malriz de gananecios

A=10 8= =7 =15
e 15k _ Tk L6 _ 26
e T | o9 _ Tk _ ok 4 IEE OB _ Th _ ok
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Esta e= la grabhca para plh] v gk

Vi="8pg+ 2p(1 —qi + 71— me + 1501 — (1 — q)

Con la sigwiente grahea para 15

Ahora, cuande A + O = B+ [, tenemos que g osgue siendo decreciente
monctona, ¥ decrece inicialments hasta aleanzar su valor minimo, para luego
volverse creciente mondtona, por lo que Vyoes crecienke hasta enconbrar sg valor
maxime, para luego volverss decreciente mondtona, En este caso o J oo le perju-
cdica el ser ligeramente adverss al riesgo, pero cuando lo es mucho, disminuye su
ganancia esperada, Desde ol punio de vista de T, 8 v g ser adverso al resgo, le
conviens tener un coeficients de adversion al riesgo lo salicientemente grande, pues
s Tuera chico, esto dismiouiria su ganancia esperada. Ahora vesmes un epanplo

pari esbe casn




o
-1

5 Uplx] & Ly [—=)

Esta e= la grabhca para plh] v gk

Vr = pg+ 2pil — )+ Tl —plg + 1501 — g1 — g

Clon la siguiente grafica para V5

3.2, Funciones distingas. 51 las loncicaes de atilidad de los jugadores no
son identicas, esto es |5 osus coshoientes de adversidn al riesgo oo son guales, el
electo de s=us funcones de utilidad en Uy se puede investigar hallando g v g de 31
y a2, vy determinando el valor resultante de Ve, Sera de particular inberes el efecto
en Vi ocuando la funcion de viithdad de un jugador se encuentra fja, mientras que
la ded atro esta vanando.

Supongamos primero que by oesta ljo, lo que implica que g esta bjo. povan-
ara conforme by cambae, ¥

15
)
Denctands por gy al valor de g en o cass de riesgo nulo, podemos ver que

D+ A-C—B +B-D=0

Ami que gl D A—O—= B4+ H- 0 = Dpara boda g = qo, v gl 4 A—-C -BypB-00 = 0
para boda g < go.

(43 gDt A-C—-B+8-D

E'!ll bj' D: esghLITICS el l."] S di.'! rir-.i-[_:_-::- I'IIJI'!ZI. '.'E'il.udi'-ld.l::l illllf!ril::lrlrlﬂ"fll.'.'!.
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Si1bp = 0, benemos que g s creclente mondtona cuands A+HC = By decrece
micialmente para luego valverss creciente monstona cuands A + O =< B+ 1 Esto
nos dice que cuando A+ = B4+ DV es crecienbs en p, v coands A O < B4 1D
Vi e= una lunocn decreciente en p para valores muy pequencs de &, pero para
valores mas grandes e= una funcidn creciente =0 g

S1bp = 0, benemos que g s creclente monstona cuands A+ = B v decrece
micialmente para luego valverss creciente monstona cuands A + O = B+ 1 Esto
nos dice que cuando A 7= B4+ DV es erecienbs en p, oy coands A O = B4 D
¥r #s una funcidn decreciente en g opara valores muy cercancs o cero de b, pero
para valores mas lejancs es una funcidn crecienbs en g

Ahora, supongames que bry =2 encuentra Ajo, ¥ por lo tanta, @ tamkiaén Lo esti.,
g vanari conforme & cambie, ¥

a1, .
(44 Dt A-C-H - D
o )

S brp = 0, pes creciente monstona siempre, por lo que 17 es creciente en g
S1brp = 0, poes decreciente mondtona sismpre, por lo que Vi es decreciente en



Conclusiones

Resulta dificil de interpretar qué efectos tiensn las funciones de ubilidad ns lin-
males en las estrategins de los jugadores, Por ejemplo, del presente trabajo sahemos
que cuando un Jugador e adverss al nesgo v el obro proclive, cast slempre l= v
mejor al que e prochive, aungue eso pueds cambiar dependiends de que tan sensi-

hle= al nesgo s=an los jugadorss, ¥ que tipo de relaciones tienen las entradas de |a
matrz de pagos,

Lo gque buscamos en este trabajo de tesis e presentar = modo en que Ta s=n-
shbilidad al rnesgo de los jugadores afecta su gamancia monetana esperada, Al no
asgnar valores a la matnz de pagos. nuestiros resultados =on moy generales, Esbos
resultados nos llevan a la siguiente conclusion:

Tenienda los resulbados de esta tesis, las redaciones entre los valores de la matriz
der pagos, ¥ la informacion de = los jugadores =on adverscs o prochives al nesgo,
podemos =aber qué nivel de sensithihidad al respo conviens a cada Jugader. La
sensibilidad al riesgo es algo inirinseco de cada qugadeor, ¥ no pueds modihoarla
de acnerdo a la sensihihidad al riesgo de su contrincante, Lo que s1 puede hacer es
decicir 1 determinado jusgo le conviens o no, sablendo que 1o jugara de la manera
precavida o arnesgada en Ia que gusta jugarlo.
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