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CAPITULO 1

Introduccion

El modelo dominante y casi exclusivo en las ciencias desde su surgimiento en el siglo XVII

‘ha sido el modelo determinista segdn el cual: “Un proceso se dice determinista si todo su

futuro y pasado estdn univocamente determinados por su estado en el momento presente”, en
palabras del matematico ruso, pionero de las ciencias del caos, V. Arnold. El determinismo
puede ser subvertido de dos maneras: una, por el azar, es decir, la indeterminacién de un
estado en relacién con los que le han precedido y los que le sucederdn; y otra por el caos,
es decir el hecho de que a pesar de que un estado esté determinado no pueda ser objeto de
prediccién por lo que se podria denominar “la sensibilidad a las condiciones iniciales”.

El azar se opone al determinismo por el hecho de que mientras que la informacién completa
acerca de un sistema determinista se reduce a la serie de ecuaciones que definen su evolucién y
una serie de condiciones iniciales {valores de sus variables de estado en un momento temporal
determinado), un proceso aleatorio no admite tal compresién de la informacién en una ley
general, y la tinica posibilidad de describirle es describir todos sus estados o, como mucho,
intentar ajustar dichos estados mediante una ley estadistica.

Por su parte los sistemas cadticos aunque sean deterministas no permiten la prediccidn
porque trayectorias que surgen juntas divergen ripidamente borrando el recuerdo de dicho
inicio comiin, En estos casos se separa el determinismo de las ecuaciones que expresa la necesi-
dad de las mateméticas y la predictibilidad que es algo fisico dependiente de las limitaciones
asociadas con nuestra finitud humana. En los sistemas cadticos pequenas diferencias iniciales
se amplifican con el tiempo y dan lugar a diferencias macroscépicas.

En la naturaleza ciertos fendémenos pueden ser modelados por unas estructuras matematicas
que se denominan sistemas dindmicos y cuyo estado viene definido por una serie de variables
que dependen del tiempo (variables de estado) y por una serie de leyes, una dindmica, que
expresan las variaciones de las variables de estado a lo largo del tiempo, y que en los casos
més sencillos suelen ser un sistema de ecuaciones diferenciales.

La representacién de los sistemas dindmicos se lleva a cabo en un espacic denominado
espacio de fases en el que cada punto define un estado y cada trayectoria una evolucién del
sistema. Los sistemas dindmicos son conservativos o disipativos seglin se conserve o no el
volumen en el espacio de fases formado por una serie de puntos que evolucionan al mismo
tiempo. Los sistemas disipativos suelen contar con atractores que son zonas del espacio,de
fases que “atraen” las trayectorias que pasan por sus proximidades, contrayendo-las Areas
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

en el espacio de fases y haciendo converger las trayectorias, de forma que dichos atractores
representan el comportamiento asintético del sistema, es decir, cémo se comporta éste a largo
plazo. Los atractores clisicos somn:

a) un punto fijo, que sefala un estado de equilibrio final del sistema;
-~

b) una érbita periédica que sefiala que la configuracién del sistema evoluciona de forma
peridédica repitiendo sus estados;

¢) una drbita cuasi-periédica, que da lugar a un toro en el espacio de fases;

d) un atractor extrafio, atractores muy complejos cuya sensibilidad a las condiciones ini-
ciales impide la predictibilidad a pesar del determinismo riguroso debido a que las trayec-
torias préximas divergen rapidamente, cuya no periodicidad impide que las curvas se
cierren sobre si mimas y por tanto hace que no se pueda predecir pero si da informacién
sobre el estado inicial, lo que hace que se puedan distinguir situaciones que en el ori-
gen cast se confundian, y cuya fractalidad exhibe una invariancia a través de distintas
escalas.

Los atractores extrafios son el producto de auto-oscilaciones (perturbaciones que no desapare-
cen sino que se mantienen una vez aparecidas en sistemas no lineales mediante un mecanismo
de retroalimentacién) que dan lugar a inestabilidades locales producto de las condiciones de
mezcla en que se encuentran los sistemas que presentan dichos atractores.

Un conjunto fractal es un conjunto “muy raro” cuya dimensién es intermedia entre una
linea y una superficie o entre una superficie y un volumen. Son voltimenes casi huecos, lineas
enmarafiadas que casi cubren el conjunto del plano pero sin hacerlo del todo o conjunto de
puntos, “polvos”, productos de la explosién de la recta. Fractales son las curvas que represen-
tan una costa en un plano o la representacién geométrica tridimensional de un copo de nieve.
Estas extrafias figuras geométricas gozan de una peculiar invariancia a través de las escalas
que hace que cada fragmento del fractal sea semejante (autosemejante) a cualquier fragmento
més grande e incluso al fractal en su conjunto. La citada autosemejanza es una consecuencia
de que el fractal es el resultado de una aplicacién continua que pliega una y otra vez sobre
s{ mismo el espacio de fases, dando lugar a veces a una estructura hojaldrada, en capas, y
expresa la continuidad de las fuerzas que producen la dindmica.

Los atractores extrafios con estructura de fractal que son ejemplos de caos determinista
obedecen a dos constricciones: la divergencia de las trayectorias y su confinamiento en un
espacio determinado donde dichas trayectorias se reagrupan constantemente sin cortarse; la
sensibilidad a las condiciones iniciales son las responsables del estiramiento del fractal y al
confinamiento espacial responde el plegado del mismo. Estas dos condiciones sélo se pueden
cumplir en espacios de al menos tres dimensiones.

Orden y caos establecen entre si un juego complejo més que una simple oposicién. El caos
surge del orden y un cierto orden puede surgir del caos cuando se dan una serie de circun-
stancias que analizaremos a continuacién. Se puede hablar, por tanto, de un borde del caos ya
que el mismo surge cuando la complejidad de un sistema (medida por su capacidad computa-
cional, es decir, su capacidad para almacenar y procesar informacién) alcanza un méximo,
cosa que sucede en una estrecha zona que separa estados altamente ordenados de estados
completamente cadticos. Del orden se puede pasar al caos (en sistemas no lineales de al menos
tres variables) a través de tres caminos principales que suponen los tres la desestabilizacion
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1.1. LA DUPLICACION DEL PERIODO 7

de regfmenes periédicos por perturbaciones que en lugar de amortiguarse y desaparecer se
amplifican: por duplicacién de periodo, por intermitencias, o por la cuasi-periodicidad.

1.1. La duplicaciéon del periodo

Se presenta al variar cierto pardmetro y supone que se obtienen en la primera bifurcacién
dos soluciones estables que alternan entre sf a lo largo del tiempo, luego cuatro, luego ocho y
asi sucesivamente hasta el caos. Este proceso se ha observado en la evolucién de poblaciones
en biologia.

El doblamiente de periodo es una bifurcacién que se da inicamente en mapas. Por ejemplo,
la mas conocida “rutas al caos”, se da en una secuencia infinita de doblamientos de periodo y
es lo que efectivamente ocurre en el mapeo logistico. En esta bifurcacién, cambia la estabilidad
de un punto fijo cuando uno de sus autovalores cruza el valor real —1, y se genera una nueva
solucién con el doble del periodo del anterior, mientras que la estabilidad de la solucién de
periodo 1 cambia.

La “aplicacién logistica” estd al alcance de cualquiera que posea una calculadora. En
ciertos puntos criticos de la evolucién de un sistema dindmico generada al iterar la aplicacién
se produce un mecanismo de cascada de duplicacién del periodo que conduce rdpidamente al
caos matemstico {pérdida del régimen estacionario o periédico). Pero si seguimos la evolucién
del sistema pueden reaparecer en algunos puntos concretos las trayectorias periédicas (el
orden surge espontaneamente del desorden, equivalente al nueve “orden por fluctuaciones”de
la termodindmica del no equilibrio) para a continuacién volver a disolverse —en una nueva,
cascada de duplicacién del periodo— en un completo desorden, y asi sucesivamente. Adema4s,
este artificio matematico nos permite mostrar la propiedad mas caracteristica de la dindmica
cadtica: la dependencia sensible a las condiciones iniciales. aiin cuando empecemos dos series
de iteraciones con valores muy préximos, al cabo de unas cuantas operaciones podemos obtener
valores numéricos muy alejados entre si, como si de dos valores tomados al azar se tratara.
Lo que es una diferencia que nos parece irrelevante (por pequeifia) entre dos estados iniciales,
se amplifica progresivamente para acabar evolucionando hacia dos estados completamente
diferentes,

1.2. Intermitencia

La transicién mediante intermitencias hacia el caos se produce cuando periodos de com-
portatmiento regular del sistema se ven interrumpidos por explosiones caéticas que aparecen a
intervalos de tiempo de duracién aleatoria, intermitencia es la situacién en que lo simple y lo
complejo se alternan constantemente. Por ejemplo, incluso en amplificadores electrénicos de
gran precisién ocasionalmente se producen cortas descargas de electricidad estdtica. Eso no
se debe a una interferencia externa sino a los resultados de los efectos ne lineales dentro del
circuito, produciéndose periodos de caos. Con la aparicién de relojes atémicos de precisién se
descubrié que la Tierra sufria alteraciones en su rotacién: el paso del “tiempo”de la tierra no
es perfectamente regular porque de vez en cuando aparecen estallidos intermitentes de caos.
También el cuerpo humano presenta gran variedad de ejemplos de intermitencia. Uno es que
se ha demostrado que un poco de caos es necesario para que el sistema inmunolégico funcione
de forma, eficiente. Intermitencia no sdlo significa que el caos surja del orden sino también que
el orden puede surgir en el caos. Aqui surgen algunas preguntas interesantes: “jAparece el

»




8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

caos porque la conducta regular se rompe temporalmente? ;O es el orden regular realmente
una ruptura del caos que subyace en la realidad? ;O bien es esa intermitencia la verdadera
manifestacidn de la complejidad cadtica?”.

1.3. Cuasi-periodicidad

Fl caos debido a la cuasi-periodicidad se produce por la interaccién y el acoplamiento
no lineal de dos o méds osciladores periédicos que transcurre en el espacio de fase sobre la
superficie de un toroide. Este tipo de oscilaciones aparece como resultado de la interaccién de
dos osciladores que no acoplan de frecuencias diferentes: un oscilador seria el responsable del
movimiento periédico a lo largo del toroide, y el otro en la direccién perpendicular al mismo.
Cuando las frecuencias de giro y traslacion alrededor del toroide toman valores suficientemente
distintos (ntimeros irracionales no divisibles entre si) la 6rbita puede estar dando vueltas
alrededor del toroide sin pasar nunca por el mismo punto. Es decir, se obtiene una dindmica
aperiédica, donde las érbitas préximas transcurren préximas sin diverger ni converger con el
paso del tiempo.

El espectro de potencia para este comportamiento dindmico muestra picos a los valores
de frecuencias bésicas, los cuales aparecen a nimeros irracionales no divisibles entre si, y
también se observan las combinaciones lineales con nidmeros enteros, El exponente maximo
de Lyapunov tiene valor cero lo cual indica que 6rbitas préximas al evolucionar en el tiempo
no divergen ni convergen. El mapa estroboscdpico de una érbita cuasiperiédica se caracteriza
por una curva cerrada. La dimensién de correlacién de un atractor toroidal es igual a 265,

Los procesos vitales también tienen ejemplos de caos determinista, unos favorables y otros
desfavorables para la salud. Por ejemplo, un ritmo cardiaco sano implica un cierto caracter
erritico, signo quizas de la existencia de un atractor extrafio, mientras que una periodicidad
regular suele preceder a un paro del misculo cardfaco. Pero también hay regimenes cacticos
de dicho ritmo que son fatales, como los que acontecen en el fenémeno de la fibrilacién ventric-
ular en el que aunque las partes del corazén funcionan correctamente el misculo se retuerce
descoordinado e incapaz de bombear la sangre.

o
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CAPITULO 2

Bifurcaciones horquilla y Hopf

2.1. Bifurcacién horquilla

La bifurcacidén de horquilla es una bifurcacién simétrica, y por ello se observa en muchos
sistemas que tienen simetria entre una parte positiva y otra negativa. La bifurcacién horquilla
consiste en que un Unico punto fijo se bifurca en tres, uno de los cuales tiene la estabilidad
contraria a la del original y los otros dos la misma. Las bifurcaciones horquilla pueden clasi-
ficarse en dos grupos importantes: subcriticas y supercriticas. La bifurcacién supercritica es
cuando un punto fijo estable se bifurca en dos puntos fijos estables y uno inestable, figura
2.1. Una bifurcacién subcritica es andloga a la anterior pero con las estabilidades y el sentido
cambiados: dos puntos fijos inestables y uno estable colapsan en un punto fijo inestable, figura
2.2,

]

Figura 2.1: Bifurcacidn horquilla supercritica, donde la curva continua significa que tiene un
comportamiento estable, mientras que la linea punteada indica un comportamiento inestable.

-~




10 CAPITULO 2. BIFURCACIONES HORQUILLA Y HOPF )

Figura 2.2: Bifurcacién horquilla subcritica.

El siguiente teorema, debido a Sotomayor, da condiciones suficientes pero no necesarias
para la bifurcacién horquilla.

Teorema 2.1 (Sotomayor). Seq & = [z, 1), z € R*, p € R, con fzg, i19) = 0. Supongamos
que

i) a—f%%"—f’l posee un valor propio cero, con v un vector propio por la derecha yw por la

izquierda. Ademds, ﬁ(%ﬂl posee k valores propios con parte real negativa yn — k — 1
con parte real positiva (contando multiplicidades).

ii) . (ﬁ?f—o)) N o7 (%ﬂ_ﬁﬂ(v,m) =0,

o (Fi)pe (L) 2o

Entonces el sistema sufre la bifurcacidn horquilla en el punto (Zo, o).

2.2. Bifurcacién de Hopf

Como los cambios cualitativos a los que se refiere la teorfa sobre bifurcaciones locales
ocurren en un entorno de un punto fijo u érbita cerrada, nos hemos centrado en el estudio de
los puntos de equilibrio no hiperbélicos, es decir, aquellos para los cuales la matriz Jacobiana
del sistema posee valores propios nulos o con parte real nula, pues sabemos por el teorema
de Hartman-Grobman que los equilibrios hiperbélicos son estructuralmente estables. En este
contexto, resulta fundamental el teorema de la variedad central que establece la existencia de
una variedad invariante pasando por el punto fijo (no hiperbélico) a la cual puede restringirse
el sistema para estudiar la dindmica en un entorno del mismo, andlogamente a como ocurre en
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2.2, BIFURCACION DE HOPF 1

+

los sistemas lineales con el subespacio vectorial generado por los vectores propios asociados a
valores propios nulos o con parte real nula. Dicha variedad invariante puede ser representada
localmente como la grifica de una funcién de clase C" y para el caso que nos ocupa, una
aproximacion cuadratica (e incluso lineal a veces) a la misma, es suficiente.

Cuando el punto de equilibrio es no hiperbélico debido a la presencia de al menos un valor
propio real simple nulo, la restriccién del sistema original a la variedad central es un sistema
de dimensién uno en la forma:

&= f(z,p), z€R, pek?, (2.1)

v si es consecuencia de la presencia de un par de valores propios imaginarios puros, dicha
restriccién es bidimensicnal, siendo el estudio de las bifurcaciones en los sistemas resultantes
més sencillo que en el de partida, toda vez que los mismos son susceptibles de escribirse bajo
cierta forma estdndar de expresidn (llamada forma normal topoldgica) comiin a todos los
sisternas que poseen un mismo tipo de bifurcacidén.

En el caso de que el equilibrio estacionario sea no hiperbélico debido a la presencia de un

‘par de valores propios imaginarios puros para cierto valor del pardmetro del sistema, p = pyq,

la restriccidn del sistema original a la variedad central es un sistema bidimensional, el cual
presentara una bifurcacién de Hopf para u = g, si se verifica cierta condicién de generacidad,
traducible en que los valores propios A(it) que son imaginarios puros en ug crucen el eje
imaginario con velocidad no nula, esto es:

dRe)l
g () I

dp

En tales circunstancias, el teorema de Hopf asegura la existencia de algunas soluciones

periddicas bifurcdndose a partir de pg. La estabilidad de las mismas viene determinada por

una segunda condicidn expresada en términos del llamado primer coeficiente de Lyapunov, [y,

el cual se deduce en el caleulo de la forma normal topoldgica correspondiente que, expresada
en coordenadas polares, es el siguiente sistema:

P o= (dp+hLrd)r
§ = w+ cp + br?

o #0 (2.2)

donde d estd definido en (2.2), w es la parte imaginaria de los valores propios complejos que
son imaginarios puros en pp, ¥ b ¥ ¢ han de ser calculados a partir de los pardmetros del
modelo. :
En estas circunstancias, una condicién suficiente para la existencia de un ciclo limite
estable es que I} < 0, y si [y > 0, el ciclo limite es inestable. En el primer caso estamos
ante una bifurcacién de Hopf supercritica y un ciclo limite estable surge para cada valor del
parametro 2 mayor que jig ¥ lo suficientemente proximo a él. En el segundo caso, se trata de
una bifurcacién de Hopf subcritica y los ciclos aparecen antes de que el pardmetro alcance el
valor de hifurcacién.

Entonces, dado un sistema n-dimensional con un equilibrio no hiperbdlico para cierto
valor de un pardmetro, podemos encontrar una variedad central pasando por ese punto y
restringir el sistema original a la misma, con lo que el estudio de las bifurcacicnes en los
sistemas resultantes de dimensiones uno o dos es menos complejo, una vez calculadas las
formas normales topoldgicas equivalentes. Ahora bien, la realizacién de estos cilculos no es

-




12 CAPITULO 2. BIFURCACIONES HORQUILLA Y HOPF

sencilla. En la. mayorfa de los casos un tratamiento simbdlico del problema resulta inabordable
vy hay que recurrir a técnicas numéricas de resolucidn.
Formalicemos lo anterior con el siguiente teorema.

Teorema 2.2 ( Hopf (1942)). Considere la familia uni—paramétrica de ecuaciones diferen-

ciales «

&= Fz,p), (2.3)
con F': R x R — R” lo suficientemente suave. Con un punto de equilibrio (xo, po) v A(u) =
DZF(“‘TUy Ju’)'

(i) Si A(po) posee un tnico par de velores propios con parte real cero, entonces existe una
curve suave de puntos de equilibrio (z(1), 1) con x(po) = xo. Ademds, los valores propios
A(l), A) de A(p), los cuales se hacen imaginarios en g, varian suavemente con el
parametro pi.

(i) Sid=2EE)|  #o.

Entonces de i) y it) existe una iUnica variedad central tridimensional, pasendo por
(%0, o) € R™ xR y un sistema de coordenadas suave, cuya expansién en serie de Taylor,
hasta grado tres sobre la variedad central, estd dado, en forma polar, por la siguiente
expresion

o= (dﬂ. + ll'n‘"2)'r,
8 = wHep+bri

Sil; # 0, entonces existe una superficie de érbitas periddicas en la variedad central,
las cuales tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por Mug), Muo). Si
l1 < 0 las orbitas periddicas son estables (caso supercritico) mientras que si iy > 0 son
inestables {caso subcritico).

Para calcular el coeficiente {1, consideremos el siguiente sistema.

{ &1 = -—werz+ fi(z1, 7o)
2 =  wr+ fa(z1,72)

que se se obtiene del sistema (2.3) al hacer g = g ¥ hacer un cambio de coordenadas
adecuado.

Sean

B = fl:c1:1:1:r:1 + fla:lazga:z + f2a:1:r:1:z:g + mengmz '1’=~’6’0
Ry = Siz12s (fl:clm + flzzzz) — fozyzs (f2$1$1 + f2z:zIz)

"‘”fl:mz] f2x1 1 + fla:g:rg f2x2:c2 |1'=:CD

Donde los subindices de las f; para ¢ = 1,2 indican derivadas parciales.
Luego

Ii

1 1
l — — :
T [Rl + . RZJ

Tenemos entonces, los siguientes cuatro escenarios posibles:
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a. Sid >0, [; <0. El origen es estable para . < 0, inestable para g > 0, y rodeado por
una orbita periodica estable para g > 0. Esta situacién es mostrada en la figura (2.3).

b. Sid < 0, I; < 0. El origen es inestable para g < 0 y estable para g > 0. El origen es
rodeado por una orbita periodica estable para p < 0.

c. Sid >0, !l; > 0. El origen es estable para u < 0 e inestable para p > 0. Ademdis, el i
origen es rodeado por una orbita periodica inestable para p < 0. i

d. Sid < 0, l; > 0. El origen es inestable para p < 0, estable para ¢ > 0, y rodeado por
una orbita periodica inestable para i > 0 esto es mostrado en la figura (2.4).

Ty

Figura 2.3: Bifurcacién de Hopf Supercritica: Una érbita periédica estable y un punto de
equilibrio inestable surgen de un punto de equilibrio estable.
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Figura 2.4; Bifurcacién de Hopf Subcritica: Un equilibrio estable y una dérbita periodica in-
estable se funden en un punto de equilibrio inestable.
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CAPITULO 3

Analisis de bifurcaciones en el sistema de
Lorenz

3.1. ;Qué modela el sistema de Lorenz?

La humanidad y sus civilizaciones han sufrido incontables pérdidas debido a la atmdsfera
que rodea al planeta, siempre inestable e inquieta. Es por ello que desde los tiempos mds
remotos, el ser humano ha tratado de predecir el clima con todas las herramientas que ha
tenido a su disposicidn. No fue sino hasta que Von Neumann se interesd por investigar el tema
con las primeras computadoras electrdnicas, que se pasé de la etapa de tratar de predecir a
la de tratar de controlar el clima. La década de los cuarentas y cincuentas fueron de las mas
fecundas para la ciencia del control atmosférico. Recientemente, sin embargo, se ha llegado
a considerar que los cambios climatolégicos nocivos para la humanidad podrian resultar ser
una parte integral y condicién sine qua non para la vida y ecologia del planeta.

Al introducir intercambios de frio y calor a gran escala entre el Ecuador y los polos, y desde
las partes mas bajas hasta las mas altas de la atmdsfera, los fenémenos climatolégicos actian
como valvulas de seguridad ademds de proteger a todas las criaturas vivas formando un escudo
gaseoso contra la radiacién solar y la energfa césmica.

Fl conocimiento de los patrones climatolégicos estd lejos de ser completo y atn cuando son
comprendidos, ninguna explicacién simplificada o esquematizada puede ofrecerse sin notar
que se queda corta en los complejos mecanismos que generan y mantienen la variabilidad
metrereoldgica del planeta. Es por esto que el clima representa el sistema cadtico por excelencia
en el que los mecanismos de retroalimentacion no lineales generan condiciones impredecibles.
Sin embargo, los cientificos estAn descubriendo cémo la teoria del cacs puede ayudarlos a
emitir predicciones mds confiables y, sobre todo, a mejorar su comprensién de lo que significa
un sistema extremadamente complejo, lo que resulta paradégico en cierto sentido, ya que fue
precisamente la meteorologia de la década de los sesentas la que aportd gran parte de los
fundamentos de esta ciencia.

Gran parte del cuerpo de conocimientos que integra la teoria del caos surgié originalmente
del estudio de los cambios climéticos y, de hecho, unc de los primeros descubrimientos que
dan sustento tedrico a esta drea de estudio se debe a Edward Lorenz, quien desarrolié a
principios de la década de los sesentas un modelo simplificado del clima basado en ecuaciones

&>
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diferenciales.

Para poder comprender este modelo, resulta conveniente imaginar que cualquier condicién
climética podria ser representada como un punto dentro de un espacic tridimensional. Asi,
por ejemplo, el eje = podria representar la temperatura mientras que el eje y representaria

la humedad y,‘el eje z podria referirse a la presidén barométrica, como se aprecia en la figura
{3.1).

Figura 3.1: Condicién climdtica representada como un punto dentro de un espacio tridimen-
sional.

En este espacio de fases simplificado, un dfa soleado estaria representado por el punto A,
uno lluvicso por el punto B y una nevisca por el punto C. Resulta razonable suponer que el
clima de hoy esta afectado en gran medida por el clima observado el dia de ayer, el de ayer por
el del dia anterior y asi sucesivamente. De acuerdo con esta linea de razonamiente, es evidente
que el clima actual influird en el de mafiana y éste en el del dfa siguiente. Ahora bien, si se van
trazando los puntos correspondientes a las condiciones meteorolégicas observadas, se obtendria
una grafica mostrando la ruta que sigue el sistema a través del espacio de fases seleccionado
y esto, en teoria, permitiria hacer una proyeccién sobre su comportamiento futuro.

Lorenz llego bésicamente a las mismas conclusiones y al ir ajustando progresivamente la
interrelacidn entre las variables seleccionadas, mejord substancialmente la capacidad predictiva
del modele que habia desarrollade. Durante algin tiempo, los resultados obtenidos fueron
iguales a los esperados; es decir, las predicciones climaticas del modelo coincidian con el clima
observado. Una mafana, sin embargo, Lorenz decidié redondear los resultados obtenidos de
la corrida anterior en lugar de introducir las cifras completas a su computadora Royal McBee.
El modelo parecid ignorar dicha falta de precision al principio pero muy pronto comenzé a
trazar una ruta completamente distinta a la que habja venido siguiendo, como lo ilustra la
figura 3.2.

Luego de haber descartado las causas mas obvias de estas diferencias, llegé a la conclusién
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de que se debfa haber introducido cifras redondeadas al principio de la corrida, cuyo error
se habfa magnificado a tal grado que el diagrama seguia una ruta completamente distinta
a la anterior. Esto planteaba una cuestion muy seria sobre la validez de su modelo, pues si
una diferencia de pocas milésimas podfa causar que se pronosticaran heladas en pleno verano,
entonces un error insignificante al momento de establecer las condiciones iniciales podria
hacer que el modelo se equivocara completamente, en sus predicciones a corto plazo serian
tan confiables como tirar una moneda al aire para determinar si el clima del dia siguiente
seria soleado o Huvioso.

Para trazar las tres ecuaciones diferenciales se requiere de una computadora que simule
tres planos y en donde aparece la figura ya mostrada. En lugar de una simple estructura
geométrica o curva compleja, la estructura conocida como atractor de Lorenz va emergiendo
conforme se iteran las ecuaciones. .

Al proyectarla sobre el planc x — z, este atractor se asemeja a una mariposa, como se
muestra a continuacién en la figura 3.2.

x{1)

Figura 3.2: Mariposa de Lorenz.

Una proyeccién sobre el plano y — 2 parece una mascara de buho, como se ve en la figura
3.4. _

Finalmente, la proyeccién sobre el plano x —y se utiliza principalmente para vislumbrar la
tridimensionalidad de la curva, pues parece dos platos de papel sobre planos diferentes pero
paralelos que se conectan a través de una cadena. Conforme se va trazando el atractor de
Lorenz, una cadena se va dibujando desde uno de los platos y comienza a trazar el contorno
de una de las alas de la mariposa, luego se lanza hacia el extremo opuesto y dibuja el centro
para continuar repitiendo este proceso infinitamente. Esto se ilustrd en la figura 3.2,

En teoria, el trazado de la curva deberia continuar infinitamente pero en la practica, la
longitud de digitos que es capaz de manejar con exactitud determinada computadora es lo
que limita su definicién y, por lo mismo, su exactitud.

Cuando Lorenz intentaba modelar el comportamiento del clima mediante la conducta
cadtica de los gases, tomd unas cuantas de las ecuaciones conocidas como el sistema de Navier—
Stokes del campo de la dindamica de fluidos y, al simplificarlas, obtuvo el siguiente sistema
tridimensional: :




18

yit)

Figura 3.3: Perspectiva bidimencional del atractor de Lorenz.

Figura 3.4: Mariposa de Lorenz.

& = 8y — ) (3.1)
= ur-—y-x2 ' (3.2)

En estas ecuaciones, § representa el niimero de Prandtl, que es la relacién entre la viscosidad
de un fluido y su conductividad térmica, con un valor de 10. El pardmetro p representa el
nimero de Raleght, que es la diferencia de temperaturas entre la parte inferior y la superior del
sistema, con un valor de 28. La variable b representa la relacién entre la longitud y la altura
de la caja que se emplea para contener el gas, con un valor de 8/3. La z resultante de esta
ecuacién representa la razén de rotacién del cilindro, y sefala la diferencia entre temperaturas
en los lados opuestos del cilindro, mientras que z representa la desviacién del sistema de la
linea vertical graficada correspondiente a la temperatura.
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Para enlazar el atractor de Lorenz con la realidad se podria argumentar que cada lébulo
representa uno de los regimenes climéticos identificados como estable e inestable. Al seleccionar
un punto cualquiera sobre la grafica del atractor, se estaria seleccionando un clima instantaneo
que tiene tanto un pasado como un futuro estrictamente determinista. Sin embargo, al mag-
nificar arbitrariamente cualquier seccién de la grifica se descubrird que la trayectoria que sigue
el sistema por su espacio de fases es una, s6lo que nunca se cruza o se encima, aungue defini-
tivamente llena el plano sobre el que se le traza. Esto significa que se pueden seleccionar dos
puntos arbitrariamente cercanos a uno de los lébulos del atractor y al recorrer sus trayectorias
respectivas, se puede observar cualquiera de los tres comportamientos siguientes, ilustrados
en la figura 3.5.

Figura 3.5: Diferencias entre un comportamiento impredecible, debido a la rapida divergencia
de rutas, y uno pronosticable, por existir un miniatractor dentro del espacio de face.

Del lado izquierdo se presenta el caso en el que ambos puntos evolucionan de manera
similar y permanecen dentro del mismo 16bulo; al centro se encuentra una evolucién parecida
que traslada los puntos hacia el 16bulo opuesto y, finalmente, del lado derecho, se ilustra el
caso en el que los puntos evolucionan de manera diferente: mientras que un punto permanece
en el mismo lébulo, el otro se traslada hacia el I6bulo opuesto. Sin importar qué tanto se mag-
nifique la grafica, la incertidumbre sobre qué trayectoria habra de seguir el punto seleccionado
permanecera.

La figura 3.6 muestra estos dos casos: el primero le permitiria a los meteordlogos realizar un
prondstico climéitico confiable, mientras que el segundo serfa totalmente incierto, resultando
nuevamente el efecto que puede tener un pequefio error de medicién en las condiciones ini-
ciales.

Quiz4 pareceria que lo més obvio para reducir o eliminar este problema consistiria en aumen-
tar la precisidén de nuestros instrumentos de medicién, lo que en teoria podria incrementar la
capacidad predictiva de los modelos elaborados. Sin embargo, los efectos de la no linealidad y

-
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Figura 3.6: Distintos comportamientos posibles de dos puntos arbitrariamente cercanos entre
st

de la retroalimentacion frustrarian todo intento por aumentar significativamente el horizonte
de predictibilidad. El modelo de Lorenz dnicamente considera tres variables, por lo que se dice
que tiene tres grados de libertad, mientras que los modelos climdticos actuales poseen hasta
un millén de grados de libertad y, sin embargo, su capacidad predictiva tiene un horizonte de
pOCO MdS 0 MEeNnos Una semana.

Curiosamente, el comportamiento generado por el modelo de Lorenz es virtualmente indistin-
guible de los patrones observados en la naturaleza. Si un especialista revisara ambas graficas,
serfa incapaz de reconocer cudl de ellas es la real y cudl la simulada.

El término sensibilidad o las condiciones iniciales es el concepto que normalmente se emplea,
para explicar este tipo de conducta irregular. Fue acufiado para describir el fenémeno que
hace que pequeniios cambios en un sistema recursivo se magnifiquen hasta alternar drésti-
camente los resultados esperados. El mismo Lorenz ideé una analogia que ilustra perfecta-
mente este concepto: el efecto Mariposa. Si existiera otro planeta idéntico a la Tierra y una
mariposa decidiera batir sus alas en uno mientras que en el otro permaneciera quieta, las
fluctuaciones creadas se irfan magnificando exponencialmente hasta que, eventualmente, los
patrones climaticos fueran distintos en ambos planetas. De esta analogia nacié la idea de
que una mariposa en Hong Kong podria causar un tornado en Kansas. Parece ilégico que un
efecto tan pequefio pudiera tener consecuencias tan draméticas pero esto es precisamente lo
que pretende establecer la teorfa del caos.

3.2. Analisis de estabilidad

3.2.1. Introduccién

Iniciamos esta secciion con el cilculo de los puntos de equilibrio en el sistema de Lorenz.
Para 0 < p < 1, se observa que el conjunto de puntos de equilibrio consiste en el origen,
cuando p > 1 surgen otros dos puntes de equilibrio, aparte del origen, lo cual sugiere que para
p = 1 ocurre una bifurcacién horquilla. No es posible utilizar el teorema de Sotomayor para

oS
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comprobar dicha conjetura ya que el el sistema de Lorenz no cuenta con términos de orden
tres. Es por ello que dividimos el estudio de los puntos de equilibrio en tres casos, para valores
del pardmetro p:

1. Cuando 0 < u < 1, el origen es el dnico equilibrio v es estable.

2. Para p = 1 sigue habiendo un punto de equilibrio, €l cual es no-hiperbélico y se tiene
que calcular la variedad central, demostrandose que el origen es estable.

3. Y por iltimo, si g > 1, graficamente se observa que el (0,0,0) es inestable, mientras

surgen otros dos puntos de equilibrio €15 = (:l:2\/ —2—(1%—12, 12 2(”—3_12,,(1 - 1). Para

1 < p < 48 se prueba, utilizando el criterio de Routh, que los valores propios son

complejos con parte real negativa por lo cual C; » son estables.

_Por tanto, del pasado anélisis y de la observacién de que los otros dos equilibrios se colapsan

al (0,0,0), se concluye que en 4 = 1 ocurre una bifurcacién horquilla, con lo cual se termina el
analisis del origen. Posteriormente pasamos a estudiar los otros puntos de equilibrio, de donde
sélo es suficiente estudiar uno de ellos ya que el sistema de Lorenz bajo la transformacidn
(z,4,2) = (—z, —y, £) es simétrico. Se utiliza el criterio de Routh para obtener exactamente
los valores dénde cambia de signo la parte real de los valores propios, se ubica el caso para
el cual los valores propios pasan de ser reales a complejos. Para la bifurcacién tipo Hopf se
encuentra el valor del pardmetro para el cual ocurra ésta, para lo cual también se verifica
cudndo los valores propios atraviesan el eje imaginario, después se calcula la variedad central
para encontrar el coeficiente de Lyapunov, y se concluye que la 6rbita periddica es inestable,
y ocurre una bifurcacién de Hopf subcritica.

3.2.2. Puntos de equilibrio

Para el analisis de estabilidad del sistema de Lorenz empecemos por encontrar los puntos
de equilibrio de dicho sistema, igualando el campo a cero, recordemos estas ecuaciones.

& = 10(y —z) (3.4)
= pr-—y-—zz {3.5)
2 = zy— %ﬁ (3.6)

De (3.4) obtenemos que y = z, sustituyendo este resultado en (3.5) obtenemos por un lado
que x = 0 y por otro z = u — 1. Ahora si sustituimos esto en (3.6), obtendriamos para =z = 0,
z = 0. Por lo tanto tendriamos que (0,0, 0) es un punto de equilibrio. Si sustituimos z = £ —1

y z = y en (3.6), encontramos que z = +2 Eﬂ"—‘t—s:—ll, entonces tendriamos que existen otros
dos puntos de equilibrios que son:

Cra= (iz\/z("T"D,ﬂ\/Q—(“S;l),g - 1)
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3.2.3. Variedad central y bifurcacién horquilla en el origen

Si observamos C; 2 en el valor de 1 = 1 se colapsan al origen, quedando un dnico punto
de squilibrio: (0,0,0). De donde se puede asumir que ocurre una bifurcacién horquilla. Esto
no se puede comprobar con el teorema de Sotomayor, ya que el sistema de Lorenz no cuenta
con términos de orden tres, por lo cual se encontraran los valores propios, y se hara variar
el pardmetro de bifurcacién pu, y observemos qué pasa con la estabilidad de dicho equilibrio.
Para analizar el origen, tendremos que calcular la matriz Jacobiana del sistema y evaluarla
en el origen, por lo cual obtenemos:

-10 10 0
Df(z,y,2)=| p—-2z -1 -=x
Y r -3

o -10 10 0
L o o -8

v Caleculemos los valores propios, encontrando la ecuacion caracteristica, de la siguiente forma

- | A —)\I|=0¢>(/\+§)()\2+11)\+10—10u):0

—1144/121-40{1-p)
p)

Entonces, los valores propios son, A1 2 = ¥y Az = —g. Pasemos a estudiar los

|

|

! s valores propios A2 para el caso en que 0 < u < 1. Observe que,
|

1
N+LA+10-10p=0 & #zﬁ(A+1)(A+10).

Observando la figura 3.7 es fdcil concluir que si 0 < p < 1 entonces A1z < 0.Comcluimoes
entonces que

M
Ag
Ag

= E° =R®

A A
wie O ©

Bajo estos argumentos podemos concluir que (0,0,0) es un nodo estable para ) < g < 1.




)E LORENZ

tinico punto
rquilla. Esto
nz no cuenta
2 hara variar
ho equilibrio.
a y evaluarla

ruiente forma

i & estudiar los

0.Comcluimos

ra 0 < p < L

3.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD 23

- 1\0\‘\/1 A

Figura 3.7: p = 11—0()\ + 1)(A+10)

Ahora bien, si g == 1, de nuevo por la figura 3.7, concluimos que Ay = 0 y Ay < 0, por lo tanto,

AL = 0} = E° = R
A3= _g} = E* = R

Entonces, para p = 1 el origen es un punto de equilibrio no-hiperbélico, por lo tanto no
se puede utilizar el teorema de Hartman-Grobman (Apéndice A). Por tanto, para conocer
la estabilidad de (0,0,0) tendremos que calcular la variedad central, lo que nos ocupard mds
tiempo, por lo cual haremos un paréntesis antes de calcular dicha variedad. Para ver qué ocurre
cuando g > 1, observemos la figura 3.8 y concluyamos que

A /
7

_10\/1 A

Figura 3.8: & = #5(A+ 1)(A + 10)
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A > 0} = E* = R

As < 0

= E°* = R?
v A3 = —%}

Entonces, para g > 1 tenemos que el origen es un punto de equilibrio tipo silla.

Ahora regrésemos al caso i = 1, y encontremos la variedad central W _(0) apéndice (B), para
terminar con el andlisis del origen, dar una conclucién a cerca de su estabilidad y si ocurre
alguna bifurcacién. Empezaremos encontrando los vectores propios, para A; = 0 tenemos
Awv; = 0 de donde,

-10 10 ) 711
i -1 ¢ v12 =0
o o -§ 713

Desarrollando lo anterior tenemos el siguiente sistema de donde obtendremos el vector propio
v

—10v;; +10v12 = 0 (3.7
vy —viz = 0 (3.8)
813
— =0 3.9
’ (39)

de donde se observa rapidamente que el primer vector propio es

Para. encontrar el siguiente vector tomemos en cuenta el siguiente valor propio Ay = —11, de
aqui que de (A — Agl)ve = 0 obtenemos,

de donde se obtiene el sistema. siguiente

o1 + 10ver = € (3.10)
v+ 1W0vee = 0 (3.11)

25;’23 = 0 (3.12)

Como (3.10) y (3.11) son la misma ecuacién y vo3 = 0, otro vector propio seria

~10
g = 1
0
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Para tener la matriz P, la cual serd nuestra matriz cambio de base, s6lo nos falta v, el que

obtendremos del valor propio A3 = —g. Entonces, si desarrollamos (A — A3T)u3 = 0 tenemos,
-2 10 0 v31
5
1 3 0 Uzn =0
0 ¢ 0 v33

lo cual nos genera el siguiente sistema,

22
- ;’31 Fl0u = 0 (3.13)
5
vs1 + 1333 =0 (3.14)
de donde, vz es libre, escojamos v33 = 1, de (3.14) vy = —513331, sustituimos en (3.13) y

haciendo unos cdlculos sencillos tenemos,

(1)

Entonces, la matriz cambio de base es

1 -10 ¢
P=11 10
0 01
con
L 10
7 o ¢
-1 _ 11
Po=] -7 1w 0],
0 0 1
¥ es tal que

] 0 0
PlAP={ 0 -11 0
o o -%
El siguiente cambio de coordenadas nos permitird rotar los espacios E® y E°,

z w 1 =10 0 w1 wy — 10we
u =P wa = 1 1 0 We = twy -+ we
z ws 0 01 w3 w3
Ahora, por otra parte, tenemos
110 1 10
oo 9 a1y
w] x T
-1 1 1 1
wy | =P vy )= -u i 0 v | = T v
w3 z z

<
o
—
N



26 CAPITULO 3. ANALISIS DE BIFURCACIONES EN EL SISTEMA DE LORENZ

entonces, de lo anterior tenemos el sistema siguiente,

1 n 10
w = —r+ -
Tty
+ 1 3
~ Wy = ——— 4+ — -
2 11
wy = z {
si y s6lo si tenemos el sistema, :'
4
: ¢ = w - 10w i
| y = w1+ uw ]
| z = w3

Ahora derivemos w1, w2 y wa, para obtener el sistema en las nuevas coordenadas, sustituyamos
1 primero las derivadas en z,y, 2z del sistema de Lorenz y de las ecuaciones anteriores para
obtener el sistema deseado. Empecemos por derivar w1, de donde ohtenemos.

|y 1 10
Loog “= Hw—i_ﬁy
i dwy _ 1ds 10
o dt  ~ 11dt ' 11dt

| | no Si sustituimos el valor de % vy %% del sistema de Lorenz en la ecuacién anterior y después
i sustitufmos los valores de z,y,z del cambio de coordenadas junto con un poco de algebra
b llegamos al siguiente valor de 2y,

Wy = —lgwlws + @wzm
11 11
Si realizamos el mismo procedimiento pero ahora para wy tenemos que

2 Wy = —Elwz - iwlwa + szws
v 11 11 11
I Entonces, para w3 tendriamos
D Wy — Z

% - %

de donde si sustituimos £ del sistema de Lorenz y simplificamos obtenemos

. 8
wy = wf - Qunwe — -wy — 10w§

‘. . . ’ . 3 . .
: Por lo tanto tenemos el nuevo sistema en términos de la matriz cambio de base,
. 1
wy = —%mm + -%ﬂmws
. 10
Wy = —1lwg — 'ilTwlw3 + Twaws
w3 = ~Swy+wl - Gwiw; - 10w}
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Entonces, el sistema anterior lo podemos reescribir de la siguiente manera

w = Owy— l—wl’lU3 + E‘11,3'2’11)3 (3 15)
11 11 '
(3.16)
win ) -1 © wy —frwiws + {Swow3
= + (3.17)
'UJ3 ¢ —-% ) ( wy ) ( wf - 9w1w2 — 10w§

Entonces, para el sistema anterior definimos la variedad central como:
WEL(0) = {{wr, wa, w3) : wa = hy(wn) ¥ ws = he(wy) para jw;} < 8}
Para & > 0 donde h1(0) = 0, h2(0) =0, Dhy(0) = 0, Dha(0) = 0. Hagamos

A =10
-11 0
B =
(7 4)
flwi,we,wa) = H%’wms + %wfwa
~ﬁwlwa+%

glwr, wo,w3) = )
w% — Quqwe — 10w§

hi{w1) = ayw?+agwd+--.

hz('w1) = bl'wf -+ bg'w'i5 e

Ahora sustituyendo en la ecuacién en derivadas parciales para hq(wn) y ho{w:) dada por la
ecuacién homoldgica

Dh(w) [Awn + flwy, M{w1))] — Bh(wr) — g{wi, h(wr)) = 0

Dhy(wn) ki (un)
[ A'UJI +f(w1:-w2?w3) ] -~ B —_ g(wl,'lU2,w3) = 0
Dh2(w1) hz(w]_)
Zajwy + -
[~ By (brawd + ) + R (bywl + - Yarwd + )] -
lewl + e
(_11 0) a1’w1+--. —f—lwl(blw%_'_)_l_%(alw%_}_)(blw%+)
B = 0
_8
¢ 3 blw%-i---- T-U%—9w1(a1w%+---)—10(a1w%+---)2

Desarrollande lo anterior y tomando en cuenta sdlo los términos de orden tres llegamos a

Naiw? + 1lagw? + Fhiwi + O+

H
o

%blwf + $bpwf — wi — Yo + O+ -
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Entonces, si resolvemos el sistema para a1, ag ¥ b1, by tenemos que

lla; = 0 = g =0
. . . (3.18)
— = = —— .1
11lasg -+ llbl 0 = llag llbl {3.19)
(3.20)
8 3
-?;'bl -1 = 0= bh= Yy
j (3.21)
8
. §b2 +9%; = 0 = b=
| de (3.19)
1 3
lag = —— -
11az 1% = 92 = g
‘ruu por tanto, concluimos lo siguiente
h:‘,‘ we = hy(w) = alwf -+ agw:f +---= —5—6*-8'10‘? + O(w?)
i 3
g wp = ha(wr) = byud + bpuf + - = Zuf + O
m

e Ahora e] comportamiento de las soluciones sobre W, (0) del sistema dado por (3.15) y
(3.17) estd determinada por la ecuacién diferencial sobre E°.

i = Aw+ f(wh h]_(’UJl),hz(’LUz)), w) € Ec’ lwll <&

= —Buyho(w) + 1k (w1)ho(wn)

— Bl - (80 ()

Entonces, graficamente se representaria como en la figura 3.9. Entonces, concluimos que las
soluciones sobre la variedad central son estables, por lo tanto, el origen para el valorde p =1
es estable.

Hagamos un recuento de lo que se hizo en esta seccién para poder dar una conclusién. Para
0 < p < 1 el origen es un equilibrio estable, pero cuando ¢ > 1 el {0,0,0) es inestable. Al
mismo tiempo que los equilibrios Cy 2, antes de colapsarse al origen, para 1l < u < %3 generan
valores propios que tienen parte real negativa por lo cual estos equilibrios son estables. Este
dltimo argumento es hecho basdndose en el criterio de Routh, el cual se desarrolla en la
siguiente seccién. Entonces de lo anterior podemos concluir que en el valor de y = 1 ocurre

una bifurcacién horquilla, la cual se muestra en la figura 3.10.
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iy =~ ol - () () vl

Figura 3.9: Comportamiento de las soluciones sobre W, (0)

3.2.4. Bifurcacién de Hopf

Ahora pasaremos a estudiar la estabilidad de Cy, el estudio de Cy se omitiré ya que, como
probaremos lineas abajo, el sistema de Lorenz es simétrico bajo la transformacién (z,y, z) —
(—z, —y, z), entonces sélo bastars estudiar C;,

Considere la transformacién T : R3 — R3, dada por T'(z,y, 2} = (—x, —y, ), y el sistema, de
Lorenz

W= f(w),
T fi{w) 10{y — z)
dondew = | y |y flw)= [ fo(w) | = pr—y—xz |. Sea aft) = (x(t),¥(t), z(t))
z Fa(w) TY — %

solucién del sisterna de Lorenz, entonces debemos probar que T'(cx(t)) también es solucién del
sistema de Lorenz, es decir, debemos probar que

£(T(alt))) = F(T(a().

Observe que

g -1 00 i —& =hi(at))
5T (alt)) = DT(a(t)}o(t) = ( 0 -1 0 ) ( ¥ ) = ( —y ) = ( —fa(a(t)) ) :
0 01 z # fa{a(t))

Por otro lado, observe ahora que
N(T(aft))) H(=z(t), —y(t), 2(t)) —fi{a(t))
f(Tla®) =| LT®) | = fl-(t), -yt), () —fala(t)) ].
f(T((t))) Sa(—=(2), —y(2), 2(t)) fa(al?))
conclufmos entonces que el sistema de Lorenz posee la simetria dada por la transformacién 7.

Observe que el equilibric ¢, = (2 \/g\/—l + i, 2\@ v—=1l4+p -1+ ,u) sdlo esta definido para

¥
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Figura 3.10: Bifurcacién tipo horguilla

valores de u > 1. Utilizando el paquete Mathematica se encontré numéricamente que para
¢ > 1 pasaba de tener valores propios reales negativos a complejos con parte real negativa
y posteriormente complejos con parte real positiva. De lo anterior se sospecha que pudiera
tener una bifurcacién tipo Hopf; para obtener exactamente los valores dénde cambia de signo
la parte real de los valores propios utilizamos el criterio de Routh Apéndice (D). Encontremos
P(A) para C;. Empecemos el andlisis evaluando la Jacobiana

-0 10 0
Df(zg,2)=| w—-2 -1 -=z
y z —§
en C;
~10 10 0
8§ =Df(C) = 1 -1 -24/3/~T¥p

2/3vTTE 22y TR -8
Entonces desarrollando |S — M| = 0, se tendnia que:

~10 - A 10 0
1 —-1-X —2\/%/—1+u =0
NENS S WOV eyl S

Desarrollando este determinante y con un poco de dlgebra obtenemos la ecuacién caracteristica

siguiente,
41 80 8p, 160
My M=+ —=(u~1)=0
F SN HNG A D) 1)
De lo cual tenemos que ap = 1, a;z%, (12=B3—0-|-§‘.‘$E, ag:%(,u—l)ycomo,u>1

tenemos que g; > 0, para i = 0,...,3, y sélo nos faltaria verificar que by, c; > 0. Para lo cual
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es suficiente mostrar que aiaz — agas > 0, para entender mejor el criterio observe el apéndice
D. Entonces ajaz — agag > 0, lo cual se ve rdpidamente del siguiente desarrollo

41,80 8u. 160
sl vyl -5 k-N>0

aplicando una algebra adecuada obtenemos que para los valores de p < % cumplen con que
ajaz — apaz > 0. Entonces con el criterio de Routh encontramos que para 1 < u < % los
valores propios tienen parte real negativa, por lo tanto podemos decir que C) es estable para

estos valores de p.

Como P(A) es de orden tres tenemos tres raices, pero nos interesa saber cuindo este
polinomio pasa de tener todas sus rafces reales a tener una real y dos complejas. Para esto
tenemos que hacer P/(A) = 0 y encontrar sus dos raices, que serd donde P(A) alcanza un

‘minimo o un maximo. Aunque sélo nos interesa donde alcance el minimo ya que como P{})

es una clibica, el minimo es el candidato para que toque primero el eje A, por el hecho de que
utilizando el paquete Mathematica 4.1 se encontré el resultade anterior, que a continuacién
se verificard geométrica y analiticamente. Empecemos con el anilisis, entonces tenemos

82 8
P\ =3x%+ FA+ 5(# +10)
Ahora, teniendo en cuenta el discriminante, comencemos con el andlisis geométrico.
b — dac

Como los valores propios estan dados por

~bT 02 — dac

Mz = 2a

tenemos que

1. Si ¥ —4ac > 0 P'(}) tiene dos raices reales, lo cual significa que P(}) tiene dos puntos
criticos, un méximo y un minimo que, grificamente, tendriamos lo que se observa en la
figura 3.11.
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P(A)

Figura 3.11: A contra P{X)
|

2. Si b2 — 4ac = 0 P'()) tiene una raiz real por lo cual podemos decir que P(}) tiene sélo
i un punto critico, véase la figura 3.12.

Figura 3.12: A contra P(X)
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3. Si b® — dac < 0 no tiene ninguna rafz real, obsérvese la figura 3.

P(A)

Figura 3.13: Ninguna rafz

Como nos interesa averiguar cudndo el polinomio pasa de tener tres rafces reales a tener
una real y dos complejas, griaficamente lo que quisieramos encontrar es cuindo Ay estd sobre
el eje A, véase la figura 3.14.

P(A)

Figura 3.14: A contra P(X)

Como Ay es donde P'(A) = 0, y alcanza un minimoe P())}, evaluemos P(}3), pero antes
calculemos Aj. )




i
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Como 8 g
P'()) = 3)% 4+ S 3+ 10)
tenemos que g g
e 2
= = — = — ]_
a 3, b 3 y C 3(IJ‘+ 0)
entonces
2 1 [4(41)? - 32(u + 10)
Ag =
6
de donde obtenemos a1
Ag = —— + — 1-72
2 9 + 9 961 — 72n

Ahora, calculemos FP(A2), entonces tendriamos

41 B 160
g)\§+§(u+1ﬂ)/\2+?(#— 1)

Py =+
igualamos P{Ag) = 0 y resolvemos para u, y obtenemos u = 1,34562, que es precisamente el
valor de p a partir de el cual los valores propios son uno real y dos complejos.

Como lo habiamos dicho anteriormente, los valores propios complejos pasaban de tener
parte real negativa a tener parte real positiva, entonces podia ocurrir una bifurcacién tipo
Hopf, lo cual pasaremos a analizar.

Ya conocemos el polinomio caracteristico de Df(Cy):

41

8u, . 160
3 3t

/\3
+ 3 3

80
A2+/\(?+ (b—1)=0
Del cual nos interesa averiguar el valor del parametro u para el cual ocurra la bifurcacién
tipo Hopf, es decir, cuando un par de valores propios tengan la forma A; o = tiwp. Es decir,
los valores propios estén colocados en el eje imaginario como se muestra a continuacién en la

figura (3.15).

Figura 3.15: A2 =T dwy
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Entonces tendrfamos que

A=iwg e C=AB, B>0

donde 4
A=—
3
80 8u
B=—+—
3 3
160
C=—(u-1
3 k-1
Por lo tanto de € — AB = 0 con un desarrollo algebraico sencillo obtenemos u = %, entonces
para los valores de 1,34562 < u < % un par de valores propios ain no atraviesan el eje
imaginario, perc justo en el valor de u = % un par de valores propios estin en el eje

imaginario, y para valores de u mayores un par de valores propios atraviesan el eje imaginario,
lo que se habia observado numéricamente. A continuacién se verificara analiticamente que, en
efecto, atraviesan el eje imaginario. Con la férmula para la derivada en los sistemas en R?,
o/ (o) la cual nos dird si los valores propios atraviesan el eje imaginario y en que direccién lo
hacen, sélo tendremos que ver si o'(ug) # 0. Véase en el Apéndice E vy la ecuacién E.5 para
el calculo de la velocidad de cruce, para mds claridad del siguiente desarrollo.

Utilicemos en el sistema de Lorenz dicha férmula.

g 10y — 10z
y | = pr - y-—xz
2 -8z + =y

Ya sabemos que los otros dos puntos de equilibrio son

Crz= (t\/g(ﬂ—l), t\/g(#—l), #—1)

Si recordamos la matriz de derivadas parciales y la evaluamos en Cj, recordemos que sélo se
hard para este punto de equilibrio ya que es simétrico al punto Cs, entonces tenemos

10 10 0
Df(zy,2) = { p—z -1 -
y oz -§
~10 10 0
8
A(p)=Df(P,p) = 1 -1 —v/ 3 -1}

Ahora definamos

—det(A(p))

[>]
——
=
~——

I
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donde
AW = -108+§(k-1)-10(-§+5(®-1)

AWl = -10(3p) - 10(-% + )

- :
|A(p) = 280-20(5) ;

Por lo tanto ¢/ (p) = 2. g

Entonces b'(u) = %, de aqui que

i B (@) E(0o+20)
! ’ o _3 3/ _ 3
' T2 ) 205D

Recuerde el polinomio caracteristico siguiente

41 30 8 160
a3 4 202 i Wit i —-1) =
+3/\+)\(3+3)+3(,u 1) =0

I“ Entonces Ag = —4—31 Y wp = % + %ff, por lo tanto si g = 1 tendriamos:

Lo By_41 152
g (-3 +20 3 76
I ,|!::;=il a’(,ug) o 3 ( 3 ) 9

(8 (3 )

) Entonces si z > 1 tenemos que o(p) > 0, por lo tanto los valores propios atraviesan el eje
I imaginario de izquierda a derecha, cotno se muestra graficamente a continuacién:

LJ Ii L
* . .
1,34562 < p < 42 p= 410 u> 40

Figura 3.16: Seguimiento de los valores propios cuando atraviesan el eje imaginario
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Ahora, si evaluamos D f(Cq, ) donde y = %ﬂ tendriamos

-10

Df(cl}ﬂ'): 1

2 902

10 0
1 9 902

9 902

De aqui que los valores propios estarian dados por

|Df(C]_,,u) o

—-10-A

1 —1-AX

M| =
0

202
-24/921 _ ¢

90‘2 902 3
2 2,/%2 8.

Entonces, los valores propios serian uno real y dos imaginarios puros, de donde se verifica el

hecho de que el valor de p = 470

coloca los valores propios en el eje imaginarto. Donde dichos

valores son Ay = -4 y Ag3 = :|:41/ 40;. Encontremos la variedad central para calcular el

coeficiente de Lyapunov, para esto traslademos el punto de equilibrio al origen con el siguiente

cambio de coordenadas.

T=1x1+2 902
- 57
=zx3+2 902
Yy=21=I2 57
- +451
BT
entonces el nuevo sistema esti dado por
gi(z1,z2,23) = —10 (2 %+x1)+lo (2 95%24_“)
e anes) = -2+ (2B +n) - o - (2 +01) (8 +0)
ga(@1, @2, @) = (2 %[)7’2+$1) (2 Eid 'H’) § (8 + x3)

Del campo anterior tenemos la matriz de derivadas parciales siguiente,

—10
B = Dy(x1,29,73) = l-z3
2 5., +:L‘
Ahora evaluemos B en (0,0,0)
~10
B(0,0,0) = 1
9 902

10 0
1 2@ g
902 8
10 0
902
1 -2,/

/802 _8
257 3
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Entonces los valores propios son

41 {110 {110
1 3 2 =44 TR A3 41 9
41

de losanterior tenemos que los vectores propios son los siguientes. Para A = — 5 serfa

—15 155

— 33
n = 1y 1558

p)

1
: de la misma manera para Az = 4 a 1os quedaria
i . __380 123'—113' 257070)
g 123(44175+5418

‘ vy = 2 (288—4/2000
i T A58 )

Ilf\nu}
E n:iv.im 1
il
Co
' ‘ Para A3 = —4 z tendriamos
| [ i
u!""”lf __ 380+/1234114+/257070 )
| e 123( -44iv/5+/418
i,
[
I Pa = 2 (288+41+/2000)
i 3 _Yu
o ~44i\/5++/418
i
¥ 1
i Alora sea

i P = (Im{vs) Re(vs) 1)

L Entonces tenemos que P seria

I 5
" ’ 194/135 190 e 11048 _15
! o g 459 459 155
‘\ \Ill
‘ P= 351/ = -16 11,/ 22,
123 1353 1558
5 -——7  +10 2
0 1 1

y @ = P~} quedaria de la siguiente forma,

123
3419y 75 2086815 _ 964/3090
T7779 47779 47779

Q = 7051414 _ 38,/51414 41547

47779 47779 47779
__T10+/51414 38+/51414 6232

47779 47779 47779
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+

Por lo tanto Q.B.P seria la matriz por bloques siguiente

110
0 —4/H0 o
B.P = 10
@ 4/ 0 0
41
0 0 -3

Como el coeficiente de Lyapunov estd dado por:
a= _""_(Rl + wa Ry)

de donde wp es €]l nimero que acompafia a la parte imaginaria, R;, Ry son las derivadas
parciales de g;(x1, 22, 23), gg(:r:l,:nz,m3),g3(:r:1,$2,x3) La variedad central esta dada por la

siguiente forma

w(t) = h(z1(t), z2(t))
y por lo tanto

_oh,  oh

donde
w=h(z,zn)= alz% + agz1z9 + agz% +---, . (3.22)

de los cuales sélo escojemos los términos de orden 2.
Ahora sea el cambio de base
al
Z = z2
w

Calculemos

190 1104/ 428
5 1353 123
( 151/ yosgw + % \/ 4t (A B T i z2
PZ = 16 _38_ 418
11 /7 33 ,w+ 35 /%Zl 4| - V];ssa 104/ 122

2 1558 153

\ W+ 22 /
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De lo anterior obtenemos €l sistema

418

1 = 15 N E 5 190 1353 N 110 53 g

vio= V15 8“’ g V123 450 459 | 72 i

§

_38 418 w

9 = 1 w+§§- 5 1353 +10 123 , %

v« = V1Y T oV 1™ 153 | 2
y3 = w+z

Ahora, multipliquemos la matriz inversa por nuestro campo

n{y1, 2, ¥3)
Q * 92('9'1, 2, y3)

g3(y1, 2, v3)

¥ esto, para definir las funciones, en términos de nuestras nuevas variables , que nos ayudardn
a encontrar la variedad central:

Fu1(z1, 22, w)
faa(z1, 22, w)

faa{z1, 22, w)

de donde con un desarrollo algebraico obtenemos
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o = DPUSVERW?  5004730wz _ 106400v2050:7
1A, 2,00 = 1958939 17630451 158674059
155200325/ ggw= 7714969022, | 1L
17630451 168674059 153674059 :
;
)
i
ooy = - 298353T5u2 | 32601275/ Fuz | 460479252 ;
IR T 148879364 35260902 158674059
59770wz; | 1099876v/3000z12 | 874304072
17630451 158674059 158674059 .
7920w’ 2404v/2090wz 50540022  161690wzs
f3s(21, 22, w) - + +
47779 430011 11610297 © 430011
90
113810/3Pa172 880840023
11610297 127713267
sustituimos lo anterior en la ecuacidn w = h(z;,2z3) = alzf + agzyz0 + a3z§ 4+ ¥
factorizamos el resultado obteniendo
2 505400  4la 110\ , { 8808400 110 4las
: . — 4y ap 4 2
wudarin | ( 610297 T 3 Vo “2) At s W TR T3 ) B

190
N 1138104/ It g wa + 41&.28 Ea 52
11610297 Vo™ 3 V™=

Si resolvemos, obtenemos los valores de ay,as, ag

. 3854108200
! 15121479148641
433485190, /12
2 T 368816564601
267231260800
az =

T 166336270635051
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Por lo tanto tenemos que la ecuacién de la variedad central es

0
3854108200 , 433485190,/ 267231260800

h =- -
(o1, 22) = ~ {5 oTareiaseai ™ + Sasionedeor 2 166336270635051 2 £

Ahora definimos 3

G1 = fula, 20, h(z1, 22))

G2

I#

faalz1, 20, h(21, 22))

para obtener el coeficiente de Lyapunov, recordemos que R; y Rj se expresan de la siguiente
manera.

f 3y bated) ;e 3Gy

R = =2 (21, 23) + 3 (21,22) + Ey 522 (21, 22) + ) (21, 22)

|

|

: el e e 8%G, %Gy

| Ry = —%321(21, z2) 523 (z1,22) + E{g‘(z"zz) - Wz_l(zl’ZQ)a_zf—(zl’ z2)

o 826G, 82G, e G,
!ﬂ’[.;; B (21, 22) 52 (21,22) + 527 (21, 22) 522 (21, 22)

I| Sustituyendo z; = 0, 25 = 0, R1, Ry en la ecuacién

1
s . a= “—lﬁwo (R}_ +w2R2)

tenemos que
1 /110
a = "——-—(Rl + 4 ERz)
16 4,/200

a = 0,00936297

Entonces por lo anterior conclufmos que la 6rbita periédica es inestable, y ocurre una bifur-
cacion de Hopf Subecritica, la cual se muestra en el diagrama de la figura 3.17.
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Figura 3.17: Bifurcacién de Hopf Subecritica: Un equilibrio estable ¥ una érbita periodica
o inestable se funden en un punto de equilibrio inestable.
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CAPITULO 4

Familia de Sistemas Tipo Lorenz

4.1. Introduccion

Motivados por la frecuencia con que aparecen los sistemas no lineales en la naturaleza

asi como en los procesos industriales se empezaron a estudiar dichos sistemas, en un principio
eran pocos los sistemas no lineales conocidos pero fueron surgiendo sistemas tales como el
de Duffing, Lorenz, etc. los cuales en lugar de servir para entender el comportamiente de los
sistemas no lineales dejaron mas dudas de estos, por lo cual era importante tener un repertorio
mas amplio en el cual apoyarse, asi que los investigadores, en su afin de entender a los sistemas
no lineales, empezaron a modificar los sistemas ya conocidos para tratar de descubrir otros,
tal es el caso del sistema de Lorenz, para el cual daremos una familia de sistemas, a la cual
llamaremos Familia de sistemas tipo Lorenz, motivados en la aparicién de los sistemas de
Chen y Lii.
En el siguiente capitulo obviamente se tendrd que dar la definicién de sistemas tipo Lorenz,
se verificara que efectivamente el sistema de Lorenz cumple con esta definicién asi como
también el de Chen. Se dard una definicién para la Forma candnica de los sistemas de Lorenz
generalizados. Cuatro lemas con el fin de demostrar que existe un cambio de coordenadas lineal
que transforma el sistema generalizado en una forma candnica. Y por tltimo se buscardn més
sistemas tipo Lorenz uniendo con una recta el sisterna anterior con el de Chen.

4.2. Sistemas tipo Lorenz

Seria raro empezar la presente seccién sin antes dar la definicién de Sistemas tipo Lorenz
por lo cual se dard a continuacién

Definicién 4.1. Diremos que el siguiente sistema en R3,

00 ]
m:(é f) z+z1} 0 0 -1 |z (4.1)
8 /axs 01 0

45
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1
a .
conz=| 2 |, 3eRyA= ( an 212 ), con valores propios A1, A2 € R tales que
21
3

—Ag > A1 > —A3 >0,

L]

e e s

es un sisterna tipo Lorenz.

Observe que el sistema (4.1) se puede reescribir como

aj1 a2z 0 1 0 a1 + a2z 0
g=| a2 ax 0 T2 |tz | —x3) = | anzi-taxze | + | —z1z3 ), _
0 0 As T3 s AsZs Tr1E3 £
es decir, :
£ = anr + a1aTs g
Tz = anri + aeTy—Ti¥3 ;
I3 = Azy + 132

; Estariamos algo mal si habldramos de Sistemas tipo Lorenz y el sistema de Lorenz no cumpli-
o era con esta definicién, por lo tanto, verifiquemos que efectivamente el sistema de Lorenz
cumple con lo anterior, asi como el de Chen, el desarrollo para el sistema de Lii se omitira.
Consideremos los siguientes sistemas,

Edward Lorenz(1962)

& = aly-—x)
¥ = cx—xZ2—Y
z = xy—bz

Con los siguientes parametros: a =10, b= §, ¢ = 28

Guanrong Chen(1999)

& = a(y—=)
vy = {(c—a)z—zz—cy
2z = zy-—bz

a=35 b=3, c=28

T Jinhu Lii(2002)

il P = ﬂ,(y _ _‘1:)
g 3 i,
[T /

i ; - my i bz:!

a=36 b=3, c=15

Recuerde que estos valores de los pardmetros son los clisicos donde ocurre el atractor extrafio.
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Entonces para los sistemas anteriores verifiquemos que —Ag > A; > —A3 > 0, en nuestro
sistema de Lorenz la matriz A serfa:

=( )

Ahora calculemos los valores propios, para esto encontremos el discriminante ayudados de
tr{ A}, |A| ¥ usemdslos en la férmula general.

tr{A)=—(a+1), |[A|l=a—ac
Entonces el polinomio caracteristico es:
Mi@+DA+{a—ac)=0
Y el discriminante nos queda:
D =(a+1)%-4(a—ac)
De donde con un simple desarrollo obtenemos
D=(a-1)2+4ac>0

Por lo tanto los valores propios quedarian:

— 12
Ay = (a+1)+\/2(a 1) +4ac>0

—(a+1) = /(a ~1)? + dac

Az = 5

<0

8
/\3=—62—§<0

Y asf el sistema de Lorenz cumple con la definicién. En el sistema de Chen la matriz A es:

A ( -a a )
c—6 ¢
Encontremos los valores propios, para esto calculemos el discriminante ayudados de tr(A4), |A|
¥ usémoslo en la férmula general.
tr(A) =c—a, |A| = —ac—a{c—a)=a® - 2ac
Entonces el polinomio caracteristico es:
M —(c—a)A+(a?-2ac) =0
Y el discriminante nos queda:

D = (c— a)® - 4(a? — 2a¢)
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desarrocllando obtenemos
D=c?+a(6c—3a)>0

Por lo tanto los valores propios son de la forma:

(c - a) + /(c — a)2 — 4(a? - 2ac)

.
R R R A

Crigs ook

* M= 2 >0 :
—a) - a2 —diaZ -
Ay = (c—a) - /(c— a)? — 4(a? ~ 2ac) <0
2
¥

Ag=-b=-3<10

De esta manera €l sistema de Chen cumple con la definicién de sistemas tipo lorenz asi como
también el sistema de Lii. A continuacién se da una definicién més para la Familia de sistemas
tipo Lorenz, la cual se presenta enseguida.

Definicién 4.2 (Forma canénica de los sistemas de Lorenz generalizados).

A 000 00 -1
2= 0 A O lz+((1, -1, 0)z)[ 0 0 -1 ]z
0 0 /\3 1 7 0
zy
donde z=| 2z | y7€(-1,00)
23

Driremos que un sistema de Lorenz generalizado es no trivial si tiene al menos una solucidn
que no converge al origen, ni al infinito ni tampoco a algiin ciclo limite.

En el camino que seguimos para encontrar un cambio de coordenadas lineal que transforme
el sistema generalizado en una forma candnica, con la suposicién de que ajaas > 0 {los
coeficientes @12, ag) recuerde que corresponden al bloque A dado en la ecuacién (4.1), cuando
dicha ecuacién representa al sistema de Lorenz), por el hecho de tratarse de los sistemas tipe
Lorenz, porque por ejemplo si tuviéramos ajgaz; < 0 tendriamos que decir sistemas Tipo Chen.
Tendremos que dar los siguientes cuatro Jemas para lograr nuestro cometido. Este primer lema
es la via para encontrar la parte lineal del sistema candnico, aunque serd indispensable dar
un segundo lema para este propésito.

Lema 4.1. Sean A = ( o Gz yA= 40 . st v y vz son vectores propios de A,
a1 G232 0 A

. . : v
con sus respectivos valores propios Ay, Ay, entonces u; = 01 ) Y Up = ( 162 ) son vectores
propios de A con sus respectivos valores propios A1, Az.
Demostracion. Sabemos que Aw; = A;jv para i = 1, 2, por demostrar que

Au; = \uy para i =1,2

Ahora como

e (§2)(3)-(8)-(8) (3
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Con el lema siguiente, como se dijo anteriormente, es suficiente para lograr la forma
candnica de los Sisternas de Lorenz generalizados en su parte lineal.

Lema 4.2. Sea P = (v1,v2) tal que P71AP = ( )(\)1 )? ) entonces
2
—_ P 0
P-(5 1)
es tal gue
— e A1 00
P "AP= 0 A O
0 0 Aj

. =-1 P10
Demostracion. Como P~ = 0 1 | tenemos que,

1= _ (P10 A0 P 0
P AP“”(O 1)(0 Ag)(ﬂ 1)

PA 0\[/P 0 PlAP 0 AL OO
I R ¥ 01/=0 o /)50 A0
0 0 A

n

El siguiente lema serd el que nos ayude a encontrar la forma candnica de la parte no lineal.

Lema 4.3. Considere el sistema
2=Jz+ kyepz Mz (4.2)

z € RS, J, M € Mzyu3(R), cli; € R, ky € R, entonces, el cambio de coordenadas w = koz
transforma (4.2) en

W = Jw + {cpw) Mw

Demostracion. Sea
w = kgz

Si derivamos lo anterior y sustituimos (4.2) obtenemos
w = Jw + cowMw
n

Este es €l ltimo lema que se dara para lograr la demostracién del teorema que se enun-
ciard al final de la demostracién de este lema.

Lema 4.4. Si a;2621 > 0, entonces Ay —ap > 0
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Demostracidn. Sea
A= a1l a2
a1 a2
Calculemos los valores propios, para esto ayudémonos de tr(A), |4|, D
tr(A) = a1 +an |4l =ana2 - anan
Entonces el discriminante se puede encontrar desarroliando
D = (tr(A))? — 4]4]

de donde se obtiene
D = (agz — a11)? + 4ayaan

por lo tanto los valores propios son

(@11 + az2) + V(a2 — a11)? + daizon

Mz =" 2
De aqui que
a — —a11)? +4a
A - 4y = (azg —an)+ \/(a222 a11)? + da1zan >0
u
Recuerde el siguiente sistema generalizado:

A 0 00 0
:i:=(0 \ ) x+x1|1 0 0 -1 ]z con Az€R (4.3)

3/ 3x3 01 0O

Enseguida se enunciard el teorema que se ha venido mencionando a lo largo de esta seccién

Teorema 4.5. Considere el sistema no érivial de Lorenz generalizado (4.8), tal que st ajaag; >
0 entonces existe un cambio de coordenadas lineal z=Tx que transforma (4.8) en la siguiente
forma eandnica.

A1 000 00 -1
2={ 0 X 0 fz+((1, -1, 0)2)| 0 0 -1 }=z
0 0 Mg ) 1 7 0
21
dondez=1{ 23 } y7€(-1,00)
23

Demostracidn. Sea el cambio de coordenadas

—_1 J—

z=P 'z, =Pz
Derivando el cambio de coordenadas obtenemos.

. -1,
=P 'z
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Si sustitufmos % dado en (4.3) y usamos A y B para facilitar los cdlculos obtenemos
=P APz + ﬁ_lmlﬁnﬁz

Ahora de los lemas (4.1) y (4.2) tenemos que

e Ay 0 O
7 AP={ 0 A 0
0 0 Xs
Encontremos P = {v1,vs) tal que
o 00 -1
P BPz:( 1, -1, 0 )z 0 0 -1 |z (4.4)
1+ 0

Como buscamos una matriz P entonces

v
Avy =X o, wy=[ 1
12

an 12 i\ A1
az a2 V12 A2
Entonces desarrollando tenemos

a12v12 = (A1 — a11)vnn

@12
™m = A
1— a1

Ahora calculemos el otro vector propio.

v
A'Uz = /\21)2 Vg = 2
V22

( a1 ap ) ( var \ _ ( Azvgy
az  az v Agvag

FEntonces, de lo anterior tenemos

De aquf que

ajzv2z = (Ag — aip)um

v el vector propio es

Az —an

v2=( 12 ) ayg # 0

De aqui que la matriz P es,

P ( 1012 Q12 )
aj(Ad —an) ag(Az —an)
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Donde «v; y o3 son constantes que habremos de determinar para que se cumpia (4.4)

Definamos B, P y P
0 0 —
0 hn
0 -1 |={ o~
1 L ( ba 0 )

donde by = ( _2 ),E:(O 1 ).Sea

_ 0
B=10
0

Entonces

de lo cual se obtiene

Ahora usaremos el hecho de que z = Pz.

T z1 a2 25137 0 z
PO
2 | =1 g 1 z2 } = aiffh—an} ca(rz—an) 0 22
T3 23 G 0 1 Z3
De lo cual sélo nos interesa zy.
T1 = aiaizz + aga12ze = (@012, a2a12, 0)2
De lo anterior se puede observar que o9 = —ey, esto para que vaya adquiriendo la forma de

(4.4).
Dejemos lo anterior por un momento, veamos que pasa con P15 y byP. Primero deter-
minemos el {P[, P71

|Pf = araga1a(A ~ a11) — agazaia(Ar — an)

De donde se tiene
|P| = aranara{ra — M)

p1_ 1 ( ag(Az —an) —onay )
[P\ —o1{Ar —an1) 1G12

Entonces

P“lb_lz_._l_( az(Az —an) —ozaiz ( 0 ;__l_h( anlz)
[Pl \ —e1(A; —a11) man -1 |P] \ —a1a12
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Ahora
—p (A2 —an) —agan \
BP=(0 1) ( —an(M —an)  agor ) = ( (A1 —au), oelrs—a1) )
de aqui que
:i:' -l== . 0 P_]'E
2P "BP = (o012, agayz, 0 JZ(EP 0 )
0 0 —Z—WI ;]
2P 'BP = ( a1012, omary, 0)z 0 0 —
an{Ar —an) a2 - ayy) 0
Como anteriormente también se observa que ay = —ay, y entonces podemos factorizar de la
siguiente manera.
1P BP = |1P|12( L, =1, 0)z| 0 0 -1
Hh B 0
donde
8 = oy (A1 —ay [Pltaa—an) - efmip{da—Ad)(Ar—an)
i #P a1z - a1z
= _oelh-a) _  |Pi{rgz—an) _ afara(Aa—A1)(d2—ay;)
ﬁ2 - Aﬂ_ﬂ_l ﬁz - a1z = - ! a1z
Entonces necesitamos que
fr= -~ M)A —an) =1
1
2
ol = 45
Y7 =2 —an) (45)
La ecuaci6n (4.5) estd bien definida ya que (A\; — A3) > 0 por la definicién (4.3), (M1 —ay) >0
de por el lema (4.4).
or. P = ai(d~A)(e —an) = FrmmGimay (A2 — A1) (A2 — an)
- _ M—ay
\ - A1l

Tomemos A; — A2 = ¢ > (, entonces

A=A —c¢ (4.6)
Sustituyendo (4.6) en r = —%f—:—ﬁﬁ tenemos:
T = _Ar\:fau_e
(S o vervre
Como A; ~ a1y > 0 por el lema (4.4), de aquf que 7 > ~1. [ |
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4.3. Como encontrar mas sistemas tipo Lorenz.

La motivacién para esta seccidén como se dijo en la introduccién de este capitulo es tener
més sistemas no lineales que fuesen caéticos. Volvamos a considerar de nueva cuenta los

sistemas de Lorenz, Chen y Lii que ya fueron mencionados anteriormente.
L .

Edward Lorenz(1962) 2
= aly-s) i
¥ = cx—IT2—Y
z = zy—bz ;

Con los siguientes pardmetros a = 10, b = %, c=28.

Guanrong Chen(1999)

T = aly—z)
‘ ¥ = (c—a)z—zz—cy
; 2 = zy-—bz

a=35 b=3, c=28

e

b Jinhu Li{2002)

& = aly—z)
¥y = —zz-—cy
2 = zy-—bz

a=36, b=3, ¢=15

Trataremos de encontrar una recta que una el sistema de Lorenz (pp) con el sistema de
Chen (p1), grificamente esto se ve de la siguiente manera.

b
szl-PD
3 /pl
F P
Mo B5 a

Figura 4.1: Recta que une al sistema de Lorenz y Chen

Entonces la parametrizacion de la recta es

po + a(p1 — po)
(10, %) + (25, §)

g(a)
g(a)

I
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Cuando estamos en el sistema de Lorenz tenemos pp = g(0) = (10, %) ¥ cuando estamos en

el sistema de Chen tenemos p; = ¢(1) = (35, 3) entonces g{a) = (10 + 25, % + %a)

Ahora los coeficientes en y de z, y para el sistema de Lorenz son (c, ~1), entonces (28, —1),

para Chen son (¢ — 35,c), (—7,28). Entonces

()
z(a)

po + a(p1 — pg)
(28 — 350, -1 + 29a)

I

Sistemna en general

& = (104 25a)(y — z) (4.7)
y (28 — 350)x — zz + (-1 + 29a)y (4.8
;o= ay- (“Ta) P (4.9)

ya€[0,1]

Ahora verifiquemos que el sistema dado por (4.7), (4.8) y (4.9) cumple con la definicién |

es decir cumple que es un Sistema tipo Lorenz, ademas observe que éste se puede reescribir
como:

T — {10+ 25a) (10 + 25a) 0 z 00 0 z
(y):( (28 - 35a) (—1+ 29a) 0 ) (y)+x 0 0 —1)(1;)
z 0 0 —(—‘gﬁ) z 01 0 z

Para que lo anterior cumpla con la definicién 4.3 solo falta verificar que —Ay > Ay > — A3 > 0,
para lo cual haremos uso del paquete Mathematica, el cual se usard para dar una conclusion
geométrica. De la ecuacidn anterior se observa rapidamente que la matriz A es

o]

[ —(10+25) (10 25)
A‘( (28 — 35a) (-1+29a))

Para la cual los valores propios son

Az = (—11 + 4o 3: /1201 + 23720 — 58402 )

|-

Grafiquemos —Ag, A1 ¥ —As, lo cual se observa en la figura 4.2

Pt

A
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| e T
e

254 .

=TT

10+

alpha

Figura 4.2: Graficas de —As, A; ¥ — A3, los cuales aparecen en el mismo orden, de arriba hacia
abajo.

Entonces graficamente se observa que para o € [0,1] los valores propios son positivos.
Con lo cual se concluye que el sistema en general dado per (4.7), (4.8) ¥y (4.9) es un
sistema tipo Lorenz. Lo cual nos lleva a la sigulente pregunta, ;para toda o, es posible
levar el sistema antes mencionado a la forma candnica?. La respuesta es dada por la figura
4.3 De la figura anterior se observa que para a € [0, ,8) el sistema puede ser llevado a la forma

250 \
200 \

150
100

504

alpha

Figura 4.3: « contra (10 + 25c¢)(28 — 35a).

candnica, mientras que para los valores de « € [,8, 1] esto no es posible.
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N T

25 T

alpha

Figura 4.2: Griéficas de —Az, A1 ¥ — A3, los cuales aparecen en el mismo orden, de arriba hacia
abajo.

Entonces graficamente se observa que para a € [0,1] los valores propios son positivos.
Con lo cual se concluye que el sistema en general dado por (4.7), (4.8} y (4.9) es un
sistema tipo Lorenz. Lo cual nos lleva a la siguiente pregunta, jpara toda o, es posible
llevar el sistema antes mencionado a la forma candnica?. La respuesta es dada por la figura
4.3 De la figura anterior se observa que para « € [0, ,8} el sistema puede ser llevado a la forma

sood _.— T—

250 \
200 4 \

150

100 1

50 \

aipha

Figura 4.3: o contra (10 + 250:)(28 — 3ba).

candnica, mientras que para los valores de o € [,8, 1] esto no es posible.
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CAPITULO 5

Sistema de Duffing

5.1. Introduccidon

La ecuacién de dufling es una ecuacién diferencial para modelar un oscilador de doble pozo
tal como el sistema mecdnico magneto-eldstico. Este sistema consiste en una viga colocada
verticalmente entre dos imanes, con el extremo superior fijo, y el extremo inferior libre para
oscilar.

fuerza . barra
periddica ‘ ‘ / flexible
L] []
imanes

Figura 5.1: Oscilador mecanico de Duffing

La viga, sera atraida a uno de los dos imanes, y dada una cierta velocidad oscilara sobre
ese iman hasta que la friccidn lo pare. Cada uno de los imanes crea un punto fijo donde la
viga puede venir a parar sobre ese iman y permanecer en equilibrio. Sin embargo, cuando
el sistema entero es sacudide por una fuerza periddica, la viga puede saltar hacia atris de
un imén a otro de una manera aparentemente al azar. Dependiendo de que tan grande sea
la fuerza que sacude, no puede haber puntos fijos estables y ningtin ciclo fijo estable en el

-

57
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sistema. Este sistema se puede modelar matemdticamente por la ecuacién,

&’z  dz
b - 3
7 + i F cos{wt)
Segiin lo demostrado por Moon y Colmes (1979). Esta ecuacién se conoce como la ecuacién

de Duffing.

5.2. El Oscilador de Duffing Controlado por el Sistema Unifi-
cado

El titulo de la presente seccién sugiere una forma de controlar el sistema de Duffing, eso
significarfa que se pudiera manipular un sistema cadtico, pero realmente lo que se tiene es una
forma de pasar del sistema de Duffing al sistema unificado {que por supuesto es cadtico) y
viceversa, ya con esta aclaracién pareciera que no se avanza mucho, pero si se quisiera que el
sistemna de Duffing tuviera cierta propiedad del sistema unificado, se pudiera obtener via una
transformacidn lineal, lo que se pudiera tornar como un cierto tipo de control hacia el sistema
de Duffing.

El familiar oscilador de Duffing puede ser controlado por el sistema candnice de Lorenz y
Chen. Aqui, una similar coneccién entre el oscilador de Duffing y el sistema unificado puede
ser encontrado.

Teorema 5.1. E! oscilador de Duffing puede ser controlade

d2;l’,‘d d:.‘cd 2
Iz + e + {exg — Vxg = —uzy (5.1)
con el pardmetro p = 11—4a y el controlador dindmico retroalimentado u (ecuacidn (5.7))
satisfactorio
d
E? = A3u + €(As + 50 + 20)z2 — A3(150a2 — 6150 — 269) (5.2)

es un difeomorfismo con el sistema unificado, via la siguiente transformacidn lineal:

T

= Z 5.3
T4 T (5.3)
\ (5.4)
dzg _ (250 + 10){(y — =) (5.5)

dt V2
(5.6)

2

u = (25a+10)z— 52- + 15002 — 6150; - 269 (5.7)

Alternativamente, el sistema (5.1) puede ser transformado en el sistema unificado usando

. — 11-4c L. ,
el pardmetro j1 = et reisaTen ¥ el control dindmico retroalimentado

du _ dgu+ (A3 + 50+ 20)z3
dt  /—150a2 + 615a + 270

(5.8)
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con la siguiente transformacion lineal:

&x

Ty = 5.9
4 v/ 2¢(—15002 + 615a + 270) (59)
(5.10)
dry _ (250 + 10){y — x) (5.11)

dt (~15002 + 6150 + 270)v/2¢ '
(5.12)

250 + 10)z - &
- - % , (5.13)
—15002 + 615a + 270
y con el siguiente reescalamiento del tiempo:

t = 6+/—15002 + 615a + 270, (5.14)

Demostracidn. Lo que haremos para la demostracién de este teorema serd pasar del sistemna
de Duffing al sistema candnico de Lorenz, es decir, encontrar &, ¢ y ¢ del sistema mencionado
al 1iltimo. Entonces de (5.3) tenemos

z = v2exy
de aqui que
& =224

E= @(256" +\1/g%(y ) 9 (25 + 10)(y ~ =)

Ahora de (5.5) tenemos

/4
Y=o -H1
250+ 10
de donde tenemos derivando

C Veedm
Y= S5+ 10

Para simplificar las operaciones hagamos el cambio de variables w = — 15002 + 615 + 269
v a = 25 + 10 entonces de la ecuacién anterior tenemos

§= -i- (\/52 (—umd - u%{ — (7%~ l)md)) +a(y — %)

+z

Sustituyendo u, 4, w, a y =4 obtenemos

g = %zg(_(az_%z_w)%_g%)%m_(fgq)ﬁ)ﬂ(yw)

3 - 3
j o= E(-(r-H-Z-(l-d)y-2)-F+E)+aly-2)
§ = —zz+E 4 (11 —da)y+ (11 —da)z - & + L 4 (250 + 10)y — (250 + 10)z

»
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De la ecuacién anterior, podemos llegar a ¢ del sistema unificado
g = —zz+ (28 - 35a)z + (28 — 1)y

Por ltima de {5.7) tenemos
2
u+ G +w
= —"
a
de donde derivando obtenemos
du 4 zdzx
dt ' dt
a
Si sustituimos 5.2 y & del sistema de Lorenz en la ecuacién anterior se tiene

Z =

1
2 = = (Aau+ e(Aa + 50ar + 20)a — ds(~w) + zaly — 2))

Ahora si en lo anterior sustituimoes wu, scg tenemos

. 1 z2 z?
i=_ zlaz — > —w)+e(As +50a+20)~2-;- +w + zaly — )
de la ecuacidén obtenida se tiene desarrollando
¢ = 1(adaz— X% +150a%As - 615aks — 2693 + 2 4 25z’

+10z2 — 1502302 + 615ar3 + 269X3 + za(y — )
De donde se obtiene la iiltima ecuacion
z2=Xz+ Y

Ahora como las ecuaciones

:1:=\/-2-E.'Ed

a2
_ &t
Y = Jarw ¥

2
ut S 4w
z = a

son la inversa, ademas es suave y diferenciable concluimos que existe un difeomorfismo entre
el oscilador de Duffing y el sistema candnico de Lorenz y Chen. :

Otra manera de demostrar el teorema es la siguiente. Hagamos el mismo cambio de vari-
ables.

w = —150a2 + 615 + 270
a = 25a+10

Ahora de la ecuacién (5.9} tenemos

z = zgV2ew

a la cual si tomamos la derivada con respecto a ¢ obtenemos

dz dzg4
a8 = ap VY




5.2. EL OSCILADOR DE DUFFING CONTROLADO PCOR EL SISTEMA UNIFICADOg1

donde
___fm?iz g _ wu(y - z)
L T wy/2e
de aqui que

%:a\/;(;_m)\/ze—_.a(y_z) (25 + 10)(y - )

De la ecuacién (5.11) tenemos
13 (§po)
derivando lo anterior con respecto a ¢ tendriamos
o _wriml(#) @
dé 1 a df dé

. a( G4
Para simplificar el desarrollo calculemnos por separado —z

df “;’1) p
- —uzd — pSE — (ex] — )xg
7 i

F 7

Ahora si lo sustituimos en gg obtenemos

iy _ e/

d.';[.'d 9 dI
- a uzd — pgy ~ (e% 1)"""”’] T3

para facilitar los cilculos desarrollemos lo anterior por partes

v < az.h—-"'-ﬁ3 ( T )_ azx z®
w v 2ew un2ew 2w/ 2ew

#gd%é _ (11J£a) (GSE)) - a(uw—\;gzg_; z)

2 3
(ez? — 1)zq = (e—'rf— - 1) S S
2ew V2ew  2wv2ew 2ew

Entonces tendriamos que

dy w2 | azzx a(ll — de)(y — z) dz
df ~ aywle [ w .+$ w +d€

de aqui se tendria sustituyendo w y a,

% = —zz+%zr—(11-4a)(y - z) + (250 + 10)(y — z)
= ~zx+ 28z + 3I5azx — y + 29ay
= —zz+ (35a+ 28)z + (29a ~ 1)y -
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Ahora despejando z de la ecuacién (5.13) nos queda

z—E uw+x2
T a 2

£~
Si derivamos obtenemos

df df df
Entonces
du _ _‘é—g_ 1_Agute(ra-+600+20)22
o — g = v

Azue + e{Ag + 50 + 20):!:3

Si lo multiplicamos por w tenemos

du 1 z2 z?
Ee—'w =W [/\3;”— (a,z - 3‘) + e(Az + 50a + 20)-2-;‘1—)]
lo cual nos lleva a J 5
) ¢ 20 ,
Ew = )\3(12 + 50(15‘ —2—.’12
2
d(%—) _md_m = ra(y — z)
do ds WV
Entonces 4 2
¥4 _ 1 X 9
i (/\3:12+50a 5 + 10z” + zaly z))
De donde con un simple desarrollo se obtiene
dz
i A3z + zy
De la misma manera que la demostracién anéloga tenemos
T = zgVview
y = }{(GovE)+o
z = é (uw + 523)
el cual es un campo suave y diferenciable, por lo tanto el difeomorfismo se d4. |




CAPITULO 6

Conclusiones

Como este trabajo es un poco extenso hay que tener en cuenta que la conclusién se hard por
capitulos. El primer capitulo se tomo como introducién del presente trabajo de el cual se
desprende que el modelo dominante y casi exclusivo en la ciencias desde su surgimiento en el
siglo XVII ha sido el modelo mecanicista y determinista. El determinismo puede ser subvertido
de dos maneras: una, por el azar, y la otra por el caos. Por su parte los sistemas caéticos aunque
sean deterministas no permiten la prediccién por que trayectorias que surgen juntas divergen
répidamente borrando el recuerdo de dicho inicio comiin. En la naturaleza ciertos fenémenos
pueden ser modelados por unas estructuras matemdticas que se denominan sistemas dindmicos
y cuyo estado viene definido por una serie de variables que dependen del tiempo (variables de
estado) y por una serie de leyes, una dindmica. La representacién de los sistemas dindnicos
se lleva a cabo en un espacio denominado espacio de fases en el que cada puuto define un
estado y cada trayectoria una evolucién del sistema. Los sistemas dindmicos son conservativos
o disipativos, los sistemas disipativos suelen contar con atractores. Los atractores cldsicos son:

a) Un punto fijo.

b) Una érbita periddica.

¢) Una 6rbita cuasi-periodica.
d) Un atractor extraho.

Un conjunto fractal es un conjunto “muy raro ”cuya dimensién es intermedia entre una linea
y una superficie o entre una superficie y un volumen. Los atractores extrafios con estructura
fractal que son ejemplos de caos determinista obedecen a dos construcciones: La divergen-
cia de las trayectorias y su confinamiento en un espacio determinado, la sensibilidad de las
condiciones iniciales son las responsables del estiramiento del fractal y el confinamiento espe-
cial responde el plegado del mismo. El caos surge del orden y un cierto orden puede surgir
del caos. Del orden se puede pasar al caos a través de tres caminos principales que supo-
nen los tres la desestabilizacién de regmenes periédicos por perturbaciones que en lugar de
amortiguarse y desaparecer se amplifican: Por duplicacién de periodo, por intermitencias, o
por la cuasi-periodicidad. En el segundo capitulo se abordan los tipos de bifurcaciones que
serdn utilizadas. La bifurcacién hoquilla es una bifurcacién simétrica, la cual consiste en que
un tnico punto fijo se bifurca en tres, las bifurcaciones horquilla pueden clasificarse en dos
*
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grupos importantes: Subcriticas y supereriticas. Se enuncio un teorema debido a Sotomayor,
el cual d4 condiciones suficientes pero no necesarias para la bifurcacién horquilla.

Teorema 6.1 (Sotomayor). Sea & = f(r,p), z € R®, p € R, con f(=zg, po) = 0. Supongamos

ue
4 -*

i) M%‘;—’l‘—"l posee un valor propio cero, com v un veetor propio por la derecha y w por la

izquierda. Ademds, a—f%—’;‘iﬁ posee k valores propios con parte real negativa yn —k — 1
con parte real positiva (contando multiplicidades).

K T (31’(2(; Mo)) -0, w (3 f(xo,ﬂo)( ,U))
T(32.I;;E;;uo)(v)) £0, w (3 f(;og,#u)( v, ,U)) £0

Entonces el sistema sufre la bifurcacion horguilla en el punto (o, o).

No es posible utilizar el teorema de Sctomayor para comprobar dicha conjetura ya que el
el sistema de Lorenz no cuenta con términos de orden tres, Por lo cual se hace un analisis
Geométrico y algebraico, para concluir que ocurre una bifurcacién herquilla.

Posteriormente se aborda la bifurcacién Hopf para lo cual nos hemos centrado en el estudio
de los puntos de equilibrio no hiperbélicos . En este contexto, resulta fundamental el teorema
de la variedad central, dicha variedad invariante puede ser representada localmente como la
grafica de una funcién de clase ¢". Cuando el punto de equilibric es no hiperbélico debido a
la. presencia de al menos un valor propio real simple nulo, la restriccién del sistema original
a la variedad central es un sistema de dimensién uno, y si es consecuencia de la presencia de
un par de valores propios imaginarios puros, dicha restriccién es bidimensional, en el caso de
que el equilibrio estacionario sea ne hiperbdlico debido a la presencia de un par de valores
propios imaginarios puros para cierto valor del pardmetro del sistema, g = py, si se verifica
cierta condicién de generalidad, traducible en que los valores propios A{y) que son imaginarios
purcs en pg crucen el eje imaginario con velocidad no nula, esto es:

dReA(t)
dy

En tales circunstancias, el teorema de Hopf asegura la existencia de algunas soluciones periddi-
cas bifurcdndose a partir de pg. La estabilidad de las mismas viene determinado por una
segunda condicién expresada en términos del Namado primer coeficiente de Llapunov I}, una
condicién suficiente para la existencia de un ciclo limite estable es que [y < 0, ysi ) > 0, el
ciclo limite es inestable. En el primer caso estamos ante una bifurcacién de Hopf supercritica,
en el segundo caso, se trata de una bifurcacién de Hopf subcritica, formalicemos lo anterior
con el siguiente teoremas:

d=—"u=po #0 (6.1)

Teorema 6.2 ( Hopf (1942)). Considere la familia uni—paramétrica de ecuaciones diferen-
ciales
& = Flz, W), (6.2)

con F': R" x R — R® lo suficientemnente suave. Con un punto de equilibrio (zo, po) y A{u) =
Dy F(xqg, 1).
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(i) Si A{uo) posee un tnico per de valores propios con parte real cero, entonces eziste una
curva suave de puntos de equilibrio {z(p), 1) con (o) = zp. Ademds, los valores propios
Mp), Xu) de A{u), los cuales se hacen imaginarios en uy, varian suavemente con el
pardmetro y.

. . _. dReAy)
(i1) Si d = m I#:m i
pasando por (zo, o) € R™ x R y un sisterma de coordenadas suave, cuya erpansidn en

serie de Taylor, hasta grade tres sobre la varieded centrel, estd dade, en forma polar,
por la siguiente expresion

# 0, entonces existe una dnica variedad central tridimencional,

= (dp + hr?yr, = w+ cu + br2.

Si Iy # 0 entonces existe una superficie de drbitas periddicas en la variedad central, las

cuales tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por Mug), o). Si

I < 0 las drbitas periddicas son estables (caso supercritico) mientres que sily > 0 son
inestables (caso suberitico).

En el tercer capitulo se inicia con el calculo de los puntos de equilibric, dado por resultado
tres equilibrios. Se divide el estudio del punto en tres casos, para valores del pardmetro p.

1. Cuando 0 < p < 1, y se tiene que es un equilibrio estable.

2. Para 4 = 1 el punto de equilibrio es no-hiperbdlico y se tiene que calcular la variedad
central. Y se obtiene que €l origen es estable.

3. Y por iltimo, si p > 1, grificamente se observa que el equilibrio es silla-nodo.

Se obseva que el sistema de Lorenz bajo la transformacié (z,y, 2} — (—z, —y, 2) es simétrico,
se utiliza el criterio de Routh para obtener exactamente los valores donde cambia de signo la
parte real de los valores propios, se ubica el caso para el cual los valores propios pasan de ser
reales a complejos. Para la bifurcacién tipo Hopf se encuentra el valor del pardmetro para el
cual ocwrra ésta, se calcula la variedad central para encontrar el coeficiente de Liapunov, y se
concluye que la érbita periddica es inestable, y ocurre una bifurcacién de Hopf suberitica.

Gran parte del cuerpo de conocimientos gue integra la teorfa del caos surgié originalmente
del estudio de los cambios climéticos y, de hecho, uno de los primeros descubrimientos que dan
sustento tedrico a esta drea de estudio se debe a Edward Lorenz. Cuando Lorenz intentaba
modelar el comportamiento del clima mediante la conducta cadtica de los gases, tomd unas
cuantas de las ecuaciones conocidas como el sistema de Navier-Stokes del campo de la dindmica
de fluidos y, al simplificarlas, obtuvo el siguiente sistema tridimensional:

T = dy-—z)
§ = pr—-y-—zz
2 = zy-—bz

En estas ecuaciones, é representa el ndmere de Prandtl, con valor de 10, El pardmetro pu

representa la diferencia de temperaturas entre la parte inferior y la superior del sistema,

con un valor de 28. La variable b representa la relacién entre la longitud y la altura de la

caja que se emplea para contener el gas, con una diferencia entre temperaturas en los lados

opuestos del cilindro, mientras que z representa la desviacidén del sistema de la linea vertical
&>
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graficada correspondiente a la temperatura. En esta primer subseccidén aparte de la pasada
introduccién se calcularan los puntos de equilibrios, se estudia la estabilidad del origen como
io sugiere el nombre de la subseccién, para esto se recurrird a argumentos tanto graficos como
algebraicos. Después de todo el andlisis se llegé a la conclusién de que las soluciones sobre la
variedadacentral son estables, en la dltima subseccién sélo se analiz6 el punto de equilibrio Cy
ya que previamente se verifico la simetria del sistema de Lorenz. El andlisis de dicho punto
de equilibrio nos hara recurrir al uso de el paquete Mathematica 4.1, para tener una idea
numérica acerca de los valores propios, de nueva cuenta recurriremos tanto a lo Geométrico
como a lo algebraico asi como a los criterios de Routh y de la derivada (velocidad de cruce
en la bifurcacién Hopf). Se calculé el coeficiente de Lyapunov de donde se conclnird que la
drbita periddica es inestable, y ocurre una bifurcacién de Hopf Subcritica.

En el capitulo cuatro motivados por la frecuencia con que aparecen los sistemas no lineales
en la naturaleza asi como en los procesos industriales se empezaron a estudiar dichos sistemas,
los investigadores, en su afin de entender a los sistemas no lineales, empezaron a modificar los
sistemas ya conocidos para tratar de descubrir otros, tal es el caso del sistema de Lorenz, para
el enal dimos una familia de sistemas, a la cual llamamos Familia de sistemas tipo Lorenz.

Resumiendo brevemente el tltimo capitulo, se dijo que la ecuacién de Duffing es una
ecnacién diferencial para modelar un oscilador de doble pozo tal como el sistema mecdnico
magneto-eldstico. Este sistema consiste en una viga colocada verticalmente entre dos imanes,
con el extremo superior fijo, ¥ el extremo inferior libre para oscilar. Se demostre que oscilador
de Duffing puede ser controlado por el sistema candnico de Lorenz y Chen, para éste teorema
se dieron dos demostraciones.Al fin y al cabo este trabajo s6lo aborda una parte de todo lo
que se puede estudiar acerca de este sistema (Sistemma de Lorenz), que es muy estudiado en
mucha de la bibliografia existente, por lo que invito a los compafieros lectores a complementar
el presente trabajo.




APENDICE A

Teorema de Hartman-Grobman

Un buen inicio en el andlisis de sistemas no lineales es encontrar sus puntos de equilibrio
e investigar el comportamiento de las soluciones que inician cercanas a cada uno de ellos, Sea
zg un punto de equilibrio del sistema no lineal £ = f(z). Expandiendo en series de Taylor
alrededor de zg €l campo vectorial f, obtenemos

, 1
& = Df(@o)(@ — 0) + 5(z — 30)" D*f(w0)(z — 70) ++ -
Luego, se sigue que el sistema lineal
& = D f(z0)(z — o) (A1)

es una buena aproximacién del sistema no lineal

z = f(z) {A.2)
alrededor de z = z¢. Haciendo el cambio de variables £ = z — zp, (A.1) se transforma en
¢ = Df (o)t (A.3)

Diremos que {A.3) es la linealizacion de (A.2).

& Qué podemos establecer acerca de las soluciones de (A.2) basados en nuestro conocimiento
de las soluciones de (A.3)¢. Los teoremas de Hartman-Grobman y el de la variedad estable,
dos de los resultados maés importantes en la teoria local de sistemas dindmicos, responden
dicha pregunta.

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy importante en la teorfa cualitativa
local de las ecuaciones diferenciales ordinarias, Establece que, bajo clertas condiciones, en la
vecindad de un punto de equilibrio xp, el sistema no lineal (A.2) tiene la misma estructura
cualitativa que su linealizacién (A.3).

Diremos que un punto de equilibrio zq del campo vectorial f es hiperbdlico si D f(zp) no
w
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tiene valores propios con parte real cero.

Considere los sistemas no lineales £ = f(z) y & = g{x). Diremos que son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo que manda érbitas de un sistema en el otro, y es tal
que preserwa el sentido de las mismas. 81 ademéds es tal que preserva la parametrizacion del

. tiempo, entonces diremos que son fopoldgicamente conjugados.

Teorema A.1 (Hartman-Grobman). Sea zy un punio de equilibrio hiperbolico del campo
vectorial f. Fnfonces el sistema no linegl & = f(z) y su linealizacion £ = Df(xp)f son
topoldgicamente conjugados.




APENDICE B

Teorema de la Variedad Central

B.1. La Variedad Estable

Considere el sistema no lineal
&= f(z) (B.1)

conz € R", f: I C R* — R™ un campo suave. Sea zp € I/ un punto de equilibrio de (B.1).
Si el equilibrio es hiperbélico, el tecrema de Hartman-Grobman nos resuelve el problema, ya
que el comportamiento de las soluciones cercanas a Xy es topolégicamente equivalente a las
del sistema lineal.

v = [Df(w0)ly (B.2)

Sea A = Df(xo)nxsz, M,A2, -, An sus valores propios (pueden ser reales, complejos y
estar repetidos).

Teorema B.1. 1} 8% Re()\;) < 0 para cada i = 1,2,--- ,n entonces el equilibrio zp es

asintdticamente estable en forma local. Es tipo atractor local (Sumidero).

2) 8i Re(M\i) > 0 para cada @ = 1,2,--+ ,n entonces el equilibrio zo es inestable. Es tipo
repulsor local (Fuente).

3) Si Re(Ai) > 0 para algun j, y Re(M;)} < 0 para algin k # § entonces el equilibrio xg es
inestable. Es un punto tipo silla.

Clasifiquemnos ahora los n vectores propios de A, {vi,v2,--- ,vp1} Son vectores propios

(inclusive, generalizados) tales que sus respectivos valores propios tienen parte real negati- -

va, mientras que {ug, U2, - , U2} SON vectores propios inclusive generalizados, t'ales que sus
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respectivos valores proplos tienen parte real positiva. Observe que n1 + n2 = n.

- ui
v2
<
M
Ag \ Unl
i — 4 : >
: -
An 1
§
\ | Un2 /
Sean E® == {vy,va, -+ , 1) = {S1v1 + Sava, -+ ,Sp1Un1|81, 52, -+ , Sn1 € R}, el espacio gen-
erado por {v1,v2, - ,Unm1}-
EY¥ = {u,ug, -+ ,un2) = {5101 + s2Up +- - - + Sn2tina 81,82, « ,8n2 € R} es el espacio gener-
ado por {u1,ug, - ,tn2}
Teorema B.2. 1) E* y E" son subespacios vectoriales de R™,

2) E* y E* son invariantes bajo el flujo de

§= Df(xo)y (B.3)

Es decir, si z € E%, a = 5 d u, entonces la solucion de (B.3) p(t; z) es tal que p(t,z) €
E® para cada t € R.

3) Si z € B* = ¢(t;z) = 0 cuando t — 4o00.

4) Site EY = p(t; 2) — 0 cuando t — —o0.

E* y B* son llamados espacios estable e inestable respectivamente.
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E% 0
w g
™~
B £
= Df(zﬁ)y // ]}V\EES
& = f(@)

Figura B.1: E° y E¥

Analizaremos el caso en el que el punto de equilibric es no-hiperbdlico. En este caso
las cosas se complican pues aparece un nuevo subespacio vectorial invariante en el sistema
linealizado § = D f(zg)y, lamado espacio central, E¢, en donde de entrada, no se sabe cémo

es el comportamiento de las soluciones que nacen en E°.
Asociado al espacio central existe, para el sistema no lineal & = f(z) una variedad invariante,

llamada la variedad central, donde el comportamiento de las soluciones qgue nacen en ella, no
es conecido a priori.

B.2. Teorema de la Variedad Central

Teorema B.3. Considere la ecuacion diferencial
&= f(z)

con ¢ € R"™, y zyp un punto de equilibrio no-hiperbdlico. Entonces eristen variedades invari-
antes, estable e inestable, W}, (zo) y Wi (zo) tangentes a E° y E* en xy, respectivamente.
Ademas eziste una variedad invariante ceniral, W (zo), tangente ¢ E° en xo. WS (z0) ¥
v .(z0) son dnicas, mientras que W, (zo) no necesariamente es dnica. dim(E£®) = dim(W*),

donde a = s, u,c.
El teorema de la variedad central nos garantiza la existencia de la variedad central, pero

no nos dice como calcularla.
Ademés no sabemos cémo determinar el comportamiento de las soluciones sobre la variedad

central,
Para el cilculo de la variedad central considere la ecuacién diferencial:

2= F(z)
z€R™ F:R* — R" z =0 un punto de equilibrio no hiperbélico y E* = § (& W"(zp) = 0).
Sean E° = {w,v2,-+* ,Un1) ¥ £E° = (w1, wa, -+ ,wya) donde vy, vs, - ,vn1 son asociados a

£ 4
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valores propios con parte real negativa, mientras que a wy, ws, - -+ , wn2, los asociados a valores
propios con parte real cero.

* s E®
EC
EC
Sea P == (wy,ws, - ,Wn2,V1,2, -+ ,Un1) la matriz cambio de base.
Sea @ = DF (0}, luego
_ A) 0
P 1 P = ( ( g XNy )
Q 0 (B)ﬂl Xny

donde Ay, xn, posee los valores propios con parte real cero y Bn, xn, Posee los valores propios

con parte real negativa. z — ( Z ), zeR™? y e R™M.

res(3)e r(3)

7 (06 ) =g o

(ﬁ) = Plz=PHQz+ B(2)+-)
= P7lQz+ P lR(2) + -

= P"IQP(z)+P‘1F2(P(§))+-~-
= (‘g g)(z)+ﬁz(a:,y)+~-
(5) = () ()

& = Az+ flz,y)
¥y = By+g(zy)
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Definicién B.1. Para el sistema

= Axr +f(z,y)
{ir = By 4g(z,y) (B-4)

definimes la variedad central como
loc = 1@ 1)1 v = h(z}, R{0) =0, Dh{(0) =0, |z|] < ¢}
COTL € pequens.

El problema ahora es como calcular la funcién h(z). Entonces

£ ) = 3 (o)
4 = Dh(z)z
By + g(z,y) = Dh(z)[Az + f(z,y)] pero y = h{z)
Bh(x) + g(z, h(z)) = Dh(z)[{Az + f(z, h(z))]

Dh(z)[Az + f(z, h(z))] - Bh(z) - g(z, h{z)) = 0 (B.5)

La ecuacidn anterior también es conocida como ecuacidn homolégica. El siguiente teorema
establece condiciones para determinar la estabilidad sobre la variedad central.

Teorema B.4. Ei comportamiento de las soluciones sobre W, (0) del sistema (B.4) estd de-
terminado por la ecuacidn diferencial sobre E€

&= Az + f(z,h(z)), x € B, |z| < ¢

Figura B.2: Comportamiento sobre W£ _(0)
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APENDICE C

T A e T e 1S an

Formas de Jordan

;i Qué ocurre si una matriz no es diagonalizable?. Es decir, si no es semejante a ninguna
matriz diagonal. La idea es buscar una matriz semejante “lo mds diagonal posible”. Justa-
mente la forma de Jordan representa dicha matriz.

Sea A € Mp(R) y pa(A) = (A= M) (A = A2)2 -+ (A = Ag)™, con 371 r; = n, su poli-
notnio caracteristico con ry la multiplicidad del valor propio A;. Sea s; el nlmero de vectores
propios que aporta ¢l valor propio A; : 1 < 8; < r; (85 es llamada multiplicidad geoméirice del
valor propio A;j). si A; es real, entonces aparecen en la forma de Jordan bloques de la forma

donde el tamafio del bloque depende de la multiplicidad geométrica s;. Por otro lado, si
Aj = a; + if3;, entonces aparecen en la forma de Jordan bloques de la forma

D; I
D; 1
D; I
D;
2] —ﬂj 1 0 ~
donde D; = I = ¥ f; > 0, y de nuevo, el tamafio del bloque depen-
B 01
derd de s;.

Diremos que v # 0 es un vector propio generalizado de A correspondiente a A; si, para

algin valor de k, con k=1,2, .- ,r;, se satisface
(A-XDFy=0
»
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Proposicién C.1. 5i A ¢ My(R), entonces eriste una matriz P no
P~1AP tiene uno de los siguientes tipos

N A0 gy A O
. z)J_(O /\2),)\1%)\2 u)J—(O /\0)

z‘iz’)J=(':)° /\10) z"u)J=(g _aﬁ),ﬁ>0

donde Ag, A1, A2, o, B € R.

—singular tal que J =

Proposicidén C.2. Sea A € M3(R), entonces existe una

smatriz P no-singular tal que J =
P~1AP tiene uno de los siguientes tipos

A1 0O Ao 00O
1) = 0 A 0 it)J = 0 X 0
0 0 XM ¢ 0 X
A 100 Ap 00
1) J = 0 A¢ O w)J = C X O
. ¢ 0 /\1 0 0 o
Adg 10 Ao 10
v}lJ = 0 X 0 vi}J = 0 A 1
t] 0 )\Q 0 0 )\0
a -3 0
vi)J=( 8 a 0 |,B8>0
0 0 X

donde Ag, Ay, Ag, Az, o, BER

El método antes descrito puede generalizarse para obtener la forma candnica de Jordan
de cada matriz. Nosotros no haremos esto, pero sugerimos una generalizacidn. Aunque no

demostraremos este resultado siempre es posible determinar el nimero de unos arriba de la
diagonal en la forma canénica de Jordan de una matriz de Adenxn.




APENDICE D

Criterio de Routh-Hurwitz

D.1. Criterio de Routh

Considere el polinomio
P(z)=0pz" +a12™ ' + -+ an-17 + an
Formemos el siguiente arreglo con los coeficientes de P(z)

1° ap Gz QG4 ag---
2° ay a3 das ag--:
¥ by by by by---
4° €1 Cz €3 C4-'-
5° di dy ds dgy---

n—1° e e e3 eq---

. n° N fo fz fa-o-
n+1° o g2 g3 ga--

Donde

_ 14z —apds
a)

b1

a104 — Gpasy
ay

by =

by = M, ete.
al
i has — aibg
bias —a1bg
-—.-H*-‘_1

ete.
b

€y =

c1bs — be
d1=u, etc.
151
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78 APENDICE D. CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

Teorema D.1. El polinomio P(x) tiene todas sus raices con parte real negative si y solo si
2;>0i=012. - nyb>0,c>0,-a, >0

Ejemplo D.1.
- Pz) = aozT® + a1z + a2

1° ag a2z
2° g O
¥ b
_ a1an

bl — = a9
a1

Condiciones:
ag > 0
a > 0
as > 0

Ejemplo D.2.
P{z) = aox® + a12% + agz + a3

1° ag a2 0
2° ay az 0
3 b b
4° (4]
ajaa — apa,
bl — 1d2 0 3,

a
by =0,

biaz
0 =—
b1

Condiciones:
ap >

a) >

[15) >

as >

ajag — apgagz >

oo oo o

Ejemplo D.3. ;
P(z) = agz* + a12% + a2z® + asz + as

1° ag a2 Q4

2° a; ag O

3 by by O

4° C1 0

5% dy

5120102"0'0653’
ay

by = —— = ay,
ar
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biaz — a1b
e = 123 — 01 2,
by
b
d1=m=b2=a4
C1 .
Condiciones:
a > 0,i=1,---,4
bh > 0
[ - 0
ag > 0

D.2. Criterio de Hurwitz

Considere el polinomio

1

P(r) = agr™ + 32" " + -+ ap_1T + @n

Construyamos la matriz

f a1 a3 d; a7 0 \
ap G2 a4 G6 0
0 ay az as -+ 0
A=|0 ap a2 a4 0
an-1 0

\ n)

Sea A, el menor principal de A, de orden i, es decir,

ay az as
ap a2 a4
Ai — 0 a; as

aij-2 44

Teorema D.2. El polinomio P(z) tiene todas sus raices con parte real negativa si y sélo si
a;>0i=0,1,---,nyN>0i=12,--,n—~1

Observacién: Los dos criterios son equivalentes.
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APENDICE E

Calculo de la velocidad de cruce en la
bifurcacion de Hopf

Daremos una férmula para célculo de la velocidad de cruce en-los sistemas en R3, 1a cual
nos dird si los valores propios atraviesan el eje imaginario y en que direccidn lo hacen, sélo
tendremos que ver si (g} # 0.

Consideremos % = f(z, 1), z € R3, & € R tal que D f(P{(u0)), donde P = P(1) es un equilibrio,
tiene un par de valores propios en el eje imaginario. Entonces

PAY = Miyarl+br+o
PQ) = (A=20)(A\ +wf)
Py = A3 = 2p2% 4w - Awf
Donde ag = —Ag, by = wg, oy = —Agwg. Entonces
{ M) = a(wlif(y)

Muo) = tiwg

Tal que

{Q(MG) = 0

Bluo) = wo
Ahora
PO\(u)) = 3 — tr(A()X + C(A — det(A(u))

Hagamos

a(u) = —tr(A(w)

bu) = Clu)

e(p) = —det(A(u))

81
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Donde
Ao

]

tr (A (p))
- |[A(uo)]l = Aowp

entonces P(A(11)) = A% + a(p)A? + b{p)A + c(u), y asf tenemos

() + i8(1))% + al)(cs) + iB(w))* + b(u)(a(p) + iB(w)) + c(u) =0

donde
a{go) = —Xo
buo = w§
clpo) = —Aowp

Derivando con respecto a p tenemos
3(a +iB) (! +1i8) + (o + iB)* + 2a(a + iB)(e +i8') + b (o +1B) + blo’ +if) + ' =0

si g = po, po coloca los valores propios en el eje imaginario.

a = 0, ¢ = - )\Dwg
B = wy a =7
a = - )\0 ) o= 7
b = wi J =1

Entonces

3(—wd)(@ + i) + &' (—wd) + 2(=Xo)(fwp)(c + i) + V(i) + (Wf) (e + i)+ =0

1
<

{ —3wia’ —wia + 2xqwof’ + wid + ¢

—3uF — 2rwod! + Vwy +wgf = 0

—2wia’ + 2xqwpf = wia' - ¢

2howoe’ + it bwy
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Ahora utilizando la regla de cramer obtenemos

wga’ —cd 2o

a'( ) = v 2wy
po - —2w02 2)\0!4)0
22 2wy
{E.1)
(E.2)
2wp(wia' — ) — 2 pwpb’
o) = o howgklwo/\%o 0
(E.3)
, 2wolwia' — ¢ — Agb')
(E.4)
/ Y P
&) = ¢/ (0} + Ao/ (o) — wia' (o) (E.5)

2(AZ + w?)

Ahora ya tenemos una férmula para calcular la derivada en sistermas de tres dimensiones que
nos permitird saber cuiando los valores propios atraviesan el eje imaginario.
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