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Introduccion

El objetivo de este trabajo es dar una presentacién rigurosa y detallada de los
duales topolégicos de algunos espacios clasicos en el Andlisis Matematico, tales como
los espacios de sucesiones I?, el espacio de funciones continuas C ([a, b]) y los espacios
. de funciones 7. Como veremos a lo largo del trabajo, el estudio de cada uno de
estos casos particulares lleva consigo el manejo de herramienta matemética que
incluso por si misma reviste un gran interés, ademds de su trascendencia. Tal es
el caso del Teorema de Hahn-Banach, de las bases de Schauder, del Teorema de
Radon-Nikodym, sélo por mencionar algunas.

Cuando se estudian espacios normados X, tipicamente uno estd interesado en el
estudio de los funcionales 1inea1és continuos del espacio en el campo base, es decir,
en el estudio del espacio dual continuo X*, el cual resulta ser un espacio de Banach.
Como es bien sabido, cuando X tiene dimensién finita, X y X* coinciden lo cual
ya no ocurre en dimensién infinita. Los ejemplos que se abordan en este trabajo lo -

ponen de manifiesto.
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v Introduccién

El espacio dual X* puede ser utilizado para definir nuevas topologfas en X
(tal es el caso de la topologia débil), que nos permitan “subsanar” carencias
topolégicas de X, en relacion a propiedades de compacidad o convergencia. Asimis-
mo, propiedades del dual se pueden ver reflejadas en el espacio original, tal es el
caso de la separabilidad.

Los espacios duales juegan un papel muy importante en el Analisis Funcional,
en la teorfa de Ecuaciones Diferenciales Parciales y en la Fisica Matemadtica; por
ejemplo, en modelos de sistemas fisicos los posibles estados del sistema pueden ser
asociados a funcionales lineales continuos en éspacios de Banach apropiados.

Por estas razones y porque revisten interés en sf mismos, los espacios duales se
han estudiado ampliamente. Hay dos posibles direcciones en las que se puede pro-
ceder: determinando los duales de espacios de Banach particulares, o bien, demostran-
do resultados que relacionen propiedades del espacio con propiedades de su dual.
Como lo comentamos anteriormente, nosotros procederemos en la primera direccién
abordando los ejemplos mencionados.

Este t.rab;ijo estd dividido en cuatro capftulos y la lectura y comprensién de éste

supone del lector solamente un bagaje miimo de Andlisis y Algebra Lineal.
En el Capitulo 1 se presentan algunos de los conceptos y resultados que serdn
utilizados a lo largo del trabajo. De mencién especial es el teorema de Hahn-Banach

y algunas de sus consecuencias.




Introduccién - v

En el capitulo 2, usando el concepto de base de Schauder determinamos los
duales de los espacios de sucesiones {f; 1 < p < oo, que son los parientes infinito-
dimensionales mds cercanos de los espacios de dimension finita.

En el Capitulo 3 determinamos el dual del espacio de funciones continuas C ([a, 8]).
El espacio obtenido, NBV ([a,b]) resulta ser un subespacio notable del conocido
espacio de funciones de variacién acotada en {a,b]. Debe comentarse que no pre-
sentamos aqui la version clasica del Teorema de Riesz-Markov que establece que
C (la,b])" es el espacio de medidas de Borel complejas en [a, b]; en su lugar, pre-
sentamos una versién que todavia nos proporciona funciones para la representacion
del dual. Sin embargo, puede demostrarse que existe una correspondencia biyectiva.
entre medidas de Borel complejas en [a,b] y €l espacio de NBV ([a,b}) (ver [8, Teo.

19.48)).

Finalmente, en el Capftulo 4 determinamos los duales de los espacios L? (X, F, p),
1 € p < co. Presentamos dos demostraciones de este resultado. La primera de ellas,
es la clasica prueba que utiliza el Teorema de Radon-Nikodym y ademss, el hecho
de que la medida p es o —finita. La segunda demostracién, que funciona sélo para el
caso | < p < oo, se debe a E. J. McShane (ver [10] y {8, Seccién 15]) y no requiere.
que i sea o-finita. Lo interesante de esta prueba es que utiliza herramienta elemen-
tal de Analisis y Teorfa de la Medida y no requiere de un fesultado tan sofisticado

como el Teorema de Radon-Nikodym.




VI Introduccién

Esperamos que este trabajo de tesis pueda servir como referencia para el estu-

diante y el profesor en los cursos de Anilisis Matematico y Andlisis Funcional de la

Licenciatura en Matemédticas.




Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consta de siete secciones en las que haremos un recuento de al-
gunos conceptos y resultados, como por ejemplo '103 conceptos de espacio normado,
espacio de Banach, el espacio L(X,Y), espacio dual, bases de Hamel. Un resultado
fundamental en el Anilisis Funcional lo constituye el Teorema de Hahn-Banach,
el cual enunciaremos y demostraremos en este capftulo, ademés de exhibir algu-
nas consecuencias notables. Los resultados aqui presentados seran utilizados en los

capitulos posteriores de este trabajo.

1.1. Espacios Normados

Sea X un espacio vectorial sobre un campo K, donde K=R ¢ C.

1




2 Capitulo 1. Preliminares

Una norma en X es una funcidn
Il : X ~— R

tal que satisface las siguientes condiciones:
B 1.-|z|| = 0 para toda z € X.
b 2. 51 ||z|| = 0 entonces z = 0.
. 3. |Azl] = || ||z|| para toda A € K yreX.

4. La desigualdad del tridngulo:

lz +yll < |zl + ||yl para toda z,y € X.

g La pareja (X, |.]|) se llama espacio normado.
Sip: X — R es una funcién que verifica las propiedades 3 y 4 lamamos a
p una seminorma. Evidentemente, toda norma es una seminorma, sin embargo el

reciproco no es valido en general.

1.2. Espacios de Banach

Ahora podemos hablar de espacios normados lineales como espacios métricos.
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Definicion 1.1 Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda suce-

sion de Cauchy en X converge en X.

Una pregunta que nos podemos hacer es si el espacio es completo o no.

Definicidn 1.2 Sea (X, .|} un espacio normado. Diremos que (X, |[.{|} es un
espacio de Banach si (X, d) es un espacio métrico completo donde d es la distan-

cia inducida por la norma, es decir, d{z,y) = |z — y|l.
Ejemplos de espacios de Banach son:

1.~ Sea R™ = {2 = (21, ..,2.) 2, €R, j=1,.,n} ¥

e, = [ilmjﬁ] -

I=1
2.~ (C([a,b]),[I.,) es de Banach, donde

Clja, b)) = {f:la,b] — K /[ f es continua} y

[ flle = sup {5 ()l

z&la,b

3.- (B([a,b1},1.1,) es de Banach, aquf:
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B(la,b)) = {f : [a,8] — K / f es acotada} y
1/l = sup {f()].
z¢{a,b)

Como [a,b] es compacto, tenemos que C([a, b)) C B([a,b]), es decir C([a,b])
b es un subespacio de B(la, 8]).
;;‘I‘.: 4-Sil<p<oo (lp, ”Hp) es de Banach, donde
)it oo ;
- 7= {:c = (3.3 €KY Y < oo} y

i=1

], = [fj lzjl”] g

=1

- En este caso, para ver que efectivamente |||, es una norma para [” se hace uso
.

de las siguientes desigualdades:

Lema 1.1 (Desigualdad de Young): Sean a, b numeros reales no negativos,

p>1 yqtalque%-l—%xl.Entoncesabg %—I—%.

Un par de nimeros con la propiedad que cumpien p y g en la desigualdad de

Young se llaman exponentes conjugados.

La desigualdad anterior se usa para demostrar la siguiente desigualdad:
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Lema 1.2 (Desigualdad de Hdlder): Sean ay,...,an, 01, ..., b nimeros reales,

p>1ygeR tal gue L+ % =1. Entonces

f]wmsﬁzmwr{f]m13

i=1 =1 =1

Para probar el siguiente resultado se hace uso de la desigualdad\‘ de Hdolder:

Lema 1.3 (Desigualdad de Minkowski): Sean ay, ..., @, by, ..., b, niimeros reales,

p > 1. Fntonces.

i L 1
(Z1a,;+b4f’) ﬁ[Z[ai[p] +[Z]b,-]”} :

i=1 i=l1

5.- (1*,].ll) es de Banach, donde

1 = {z = (z,) € K¥: (z.) estd acotada} y

1z} = sup |zn) .
nelN

6.- {c,|i-ll.,) es de Banach. En este ejemplo,

c={x=(2,)2, € KV : (2.)%2, converge} y

ol = supea.
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7.- {c,l].]l..) es de Banach. En este ejemplo,

e ={r= ()2 €EKN:2, — 0} y

ol = sup|z,|.
nelN

8- Sil<p<oo (Lo(x .7, ). u.up) es de Banach, donde

Lo(X,F, ) = {[f] : [1fI du < o0},
Aqui (X F.u) es un espacio de medida, f es medible,
i

. A [f] ={g: f=g p-casien todas partes} y
o

E 1l = (flflp dﬂ)’_’.
i

9.- (L>(X,F,u), ||Il.) es de Banach, aqui
Lo(X, Fu) ={lf] :3 M tal que [f(z)| <M pctp}

donde (X ,F,u) es un espacio de medida, f es medible,

[fl={g9:f=g pectp} ¥y

[ flloo = mE{M : p{z: |f{z)| > M} =0}
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St fe L®, f se lama esencialmente acotada.

1.3. El Espacio L(X,Y)

Sean XY espacios normados sobre K y consideremos el conjunto:
LIX,Y)={T : X—Y . T es lineal y continua}

L{X,Y} es un espacio vectorial soBre K con las operaciones:
(T+8)(z) =T(x) + 5(z) paraze X, T,5€ L(X,Y)

(aT) (z) = aT'(x) para o € K,zeX y TeL(X,)Y).

Ademis, L(X,Y) es él mismo un espacio normado con la norma:

[Tl _

(7 = sup=r—= = sup [|Tz{ = sup ||Tzf.
zeX ”3‘3" zeX e X
£l fl=f=1 flef <1

Se puede ver facilmente que T € L(X,Y) si y solamente si T envia conjuntos
acotados de X en conjuntos acotados de Y. Por esta razén a veces se llama a los
elementos de (X, Y’) operadores lineales acotados. También L(X,Y") es un espacio
de Bamnach si Y es de Banach. Podemos observar entonces que no es necesario que
X sea completo para que L{X,Y) lo sea, siempre y cuando, claro, Y sea completo.

Otra observacién que vale la pena hacer es que si el espacio normado X tiene
dimensién Hinita entonces cualquier transformacion lineal T: X — Y es también

continua. Esto se debe fundamentalmente al hecho de que en dimension finita todas
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las normas son equivalentes.

1.4. Espacios Duales

Definicién 1.3 SeaY = K. En este caso denotamos L(X,K) = X*. Sus elementos
se llaman funcionales lineales acotados y constituyen un espacio normado con la

norma’

171 = sup 2N — sup 17@) = sup 17(@).

z€X € rEX
z#0 l=ll<1 llzll=1

X* se llama el espacio dual de X.

Podemos observar que debido a la completez de K el espacio dual de un espacio
normado X es un espacio de Banach.

Como veremos, la determinacién del dual de un espacic normado nos permitira
conocer propiedades importantes del espacio mismo y justamente el objetivo de esta

tesis es hacer el cdlculo especifico del dual de ciertos espacios normados clésicos.

1.5. Orden Parcial

Definicién 1.4 Sean A un conjunto no vacio y < wuna relacidn que satisface:

(i) a < @ para todaa € A (reflexividad)
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(ii) Siaxb y b< a entoncesa=1"b paratodea,bc A (antisimetria)

(iii) Sia=xb y b= c entonces a< ¢ ' ' (transitividad)

A = se le llama orden parcial en A y a la pareja (4, %) se le conoce como
un conjunto parcialmente ordenado.

Observemos que cualguier subconjunto no vacio de un conjunto parcialmente
ordenado es él mismo un conjunto parcialmente érdenado con respecto al orden
parcial original.

Algunos ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados son:

1.- El conjunto R con la relacién ordinaria <.
Asi, (R, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

2.- El conjunto potencia P(X) donde X es un conjunto fijo. P(X) estd parcial-

mente ordenado por C. A ésto se le llama ordenacién parcial por inclusién.

3.- El conjunto N con la relacién ¢ < b & a es divisor de b esta parcialmente

ordenado.

4.- Sea F el conjunto de todas las funciones f con dominio Dy C X e imagen
R; C Y. Aquf g < f se refiere al hecho de que f es una extensién de g, es

decir, g C f. Asi, (E, <) es parcialmente ordenado.
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Definicién 1.5 Sean (A, <) un conjunio parcialmente ordenado y a,b € A. Si

a<b 6 b= a, entonces se dice que a y b son comparables.

Definicién 1.6 Un subconjunto C de A se dice que es totalmente ordenado st para

todoa,b e C a 1y b son comparables. Ademds, siC es totalmente ordenado decimos

que es una cadena.

Ejemplos:
1.- La pareja (R, <) forma una cadena.

2.- El subconjunto {1,7,n?,n% ...}, n € N es una cadena.

Diremos que un elemento ¢ de un conjunto parcialmente ordenado A es una cota
superior de un subconjunto C de A si para todo b € C se verifica que b < ¢. Se dice
que un elemento m € A es un elemento maximal de A si para toda z € A tal que
m <z, se tiene necesaria.menté que z = m.

Después de introducir la terminologfa anterior podemos establecer el Lema de

Zorn, una herramienta de uso frecuente en matemdticas.

Lema 1.4 (Zorn): Todo conjunto parcialmente ordenado, no vacto, en el cual cada

cadena tienc una cota superior, posee un elemento mazimal.
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1.6. Bases de Hamel

En esta parte nuestro objetivo es demostrar que todo espacio vectorial X # (0)
posee una base de Hamel. Supondremos siempre que X es un espacio vectorial

sobre un campo K, donde K=R 6 C.

Definicién 1.7 Sea A C X un conjunto finito, A # 0 digamos que A = {z,, ...,z }.

Decimos que A es linealmente independiente si

S hwi=0,5€K Vi=1,.,n

i=1
implica qgue A\, =0 Vi=1,.... n.

Definicién 1.8 Sea B C X, B # 0. Decimos que B es linealmente independiente

si todo subconjunto finito 0 # A C B es linealmente independiente.

Definicién 1.9 Sea @ # C C X. Diremos que C es mazimal linealmente indepen-
diente st C es linealmente independiente y ademds si D estal que C C D, C# D

entonces D no es linealmente independiente.

Definicion 1.10 Un subconjunto mazimal linealmente independiente de X, se lla-

ma una base de Hamel de X.

Algunos ejemplos de bases de Hamel son:
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1.- St X ={P:[0,1] — R : P es un polinomio con coeficientes reales}
entonces X es un espacio vectorial sobre R y una base de Hammel es:

B = {g,}o°, donde gi(z) = z'.

2- X =cgp = {(zn)>",en K:z, =0 Vn excepto posiblemente un nimero finito}.

n=1

X es un espacio vectorial sobre K y una base de Hamel es:

B ={e"}.., dondee” = (e})-_, con e = dum, la § de Kronecker.

n=1

3- 851 X =1/7,1 € p < 00, el conjunto B del ejemplo anterior NO es base de

Hamel para [P.

El teorema sobre existencia de bases de Hamel es importante, sin embargo, no
provee una construccién de la base de Hamel, de hecho, el problema de encontrar
bases de Hamel explicitas no es sencillo de resolver.

Enseguida probaremos la existencia de bases de Hamel para X:
Teorema 1.5 Todo espacio vectorial X # (0) posee una base de Hamel.

Demostracién. La demostracion de este teorema hard uso del Lema de Zorn.
Como X +# (0) existe z € X tal que  # 0. Evidentemente {x} es un conjunto
linealmente independiente.
Ahora, sea Z = {A: ACX y A eslinealmente independiente}, Z # ¢ por

que {z} € Z.
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Ahora, definamos un orden parcial en Z: para A, B € Z diremos que
A < B <= A C B. Es muy sencillo verificar que < es un orden parcial en Z.
Enseguida, tomemos una cadena ' C Z ysea A= U A;.
A€C
Veamos que A € Z: Sea B C A un subconjunto ﬁrjito, B # . Puesto que
C' es totalmente ordenado, existe A; € C tal que B C A; y A; es linealmente
independiente. Asf A es linealmente independiente y por tanto A € Z.

Ademds, es claro que A es cota superior de C. Por el lema de Zorn, Z tiene un

elemento maximal, digamos M y éste constituye una base de Hamel de X. =

Teorema 1.6 Seq A una base de Hamel de X . Entonces, pare cadax € X, x # 0,
existen n € N, elementos tinicos 1, ...,tn de A y escalares Xy, ..., A, tnicos, tales

W
que |N| >0y x:ZA"xf'

i=1
Demostracién. Demostraremos primero la existencia de tal representacién.

Seax € X,z # 0. 8l x € A, una tal representacién es claraconn =1,z =z y
A = 1.

Supongamos ahora que x ¢ A. Entonces, el subconjunto AU {} de X contiene
propiamente a A y ya que A es maximal linealinente independiente, se tiene que
AU {z} no es linealmente independiente, luego existe B C AU {z}, B finito y no
vacio tal que B no es linealmente independiente. Forzosamente z € B, pues de otro

modo tendriamos B C Ay as{ B deberfa ser linealmente independiente, lo cual es
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imposible.

Supongamos que B={z,z1,...,2,}. Como B no es linealmente independiente

existen escalares A, A1, ..., A, no todos cero tales que

Az + i)\;.’m = (.

=1

Afirmamos que A # 0 porque en otro caso tendrfamos que Z)\,;a:,: =0 con
i=1

;€A Vi=1,..,n ysiendo A linealmente independiente tendrfamos que A =0

Vi =1,...,n, lo cual es una contradiccién.

Asi, A # 0 y por consiguiente

$=—i—/}i$i.

i=]

Ahora, demostraremos la unicidad. Supongamos que existen mn e N, m#ny
elementos Ty, ..., Tm,Y1,..,Yntalesquer; EAVi=1,...m yy; €A Vi=1,..,n

ysean A1, ..., Am, g, .-, i, escalares tales que (M| >0 Vi=1,...,m y ],u.j’ >0

ki n
Vi=1..,n,yz= Z’\ixi = Z“iyi'
j=1

=1

Si fuese m > n entonces, existe 1 < m tal que z; # y; Vj = 1,...,7n, luego
A; debe ser igual a cero pues de otro modo quedarfa expresado z; en téminos de

los restantes elementos lo cual es imposible pues constituyen un subconjunto lineal-
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menté independiente de A. Con ésto se contradice que |X;| > 0. Asf m < n. De
igual forma n < m y por tanto n = m,

Ahora, seai tal quel <7< m.Si z; #y; paracadal < j < n entonces A, =0
ya que de otro modo quedaria expresado x; en términos de los otros elementos y
ésto es imposible. De nuevo contradecimos el hecho de que |\;} > 0. Asf, para cada
1<i<m existei;, 1 <i; <n tal que z; = y;,;. De nuevo, la independencia lineal

asegura que A; = fh;;. u

1.7. Teorema de Hahn-Banach

Un problema que con frecuencia nos encontramos en Mateméticas es el siguiente:
Dados un conjunto no vacfo X, un subconjunto propioc M de X y una funcién f
definida en M que satisfaga cierta condicién para cada x € M, ;Es posible encontrar
una extension F de f atodo X tal que F satisfaga dicha condicién paracadaz € X7
En general, este problema no necesariamente tiene una solucién.. Resolveremos dicho
problema cuando X es un espacio vectorial sobre K, M es un subespacio propio de
X y f es una funcional lineal en M adecuadamente controlada. Este resuitado se

conoce como Teorema de Hahn-Banach.

Como podremos ver, el Teorema de Hahn-Banach no requiere de conside-
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rar una topologfa especifica en el espacio vectorial X, su interés es solamente exten-

der una funcional lineal y su demostracién hace uso del Lema de Zorn.

Definicién 1.11 Sea X wun espacio vectorial sobre R. Una funcional sublineal es

una funcion p: X — R que verifica las siguientes condiciones:

a) plr+y) < p(:r) + p(y) para cada z,y € X.

b) plax) = ap(z) para cade x € X y cada o > 0.
Nétese que toda seminorma es una funcional sublineal.

Teorema 1.7 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial sobre R y p una fun-
cional sublineal en X. 5i M es un subespacio vectorial de X y f: M — R es una
funcional lineal tal que f (:c) < p(x) para tode x € M, entonces ezxiste una funcional

lineal F : X — R tal que F extiende o f y F(x) < p(z) para cada x € X.

Antes de empezar la demostracién de este teorema, hacemos el siguiente comen-
tario.

Debe observarse que el interés de este teorema radica fundamentalmente no
en el problema de la existencia de la extensién, sino en el hecho de que puede

encontrarse una extension lineal que siga dominada por p. El problema de encontrar

una extensién lineal para f es sencillo de resolver:
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Sea {e;} una base de Hamel para M y sean {f;} vectores en X tales que
{e;} U{f;} constituyen una base de Hamel para X. Definiendo F': X — R
por: F(l e+ 8,;f;) = fF(Coue) =Y aif (e:) (n6tese que las sumas son
finitas), logramos una extensién lineal de f.

Mis atin, si {r;} es cualquier subconjunto de R, entonces:

F (Y e, +3.6,fi) = (O awe) + 3, B,7; es también una extension lineal de
f y de hecho, cualquier extensi6én lineal de f tiene esta forma. La dificultad estriba
en el becho de que debemos encontrar una .de estas extensiones que esté dominada
por p. |
Demostracién. Sea P el conjunto cuyos elementos son las pé.rejas (M', f'} donde
M’ es un subespacio de X que contiene a M y f* es una funcional lineal en M’ que
extiende a f y satisface f' < p en M’. Claramente P es un conjunto no vacio ya que
(M, f)ye Ppuss M C M'y f'iy=Ff.

Definamos el siguiente orden = en P:
(M."fl) % (M", f”) = MJ' C MH y fﬂ___ fl en M’.

Facilmente se demuestra que < es un orden parcial en P.

Sea C = {(M;, f;) : 1 € I} una cadena en P y sea M =U M.

el

Debido a que C es una cadena, M resulta ser un espacic vectorial:
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Supongamos que z, y € UM* asl, para algunos i, tenemos que x € M; y
y €M, peroyvaquel es tottjljmente ordenado M; C M; 6 M; C M;. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que M; C M;, entonces ya que M; es un subespacio
tendrenlos; T+ ay € M; VaoeR.

Por tanto, M es un subespacio vectorial de X.

Ademds, si definimos h :M ~—R como h{z) = f (z) siz € M;, entonces h estd
bien definida:

Supongamos que z € M; y z € M;. |

Por definici6n de A tenemos: h(:cj =fdz) y h(z) = f;(z).

Pero, como C estd totalmente ordenado, f; extiende a f; ¢ f; extiende a f. En
cualquier caso: fi(z)= f,(z) y 2 est4 bien definida.

h es lineal: Sean o, FER yz,y € My

h(oz + By) = flaz + By) = afi(z) + BA(y) = ah(z) + Fh(y).

Entonces h extiende a f y satisface k(z) < p(z) Vz € M.

Asi, (M, h) € P y es una cota superior para C, es decir, V€ C [, < h.

Por el Lema de Zorn, P tiene un elemento maximal (H, F).

Demostremos que M= X

Supongamos que M esun subconjunto propio de X y sea z; € X — M.

Consideremos el conjunto X/ﬂ = {:c +txyrx € H, teE R}.

Es claro que M es un espacio vectorial que contiene propiamente a M. Ademsds,
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Sz, Y E M
Flz)+ F(y) = F(z +y) < plz +y) <plz — 31) + p(T1 + 7)

lo cual implica

Fla) - plo — 21) < ply + 1) — F(y) (L.1)

Sea o = sup {F(a:) —plz—~z):x € JW}, entonces

F(z) — o < p(x — z,) para todo z € M (1.2)

Fly)+ a < p(y + z,) para todo y € M (1.3)

Definiendo F; : M 1 — R como:

Fi{(z +tz) = F(z) + ta (1.4)

obtenemos una funcional lineal en M. 1 tal que Fj restringida a M coincide con F.

Finalmente, si tomamos ¢t > 0 y reemplazamos x por t 'z en (1.2) y por t~1y
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en (1.3) y multiplicamos las desigualdades resultantes por ¢ obtenemos:
F{z} —to < p(x —tzy)

Fly) +ta < ply + tz)

para cada z, y € M v cada ¢ > 0. Usando (1.4) concluimos que
Fi(z) <p(z) paratoda z € M,.

Asi, hemos encontrado un elementp (Hl, Fl) en P que mayora a (ﬂ, F) y
(A’Zl; Fl) # (/T/T, F), lo cual contradice la maximalidad de (ﬁft’, F).

Por lo tanto M = X. ' |

Hay una extensién del teorema anterior para espacios vectoriales sobre C. Uno
deberia empezar notando que si X es un espacio vectorial sobre C, entonces también
es un espacio vectorial sobre R. Del mismo modo, si f : X — C es C-lineal,
entonces Re(f) : X — R es R-lineal. La relacién precisa entre ambas situaciones

la proporciona el siguiente lema.

Lema 1.8 Sea X un espacio vectorial sobre C.
(a) Siu:X — R es R-lineal, entonces f(z) = u(z) — iu(iz) es C-lineal y
u = Re(f).

(b) Sig: X — C es C-lineal, u = Re(g) y f estd definida como en (a) entonces
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f=g

(c) Sip es una seminorma en X yu, f son como en (a) entonces
lu(z)] < p(z) Vz € X <> |f(z)| < p(z) Vze X.

(d) §i X es wun espacio normado y u, f son como en (a) entonces

flaell = 1171

Demostracién.
(a) Demostremos por ejemplo que f(iz) = Af(x), cuando A = o+ if con

afeR yre X,

fOz) = u(he) - iu(ide) = ul(a +ib)z] — iufi(a + iB)z]
= uwlaz + f{iz)] — u[- Pz + ofiz)]
= ou(z) + Puliz) +ifu(x) - iculiz)
= a(u(z) - wliz)) + iB(u(r) - iuliz))
= (a+18)(u(z) — du(iz))
= (o)

Claramente, u = Re(f).

(b) Para toda z € C, donde z=Re(z}+ iIm(z), tenemos:
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iz = —Im(z) + 1 Re(z), de donde Re(iz) = — Im(2),

de donde Im(z} = — Re(iz).

Ast,

g{z) = Re(g(z))+iIm(g(z))
= Re(g(z)) — i Re(ig(z))

= Re(g(x)) — i Re(g(iz))

= u(z) — tuliz).

= f(z)

(c) Si [f(z)] < p(z) Vz € X, usando el hecho de que |u(z)| < [f(z)| se sigue

que |u(z)] < p(z) Yz € X.

Por otra parte, si |u(z)| < p(z) Vz € X, sea f(z) = e | f(z)|, entonces

0 < |f(@)l =e"f(z) = fle“x)

= Ref(e™®z) = u(e *z)

< ple™®z) =p(z) vz e X.
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(d) Para toda z € X y como X es un espacio normado tenemos que

@) < 1f(@)] < {fI el == llull < 151

Por otra parte:

(=)l

= f(ez)
= Re f(e )
= u(e ¥z)
< lull =i
entonces ||| < [|u].
Por tanto, Jlu| = {f]. u

Ahora, podemos probar la siguiente consecuencia del Teorema de Hahn-

Banach:

Corolario 1.9 Sean X un espacio vectorial sobre K donde K =R o C, M un sub-
espacio de X y p : X — [0,0c) une seminorma. Si f : M — K es una
funcional lineal tal que | f(z)| < p(z) Vx € M, entonces existe una funcional lineal

F: X — K tal que F extiende a f y |F{x)| <p(z) Vz € X.

Demostracién. Supongamos primero que K = R. Como f(x) < | f(z)| < p(x) para
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cada z € M, el Teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una extensién

lineal £ : X ~— R tal que F(z) < p(z) Vz € X. Asi,
—(z) = F(—z) < p(~z) = p(=)

por lo que |F(z)| < p(z) Vz € X.

Ahora, supongamos que K : C y sea u = Re(f). Debido a (c) del Lema 1.8,
se tiene |u] < p y el caso K = R asegura la existencia de una funcional R-lineal
F,: X — R que exticnde a u 7y satisface |F1| < p. Sea F{z) = Fi(x) — iFi(iz)
para cada z € X . De nuevo, la parte (c) del Lema 1.8 implica que |F| < p y ademss

F extiende a f. 7 n

Corolario 1.10 Si X es un espacio normado sobre K=R o C, M es un
subespacio lineal de X y f : M — K es una funcional lineal acotada, entonces
eziste un elemento F' € X*(es decir una funcional lineal continua en X ) tal que F

eztiende a f y |LF[| = || fl].

Antes de empezar con la demostracién de este resultado, es necesario precisar
que las normas de 'y f se calculan con relacién a los dominios de F y f,

explicitamente:

”mesup{'—j’;(f“ﬂ:xeM,m#O},
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Demostracién.

Consideremos p(z) = || f||||z|| paracada z € X; como f:M — K esuna
funcional lineal acotada tenemos que | f(z)| < || f|| l|zll = p(z) Vz € M. Luego por
el Corolario 1.9, existe una funcional lineal F : X ~— K tal que F extiende a f y
|F(z)] < p(z) Yz e X, es decir |F(z)| < p(z) = || f|| §z}| Yz € X, de aquf se sigue
que | F| <[ £]-

Ademis como F es una extensién de f, se verifica que NA < IIF -

Por lo tanto, existe un elemento F' € X*(es decir una- funcional lineal continua

en X) tal que F extiende a f y ||[F|| = | f|- N

Corolario 1.11 Si X es un espacio normado, {zi,...,x,} es un subconjunto
linealmente independiente de X y o, ..., an son escalares arbitrarios, entonces existe

f e X" tal que f(z;) = &, paratodai=1,..,n.

Demostracién. Sea M el subespacio generado por {zi,..,r,} y definase

K n
g M —Kast g (Z)qmi) = Z)\iai.
i==1 =1
Es claro que g es lineal y puesto que dim{M) < oo se sigue que g es continua.

Asi, como X es un espacio normado, M es un subespaciode X yg: M — K

es una funcional lineal acotada. Por el Corolario 1.10, existe F = f € X* tal que

fextiende a gy || fll = llgll-
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Luego, f(z;) = o; paratodai=1,..,n. [ |
Una consecuencia importante de este corolario es que si X es un espacio
normado, entonces X* no es un espacio vectorial trivial si X no es trivial, més
atin, existe un mimero suficientemente grande de funcionales lineales continuas en
X, lo que da pie a la posibilidad de definir diferentes topologias tanto en X eomo

en X*.

Corolario 1.12 Sea X un espacio normado. Entonces pare cada x € X

izl = sup {If (=) : fe X* y |fl <1}

Ademds, este supremo se alcanza.

Demostracién. Sea o =sup{|f(z)|: fe X* v |fl <1} .SifeX*y |fl<],
entonces | f(z)| < || f| =]l < llz|| por lo que o < |iz]|.

Por otra parte, si M = {Az: A €K} y definimos ¢ : M — K como
g(Az) = A||z|| entonces g € M* y ||g|| = 1.

Finalmente, el Corolario 1.10 asegura la existencia de f € X* tal que

I£Il=llgll =1 y f(z} = g(z) = ||z]| con lo cual tenemos que |iz|| < a. n




Capitulo 2

El Dual de los Eépacios [P

En este capitulo determinaremos el dual de los espacios de sucesiones [P, los
cuales constituyen una generalizacién natural del espacio R™.

En el Andlisis Funcional es un principio fundamental, el que la investigacion de
un espacio esté asociada a la investigacién de su espacio dual. La razén de ésto
se debe no sélo al hecho de que propiedades importantes de X* se reflejan en X,
sino también al hecho de que frecuentemente resulta mas conveniente adoptar un
punto de vista que permita manejar los elementos de un espacio como elementos
de algiin espacio dual. Para poder determinar el dual de un espacio normado

recurrimos a un concepto de vital importancia que es el de isomorfismo isométrico.

Definicién 2.1 Un isomorfismo isométrico de un espacio normado X en un

espacio normado X es un operador lineal biyectivo T : X —— X que preserva la

27
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norma, es decir,

IT] = lz] Vo € X.

En tal caso decimos que X es isométricamente isomorfo a X ,dedonde X y X
son llamados espacios normados isométricamente isomorfos. En otras palabras,
Xy X son “icliéni.',icos”. A veces ésto se expresa, di.ciendo que X y X son congruentes.

El siguiente resultado, demuestra que el espacio dual de R™ es R™. Como veremos
en la demostracién, con un fuerte sabor a Algebra Lineal, el uso de bases de Hamel

es crucial.

Teorema 2.1 El espacio dual de R™ es R® (esto es, (R™)" es isométricamente

wsomorfo a R™).

Demostracién. Tenemos que encontrar una funcién ¢ : (R™)* — R™ tal que
v sea isomorfismo de espacios vectoriales y ademds 9 sea isometrfa. Notando que
para una base de R”, digamos que la base canénica {ey,...,e,} la funcién lineal

f € (R™)" est4 determinada por sus valores en f(e;} (j = 1,...,n), proponemos

P(f) = (flen), f(e2) . f(en)), f € R

Y es lineal: Sean f, g € (R")" y o,f€R.

W (af + Bg) = ((af + Bg) (e1), ..., (af + Bg) (en))
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= affler),..., flen)) + B {g(e1), ..., g(en))

= a(f) + o)

Y es 1-1: Sea f € (R”)’; tal que ¥(f) = 0.
Entonces (f(e1), ..., flen)) = (0,...,0) = f(e;) =0 Vji=1,.,n.
Luego, siz € R™, z = (21, ...,2,)

flz) = f(Z:cjej) = ijf(ej) =0= f=0.

Y es sobre: Dado z = (z1, ..., 2,) € R”, la transformacién f: R® — R tal que

f(e;) = z;, i = 1, .., n estd univocamente determinada como funcional lineal.

Ast ’d)(f) = (f(el)'»"':f(en)) = (.‘]31,...,55'”,) =T ¥ ademds f € (Rn)*: pues R”

tiene dimensién finita.

Por tanto, f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

¢ preserva la norma: Sea f € (R*)" ysea = (z1,...,2,) € R™

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos:

iad

2

|fz)] =

< laslI£(ey)l < [Z m-ﬁ] [g |f(e,->|2}

Z z; f(e;)

il

fizllge 1% (f)llgn -
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Esto es,

entonces:

[ llmeye < Wb (£)Higen -

z = (fler),-, flen)) (f€(R™" dada)

Entonces:

f@) = SIfe
= ”(f(el)? '"’f(en))”ftﬂ
= el 1 ()l

Ahora, |£(@)] = llellgn % (F)lgn 2t

ey 2 L (e

1/l

De (2.1) y (2.2) tonemos que: | gy = I () llgn-

[f (@) < lellgn e (F)llgn Vo € R

Para obtener la otra desigualdad tomemos una x muy particular;

(2.1)

(2.2)

En espacios de dimensién infinita la situacién es diferente, pues requerimos subs-

2
.
i
- )'g'
1
&
]
]
i
i
i




Capitulo 2. El Dual de los Espacios # 31

tituir el concepto de base de Hamel por e} de base de Schauder. La razén para ello
es que en espacios de Banach de dimensién algebraica infinita, las bases de Hamel

son no numerables.

Definicién 2.2 Sea (X, ||.||) un espacio normado. Si(e,),. , es una sucesion de

vectores en X con la propiedad de que pare cada x € X existe una dnico sucesion de

escalares (an).. ; tales que ||z — (aze1 + ... + omen)|| — 0 cuando n — oo, deci-
oo

mMos que (en)f,__l es una base de Schauder para X. En tal caso, la serie Z Ok
k=1

cuya suma es T, se llamao lo expansion de x:con respecto a (e,)o- ;.

Enseguida, veremos algunos ejemplos de Bases de Schauder:

[=o)
n=1

donde e, = (69))00 tal que e = 6, es

Proposicién 2.2 La sucesién (e}
j=1

una base de Schauder para .

o
Demostracién. Sea z = (z,)o., € I*. Entonces Z lr,| < o0

n=1

Sea & > 0 entonces existe N € N tal queVn > N Z lzi| < e. Asf Vn 2 N
k=n+1

= "(331,-’52: 1, Tntly ) - (ml: ...,In,D,0,0, )”1

n
T — E R AN
k=1

1
[os]

= Z |£L‘kl < E.

k=n+1

Veamos que la representacién es tnica:
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Supongamos que (@ )pey, (Bn)ow, S0n sucesiones de escalares tales que:

T = Z e, (en la norma de ') (2.3)
n=1
oD
T = Zﬁnen (en la norma de I') (2.4)
n=1

Dado ¢ > 0 (por (2.3) y (2.4)) existe N € N tal que

n
-y
k=1

Entonces

T
xr — E (849 AN

k=1

<:Vn2>N
1

y

£
<2
1

+
1

> (e —Bi)ex
k=1

"
r — E XECr
k=1

n
z—= Zﬁkek
k=1

1

1

giempre que n > N.

T

Entonces Z |t — Br| < &Vn > N. Tomando lfmite cuando n — co tenemos:
k=1

0< Jax—fel <& Ve>0 => o =f; VhEN,

k=1

tal que ) = 0n; €8

€n

. oo
Propasicion 2.3 La sucesion {(e,),., donde e, = ( (J)). 1
J:

una base de Schauder para [P, 1 < p < oo.
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[=4]
Demostracién. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que Vn > N Z |zef” < €.

k=n-+1
Entonces
n p
T — kaek = |(z1,22,..) = (#1, ., %0, 0,0, )7
k=1 P
o0
= Z -|.’Bk|p <&
k=n+1

) oo
luego = = anen e,

ne=1

Ahora, veamos que la representacién es vinica:

Supongamos que (an)or;, (Bn)ae, S0n sucesiones de escalares tales que:

z= Z anen (en la norma de IF) (2.5)
n=1
T = Z Bren (en Ia norma de IF) - (2.6)
n=1

n
T — E XpCr

k=1

Dadoe > 0 (por (2.5) y (2.6)) existe N € N tal que <3y

n
2= Bies
k=1

P

<3 ¥n2=N.
P
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Entonces

n

Y (an—Bi) e

k=1

< +

b4

k3 k21
T — _;_ Qe T — E Brex
k=1 k=1

F p

siempre que n > N. Tomando limite cuando n -— oo obtenemos:

sl ]
OS(Zlak—Bklp) <eVe>0= g =06, VkeN. m
k=1 )

o0

Proposicién 2.4 La sucesion (e,),. , donde e, = (eﬁf)) tal que e = On; €5

=1

una base de Schauder para cp.

Demostracién. Sea £ = (z,),+, € .
n
T — Z i
k=1 o

son 1inicos. En efecto, como z € ¢, dado ¢ > 0 existe n € N tal que Yn > N

Debemos demostrar que —— 0 cuando n — oo y que los s

l£a] < €. Entonces sup |z,| < &. Luego
n>N

= sup |z, <e Vn> N.
j>n+1

n
T - E Tk
k=1

o

Ahora, veamos que la representacién es tinica:

oC

Supongamos que (an),.;; (Bn)ne, S0n sucesiones de escalares tales que:

z = Z o€, (en la norma de cp) (2.7)

n=1
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oo

T = Z B..€e. (en la norma de ¢p) (2.8)

n=1

n
Dado € > 0 (por (2.7) y (2.8)) existe N € N tal que ||z — Zakek <5y
: k=1 o0
a:WZ/Bkek <f Vn2>N.
k=1 50

Entonces

< +

ktd AL n
Z (ak — Bi) ex T — Zakek T — Zﬁk‘?k
k=1 k=1 k=1

o0 o0 =1}

siempre que n > N. Asiparacada k € N |ax — G| <& Ve>0 = o= 84
Vk € N. [
Ahora, ya estamos en condiciones de formular y demostrar los resultados prin-

cipales de este capftulo.
Teorema 2.5 El dual de ' es1™® (esto es, (1) es isométricamente isomorfo a 1),

Demostracién. En la Proposicién 2.2 vimos que la sucesion (e,),., donde
. 00 .
€, = (eg)) . tal que e’ = 8.; es una base de Schauder para I'.
i=

Asi, dado z € [' existe una tnica sucesién de escalares (z,)32; tal que

[0 4]

T = E Zne, en la norma de /'

n=1




36 ' Capitulo 2. El Dual de los Espacios [*

Luego, dado f € ()7,

fl@ = f (Z xnen) = ( lim. kaek)
n=1 k=1
= r}g{)lof (Z Ekek) = T}LIEOZ oo f(ex) = anf(en)-
. k=] n=1

k=1
Lo anterior nos dice que cualquier f € (I*)" queda totalmente determinada por
su accion en cada e,, n € N.

Ahora, necesitamos 3 : (I1)° — [® tal que 9 sea isomorfismo de espacios

vectoriales y preserve la norma.

Proponemos ¥(f) = (f(en))oe ;-

Veamos que 9(f) €l™:Seanec N

|flea)] < "f“(:l)* lenlln = Ilf||(u)~, luego

(Moo = sup Lf(en)l < [y -

Por tanto ¥(f) € I*°.

Y es lineal: Sean a,8 € Ky f,g € (I)".

Y {af + Bg) = (af(en) + Bglen) ey
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= a(f(en)ney + B (glen))ney

= a(f)+ By(g).

1 es 1-1: Sea f € (I1)" tal que ¥(f) =0 € [,
Entonces (f(en))on, = (0,0,...) = fle;) =0 Vj € N.

[ o]
Asf, paratoda z = (z,.)00, € 1!, flz).= Zmnf(en) =0= f=0.

n=]

Luego, f € (IY)" porque :
o0
La serie Z TnYn converge Vz = (z,)--, €' pues

n=1

S~ lantnl < suplunl 3 kanl = s ol V2 = ()2 € 2
TL

n=1 n=1

@I <Y ol ol < Il Bl

n=1

por lo que "f"(zi)‘ < lylloo-

2 preserva la norma: Sean f € (') yz = (z,)0, €11

1F@)] €l 1 (en)l < sup | f(ex)| > J@nl = 19l ) -

n=1

n=1

1 es sobre: Sean y = (y,)52, € @y f: ' — K tal que f ((zn)0,)} = Z-Tnyn-
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Entonces ]If“([l)‘ < ”d"(f)”oo
Ahora, Vrn € N |f(en)| < [[flln)- lleally = W ll iy~
Luego, j

(oo = sup | flen)l < lIfllaye -

Teorema 2.6 Seal <p<oo yp tal que % + ;% = 1. El dual de IP es I”, esto

. L - . ’ ’
es, (IP)" es isométricamente isomorfo o IP.

Demostracién. Observamos primero Que por la Proposicién 2.3 (e,),, es base
de Schauder para [P.

Como en el teorema anterior si f € (IP)* y 2 = (z,)o, € IP entonces

f(.’L‘) = anf(en)-
n=1
Ahora, definamos 1 : (I?)* — I¥  tal que ¥(f) = (flen))oe, € 7.

Consideramos la sucesion {z,)7.

€ l? tal que z, = ( i"))k | » ara ver que

efectivamente v(f) € I donde

of
(n) mf%ﬂ— st flex) #0 y k<n
kT ’

0 s fle)=0 0 k>n

Asi

flza) =P f(e) = |f(ex)lP ¥neN.
k=1 k=1




Capitulo 2. El Dual de los Espacios 7 39

También

f(za)

|f(zﬂ)l < nfn(z?)* “zﬂ”p
= gy (Z % )

k=1

= “f"(tn)' Z lf(ek)|(p'_l)p] p

. k=1

[

r

= uf“(u:)* Zlf(ek)ip']

Lk=1

= (1—5) = =@ - 1)p)

(pues 3 + 5 =1==

3=

Por tanto,
Y1)l = £(zn) < 1fllgoyr [Z |f (ek)l”’}
k=1 k=1
entonces
[Z lf(ek)l”'} < nf”(lp)* )
k=1
asivn € N

k=1

[Z lf(ek)r"] "<, (29)

!

Por consiguiente, (f(en))n.y € I¥ -
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Veamos que v es lineal: Sean o,8 € Ky f,g € (I?)".

Ylaf+B89) = (af(en)+Bglen))ii,
= a(f(en))ny + B8(g(en))n,

= ap(f) + Bv(g).

¢ es 1-1: Claramente es inyectiva porque si f € (?)" y ¥(f) = 0, entonces
(f(en))ney =0, luego f(e;) =0 Vj € N.

oo
Asf, para z = anen € {*, tendremos que f(z) = 0, es decir, f = 0.

n=1

ocQ
n=1

¥ es sobre: Sea y = (y.)°>, € I’ . Podemos considerar la funcional ¢ : I» — K

tal que si z = (z,)o., € I’ entonces g(z) = anyn; ¢ estd bien definida pues por

n=1
la desigualdad de Hélder:
lg(z)] < Zlmnl |Yn]
e NB/m B
< (Z lmnlp) (Z iyn’pr)
n=1 n=1
il il -

Astvz € 2 g(a)] < llall, liylly = llglluw) < Myl
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Esto muestra que, g € (I*)" y ademds ¢(g) = (9(ex))nry = (Wn)aiy =¥ puesto
k
que glen) =Y elge = ya.
k=1
Resta mostrar que ¥ preserva la norma, esto es,  [[V()ly = 1f ey

Ve (). Sean fe(P) y z€lP, z=(z.)0,

Zmnf(eﬂ) < Z |zal [ £(en)l

o L /o ¥
< (Z |mn|’°) .(Z If(en)l"')

=izl 1{f(en))riall
= M, ¥, -

|f@) =

Esto es, |f(z)] < [l(fM, lell, Vz € iP. Entonces || fllys) < (ANl ¥ por

(2.9) tenemos |(f)ll, < WFllgey Por tanto, o (FHl, = NFllgey-- u

Teorema 2.7 Fi dual de co es I, esto es, (cp)" es isométricamente isomorfo a I

Demostracién. Por la Proposicién 2.4 tenemos que la sucesién (e, )., donde

en = (e,(f )) tal que e,(,f ) = dn; €s una base de Schauder para cg.
=1 .

oo
n=1

Si f € (¢g)" entonces para x € ¢g, T = (z,)

f(x) =f (Z a':nen) = anf(en)-
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Proponemos 4 : {co)” — {* tal que %(f) = (f(en))ns;-

Veamos que (f(en))or, € I': Sea (zn)ov, €' tal que z, = ( ("’))k donde

(m) |J{§::)] si flex) 20 v 1<k<n
P '

0 s flex)=0 0o k>n

z, es de la forma z, = (ﬂe—:L, vny M,O,O, ) donde algiin ﬁf—;"— pudiera ser

Flzn) = (Zf‘") ) =Dl f(en) =Y If(ex)l,
k=1 k=1

pero

Y 1F @)l = Flzn) = 1F (@) < 1oy M2mllon = 117l ey
k=1

n

= Y |f(ee)] < flley- ¥n €N y tomando limite si n —> oo
k=1 ’

[= <]

Z L (end] < N1 Fll ey (2.10)

n=1

Por lo que $(f) = (f(ea))2, € I
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4 es lineal: Sean o, € Ky f,g € (o)

v(af +Pg) = (af(es) +Bglen))n,
= a(f(en))ne1 + B (glen))nms
= op(f}+ B(a).

1 es 1-1: Sea f € (co)* tal que 9(f) =0€ I

Entonces ( flen))oe, =(0,0,..) == fle;) =0 VYjeN

n=1 "

Asf, Vz = (z,),o, € o, tenemos que f(z) = Zmn fr(en) =0

n=1

== f=0.

9 es sobre: Sean y = (yn)o, € 1! y definamos f : ¢g — K tal que

((zn)ily) = Zmnyn

n=1

Efectivamente, f € (c)" porque la serie Zmnyn converge V& = (Zn)no, € Co
n=1

pues

Z|znyn|<sup1xn|21yn|—nmn yll, Vo= (@), € co

n=1

= @) £ D |@nl [ynl < |7l lylly entonces i fll o) < liyhy-

n=1

Finalmente, ¥ preserva la norma: Sean f € (¢)” y 2z = (zn)oe; € o

)| < leal | f(en)]
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< sug |0 Z | f{en)] |
ne n=1
N ll o 1L, -

Entonces, || fl|e)+ < 19();-

(2.10) dice que ”’P(f)“l < ”f“(co)*: luego, "f”(co)' = IIw(f)Ih u

Hasta el momento, no hemos determinado ({*°)*. Uno estarfa tentado a pensar
que (1°°)" es I*, sin embargo, con la ayuda del Teorema de Hahn-Banach, veremos
que ! estd propiamente incluido en (lm)f, en otras palabras, existen funcionales

lineales continuas en (I*)* que no estsn determinados por elementos de I*.

Teorema 2.8 Daday = (yn)oo, € I1, y induce una funcional lineal A, : [ — K
(e 4]

tal que A, (z) = anyn, T = (Zn)pr, € 1. Esta funcional lineal es continua, €s
. n=1

decir Ay € (I°)*. Ast, la funcion ¢ : ' —s (I°)* tal que @ (y) = A, es lineal,

continua, preserve la norma, pero no es sobre.

oo
Demostracién. Primero veamos que A,(z) = any.n estd bien definida:

n=1

14y(=)]

IA

Z {Zn| [yl
n=1
< felleo D 19l

n=1

= (2 lufl; < oo
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A, es lineal en 1°°: Sean 0,8 EKy & = (zn), 2 = (2n) € (I%)*.

oo

Aoz +B2) = Y (0zn+ By

n=1

= Z OTnYn + Zﬁznyn
n=1

n=1

' o oo
= a) Tayn+B Y 2bn

n=] . n=1

= ah,(z) +BA()
A, es continua:
Ay ()] < iyl lalloy V5 € 1% = 1Ay gy < Nl -
Sea

@ : F— (™) (2.11)

Veamos que @ es lineal: Si gy, yo €' y A, p € K entonces

OOt 4 1) = Mogyapys = My, + BAy = Xo (1) + pep (12) -
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p preserva o norma (con ésto tendremos que es una tsometria y por lo tanto es
1-1 y continua):

Demostremos que para toda y € {! tenemos que || ()| je0y» = Ily]l; - Primero,
tenemos que (¢ (Y} geoye = Ayl gy < llull;-

Para mostrar la igualdad consideremos la sucesién (z,)%°, € I°° definida asf:

I,?_ -
Tml 51 Yn 7& 0

Tpn =

0 si y.=0

Claramente, |z,| <1 Vn € N y ademds:

Ay (@0)2n) = D @atin = 3 [val = llully = Ayl ooy = Il -
n=1

n=]1

Por tanto, ¢ es isometria, lnego también es 1-1.
Asi, ¢ : 1! — (I°®)" preserva la norma , es 1-1 y es continua.

Sin embargo, ¢ no es sobre. Para mostrar ésto usaremos el Teorema de Hahn-

Banach.

Consideremos el signiente subespacio ¢ de [* que consta de las sucesiones con-

vergentes y sea I' : ¢ — K tal que

I{(z,)%2,) = lim z,.
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Claramente I' es lineal: Sean o, B € Ky z,z € ¢, tal que z = (,)22, v

z = (2,)5%,

Entonces,

Moz +B2) = T(a(za)ils + B(2)7l1)

= lim (az, + B2z,)
— 00

= limaz, + ¥m Bz,
n—ro0 n—oQ

= ¢alimz, + flm 2,
n—oé | =00

= ol'(z)+ AL(=2).
I' es continua: si x = (x,)52, € ¢, tenemos:

()32 = | Jm .

< supfoa| = ||z, = IT(2)] < 1ol

== [T

<L

Mss adin, ||T|l,. =1, pueslasucesibn z,=1 Vne€N cumple con

IC((za))l = 1= (@)oo -

Por ¢l Teorema de Hahn-Banach existe T' : [ — K lineal y continua tal
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que

Fl=Ty |T| _ =00 =1.

(t==y"
Ahora bien, si la ¢ definida en (2.11) fuera sobre, entonces para I' € (I°)* debe
existir y € I* tal que @ (y) = T, esto es, Ay = L.

Por tanto, Vx = (z,)., € [*, tenemos que

anyn = A‘y(m) = f(a:)

n=1

Tomando la sucesién (e,),.; € I, tal que e, = (e,(lk))k , donde e = §,,;, con

e, C ¢y C ¢, tenemos:

== A, =0
—=T=0= “f”(l ) = 0, lo que nos lleva a una contradiccién. n
De acuerdo al teorema anterior podemos decir que ! ‘: (1) .

Hasta este momento no hemos dicho quién es (I°°)*; este problema lo abordare-

mos en el Capitulo 4, Seccién 4.

5




Capitulo 3

El Espacio Dual de C ([a, b|)

En este capitulo obtendremos un teorema para representar a los funcionales
lineales acotados en C' ([a,b]) con valores complejos. Demostraremos que todo fun-
cional lineal acotado en C([a, b]) se puede representar de manera tinica por una fun-
cién normalizada de variacién acotada, via una integral de Riemann-Stieltjes.
Por esta razén, haremos un breve recuento de algunas definiciones y resultados sobre
funciones de variacién acotada e integral de Riemann-Stieltjes que serdn

utilizados para la demostracion del teorema principal de este capftulo.

49
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3.1. Funciones de Variacion Acotada

Las funciones de variacién acotada estan estrechamente relacionadas con las
funciones monétonas y son muy ineportantes en la teoria de integracion de Riemann-

Stieltjes.

Sea P ([a, b]) la coleccion de particiones del intervalo [a, b].

Definicién 3.1 Sea f definida en [a,b] y P = {xg, 21, ..., To} una particion de [a,b].
Sea Afy = flzx) — f(zr-1), para k = 1,2,...,n . Si existe un ntimero positivo M tal
que

imfkl <M vYPeP(lab)

k=1

entonces diremos que f es de variacion acotada en [a,b].

El siguiente resultado nos proporciona ejemplos de funciones de variacién aco-

tada:

Teorema 3.1 (a) Si f es monstona en [a,b], entonces f es de variacién acotada
en [a,b].

(b) Si f es continua en [a,b] y st f' eziste y ademds |f'(z)| < M Vz € (a,b) ¥

alguna constante M, entonces f es de variacion acotada en [a, bi.
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Demostracion. (a) Si f es creciente, entonces para cada particién de [a, b] tenemos

T

SIARl = Y Af
k=1

k=1
n

= Y [f(@) — flae)]

k=1

= f(b) - f(a).

Cuando f es decreciente la demostracién es similar.
(b) Sea P = {z0,21, -2} € P([a,8]).

Por el Teorema del Valor Medio, tenemos que:
Afi = f(zx) — f(ze1) = f{t)(@h — 2h-1), T € (T—1, Tx) -

Asi,

n n

STIAL] = DI G (e — ziea)

k=1 k=1

= Y1) Az
k=1
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Es claro que toda funcién de variacién acotada es acotada. Basta considerar la

particién {a, =, b} de [a, b] donde = € (a, b).

1. En este ejemplo construiremos una funcién continua que no es de variacién

acotada. Sea
| : T COS (1) si T#0
T f(:c) — 2x
A 0 si z=210

Claramente f es continua en [0,1]. Si consideramos la particién de 2n subin-

tervalos: P = {0, 3, 515, 3, 3, 1}, se puede ver facilmente que:

n

2n
NAfl=dk+ i+ttt titi=1+5+..+2
k=1

oo

la cual es una suma no acotada ya que la serie Z 1 diverge. Por lo tanto, f

n=1

no es de variacién acotada.

Gréaficamente f(z):

¥ 02sT

ﬂwﬂ\,ﬂvﬂv f

Definicién 3.2 Sea f una funcién de variacion acotada en {a,b] y sea > (P)

la suma Z |Afe| correspondiente a la particion P = {z¢,T1,...,x,} de [a,b]. El
k=1
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nimero Vy (a,b) = sup {3 (P} : P € P ([a,b])} se llama variacion total de f en el

intervalo [a,b].

Observemos que como f es de variacién acotada en {a, b], el mimero V; es finito.
Ademss V; > 0, y también Vj (a,b) = 0 si y s6lo si f es constante en el intervalo
[a, b].

Es muy sencillo demostrar que la suma de dos funciones de variacién acotada es
de variacion a.cota.da, al igual que su diferencia y su producto.

También, se puede demostrar que la variacion total es aditiva. De hecho si f es
de variacion acotada en [a,b] y ¢ € (a,b), entonces f es de varia;cién acotada en

[a,c] y en [¢,b] y ademds
V¢ (a,b) = V; (a, c) + Vi {c, b) .

Se tiene también el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Sea f una funcion de vartacion acotade en [a,b] y definase V :

[a, b} — R ast:
Vi(a,z}) st a<z<h
Viz) =
0 si x=a

Entonces:

(1) V es una funcién creciente en [a,b).
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(i) V — f es una funcidn creciente en [a,b].

Demostracién. (i) Sia < z < y < b, tenemos:

Vf(a'iy) = V.-f (a1$)+vf (:I,',y) .

Vi) = V(z) = Vi{a,z)+ Vi(z,y) — Vi(a,z)

= Vi(z,y)

Luego, V(z) < V(y), ya que Vy(z,y) > 0.
Por lo tanto, V' es una funcién creciente en [a, b].

Para demostrar (ii), sea

D(z) =V{(z) — f(z) siz € [a,8].

Entonces, si a < z < y < b, tenemos:

D(y) - D@ = V(y) - V() - [fE) ~ @) , |

= Vilz,9) - [fv) - f(=)].
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Luego, por definicién de variacién total tenemos que:

Vi(z,y) - [f(y) — f(z)] 2 0

Ast, D(y) — D(x) 2 0.

Por lo tanto, V — f es creciente en [a, b). | ]

La siguiente caracterizacién se obtiene de modo inmediato del Teorema 3.2:

Teorema 3.3 Sea f definida sobre [a,b]. Entonces f es de variacion acotada en

la,b] sty sdlo si f puede expresarse como diferencia de dos funciones crecientes.

3.2. Integral de Riemann-Stieltjes

Definicién 3.3 Sea P = {xp, %1, ..., Tn} tna particion de [a,b], sea ty un punto del
subintervalo [zx_1,2z] y sea f : [a,b] — R acotada. Una suma de la forma:
n
S(P.fia) =) fte)Ao
se llama suma de Riemann-Stieltjes de f :.;pqcto de . Diremos que f es Riemann-
Integrable respecto de a en {a, b, lo cual denotamos por f € R(a) en [a,b] si existe
un nimero A que satisface la siguiente propiedad: para cada £ > 0, existe una
particidn P, de [a,b] tal que, para cada particion P mds fina que P. y para cade

eleccion de los puntos ty del intervalo [zx_1, 2k, se tiene |S(P, f,a) — A| <e.
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b

Cuando tal nimero A4 existe, es tinico y se representa por medio de f fda. Se
llama. la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a «. A las funciones f y
o se les llama integrando e integrador, respectivamente. Nétese que si a(z) = =z,

obtenemos la integral de Riemann de f.

Puede verse facilmente que la integral de Riemann-Stieltjes opera de forrna lineal

tanto sobre el integrando como sobre el integrador.

En las integrales de Riemann-Stieltjes existe una relacién notable entre el inte-

b b
grando y el integrador. La existencia de f fda implica la existencia de f odf y

a

reciprocamente. De hecho:

Teorema 3.4 (Formula de Integracion por Partes) Si f € R(a) en [a,b)],

entonces o € R(f) en [a,b] y ademds:
b b
[ sdat [ odr = 1) - s(@ata)

b
Demostracién. Sea & > 0. Como / fda existe, podemos hallar P, € P ([a, b]) tal

que para cada P’ mis fina que F;, tenemos:

!S(P’,f, o) — /: fda| <€ (3.1)
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Si P es otra particién maés fina que P. tendremos:

T n L ¢

S(Po, f) =Y alte)Afi = Y alt)f(z) = Y_alte)fles),  (3.2)

k=1 k=1 k=1

Sea A= f(b)a(b) — f(a)a(a). Asf:

A= Ef Tp—1)0(Tr—1)- ' (3.3)

k=1 k=1

Sustrayendo (3.2} de (3.3) obtenemos:
A—-S(P o, f)= Zf z) [er{ze) — alts)] +Zf Ze—1) [olte) — a(@e—1)] -

Las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma de la forma
S(P', f,a), en donde P’ es la particién de [a,b] obtenida juntando los puntos zi y
t,. Entonces P’ es m4s fina que P y por lo tanto més fina que FP.. Luego, por (3.1)
tendremos que:

’A—S(P,a,f) —/bfda] <€

b b
siempre que P sea mds fina que F.. Asf f adf existe y es igual a A — fda.
a

a

Cuando o es una funcién creciente, podemos considerar sumas superiores e in-
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feriores, como en el caso de la integral de Riemann, ya que Aay > 0 Vk.

Definicién 3.4 Sea P una particidén de [a,b] y sean:
Mi(f) =sup{f(2) : 2 € [we—r,2e]}, mu(f) = Inf {f(z) : 7 € [me—1,m] }.
Los nimeros
UPfie)= S MDAy LPSa) = 3 ma(f) A
se llaman, respéctimmente, sumnas superior e inferior de Stieltjes de f con respecto
a a para la particion P,

La integral superior de f respecto a v es: .

—b

] fdo=Wf {U(P, f,a): P € P([a,b])}.

La integral inferior de f respecto de o es:

fbfda =sup{L(P, f,a): P € P(la,b])}.

X .a

Definicién 3.5 Diremos que f satisface la condicidn de Riemann respecto de o
en [a,b] st, pare cada £ > 0, existe una particion P, tal que si P es mds fina que

P, implica 0 < U(P, f,a) — L(P, f,a) <e.
Se puede demostrar la equivalencia de los siguientes enunciados (ver [1]):

1. f € R{a) en [a,b].
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2. f satisface la condicién de Riemann respecto de a en [a, b].

b

3. _]afda = /badf

—

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para la existencia de la inte-

gral de Riemann-Stieltjes:

Teorema 3.5 Si f es continua en {a,b] y si a es de variacion acotada en [a, b,

entonces f € R(a) en [a,b].

Demostracién. Basta demostrar el resultadb cuando o es creciente y a(a) < a(h).
Como f es continua en [a, b] es umformerfﬁente continua ahf, luego dado £ > 0
podemos encontrar un & > 0 (que depende s6lo de €) tal que si |z — y| < § entonces
flz)— fw)| < —j_l’ en donde A = 2{a(b) — afa)].
'Si P. es una particién de norma ||F.|| < 4, entonces para P més fina que F,

tendremos M (f) — mi(f) < %’ ya que
My (f) — my(f) = sup {f(z) — f{y) : =, y € [To—1, 2]}

Asi:

y por lo tanto se verifica la condicién de Riemann. Luego, f € R(a) en [a, b]. |
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Concluimos esta seccién con el siguiente resultado que nos sera de mucha utilidad

posteriormente:

Proposicion 3.6 i f € R(«) en [a,b] donde a es de variacion acotada en [a,b]

y V., designa la variacién total de o en [a,b], entonces:

[ fdal < 1. Ve

Demostracién. Dado £ > 0, existe P, € P(fe,b]) tal que para toda P D F.

donde P= {a =z < %) < ... < Zy, = b} y Vi € [Zx_1, Ti| tenemos:

n b
> fte) Aoy — [ fdo| < e,
Luego,
b b n n
ffdos < f fda—-Zf(tk)Aak + Zf(tk)Aak
a a k=1 k=1
< e+ Y IF(t) 1 Aa]
k=1
S €+"fHooV°¢'

b
Asi, para todo € > 0 tenemos que: l] fdal e+ | flloo Vas

a

b
entonces: ‘/ fda| < Wl Va- |
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3.3. El Espacio Dual de C{[a, b})

En esta seccién probaremos que toda funcional lineal acotada f en el espa-
cio C([a,b]) se puede representar por medio de una funcién normalizada de

variaciéon acotada g definida en [a, b), esto es, para todo = € C([a, b)),

f(@) = / 2(8)dg(®),

donde esta integral es de Riemann-Stieltjes.

Denotemos por
BV([a,b]) = {f : [a,b] = C / f es de variacién acotada en [a,b]}.
Para z € BV ([a, b]) definimos
lzll = Ve + |z(a)l

donde V; es la variacién total de = en la, b].
De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.7 (BV ([a,8]), |-} es un espacio de Banach.

Demostracién. Primero, observemos gue BV (la,b]) es un espacio vectorial sobre
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K ya que la suma de funciones de variacién acotada es de variacién acotada e

igualmente g es de variacion acotada si « € Ky g € BV ([a, b])
Ahora, mostremos que ||.|| es una norma:
Sea f € BV ([a, b]). Claramente || f]| 2 0 pues V¢ > 0 por definicién y | f(a)| > 0.

Sia €K,

Ml = Vag+ M f(a)l
= XV + (@)
= WV, + /@)

A

También, si || f|} = 0, entonces V; =0y |f(a)| = 0, pero si V; = 0 entonces f debe

de ser constante en [a, b] ya que Z |Afi| = 0, luego como f(a) = 0 forzosamente
k=1
f =0. Finalmente,

If+gll = Vige+I(f+g)(a)l
< VitV +|f{a)] + lg(a)]

= Vi +|fl@)]+V, +lg(a)]

= £+l
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Veamos que (BV ({a,b]),||.|]) es un espacio de Banach:
Sea (fy)o , una sucesién de Cauchy en BV ([a,b]).

Asi, dado € > 0 existe N € N tal que Vn,m > N, || fu — full < &, esto es,

Vit + | fa(@) — fm(a)] <esin,m > N. (3.4)

Esto implica que (f,(a))>2, es de Cauchy en K y por tanto existe f(a) € K tal

que

%

tim fu(a) = f(a) € K.

Consideremos ahora a < z < by sea P = {a,,b} € P([a,b]).
De (3.4) tenemos que :
|fa(@) — fmla)] + |(fo — frm) (@) — (o — fm)(a)]

+ l(fn - fm)(b) - (fn - fm)($)| < &

Sin,m > N entonces:

| fal@) — frmlo)] +|(fa — fm)(x) —(fn— fm)(a')| <&

= (fa = fm) (@) +[(fo — f)(@)] = [(fo = fm){a)] <&
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Luego:

|(fa— fu)(@)| <€ Vn,mz Nyzeiab.

Ast, (fo.(z));2, es de Cauchy en C y por tanto existe

n=]
lim fu(s) = (@)

Veamos que f € BV ([a, b]).

Sea P € P([a,b]) digamos P = {a=zg <21 <22 < ... <2, =b} y fijemos

n>N.

Se tiene que:

r

|(fn = F)@r) = (Fn — F) (@)

1

= i (o= f) ek = (o = fo)@aca)
k=1 '

= Jgﬂwz [(fo = fm)(@k) = (o — ) (@e-1)}
k=1

k

<l

< T Vo

m—00

st e R e R

< e por (3.4).

Entonces f, — f € BV([¢,b]) ¥Yn > N ycomo f, € BV([a,b]) se sigue que

BEI o H  al

f € BV ([a,b)).




3.3 El Espacio Dual de C([a,b])

65

Falta ver que f, — f en BV ([a,8]). En efecto, por (3.4)
ZI — fm)(@x) = (fa = fn) @)l + | fa(a) = frla) <esin,m > N
Fijamos n > N y tomamos limite si m — 0o y obtenemos
Z! = 1)) = Ua = Nan)l + Ifale) — F@) <,

lo cual implica que

Viemj +|fula) — fla)] <esin> N

Por lo tanto,

fa— fll = Viuoy + | fnla) — fmla) <esin> N .

Ahora, estamos listos para iniciar la construccién del dual de C ([a, b]).

T En P S

ZEE R T P e

g3
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3.3.1. Un Teorema de Representacion Para Funcionales

Lineales Acotados en C ([a,b])

FEl siguiente teorema es un resultado de existencia, en el que construiremos una

funcidn con las propiedades deseadas.

Teorema 3.8 Sea f € (C([a,b]))*. Entonces eziste una funcién g € BV ([a,b])

tal que Vz € C([a,b])

b
1@ = [ alt)de(t) v tal que 1] = .

a

Demostracién. Como C ([a, b]) es un subespacio de B ([a, 8]), por el Corolario 1.10
del Teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal acotado F definido en

B ([a,b]) que extiende a f y es tal que ||[F|| = || f]|.

Para cada s € (a,b] consideremos la funcién caracteristica de [a, s):

1 si t€la,s]
X[ans}(t) = .
0 si t¢[a,s

Es claro que que X[, € B ([a,b]) Vs € (a,b].

Ahora, definamos la funcién g : [a, b — K tal que:

b
5
7
£
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F(X[a,s}) s sé€ (a: bl
g(s) = :
0 sI s=a

Sea a =ty < t; < ... < t, = b una particién de [a,b] y definamos para cada

si g(t:) - glti1) #0

0 si g(t,) - g(ti_.]_) =

Enseguida, definamos la funcién y : [a,b] — K tal que,

ap s <ttt
y(t) =
o st G <t<t, i=2,.,n

Nétese que y es una funcion escalonada, de hecho:

y(t) = alX[to,h](t) + Z aiX(ti_l,t.'] (t)

i=2

Claramente, y es una funcién acotada en [a,b] y puesto que |og| =0 61 Vi,

entonces ||yl < 1.
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Afirmamos que:

y(t) = Z a; (yi(t) — yi-1(t)) donde (3.5)
i=1
Yi = Xoty) t=1,..,n
Yo = 0.

En efecto, supongamos por ejemplo que t <t < #;.

Zai (yilt) — yia(t))
= o (yi(t) — vo(8) + 2 (%2(t) ~ (D)) + ... + ap (Yn(t) — Ya_a(t))
= a(l-0+am(l-1)+. ..+, (1-1)

= o = y(t)

Los otros casos para t se prueban de modo anslogo.

Enseguida, aplicamos F a la funcién y:

Z a; (F(y:) — F(yiea))
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y como F(y;) = F(Xas) = 9(t;), entonces por definicién de

Fly) = > ai(glt:) — g(ti1)
i=1

= Z lg(t:) — g(ti-a)l,

i=1

lo cual implica que:

Solott) — gt = 1P

< Fylos

FAN

LEl =1l

y esta desigualdad es vélida para cualquier particion de [a, b].

Ast, g € BV ([a,b]) y ademés,

Ve < lifH)-

Ahora, sea z € C([a, b)) y definase:

n

2(t) = D eltin) () ~mia ()

i=]

= (@) Xa1 () + T Xty 49) () + o + Z(En1)X g0y 57 (P)-

(3.6)

T T T W oy e
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Claramente z es una funcién escalonada que depende de la particién y aproxima

a z, cuando la norma de la particién es pequeia.

Puesto que z € B([a,b]) podemos aplicarle el funcional F' y obtenemos:

¥ CFG) =Y e(ten) (FO) ~ Flu)
£ =

2 = 3 ) (06) — glti)-
ﬂ:} i=1

=

Asi, tenemos que:

z(te) —x(t) si tH<t<H

2(t) - z(t) =

:L‘(t,;_l) — .’L'(t) si t1<t< t, = 2,...

Sea n= %1%)51 |t., - t,;_]_l.

Usando el hecho de que z es uniformemente continua en [a, b] ya que z € C([a, b)),

tenemos que:

sup |z(t) —z(t)] — 0 si n > Oestoes, ||z — =

o — 0sin - 0.
tefa,b}
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Puesto que z — z si 7 — 0 en (B{la, b]), |.ll.,) ¥ F es continua en B({a,b]) se

tiene que

b

F(z) = i F(s) = iy > ation) (o(6) — 9(t)) = [ s(t)dgte).

Notemos que esta integral de Riemann-Stieltjes existe debido a que z es continua
y g tiene variacién acotada en [a, b lo cual es garantizado por el Teorema 3.5 de 1a

secclén anterior.

b

Por consiguiente F{z) = f x(t)dg(t) y esta representacién es vélida para toda

funcién continua de [, b].
Abora, ya que = € C([a, b}) fue arbitrariay F = f en C([a, b]) tenemos:

b
f@) = f 2(t)dg ().

a

Con ésto queda demostrada la primera parte del teorema.

Nos falta ver que ||fll = V4, de hecho, sélo resta ver que ||f]| < V,, pues la

desigualdad opuesta fue mostrada en (3.6).
Notemos primero que Vz € C([a, b]), en virtud de la Proposicién 3.6 de la seccién
anterior tenemos:

b
s@i=| | sc(t)dg(t)1 < Izl V.
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De aqui se sigue que ||fl| < V,. Fsto completa la demostracién de nuestro

feorema. [ |

3.3.2. Una Relacién de Equivalencia Entre Funciones de

Variacion Acotada

El Teorema 3.8 nos ha mostrado una cierta correspondencia entre funcionales
de (C([a, b]))" v funciones de variacidn acotada. Sin embargo, esta correspondencia
de ninguna manera est4 bien definida pues si g € BV ([a,b]) ¥ f € (C([a,b]))" es tal

que

b
@)= [ stydgtt

a

entonces es claro que g(t) + ¢ también verifica que

)= [ =tyitett) + o),

a

pues la integral de Riemann-Stieltjes es lineal con respecto a los integradores y
adems4s si el integrador es constante entonces la integral es 0.
De hecho, afirmamos que si k € BV([a,b]) es tal que h{a) = g(a), h(b) = g(b)

y h(t) = g(t) Vit € (a,b) donde g sea continua en £, entonces

a

f@) = [ attydott) = / 2(t)dh(t) (3.7)
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En efecto, dado que g € BV{[a, b}) entonces el conjunto de discontinuidades de
g es a lo mas numerable; luego, dado cualquier > 0 siempre es posible elegir una
particién P € P{la,b]), digamos P={a=ty <t < .. <ty,=b}lcon |P|j<n ¥y

t1, .., tn_1, Puntos de continuidad de g. Si &, € [te—1, ], tendremos

T

S(P,z,g) = Z (§x-1) 1g(tx) — g(tn-1)]

k=1
L2

= Zx(ﬁk_l) [h(tk} — h(te-1)]

k=1
= S(P,z,h)

b b
= u}l?lﬁnos( T, g) = hm S(Psc h), esto es,fa z(t)dg(t) =/a z(t)dh(t),

quedando probada asi nuestra afirmacion.
Ahora, definiremos la siguiente relacién de equivalencia en BV {[a, b]):

Dadas z, zo € BV ([a,b]) definimos:
s~z [ yein) = [ vem© el

Puede verificarse facilmente que ~ es una relacién de equivalencia (nétese que
esta relacién de equivalencia ha sido definida justo de acuerdo a nuestras necesi-
dades).

Enseguida enunciaremos y demostraremos un criterio para que una funcién
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z € BV {{a, b]) sea equivalente a la funcién 0:
Lema 3.9 Dadaz € BV ([a,b]) , z ~ 0 & Ve € (a,b) z(a) = o(b) = z(c*) = z(c7).

Antes de probar el lema observemos que éste no implica que x sea una funcién

continua en cada ¢ € (a,b) pues pueden construirse ejemplos sencillos donde

z(et) = :c(c_)jé z(c).

Ejemplo:

"

Demostracion. (=) Supongamos que z ~ 0. Tomando y(t) =1 V1t € [a,b

' b b
tenemos que: como x ~ 0 = / dx(t) = / d0(t) = 0 asf,

0= / ds(t) = 2(0) - a(a) = =(t) = =(a (3.8)

Enseguida observamos que:

Sia<c<b y h>0 se tiene que:

c+h ‘
% / 2(t)dt — 2(c*) cuando h — 0 (3.9)

[+
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ysia <c<byh >0 tenemos:

%f z(t)dt — z{c”) cuande b — 0 (3.10)
3

o—

En efecto, dado que toda funcién de variacién acotada es la diferencia de dos .
funciones crecientes, serd suficiente suponer que z es creciente. Puesto que z{cH) y

z(c™)} slempre existen y de hecho,

z{ct) = inf z(¥) a<c<b h>0

c<t<leth
z{c”) = sup z(t) a<c<h h>0
c—~h<i<e

tendremos que:

cth ct+h
z(c*) = %‘/ z(ct)dt < %f z{t)dt < z{c+ h)

c c

Asi,

1 c+-h
+ . . = ot
o) < fimz [ ot < Jimater ) = ofe?)

quedando demostrado (3.9). De modo anélogo vemos que se cumple (3.10).

Ahora, demostremos que xz(a) = z(ct):
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Consideremos la funcién continua:

1 si a<t<e
1-%f gl c<t<c+h

0 s cth<t<b

y(t) = S

cuya gréafica es: |
4
14

;

Para la funcién z considerada antes tenemaos:

b
0 = [ ywas

a

_ / :d:c(t)—l- f :+hy(t)dm(t)+ f b 0da(t)

et
crh

— 2(0)—z(a) + f W()dz(t).

c

(3.11)

Usando la Férmula de Integracion por Partes para Integrales de Riemann-Stieltjes
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(Teorema, 3.4 Seccién 3.2) y la definicidn de y{t) obtenemos:

et+h c+h
/ y(t)dz(t) = ~—/ z(t)dy(t) + z{c + h)y(e + k) — z(c)y{c)

c c

c-t-h

= - [ satn -0

c

= - fc+h z{t)d(1 — t ; c) — z(c)
1 2+h ‘

=2 f 2(t)dt ~ 2(c)

<

Por consiguiente, de (3.11) obtenemos:

c+h
0 = z(c) - z(a) —z(c) + -}1;/- z(t)dt o

‘ ct+h
z(a) = i—f z(t)dt

Hacemos que h — 0 y por (3.9) concluimos que z{a)} = z(c*).

De modo similar podemos mostrar que z{a) = z(c¢™) pero ahora usando (3.10)

y una funcién y(t) apropiada.

(<) Supongamos ahora que z{a) = z(b) = z(ct) = 2(c™), a<ec<b

Definiendo la funcién constante: Z(t) = z{a) V¢ € [a, ], obtenemos una funcién
de variacion acotada en [a, §] tal que Z(b) = z(b) y Z{t} = 2(t) entodoslost € (a, b)

donde z es continua en t.
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Por (3.7), tenemos:

f y(t)da(t) = [ y(£)dE(t) Vy € C ([a,b]).

143

b
Pero como / y(t)dZ(t) = 0 pues T(t) es constante, entonces

3

b
/ y(t)dz(t) = 0.

a

£ hdst WiNFEEWAYRALY e T

s T EA

Por lo tanto = ~ 0.

FRTTLE

3.3.3. Funciones Normalizadas de Variacién Acotada

Definicién 3.6 Diremos que la funcidn ¢ € BV ([a,b]) estd normalizada si

g(a) =0 y g es continua por la derecha para toda t € (a,b), esto es, g(t*) = g(t).

Denotaremos por N BV ([a, b)) a la coleccién de todas las funciones normalizadas

de variacién acotada.

Claramente, NBV ([a,}]) es un subespacio lineal de BV ([a, ]).

Tenemos el siguiente:

Lema 3.10 Sean z,, z2 € BV ([a,b]) dondez, ~ zy y z1, z5 estén normalizadas.-

Entonces 11 = xq.
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Demostracién. Como z; ~ g, es decir, (z; — z2) ~ 0 tenemos por el Lema 3.9

que V ¢ € (a,b):
(@1 — zo)(@) = (21 — 22)(B) = (21 ~ z2)(c¢T) = (31 — z2)(c)

Ahora bien, como z; y z2 estén normalizadas, entonces:
z1{(a) = z2(a) = 0 por lo que z;(b) = z2(b) = 0 y también z,(c) = zy(c*),

pero como 1, 2 son continuas por la derecha entonces
z1(c) = z1(c") = zo{ct) = z2(c).

Por lo tanto,

:(t) = za(t) Vi € [a,b].

3.3.4. Un Representante Normalizado para cada Clase de
Equivalencia de BV ([a, b))

Ahora, deseamos demostrar que para cada clase de equivalencia de BV ([a, b])

bajo la relacién ~ definida previamente, hay un representante normalizado.

En vista del Lema 3.10 podemos entonces asegurar de manera inmediata que
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este representante es inico ya que cualquier otra funcién normalizada equivalente

tendrd que coincidir con dicho representante.
Asi, nuestro interés se reduce a mostrar que dada x € BV ([a,b]) podemos en-

contrar una funcién Z € NBV ([, b]) tal que z ~ T, esto es, (z — ) ~ 0.

Sea. = € BV ([a, b]).

3.

5 Definase 7 : [a,b] — C tal que
;
i
1 ( _
A 0 si t=a
i'li z(t) = W z(tt) — :r:\'(a) si a<t<b -
=
i z(b) —z(a) si t=0b
2
Se tiene entonces el siguiente:
fi Lema 3.11 5i 7 estd definida como antes entonces:
iy
Yo .
b (i) Vz<Va

(ii) %€ NBV([a,b]).

(iit) T~z esto es, (x — %)~ 0.

Demostracién. (i) Seaa =ty <t < .. <, = b una particién de [a,d]. Por
definicién de z(t*), dado e > O existen ¢y, ...,c,—; talesque t; < ¢;parai=1,..,n—1

¥

&

2n

|5(tF) - =(e:)] <
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Ahora, usando la definicion de T(t) paracadai=2,...,n —1

B(t) — T(tie) = () —z(a) ~ (2(tf) ~ z(a))
= -'E(tf) - ﬂc(tf—l)

L S = (@(tf) ~ z(c)) - (=) — ze1)) + (2(e) — 2(eim))

Sean ¢cg=a y c¢,=0b, entonces:

SO Ja) - Bt)) = B — Flto)l + 3 (B () — B(tir)
=1 =2

+ ‘E(tn) - Ea(tnﬁl)’
< z(t) = 2{e)| + Jz(cr) — z(co))

n—1 n~1
+ 3 [zt — zle)] + 3 le(t) — el

=2 =2
—1
£ 37 Io(er) = alec-a)l + oltd ) — 2(en-a)]

+ {z(en) — z(cn-1)l

= S ja(tt) - a(e)] + 3 Jeltty) — olein)]

i=1 =2
3 leled) ~ sl

n
& £
< ng g ;lx(q) ~ z(ei)]

< e+ V. Ye>0.
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(ii) Por definicién Z(a) = 0.

Sia <t <bentonces:

B(t*Y) . = lfm B(t+h)

h—0t

= hl_ifg_ [z((t + R)T) — z(a)]

= lim | lim z({t+h)+ k)} — z(a)

h—01 | k=0t

= lim lim z(t+ (h +k)) — z(a)

h—0+ k-0t

= 61_1'%‘5F z(t + 8) — z(a)

= z(tt) - z(a) = Z(t).

(i11) Tenemos que:

(z —3)(a) = z(a)—F(a) = z(a)

(z —7)(0) = =z(b) —5(b) = z(a)
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Sea a < ¢ < b, usando (ii} tenemos:

(& —2) (") = =(c")-F(")
= z(c*t) - T(c)
= z(c") - (z(c*) — z(a))

= z(a)

Asimismo,

(z —2) () = z(c)-T(c)=2z(c) ~ h1_1;r51+ Z{c — h)
= z(c7)— hirf)l+ [2((c— h)+) — z(a)]
= z(a)+z(c) - Jim, z{(c — h)*)
= z(a)+ h]i%l+ [a:(c —h)— kl_i,rgl+ z{c—h+ k)]

= afe)+ Mm lm [a(c—h) - a(c— h-+ k)

y tomando k = % obtenemos

2

2(a)+ Ym lm fo(e—h)—z(c—h+k)] = z(a)+ lm [’”(c"‘)‘“’(c‘ﬁ)]

h—0+ k-0t

4 P PR g A I
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Es importante recalcar que puesto que x y Z son funciones de variacién
acotada en [a, b], entonces poseen limites laterales, lo cual hemos estado utilizando

a lo largo de esta prueba. n

Ya poseernos todas las herramientas necesarias para probar el resultado principal

de esta seccidn.

3.3.5. El Dual de C([a,b])

Teorema 3.12 El dual de C([a,b]) es el espacio NBV ([a,b]), esto es, (C([a,b)]))"

y NBV([a,b]) son isométricamente isomorfos.

El isomorfismo esta dado del modo siguiente:
T : NBV([a,]) — (C([a, 8]))"

g = T(g)=Ff,

donde

I
f@) = [ att)dgte) Vo € C la,t).

Demostracién. Sean g1, g» € NBV([a,b]) v o, €K

Sea

h= T(agl + 692)1 fj = T(g_?)) .? = 112
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Asf, para toda z € C(fa, b])

h{zx)

I

[ stoyiten + et

a

b b
- / ()dgu(t) + B f #(£)dga(t)
= afi(z)+ Bfa(x)

esto es,

h=afi+8f, o T(ag +B8g)=al(g)+ AT(g)

Esto muestra la linealidad de 7.

Es claro que T'(g) es una funcional lineal para cada g € NBV ([a, b]) puesto que

la integral de Riemann-Stieltjes es lineal en el integrando.

Ademis T'(g) = f es continua pues como vimos anteriormente:

=] [ =00 < bello v,

lo cual implica

Nfll £ V;=|gll donde |g| eslanorma deg como elemento de NBV (la,8]),




R SR

T opem

3

86

Capftulo 3. El Espacio Dual de C([a,b])

esto es,

lgll = lg@)| +V, = v,

Tenemos as{ probado que:

171 = 1T cgamy = ”g“NBV([a,b]) .

Mostremos ahora que T es sobre:

Sea f € C ([a,b])". Debido al Teorema 3.8 existe h € BV ([a, b)) tal que

f(z) = / " a(t)dh(s).

Por el Lema 3.11, existe una tnica funcién normalizada g € NBV ([a b)) tal
que h ~ g.

Asf,

@) = [ =m0 = [ szt

a

Esto muestra que Tg = f con g € NBV ([a, 8]).

Sélo resta probar que 7' es una isometrfa.

Con f,g,h como antes, debido al Teorema 3.8 tenemos que || f|| = V;
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Luego, por el Lema 3.11

Il <V V=11

(la primera desigualdad se cumple debido a que

\f@)| < el Ve Yo € C(a,b)

Por consiguiente:

WAl =V = llguNBV([a.,b]) o | T(g) “(C([a,b]))" = “guNBV([a.,b])

Asi, T es una isometria y por tanto, T' es un isomorfismo isométrico.




Capitulo 4

El Dual de los Espacios L?,

1<p<o0

En esté capftulo demostraremos que el espacio dual de LP(X,F,p),
1 < p < o0, donde (X, F, u} es un espacio de medida, es el espacio LP'(X, F, i),
% + 1% = 1. Presentaremos dos pruebas de este resultado. La primera de ellas es
la cldsica demostracién que aparece en la mayorfa de los textos de Teorfa de la
Medida y estd basada en una herramienta muy fuerte y algo sofisticada: el Teorema
de Radon-Nikodym. Ademds, esta demostracién supone que el espacio de medida
es o-finito. Las secciones 1 y 2 de este capitulo estardn dedicadas a realizar esta

tarea. En la seccién 3 daremos otra demostracién del mismo resultado, pero

ahora cuando 1 < p < co. Hsta prueba, debida a E. J. McShane, supone un bagaje

88
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minimo de Teoria de la Medida y estd basada en cadleulos que aunque laboriosos son

relativamente elementales. Por lo anterior, reviste gran interés.

4.1. El Teorema de Radon-Nikodym

Daremos inicio a esta seccién haciendo un brevisimo recordatorio de algunas

cuestiones basicas de Teoria de la Medida.

Estaremos siempre considerando un espacio de medida (X, F,u) y funciones

medibles f: X — K. A veces, por comodidad, elegiremos K = R.

Cuando f es medible y no negativa, la integral de f respecto a p se define como:
ffd,u=sup{f<pd,u:0§tp§f,qosimpleymedible} .

Esta definicién tiene sentido pues siempre es posible encontrar funciones simples
medibles por debajo de f. Recordamos que una funcién simple es aquella que sélo
toma un mimero finito de valores y es por tanto, una generalizacién de una funcién

escalonada.

Cuando f es una funcién medible a valores reales se define:

[ tan= [ reau= [ 5an
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siempre que ambos sumandos del lado derecho sean finitos. En tal caso, decimos

que f es integrable con respecto a p.

Cuando f toma valores complejos, la definicién de integral se hace de xmanera
obvia.

Si, B €Ky f, g son integrables respecto a u se tiene que:

J@r+89du=c [ sau+ [ gin

Ademss, f es integrable < |f| lo es.

} / fcm’ < [if1dn

Para funciones medibles no negativas, se tienen dos resultados bdsicos sobre

En tal caso:

convergencia:

Lema 4.1 (Fatou): 5i f, > 0 Vn € N, tenemos:

/ lim ,dy < lim f fudi.

Teorema 4.2 (Convergencia Mondtona): Si (f,) es una sucesion mondtona

creciente de funciones no negativas tal que f, — f entonces:

f fdu = lim / Fady.
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1
Estos dos teoremas de convergencia son equivalentes y de hecho, implican el ]
|

famoso e importante:

Teorema 4.3 (Convergencia Dominada): Si (f,.) es une sucesidn de funciones

Fp

medibles tal que f, — [ y existe una funcidn integrable g tal que |f,| < g Vn € N, ﬁ:
entonces f es integrable y (d
. . R
/fd#=limffndp. E
12

511 < p < oo se definen los espacios L? (X, F, 1) que a veces s6lo denotaremos
por L?, del modo siguiente: :
|
LP_—:{[f]:fesmedibley/\f|pdu<oo} para 1 < p < o0.
L* = {[f] : f es esencialmente acotada} jr*
o

donde [f]={g: 9= f p—ctp} .

Cuando 1 € p < 00 se definen:

i1, = { \fl"dﬂ)%

[flloe = inf {M : p({z : | f(=)| > M}) = 0}




|
g
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Usando las desigualdades:

1. Holder: Si fe I?, g L¥ y ;1;+ —1% = 1, entonces:

I£glly < 11F4, Qg ll,y

2. Minkowski: Si f, g € L? con 1 < p < o0, entonces:

hf+gll, <1, Mgl

puede verse que |||, 1 < p < co constituye una norma en L*. De hecho, puede
demostrarse que (LP(X ), ||!|p) es un espacio de Banach, como ya habiamos
mencionado en el Ejemplo 8 del Capitulo 1. |

Como una consecuencia de la completez de I?, 1 < p < o0, se tiene que toda
sucesién convergente en L? posee una subsucesién que converge c¢.t.p.

Finalmente comentamos que los espacios de sucesiones {? estudiados en el Capi-
tulo 2 constituyen un caso particular de I” cuando X = N, F = P(N) y p es la

medida que cuenta en F.

Definicién 4.1 Sea (X, F) un espacio medible y sean A, p medidas en F. Diremos

que A es absolutamente continua con respecto a p st dado E € F tal que u(E) =0 -

se tiene gue A(E) = 0. Lo denotamos por A € .
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Como ejemplo de medida absolutamente continua respecto a la medida p te-

nemos a la integral de Lebesgue de una funcién medible f > O:

A(E):[Efd,u, EcF

Resulta que con ésto se agotan todas las medidas absolutamente continuas, respecto
a i lo cual establece justamente el Teoréma de Radon-Nikodym.

La demostracion del Teorema de Radon-Nikodym hard uso del Teorema de Des-
composicién de Hahn cuya prueba omitiremos pues harfa demasiado extensa esta
seccién. (para la demostracion puede verse (3}, [7], [12]).

Cabe mencionar que existen otras demostraciones del Teorema de Radon-Nikodym.
Por ejemplo, [13] utiliza una idea de J. von Neumann basada en el teorema que re-

presenta a los funcionales lineales continuos en un espacio de Hilbert.

Teorema 4.4 (de Descomﬁosic'i.dn de Hahn): Si X es una carga (0 medida con
signo) en F, existen conjuntos P, N € F tales que:

(i) X=PUN.

(1#) PNN = 0.

(i) P es positivo respecto a A, esto es, \(ENP)>0 VYEe F.

(iv) N es negativo respecto a A, esto es, \(ENN) <0 VE&F.

Teorema 4.5 (Radon-Nikodygm): Sean A y p medidas o-finitas en F. Entonces
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A <« 81y s6lo si existe una funcion f medible no negativa tal que

ME) = f fdu, VE€F.

E
Ademds, f es dnica p-c.t.p
Demostracién. (=) Probaremos primeramente el teorema cuando A (X) y p(X)
son finitas. | |

Sea ¢ > 0 y consideremos la carga A — cpt.

Sean P(c) y N(c) una descomposicién de Hahn para A — cp.

Para cada k € N consideremos los conjuntos medibles:

k
A1=N(C), Ak+1=N((k+1)c)_ UAjr k>1

i=1

Por construccién, {(Ag)s., forma una sucesién ajena por pares de conjuntos

medibles tal que

k k
U N(je)= U A4; VkeN.
=1 =1
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= N(ke) N (jéip(jc)) .

Por tanto, si E es un subconjunto medible de A; entonces E C N(kc) y
E C P((k— 1)c).
Puesto que N (ke) es negativo con respecto a A — ke y P((k — 1)¢) es positivo

con respecto a A — (k — 1)cu entonces tenemos:
ME) < heu(E) y NE) 2 (k= Veu(E).
Esto es, si EC Ay vy E € F entonces:
(k= Leu(E) < ME) < kep(E) (4.3)

Definamos

B=x-U A =X~{ NGe= ] PGe)

j=1

entonces:

B C P(kc) Vke€N,

lo cual implica que:

keu(B) < AMB) < MX)<oo VkeN,
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entonces: u(B} =0 y como A < p= AX(B)=0.

Definamos ahora la siguiente funcién:

(k—1e si z€ Ay paraalginke N
felz) =
0 si z€B

Si F € F entonces
w “,

E=(EnB)U|J(ENA)

k=1

y ademds como u{B) =0 y A(B) = 0 entonces:

MS

MENAY -y wE) =3 w(ENAL). (4.4)

1 k=1

MNE) = ;

Asi, haciendo uso de (4.3), (4.4}, de que |J (E N Ag) es una unién ajena por pares
k=1

y que la integral es aditiva numerable, tenemos:

fip = [o pau=¥ [
/ E U(Er‘\Ak) ; EN Ak

> (k= 1epl EﬂAk)<Z). ENAg)

k=1 k=1

I

o0

= AE)= Z)\(E N Ag) < ikcu(E N Ag)

k=1 k=1
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= Z[(k-el)c—kc],u(EﬂAk)

k=1

[(k—1ew(EN Ag) + cu(E N Ag)]

gk

=
1l

1

| = ;fEmAk(fc+C)du

= [ e+
/E fedp + cp(X),

entonces:

f RSO f ) }cd“ +m(x).

e . . 1
Ahora, utilizaremos la construccién anterior para ¢ = 2 , " € Ny asf obtenemos
una sucesién de funciones (f,),.; medibles no negativas.

Por lo tanto:
f fndp<)\(E)</ fodp + B2 ) ,¥neNVEeF (4.5)

Si m > n tenemos que:

/fnd;u</\(E)<f fmd#+“( ) y

(X)

fEfmdpS}\(E)S]Efnd#'*—“zn :

i

AF

I A‘i:;; =

T e

A

I
'
|
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entonces:

[ .- fm)dﬁt. <) g e 7, vm>n.
E

Ahora,seam >ny

E = {z€X: fu(z) ~ fulz) = 0}

E = {zeX: fi(z)—~ fulz) <0}

entonces:
n— fm d = n m‘d n— Jm d
[ = tldn = [ (o= teldu [ 1=l
= /(fn fm dﬂ" ]/ fm)dp"
§ 2#25() ﬁ;&f) Vm > n.
De aqui que:

X
o=l = [ A=t s 522,

Entonces, (f,)o., es una sucesién de Cauchy en L' y como L' es completo existe

f € L} tal que f, — f en L'. Ademds, podemos suponer que f es una funcién

medible no negativa, pues sabemos que existe una subsucesion {f,, )i, de (fa)or,

tal que f,, — f p-ct.p. y como f, >0 entonces f > 0 p-c.t.p.
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Puesto que

UEfnd,u—fEfd#} SfE!fﬂ—f|dyng|fn_f|du’

entonces, por (4.5):

ME) = lim f fudp = f fdu, VE€F,

lo cual completa la prueba del teorema cuando A y u son finitas.
Veamos que f es tnica p-c.t.p.:

Supongamos que f, k son medibles no negativas tales que:
AE) = / fdu = / hdu, VE € F.
E E
Sean

B, = {zeX:fl@)>h(x)} vy

By, = {zeX: f(z) <h(z)},

entonces

[ g-na=0= k- pa

B o

|

pEEEAR
=
=%

L
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y por tanto

(f— 1) |s=0 pctp. y (A= f)15=0 pctp.

entonces:

p(EL) = u(Eg) = 0.

f' Por lo tanto, f = h p-ct.p.

Ahora, supongamos que A y p son o-finitas y sea (X,,),.., una sucesién creciente

en F tal que:

X= ijn y AX,) < oo, p{X,)<oo ¥YneN.

n=1

Esto puede lograrse pues X = |J Ay = | Bm con p{A4x) < 00, A(Bp,) < o0
k=1 m=1

o0 oa
Vkm € N, ast X = |J | (A N B) y reenumerando la sucesion (Agx N By men

k=1m=1

podemos escribir X = |J C, con A (C,) < o0, 1 (C) < 00 Vn € N, luego hacemos

n=1
X,= | Cryast (Xn)o, es creciente, A (X,,) < 00, p(Xn) <00 y X = | X,.
k=1 n=1
Ahora consideremos cada espacio medible (X,,F,), donde:
F, = {coleccién de subconjuntos medibles de X,,}

enelcual X (X,) < oo, u(X,) < oo y aplicamos lo demostrado en el caso anterior.

Asi, para cada n € N obtenemos una funcién h, medible no negativa que se
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anula fuera de X, tal que si B € F, B C X,, entonces:

MB) = f hndy Vn € N.
B

Y

Sim > n.entonces X, C X, y

it

i

/ hody = f hydy ¥YB € F con B C X,,. b

B B b

| | i

fi

Como h,, es tnica u-c.t.p. sobre X,,, se sigue que: ;iu
Pm(z) = ho(z) p— c.t.p. sobre X, Vm > n. (4.6)

:

- W

Definamos

flx)=h,(z) si z€X,.

De (4.6) se sigue que f estd bien definida; ademds f es medible pues f = lim h,,

y fz0.
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Para todo E € F se tiene que:

AE) = lim MENX,)

= lim b dy
n—oo EnX“
= lim - fdu

00 S BnX,

- f pa,

ya que la funcién v(E) = [ fdu es una medida en F.
B . -
Exactamente igual que antes se muestra que f es dnica p-c.t.p.

(«=) Es inmediata. ]

(a) La funcién f definida en el Teorema 4.5 se lama derivada de Radon-Nikodym

dA
de X con respecto a y y se denota por d—lz

d
(b) La funcién f = E:-} no necesariamente es p-integrable. De hecho: f es
p-equivalente a una funcién integrable < A es una medida finita. En efecto:

AX) = / fdu < co & f es integrable.
X

4.2. El Teorema de Representacién de Riesz

En esta secciéon aplicaremos el Teorema de Radon-Nikodym para obtener la

representacion de funcionales lineales acotados en los espacios LP, 1 < p < 0. Por
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idad, supondremos K = R.

posicion 4.6 Supongamos que (X,F, u) es o-finito. Si g € L¥, donde p, p'

nentes corjugados,  entonces G: I[P — R tal que

G(f) = f fodu

funcional lineal acotado tal que \|G|| = |igll,.

hostracién. Observemos primeramente que G est4 bien definido.

r la desigualdad de Holder tenemos que:

-/X lfg‘ ap < “g“p‘ “f"p asi, fg € I

la. definicién de G es claro que G es un funcional lineal.

G| = | /. fgdu. < [ \aldu< gl 71, vre D

nsiguiente, (¢ es un funcional lineal acotado.

anterior muestra que |G| < gl 1< p<oo.
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Veamos ahora la otra desigualdad: Si 1 < p < oo, sea f = l9|7 sgn(g), donde

(
1 si >0

sgn(z) =4 0 s =0

-1 s1i <0

i \
i

Entonces | f|” = |g” = fg, puesto que:
y ¢ y
fg=1gI% sgn(g)g = gl gl = lg| 7" = |gI"

ya.uel-i—1 1
que — -+ — = 1.
p ¥

Por tanto, |f|* € L!, es decir, f € I? y

- 151, = ([ 1P an) = ([1oF )" = 1ol

Asf,

61) = [(ss)du= [ 1oV du= ok = 19 ™" = gl ll, = 51, Nl

entonces:

lall, < IGIl.-
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Notemos que en el caso 1 < p < o0 que acabamos de analizar, no requerimos

que la medida sea o-finita.
Si p = 1, en este caso p' = co. Supongamos primero que u (X) < oo.

Si ||g]l, = 0, entonces g = 0 p-c.t.p. por lo que Vf € L! se tiene que G(f) =0

y asf, |G} = 0 = |lgll .
Supongamos que |gl|l,, > 0 ysea &£ >0 un mimero arbitrario -tal que

0<e < ||glle

Como ||g]l., — € < ||g]l., entonces existe E € F tal que:

O<pu(E)y<oo y Vz€E |gl,—e<lglz)l.

Definamos f = ;(—IX—ijsgn(g).
Es claro que f € L' y que || f|l, £ L.
Ademss,

1
6th)= [ fodu= s [ 1A1dn> Yol e

Como esta desigualdad es vélida para todo € > 0, entonces:

Gifyzlgl, com feL' y |Nfl, <1,

BE-i

PR AET LY

T
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luego,

IGH 2 G(f) 2 9o -

Por lo tanto, |G| = ||gl,
Supéngase ahora que X = |J Xp, Xn C Xnp1 ¥ p#(X,) < co.

n=1

Definase -

Gu(f) = f . fgdp = f Hoxx. )dps.

9Xx, € L*(X,, 1) y por el caso anterior

oxx. |l < 1Gall < 1IG].

Asi, existe B, C X,,, B, € F talque u(B,)=0 ¥y

lge} <Gl VzeX.-B,

Sea B = U Bn; ast  u(B) =0 ysi z¢ B entonces z ¢ B, Vn, luego
n=1

lg(z)} < |G|, por lo que

lgllee < G-
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El siguiente paso serd descomponer un funcional lineal acotado en LP en una

diferencia de dos funcionales lineales apropiados.

Definicién 4.2 Diremos que un funcional lineal G definido en LP es positivo si

G(f) >0 Vf e L? tal que f > 0.

En general, un funcional lineal G definido en un espacio vectorial L de funciones

real-valuadas es positivo si G{f) >0 Vf € L tal que f > 0.

Ejemplo 4.1 Si L es la coleccion de funciones integrables respecto a una medida y,
es decir, L = L(X,F,p) entonces G(f) = f fdp es un funcional lineal positivo
b's .

en L.

Lema 4.7 Sea G un funcional lineal acotado en LP. Entonces ewisten dos fun-
cionales lineales acotados positivos Gt, G~ tales que G{f) = G*(f) — G~ (f)

Vf e Lr.

Demostracién. Observemos antes que si 0 < g < f entonces |gif < |f|F, ast

lgll, < 11, por o que

1G(9)] < G Igll, < |IGIIHFN, VgeLPtalqued<g=<f
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Ahora, si f > 0 definamos

GH(f) =sup{Glg): g€ L*,0< g < f}.

Por la observacién anterior, G1(f) estd bien definido pues
|6H (N < IGHIF,

y es claro que G*(f) > 0 cuando f=0.

Veamos que G*(fi + fo) = G* (i) + G*(fa) sl fi € »yfiz0

Si 0 < g; < f; entonces

G(g) + G(g2) = Glg1 + 92) S G (fi + fa)-

Fijamos g, y tomamos supremo sobre todos los g; € I tal que 0 < g3 < f1

entonces

Gt (1) +Glg2) < GT(fi + fa),

y tomando de nuevo supremo sobre todos los g» € LP tal que 0 < go < f; obtenemos:

GH(f) + G {(f2) < GT(fi + f2)-
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Inversamente, sih € L? y 0 < h < fi + fo.
Sean

g1 =méx{h~ f2,0} y g2=min{h, fr}.

Por consiguiente, g1 +g2=h y 0<¢; < f;, j=1,2.

Asf,
G(h) = Gl + g2) = G(g) + Glg2) L GT (L) + G*(f2) Vhe L7
tal que 0 < h < fi + fo, luego
GH i+ 1) S GHR) + G (1)
También puede mostrarse facilmente que:
Va >0, Gt af)= ?;uG"'(f) si f eLr f>0.

Ahora, si f es un elemento arbitrario de L? definamos:

G (f)=G*(f") -G ().

Claramente, G es positivopues f > Oyast f=fT y f~ =0

-y
L
fo! .
ot
e
iy
Loy
Im"
B
.
.
WiEL:
]
f

i

T

SRRt

G
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Ahora, supongamos que X es o-finito respecto a .
. o0
Vimos que X = U1 Fo con F, CFryr VReEN y u(F,) < oo y encontramos
n=

una funcién g, medible no negativa e integrable en F, que se anula fuera de F, tal
que Vm > 1 gm = gn p-C.5.D. sobre F,.
Definamos g(z) = ga(z) si x € F), para algiin n,

Asi, para cada n € N existe B, € F con u(B,) = 0, tal que:
lgn(@)| < |Gl Vz ¢ B,

Por el caso anterior, g» € L™ Vn € N, |lga|l, < |G| paracadan € N y

lim g, = g puntualmente.

Si B = |J B, entonces 4(B) =0 ysi £ ¢ B entonces z ¢ B, Vn € N, por lo

n=1
que

lgn(@) SIGI meNy Vzex - B
entonces

lg(z)| S IG|| Yo € X — B con w(B) =0,
asi,

gel” v lgle <lGy.

=S
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Veamos que G es un funcional lineal acotado.

Antes que nada observemos que si f = f* — f~ = f; — f,, f, > 0 vy f220,

entonces

G'(f*) ~G*(f) =G*(f) - G*(f2)

i
1

porque f* + fo = fi+ f~, asf

GHft+ fo) = G:(fl +f7)

luego

GH(F*) +G*(f2) = G¥(f) + G¥(F),

de aqui que

GHf) = GH(f7) = GH(h) - G*(fu).

Asi, si fy, fa € LP entonces:

GHM+GHhH) = C () = GH() + G () - G* ;)

= G+ )~ G+ f7)

G+(f1 + fa). K
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Sia€Rya>0entonces (af)t =aft y (af) =af y ast

GHaf) = G ((af)?) - GH{(af))
= GH(af") ~GH(af)

= a[GH(f) -G (f)]

= oG (f).

Cuando a < 0 hay que usar que (af)" = (=) f~ v {af)” = (—-a) f*.

M

Resta ver que G es un funcional lineal acotado en LP.

Puesto que
let(H) < 16, v
G+ < G|,
entonces
lGH ()] < [T +[GH(F)]

IA

i (1741, + 11,
< 161 171, + 151,

A

= 2)GlIfl, vielL”.
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Ahora, definimos G~ para f € L? por:
G~(f) = G*(f) — G(f)-

Si f > 0 entonces GT(f) > G(f), luego G*H(f) — G(f) = 0, de aquf que
G=(f) = 0.

Ademés, G~ es un funcional lineal acotado pues es la diferencia de dos
funcionales lineales acotados.

Por lo tanto, para toda f € LP se tieve que G(f) = GT(f) — G~(f) con G¥,

G~ funcionales lineales acotados positivos.

Teorema 4.8 (de Representacion de Riesz): 5i (X ,F, 1) es un espacio de me-

dida o-finito y G es un funcional lineal acotado en LP(X,F,u) entonces emiste

g€ LF(X,F,u tal que
G(f) = / fodu Vie L

Aquip, p' son ezponentes conjugados. Ademds, |G|l = ||gll,, g = 0 cuando G es un

funcional lineal positivo y g es tinica u-c.t.p..

Demostracién. Supongamos primero que p{X) < co y que G es positivo.
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Definamos A : F ~— R tal que A(E) = G(xg) < oco. Nétese que xp € L.

Supongamos ademds que p = 1.

Claramente, A(0) =0 v MAUB)=G(xa+x5) = MA)+A(B)siANB =0.

1]

Si (E.).., es una sucesién creciente en ¥ y E = U E. entonces (x En):;l
n=1

es una sucesién creciente de funciones que converge puntualmente a xg. Como

o0

w(X) <o y (Xg. )., €8 una sucesién en L' tal que |xp, | < 1¥n € N, se sigue

del Teorema de Convergencia Dominada, que x5, — Xg €n L.

Puesto
0 < ME) — MER)
= Gxg)— G(XE“)
= Glxg— XE...)
< Gl “XE - XEn“l —+0 sin—oo
entonces

AE) = lim A(E,).

Por consiguiente, A es una medida pues si (A.)..; es una coleccién ajena por

pares en F entonces escribiendo B, = U Ay tendremos que B, C Bp,y1 Vn vy
k=1
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G B, = O Ay, luego:
n= n=1

1

() (00

T
= lim > " A(Ay)
k=1

= Y MAn).

n=1

Ademds, si M € F y u(M) = 0, entonces x, = 0 p-ctp. y asf

MM) = G(xp) =0, es decir, A <« p.

Aplicando el Teorema de Radon-Nikodym obtenemos una funcién medible no

negativa e integrable (ya que A es finita), g : X — R tal que

Gxs) = NE) = [ “giu= [ xoodu VEeF.

™

Ahora, si ¢ = Z a;X4, ©s una funcién simple medible entonces:

i=1

Glp) = ZaiG(XA,- )

= > / X 4,994
i=1 X
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= ] (Z a’iXA"g) d}l:
X \ =1
X

Si f es una funcién no negativa en L', sea (p,), una sucesién mondétona

creciente de funciones simples no negativas que convergen c.t.p. y en L? a f ( esto
es posible porque 0 < p, < f =0 f-p, < fe L= [{f~p,] — 0si

n — 0o, por el Teorema de Convergencia Dominada).

Ademss, como 0 < G(f - ) < IGLHIF ~@.li — 0 sin—~ o0, se sigue que:
Tim G(p,) = G(f).
Puesto que ¢,,g / fg se sigue del Teorema de Convergencia Monétona que:

G(f) = lm Gle,)

Ahora, si f € L' entonces f = f* — f~ y por linealidad de g tenemos:

G(fy=G(f") - G(f)
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jx frodu — jx fgdp

f (F = £ )gdn
X

/ B fodu.

Ahora supongamos que p > 1 (recordemos quie seguimos suponiendo p(X) < o0).

H

i

En este caso la .prueba es casi exactamente igual. La tinica modificacién serfa la
siguiente:

Si f es una funcién no negativa en LP, sea (i,)>>, una sucesién mondtona
creciente de funciones simples que convergen c.t.p. a f. También (¢, ) o, — fen
LP porque como 0 < ¢, < f = 0< (f—¢,) < fP € L' y por el Teorema de

Convergencia Dominada:

/lf — ¢, [ dp — 0.

Asi, en el caso p > 1 puede mostrarse que si G es un funcional lineal acotado posi-
tivo en LP(X, F, u), u(X) < oo, entonces existe una funcién medible no negativa ¢
tal que

6= [ todn vrerr

Ademds, g es tnica p-c.t.p. pues si

f fgd#=f fddu VfelI?, px1,
X X
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entonces dado cualquier E ¢ £ ge tiene que yz € LF PUeS #(X) < oo, por lo que

fgd,u:f ddu VEEF,
B B

entonces g = ¢ u-c.t.p.
Pasemos ahora al cagg e que 4 es una medida g-finita.

Aqui, podemos encontrar una sucesion creciente (Fa)azt C F con p(Fn) < oo

El caso anterior nos permite encontrar fﬁnciOIles gn DO Negativas e integrables

en Fn, que se anulan fuera ge F,, tnicas c.t.p. sobre Fy, tal que
Cfxr) = f Fxr.gndp, Vf€LH1SP <00
X
Ademss, si f € L” y m, > p, tendremos

G(fXF,.) = G(fXFﬂnFm)

= / fXanmdp'i
X
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Asi, g es medible y ¢ > 0. Si f € L* entonces tendremos

[ tedu = tim [ sodu

—r00
LU Fn

3
I

= lim X, gndy
n—00 X

Fi
&
:
-
b
4
[
i
i
i
£l
i
i
.
$a
-t
[l i:’
i i 3
1
<
L=
e
£
b
' ()
s

= nl}:{{.lo G(f XF,,)
= G(f),
puesto que
0 < |G(f - fxr)| SIGHS = fxrll, — 0 sin— o0
i+
(va que frn = fxp, € LP, fo — [ ctp. ¥ |fal < \fl € L? y se aplica el Teorema 1
ETM de Convergencia Dominada). 4
R Ahora, sea G un funcional lineal acotado arbitrario en L?. Por el Lema 4.8,

podemos escribir G = G* — G~ donde G*, G~ son funcionales lineales acotados

positivos.

Por todo lo demostrado anteriormente, obtenemos funciones medibles no nega-

tivas gy, g2 tal que

GH(f) = / fods ¥ G(f) = / fmdp Ve
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Escribiendo ¢ = g; — ¢» obtenemos una funcién medible tal que:

G(f) = G (H -G (f)
= / Xf(gl—gz)dn
- f fodu, Vf € I?.
X

Falta demostrar que g € Lf" y que |G|l = ”9“;,1

Habiendo mostrado que ¢ € L¥ la prueba de que |G| = lgll,, se sigue de la

Proposicién 4.6.
Supongamos que p =1 y que p(X) < oco.

Sabemos que

G(f) = f fadu, Vf €I

Para cada ¢ > 1 definamos E, = {z € X : |g(z)| = ¢|G|} € F ¥

L osi g(z) 2 |G

fel®)=1{ -1 si g(x)<—c|Q) -

0 si z¢kE,

N
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Entonces f, € L' pues u(X) < 0o, ademds:

fdn = [ fugdu

Ee

= G(fc)

< G p(E),

pero

]  fuodu > c]|G w(E).

Asi,

clGlu(E:) < 1GIIfl,

= |G| u(E:)

lo cual es imposible a menos que p(E;) =0 Ve > 1y como

e x:lg@l > 160 = U {=: 1o = (147 ) 161

n=1

entonces:

p({z:lg(=}l > IGIH =0,

es decir, 0 < |g(z)}| < ||G|l, p-c.t.p., por lo que g € L™ y de hecho, ||gll., < |G-
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Ahora, supongamos que X es o-finito respecto a 4.
. (s =]
Vimos que X = L_J1 Fo con F C Fop1 VREN y y(F,) < oo y encontramos

una funcién g, medible no negativa e integrable en F, que se anula fuera de F,, tal
que Vm > n gm = gn M-C.t.p. sobre F,.
Definamos g(x) = gn(z) si z € F,, para algiin n.

Asi, para cada n € N existe B, € F con u(B,) = 0, tal que:
lga(@)l < |GY V= ¢ B,

Por el caso anterior, g, € L ¥n € N, [g.f. < IG| paracadan € N y

lim g, = g puntualmente.
n—eo

Si B = |J By, entonces u(B) =0 ysi = ¢ B entonces « ¢ B, V¥n € N, porlo

n=1
que

lgn(z)| <G VneNy Vzex-B
entonces

l9(z)| < |G| V2 € X =B con pu(B) =0,
asi,

gel™ vy |l <llG|.
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=1y p(X) < oo

Ahora, supongamos que p > 1, 5,1~ + i

Para cadan € Nsgea E, = {z € X : |g(z)] < n}.

Observemos que X = | J B, con E, C B,y Vne N
n=1

Definamos f, = X, |9I” " sgn(g) con.g # 0 pre.t.p.

Entonces ||’ = |g|” sobre E, y como

/ lgI” dps < ¥ 1 (En) < oo,

Ein

se sigue que f, € LP.

f lgi” dp = / fngdp
En X

= G(fs)
1GH 1 fally

1
e [ / |g1p’dn] |
By

<Gl o f  XEn gl dpn < |G| ¥n e N.

IA

'!L|»-

es decir, ( / Xz, 19" du)
X
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Puesto que xz, | g lg[”', pues E, C E,.1 Vn € N, se sigue del Teorema de

Convergencia Monétona que
f 91" du = Hmf Xk, 19" dp < ||G|” < oo,
x n—oeet x

lo cual implica que g € I¥ y |igll,/ <Gl

Ahora, supongamos que X es o-finito fespecto apyp>1l

Como en el caso p = 1, descomponemos X = [:]1 F, con u(F,) <0 VneN
y definimos g(z) = gn(z) siz € F,, donde gn € L7, lgnll,y < IGI Vn € N, g, se

anula fuera de F,, gm = gn Ym 2 n  p-c.t.p. sobre F,.

Puesto que | gn[p’ /" 197, se sigue del Teorema de Convergencia Monétona que:
J1aF du= Jim [ 1an du <161,
porloqueg € I y Yg|, < |G|

Nota: Si p = 1, el requisito de que p sea o-finita es necesario. Cuando p > 1 la

condicién o-finita no es requerida.

Con este resultado, finalmente concluimos que (L?)* ~ L” | en otras palabras, el

- " . . ']
dual de I? es isométricamente isomorfo a L7

‘‘‘‘‘‘
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4.3. El Dual de L7, 1 < p < o0. Otra Demostracién

En esta seccion, (X, F, 1) denotars un espacio de medida fijo, pero arbitrario, y
1 < p < co. Probaremos de nueva cuenta que (L?)* y L” son indistinguibles como

espacios de Banach, pero sin suponer alguna condicién especial para nuestro espacio

de medida.

De hecho, daremos una prueba elemental que no hace uso de ningtn resultado
sofisticado y sélo utiliza técnicas de célculo elementales. Esta demostracién se debe

a E. J. McShane, y su sustento geométrico es la propiedad de convexidad uniforme

e scmzw v EFVIVE B FEERE T @ &S0 YOI

de los espacios L?, 1 < p < oo, la cual se obtiene a partir de las desigualdades de
Clarkson que se establecen mas adelante.
Antes de comenzar con el desarrollo de la demostré.cién establecemos las de-

sigualdades de Holder y de Minkowski para 0 < p < 1 que nos serdn de utilidad en

=P 3 ¥

esta secci6n. Su demostracion es sencilla y puede consultarse en {8].

1. Desigualdad de Hélder para O<p<l Si f € L? y g € L” entonces

[isslan> ([ Ifl‘”d#)% (f o d,u);l'

a menos gue /|g|p' dp = 0. (Nétese que p' < 0).

2. Desigualdad de Minkowski para O<p<l ParaO0 <p <1 y f,g € I” se
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tiene

If + gll, = 171l + Nall, -

Lema 4.9 Sip > 2 enfonces

) 2

(1+$)p+(l”m)ps%(l+ﬂ) 47)

para cada z € [0,1].

Aok e

G X s

P —e\P
Demostracién. Sea F(z) = (1 -;:):) + (1 5 a:) — 3 (1+2P).

Debemos mostrar que F(z) <0 para0 <z < 1.

Como F(0) =2"1(27% —1) yp>2 tenemos que F(0) <0.

Para 0 < z < 1, consideremos la funcién

8(c) = 2 F(z) (4.8)

Asf,

Claramente ¢(1) = 0.
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Veamos que ¢'(z) > 0 para 0 <z < 1.

¢(@) = ——7 [A+af ™ + (1 - oy - 277] (4.9)

Sea o =p — 1> 1 y consideremos la funcién
P)=(1+2)°+ (1 -2)* -2

se tiene que

Y@ =al+2)* —a(l-z)* >0

paral <z < 1.

Asf, 1 es creciente enr [0,1] ¥ puesto que (1) = 0, el teorema del valor medio
implica que ¥(z) < 0, para 0 < z < 1.

De (4.9), obtenemos que ¢'(z) > 0 para 0 < z < 1 y puesto que ¢{1) = 0
tendremos que ¢(z) < 0 para 0 < z < 1. Finalmente, (4.8) muestra que F{(z) <0

para0 <z < 1. [ ]

Lema 4.10 Sean z, w € C yp > 2. Entonces

P p

Z 4w zZ—w

2

r r

2
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Demostracién. Si w = 0 la desigualdad se convierte en

ol 7 LeP

2p-1 2

la cual claramente se verifica porque p —1 2> 1.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |z] > |w| > 0.

Obsérvese que la desigualdad (4.10) que queremos probar es equivalente a

1 wy[F |1 wy[? 1 w|P
hal — = —_— < - — .
’2(1+z) + (1 z) _2(1+‘z‘) (4.11)
La desigualdad (4.11) se puede escribir en la forma
1+ 7P |1-re?fP 1
<={(14+7 4.12
[+ el <taem (412

donde0<r<1 y 0<6<2m

Si # = 0, la desigualdad (4.12) es (4.7). Asf, nuestra demostracién quedara
completa si mostramos que el lado izquierdo de (4.12) es un méaximo cuando 8 = 0,

para r fijo. Bastard considerar solamente 6 € [D, -721]

Debemos mostrar que la funcién

g(8) = |1 +Tei9lp+ |1 - 're"alp

B AR e T I T T e = o
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tiene un méaximo en [0, -g] en 8§ = 0.

En efecto, ya que

L
2

g@=[1+r"+ 21'0059]1% + [1+ 7 - 2rcosd]
tenemos que

g8 = g (14 1% + 2r cosb) il (—2r sin 6) (4.13)
-i—g(l + 72 — 2rcos#)2 7 (2rsin f)

= —prsinf [(1 +ri4 2rcos&9)§‘1 -1 P 2,,-0056)%—1]

Puesto que p > 2, es claro de (4.13) que ¢'(#) < 0 para 8 € [O, g]

il
Por tanto g es decreciente en [0, —2—] y asf toma su valor maximo en 0. [

Lema 4.11 (Desigualdad de Clarkson parap > 2): Sip> 2y f, g € L?, se

tiene gue

P
+
p

“f—z‘rg

—allP 1
= R A1 (4.14)

Demostracién. Por el Lema 4.10, tenemos que

/=) — g(z)

P
+

’f () +9(z)

3 ’ < Fz)f + |g(;:)|P VzeX. (4.15)
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Integrando ambos lados de {(4.15) sobre X, obtenemos lo requerido. n

Enseguida establecemos el anslogo de (4.14) para 1 < p < 2. Esta desigualdad

y su prueba son més complicadas.

Lema 4.12 5i 1 < p < 2 entonces
A+z) +(1 -2 <2(1+2P)F (4.16)

para cade z € [0, 1].

Demostracién. Si p = 2 entonces ¢ = 2 y asf el Lema es inmediato.

Supongamos que 1 < p < 2. Para =0 y para z = 1, (4.16) es una igualdad.

1—-u

Cuando u varia de 0 a 1, la funcién decrece estrictamente de 1 a 0. Por

consiguiente, nuestra desigualdad deseada (4.16) es equivalente a

1
7 7 r
1—-wu l1—u 1—u -1
o < ¥y )
(1+1+u) +(1 1+u) _2(1+(1+u)) (4.17)

para 0 < w < 1. Multiplicando ambos lados de (4.17) por (1 + u)”' obtenernos

2 (1 up’) < 2[(1+ u)P + (1 — w)P]T (4.18)

......
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Elevando ala p — 1 ambos lados de (4.18) obtenemos
APl 1
(1+w)" < 5[ +wP + (1 - )] C(4.19)

para 0 < u < 1.

Puesto que los pasos desde (4.16) hasta (4.19) son reversibles, s6lo necesitamos

probar (4.19).

Expandiendo en serie de potencias tenemos

S+ - - (140)7 (4.20)
= % L: z)uk-l- g:ﬂ (z) (—l)ku"} g (p ) 1) o

Sabemos que la serie (4.20) converge absolutamente y uniformemente para
u € [0,1]. Mostraremos que cada término de la serie (4.20) es no negativo y ésto

probard (4.19).
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Fl k-ésimo término de la serie (4.20) es

pp-1)p=2).(p=(2k-1)) 2% _ (p=1)(p=2)..(p—(2k-1)), #(2k-1) _ (=1)(p-2)..p-2K) of2k
(Z&) @k=1Y1 2k

plp=1)(2-p)...(2k—1—p) 2k _ (p—1)(2—p)(3—p)..(2k=17p) , p'(2k—1) | (p=1)2—p)..(2k—p), p'2k
(2k)! (2k—1)! (2K)!

- 21; 2—p}(3— 2k— —1 (2k— 2k —1 f2k—2k
I g)x[(2£§;(v2k3p) ((2:’:_3 WP CRmD=% | (=l ]

El primer factor claramente es positivo. El factor que aparece entre corchetes lo

reescribimos asf:

— 2k
1 1 1 2 1 2 1 —usi 1 — ur-1
%y 2k Ep” +_2k_”?"]=[ ZE—p 2k ] (4.21)
—1 p—1  p-1 p—1 p—1 -1

Ahora, usando el hecho de que para cualquier » > 0 la funcién

t.-—a-l-:{n, 0<t<oo

es decreciente (lo cual es muy sencillo de ver), tenemos que como

2k — 2k
P< ,
p—1 p-—-1

la expresién de (4.21) es positiva. |

i
-|i|\ Ll
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Teorema 4.13 51z, w € C y1 < p <2 entonces

2+ w” + |z = wf < 2([2f + )i (4.22)

Demostracién. Si z =0 o w =0, la designaldad (4.22) es inmediata.

Asf, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 < |z| < |w|. La desigual-

dad (4.22) que deseamos probar es entonces equivalente a la desigualdad

1

i P'.‘ ‘ P Pl
142 +l—1+3| <2(|2[ +1)™ (4.23)
w w w

Escribimos (4.23) en la forma
[1+re?l” + |—1+re?[f < 2(® + 1)51 (4.24)

donde£=re"9, 0<r<l y 0<8<2m.
w
Para 6 = 0, la desigualdad (4.24) es (4.16).

Del mismo modo que en la prueba de la desigualdad (4.10) del Lema 4.10, se

puede mostrar que la expresion del lado izquierdo de (4.24) alcanza su méximo en

[0, g] en = 0. Asf (4.24) se verifica para toda §. .
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Lema 4.14 {Desigualdad de Clarkson para 1 <p<2): Sif,ge L

“f;rg

7 7
+H£~_9

2 < [ g e (4.25

r P

Demostracién. Por la desigualdad de Minkowski para 0 < ¢ < 1, tenemos

r+gl lf—g# “f+9“ ‘f—g” -
= + 1= < + (4.26)
l' 2 o1 2 - 2 2 ot

El lado izquierdo de (4.26) es el lado izquierdo de (4.25) puesto que
“ |h|"’“ = |h|¥’ para cualquier h € L. '
p—1

El lado derecho de (4.26) es

/(s

y por el Teorema 4.13 es menor o igual que

Tkl

1

pl _ p’ ‘p—l p-1
) ) d“]

- ’ 1
fI2 gy P-1 1 1 Pt
2042 an| T = (S04 S ol

En lo que sigue, 1 < p < oc.

Teorema 4.15 Si L € (LF)", L # 0, eriste @, € LP  tal que flwol, =1 y

‘‘‘‘‘
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L{po) = Il LY.

Demostracién. Por definicién de || L||, existe una sucesién (¢),)o ; en L? tal que

leull, =1, IL (o)l > g IL1 y  Mm L {en)] = L.

Sea
Had i Ligl)#0
P =
0 si L(gl)=0
Entonces
Ll _
L{¢n) =L (eu)l > 5 L] >0 (4.27)

heall, =1 (4.28)

lim L{p,) = |ILI (4.29)

Mostremos que (¢,,) s una sucesién de Cauchy en L?.

De no ser asf, existen « > 0 y subsucesiones (¢, )5, ¥ (¥m, )5, tales que

|, = m,ll, > Vk€EN.

Cuando p > 2 usamos la Desigualdad de Clarkson (Léma. 4.11) y escribimos

P P

(Pmk + cpﬂk
2

(Pmk - tpﬂ.k

1 1
< oot emli=1 @30

g

P
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e e N

Para 1 < p < 2 usamos la Desigualdad de Clarkson (Lema 4.14) y escribimos

Pong + P 7 [P~ O [ ]2 1 =
i s e i

" Para p > 2 la desigualdad (4.30) implica que

P
f&;"f"—k <1- (5;—)” (4.32)
p

y para 1 < p < 2 la desigualdad (4.31) implica

!

Cre + P |I” a\?
T P -{= 43
H 2 ) <1 (2) (4.33)

De (4.32) y (4.33) podemos hallar para cada p > 1 un nimero 3 € (0,1) tal que

3 sea independiente de k. y

(Pmk + (pﬂk

> <1-8 VkeN (4.34)

P

Ahora, consideramos la sucesién de funciones (gi);, definidas como

(Pmk + (Pnh ’
g = e Tk (4.35)
* ”‘Pﬂlk + (pﬂ'k“p
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Obsérvese que ninglin denominador en {4.35) es cero pues de ser asf tendriamos

Pn, = Pm, Para algin k, y por tanto L (¢, ) = —L (¢m, ) lo cual contradice (4.27). .

Ahora, para cada k € N de (4.34) y (4.35) tenemos

Ligs) = ” = [%L ((,omk)+-%L ((pnk)] | (4.36)

Py, HPny “
2
D

> g (3 + 0]

Por (4.29) tenemos que
lim L (¢,,) = lim L{e,,) = |||

k—co

Asf, (4.36) implica que
s 1
lim oo L(gx) 2 -3 IZ| (4.37)

Como ||gll, =1 la desigualdad (4.37) es imposible porque 0 < 8 < 1.

Por tanto, (y,,) es una sucesién de Cauchy en LP y como L* es de Banach, existe

we € LP tal que ¢, — @, en L. De (4.29) se tiene que

lim L (,) = L (o) = L]

n—oo




4.2 El Dual de 7, 1 < p < 0o. Otra Demostracién 137

Lema 4.16 Sea E un espacio normado complejo y L un funcional lineal acotado

en E con la propiedad de que existe g € E tal que ||g|| =1 y L(g) = | L.

Considérese la funcion
t— [lg + £l = 9, (t) (4.38)

definida para t € R, donde f es cualquier elemento de E.

Sithy y_i; son diferenciables ent =0 entonces

1

T = ¥/ (0 + L, 0) (4.39)

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||L|| = 1.

Para cualquier z € C tenemos

Lig+z(f - L(fg)) = L{g)+a(L(f) - L(f)L(g))
= L{(g) +2(L(f) — L(f))

= L(g)

= 1
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b Puesto que |L(R)] < ||h|| Vh € E, se sigue que

|

lg+2(f - L(flgll 21 VzeC (4.40)
A Paracadat e R, t # —f(lﬁ, L(f) # 0, escribase

9+ 1 = A+00) |9+t U~ L)

Por (4.40) la norma de la expresién dentro del corchetees > 1 Vt y parat =0

su norma es ||gf| = 1.

Por consiguiente

lg +tf—lgll = [1+L{f) -1

1
2

= [(1+tRe(L(N))* + tm(L(f))]* -1
> 1+tRe(L(f))—-1

= tRe(L(f))

lo cual implica que

llg + tft” — llg] >Re(L(f)) si t>0 (4.41)
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y
llg + tft“ —lol ¢ peripy) si <o (4.42)
(Cuando L(f) = 0, (4.41) y (4.42) se siguen de manera inmediata de (4.40)).
Ast
¥ (0) =Re(L(f)) Vfe€E (4.43)
Aplicando (4.43) a la funcién —if obtenemos
¥_44(0) = Re(L(~if)) = Im(L(f)) (4.44)
y las ecuaciones(4.43) y (4.44) implican (4.39). ]

Teorema 4.17 (F. Riesz): Sea L € (I?)*, 1 < p < co. Eriste h € L¥ tal que
L(f) = /fﬁdu vf e IP.

Demostracién. El teorema es inmediato cuando L = 0, as{ que supongamos que
L+£0

Por el Teorema 4.15 existe g € L” tal que L(g) = ||L]| vy |[gll, =1

Ahora, aplicaremos el Lema 4.16, y para hacer ésto debemos mostrar que la
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funcién

t— |[tf +gll, = ¥(t)
es diferenciable en ¢ = 0 para cada f € L?.
Seaw(t) = ¥3(8) = [ It + P du
b

St escribimos f = fi+ifs y ¢ = g1+ igs tenemos

(tf + gl = [(tFy + 90 + (tho + )],

4

asf que casi en todas partes tenemos:

L\ef+oP =pltf+ ol (thit o) i+ Chta) il (449)

para toda t.

(S5i1l<p<2ylospuntosz € X yt € R son tales que tf(z) + g(z) = 0,
entonces el primer factor en la expresién anterior para -gt— |tf + g|” no estd definido

y el segundo factor es cero. En este caso, la derivada es 0).

Ahora, para cada t # 0 tenemos

w(t) — w(0) - f Itf+g° — Igipd‘u‘ (4.46)

t t
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Si usamos el Teorema del Valor Medio y la expresién (4.45) para reescribir el

integrando en (4.46) tenemos:

w(t) — w(0)
t

N fx pltf+ g {(# fi+g) fi + (E fo + g2) fol dpe (4.47)
donde 0 < [t'f < |t| y t' esfuncién dezx € X.

(Sil1<p<2 yt'f(z)+g(z) =0, entonces el integrando es cero).

Puesto que #/f; +g; < [t'f+g]l v fi £|fl, el valor absoluto del integrando

en (4.47) es menor o igual que 2p|t'f + g|P | f).

Si |t] < 1 entonces tenemos que

2t + o F < 20 (11 + gD AL
Puesto que f, g € L, tenemos que (|f] +|g))* " € L* yaque (p—1)p' =p, y
también (| f| + |g))" " |f| € L* por la desigualdad de Holder.

Asi, para toda |t| < 1, el integrando en (4.47) es menor o igual que la funcién

fija

2 (|f] + )P € L*.
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Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene entonces que

) +t P _ r -
hm/X lg + t/1 : 9! dM=fXP|9|p 2oif+ gafol dp (4.48)

t—0 t

(Sil < p < 2y g(z) = 0, entonces el integrando en (4.48) y en las siguientes
integrales es cero).
Combinando {4.46) y (4.48) vemos que w'(0) existe y que

w'(0) = f Xﬁlgl’“_2 [g9.f1 + g2 fo] dus (4.49)

Consecuentemente, ¢, (0) existe también.

Usando (4.49) escribimos

1

¥4(0) = %( /. |g|’°du)” w/(0) (4.50)

1, 1o
= - lall, P w'(0)

- / 1P oafo+ ol d
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El Lema 4.16 v (4.50) implican que

L(f) = LY (#5(0) + 9l (0))
= L ./x lglp_g (grfr+ g2 fa) +i(arfa —g2f1))dp
= 1o [ o asdp

Si escribimos h = ||L|| 1g/"* & € L*' donde

Ao g g(z) # 0
0 si glz)y=0

tenemos que L{f) = / fhdp. : u
x

Enseguida, recordamos (como lo vimos en la seccién anterior, Proposicién 4.6)

que dada g € L7, el funcional lineal

Ly : LP — K tal que

Ly(f) = ff?d#

es un elemento de (L?)* y que || L,|| = llgll,-

Asf, podemos concluir

Teorema 4.18 Sea (X, F, ) un espacio de medida arbitrario y sea 1 < p < oo,
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Entonces la transformacion

T : L¥ — (LP)* tal que

T(g) = Lg

es una transformacion lineal de L¥ sobre (LP)* que preserva la norma. Ast I¥ y

(LPY* son isométricamente isomorfos.

’

Demostracién. Que 7 preserva la norma’se sigue de la Proposicién 4.6 y que T es

sobre del Teorema 4.17. Se concluye asf el resultado. ]

4.4. El Caso p =00

En esta seccién haremos algunos breves comentarios sobre el caso p = co que

hasta el momento no hemos abordado.
Dada g € L? sea

¢,(f) = ] fodu

Claramente ¢, € (L*°)" pues

18,(H)| < Wfllllgll,  VfeL™
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De hecho, como en la Proposicién 4.6 puede demostrarse que

sl = Hglly -

Asi, la funcién

A L' — (L) tal que

Alg) = ¢,

satisface

1A@N = ligol} = Nl

esto es, A es una isometria lineal y ésto muestra que L! est4 incluido en (L°°)".

Sin embargo, esta inclusién en general no es sobreyectiva. Daremos un ejemplo

especifico de esta situacion.

Sea X = [0,1] y u la medida de Lebesgue.

La funcién
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lcla.ramente es un funcional lineal acotado en C(X) a quien hemos dotado de la norma
|-llo- Puesto que C(X) es un subespacio de L*, por el Teorema de Hahn-Banach
existe ¢ € (L)" tal que ¢(f) = 6olf) = £(0) VJ € O(X).

Veamos ahora que el funcional ¢ no puede representarse por integracién contra

una funcién en L}, es decir, no existe g € L' tal que

o(f) = f fedp Vfe€ L™ (4.51)

En efecto, consideremos la sucesién de funciones (£,)>, € C(X) definidas por

l1—nz si 0<z<i

falz) =

0 & i1<z<1
Gréficamente

2
2=
oy

Se tiene que ¢(fn) = f.(0) =1 Vn € N. Sin embargo, f, — 0 puntualmente

en (0,1] y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada tendremos que

/fngd# —0 Vgell

lo cual muestra que una representacién como (4.51) es imposible. ‘




4.4 El Caso p = 0 147

Para finalizar, debe comentarse que la prueba del Teorema 4.8 ya no funciona
para p = oo debido a que la funcién de conjunto A(E) = G(xy) no necesariamente
es numerablemente aditiva. Sin embargo, A es una medida compleja finitamente
aditiva, acotada y absolutamente continua con respecto a p. Reciprocamente, dada
una medida compleja v finitamente aditiva y g.cotada en (X,F) se puede definir
de manera natural la integral con respecto a v de una funcién medible acotada y
de este modo se puede obtener una representacién de (L°°)* como un espacio de
medidas complejas finitamente aditivas.

‘Referimos al lector a [8], [6] v [14] para una exposicién més detallada de este

topico.
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