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Introduccion

Cuando recién escuché de la existencia de una funcién continua en todos los puntos
de un intervalo pero que no tiene derivada en punto alguno de ese mismo intervalo
fue algo sorprendente para mi. Posteriormente, fue un ejemplo visto en el curso de
analisis II y aun en ese momento se me dificultaba visualizarlo y estoy segura que
no solo a mi me sorprendid, sino a muchos de mis companeros, ya que esto deja a
un lado nuestra intuicion o sentido comun, como muchas cosas mas de matemaéticas.
Cuando un estudiante acaba de ingresar a la carrera, incluso en los primeros semestres
creemos que todas las funciones continuas son diferenciables, o por lo menos que son
diferenciables excepto en un nimero finito de puntos, como es el caso de la funcién
valor absoluto, que no es diferenciable en el origen, y son de los primeros (por no
decir el primer) contraejemplos para verificar que derivabilidad implica continuidad
pero no a la inversa. Aunque parezca extrano, cuando uno empieza a estudiar calculo
y ve que todas las funciones derivables son continuas, a veces tiende a imaginar que
el reciproco es cierto, es decir que todas las funciones continuas son derivables, pero
mas adelante en la carrera verificamos que esto no es cierto.

Esta situacién no solo es algo que nos ocurre a los estudiantes. A principios del
siglo XIX, los matematicos pensaban que una funcién continua en un intervalo era
derivable en “casi todos” los puntos de ese intervalo. Aun més, en 1806, el cientifico
André Marie Ampére intento, sin éxito, demostrar esta conjetura.

Fue hasta 50 anos mas tarde que Karl Theodor Wilheim Weierstrass publicé el
primer ejemplo de una funcién continua y diferenciable en ninguna parte. Aunque
no fue el primero que construyé una de estas funciones. Probablemente el primer
ejemplo de una funcién de esta clase fue dada por el matematico checo Bernard
Bolzano. El manuscrito de Bolzano titulado “Functionenlehre” que contenia esta
funcion fue escrito alrededor de 1830 y publicada 100 anos después en Praga cuando
otro matematico checo descubrié este manuscrito en la Biblioteca Nacional de Viena.
Para una descripcion completa de la historia de “Functionenlehre” ver [11 ].

El segundo y tercer ejemplos de funciones continuas y diferenciables en ningin
punto fueron dados por Charles Cellérier en 1860 y Riemann en 1861. La funcién de
Cellérier fue publicada en 1890 y la funciéon de Riemann en 1986. Posteriormente,
varios matematicos dieron algunas construcciones de este tipo de funciones, muchas
de las cuales son variantes de la funcién de Weierstrass, como el caso de la funcién de
Van der Waerden. Desde entonces y hasta nuestros dias, atraidos por la naturaleza
no intuitiva de estas funciones, los matemaéticos han ideado diversos procedimientos
para construirlas o para demostrar su existencia.

Lo interesante de estas funciones no acaba aqui, pues algo mucho més sorpren-



dente, es que este tipo de funciones son “mas abundantes” que las funciones continuas
y diferenciables en algin punto, desde el punto de vista topoldgico. Incluso puede
resultarnos paraddjico pensar que todas las funciones que vemos en Caélculo I y II
estan dentro del conjunto de las funciones continuas y diferenciables en algin punto,
y son “muchas menos” que las continuas y no derivables en punto alguno. Se que
esta afirmacion puede sonar extrafia, a mi me parecié asi, pero estd demostrado, y en
mi tesis lo veremos.

Debido a todas las razones anteriores y muchas mas, fue que me interesé en hacer
esta tesis, y desde el momento en que mi asesora me lo propuso estuve dispuesta y
entusiasmada en hacerla.

Uno de los objetivos en mi tesis, es que sirva como complemento a los cursos de
analisis matematico I y II para los estudiantes de licenciatura, ya que es raro encon-
trar este tipo de ejemplos en los libros de mateméaticas y mucho menos unificados.
Mi meta es estudiar y comparar algunas construcciones clasicas y otras recientes de
funciones que son continuas en todos los puntos de un intervalo pero que no tienen
derivada en punto alguno de ese mismo intervalo. El tema de esta tesis encaja per-
fectamente en los objetivos generales mencionados ya que involucra centralmente un
uso amplio de conceptos basicos de analisis matematico, como son los conceptos de
limite, continuidad y continuidad uniforme de funciones, la convergencia puntual y
uniforme de sucesiones y series de funciones reales, derivabilidad de funciones reales,
intercambio de procesos limite, espacios métricos y otros. Ademads, el tema es par-
ticularmente apropiado desde el punto de vista didactico, ya que las funciones que se
estudiaran en la tesis jugaron un significativo papel histérico durante el siglo XIX en
la formulacion y estudio rigurosos de los conceptos mencionados anteriormente.

Antes de iniciar con las construcciones de funciones continuas no diferenciables,
necesitamos de algunas definiciones y teoremas, que seran usados en las demostra-
ciones. Es por esto que el Capitulo I esta dedicado a los prerrequisitos.

Empezaremos con una una breve introduccién a los espacios métricos, continuidad,
convergencia y compacidad. Algunos de los resultados solo se enuncian con su respec-
tiva referencia ya que son vistos en los cursos de andlisis [ y II. Dentro de esta seccién
incluimos un apartado relativo a la métrica de Hausdorff, definida en la familia de
subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio métrico conexo y compacto. Para
terminar esta seccién vemos brevemente mapeos de contraccion y el Teorema del
punto fijo, ya que toda esta teoria sera utilizada en la ultima construccién de una
funcion continua en todas partes y diferenciable en ninguna, en el ultimo capitulo.

Posterioremente veremos definiciones y resultados de sucesiones y series de fun-
ciones reales, siendo de gran importancia el Teorema M-Weierstrass, asi como el hecho



de que la convergencia uniforme preserva la continuidad. Estos resultados los uso en
varias de las construcciones aqui presentadas para ver que la funcién en cuestion es
continua.

Finalmente, en el Capitulo I vemos los siguientes dos resultados:

1. Interseccién anidada de conjuntos compactos no vacios es compacto y no vacio.
2. Una funcién f : [a,b] — R es continua si y sélo si su grafica es compacta.

Estos resultados seran usados en la construccion de la funcién de Marck Lynch, que
veremos en el Capitulo III.

En el Capitulo I1, ya con los prerrequisitos dados, muestro algunas construcciones,
como la de Weierstrass, que es la primera funcién continua no diferenciable publicada
y que esta definida mediante la siguiente serie de funciones

flz) = i (;)J cos 157wz,
j=0

Enseguida estudiamos la funcién de Van der Waerden, de la cual presento dos
demostraciones, una mas general que la otra. En la primera vemos que la funcién
construida no es derivable por ambos lados, y en la segunda demostracién vemos que
la funcién no es derivable por un lado. La funcién de Van der Waerden esta dada
por

f@) =3 al),

donde ag(z) es la distancia de x al entero mas cercano y ag(x) = 2 %ao(25z).
Una construccion mas, es la funcion f : R — R dada por la serie de funciones
o0 3 n .
n=0
donde ¢ : R — R es

o(2) = 2], l<r<l
oz +2) = p(a).

Esta funcion es uno de los ejemplos mas comunes y es muy parecida a la funcién de
Van der Waerden.



Todas estas construcciones son muy similares, ya que estdn definidas mediante
una serie de funciones continuas, y su no diferenciabilidad se demuestra mediante
una proposicién enunciada y demostrada al inicio de este mismo Capitulo.

En el Capitulo III a diferencia de las funciones construidas en el capitulo anterior,
construiremos dos funciones de las cuales no daremos una expresion analitica, otra
diferencia es que nos sera facil imaginarnos sus graficas. La primera es la funcién
de Marck Lynch, la cual se construye a través de conjuntos compactos anidados y
no vacios, de tal manera que su interseccion sea la grafica de una funcién continua
y no derivable en punto alguno. La continuidad se obtiene inmediatamente de la
construcciéon y dos resultados ya mencionados. Posteriormente demostramos también
su no diferenciabilidad.

Esta construcciéon es muy diferente a las anteriores, ya que no estda dada mediante
una serie y su construccion es mas geométrica, creo que en esto radica su belleza e
importancia.

La segunda funcién constuida por H. Katsuura, f : [0,1] — R se define como el
limite uniforme de una sucesién de funciones lineales continuas por piezas f, : [0, 1] —
R. Para construir la sucesion (f,,)5°, usamos mapeos de contraccion w de la familia
de subconjuntos cerrados de X = [0, 1] x [0, 1] en si mismo con respecto a la métrica
de Hausdorff inducida por la métrica Euclideana. Lo que vemos es que la sucesién
iterada {w™(A)} de conjuntos, donde A es un subconjunto cerrado y no vacio del
cuadrado X, converge a la grafica de f en la métrica de Hausdorff.

Si A es la diagonal de X, entonces veremos que w™(A) serd la grafica de f,, y asi
nos podremos dar una idea intuitiva de la gréfica de f.

En esta construccion usamos conceptos de Topologia, cuya teoria se encuentra en
el Capitulo 1. Nuestro espacio de trabajo son todos los subconjuntos cerrados y no
vacios de un espacio métrico conexo y compacto X, llamado 2X. El hecho de que 2%
es completo con la métrica de Hausdorff es de suma importancia en la construccion de
la funcion continua no diferenciable. También es importante recordar que un mapeo
de contraccion en un espacio métrico completo tiene un tinico punto fijo, ya que por
construcciéon de nuestra funcién f veremos que este unico punto fijo sera la grafica de

f.

En el ultimo Capitulo veremos que las funciones continuas en todas partes y
diferenciables en ninguna parte son “mas” que las funciones continuas y diferenciables
en algtin punto, desde el punto de vista topoldgico. Al inicio de este Capitulo, damos
algunas definiciones y teoremas necesarios para esta demostracion, como la definicién
de espacios normados y espacios de Banach, asi como las definiciones de espacios de
primera y segunda categoria, donde podemos observar que los espacios de primera
categoria son “flacos” y los de segunda categoria son “gordos”.



El resultado mas importante utilizado para la demostracion de nuestro teorema
central, es el Teorema de Baire, el cual dice que todo espacio métrico completo es de
segunda categoria, es decir estd “gordito”.

Utilizando este resultado y el hecho de que el espacio métrico de las funciones
continuas es completo, veremos que el conjunto formado por todas las funciones con-
tinuas que no tienen derivada en punto alguno es de segunda categoria y por lo tanto
esta gordito, y no puede ser vacio, pues el vacio es de primera categoria. De aqui que
existen funciones continuas que no tienen derivada en punto alguno.

A grandes rasgos, en esto consiste mi tesis. Espero que cumpla el propdsito para
el cual fue escrita y que sea de su total agrado, como lo fue del mfio.

Quiero aprovechar para agradecer muy especialmente al M.C. Eduardo Tellechea
Armenta, por ayudarme en la construccién de las graficas, pero sobre todo por su
disposicién, pues a pesar de nunca haberme dado clases, siempre estuvo dispuesto a
atenderme de la mejor manera. Por tltimo, también quiero agradecer a mi companero
y amigo Julio Brau Avila, por el tiempo que invirtié al ensenarme a usar latex y
ayudarme con las graficas.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Espacios Métricos
En esta seccion recordaremos algunas definiciones y resultados basicos de espacios

métricos.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Diremos que una funciond : X x X —
R es una métrica o distancia en X si para todo x,y,z € X:

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), que es la desigualdad del triangulo.
A la pareja (X, d) se le llama espacio métrico y a los elementos de X los llamaremos
puntos.
Ejemplo: Facilmente se puede demostrar que el espacio
C(la,b]) = {f : [a,b] — R|f es continua},

con la funcion

dos(f. 9) = Sup, |f(x) = g()],

z€la,

es un espacio métrico.



1.1.1 Continuidad y Convergencia

Definicién 1.2. (Continuidad)
Sean (X, dy), (Y, dy) espacios métricos, sean f: X — Y yxo € X. Diremos que f
es continua en xo si dado € > 0 existe d > 0 tal que si x € X y dy(z,x9) < 9 entonces

dy(f(x), f(x0)) <e.

Definicién 1.3. Sean (X, dy), (Y, ds) espacios métricos y f : X — Y. Decimos que
f es continua si f es continua en cada xo € X.

Proposicién 1.4. Sean (X,dy), (Y,ds) espacios métricos. Sea f : X — Y y sea
xg € X. Entonces [ es continua en xq si y solo si para todo € > 0 existe & > 0 tal

que f (Bs(xo)) C Be (f(20)).

Demostracidén: ver [3], pdgina 90.

Teorema 1.5. Sea f : X — Y wuna funcion de un espacio métrico (X,d,) en otro
(Y,d,). Entonces f es continua en X si, y solo si, para cada conjunto abierto T' de
Y, la imagen inversa f~1(T) es abierta en X.

Demostracién: ver [1], pagina 99

Teorema 1.6. Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de X.
Sea [ : X — R la funcion definida por f(x) = d(z, A). Entonces f es una funcion
continua.

Demostracién:
Lo que demostraremos es que |d(z, A) —d(y, A)| < d(x,y) para cada z,y € X. En
efecto, para cada z € A tenemos que d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). En consecuencia

d(z,A) = ;gg d(z, 2)

< ing[d(x,y) +d(y,z)] paratoda ye X
zE

d(z,y) + in£ d(y,z) paratoda y € X
z€E
= d(z,y) + d(y, A).

Del mismo modo obtenemos que



d(y,A) < d(z,y) + d(x, A).

Por tanto

|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).

Luego, para cualquier £ > 0 tenemos que |f(z) — f(y)| < € cuando d(z,y) < . Por

tanto f es continua.
|

Definicién 1.7. (Convergencia)

Diremos que la sucesion (x,)5, en el espacio métrico X converge al elemento
be X sidadoe >0 existe N € N tal que para toda n > N, d(x,,b) < e. Lo cual
denotamos por x, — b o lim,_. x, = b.

Proposicién 1.8. Sea (x,)0°, una sucesion en el espacio métrico X, tal que toda
subsucesion de (x,)2, tiene a su vez una subsucesion que converge a xo € X. En-
tonces T, — Zg.

Demostraciéon: Supongamos que z,, no converge a zy. Entonces, existe ¢ > 0y
ny < ng <ng< .., conn, €N tal que

d(zp,,x9) > ¢ para toda k € N.

De aqui se sigue que (x,, )7, no puede tener subsucesion alguna que converja a o,
lo cual es una contradiccién a la hipétesis. Por tanto lim,,_. z,, = xy.

Proposicién 1.9. Sean (X,dy) y (Y,d2) espacios métricos, xo € X y f: (X,dy) —
(Y,ds) una funcion. FEntonces f es continua en xq si y sélo si para toda sucesion
()22, en X tal que x,, — xo se cumple f(x,) — f(xo).

Demostracién:
(=) Sean (x,)2, una sucesién en X tal que x, — xoy € > 0. Como f es continua
en xg, existe § > 0 tal que si x € Bs(xp) entonces f(x) € B. (f(z0)). Ya que x,, — o,
existe N € N tal que z,, € Bs(zo) para toda n > N, de aqui que f(x,) € B: (f(x0))
para toda n > N, por tanto f(z,) — f(x).
(<) Si f no es continua en xg, existe € > 0 tal que para toda 0 > 0 existe z5 € X
tal que dy(zs,30) < &y ds (f(w5), f(x0)) > e. Tomamos &, = + con n € N, asf existe

9



z, € X tal que di(xy,20) < Ly do(f(zn), f(x0)) > € para toda n € N, entonces
x, — o pero f(x,) no converge a f(zy), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
f es continua en z,. W

Definicién 1.10. Diremos que (x,)32, es sucesion de Cauchy en el espacio métrico
(X,d) si dado e > 0 existe N € N tal que para toda m,n > N  d(z,,z,) < €.

Definicién 1.11. Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion
de Cauchy en X converge en X.

1.1.2 Compacidad

Definicién 1.12. Sean (X,d) un espacio métrico, y {Ux : X € I} una familia de
abiertos de X. Decimos que {Uyx : A\ € I} es una cubierta abierta del conjunto
KCX siKCly,Ux SiJCIyKClU,,Ux diremos que {Uy : X € J} es una
subcubierta de K y cuando J es finito decimos que la subcubierta es finita.

Definicién 1.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto K C X se dice com-
pacto si para cada cubierta abierta de K podemos encontrar una subcubierta finita.

Proposicién 1.14. Sea X un espacio métrico y sea K un subconjunto compacto de
X, entonces K es cerrado.

Demostracién:

Veamos que X\K es abierto. Sea z € X\K; para cada y € K tenemos que
y # x, asi que podemos hallar bolas abiertas digamos B(y) y BY(z) de centros y y z
respectivamente, que no se intersectan, es decir, tal que B(y) N BY(z) = 0.

La familia de bolas abiertas {B(y) : ¥y € K} es una cubierta abierta de K y
K es compacto, asi existe una coleccion finita de puntos yi,¥s,...,y, € K tal que
K C U, B(y;); ademds B(y;) N BYi(x) = (.

Sea O = Nj_, B%(x). Veamos que K N O = (). En efecto:

10



KNO=Kn()BY(x)

i=1

. (UB<%>> : (m Bw))

C U <B(y¢) N ﬂ BY (ﬂf)>

Entonces x € O C X\ K, de aqui que X\K es abierto.
Definicién 1.15. Sea (X, d) un espacio métrico y E C X. Decimos que E estd
acotado si diamFE < oo, donde

diam(FE) = sup{d(z,y) : 2,y € E}.

Proposicién 1.16. Todo subconjunto compacto estd acotado.

Demostracion: Sea K un subconjunto compacto de X. La familia de bolas
{Bi(z) : x € K} es una cubierta abierta de K y por tanto existen xy,...,z, € K tal
que K C |U;_; Bi(z;). Ademés

diam(K) < diam (U Bl(:r,'l-)) < diam{zy,...,x,} + 2,
i=1
ya que si x,y € J_, Bi(x;) existen 4, j tales que x € By(z;) y y € Bi(x;) entonces

d(z,y) < d(z,z;) + d(z;, x;) + d(zj,y) <1+ diam{zy,...,z,} + 1 = diam{zy, ..., 2, } + 2.

Por lo tanto K esta acotado.

Proposiciéon 1.17. Sea X un espacio métrico compacto y F C X un subconjunto
cerrado. Entonces F' es compacto.

11



Demostracién: Sea {G, : « € I} una cubierta abierta de F', es decir

Fc|JGa.

Tenemos que F = {G, : a € I} U{X\F} es una cubierta abierta de X, y como X es
compacto existe una subcubierta finita 7' C F de X.
Sea F" = F'\{X\F}. Entonces

F'c{G, :a eI},

y es una cubierta finita de F. Por tanto F' es compacto.
|

Teorema 1.18. Sea f : S — T una funcion continua de un espacio métrico (S, ds)
en otro (T,d;). Si X es un subconjunto compacto de S, entonces la imagen f(X) es

un subconjunto compacto de T'. En particular, f(X) es un conjunto cerrado y acotado
de T

Demostracién: ver [1], pagina 100.

Teorema 1.19. Sea f : S — R una funcion real de un espacio métrico S en el
espacio R. Supongamos que f es continua y que X es un subconjunto compacto de
S. Entonces existen puntos p y q de X tales que

f(p) = inf f(X)
f(q) = sup f(X).

Demostracién: ver [1], pdgina 101.

Teorema 1.20. (Heine - Borel)
Un subconjunto S de R es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostracién: ver [3], pdgina 115.

Teorema 1.21. (Bolzano - Weierstrass)
St un subconjunto acotado S de R contiene un niumero infinito de puntos, entonces
existe al menos un punto en R que es un punto de acumulacion de S.

12



Demostracion: Sea S un subconjunto acotado de R que contiene un nimero
infinito de puntos. Supongamos que S no tiene puntos de acumulaciéon. Entonces S
es cerrado y como también S es acotado, por el Teorema (1.20) tenemos que S es
compacto. Como S no tiene puntos de acumulacion, dado cualquier x en S, existe
una vecindad B(z) de z tal que SN B(z) = {z}. Entonces la familia {B(z) : z € S}
es una cubierta abierta de S, y como S es compacto, existen x1, zo, ...z, en S tal que
{B(x1), B(x2), ..., B(x,,)} cubre a S, es decir S = U}, B(x;). Pero por otro lado

SN[B(x1)U...U B(x,)] = {x1, 22, ..., Tn },

de donde S = {x1,zs,...x,}, lo cual es una contradiccién, pues S tiene un nimero
infinito de puntos. Por tanto S tiene al menos un punto de acumulacién.

Teorema 1.22. (De Rolle)

Sea f: R — R una funcion que posee derivada (finita o infinita) en cada uno de
los puntos de un intervalo abierto (a,b), y supongamos también que f es continua en
los puntos extremos a y b. Si f(a) = f(b), entonces existe por lo menos un punto
interior ¢, en el que f'(c) = 0.

Demostracién: Supongamos que f’ no es cero en ningtin punto de (a,b). Como
f es continua en el compacto [a,b], por el Teorema 1.19 tenemos que f alcanza su
maximo y su minimo. Le llamaremos M al maximo de f y m al minimo.

Obsérvese que ninguno de dichos valores extremos puede ser alcanzado en un
punto interior, pues f’ se anularia y esto contradice nuestra hipétesis; por lo tanto la
funcién los alcanza en los extremos del intervalo, como f(a) = f(b), entonces m = M,
y por lo tanto f es constante en [a, b]. Pero esto contradice el supuesto de que f’ no
es cero en ningun punto de (a,b).

Por lo tanto f’ = 0 para algin ¢ de (a,b). B

Teorema 1.23. (Valor Medio para Derivadas)

Sea f : R — R una funcion con derivada en cada uno de los puntos de un intervalo
abierto (a,b) y supongamos ademds que [ es continua en los extremos a y b. Entonces
existe al menos un punto ¢ de (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).

Demostracién: Consideremos la funcién ¢ definida en [a, b] por



La funcién ¢ satisface las hipdtesis del Teorema de Rolle (1.22), ya que ¢ es continua
en [a,b], derivable en (a,b) y ¢(a) = ¢(b) = 0. Entonces, existe un punto ¢ en (a,b)
tal que

Por lo tanto
[ |

Lema 1.24. sea A = {A, : n € N} una familia de conjuntos compactos. Si la
interseccion de toda subfamilia finita de A es no vacia entonces N2 A, # .

Demostracién: Supongamos que N2 ; A, = (). Entonces existe r € N tal que
ningun elemento de A, pertenece a todo A,,, n € N. De aqui que C = {AS,n € N} es
una cubierta abierta de A,, es decir

A, c A
n=1
Dado que A, es compacto existe una subcubierta finita de C, digamos {A;"L1 AL AL },

tal que A, C A UA7 U...UA] . Entonces AT D A,, N Ay, N...N A, , y por tanto
ANA, NA,NNA, =0,

lo cual es una contradiccién, ya que {A,, An,, An,, ..., An, } €s una subfamilia finita
cuya interseccion no debe ser vacia. Por lo tanto

o0

() An #0.

Teorema 1.25. La interseccion de una sucesion anidada de conjuntos compactos no
vacios es compacto y no vacio.

Demostracién: Sea (A,)5°, una sucesién anidada de conjuntos compactos no
vacios de X. Como cada A, es compacto tenemos que A,, es cerrado para cadan € N
y como la interseccion de conjuntos cerrados es siempre cerrado, tenemos que N> | A,
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es un subconjunto cerrado del conjunto compacto A; y por tanto es compacto. Solo
falta mostrar que la interseccién es no vacia.

Para ello demostraremos que la interseccién de toda subfamilia finita de (A,)
es no vacfa y por el lema anterior tendremos que N, A, # (. En efecto: sea
{A,,, Ay, ..., Ay, b una subfamilia finita de (A,,), donde ny < ny < ... < ny, entonces

A, DA, DDA,

luego tenemos que
k
ﬂ Anl = An1 7£ ma
i=1
y por el Lema 1.24 tenemos que
() An #0.
n=1

Teorema 1.26. Una funcion f : [a,b] — R es continua si y sdlo si su grifica es
compacta en R2.

Demostracion:
(=) Supongamos que f : [a,b] — R es continua. Probaremos que

Graf(f) = {(z,y) : z € [a,b],y = f(x)}

es compacta.

Primero veamos que es cerrada. Sea (x,,y,) ., una sucesién en Graf(f) tal que
(Tn, Yn) — (x0,Y0). Tenemos que demostrar que (xg,yo) € Graf(f). Como (x,,y,) €
Graf(f) para toda n, entonces y, = f(z,). Como z, — x¢ € [a,b] y f es continua
entonces f(x,) — f(xo), pero también f(z,) = y, — yo, entonces como el limite de
una sucesion es unico tenemos que f(xg) = yo. Por tanto (xg, ) € Graf(f), de aqui
que Graf(f) es cerrada. Solo falta ver que es acotada, lo cual se tiene inmediatamente
ya que al estar la funcion continua definida en un compacto tenemos que alcanza su
maximo y su minimo, de aqui que f ([a,b]) es acotada; es decir f ([a,b]) C [-M, M]
para algin M € R. Entonces como Graf(f) C [a,b] x [-M, M] tenemos que la gréfica
debe ser acotada.

(<) Supongamos que Graf(f) es compacto. Sea (x,) € [a,b] tal que x, — xo.
Probaremos que f(z,) — f(xq).

Sea zj, = Ty, , k = 1,2, ..., una subsucesién de (x,). Probaremos que (f(zx)),—, tiene
una subsucesién que converge a f(zg). Como (zx, f(zr)) € Graf(f), y la Graf(f)
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es compacta existe una subsucesion (zn,, f(zn,))5>; que converge a un elemento
(z, f(z)) €Graf(f). Es decir,

o =Ty flz,) = f(@).

Como z,, — g se tiene que T = x. Asi que f(z,,) — f(xg). Por la Proposicién 1.8
se obtiene que

f(@n) = f(xo).

Esto es, f es continua.
|

1.1.3 Meétrica de Hausdorff

Definicién 1.27. Un Continuo es un espacio métrico conexo y compacto, con mds
de un punto.

Los unicos ejemplos de continuos en R son los intervalos cerrados, es decir [a, b]
con a < b, y los conjuntos de un solo punto, {a}, con a € R.

Denotemos con 2% a la familia de subconjuntos de X no vacios y cerrados, es
decir,

2% = {AC X : A es cerrado en X, A # (}.

Dotaremos enseguida a 2% con la llamada métrica de Hausdorff. Para ello primero
definamos las nubes de la siguiente manera.

Definicién 1.28. Sea e > 0, y A un elemento de 2%, definimos la nube de radio ¢ v
centro en A, de la siguiente manera,

N(e, A) :={x € X : existe a € A, tal que d(x,a) < }. (1.1)

Proposicién 1.29. N(e, A) = |, 4 B-(a).

16



Demostracién: Primero tomemos z € N(g, A), por definicién de nube, tenemos
que existe a € A tal que d(a,z) < e. Entonces x € B.(a), de aqui que

x € U B.(a)

Ahora, sea z € |J,. 4 B-(a). Entonces existe a € A tal que x € B.(a), de aqui que

d(a,z) < e. Por tanto
xr € N(g, A).

Obsérvese que si X es un continuo y si p es un punto de X tenemos que N (e, {p}) =
B.(p), y también si A C X, entonces N (e, A) es un conjunto abierto.

Proposicién 1.30. Sea X un continuo, A, B y C elementos de 2%, ye, § > 0. Si
AC N(g,C) yC C N(6,B). Entonces AC N(e+6,B).

Demostracién: Seaa € A, veamos que A C N(e+9, B). Comoa € A C N(g,C),
entonces existe ¢ € C tal que d(a,c) < €, y como C C N (4, B), existe b € B tal que
d(b,c) < ¢, de aqui que

d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) < e+ 0.

Es decir, para a € A, existe b € B tal que d(a,b) < e+ 0. Por tanto A C N(e+ 4, B).
]

Definicién 1.31. (Métrica de Hausdorff para 2°X).
Sean A, B € 2%, donde X es un continuo. Definamos H : 2% x 2% — R* de la
siguiente manera:

H(A,B) =inf{e > 0: AC N(¢, B), B C N(e, A)}.

Teorema 1.32. Dados, A, B,C € 2%, se tiene que:

1. H(A, B) estd bien definido.

2. H(A,B) > 0.

3. H(A,B) = H(B, A).

4. H(A,B) =0 si y sdlo si A= B.
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5. Se satisface la desigualdad del triangulo. H(A,B) < H(A,C)+ H(C, B).
Es decir, H(A,B) es una métrica para 2%, llamada la métrica de Hausdorff.

Demostracion:
1) Primero veamos que H(A, B) esta bien definido:

Sea A, B € 2X. Como A # (), existe ag € A, y como B es cerrado contenido en
un compacto X, tenemos que B es compacto, y por tanto estd acotado. Entonces
existe 71 € X y §; > 0 tal que B C By, (x1). Sea g1 = d(ag, z1) + 01, asi para b € B,
tenemos que

d(b, ao) < d(ao, ZL‘l) + d(l’l, b) < d(ao, .’L’l) + 51 =é£1.
Por tanto B C B, (ag) C N(ey, A).

Anélogamente, como B # (), existe by € B y ademds A estd acotado, entonces
existe 9 € X y 09 > 0 tal que A C By, (21). Sea g2 = d(x1,b) + ;. Por tanto

A Q B62 Q N(€2,B).

Sea ¢ = max{ey,e2}. Entonces B C N(e1,A) C N(e,A), y A C N(ea, B) C N(e, B).
Por tanto {¢ > 0 : A C N(¢,B),B C N(g,A)} # 0, y como {&¢ > 0: A C
N(e,B),B C N(g,A)} estd acotado inferiormente por el cero, entonces existe el
infimo. De aqui que H(A, B) esta bien definido.

2) H(A,B) > 0, pues como {¢ >0: AC N(¢,B),BC N(g,A)} C [0,00), entonces
inf{e >0: AC N(¢,B),BC N(¢,A)} > 0.
3) Claramente H(A,B) = H(B,A), pues A y B juegan papeles simétricos en la
definicion de H.
4) Veamos que H(A, B) =0 siy sélosi A= B.
(=) Supongamos que H(A, B) = 0. Demostraremos que A C By que BC A

Sea b € B, como A es cerrado, tenemos que A = A. Es suficiente probar que
b€ A, es decir, que dado 6 > 0, Bs(b) N A # 0.
Sea 6 > 0. Entonces

§>0=H(A B)=if{c¢ >0: AC N(c,B), BC N(s, A)}.

Entonces existe &’ € {e >0: A C N(g,B),B C N(g,A)} tal que 6 > &’. De aqui que,
ACN(,B)C N(§,B) y BC N(<, A) C N (3, A).
Por tanto b € N(9, A). Entonces existe a € A tal que d(a,b) <, es decir a € Bs(b).

Por lo tanto
Bs(b) N A # 0.

De aqui que b € A = A. Por tanto B C A.
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Anélogamente probamos que A C B. Por lo tanto A = B.

(<) Supongamos que A = B. Como para todo € > 0 siempre tenemos que A C
N(e, A). Entonces

{e>0:ACN(,B),BCN(EA)}={e>0: ACN(,A)} =(0,00).

Por tanto H(A,B) =inf{e >0: AC N(¢,B),BC N(c,A)} = 0.

5) Probemos la desigualdad del triangulo.
Sean A, B,C € 2%,

H(A,C)+ H(C,B)=inf{e >0: AC N(,C),C C N(¢,A)}

+inf{d > 0:C C N(5,B), BC N(5,0)}
=inf{e4+0>0: AC N(,C),CCN(g,A),C CN(,B),BCN(@6,C)}
>inf{e+0>0: ACN(e+4,B),BC N(Ee+09,A)}
—inf{A>0:ACN(\B),BC N\ A}
= H(A, B),

donde la desigualdad se obtiene de la Proposicion 1.30. Por tanto
H(A,C)+ H(C,B) > H(A, B).

El siguiente lema nos da una caracterizacion alternativa de la métrica de Hausdorff.

Lema 1.33. Para A, B € 2% denotemos
G(A, B) = max {sup{d(y, A) : y € B},sup{d(z,B) : x € A}}.
Entonces G = H, donde H es la métrica de Hausdorff.

Demostracion:
Probaremos primero que G < H. Sea r > 0 tal que N(r,A) D By N(r,B) D A.
Que N(r, B) D A implica que para toda x € A, d(x, B) < r y por tanto

sup{d(z,B) : x € A} <.
Similarmente obtenemos que

sup{d(y,A) :y € B} <r.
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De aqui que
max {sup{d(y, A) : y € B},sup{d(z,y) : x € A}} <.

Es decir G < H.

Para probar la desigualdad contraria probaremos que para e > 0 arbitrario, H < G+e¢.
Sean € > 0 y 7 = G + £. Probaremos que N (7, A) D B, como

sup{d(y,A) :y € B} <G,

<
obtiene que y € N(T, A). Similarmente se puede probar que N (7, B) O A. Por lo
tanto G + e =7 > H. Consecuentemente G > H.
|

tenemos que d(y, A) < G. Por lo tanto, existe z € A tal que d(z,y) < 7. Asi se
S
F

Teorema 1.34. Sea X un continuo, A, B elementos de 2% y r > 0. Entonces
H(A,B)<r siysolosiAC N(r,B)yBC N(r,A).

Demostracién:
(=) Supongamos que H(A,B) < r. Sea gy tal que r > g9 > inf{e > 0: A C
N(e,B),B C N(e, A)}. Entonces tenemos que

A C N(gp,B) C N(r,B) y B C N(go,A) C N(r, A).

(<)Si AC N(r,B) y BC N(r, A). Entonces
re{e>0:ACN(r,B),BC N(r,A)},
y por la propiedad de infimo tenemos que

inf{e >0: AC N(¢,B),BC N(g,A)} <.

Por tanto H(A, B) <.
|

Ya que tenemos definida la métrica de Hausdorff para 2%, veamos ahora como es
la convergencia en 2% con respecto ella.

Definicién 1.35. Sea {A,}°°, una sucesion en 2. Definimos el limite inferior de
(Ay) y el limite superior de (A,) de la siguiente manera:

1. liminf A, ={z € X : Ve > 0,IN €N tal que B-(x)N A, #0,Yn> N}.
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2. limsup 4, = {x € X : Ve > 0, B.(z) N A, # 0 para una infinidad de n’s}.

Los siguientes dos ejemplos ilustran las definiciones anteriores.

Ejemplo 1: Sea X = {(z,y) € R?/0 < 2 < 3,0 < y < 1}. Definamos en 2% la
siguiente sucesion:

A — [1,3] x {L}, sin esimpar
LX)

, , slnespar
1 A
Az
Ay As
0 1 2 3
Figure 1.1:

Entonces

liminf(A,) = [1,2] x {0},
limsup(A4,) = [0,3] x {0}.

Ejemplo 2: Sea X = {(z,y) € R?/0 < 2 < 3,0 < y < 1}. Definamos en 2% la
siguiente sucesion:

si n es impar

, Sl TN es par
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Ay

Figure 1.2:

Entonces

liminf(A,) =0,
limsup(4,) = {[0,1] x {0}} U{[2,3] x {0}}.

Ejemplo 3: Sea X = {(z,y) € R?/0 < x,y < 1} y sea {A4,}52, sucesién en 2%
definida por A, = [0,1] x {X}.

1 Ay
3 A,
1 e
0 1

Entonces

liminf(A4,) = [0,1] x {0},
limsup(4,) = [0,1] x {0}.

Proposicién 1.36. Sea X un continuo y {A,}%, una sucesion en 2%, entonces:
a) liminf A,, C limsup A,,.
b) liminf A, y limsup A, son conjuntos cerrados en X.
c) limsup A, # 0 para toda sucesion {A,}2, en 2%.
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Demostracién:
a) Sean « € liminf A,, y £ > 0. Por definicién existe N € N tal que

B.(x)N A, # 0 para toda n > N.

De aqui que
B.(x)N A, #( para una infinidad de n's,

y por lo tanto = € limsup A4,,.

b) Para demostrar que limsup A,, es un conjunto cerrado es suficiente demostrar que
limsup A, C limsup A,.
Sea = € limsup A4,, y € > 0, entonces

limsup A,, N B.(x) # 0.

De aqui que existe y € limsup 4, N B.(z), y como B.(z) es abierta y y € B.(z),
existe 0 > 0 tal que
Bs(y) € B:(x).

Como y € limsup A,, implica que Bs(y) N A,, # () para una infinidad de n’s. De aqui
que
B.(z) N A, # () para una infinidad de n’s.

Por lo tanto = € limsup A,, es decir limsup A, es un conjunto cerrado en X.
Analogamente se obtiene que el liminf A,, es un conjunto cerrado en X.

¢) Veamos que limsup 4,, # () para toda sucesién {4, }22,.

Sea {A,}°°; una sucesién en 2%, como A,, # () para toda n € N, elegimos a,, € A,.
Ademés como X es compacto, existe una subsucesién {a,, }72; de {a,};>, tal que
an, — x, para algun z € X. Entonces dado € > 0 existe K € N tal que a,, € B:(z)
para toda k > K. De aqui que

B.(z) N A, # () para una infinidad de n's.

Por tanto z € limsup A,,, es decir, lim sup A,, # 0.
|

Teorema 1.37. Sea X un continuo y {A,}°°, una sucesion en 2%. Entonces;

a) x € liminf A,, si y sdlo si existe una sucesion {x,}2, tal que x,, € A, para toda
n ylim, ..z, = .

b) = € limsup A, si y sélo si existe una sucesion de nimeros naturales ny < ns < ...,
y existen puntos x,, tales que x,, € Ay, para toda k € N y limy_o x,, = .
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Demostracion:
(=) Supongamos que x € liminf(A,). Para cada n € N escogemos z, € A, de tal
forma que

d(x,, ) = min{d(z,y) : y € A, },

donde d es la métrica en X. Veamos que los z,,, estan bien definidos para toda n € N.
Sea f: X — R tal que f(y) = d(z,y), la cual es una funcién continua y como A, es
compacto para cada n € N, entonces f alcanza su minimo en A, para cada n € N, es
decir, para cada n € N existe z,, € A,, tal que

f(z,) = min{d(z,y) : y € A, }.

De aqui que cada z,, esta bien definido.
Ahora probemos que lim,,_,,, z, = . Sea € > 0, como x € liminf A,,, existe N € N
tal que

B.(x)N A, # 0 para toda n > N.

Por tanto, para cada n > N existe a, € A, tal que d(z,a,) < . Entonces
d(zp,z) = min{d(z,y) : y € A,} <d(z,a,) < ¢ para toda n > N.

De manera que d(x,,x) < ¢, para toda n > N. Por tanto z,, — x.

(<) Sea {z,}°°, una sucesién de X tal que =, — z, y x, € A, para toda n € N.
Entonces para € > 0 existe N € N tal que

d(z,,z) < e para toda n > N.

De aqui que x,, € B.(z) para toda n > N, y como por hipétesis x,, € A, para toda
n € N, tenemos que
z, € B.(x) N A, para toda n > N.

Por tanto x € liminf A,,.
b) (=) Supongamos que x € limsup A,,. Entonces para todo & > 0,
B.(z) N A, # () para una infinidad de n’s.
Tomemos ¢ = 1. Asi tenemos que
Bi(z) N A, # 0 para una infinidad de n's.

Sea ny € N tal que
Tn, € Bi(z) N Ay,
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entonces d(x,,,z) < 1,y x,, € Ap,.
Ahora para € = %, tenemos que

Bi(x) N A, # () para una infinidad de n’s.

D=

Entonces podemos elegir ny, > ny tal que

Bi(x)NA,, #0.

NI

Sea n, € B1 (x) N A,,. Entonces

1
d(Tp,, x) < 30 ¥ Tny € Ap,.

Continuando inductivamente, tenemos que existen naturales n, < ny < ..., y puntos
Tn, € A, tales que

| =

d(zy,,x) <
Por tanto z,, — x.

(<) Supongamos que existe una sucesién de numeros naturales n; < ny < ..., y
puntos z,, € A,, para toda k € N, tal que limz,, = x. Entonces para toda ¢ > 0
existe K € N tal que

d(zp, ) < € para toda k> K.

Esto implica que
Tp, € B.(x) N A, paratoda k> K,

es decir B.(x) N A,, # () para una infinidad de n's, y por lo tanto = € limsup A,,.
|

Teorema 1.38. Sea {A,}°°, una sucesion en 2. Entonces lim, ., A, = A en 2%
con la métrica de Hausdorff si y solo si liminf A,, = limsup A,,.

Demostracion:
(=) Supongamos que A € 2% y que lim, .o A, = A con la métrica de Hausdorff.
Demostraremos que liminf A,, = limsup A,, = A.
Primero veamos que

A C liminf A,,. (1.2)
Seana € Ay e >0. Como A, — A, existe N € N tal que

H(A,,A) < e para toda n > N.
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De aqui que A C N(g,A,)y A, € N(g,A). Entonces a € N (e, A,) para cadan > N,
es decir, existe z,, € A, tal que d(a,z,) < . De manera que

x, € A, N B.(a) para toda n > N,

y por tanto a € liminf A,.

Ahora demostraremos que
limsup 4,, C A, (1.3)

y con esto y con (1.2) tendremos lo deseado. Supongamos que limsup 4, Z A,
entonces existe x € limsup A, tal que v ¢ A. Como A € 2% tenemos que A es
cerrado en X, entonces dado que x ¢ A existe € > 0 tal que

B.(x)NA=0.
Por otro lado, como x € limsup A,,, se satisface que
B.jo(xz) N A, # 0 para una infinidad de n's. (1.4)
Dado que A,, — A, existe N € N tal que
H(A,,A) < g para toda n > N.

De aqui que A € N(5,A,) y A, € N(5,A) para toda n > N.
Por (1.4) podemos elegir M > N tal que

Sea z € Bz (x) N Ay . Entonces

d(z,z) < g y z€ Ay C N(%,A).

De aqui que existe a € A tal que d(a, z) < 5. Por tanto
£ €
d(z,a) <d(z,z)+d(z,a) < stg=¢
Es decir, existe a € A tal que d(x,a) < €, lo cual contradice la eleccién de e, pues

estamos suponiendo que B.(z) N A = (). Por lo tanto limsup 4,, C A.
Con (1.2) y con (1.3) concluimos que

liminf A,, = limsup A4,, = A.
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(<) Supongamos que lim inf A,, = limsup 4,,. Sea A = limsup A,,, por la Proposicién
1.36 tenemos que A # () y es cerrado; es decir, A € 2%, Por demostrar que lim A4,, = A.
Sea £ > 0, primero probemos que:
a) Existe M; € N tal que A C N(e, A,,) par toda n > M.
En efecto, obsérvese que la familia de bolas abiertas { B<(a) : @ € A} es una cubierta
abierta para A, y como A es cerrado no vacio contenido en el compacto X, tenemos
que A es compacto. Entonces existe una coleccién finita, digamos aq, as, ..., a, € A
tal que

AC B%(al) U Bg(dg) Uu..u B%(am).

Como también A = liminf A,,, y a; € A para toda ¢ = 1,2, ..., m, tenemos que para
cada i € {1,2,...,m} existe N; € N tal que
B:(a;) N A, # 0 para toda n > N;.

Sea M; = max{Ny, Ny, ...N,,}. Entonces para i € {1,2,....m} y n > M; tendremos
que

B:(a) N A, # 0. (1.5)

Afirmamos que A C N(e, A,) para toda n > M;. En efecto, sea n > M; y
a€ ACUL Bs(a;). Entonces existe i € {1,2,...,m} tal que

d(a,a;) < g (1.6)
ademas por (1.5) para n > M, tenemos que existe x € Bz (a;) N Ay, es decir
d(x,a;) < g con xr € A,. (1.7)

De (1.6) y (1.7) tenemos que

3
+ - =c

d(a,z) < d(a,a;) + d(a;,z) < 5

Por tanto
d(a,r) < & para toda n > M;.

De aqui que a € N(g, A,) para toda n > M;.

Ahora probemos que
b) Existe M, € N tal que A,, C N(e, A) para toda n > M.
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Supongamos que no es cierto, es decir que para toda N € N existen n’s > N tal que
A, € N(e, A). Entonces para

N =1 existe ny > 1 tal que A,, € N(e, A).

Para
N =n, existe ny > n; tal que A,, € N(g, A).

De manera inductiva, existe una sucesion de niimeros naturales n, < no < ..., tal que
A,, € N(e, A) para toda k € N.

Para cada k € N tomemos z,, € A, \N(c,A4) C X. Como X es compacto, existe

zo € X y {zn, }72; una subsusecién de {z,, }32; tal que z,, — .

Como X\N (e, A) es un conjunto cerrado en X, y x,, € X\N (e, A) para toda i € N,
lim z,, = x9 € X\N(e, A4).
De aqui que zy ¢ A.
Por otra parte, como lim; oo T, = o y {An,, }72; s una subsucesion de {4, }72,
por el Teorema 1.37 tenemos que
xo € limsup A,, = A,

lo cual es una contradiccién, por tanto existe My € N tal que

A, C N(g, A) para toda n > M.

Habiendo probado a) y b), definimos
N = max{M,, Ms}.
Entonces, para n > N tenemos que
ACN(, A,) vy A, C N(g, A).

De aqui que
H(AA,) <e si n>N.

Por tanto lim A4,, = A € 2.
[ |
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Teorema 1.39. Sea X un continuo y {A,}52, una sucesién de Cauchy en 2% .
Entonces {A,}°°, converge con la métrica de Hausdorff a un elemento Ay € 2%. Es
decir el espacio métrico 2% es completo.

Demostracion:
Por el Teorema 1.38 el tinico candidato para el lim,, ., A, es Ay = limsup A,,, el cual
es no vacio y cerrado, es decir limsup A4,, € 2% .
Para ver que lim,,_., A,, = Ay, por el teorema anterior es suficiente ver que

limsup A,, C liminf A,,. (1.8)

Sea x € limsup A,,, veamos que = € liminf A,,. Como {A4,}5°, es una sucesion de
Cauchy en 2%, dado 5 existe NV € N tal que

H(A,, A,) < % para toda n,m > N. (1.9)

Como z € limsup A, tenemos que B: N A, # () para una infinidad de n’s. Tomemos
My € N tal que My > N y que satisfaga

B:(z) N Ay, # 0. (1.10)
Asi, dado n > N, por (1.9) tendremos que
(A Au) < 5
de aqui que
A, C N(%,An) para toda n > N. (1.11)

Sea y € A, N Bs(x), el cual existe por (1.10). Por (1.11) tenemos que si n > N,
entonces existe z € A, tal que
d(z,y) <

DO ™

Como ademads

d(z,y) <

Y

N ™

se tiene entonces que

d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) < % + g =e.

De aqui que z € B.(x) y como también z € A,,, tenemos que si n > N,
B.(z) N A, # 0.

Por tanto x € liminf A,. Es decir limsup A,, C liminf A,, y como la otra contencion
siempre se cumple, tenemos que limsup A,, = liminf A,,. Entonces por el teorema
anterior tenemos que la sucesion de Cauchy {A, }°2, converge en 2%.

|
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1.2 Mapeos de Contracciéon y Teorema del punto
fijo

Sea T : X — X un mapeo de un espacio métrico (X, d) en si mismo. Un punto p de
X se dice un punto fijo de f si f(p) = p.

Definicién 1.40. Sea (X, d) un espacio métrico y T : X — X. El mapeo T se
denomina contraccion de X si existe un numero positivo A < 1 tal que

d(T(z), T(y)) < Md(x,y) para todo z,y € X.

Puede observarse facilmente de la definicién que una contraccién es uniformemente
continua.

Teorema 1.41. (del punto fijo) Sean (X, d) un espacio métrico completo, y T una
contraccion de X en si mismo. Entonces T tiene un unico punto fijo x. Es mds, si
xo es cualquier punto en X y se define recursivamente la sucesion (x,)>2; por

zy =T(xy—1), n=12,..,
entonces limx,, = x.

Demostracion: Primero veamos que 1" no puede tener mas de un punto fijo. En
efecto, sean xq, rs dos puntos fijos de T'. Entonces

d(xq,x9) = d(T(x1), T(x2)) < Ad(1,22) donde X € (0,1).

De aqui que d(z1,x9) = 0. Por tanto x; = z.

A continuacién veamos que T tiene un punto fijo. Para ello tomemos cualquier
punto xy € X y definamos

zp=T(x,—1), n=12,..
Entonces, para k > 0
d(@g, ps1) = d(T(2—1), T(x1)) < Ad(2p-1, 1),

donde la primer igualdad se obtiene por definicién de z,, y la segunda desigualdad del
hecho que T es un mapeo de contracciéon. Pero a su vez

(-1, 21) = M(T (2g-2), T(x1-1)) < Nd(T)—2, T1—1),
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es decir,
d(zg, Thy1) < Nd(2p_9, T 1).

Al realizar repetidamente estos pasos podemos concluir que
d(xg, Tpp1) < Nd(Tp_i, Tp_iy1) para i =1,2,..k. (1.12)

En general, si m > n > 1, al utilizar repetidamente la desigualdad del triangulo
obtenemos que

d(xna xm) < d(l’n, xn-{—l) + d(xn—f—h an+2) + ..+ d(xn-i—(m—n—l)a xn—&-(m—n—l)—&—l)

m—n—1

- Z d(mn-i-jaxn—&-j—i-l)
=0

m—n—1

S Z )\id<xn+j*i7xn+j*i+1)7 22177n+j7 (113)
7=0

donde la tltima desigualdad se debe a (1.12).
Tomando ahora i = j + 1 obtenemos que

m—n—1

d($n>$m) S Z )\j+ld($n+l>$n)-
j=0
Ademas

m—n—1 m—n—1

Z N (21, 10) = d(p_1, 7) Z an

j=0 j=0

[1— nmn
A |
]
'1—)\m—”—1+)\]

= d(xnflv :En)

= d<xn717 xn) 11—\

:)\ . /\mn:|

- d(xn—la $n> 11—\

S d(xn_l,xn)ﬁ, (114)

donde en la segunda igualdad utilizamos la identidad
r ] 1 — )\7‘+1
N=—
Z 1—-X 7
=0

con X\ € (0,1), y la desigualdad se sigue de que m > n > 1.
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Por tanto, de (1.13) y (1.14) tenemos que

d(xp, Tm) < d(zp_1, xn)m

Aplicando (1.12) a d(zy,—1,x,), con i = n — 1. Obtenemos que

A
d(xp, xm) < —)\”’ld(xg,xl)

1—A
)\n
= 1 /\d(ZEQ,ZEI).
Como A € (0,1) tenemos que
nlggo — )\d(:vo,xl) =0

De aqui que, para cada € > 0 existe un entero positivo N tal que

)\n
1—A

d(xg, 1) < € siempre que n > N.

Por tanto (z,)%, es una sucesién de Cauchy en el espacio métrico completo X. De
modo que existe x € X tal que

lim z, = z.
n—oo

Entonces
T(x)=T(lim z,) = lim T(z,) = lim z,1 = x.

n—oo n—oo n—oo

Donde la segunda igualdad se debe a la continuidad de T" y la tercera por definicién
de z,,.

Por lo tanto x es un punto fijo de T

|
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1.3 Swucesiones y Series de Funciones Reales

Definicién 1.42. (Convergencia Puntual.)

Sea (f,)o2, una sucesion de funciones reales definidas en un conjunto S. Se dice
que (fr)p>, converge puntualmente sobre S si para cada x € S, la sucesion (f,(z)),—,
converge.

Si (fn)22, converge puntualmente sobre S, definimos la funcion f:S — R por

f(x) = lim ().

n—oo

A la funcion f se le llama el limite puntual de (f,)5, y se dice que (f,)5, converge
puntualmente a f.

Definicién 1.43. (Convergencia Uniforme.)

Sea (fn)ee, una sucesion de funciones definidas en un conjunto S. Se dice que
(fn)o2, converge uniformemente sobre S a una funcion f si, para cada € > 0 existe
N € N tal que

|[fulz) = f(z)] <e
para toda n > N y para toda x € S.

Definicién 1.44. Sea >~ fi una serie de funciones definidas en un conjunto S.
Se dice que la serie converge si la sucesion {s,} es convergente, donde

sn=Fitfat ot =D ki
k=1

es llamada la n-ésima suma parcial de la serie, paran =1,2,....

Se dice que la serie es divergente si la sucesion de sumas parciales diverge.
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Teorema 1.45. (De Cauchy para Convergencia Uniforme)
Una sucesion de funciones (f,)°, converge uniformemente a una funcion f sobre
S, st y solo si, dado € > 0 existe N € N tal que

() = fm(2)] <€

siempre que n,m > N y para toda x € S.

(En este caso, se dice que la sucesion (f,) satisface la propiedad de Cauchy).

Demostracion:
(=) Supongamos que (f,)32, converge uniformemente a f. Asi para ¢ > 0, existe
N € N tal que si n,m > N entonces

() = fz)] < €/2

() = f(2)] < €/2,

para toda x € S.
Asi tenemos que para toda x € S,

() = fn(2)] < |fu(z) = f@2)] + | fin(2) — f(2)]
<€/2+¢€¢/2

:6’

siempre que n,m > N, es decir, (f,,)°, satisface la propiedad de Cauchy.

(<) Ahora, supongamos que (f,,)%; satisface la propiedad de Cauchy. Probare-
mos que (f,,)%°, converge uniformemente a f.
Como (f,)52; es de Cauchy, entonces para cada z € S, (f,(z)),—, es de Cauchy. De
aqui que (f,(z)),—, converge, pues R es completo.

Sea

f(z) = lim f,(z).

n—oo

Hasta aqui tenemos que (f,,)>°; converge puntualmente a f. Afirmamos que la con-
vergencia de hecho es uniforme. En efecto, para € > 0 existe N € N tal que

|[fu(x) — fr(z)| < €/2 para n,m >Ny x € S.

34



Fijando n > N y tomando limite cuando m — oo tenemos:

lim |fn.(x) — fm(z)| <€/2 <€ para z € S.
De aqui que,
|fo(z) — f(x)] <€ paratoda z€S y n>N.

Por lo tanto (f,,)s, converge uniformemente a f. W

Teorema 1.46. Sea (f,,)5°, una sucesion de funciones continuas en S y supongamos
que (fn)2, converge uniformemente sobre S a f. Entonces [ es continua.

Demostracion:
Sean ¢ € S'y € > 0. Como (f,)>2, converge uniformemente a f, entonces existe
N tal que n > N implica

|fu(z) — f(x)] < €/3, paratoda z € S. (1.15)

Ya que ¢ € S se tiene |f,(c) — f(c)| < €/3, si n > N. En particular

[fn(e) = fle)] <e/3. (1.16)

Como fy es continua, se tiene que existe ¢ > 0 tal que si |x — ¢| < 4, entonces

|fn(z) — fa(e)] < €/3. (1.17)
Asi que para toda x € S con |z — ¢| < 4§, por (1.15), (1.16) y (1.17) tenemos:

[f(z) = flo)] < [f(z) = fn(@)| + [fn (@) = fn(e)| + [fnle) = f(o)]
<€/3+¢€¢/3+¢€/3

= €.

Por lo tanto
|f(z) = fc)| <e
siempre que |x —¢| < 0, y © € S, es decir f es continua en ¢. Como ¢ es arbitrario,

se obtiene que f es continua en S.
|
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Corolario 1.47. Sea (f,)%2, una sucesion de funciones continuas, definidas en S y
oo . .,

supongamos que » ., f, converge uniformemente a una funcion f en S. Entonces

f es continua.

Demostracién
Sea S, = Y ,_; fr la sucesién de sumas parciales. Como (S,) es una sucesién de
funciones continuas y (.5,,) converge uniformemente a f en S, entonces por el Teorema

1.46 se obtiene que f es continua.
|

Teorema 1.48. (M-Test de Weierstrass)
Supongamos que (f,)S, es una sucesion de funciones definidas en S C R y
(M,)22, es una sucesion de nimeros reales no negativos tales que

|fu(2)] < M, para toda x € S y para toda n € N.
Si Y2 o M, converge, entonces Y ., [, converge uniformemente sobre S.

Demostracién: Probaremos que las sumas parciales S,(z) = >/, fx(x) satis-
facen la condiciéon de Cauchy.

Como ), M, converge, para € > 0 existe N € N, tal que si m > n > N entonces

> M= M

k=1 k=1

= My + ...+ M, <e.

Entonces

150 (x) = Sp(@)] = | frms1() + o + ful()]
< fmrr (@) + o+ [ fa(@)]
< Mppir + ...+ M,
<€,

donde la peniltima desigualdad se tiene por hipotesis.
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Es decir

|Sy(z) — Sp(x)| <€ para n>m > N.

De aqui que S,(z) satisface la condicién de Cauchy, y por el Teorema 1.45 tenemos
que Y o fn converge uniformemente sobre S. Wl
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CAPITULO 2

Construcciones con Series de Funciones.

2.1 Introduccion

En este Capitulo veremos algunas construcciones de funciones continuas en todos los
puntos de un intervalo y diferenciables en ningiin punto del mismo. El primero es la
funcion de Weierstrass, que es la primera funcién continua no diferenciable publicada,
y que estd definida mediante una serie de funciones trigonométricas de la siguiente

manera: .
flz) = Z (—) cos 15/ mx.
Jj=0 3

Enseguida estudiaremos la funcion de Van der Waerden, de la cual presento dos
demostraciones, una mas general que la otra. En la primera veremos que la funcién
construida no es derivable por ambos lados y en la segunda demostracién veremos
que la funcién no es derivable por un lado. La funcién de Van der Waerden esta
definida mediante una serie cuyos términos son funciones “tipo serrucho”

@)=Y ),

donde ag(z) es la distancia de z al entero més cercano y ax(x) = 2 %ay(2k2).

La tercera definiciéon que presentaremos aqui, es la funcién f : R — R dada por

la serie de funciones
o0 3 n
r0) =3 (3) et

donde ¢ : R — R es

plz)=|z| si —1<z<1y
olx+2)=p(r) si |zf>1.

Esta funcién es una variacién de la funcion de Van der Waerden, que se encuentra en
algunos libros de texto de analisis y articulos de divulgacion.
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La caracteristica comin de estas construcciones es que estan definidas mediante
una serie de funciones continuas, y su no diferenciabilidad se demuestra mediante la
Proposicién (2.1) enunciada y demostrada al inicio de este mismo capitulo.

Iniciamos esta seccion probando el siguiente resultado técnico, que usaremos mas
adelante.

Proposicién 2.1. Sea f derivable x, sean (u,)5, y (v,)e, sucesiones en R tales
que u, < v, para todan € N, v, —u, — 0 yu, <z < v, para toda n € N. Entonces

lim f(vn) = flun)

n—oo ’Un — un

= ['(z).

Demostracion: Como u, <z < v,y v, —u, — 0, se deduce que

[ 218, i), 21
ﬁ%{%%ﬁ_aﬂm. (2.2)

Asi tenemos:

f(vn) _f(un> . f(Un> _f(un) —i—f(l‘) _f(x)

Up — Up, Uy — Up,
_ o) = f@) | f@) = flun)
Up — Up, Uy — Uy
_ Un —  f(va) — f(2) +x_unf(x)_f(un)
Up — T Uy — Uy T— U, Up— Uy
_ o= flon) = flz) | x—un fz) = f(un)
Up — Uy Uy — X Up — Uy T — Up
Renombrando w por a, y w por b, en la ecuacién anterior,

tenemos lo siguiente:
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f(vn)—f(un)_nvn—x L T — Up
Up — Up Up — Up Up — Un
1 v,—x 1 v,—=z 1. z—u, 1. z—u,

=zap =ap _bn
2 v, —u, 2 Uy, — Up, 2 v, —uy,
1b T — Uy + VU — Uy
avn
2 Up — Uy,
1 v,—x 1 v,—u, 1 z—u, 1 z—u,
=z0p + —a, — zap _bn
2 v, —U, 2 v,—u, Up — Uy 2 Uy — Uy
1. v,—-u, 1 v,—=x
+ =0, -z

Cvp—x 1 1b T — Uy 1b 1 +1 —|—1b
T, \2M 20 ) T, \27n T 2 ) T T gt
Es decir
fon) = flun)  va—a (1 1b LB U lb 1 +1 +1b (2.3)
Uy — Up Uy — U, pfin ~ gon Up — Uy \ 2 g n gn T g0n (£
Tomando limite cuando n— 0o tenemos
1 1
(éan_ ébn> - 07
pues, por (2.1) y (2.2) a, — f'(z) y b, — f'(z) y como 0 < Un — % <1,
Un — Up
y 0< T8 <1 se obtiene que:
v’n un

Asi, de (2.3) se sigue
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lim L) = S) (lan + 1bn)
n—o0 Up — Uy, n—oo \ 2 2
1 / 1 /
= §f (z) + §f (z)
= f'(z).
Es decir
Uy, — Up,
[ |

2.2 Funcion de Weierstrass

La funcion de Weierstrass f : R — R se define de la siguiente manera:

fz) = i (;)j cos 157wz, (2.4)

Jj=0

Las gréficas de los primeros términos de la serie (2.4) que mostraremos en las figuras
(2.3), (2.4) y (2.5), ilustran el comportamiento de estos términos: conforme “j crece”
se reducen la amplitud y el periodo de la funcién, y esto tiltimo hace que la oscilacién
sea mas pronunciada.
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En las figuras (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9) mostramos las graficas de algunos términos
de la sucesién de sumas parciales de la serie (2.4). Estas graficas dan solo una idea
intuitiva del comportamiento de f y dejan clara la imposibilidad fisica de dar una
representacion grafica mas fiel de su comportamiento.

0. 6/

VTV TV

Figure 2.6: f(x) = 231 o () ' cos 157z

, I Hx | I‘J rllﬂ (
HHHHH!HIHHHHVH

Figure 2.7: f(z) = ZJQ 0 (%)J cos 157wz
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Teorema 2.2. La funcion definida por (2.4) es continua.

Demostracién:
Primero veamos que la serie en (2.4) converge uniformemente. Esto se sigue del
M-Test de Weierstrass ya que

2\’ .
_ 15]
(3) COS ™

y como la serie > (%)] converge, tenemos que la serie que define a f es uniforme-
mente convergente.

Ahora, como los términos de la serie (2.4) son continuos, del Teorema 1.46, se
sigue que f esta bien definida y es continua.

[ |

9 J
S(g) paratoda j €N y x € R,

Teorema 2.3. La funcion definida por (2.4) es diferenciable en ninguna parte.

Demostracion:
Sea ¢ cualquier punto fijo, y denotemos por (z,)2; v (y,)5, cualesquiera dos
sucesiones convergentes a ¢, con z,, < ¢ < y, para toda n € N.

f(yn)—f(zn)
Yn—Tn

Por la Proposicién 2.1, si f’(c) existiera, entonces tendriamos que con-
vergeria a f’(c).

Asi que si pudiéramos construir dos sucesiones {x,} v {y,} tales que la sucesién

{%} no converje, probarfamos que f no es diferenciable en c. Esto es pre-
cisamente lo que haremos. Sean
Tp = n — )
157 Yoo T e

donde k,, para cada n € N, es el tinico entero que satisface la condicion k,c — % <
15" < k, + %, es decir 15" — % < k, < 15"+ %, ver figura (2.10). Obviamente se
tiene que , < ¢ < Y, V Yp — T, — O.
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1
5% -2 k, 15”c+%

Figure 2.10:

De las definiciones de f, (2,)22, v (yn)2,, tenemos que

Fl) — ) _ X5o(3) cos15m(d) — 5% (3) cos 157 ()

Yn — Tp knts  kpo1
157 157

: , 1 j j
> o(3) cos15f7r<’“:;2> — T(3) cos 157w (B2t

= 3

Wl b

n
™z 1

- 2; (g) 5" [cos 159" ( ) — cos 157" (ky, — 1)}
_ n_l (g) 5" {cos 157" (21% i 1) — cos 157 "7 (ki — 1)1
)

(

Para facilitar calculos, denotemos:

n

2k 1 -
5" [cos 157" ( nt > — cos 157 "w(k,, — 1)] :
j
(

-1 J+1
, 2k 1 ,
= Z ( ) 15"[cos 157 "m ( "2+ ) —cos 157 "w(k,, — 1)], (2.6)
o0 Jj+1
, 2 1 ,
— Z ( ) 15"[cos 157" ( k”; ) —cos 15 "w(k, — 1)l (2.7)

Con esta nueva notacién tenemos que

Yn — Tnp
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(2k2+1)] 157" = 0, ya que j > n y ademds

En la suma (2.7) observemos que cos 7 [

cos m(k,—1)15"" esigual a 1 o —1 dependiendo si k,, es impar o par, respectivamente.
De aqui obtenemos:

Entonces

|
—_
(@]
3
e
|
ol —
N—
B
S
|
(]
VR
Wl Do
~
<.
—_
ot
3
—~
|
—_
N—
3

= 3(15)"(— 1)k — 15" (—1)* Z (;)
1-(;

2n+1
= 15"(—1)"
("=,
2n+1
= 5"3"(—1)F = —
(1",

1 __rn+1

donde la cuarta igualdad se obtiene utilizando la identidad Z rt = 4
—r

1=0

Asi
S(n) — flzn)

Yn — Tp

Aplicando el Teorema del Valor Medio a la funcién cos(x) en el intervalo

= A+ 2(-1)k10m. (2.8)
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I = <7r(k;n — 115" 7 [(%"H)} 157~ ”) tenemos que existe £ € [ tal que

cos (7? (an;_ 1> 15j") — cos (m(k, — 1)15' ") = 73153 "siné, (2.9)
ya que,
(7r {(%"—;1)} 15]'”) — (m(ky — 1)1577") = w157 [2k”2+ S 1}
_ 15-n lzkn +1—2k, + 2]
2
= 5.

Entonces

2k, + 1 , , 3 ,
cos T ( 2+ ) 157" — cosm(k, — 1)1577"| < ;153_”. (2.10)
Asi de (2.8) y (2.10) tenemos que
n—1 i+1
2\’ 2k, +1 , ,
= (5) 15" |:COS7T ( 2+ ) 157" — cos w(ky, — 1)157”}
=0
n—1 i+1
2\’ %, +1\ . .
< <§> 15" [cos T < 2+ ) 157" — cosm(k, — 1)1577"
7=0
n—1 n—1 j n—1 ;
2 3 n 2\’ .
< Z <§> 15" 157" = Z (§> 1577 = ( ) 5737
j=0 7=0 7=0
n—1
- 1—10" s m
= 100 = =——[1-10"] < =10"
g " { 1= 101 gl I<3
7=0
< 110”
2
Es decir,
n) n 1
Yn — Tn 2
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Esto puede escribirse

f(yn) - f(xn) _ n 1NN A n
<yn——xn) = 2(—1)"10" + Z10%,

donde —1 < X < 1. Reagrupando términos en el lado derecho, tenemos

<f(yn) - f(xn)) _ (C1)gn lz N (_1>kn§} , (2.11)

Yn — Tn 2
Observemos que si la sucesién {k,} posee una subsucesién de enteros pares, en-
tonces el lado derecho de (2.11) crece conforme n crece y la sucesién no esté acotada.
Si {k,} no contiene una subsucesién de enteros pares, entonces debe tener una sub-
sucesiéon de enteros impares y tendriamos que la sucesién (2.11) decrece y no esta
acotada. Por tanto

f(yn) — f(an)
Yn — Tn
no converge. Por la Proposicién 2.1 tenemos que f no es diferenciable en ¢, y como

¢ es cualquier nimero real, hemos visto que f no es diferenciable en punto alguno.
|

2.3 Funcién tipo Van der Waerden I

Otra funcién que es continua en todas partes pero diferenciable en ninguna parte es
la funcién de Van der Waerden, que esta definida por

fl@) =" a(). (2.12)
n=0
donde ag(z) es la distancia de x al entero més cercano y ay(z) = 2 %ao(2%z).

En las figuras (2.11), (2.12) y (2.13) podemos observar el comportamiento de algunos
términos de la serie (2.12).






Las graficas de algunos términos de la sucesién de sumas parciales de la serie (2.12) se
encuentran en las figuras (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) y (2.18). Solamente podremos
darnos una idea intuitiva de la grafica de la funcién, pues es imposible dar una
representacion grafica mas fiel de su comportamiento.

0.5¢

-1 -0.5 0.5 1

Figure 2.14: f(z) = 3! _ ax()

-1 -0.5 0.5 1

Figure 2.15: f(z) = Zi:o ai(x)
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-0.5 0.5

Figure 2.16: f(z) = Y0 _, ax(z)

0.5 0.5

Figure 2.17: f(z) = Y0 _, ax(z)

0.5 0.5

Figure 2.18: f(x) = Y10, ax(x)
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Teorema 2.4. La funcion definida por (2.12) es continua.

Para la demostracion de este teorema se utiliza el mismo método que en el Teorema
2.2. Primero veamos que la funcién f(z) esta bien definida, y atin mds, veremos que
f(z) =>"7"  aip(x) converge uniformemente. Para ello usaremos el Teorema M-Test
de Weierstrass (ver Teorema 1.48).

Observemos que

1

lan(@)] = [2 4 ap(2*2)] < ‘gk (§>

es decir, |ax(z)| estd acotada para cada z € R y para cada k € N. Ademés la serie
ZZOZO 2,6% converge, pues es una serie geométrica. Entonces por el Teorema 1.48
tenemos que f(z) =Y ax(x) converge uniformemente.

1

- 9k+1 )

Como ag(x) es continua, pues es la distancia de x al entero més cercano, tenemos
que a(z) = 2 %ag(2%x) es continua para cada , y como acabamos de ver que f(x) =
> o o ar(x) converge uniformemente, entonces por la Proposicién 1.47 tenemos que
f(zx) es continua.

Teorema 2.5. La funcion definida por (2.12) es diferenciable en ninguna parte.

Demostracion:

Para mostrar esto trabajaremos con racionales diddicos, los cuales se definen de
la siguiente manera: un racional diadico v de orden n es de la forma u = 727" donde
1€ 2.

Ahora si evaluamos nuestra funcién en un racional diddico podemos observar que

Flw) = ar(u) =Y 27%ag(2)

= 2 ag(i2b").
k=0

Como 2*u es un entero para k > n, pues 2Fu = i2F2™™ = 2* " ¢ Z si k —n > 0.
Entonces ag(2¥u) = 0 para k > n. Por lo tanto



Tomemos un par de racionales diadicos sucesivos de orden n, u, y v,, vy * € R fijo
tal que u,, <z < v,. Entonces v,, — u,, = 27".

f(vn) B f(un) _ Z;(l) ak(vn> — Z;é ak(“n) — =

Un — Up Un — Up

ag(vy,) — ak(un).

Up — Up

k=0

Como ay, es lineal en [u,,v,] para 0 < k < n (decimos lineal en el sentido que es
una linea recta en ese intervalo), el cociente en la suma anterior (que es la pendiente
de la recta en el intervalo), es la derivada por la derecha a; (x). Pero como a; = +1,
entonces

%ﬁj(“n) N ot (z) = nz iy (2.13)

v
n n k=0 k=0

Si f(zx) fuera diferenciable en x, por la Proposicién 2.1 tendriamos que

f(vn) = flun)

Un — Up

— f'(z). (2.14)

Entonces, de (2.13) y (2.14), 27— +£1 — f'(x), es decir 3200 +1 = f'(z). Lo
cual es Imposible. Pues ) ;- +1 no converge. Por lo tanto, la funcién

@)=Y ale),

donde agp(x) es la distancia de z al entero més cercano y ax(z) = 2 %ag(2Fz), es
continua en todas partes y derivable en ninguna parte. B

Teorema 2.6. La funcion definida por (2.12) no es derivable por la derecha en punto
alguno.

Demostracion:
Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que f(x) es derivable por la
derecha para algin z € R.

Sea f(x) = L.

Sean u,, , v, racionales diddicos de orden n tales que u,, = 27" | v, = (i + 1)27",
para cada n € N, donde
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(i—1)2"<z<i2™

Definimos r,, y s, tales que

flun) = f(z) = (L4 ry)(un — ) (2.15)
flon) = f(x) = (L + sp)(vn — ). (2.16)

Observemos que r, — 0 cuando n — oo pues de la ecuacién (2.15) tenemos
Up — X
y por la definicion de L, tenemos que

lim (M _L> ~0.

n—oo Up — X

De la misma manera nos damos cuenta que s, — 0 cuando n — oc.

Entonces

flon) = flun) = (f(vn) = f(2)) = (f(un) — f(2))
= (L+sp) (v, —x) = (L+ 1) (u, — )
= L(v, — up) + sp(vy — ) — 1 (uy, — )
=2""L + sy(vy — ) — rp(uy, — ),
donde la segunda igualdad la se obtiene de (2.15) y de (2.16) y la ultima igualdad del
hecho que v, —u, = (i +1)27" —i2™" =27".
Por lo tanto

f(on) = flun) =27"L + s, (vp — x) — 10 (un — ),

y multiplicando la ecuacion anterior por 2" tenemos:

2"(f(vn) — f(upn)) = L+ 2"sp (v, — ) — 2" (up, — ). (2.17)

Pero como
O<u,—x<2™" (2.18)
0<v,—x<2™" (2.19)
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Pues como (i — 1)27" <z < 127" tenemos

O0<u, —x<wu,—(i—1)27"
=27 — (i — 1)27"
=2""

Por lo tanto 0 < u,, — x < 27"

También

O<wv,—x<w,—(i—1)27"
—(i+1)27" — (i —1)27"
—9o o
=2

Por lo tanto 0 < v, — 2 < 2177,

Entonces

12" (f(vn) = flun) = L)| = [2"sp(vn — x) — 2"10 (un — 7))
< 2% (vn — )| + [2" 70 (up — )]
= 2" (v, — ) |sn| + 2" (up — x)|14|
< 2215, | 4 2727 |
= 2[sp| + |7nl,

donde la primer igualdad se debe a (2.17), y la dltima desigualdad por (2.18) y (2.19).

Por lo tanto [2"(f(v,) — f(un) — L)| < |10| + 2|80

Ademas, como lim,,_,., 7, = lim,,_,o S, = 0, tenemos

n—oo

Pero por definicién de nuestra funcién sabemos que

o6
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2"(f(vn) = flun)) = Z 2" (ak(vn) — ar(un)). (2.21)
Ademsés :

ag(uy) = ag(v,) =0 para k—mn > 0. (2.22)
Esto es facil de observar, ya que
ar(ty) = 27 Fag(2u,) = 27%ao(i2°27") = 27 ay(i28).

Obsérvese que ag(i2~") = 0, para k—n > 0, ya que si lo recordamos, la funcién ag(z)
es la distacia de x al entero més cercano, y como i2¥~" € N para k > n, entonces

ag(u,) =0 para k> n.

Y de la misma manera obtenemos que ay(v,) = 0 para k > n.

Por (2.21) y por (2.22) tenemos que

P (Fu) — Flun)) = 3 2 (an(vn) — axlun). (2.23)

Observemos que ay(x) = 27%ao(2%z) es lineal en el intervalo [u,,v,] para 1 <k < n,
en el sentido de que es una linea recta en este intervalo. Entonces la derivada por la
derecha de esta funcion coincide con su pendiente, es decir

i () = ak(UZi : Zi(un) _ ak(vn>2tnak(un>’

pues v, — u, = (i +1)27" — 27" = 27", Por lo tanto a; (u,) = 2" (ax(v,) — ax(uy)).

Pero a; (u,) = £1. Entonces

2(F(0) ~ F)) = 32" (an(vs) — aulu)) = 31

Por otro lado (ver (2.20)) habiamos visto que lim,, . 2"(f(v,) — f(u,)) = L.

Entonces )
L=lim ) +1=> #I,
k=1 k=1
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donde L = f’ (z). Lo cual es Imposible, pues ).~ 1 no es una serie convergente.

Por lo tanto f no es derivable por la derecha en punto alguno. Aunque como ya
vimos f es continua en todas partes.

También podemos hacer esta demostracién para ver que la funcion de Van der Waer-
den no es derivable por la izquierda, y el argumento es analogo.
|

2.4 Funcién tipo Van der Waerden 11

Veamos la construccién de otra funcién continua en todas partes pero diferenciable
en ninguna parte.
Sea p : R — R, definida por
p(x) = |z, —1<z<1
oz +2) = o(z).

Figure 2.19: o(x)

Notese que |p(s) — ¢(t)] < |s —t|, para s,t € R. En particular se obtiene que ¢ es
continua, de hecho ¢ es uniformemente continua.

Definamos f : R — R como
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) =3 (3) wtro, (224)

Las graficas de algunos términos de la serie son las de las figuras (2.20), (2.21) y
(2.22).

Figure 2.20: f(z)

Figure 2.21: fy(x)
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Figure 2.22: f3(x)

Obsérvese que conforme n crece, la amplitud y la frecuencia de las gréafica de las f,
se reducen, y los “picos” se hacen mas pronunciados y “tupidos”.

En las figuras (2.23), (2.24) y (2.25) podemos observar algunos términos de la grafica
de la serie truncada. Solo para darnos una idea de la grafica de la funcién.

1.4}

N

Figure 2.23: f(z) =) _, (3)" p(4nz).
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1.9;¢

1 1

Figure 2.24: f(z) =327_, (3)" p(4nz).

o1 1

Figure 2.25: f(z) = Y17, (3)" p(4z).
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Teorema 2.7. La funcion f: R — R definida en (2.24) es continua.
Demostracion: Observemos que

= |(3) | = (3) o < (3)

Como Y > ((3)™ < oo, por el Teorema M-Test Weierstrass tenemos que > - (2)"¢(4"z)
converge uniformemente y como f,(z) = (2)"¢(4"z) es continua en R para cada
n € N, se obtiene que

=3 (3) e

n=0
es continua.

Teorema 2.8. La funcion f: R — R definida en (2.24) es diferenciable en ninguna
parte.

Demostracion: Lo que probaremos es que para cualquier z € R y un 4,, que

tiende a cero.
Fl+80) = 1)

1 m
5 _5(3 +1) — o0

cuando m — oo.

Sea x € R y para m € 7Z, sea 9, = j:%él_m. El signo de 9,, se elige tal que no hay
entero entre los nimeros 4™z y 4™(x + d,,), esto se puede hacer porque [4™6,,| = 3.

De la definiciéon de f tenemos que

f(x+6m) — f(2)

Om <~ \4 Om
o0 3 n
AR

(2.25)
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Cuando n > m tenemos que 4"9,, = j:%4”_m y de aqui que 4™, es un entero par,
asi que

o4 x +4"0,,) = p(4"x).

Por lo tanto, de (2.25) tenemos que

_ p(4"z) — p(4"z)
,YTL - 5

= 0. (2.26)

Cuando 0 < n < m se obtiene

p(A"(x + 0m)) — p(4"x)
[t on) — 4l
[0
= 4", (2.27)

Paran=m  |y,| = 4™, para ver esto primero obsérvese la figura (2.26)

T TR+ A4S, T

1 pendients =1
ELS AL,
[ w@ma) f------ =

4™ x

[

4™ x 4™ + 4™ 8,

Figure 2.26:

Entonces

OA"x +40y) — p(4"x) A" x 4+ 47"0y,) — e(4™x) 1
4ms,, + 4mg — 4mg 4ms,, o

De aqui que
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(4" 0, +4™x) — p(4™x) = 4™, (2.28)
Por tanto paran =m

Pz + 4™ 0y) — p(4™2)
Om
donde la segunda igualdad se debe a (2.28). Asi que

= 4™, (2.29)

] = \

Om
n=0 n
m—1 3 n m—1 n m—1 3 n
=1 () 2= (B) iz -3 (3)
n=0 n=0 n=0
m—1
1-3m 3m—-1 3™ 1
—3m -y 3 —3m — 3" — =2 4z
! 1-3 2 2 2
1
=—-[3"+1
B3+ 1,

donde la primer igualdad es por (2.25), la segunda por (2.26), la tercera igualdad se
debe a (2.29) y la ultima desigualdad por (2.27). Es decir

f@+6m) = fl@)| _ 1m
5 > 5[3 +1].
Entonces
lim ’f("””gl)_f(x) > lim Lgm 1) = . (2.30)

Por (2.30) y del hecho que cuando m — oo, se tiene 6, = j:%4_m — 0, obtenemos

que f no es derivable en z, y con esto hemos mostrado lo que queriamos.
|
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CAPITULO 3

Construcciones Geométricas mas Recientes

En en este Capitulo a diferencia de las funciones construidas en el capitulo anterior,
construiremos dos funciones de las cuales no daremos una expresiéon analitica, otra
diferencia es que nos sera facil imaginarnos sus graficas. La primera es la funcion
de Marck Lynch, la cual se construye a través de conjuntos compactos anidados y
no vacios, de tal manera que su interseccion sea la grafica de una funcién continua
y no derivable en punto alguno. La continuidad se obtiene inmediatamente de la
construccién y dos resultados mencionados en el Capitulo 1.

Esta construcciéon es muy diferente a las anteriores, ya que no esta dada mediante
una serie y su construccion es mas geométrica, creo que en esto radica su belleza e
importancia.

La segunda funcién constuida por H. Katsuura, f : [0,1] — R se define como el
limite uniforme de una sucesién de funciones lineales continuas por piezas f, : [0,1] —
R. Para construir la sucesién (f,,)°; usaremos mapeos de contraccién w de la familia
de subconjuntos cerrados de X = [0, 1] x [0, 1] en s{ mismo con respecto a la métrica
de Hausdorff inducida por la métrica Euclideana. Lo que veremos es que la sucesién
iterada {w™(A)} de conjuntos, donde A es un subconjunto cerrado y no vacio del
cuadrado X, convergerd a la grafica de f en la métrica de Hausdorff.

Si A es la diagonal de X, entonces veremos que w”(A) serd la grafica de f,, y asi
nos podremos dar una idea intuitiva de la grafica de f.

En esta construccion usaremos conceptos de Topologia, cuya teoria se encuentra
en el Capitulo 1. Nuestro espacio de trabajo seran todos los subconjuntos cerrados
y no vacios de un espacio métrico conexo y compacto X, que es la familia denotada
por 2%X. El hecho de que 2% es completo con la métrica de Hausdorff es de suma
importancia en la construccién de la funcion continua no diferenciable. También es
importante recordar que un mapeo de contracciéon en un espacio métrico completo
tiene un unico punto fijo, ya que por construccién de nuestra funcién f veremos que
este inico punto fijo sera la grafica de f.
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3.1 Funciéon de Marck Lynch

Antes de empezar a hacer esta construccion daré una idea general de como contru-
iremos esta nueva funcién continua no diferenciable. A diferencia de las funciones
construidas en las secciones anteriores, la prueba de la continuidad de esta funcién
no utiliza la teoria de series y sucesiones de funciones. Para esta prueba se usaran los
resultados establecidos en el Teorema 1.25 y el Teorema 1.26.

1. Teorema 1.25: La intersecciéon anidada de conjuntos compactos no vacios es
compacta y no vacia.

2. Teorema 1.26: Una funcién f : [a,b] — R es continua si y sélo si su grafica es
compacta.

Para encontrar esta funcion, primero construiremos una sucesién anidada de con-
juntos compactos que deben cumplir ciertas propiedades, y por el Teorema (1.25)
tendremos que la interseccién de estos conjuntos serd compacta, y por la manera
en que los construiremos tendremos que esta interseccién debe ser la gréafica de una
funcién. Después utilizando el Teorema (1.26), tendremos que dicha funcién sera con-
tinua, pues su grafica (que es la interseccién de los conjuntos compactos) es compacta.

Después demostraremos que esta funcion no es diferenciable y asi obtendremos la
funciéon que queremos.

Como ya mencioné, necesitamos construir una sucesiéon de conjuntos anidados
compactos, que es por donde empezaremos:

Sea m : R xR — R la funciéon proyecciéon a la primera coordenada, es decir
m(z,y) = x para toda z,y € R. Sea A C Rx Ry x € R. Definimos Afz] = {y :
(x,y) € A}, llamada la z-seccién de A. La sucesién anidada de conjuntos compactos
C, D Cp41 en RxR que queremos construir, deben cumplir las siguientes propiedades:

(1) n(C,) = [0,1] para toda n € N;
(2) diam(C),[z]) < % para cada z € [0,1] y n € N;
(3) para cada x € [0,1] existe y € [0,1] con 0 < |z — y| < < tal que si p € Cy[z] y
q € C,ly|, entonces
p—q
r—y
Antes de proseguir construyendo esta sucesién, veamos que la cerradura de bandas
de vecindades (nubes) de segmentos de linea recta satisface la propiedad (3), ya que
esto sera de gran importancia para construir la funciéon deseada.
Sea m un entero positivo dado y f(x) = mx + b con m > n. Afirmamos que
para 6 > 0, existe una e—vecindad N (e, f) de la gréifica de f tal que para cualquier

>n.
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x € [0,1] existe y € [0,1] con |z —y| =0 ysip € N(e, f)[z] y ¢ € N(g, f)[y], entonces
pP—4q
r—Yy

Para demostrar esto, nos ayudaremos con el siguiente diagrama.

> n. (3.1)

Az = mx+ &

(x,emex + B+ el

L (e Bomx + )+ B —s)

1 |
x X+ &

Figure 3.27:

Podemos escoger ¢ suficientemente pequeno tal que

(m(x+0)+b—¢c)—(mx+b+e)| |mé—2e
(x+6) —x _‘ J
B 2e
=|m-
> |m| — %’
- J
> n.

pues m > n. Entonces

‘(m(x+5)+b—5)—(mx+b+6)
(x+0)—x

De aqui que si p € N(e, f)[z] y ¢ € N(e, f)[y] tenemos que

pP—4q
x— (z+9)
Tomando y = = + ¢ obtenemos lo deseado.

>

Hasta aqui hemos visto que la cerradura de bandas de vecindades de lineas rectas
cumplen la propiedad 3. Ahora construiremos nuestra sucesion anidada de conjuntos
compactos con las propiedades (1),(2) y (3).
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Definiremos cada C),, como la cerradura de bandas de vecidades de arcos poligo-
nales, pero lo haremos con mucho cuidado, de tal forma que cumplan las propiedades
(1), (2) y (3) y que a la vez nos sirvan para que su interseccién sea la gréafica de una
funcién continua.

Para construir O, primero construiremos un arco poligonal P!, donde cada uno de
sus segmentos, digamos P}, Py, ..., P} tienen una pendiente en valor absoluto mayor

que 1. Sea
nsto(r1) )

0; i
0< <m1n{ 5

Aplicamos la afirmacién anterior a cada §; y a los segmentos P!, i = 1,...,k,

definidos en m(P}) para obtener una g;-vecindad de cada P! (esto lo podemos hacer,

w y podemos siempre escogerla para cada = € 7(P})).

ya que cada d; <
Sea ¢ = min{e; : 1 = 1,...,k} y asi tenemos que N(g, P') es una vecidnad cerrada
de P! que satisface la condicién 3. Claramente, ¢ puede escogerse lo suficientemente

pequeno, si es necesario, tal que diam(C[z]) < 1 para cada z € [0,1] y 7(C}) = [0, 1].

Ahora, para construir Cy, que satisfaga (1),(2) y (3), primero construimos un arco
poligonal P? contenido en el interior de C}, cuidando que cada uno de sus segmentos
tenga pendiente mayor que 2 y procedemos de la misma manera que para Cf.

Una grafica de C; y C; pueden ser las siguientes:

(oSt

Figure 3.28:
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En general, para construir C,, que satisfaga (1),(2) y (3), asumimos C hasta C,,_4
como han estado definiéndose. Sea P un arco poligonal contenido en el interior de
C,_1, cuyos segmentos Py, Ps, ..., P, tienen una pendiente mayor que n. Para cada

1=1,...,k, sea
1 P) 1
0 < b <min {27, 24
2 n
Aplicamos la afirmacién (3.1) de que la cerradura de bandas de vecindades de seg-
mentos de linea recta satisface la propiedad (3), a los d; y a los segmentos P; definidos
en 7(P;) para obtener la deseada e-vecindad de P;. Sea e = min{e; : ¢ =1,...,k}. En-

tonces tomamos C,, = N (g, P), la cual es una vecindad cerrada de P que satisface la
condicién 3, y € se puede tomar lo suficientemente pequeno para que N(g, P) C C,,_;.

Ahora que ya tenemos la sucesién anidada {C,}, que satisfacen las propiedades
deseadas, definiremos nuestra funciéon continua no diferenciable.

Sea C' = NC,,. Por la propiedad 2, tenemos que diam(Clz|) = 0 para cada = €
[0, 1], pues dado que C' = NC,, y la sucesion estd anidada, tenemos que diamC' <diamC;,
para toda n € N. Entonces

1
0 < diam(Clz]) < diam(C,[z]) < — para toda n € N.

Tomando limite cuando n — oo, tenemos que diam(Clz]) = 0. Entonces para cada
x; € [0, 1] existe un unico z; € R tal que C|x;] = {z;}. Definiendo f : [0,1] — R por

f(zi) = 2, (3.2)

y asi tenemos que f es una funcion tal que su gréafica es C'.

Teorema 3.1. La funcion f:[0,1] — R definida en (3.2) es continua.

Demostracion: Como C' = NC,, donde cada C,, es compacto, por el Teorema
1.25, tenemos que C' es compacto. Entonces, del Teorema 1.26, se sigue que f es
continua, pues C'=graff es compacto.
|

Teorema 3.2. La funcion f : [0,1] — R definida en (3.2) es diferenciable en ninguna
parte.

Demostracién: Sea x € [0,1], y § > 0. Escogemos n tal que % < ¢§. Por la

propiedad 3, tenemos que existe y € [0,1] con 0 < |z —y| < %, tal que si p € Cylz] v
q € C,ly|, entonces

p—q
r—yY

>
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Como f(x) € Cylz] vy f(y) € Cyly], tenemos que
‘f () — f(y)
-y

>n.

Es decir, para z € [0,1] y 6 > 0, existe y € [0,1] tal que 0 < [z —y| <+ <4y

‘f(l“)—f(y)
T —y

>n.

Por tanto f no es diferenciable en x, y como x es arbitrario, tenemos que f no es
diferenciable en punto alguno.

3.2 Funcion de Hidefumi Katsuura

3.2.1 Construccion de la funcién y demostracion de su con-
tinuidad.

Sea X = [0,1] x [0, 1] el cuadrado cerrado unitario en el plano, con la métrica eu-
clideana. Notese que X es un continuo, ya que es compacto y conexo.

Sea w; : X — X, i =1,2,3 mapeos de contraccién (ver Definicién 1.40) definidos por

T 2y
U)1<I',y): 573

2—x 1+vy
wsla,y) = (S5 5

242 1+2y
U}3($,y): 3 ’ 3 .
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Facilmente se puede ver que wq, wq, w3 efectivamente son mapeos de contracciéon, ya
que dados 7,y € X, x = (v1,72) Yy y = (Y1, Y2)

d(wy(x), i (y)) = d ((%%) ’ (% %»
() gy

= é\/(l"l — 1) +4(x2 — y2)?

< Vo= wl + P

2

Por tanto w; es un mapeo de contraccién y con punto fijo (0,0). De la misma manera
se procede para observar que wy y w3 también son mapeos de contraccion con puntos
fijos (%, %) y (1,1) respectivamente.

En la figura (3.29 ) podemos ver que w; contrae X en w;(X), we en wo(X), y ws
contrae X en ws(X).

Figure 3.29: contraccién de w
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Sea 2% la coleccién de todos los subconjuntos cerrados y no vacios de X. Definimos
w: 2% — 2% por

w(A) = wi(A) Uwy(A) Uws(A). (3.3)

Ahora para cada A, B € 2% sea
H(A,B) =inf{c > 0: N(c,A) 5 B, N(z, B) 5 A},

donde N(e, A) y N(g, B) son nubes de radio ¢ centradas en A y B respectivamente,
es decir
N(e,A) ={x € X : d(z,a) < ¢, para algin a € A}.

Notese que H es la métrica de Hausdorff inducida por la métrica euclideana.
Veamos en la siguiente proposicién que w es un mapeo de contraccién de 2% bajo
esta métrica H.

Proposicién 3.3. La funcidn w definida en (3.3) es un mapeo de contraccion con

respecto a la métrica H.

Demostracién: Demostraremos que si A, B € 2% entonces

H (w(A),w(B)) < zH(A, B).

Wl o

Sean

u=H(A B)=inf{r: N(r,A) D By N(r,B) D A}.
v=Hw(A),w(B)) =inf{s: N(s,w(A)) Dw(B) y N(s,w(B)) D w(A)}.

Con esta notacién probaremos que

v < —u.

Wl N

Por definicion de u tenemos que para € > 0 existe » > 0 tal que
u<r<u+e y N(r,A) D B,N(r,B) D A.

De aqui que

2 2 2
§7’ < gu + 55. (36)
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Probaremos que

1) N (3r,w(A)) D w(B).

2) N (3r,w(B)) D w(A).

De 1), 2) y de (3.6) se tendréd que v < 2r < 2u+Ze. Como ¢ es arbitrario, tendremos
que

v < —u,

[GSRN )

con lo cual probamos lo deseado.
Prueba de 1): Como N(r, A) D B tenemos que
w(N(r,A)) D w(B)
w;(N(r,A)) Dwi(B), i=1,2,3. (3.7)

Ademas, observemos que

N (gr wi(A)) S wi(N(r, A)), (3.8)

ya que si y; € w;(N(r, A)), existe 1 € N(r, A) tal que w;(z1) = y;. Entonces existe
z1 € Atal que d(x1, 2z1) < r, de aqui y del hecho de que w; es un mapeo de contraccién
para i = 1,2, 3, tenemos que

2

d(w;(x1),wi(z1)) < zd(x1,21) < 3"

2
3
Entonces w;(x;) € B%T(wi(zl)) € BgT(wi(A)), es decir

1 € By, (wi(4),

con lo cual probamos la afirmacién (3.8). De (3.7) y de (3.8) se tiene

N <§T, wi(A)) Dw;i(B) i=1,2,3.

De aqui que

N (%T wl(A)> UN (gr w2<A)> UN (gr w;,(A)) S wi(B) Uws(B) Uws(B).

Entonces

N (gr, wy (A) Uwy(A) U wg(A)> D w(B),
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es decir )

N (gr,w(A)) D w(B).
Con lo cual probamos 1). Similarmente se prueba 2).
|

Sea Dy = {(z,z) € X} la diagonal en X. Definamos para cadan =1,2, ...

Dn = U)(anl).

Figure 3.30: w(X) y Dy
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Figure 3.31: w?(X) y D,

Figure 3.32: w3(X) y Ds
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Afirmamos que D, es la grafica de una funcién continua, digamos f, : [0,1] —
[0,1]. En efecto, primero observemos que esta afirmacién es cierta para Doy Dj.

fo(U)ZU,
2u si0<u<s
filu) =S¢ —u+1 sii<u<?
2u—1 si%ﬁugl

Para probar esta afirmacion sera necesario probar el siguiente Lema.

Lema 3.4. Sea g : [0,1] — [0,1] una funcion continua tal que g(0) =0 y g(1) = 1.
Entonces si E =Graf(g) se tiene que w(E) es la grdfica de una funcion continua.

Demostracién:

w(E) =w(E) Uw(E) Uws(E),
donde E = {(x,g(z)) : x € [0,1]}.

Evidentemente se tiene que wi(E) es la grafica de una funcién continua

1 2 2
hl . |:O7 g} — |:0, §:| s hl(Z) = 59(3/2)
De la misma manera podemos ver que wy(FE) es la grafica de una funcién continua

12 12 1+ g(—32z+2)
ho: |z, 2| — |50 2 ha(z) =
2 |:37 3:| |:37 3:| 5 Q(Z) 3 )
y w3(E) es la gréfica de una funcién continua

- El} - El} hy(a) 1—|—2g(33z—2)'

Para que w(E) sea la gréfica de una funcién H debe cumplirse que

wi(1,9(1)) = wy(1, g(1)), (3.9)
ws(0,9(0)) = w3(0, (0)). (3.10)

Ademas la funcién H es continua. Que (3.9) se cumpla significa que

(%’297(1»:(2;1’119(1))’
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es decir, si
29(1) _ 1+g(1)
3 3 7
es decir, g(1) = 1. Lo cual se tiene por hipétesis. (3.10) vale si g(0) = 0. Lo
cual también se satisface por hipé6tesis. Por tanto w(F) es la grafica de una funcién
continua.

Ahora para probar la afirmacion de que D,, es la gréfica de una funcién continua
fn :[0,1] — [0, 1], usaremos repetidamente el lema anterior. Como Dy es la grafica
de una funcién continua fo(x) = z, por el Lema 3.4 se tiene que Dy = w(Dy) es la
grafica de una funcién continua f;. Nuevamente por el lema se tiene que Dy = w(D;)
es la grafica de una funciéon continua f,. Continuando asi obtenemos que D, es la
grafica de una funcién continua f,.

Asi tenemos una sucesién {f,}>°, de funciones, donde D, es la gréfica de f,, para
cada n € N. Lo que veremos ahora es que ésta sucesion es de Cauchy.
Notemos que si m > n se satisface que w™(X) 2 D,,. En efecto, dado que

Dy C X
Dy = w(Dy) C w(X)
Dy = w(D;) = w?(Dy) C w?*(X)

D, =w(D,_1) =w"(Dy) C w"(X),

ademds X D w(X) 2 w*(X) D ... 2 w™*(X) D ... D w™(X). Entonces
Dy, = w™(Dy) Cw™(X) Cw"(X).

Por tanto D,, C w"(X) siempre que m > n. También tenemos que w"(X) es la unién

de 3" rectangulos de alturas menor o igual a (%)n Entonces si m > n tenemos que

sup {Lfult) ~ (0]t 01 < ()

De aqui que para € > 0 existe N € N tal quesim >n > N
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[fm(t) = fu(®)] < sup {|fm(t) — fu(t)| - £ € [0,1]}

9 n
< —
<e.

Esto implica que la sucesion de funciones continuas (f,)%°; es uniformemente de
Cauchy. Entonces existe una funcién f : [0,1] — [0, 1] tal que

lim f, = f. (3.11)

Teorema 3.5. La funcion f :[0,1] — [0, 1] definida en (3.11) es continua.

Demostracién: como cada f, esta definida en el compacto [0,1] tenemos que
la convergencia es uniforme, y como cada f, es continua, por la Proposiciéon 1.46

tenemos que f es continua.
]

Ahora solo nos falta ver que ésta funcién f es diferenciable en ninguna parte.

Como w es un mapeo de contracccién en 2%, por el Teorema 1.41 tenemos que tiene
un tnico punto fijo D en 2%. Atin mas, si A es un elemento arbitrario de 2%, entonces
la sucesién {w™(A)}5°, converge a D con respecto a la métrica H (ver Teorema 1.41),
y como D,, = w"(Dy) =Graff, para cada n € N, y ademés lim,, ., f, = f tenemos
que

D = lim D, = Graff.

n—oo

De aqui que para n grande podemos darnos una idea de la grafica de f.

3.2.2 Diferenciabilidad en ninguna parte de f

Para probar que f es diferenciable en ninguna parte necesitamos probar primero dos
Lemas.

Sea T el conjunto de todos los racionales ternarios en el intervalo (0,1), y para
cadan =1,2, ..., sea T, el conjunto de los racionales ternarios de n-digitos.

Lema 3.6. Sean (,)2, y (y,)22, sucesiones en T tales que, para cadan = 1,2, ...,
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1. x, yy, estan en T,,

3. Ty = Tnt1 0 Yn = Ynt1-

Entonces

Yn — Tp

lim ’
n—oo
Demostracién:
Antes de comenzar la demostracién notemos que si x € T, entonces f(x) = f,(z).
Para ello primero veamos cémo son los elementos de T, para cada n € N. Observemos
que los elementos de T7 los encontramos al partir el intervalo [0, 1] en tres partes, es
decir T} = {0, %, %, 1}. Cada intervalo que quedé lo volvemos a partir en tres partes
y as{ obtenemos los elementos de Ty, es decir al partir en 32 el intervalo [0,1]. En
general los elementos de T), los obtenemos al partir en tres partes cada intervalo de

longitud s, es decir al partir en 3" el intervalo de longitud [0, 1].

Sea B = {(0,0),(1,1)}. Sabemos que se satisface
B C Dy = w"(B) C w"(Dy) = D,. (3.12)
BcC D= w"(B) cw"(D)=D. (3.13)

Afirmamos que dado z € T,,, existe y (tinico) tal que
(x,y) € w"(B) C D,.

T 2y
wl(x,y) - 57? ’

2—x 1+y
wg(x,y): 3 7T )

En efecto, recordemos que

Entonces



De aqui que

w®=100(35)(33) (3:3) -0}

Sea m; : [0,1] — [0, 1] la funcién proyeccién en la primer coordenada. Entonces

1 (w(B)) = {o, % ; 1} e

Por tanto para x € T} = m(w(B)) existe un tnico y tal que (z,y) € w(B). Simi-
larmente 7 (w"(B)) = T,. Entonces para = € T,, existe y tal que (z,y) € w"(B), y
como también por (3.12) w"(B) C D,, y D,, =Graf(f,) tenemos que

Por otro lado, dado que w™(B) C D por (3.13) y como D =Graf(f), se tiene que

y = f().

Por tanto, si € T,,. Entonces f,(z) = f(z). También observemos que las imagenes
bajo f de los puntos que satisfacen las hipétesis tienen la forma de las figuras (3.33)
y (3.34).
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fyk)

f(Yrt1)

(2/3)(f (yr) — f (1))

f@r) |« >
N\
x“k \yk+1 v
Tyl \ (1/3)(yx — i)

Figure 3.33: caso xx = Tp11

f(yksr) = flyr)

S = Fa)
J@rr) Yoo L
//

f(z) NV

T Th41 ( Yk

1
Yk+1

l(yk — 1)

3
Figure 3.34: caso yx = yYp+1
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Afirmamos que

> 2"t paran=1,2,3,..

‘f(yn) — f(xn)
Yn — Tn
Para demostrar esto lo haremos por induccién, primero para n = 1 al observar la

figura (3.35) obtenemos que

=2 si($1:0yy1=%)0($1=§yy1=1)

| colmfeonn

=

‘f(yn) — f(n)

Yn — Tn —li:—l Sil‘lzéyylzg.
3
1
2
3
1
3
1 2
0 3 3 1

Figure 3.35: D;=Graf f;

Entonces si n = 1 se cumple la afirmacion.

Ahora supongamos que para algin entero £ > 1 la afirmacion es verdadera, es decir
que

> okl (3.14)

‘f(yk) — f(xx)

Y — Tk
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Veamos que la afirmacion se cumple para k + 1. En efecto,

S@r1) = f(@ra)| 21f () = f ()]

3.15
Yk+1 — Th41 %’yk - l’k| ( )
2k—1 _
> QM (3.16)
Yk — k|
= o(k+D-1 (3.17)

donde la primer igualdad se obtiene de las figuras (3.33) y (3.34), y la desigualdad
por hipétesis de induccién.

Por tanto
> 2(k+1)71 ]

‘f(yk+1> — [(@p41)

Yk+1 — Tk+1

Lo cual prueba la afirmacion. Por tanto, claramente tenemos que

lim f(yn) — f(2n)

n—oo yn — :L‘n

= Q.

Lema 3.7. sea (2,)52, v (yn)S2, sucesiones en T tales que para cada n = 1,2, ...,
1. x, yy, estan en T,
2. Yn — Ty = 3% Yy

3. Ty # Tyl Y Yn F Yna1 para un numero infinito den = 1,2, ...

Entonces
n—oo yn — ,Cl;n
no existe.
Demostracion:

Antes de empezar la demostracién, recordemos que si « € T,, entonces f(z) = f,.(z).
Ademas las imagenes de los puntos que satisfacen que x,,y, € Ty, yp — T, = 3% y
Ty F# Tt Yn # Yni1 para toda n € N tiene la forma de la figura (3.36)
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Tk Tp41 Yk+1 Yk

Figure 3.36: caso xy # Tri1 V Yk 7 Yrt1

Afirmamos que

‘M > 1 paracada n=1,23, .. (3.18)

Yn — Tp

Probaremos esta afirmacion por induccion. Para n = 1 ya lo tenemos por el lema
anterior. Ahora supongamos que la afirmacion es cierta para un cierto £ > 1. Es

decir
f(yr) — f (@) >
Y — Tk
Como por hipétesis del Lema x, # T,11 V Yn # Yny1 para un namero infinito de
n = 1,2, ..., primero supongamos que Ty = Tpi1 O Yr = Yr+1. Entonces por el lema

previo y por hipdtesis de induccién tenemos que

‘f(yzm) — flar) | _ 31 (e) — fla)

Ykt+1 — Th+1 %|yk — x|
> §|Z/k — x|
— 1
§|yk —Ik|
>2-1
> 1.
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En otro caso, si T # Tpi1 V Y # Yrr1- Entonces

Ferr) = Flan) | 51 () = flag)]

Y1 — Trt %!yk — x|
> %|Z/k—$k|
= s lye — @
=1,

donde la primer igualdad se obtiene de la figura (3.36) y la desigualdad por hipétesis
de induccién. Lo cual prueba la afirmacion.

Por otro lado, si n es un entero tal que z,, # , 11V Yn # Ynr1. Entonces de la figura
(3.36)

fWns1) = f(@nt1) _%(f(yn) — f(zn))

Yn+1 — Tn+1 %(yn - ili'n)
) (f@m - f(xn))
B Yn — Tp ’

si el limite existiera tendria que ser cero. Pero por la afirmacién (3.18) tenemos que
esto es imposible. Por tanto
im —————=

n—oo Yn — Tn

no existe.

Teorema 3.8. La funcion f :[0,1] — [0,1], definida en (3.11), es diferenciable en
ningin x € (0,1).

Demostracion:
Si x € T, para cualquier entero n. Definimos y, = x4+ ﬁ para cualquier £k = 1,2, ....
Entonces limy, .o yr = 2, v

lim

= 007
k—o0

‘f(yk) — f(=)

Yp — T

por el Lema 3.6. Por tanto f no es diferenciable en x.

En otro caso, si x ¢ T,, para toda n € N, tenemos que existen sucesiones (z,)5,
v (yn)22, tales que para cadan =1,2, ...,
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1. z, vy y, estdn en T,.
3. T, < < Yp.

Entonces por los lemas 3.6 y 3.7, sabemos que

lim f(yn) — f(20)

n—oo yn — an

no existe. Por tanto por la Proposicon 2.1 tenemos que f no es diferenciable en z.
|
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CAPITULO 4

Existencia de Funciones Continuas y Difer-
enciables en Ninguna Parte.

De los captulos anteriores sabemos que existen funciones continuas en todos los
puntos de un intervalo pero derivables en ningin punto de este mismo intervalo,
pues hemos visto algunos ejemplos. Lo que haremos en este capitulo es demostrar la
existencia de este tipo de funciones, sin hacer una construccién de alguna de ellas.

Maés ain, en contraste con nuestro sentido comun, hay “muchas” de estas fun-
ciones, de hecho, desde el punto de vista topoldgico existen mas funciones de este
tipo que las continuas y diferenciables en algin punto.

Para poder mostrar esto, requerimos de algunas definiciones y teoremas, que es
por donde empezaremos.

4.1 Requisitos Previos.

En el Capitulo 2, definimos lo que es un espacio métrico, y un espacio métrico com-
pleto, en esta seccién, entre otras cosas, definiremos un espacio normado y un espacio
de Banach.

Definicién 4.1. (Espacio normado)
Sea X un espacio vectorial sobre el campo K, donde K =R o C. Una norma en
X es una funcion || ||:X — R tal que

1. ||z|| > 0 para toda x € X.

2. si||z]] =0 entonces x = 0.

3. | Ax|| = |M||z]| para toda \ € K.

4- Mz +yll <zl + llyll para toda z,y € X.

La pareja (X, || ||) se llama espacio normado.
Observacion: La norma || || induce una métrica en X del modo siguiente:
d(z,y) = [l =yl
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d se llama la distancia inducida por la norma |||.

Obsérvese también que en un espacio normado (X, ||||) tenemos todos los resulta-
dos probados para espacios métricos.

Definicién 4.2. (Espacio de Banach)

Sea (X, || ||) un espacio normado. Diremos que (X, || ||) es un espacio de Banach
si (X,d) es un espacio métrico completo donde d es la distancia inducida por la
norma, es decir d(z,y) = ||z — y||.

Teorema 4.3. FEl espacio (C([a,b)),| ||), donde

C(la,b]) = {f : [a,b] — R|f es continua},

I oo = sup |f(z)],

z€la,b
es un espacio de Banach.

Demostracion:
Para ello demostremos que el espacio C([a,b]) = {f : [a,b] — R : { es continua},
con la métrica

dos(fr9) = sup |f(z) — g()]

z€[a,b]

es completo. Primero observemos que g, — g en C ([a,b]) < ¢, — ¢ uniformemente
en [a,b]. En efecto:

gn — g en C([a,b]) < para toda toda ¢ > 0 existe N € N tal que V. n > N se
tiene doo(gn, g) < €, esto es

sup |gn(x) —g(x)] <e paratoda n > N.
z€la,b]

Entonces
lgn(z) — g(x)| < e paratoda n> N y paratoda z € [a,b].

Lo cual confirma nuestra afirmacion.
Sea (f,,)22; una sucesién de Cauchy en el espacio C' ([a, b]). Asi, dado € > 0 existe
N € N tal que para toda m,n > N, du(fn, fm) < €. Entonces
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|fo(z) = fin(z)] < sup |fu(z) — fi(z)| <& para toda x € [a,b]. (4.1)

z€la,b]

o

De aqui que para toda =z € [a,b], (fu(x)),_, es de Cauchy en R, y como R es
completo, existe y, € R tal que f,(z) — y,.
Definase f(x) = y,, con z € [a,b], demostraremos que f € C([a,b]) y que f, — f
uniformemente en [a,b]. En efecto, en (4.1) fijemos n > N y hagamos que m — oc.
Entonces

7&1&{1)0 |fu(z) — fm(2)| < e paratoda x € [a, bl

esto es,

|fu(z) — f(z)] < e paratoda z € [a,b], si n> N.

De aqui que f, — f uniformemente en [a,b], y como cada f, es continua, por la
Proposicién 1.46 tenemos que f es continua. Por lo tanto, f, — f en (C ([a,b])).
[ |

Definicién 4.4. Sea X un espacio métrico y A C X. Se dice que A es denso en X
si A=X.

Definicién 4.5. Sea X un espacio métrico, un subconjunto A C X se llama denso
en ninguna parte (nunca denso) si A" = 0.

Definicién 4.6. Sea X un espacio métrico, un subconjunto F' C X se llama de
primera categoria (flaco o magro) si F' =2, F,, donde cada F), es nunca denso.

Definicién 4.7. Diremos que un subconjunto de un espacio métrico es de sequnda
categoria st no es de primera categoria.

Teorema 4.8. (de Cantor)

Sea X un espacio métrico completo y E, C X para toda n € N tales que E; D
Ey D E3 D ..., si cada E, es cerrado, no vacio y si diamFE, — 0, entonces hay
exactamente un punto en la interseccion de todos los E, .
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Demostracién: Sea (z,)5°; una sucesién en X tal que z,, € E,, para cadan € N.
Como E; D Ey D ..., si m > n tenemos que z,, € E, v d(z,,x,) < diam E, — 0.
Entonces (z,,)32; es una sucesiéon de Cauchy, y como X es completo, existe z € X
tal que z, — z.

Veamos que esta x estén la interseccién de todos los E, /.. Supongamos que k > n,
entonces x € E, y como cada E, es cerrado tenemos que =z € F,, para todo n € N,
ya que T — .

Ahora veamos que este punto es unico, lo cual es claro, ya que si existen z,y € X
tales que z,y € E, para todo n € N, entonces d(x,y) < diam £, — 0, de aqui que
d(xz,y) = 0y por tanto x = y. Por lo tanto existe un unico punto en la inteseccién
de todos los £, /.. W

El siguiente Teorema es necesario para la demostracion del Teorema de Baire.

Teorema 4.9. En un espacio métrico completo, la interseccion numerable de abiertos
densos es densa.

Demostracién: Sea X un espacio métrico completo y {O,,}22, una sucesién de
abiertos densos en X, demostraremos que Ny, 0,, es denso en X.

Demostraremos que si A es abierto no vacio de X entonces A() (N2 ,0;) # 0.
Como O es denso en X, entonces A(\O; # () y ademds es abierto, asi podemos
hallar una bola abierta B; tal que By C A( O, y diam(B;) < 1.

Del mismo modo, como O es denso en X, tenemos que By () Oz # 0 y también
es abierto. Luego existe una bola abierta By tal que By, C By NO1y diam(E) <
%. Podemos observar que By [0y C A()O1[)0Os. Procedemos inductivamente y
encontramos una sucesiéon de bolas abiertas { B, }°°, tales que B,;; C B, para toda
n €N, diam(B,) < y By C B, [ Opy1 para toda n € N.

Como {B,}%, es una sucesién decreciente de cerrados en un espacio métrico
completo tal que diam(B,) < % — 0 por el Teorema de Cantor (4.8) se sigue que
existe x € X tal que {z} = (.2, By

Veamos que x € (7, O,) [ A. Obsérvese que
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B, C Bnia ﬂOn C Aﬂ[ O] para toda n € N.
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Entonces . . . .
{ﬂ:mECﬂfwmﬂ@>:Aﬂm%.
n=1 n=1 k=1 n=1

Por lo tanto

Teorema 4.10. (De Baire)
Si X es un espacio métrico completo entonces X es de sequnda categoria.

Demostraciéon: Supongamos que X es de primera categoria, entonces X =
U2, F, con (F,)° = 0 para toda n € N.
Sea O,, = X\F, el cual es abierto para toda n € N, ademés

On = X\F, = X\(F,)° = X.

Asi O,, es abierto y denso en X. Entonces, por el Teorema (4.9) tenemos que ('~ , O,
es densa en X, entonces () —, O, # 0; por otra parte

o= ) - (GE)EXC:@.

n=1 n=1

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X es de segunda categoria. B

Proposiciéon 4.11. Un conjunto cerrado con complemento denso es nunca denso.
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Demostracion: Sea B un conjunto cerrado en X, tal que B¢ es denso, por
demostrar que (B)° = .

Supongamos que B’ # (), entonces existen x € B’ y r > 0 tal que B,(z) C B, de
aqui que B, ()N (B)¢ = (). Pero B = B pues B es cerrado. Por tanto B,(x)N B¢ = (),
lo cual es una contradiccién pues B¢ es denso en X.

Por tanto (B)° = (), es decir B es nunca denso. B

La siguiente Proposicién sera necesario para la prueba del resultado central de
esta seccion.

Proposicién 4.12. El conjunto
P0,1] ={f € C[0,1] : f es lineal por pedazos}
es denso en C10,1].

Demostracién: Sea f € C[0, 1], como f es continua en un compacto tenemos que
es uniformemente continua en [0, 1], asi para € > 0 existe 6 > 0 tal que si |z —y| < §
entonces

If(z) = fly)] < Z para todo z,y € [0, 1]. (4.2)

Lo que haremos es construir una funcién g € P[0, 1] tal que || f — g]|«~ < €.

Sea 0 = g < 71 < ... < x, = 1 una coleccion finita de puntos con z; — x;_1 < J y
le llamaremos I; al conjunto de puntos que satisfacen que z; < x < x;,1;. Obsérvese
que para toda x,y € I; tenemos |z — y| < 0.

Sea z € [0, 1], entonces tenemos que x € [ para algin k € {0,1,2,...,n}. De aqui
que |z — x| < 6.
Definamos

f(xk—i-l) - f(fk)

Tk+1 — Tk

g:(x) = (x — ) = fla).

Entonces, para toda = € [0, 1]

_ f($k+1) - f(xk)

Tk+1 — Tk

(x —z1) — f(zn)

< 1$(0) = fan) + o) = Ja)| 2L
<17(@) — Fl + 1) = S )

9 9 . E
“itiTy
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donde la ultima desigualdad se debe a (4.2).
De aqui que

£
sup |f(z) —g:(2)| < 5 <e.
z€[0,1]

Por lo tanto || f — ¢:||cc < €, donde g.(z) € P[0, 1]. Es decir, P[0, 1] es denso en C[0, 1].
|

4.2 Existencia de una funcion continua diferencia-
ble en ninguna parte.

En el siguiente Teorema se muestra el resultado central de esta seccion, y veremos que
son “mas” las funciones continuas y diferenciables en ninguna parte que las continuas
y diferenciables en algiin punto.

Teorema 4.13. Ezxisten funciones continuas y diferenciables en ninguna parte.
Demostracién:
Lo que mostraremos es que el conjunto
{f € C: f no tiene derivada finita en punto alguno},

es de segunda categoria y por lo tanto no puede ser vacio, pues el vacio es de primera

categoria.
Sea
h) — 1 1
En:{fEC:‘f(er li /(@) <n, para algin z € [0,1——] y 0<h<—}.
n n

Cualquier funcién continua que tiene derivada finita por la derecha en x pertenece
a F,. En efecto, supongamos que f tiene derivada finita por la derecha en x. Dado
e =1 existe 6 > 0 tal que si 0 < h < 9, entonces

fath) =i _,
e

< 1.
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De aqui que

‘f(ﬂh) — f(z)
h

< |filo)] + L. (4.3)

Tomamos n € N tal que z € [0,1 — 1], [fi(z)]|+1<n, L <4
Entonces para z € [0, 1-— %], para 0 < h < % < 0, por (4.3) tenemos

'f(vaLh) — f(@)
h

< |fil@)]+1<n.

Entonces f € E,.
Por tanto
UE, D {f € C: f tiene derivada finita por la derecha en algin punto}.  (4.4)

Si mostramos que cada FE, es nunca denso tendriamos que UFE,, seria de primera
categoria, y por tanto todo subconjunto de él seria de primera categoria.

Para probar que F, es nunca denso mostraremos que los F,:s son cerrados y
tienen complemento denso en todas partes (ver Lema 4.11).
Primero veamos que es cerrado. Sea f € E,. Entonces existe una sucesion (f3,)%2, €
E, tal que f; — f uniformemente sobre [0, 1].
Por la definicion de E,, para cada fj existe x; € [0, 11— %] tal que

1
|fr(z + h) — fe(xr)| < nh para toda h € (O, ﬁ) :

Asi formamos la sucesién (zj);%, € [0,1—21]. Entonces por el Teorema de
Bolzano Weierstrass, (x;)72, tiene una subsucesion convergente, digamos (xy,, )50,

que converge a algin x € [0, 1-— %L]

Sea (fx,.)o_; la correspondiente a (zy,,)o_,, asi tenemos:

1
| fr, (g, + ) — fr, (xk,)| < nh paratoda h € (0, 5) : (4.5)

Entonces
|fx+h) = f(@)| < |f(x+R) = [(2h,, + D) + | f(2h,, +h) = frn(Th,, + 1)

| o @y + 1) = frn (@) + | o (@) — f (@) + [ f (1) — f(2)]
<|f(x+h) = f(zr,, + )| +If = fenlloo + 1R+ || fr — flloo + [f(@k,) — f(2)] .
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Haciendo m tender a infinito tenemos
1
|f(z+h)— f(x)] <nh paratoda 0 < h < —.
n
De aqui que f € F,, y por tanto FE,, es cerrado.

Ahora veamos que E¢ es denso. Para ello es suficiente probar que para cualquier
g € P[0, 1] (ver Proposicién (4.12)) y € > 0 existe ¢ € E¢ tal que ||g — ¢l < &,
donde

b(x +h) —¢(x)
h

Egz{@/)EC:‘
y

1 ) 1
> n para toda x € {O, 1- —] y para algin h € (0, —) } )
n n
P0,1] ={f € C[0,1] : f es lineal por pedazos} .

Sea ¢ > 0, g € P[0,1] y sea L la pendiente mas grande de los “pedazos” de g.
Elegimos m € N tal que me > n + L.
Sea ¢(x) = dist(x,Z), que es la distancia de z al entero méas cercano. Tomamos

U(x) = g(x) + ep(ma).
Es facil observar que ¥ (z) estd en C[0, 1], y también
[, ()] = |/, () + emd, (ma)|

> |emd, (ma)| - |g/, (@)]

>me — L

>n+L—L

=n.
Donde la tercer desigualdad se debe a que ¢ (mx) = £1 y L es la pendiente méds
grande de los “pedazos” de g, y la cuarta desigualdad debido a que elegimos me >

n+ L.
Asi que [¢, (x)| > n. Entonces existe h suficientemente pequena tal que

Y(x +h) = P(z)
h
Por tanto ¢ € Ef,. Ademas

lg = ¥l = sup |g(z) = (g(z) + ep(mz))|

z€[0,1]

>n para toda x € [0,1).
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Por tanto cada E,, es nunca denso. Entonces | J)~; E,, es de primera categoria, y como
{f € C: f tiene derivada finita en algiin punto} estd contenido en
{f € C: f tiene derivada finita por la derecha en algin punto}, y

{f € C: f tiene derivada finita por la derecha en algin punto} C U E,,

n=1

tenemos que
D ={f e C: f tiene derivada finita en algin punto}

es de primera categoria, y por tanto

D¢ ={f e C: f no tiene derivada finita en punto alguno},

es de segunda categoria, pues si suponemos que es de primera categoria tendriamos
que DU D¢ = C seria de primera categoria, lo cual es imposible, pues por el Teorema
de Categoria de Baire, ya que C' es completo, sabemos que es de segunda categoria.

Por lo tanto D¢ es de segunda categoria y no puede ser vacio, es decir, existe una
funcién continua que no tiene derivada finita en punto alguno.
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