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INTRODUCCION

EL objetive inicial de este trabajo cra mestrarn Las
posibilidades de un Cdleulo Difenencial ¢ Integral Cuatén
nico. Dentrno de esa Ldea demosthramos un teonema que canac
teniza Las funciones cuaténnicas denivabfes; ef nesultado
es ehcencialmente negativo ya que esta clase de funciones
resulta sumamente nesiningida pana desannoflan con etla -
un cfleulo digerencial e integraf. Mediante un enfoque -
distinto def concepto de negularidad, el matemdtico alemdn
Fueten y.éué seguidones 15,6) eluden fa dificultad presen
tada y crean un chlculo en el que se obtienen nesultados
andfogos a Los del cdleulo compleje. En vez de segudirn es-
ta ﬁlzennatiua, que 56L0 comentamos brevemente en el Capi
tulo TI, nos inclinames ponr dar a este trabafo una onden-
tacibn geométrica. Esto fue motivado por Los estudiod que
actualmentie se realizan pana clasificar Las estructunras -
afines en variedades complefas (vease poxn efemplo (21, -
yo que toda vaniedad con una Q - estructura es und varie
dad compleja de dimensifn ¢ con una estructura afin. A pe
sdn de fodo Lo aﬂtenion, por motivos extra acadépicoa, La

tesis conservd su titulo oniginal,

Debo mencionan mi agradecimiento al Profesor Enrique

Vatle Flones que proponciond el tema de esta tesdls y a



Los doctonres Zenaida ELvira Ramos y Xavdier Gémez Mont pon
su paciente asesonia. Lles he ofrecddo a cambio de su inva
Luable ayuda esforzarme pon finalizar este trnabajo defind
tivamente Anconclfuse. Aprovecho fambifn esta ocasibn. para
aghadecer al M. en C. Fernando Avila Muniffo su dyuda e -

internds en mi preparacibn matemdtica.



CAPITULO 1

ta estructfura mafembiica de £0s cuatennics jue creada pon
el matemdtico inland€s Wilfiam R, Hamifton cn 1543. Yoti-
vado poi su presentacifn de Los nimeros complefos como pa
nejas de nidmeroas reales, Hamifton se planted el problfema

de extenden su estructura -especificamente £a multiplica-
cién-'a Las tennas de nimenrcs neales. Una magnifica y mué
vernosimil descripcdibn de sus Anifentos Anfructuosos por ne
solven el problema y de como estos Lo Elevaron a descu -
brin Lo que hoy conocemos que es La dnica dfgebra asocia-
tiva con divisibn de dimensiln cuatno sobre Los reafes, -

nos La proporciona Van den Waerden en [4]

EL descubnimiente de Hamifion es pues un resultado -
de Los intentos pon ampliar el concepto de ndmero [2) y -
constituye uno de fLos antecedentes mds impontantes de La

teonia de Algebras fLineales.

Dééﬁnicién 1.2.1. Un espacio vectorial de dimensibn §ind

ta A sobre un campe F se dice un dfgebra Lineal aso-

ciativa sobre F 54 en A se tiene ademds una multipli

weaclbn que es

L) asociativa:

a(bc) = (ab)c

para cualesquiera a, b, ¢ € F y



iL) bilineal:

r{ab) + s(ac) y

a{rb = sc}

rlac) + s(be)

"

(ra + sble

para cualesquiena a, b, c € A y r, s € F,

Equivalentemente se¢ puede definin un fLgebra Lineal aso -
ciativa sobne un campo F como un anille ascciative A

que es ademds un espacio uecioniat de dimensibn finifa so .
bre F y tal que para cualesquiera a, b€ A yr €F ise

satisface que ri{ab) = (ra)b = a(rb)

Los sigudientes tipos panticufanes de dLgebras Lineales -

don impoartantes.

Definiciones 1.2.2. Sea A un dlgebra Zineal asociativa,

i) Si para tede a € A - {0} exfste un inverso multiplica-

tive a~', A se denomina dEgebra con divisién.
£{) La norma de a € A, la|, con respecto a La base {e ,
Ceeey, g} de define como
2 2 l
= + ... + =
E al a , donde a=a e +...+a e.

A es un dfgebra normada s34 satisface

[

|ab| = |a] |b]

para tode a, b € A,

' Definicdibn 1.2.3. Sea Q el espacio vectorlal de dimen -

‘5ibn cuatro sobne el campé real y 1 = & {1,0,0,00, -

1=e, = (0,1,0,0), j = e, = (0,0,1,0), k =e, = {0,0,0,1)



su base canbnica. Dzﬁ&n&moa La muﬂt&pﬁ&cacién de dos vec-

tones en e: Z . Y 3= Z In€n
n=t

=i

mediante La f6amula

(1)  P%= Z Z (Lo Ene, ),

n=t m=i

y La siguiente tabla de multiplicacifn de Los elementos -

de £a base

. 4112 - k
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Teonema 1.2.1. EL sistema (Q, t,.,e) dado por fa defi-

nicidn 1.2.3. es un f&gebra con divisdibn scbre el campo -

neal, Se Le Lfama el dfgebra de ELos cuatennios reafes.

Demostracdbn. Para prnobar que el espacio vectorial Q con
La multiplicacibn asf deginida es un &Lgebra, basta con -
verifican que satisface fa Ley asociativa, ya que es cla-
ramente bilinzat.rua Lo hanemos mediante un cdlculo direc

L]

cto con (1) y (2) sino utilizande otna formulacibn de Q.

EL conjunto M ={y+%,4+ 2,0 +Zk 22 =x=0}
es una copia fsomonfa del campo complejo mediante £a co -

nnespondencia inducida pon

1={(1,0,0,0)r> (1,0)e L , L-.-(o,u,o,o):—>(a,:)ed'.’




ademés fa identidad

X tX,4¢ x5t X,k = (xlfzz ‘_')1- (z3+14(:)d.
nos proponciona una representacdidn dnica de g € H de La
foama q =w + 2j con w, z2€Q , bajo La cual el pro -
ducto de fos cuaternios qQ, =W, * 2] §qg;= Wyt 2]

queda expresado asi:
49, = (Ww;-22,) ¢ (w2, + ¥,2)7
donde z=7¢—£¢3 para Z=%+Ly
L; asociatividad se venifica enfonces fdcifmente:
(qlqz)qa = [(w,w, ~4,Z;) +(w2, +aﬁ,z,)5] (w3+z, i) =
= Kw| Wy ~2,Z, )0y = (u,2, 4, 2,) g, e (W, ~22)z,+
Wiz, + 5,283 15 = [0, (0,03-2,2,) - 2, (&2t 2] +

[, (w2, + (BSZ,) +2,(5, 2, - izza)] 3= [w. (wy oy "2,23) -

Z (w2, +3,2;) J+ [0 (04 04 2) 42, (g 7.7 [ 5 =
= % (}, %,).

Observemos gque Q contiene Lsomonfamente el campo neal:

{242,  t B d 1 2k 22 =% =0} =R

y que este subsistema {que identificaremos con-R por bre

vedad de notacifin) ed precisamenie el centro de Q, o0 s¢a
{1€Q % $19=%% para todo §eQ'} =R

. 84 definimos _
q' = 2’| "1-2(: - ‘X,a' "x{k Y

AR
115 = ¥ =2f+ K427+ 2]




para  F2 A+ %A+ %+ 2k entonces [ 40 51 Fdo

por Lo tanto el elfemento

-|= 13
¥ 1$)2 ¥

es el inverso multiplicativo de $#0 . 0 s pon Lo tanto

un Gfgebra con divisibn, N

Ficitlmente se puede vernificar que
1L =1%%
de donde
2 2 3 3 rax g9
]%’ qul = (1‘1\)(*21':) 31';(%1\)1}:(121')( .q'z)':
q 9 2

= (%%)(53) = 1851,
porn Lo tanto Q e4 un dfgebra normada y el espacio vecto
nial nonrmado subyacente es el euclidiano 4-dimensional, -
Ademds Las ldentidades

| %% = 180%) , 131=13}

nos aseguran que £a multiplicacidn y fa funcibn rig) = q?
son continuas con respecto a La topologia inducida por La

noama. Vale entonces el feonema siguiente:

Teorema 1.2.2. Q es un aniflo con divisién continuo, co-

nexo -y Localmente compacto, extensifn finita de de gna

do cuatno.

Para finalizarn fLa seccidn, enunciamos s4n demos'thacibn dos
teonemas que estabfecen fa naturaleza singufan de La es -

thuctura algebraica y topolbgica de Los cuaterndios.

Teorema 1.2.3, [Frobendius). Toda dzgebna con divisibn al-



gebraica sobre ef campo aeal es L{somonda a uno de Los s4-

guientes anillos: R, C o Q.

Teonema 1.2.4. (Pontniagin) Todo anilflo topolégico con di

visibn, conexo y Localmente compacto es Laomonfo a R, ¢

o Q.

Representacibn Matnicial de Q.

péfinicibn 1.3.1. Una nepresentacidn de un &€gebna A -
con mathices r x r 4obre un campo k es un homomongis-

mo de dfgebras

$: A— M, (k)

SL Q es inyectiva se dice que £a representacifn es fiel.

Definicibn 1.3.2. Dos nepresentaciones @ y 8, de un alge
bra A en Mlyx) se dicen equivalentes 54 existe M en

M, x) no singular tal que
. "
Qz =M @.,M_

Proposdicdibn 1.3.7, La aplicacibn &, : Q-—>7ﬂa(€)ta£ que

w -2

¢, (w+2)= _

' Z w
es wuna nepresentacibn fiel.

. Pemostrnacibn, Considenemos a Q como up espacio vecto -
nial complejo derecho. Pana cada $ definamos

Tq_:a--)a
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mediante T‘_ (P)'-' %P,

Tq_ ¢4 un endomonfismo de Q ({considernado como espacio

vectonial sobre € }. La cornespondencia
T
3 — Tq_

ed un homomonrdismo inyectivo entre ef aniflo Q y el a-
niffo de Los endomongismes de Q, efectivamente:

T;l*q'z( P) = (1’.1’%,)? = $°F +$2P =T1.'(r)+1;(r) ,

T, ¢ = (W00 =201 =T )
T:‘_ =0 = T4(n = 9=0, de donde Nucleo (T) = (0).

Tomemos como base de Q a §1,§}; 44 $=w+2s entonces
To() = w+2zf = w+4Z
Ty (d) =lwezi)i= -Z+jw
de donde fa nepresentacién matricial de T_i estd dada por
w -2
zZ W
Es un hecho conocide que La aplicacifn que a cada endo -
monfismo de un espacio vectonrial de dimensibn fimita fLe
asocda su matriz (con nrespecto a una base determinadal -

.

es un Laomanﬁxfémo de &dfgebnas, por Lo tantec el teorema -

se sdigue.

S4 nepetimes el paccedimiento antenior con fLa base

14,-4}

obtenemos £a nepresentacifn:



w b 4

W+ 24 p—p

-Z w

gque es Q‘o £, donde £ es et automonﬁumo_de Q dadoe

por f(wrzf) = w-zj .

Las dos representaciones son equivalentes ya que

I o W Z\/1 o w -2

]

o ~“lJl-3 afl o - Z 6

Ademds de Las nepresentaciones tendremos coportunidad de
utilizan Los antihamamonéumoa.Lnyeé,tivaé. Si en el de-
darnocllo de La demostracibén de La proposicifn 1.3.1. -
considenames a Q como un espacdo vectondiaf complejo -

Lizquierdo y establecemos £a coruespondencia

>

donde Tq_: QA— Q  estd definddo mediante
Tq. (P)= P3 obtendnemos andfogamente La
aplicacibn -
[y w -
w4z =
Q(wrzg)={
z w

que es un antihomomonjismo ingectivo de Q en mz (C)

. ya que satisface:



“h

'

BIBLIOTECA

%d=%/ DECIENCIAS EXACTAS
| LSS Y NATURALES
Qz( %)+ Qz (4,) = Qz (3,+%,) HARA Wi GRANDEZA

3 (33,8 =2 (4%

NUclco (§z) = (o)
A pantin de ELas nepresentaciones (y antihomomonfismos)
complefas obtendidas, podemos obtener zepresentaciones -
ly antihomomonfismos) reales via alguna representacidn

de - con matrnices 2 X 2 neales, por ejemplo con

a =b
ce:c-)‘mz(ﬁ) 3 te(tlt-t-bi.)z(L ‘)

sde obtienen

w -2 ) b & d ¢
(w+2q $, l__.f_y —e <4 & b
. N>\ >
d - -b &

que denotaremos con El’, ,

a -b -c¢ -=d

. e —Z) b a d -¢

(5) .‘(‘“‘"23.)'-"") 7z & |—£—) ¢c -4 =~ b
| d ¢, =b &

que denotaremos con YJ_JZ; en (4) y (5), w=a+bl y =z

= ¢c + di.




En {T) se utifiza La representacién nreal

a -b -¢ -4

¥ L & ~d ¢

o+bitcy+dk =25 c 4 a -b
d

e b o

que se puede obtener también con el procedimiento utili-
zado en La proposdicidn 1.3.1., ahora considenando a Q
como un espacio vectornial neal. Esta nepresentacidn es -

equivalente a La gue nosofros uiilizaremos:

|
] 0 | o
AL S =

3 entonces

- 10 -



LT

54 denotamos

CAPITULO 11

FUNCIONES CUATERNICAS ANALITICAS

En este capitulo demostramos que Las_dnicas funciones
cuaténnicas denfvables en una negifn son Las Q - af4i-
nes. Exponemos brevemente el concepto de analiticidad -
de Fueter, su nelacibn con La integral cuatérnica ¢y al
gunas propiedades de £as funciones anafiticas en eate

sentido.

En esta seccidn enunclamos dos teoremas efementafes -

acenca de funciones de dos variables complejas que utdi

Lizamos fundamentalmente en fa siguiente seccifn, para

su demostracibn nemitimos a [ & , Cap. III.

. 1
Sea O un conjunto abiento de €2y U:D—>C UeCO),

9u=1_(a_g_‘;'«u‘. Ju _ 1qau_ ;W
2 2\ % ’—”2(% X,

' WU LM L 3% su , /ou U

. 7 2( WA ? == e 53
donde Z =% 4(Y, y Zy=H iy, , entohces pode-
mos exphresan d% como una combinacisn ineal de Las di

ferenciales dZJ- 4 al'z':)-‘ .

(1) Ju_wdz +'audz +9“Jz A

22, 93, 2



8L ademfs denotamos
2U U
U= 792 + = dz
a az| [}
entonces podemos escnibin (1) en La foama

(2) du=92u+du

' .
Pefinicibn 2.1.1. Una funcién F€C (0) se dice biholo

monfa en O 54 DU=0 (ecuaciones de Cauchy - Riemann].

Teorema 2.1.71. S{LU es biholomorfa en el polidisco

. D:{Z.‘ I2j|<7J- ,J'al.z} entonces

o o
! Pu (o) s Ul %2 0
{3) u) = £ “ Tt -;;r-) ( 37 ) Z, 2,

’
con conveagencda noamafl,

En ef teonema anterdior, pon convergencia normaf de La

sendie .E“‘ aﬂ‘d‘(z.,z,) entendemqé que La se-

-azn“;svrk l A, oo, (2 .lzl}l -

nie converge para ftodo com-

pacto.

Esto implica que La sendie en (3] converge y su Limite

no depende de reordenaciones.

- Teonema 2.1.2. S{ W es una funcibn con vatores comple-

jos definida en el conjunto abiento DC c y U es ana
Litica en cada variable &1, Z, para cada valor §i
jo anbitrarnio de La otna variable, entonces U o4 biho

Lomonga en D .

- 12 -
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Definicidn 2.2.1. Sea F:D—> Q, D un subconjunto abien

to de Q. F es Q - analitdica porn fa izquierda en D

AL el Bimite:

(4) lim p'[F(3+P)-F(%)]
P20
existe parna todo $€D.

Andlogamente:

Definicidn 2.2.2. Sea Fil)—i>ﬂ., D un subconjunto abiei

to de Q. Fes Q - analitica por La derecha en D s:

el Limite

lim [F(3+p) = F(R)] P
p>o

existe para todo %6 D.

Teonema 2.2.1. Sea Duna negibn-de Q y F una funcibn

- Q - analitica pon fa izquienda en D . Entonces existen

-constantes ¥,y H tal que F estd dada pox

F(%) = 410 + ?l
para todo %€ D.

Demostracifn: Dénotemos el Limite (4} con F!($) . Tene

mos entonces que parna todo €20 oxiste $70 tal que
o oclples B [P (Flap) -F(3)) -FUD|<E
de donde . ‘
s<lpl <5  |E(3+p)-F(N~pF(D|< 2Pl
Como La transformacisn P—> PF($)es MR - fineat, en-
tonces F es dx;,genew:ab,ée,y dF($,P)=pF($).5¢ ¢,

- 13 -



£ captftulo ante -

pomomongisme definido en
homen®=™” L
ebe cumplir que fa matri?

z 42 debe tener -

iguatl @ t:t.;(F'(ﬂ) o sea 4%

cobilana de -

0, £ (1) BH P Of, €3}

| —b‘ -t ~d plf| (1)
~ 0.4, () O (D Dk

a 9 -¢ D.£: (P
Ja b~ ,;:,m 0, % () OifH) 0, f(H)
e -b a D'f.m CY AR AOR L)

Fi(q) = atbircj vrdk [ F= F+BI,F= fitfe

a .{.gu.a.!.da.d {5] se obtiene qut ras funciones fe,

4, deben satisface’ tas
gen enaldiz adas]:

sdiguientes

D.fz= Dﬁ. --%f,:.qf,
0.f= Qb =-0f*GF

D.'F‘ I‘qf, = ,*; = Dﬁ
y F como 6u.nc.4.0ne.é de dos

(6)
si donsidenamos a R varia

bles complejas (q.:(w,z)) podem
La foama resumidas

os €3 cnitbin Las ecut-

edones (6] en
. 9F, % R _F _ o



come B y £ son difenenciables {son componentes de -
una funcidn diferenciable) y satisfacen £as ecuacio -
nes (7)), son entonces holomonfas en cada una de Las -
variables W,Z {ijando fa variable nrestante [(teorema

2.3.1.10.

EL teonema 2.1.2. nos asegura que By F son funcio-
nes biholomondas y Lienen por Lo tanto (feorema 2.1,

1.), un desarnollfo en sendies de potencias:

F(w,2)= ) Opulw-2)" (2-2,)"
n,

(1)

F(w,2) = 2 bnm (w= )" (2-2)"
N

o sea que para cada (@, Ts)e D  existe un polidisco
4 cD con centro en (e, Zs) tak que (1).5e satisface
i - para todo (w,2)ef).

Por otna pante, de Las ecuaciones (8} se obtiene

w o - e o m
Z- nay, (“"W-)n-'(z-z.)"'= Z M by (F~3%) (2-2,)

nx{ A=0
el mag
u‘ V m & - — - At m
y Z m a,.,,,'(w-w.)"(z.z,) = z-n bnn (“’*“’o) (2-%,)
h=0 = ) hml
™ E m=0

Lotque arnrofa

- 1 3F, Iy 3F' PF
Qa = b = .= 2 ) ﬁ..:-b.....__1=a_§
1o o9z Ju 22 i

0 sea que para algunas  ©€,¢, € [ ¥

F(@,2) = 0,0 400Z +& £ (022 ~G® +0,,Z 6,

- 15 -




poniendo entonces 1-,: C’.i-cz{ Y 9;°= 0°+L°J'

con 4, = aQ Y L° = -é; 4e obtiene

1o

F(q_} = F(w"'ZJ) = (a.w—;’l] +(bow {'aoz) = q'" "'1'?0‘* q'l

para toda & A

Finafmente, como D es arco - conexo, podemos unin -
cualquien par de puntos de D con una cadena de poli-
discos en Los que F es de £a forma (10). Del hecho -
de que dos funciones de La forma (10} que coinciden -
en un abiento ecastdn detemminadas pon Las mismas cons-

tantes %% se sigue que deben existin constantes
%.9, tal que
F(1)=3%4+ 4,

para tode %e D,
Andlogamente se puede demostran el teonema

Teonema 2.2.2. Sea © una negifn de Q y F una fun-

eiLln Q - analitica por La derecha en D . Entonces -

existen constantes %, y 4 tal que ¥ estd dado ponr

Y

F()= L.31+4,

para toda %60 .

Es convendente enfatizar que RLos ténminos "analitica

por La fzquienda” y "analitica por La derecha" no tie
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nen relacddn alguna con Las derdvadas Lzquienda y de-

necha de Dind , estas détimas Ae nefieren al onden de

Los neales y Las primenas a La no-conmutatividad de -

””"‘fﬁjw"-‘r"fr‘h-‘..«./y:sek T

La multiplicacifn en Q.

2.3, Cllculo Difenencdial de Fueten.

Como hemos visto en £a seccdibn antenrion, La exigencia _
de fa existencia del Limite def cocdente diferencial
(4) - o [5)-nestrninge fuentemente £La clase de funcio-
nes Q - analfticas, Hamilten mismo habia observado -
ya que este Limite no existe para algunas de fLas fun-
¥ ciones cuaténnicas elemeniales, Las polinbmicas por -

efemplo -; no se puede hacen enionces un chlculo dife

hencial andlogo al complejo con esta nocibn de anali-

" ticidad. La defindicifn de funcifn negular de £a escue
La de Fueten no involucha el concepto de denivabifi -
dad en el sentido ondinanife. La estnecha conexifn -
existente entne el clleulo diferencial y el cdfeulo -
‘iutegnat en £os casos neal y complejo es establecdda,
en cambio como punto de partida para el desannollo -
def cdleulo cuatbanico: Ras hipbtesis del teonema de

" Monera - adecuadas a Los cuatexnios - son Las condi -
ciones que definen Lds funciones cuaténnicas‘naguta -

hes.

A manena de {fustracibn presentanemos afgunos efemen-

tos def chlculo diferencial de Fueter. Para eludin el




uso de La integral cuatérnica - cuya definicibn y uso

requienen téenicas fuera del alfeance de este trabajo

daremos una mofivacibn meramente fermal de La defind

cibn de funcién regular cuatfrnica. En [T) se demues

tra que esta defindicibn es equivalente a La obtenida a

partin del Teorema de Morena,

S84 anflogamente a como se hace en La secedfn 1 defini-
mos Los operadones 9 y ? para funciones complejas de -

variable campteja-madianta
- . ol
| u _ 2% =2 3.2‘.1-(_)
9“:'2— o ‘95) y ou 2( x oy

entonces vale ef sdlguiente fteorema:

Teonema 2.3.1. Sea M2CE una regidn y f.2—>¢

una funcibn diferenciable tconsiderada como una trans-

formacibn del plano en el plano) en cada punto de n,

Entonces f€ H{R)(es hotomongfa en L) 54 y 8620 54
Sf)n=o0

para toda z ¢ {2 .

En ese caso Lenemos que

filny = (34)(2)
para toda Z € L2

Para su demobinac{én hemitimos af Lecton a [9]



EL teorema anfendior sugiere que con Los openadones di-

fenenciales cuatérnicos

5. 2 .3... _9__+L =?- \
0= m,faxzi'*ax_., ax‘k_ ‘DG+%’°

2._&'_2-'_.2.&:1—-2:'
s 0= 5, TS T, T w927

definamos:

Definicibn 2.3.1. Sea D un subconjunto abiente de Q.

FeC'®) se dice negulan por La izquienda en D 44
(QFXzr = 0

para toda Z € D

En ese caso a La funcdibn OF e Lo LPama £a derivada

{zquiernda de F,

Simétricamentie tenemos:

Definicibn 2.3.2. Sea D un subconfunto abierico de Q.

Fe C'(V)se dice regular por La denecha en D 51
(FOXz) =0

para- toda 2 €D,

En ese caso a La funcifn FO se Le LLama La‘deuuada

denecha de F,

Las clases de funciones dadas pon Las definiciones -

2.3.1. y 2.3.2. no son una extensifn de fas dadas pon

- 19 -
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2.2.1. y 2.2.2. nrespectivamente, ya que

E[(aw—iz te)+(bwtaz +d)g] = -(a,6)= —a=by

[(aw—bi +c) + (az+LW+J)3‘]ﬁ= -.(n.b) =.-a-b‘.,'

sin embanrgo 3L es notablemente mds amplia.” En [7] se
propone un método para generanr funciones cuatéanicas
negulares a partin de funciones complejas analiticas.
EL si{gudlenie conjunto nos proporciona efemplos senci-

‘LLos de funciones regulares pon La Lizquienda

iF: Q—>» Q : F(w,2) = (f.{wH— Su(_-;))+(€(—z-)fﬁz(w})j
donde 'F,..f'z 291,93, son funciones complejas -

analiticas }

Un conjunte andlogo se puede dan para el caso denrecho.

Proposicibn 2.2.1. Si F=F tF g es negulan por La
Lzqudienda [denecha) entonces sus componentes comple -
"jas R y F, satisfacen Las ecuaciones de Cauchy - Rie

mann Lzquierdas (derechas)

ay 2 . 2% 2k _ _9R
ow o7 20 27
{12} ‘3_[‘;_ = 2.-5 9_':3 = - 9.5-
ow 972 2w 22

Proposicibn 2.3.2. Si OF=zF8 =0 entonces

Demostrhacidn. De {11) y {12) se obtiene

- 20 -
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D
~Ni
Q
wl

%) 2.2 %\ o o o
de donde

oF ‘aF ?F, =
|:u==(—+_z_) (Z &),
ET S B Sy I

La proposicién anterion fustifica La siguiente defi-

nicidn.

Definicibn 2.3.3. Si F es negulan por La izquierda y

negular pon fLa derecha se dice -que es regular. AL va
Lon comin de OF y FO se e LLama fa denivada de Fy

se denota con F/

Ejemplos senciflos de funciones negulares estén da -

dos pon Las funciones de La forma

CF(wzg ) = f(w) t Ay
donde Y don funciones complefas analiticas, panra

ellas

Fllwtzi) = £+ §(n g

Proposicibn 2.3.3. Si F € C% o5 negulan por La iz -

quienrda (derecha) entonces sus componentes neales -

- 271 -
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401 haaméndicas.

Demosinacibn, A pantin de Las ecuaciones {1}

oRh (2R 9% __oF _ 2R _ 9%
ot "%z, T 93775 T %, w®,
aF; 3—% o QF' = ?—-.:F

9'2_'2 _El= ? 2 92,3?, maz'.'g_3
de donde
kS 2 3
ga) Af =2k 2R Lk B
X g o T Yo '

ya que Las segundas panciales mixtas son iguales. And

Logamente se¢ prueba que Af: =o para €=3,4

) 2
Proposicibn 2.3.4. S{i F&d" es negularn pon La iz -

quienda {derecha entonces su derivada Lzquierda, BF,

“también es regulan por La fzqudenda {derecha).

4
Demostracibn: Como n(ﬁ'p) = 2 A{S = (FE o
L)

g | La afinmacdbn se sigue inmediatamente de La proposd -

cdifn 2.3.3.

De La propoddledfn anterior derdivamos un Lmporfante -

feonema andlogo a uno de variable compleja:

Proposicibn 2.3.5. Si F& C% s una funcibn regulax

entences P tiene denivada de ftodos Los dndenes.

- 22 -




Presentamos por G€timo un hesultade andlogo af teone-

ma de Liouvilrle:

Proposdeibn 2.3.6. Las dndicas funciones cuatérnicas -

regulares pon La izquienda (derechal con norma acota-

da en todo Q ason Las constantes. -

Demostracibn: Se sdigue de La proposdieidn 2.3.3. y del

principio del méximo para sofuciones de La ecuacibn -

de Laplace.
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CAPITULD I11

CURVAS CUATERNICAS ELIPTICAS

De una manera anfloga a como se hace con vahiable comple

ja, deginimos en este capitulo Las variedades cuatérni -

cas. Dotaremos a fLas supenficies [(neales de dimensidn 4]

con una estructura analitica mediante La clase de funcio

nes Q - analiticas en ef sentido de fLa definicibn I1.1

y obtendremos Las vensiones cuaténnicas de algunos re-

sultados establecidos para Las superficies complejas - !
elipticas - Senia desde Luego posible exploran este e -
nnene utilizande La clase mds amplia de funciones anali-
ticas en el sentido de Fueter, pero en este trabajo no -

atacamos ese problema.

En el transcurnso de este capitulo porn una funrcibn Q -
analitica entenderemos una funcién Q - analitica por La

{izquienda, Todas Las definiciones y Leoremas Lienen su -

vensibn dual para funciones Q - analiticas por La dere-

cha.

Exponemod indiciafmente (sin demostracibn) algunos concep
tos y nesultados elementales de topologia algebraica con
el fin de establecen un teorema que utilizaremos bdsica-

.mente en el desarnolflo postendion.

R T e e S

3.1. Teonrema de ex.istencia de Levantamientos.




Degdéndedibn 3.1.1. lna superficie es un espacio topokbgi

co hausdorfd conexo M dotado de una familia de "cartas

coordenas" {(u“ R f‘)}taf, que:
A iU} es una cubienta abierta de M.

i) Cada ¥, es un homeomonfismo de Ua sobre un abierto -

v¢ de Q.

-~

»
Definiciones 3.1.2. Sean W ¥ \I/doé Auperficies, ¢y un -

mapeo £: Wi W . Decimos que fa panefa (W* £) es una
supenficie cubriente deWsi £ es un homeomonfismo Lo
cal, es decin, 54 todo punto en W*ticna una vecindad -
-V* tal gque *IV'“ un homeomonfismo. LLamanemos a £

*
La funcifn proyeccibn de W sobre W .

Un subconjunto abiento V de W es cublento -parefamente por
'(w*,{-) 44 toda componente de f-'(V) estd en cornespon

dencia biyectiva [(mediante £) con' V.

(W*,,C)Ae dice completa s{ todo punto fiene una vecin-

dad abienta cubiente panejamente.

Sea ¥ un arco sobreW , 0 sea, un mapeo continuo
LA I-.‘:l’]_"'9 W "

Decimos que el axrco .
Y le,p] —> W

cubre a ¥, o que ¥ puede Levantanse a'F*, &4

Fr*) = v
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pana toda te [a,b],

Teonema 3.1.1. 54 (W‘;-F)u completa, todo arco ¥ puede

P * p Ll
Levantarse a un fnico ¥ desde cualquien punto inicial

ﬁ,* sobre f, , el punto inicial de ¥ .

Definiciones 3.7.3. Sean
6,7 - [} —>w
clpé ancos sobreW con puntos extremos comunes, es decin,
tal que (o) = V(o) = P, y '
ey = T = p

Decimos que 6y T son homotbpicos, =T si existe un ma-
3 P :

peo copfinuo

F:E]ale) —>W

tal que

:él F(s,0) 20(3) para toda $ & Loy

L) F(s,0) = T(s) para toda 3 € Lo, 1]
iii) Fle,¥) = P, para toda Tt € Lo,1]
vl E(y, €)Y = P para toda te.[‘:']
Filcifmente s¢ ve gque Y2 ¥4 una netacibn de equivalencia s

de donde podemos considerar Las clases de homotopia [ 6]

de ancos de Ba B, homotbpicos entre 1.

Si 0','6 son ancos de- B a P, y de fja Pz respectiva-

mente, definimos el anco 0T de Fo arz mediante
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(gT)t) = 2

EL producto de Las clases L[0T y [T] queda bien definido
de 2a manera natural: LollTI=[¥T)l | ya que
zgty T2 = o7 = T

Teorema 3.1.2, Sea

T (W,p)={lc] : o= =R}
Con La multiplicacibn definida anteriormente Ty (W,F,)
es un grupo en el cual of elemento neutro es [{] donde
=P, para toda t, y el inverso de [8] es [0™']

donde
ri @Y= ¢(v-t) para toda

lema 3.1.7. Para cualquier par de puntfos ﬂ,ﬁ en W se
tiene que ll'I (w, B) es isomonfo a A (W, .

Debido af Lema anternior podemos considerar el gfr.b.po abs

tracto T, (W)al que se LLama el grupo fundamental de W.

Definicibn 3.1.4. Una supengicie se LEama simplemente -

conexa 84 su grupo fundamental es el grupo trivial.

Dadas dos superficies W. Y Wz , un mapeo continuo

fow, —> W, tat que () = £(p)

(ReWi,RewW,)

induce unrn homomorfismo '
f T (W,h) = T (w, )

- 27 -



3.

deginido mediante

£ (£61) = [ §-0]

" Teorema 3.1.3. Consdidere La situacifn dada por el dia-

ghama.

RN A
. 7
£ <

(Wi, P) —I—> (w, £)

donde § es una funcibn continua ¢y ® La funcibn proyec-
cibn de W¥s0bre W . Entonces existe un Levantamiento
$'de § (una funcibn continua §' tal que el diagrama -

conmuta) a4 y 46Lo &4

f, (m (W.,F.‘)) c:,.lt*(‘n', (W¥, P;' ))

Conobario 3.1.1. Si W, es simplemente conexo ef Levan-

tamiento £' siempre existe.

. Definiedbn 3.2.1. Una curva cuaternica es un espacio -

topolbgico Hausdondf conexo M provisto de una familia
de "cartas coondenadu"{((}d’ lfd)} con Las siguientes -

propiedades:
£) {(j‘} s una cubiernta abienta de M

AL} Cada f, es un homeomonfismo de Uy sobre un abierto

Vu de Q.

- 7§ -




iid) S4 U‘nup#d entonces La funcidn

Cp=% 4" €uluaNUp) > ¢ (wnuy)

definida mediante ¢

“

Nos intenesaremos por un tipe panticulan de curvasd ecua-

-_;I(Pof(" 25 Q - anafitica.
ol

térnicas:

Defindicibn 3.2.2. Una cutva cuatérndica eliptica es una"

curva cuaténnica topolbfgicamente equivalente a
S XS XS, %S, donde S,~{zec: nzn=1}

(torno neal 4 - dimensionat).

Efemplo: Sea A-'—‘[Q.,’i,ﬂ,‘qq] La ned ( z- rﬁdduio)
generada pon Los cuatennios 1»,.1,’1\,‘1.4 Lineafmente in
dependientes sobre Los neales. Consideremos en % La -
- topologia cociente relativa a La funcifn proyeccdlén -
(Homomorfismo natunall:
x: a_»aﬁ > B =[31=%+r

EL espacio topolbgico nesultante es homeomonfo al toro

heal 4 - dimensional:

R LR,
4R, ¢ qlm + 13 + q/
‘ : 48— P i
) “e . é‘ W% Hh% L 4
48,40 q, vy Tye 4y — [0 1) +L%T £043,] + 124N ]
¢s on homomerfisme Confinvo , de  deade

5 oa, _sM _HR L hR L%
% >'{7L+z{u 4/.7‘ {47‘

2
€5 vn Foncomvflimo,

Adermas q\‘-} @5 himeomorfo a S, mediante f(['ﬁl—])‘ € .
kY .

- 729 -




Para todo }€Q existe una vecindad Y de $ tat que s4
ﬁ,,q.ze v 1’:* 12 entonces [‘i—,] # [‘i',]. Efectivamen

te, tomando
4 .
2f=imf {12 0% 2 Sinl#o} 0
5=
entonces La bola 5(*,f) Qatiaéace La condicibn pedi-
da ya que 84 1'1%2 & 8(1') P) 3 1’. *‘?‘2 y E?l] =E?3],

entonces
1, =%+2Mm%

con 2 Ins] #0 v por Lo tanto
(% =%l =13mt|<e<2r

que contradice nuestrd eleccidn de P.

En base a Lo antenicr, podemos Lomarn como cartas coorde

nadas a £La fami{fia

{(U’_ , W) g€ Q}

donde

entonces claramente La funcibn de transicibn estard da-
da poxa :
- :
Y0, (=% (1)
y esta gfuncidn es Q - analitica.

En el transcunso de La demostracibn antenrion quedb tam-

- 30 -
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bien probado que TC es homemomongismo Local y pon Lo -
tanto que Q es una superficie cubnriente de @%i

A 2a cunva cuaténnica obfenida Le ELamaremos Toro Cua-

térnico.

Aungue es obvic Lo gque debe entenderse por una funcibn
Q - analitica entre dos curvas cuaiéanicas, Lo eacnibi

mos en La siguiente:

Definicidn 3,.2.3. Una guncidn £: M—3>M’es 0 - anali-

tica 84 pana cualesquiera panr de funciones coondenadas
‘f; y Q‘?P' para Las gque ‘(;;o fo ‘(f_‘-' esté definida, es
Q - anafitica.

M M’

v £ -y ,
flup)n Ua ) —— < Vg nt)
K3 o
D d%

a

Clasificanemos ahona Los toros cuatérniceos csencialmen
te difernentes en ef sentido preciso de La definicibn -

sddgudiente.

. [
Defindicibn 3.2.4. Dos curvas cuatéanicas Pﬂj M se di-

- 31 -
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cen Q - equivalentes 54 existe una funcidn
FiM—>M

Q - analitica y biyectiva.

: ,
Definicidn 3.2.5, Dos nedes cuatéanicas Ay A son -

equivalentes si existe %, €0Q zal que A=A%

En Las dos defindiciones anterionres 4se han establecddo
relaciones de equivalencia en La familia de curvas -

cuatéanicas y en La familia de redes nrespectivamente.

EL siguiente feorema establece unra cornespondencia -
biunfvoca entre Los dos conjuntos de clases de equiva

Lencia inducidos:

Teonema 3.2.1. Los toros cuatérnicos a/A’, Y &s, son

equivalentes 84 y 8680 84 Las nedes A y A’ 2o son.

Demostracidn:

i) Supongamos que A'SA-ﬂ',,antoncaé La thansfonmacion
" tineat LIMY=F4, os tal que LIAY=A' y podemos
definin entonces ¥: % -»> Qﬁ: biunfvoca mediante
:F([n):[un] { £ nesulta ademds un homomorfismo

de grupos). Claramente si €{(U)N U'P*ﬂ entonces
La funcibn (f;‘-f. ‘f;‘ es Q - analitica donde es-

té definida:
(pofe " NP = Hr g
para algin 1; e N

i{{) Supongamos ahona que existe §: &y

A — %, biyecti-
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va y Q - analitica tal que (sin pérdida de genenali

dad} f(o)=0.
Sabemos que existe F*;Q-—bgcontinua tal que
F*(b) = 0 y el siguiente diagrama conmuta:
F*
G —— @ -
r 1 lwl
Q + a
Y~ 4

ya que, haciendo F.= for, Los elementos del diagrama

/ﬁa

*
PO
, .
7/ F a
@ —> %

satisfacen Las hipStesis def corofario 3.1.1.

»*
Ahorna veremos que F¥ es focatmente Q - analitica, ¢4 -

decin, que todo pPEQ tiene una vecindad V' tal que

( F*lv)(Q) = 1f, + PI

parna aflgunos ?s‘ﬂ‘ Q.

Efectivamente, tomemos una vecindad U de F*(P) tal que
'll.’-'lu ¢4 un homeomonfismo y hagamos V = (F*)_' (V) ,

entonces

Fl, =W eF = foR .

- 33 -



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SABER
RARA W%R‘:w

Probemos finafmente que 203 cuaternios fo v P no depen
den def punto f'o Aea que F*u Q - analitica en Q.

Eéto se sigue {nmediatamente de Las siguientes afirma -

cioned:

L) 84 dos trnansfonmaciones afines coinciden en un abien o

Zo entonces coinciden en todo Q. ' !

ii) Dados dos puntos Py P’ existe una cadena de veeinda I

des Yrg...,¥, de Pa pr tales que

L 4
F IV‘: gC=l,..yn :

es agin.

L J
Finatmente, como F (0020, F¥ debe sen necesariamente

de La {foama

FP (= 1%

para afgun i-oéﬂ.,polt Lo tanto se debe tenu' que

A=A-g, | e

3. EL plan inie..éa.l. de este trabajo contempf,aba La demositna
eibn de un teorema de clasificacibn de fas curvas cua -
ténnicas elipticas pero sungienon diflfcultades que no -
se pudienon superar hasta el momento y 4e optb por dife
nin su pauentac‘wn‘ a un trabajo postenion. Enunciamos

dicha proposicibn a nivel de conjetura:

Conjetuna 3.3.7. Sea M una .curve cuatérnica elfptica. -

Existe entonces una ned A = [4.,%,‘4”1‘] ; 9 Gl _ L




*

Lineatmente independientes sobre R tar que M es equiva-

Lente a aﬁ - E4 decin toda cunrva cuatérnica eliptica -

es un toro cuatéandico,

Parna finalizar el capltufe daremos uan primera aproxima

cibn al problema de determiman un dominic fundamental -

para hedes cuatérnicas, es decirn, a un teorema de modu-
L4, Esta aproximacién consiste en dar una expresdifn cug
téanica de fLa condicién de que ef volumen onientado de
Ea base de La ned

- .A. = [q‘,qf;,qa ,1’]

dea posditive, 0 sea )

dot (4,%:,%5,%) 70

Proposdicibn 3.3.1.

AG* (1’! ,1’1 ,%3 ,1'4) = ':- Rg (11 %’31);4 + *;1’;%1’3
- 131" 1’ ‘iq - qgﬂ] i“qa ¥ q’ 1’41’l¢;
+ ‘9}1 i:*\ - 2’4 q-,qui.z - 1’{ 1'3?31‘ ) .

Demostracifn. Poniendo

9 2040,4it0,5¢ak ..., % =di tdaledgSidele,
' 04 £0y5+ Q4R , ) T4

g desannollando en menoxes de onden dos {Teopema de La-

Ptaceh a‘ ag a’ a‘
b by by b

det (4,%5.%)=|, ¢ & &|°
dv d! J5 J‘
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l 2 a, Qa4 ¢, €4 ]
= | L. Lz d.s dq b‘ ba dz d‘
o g {l& Cs a, a, \| e ¢
+ + | -
|I| Lq dz tl; - bz b.i d\ d" l
0, 4Q, & G 0, G & ¢
- ¥
. ( Lz b4 ‘ d dg \ bs b‘ d, JZ
Por otra parte
Wt - %4 \“3 “1-\ ] a, 4@, | + a, Qs
i ) b’ L‘ ‘ bz b1 J ba I’!
13’4 -4 'Q-, - €z G i+ 1 & G
J; d* ‘-"2 Jq dz J,
%iz“'izg‘l 4 0z . a, ﬂa . a, a‘
==l b, b L - b 4 —
2 ' 2 b, ba b, l,1
%.‘i‘" +.i’4%3 - -— .cl cz ‘: - C\l C, \1. _ c‘ C‘
2 h % d, ds d, da

- 36 -




de donde det (1;,"}, ,35 ,34) =

Re [qﬂ’;‘quﬂ\ ] 9!3?1 +iﬂ 1 + 9(31,1 - 11}5 . 11;2 + %1,]
_ Fy 2 2 2

Todo cambic de base de £a ned A estd dado por una ma -

tniz del grupo 6L(4,Z) . EL signo de £a expresidn

[

. R‘["n"«;"qr;% _135, £ | Y hbh %i,*iﬁ.]
2 2 2 Tz

es entonces invardiante anie cambics de base dades ponr

mathices delf grupe SL (4, %), en particular para Los -

cambiocs de base dados pon

" que son Los genenadones de SL {4, ).
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