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Prefacio

Este trabajo trata sobre un estudio analitico de la ecuacién de Mathieu. Se
trabaja en esta ecuacién en diferentes aspectos, llamense Teoria de Floquet
aplicada a sistemas lineales y diversas propiedades de estos, las cuales serdn
de mucha ayuda para llegar a uno de los teoremas mads importantes de esta,
teoria: el Teorema de Floquet—Lyaponov, Tecria de perturbaciones aplicada
a la ecuacién de Mathieu, y la aplicacién de algebra computacional con la
cual se resolveran ﬁroblemas que serviran para investigaciones futuras y apli-
caciones de los conocimientos recién adquiridos.

El objetivo de este trabajo es dejar una idea de cémo es el compor-
tamiento, las soluciones y las aplicaciones de la ecuacién de Mathuieu. Tam-
bién daremos una introduccién al tema basto de las funciones de Mathieu
para que el lector sepa de la importancia de estas funciones especiales tanto
como soluciones de la ecuacién y sus aplicaciones, ya que la ecuacion de
Mathieu tiene muchas aplicaciones en Fisica.

En el Capitulo 1 se da una reseiia histérica de como se llega a la ecuacion
de Mathieu, mediante la Teorfa lunar de Hill y el péndulo de longitud variable.
También hablamos un poco de historia acerca de las funciones de Mathieu y
temas histéricos relacionados y por iltimo damos una introduccién de algebra
computacional utilizando el sistema Maple.

En el Capitulo 2 se estudian sistemas lineales, damos unas propiedades dee
estos sistemas y resolvemos algunos problemas relacionados. Demostramos
unos de los teoremas més importantes de la Teorfa de Floquet que es el Teo-

rema de Floquet-Lyaponov y terminamos con una introduccién a la Teoria




«de perturbaciones, va que se aplicard més adelante.

Para el Capitulo 3 vemos la Teoria de Flogquet aplicada a sistemas lineales
de una dimensidén y sistemas multidimensionales. Hablaremos de resonancia
paramétrica con €} ejemplo del columpio y también daremos una referencia
histérica de exitacion paramétrica con O Botafumeiro en la edad media. Al
igual que en el Capitulo 2 se resolveran algunos problemas para dejar en claro
los conceptos.

En el Capitulo 4 estudiamos a grandes rasgos la ecuacién de Mathieu,
desde la ecuacidn de Hill, hasta sus soluciones, es decir, las funciones de
Mathieu, pasando por casos como la ecuacion de Mathieu amortiguada y un
estudio de Teoria de perturbaciones para esta ecuacion en particular. Con la
ayuda de métodos de 4dlgebra computacional y el sistema Maple obtenemos
soluciones analiticas aproximadas de la ecuacién de Mathieu amortiguada
para casos especiales de pardmetros. Aqui no estd de mds recordar que
la ecuacién de Mathieu es un caso particular de la ecucién de Hill y esta
ecuacion, a su vez, es un caso particular de la ecuacién general de segundo

orden con coeficientes periédicos.

Juan Carlos Gonzdlez Aispuro,
Febrero 2007
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccién histérica
1.1.1 Teoria lunar de Hill

Consideremos las ecuaciones de movimiento de dos planetas (con masa m; y
ma) y €l Sol {con masa M), moviendose bajo las leyes de Newton e ignorando

todos los otros efectos que influyen sobre ellos,

Figura 1.1 Esquema del problema de los tres cuerpos

donde ry v ry son los vectores de posicién de los planetas y r el vector de

posicién del Sol. La fuerza sobre el Sol, tomando la constante de gravitacién

9




10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

4gual a la unidad, es

_ Mmy(r; — 1) N Mmga(ry — 1)

F
Y ez — 1

(1.1)

De esto se sigue, por la segunda ley de Newton, que la aceleracién del Sol es

_ mifry~r)  mo(rz—1)
ag =

- I‘F - r[s . (1.2)

Si elegimos al Sol como nuestro centro de coordenadas, es decir, poniendo
X3 =T3 — Ty Xz = I —r, llegamos a las ecuaciones de movimiento. La

ecuacién del primer planeta es

Mx; _ m2(x1 - Xz)

5(.:1 = —ag—
|K1|3 %1 — x2[3
_(m1 4+ M)X1 _ moXa _ mz(xl — Xz) (1 3)
s xo =gt '

donde x1 = (21,41, 21) ¥ X2 = (T2, Yo, 22)-

De manera similar obtenemos la ecuacién para el segundo planeta, la cual

es

(my + M)x2 N my (X2 — X3)

(1.4)

Ry = — , .
%2/ x| |x2 — x|

Encontrar las soluciones de estas ecuaciones (1.3) y (1.4) es resolver el
problema de los tres cuerpos, pero si no damos condiciones de masas y dis-
tancias el problema se vuelve imposible de resolver.

Ahora consideremos el sistema similar al anterior, pero en este caso la
Tierra ejerce una fuerza mayor sobre Luna que la del Sol (ver la Figura
1.2), por tanto la ecuacién de movimiento de la Luna respecto al Sol (por

simplicidad consideraremos la primera coordenada) se convierte a la ecuacién

_ (Mrierra + Miwna)T  MusaZt  Miga(z — 71) 15
ré S Al ’ (1.5)

T =

I W WP e V= N el

a5 3T T LAZ Z.Z &
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donde r es la distancia de la Tierra a la Luna y r; es la distancia de la Tierra

al Sol.

Luna{x.y.z) A Sol(x1.y1.21)

Tiefra

Figura 1.2 El esquema del sistema Tierra-Luna-Sol

Una de las causas de que la teoria lunar sea complicada es que el efecto
del Sol en la érbita de la Luna no es despreciable.

Sea ¢ el angulo entre r y r;, entonces
TTLCOS @ = X1 + Y + 221,
de donde se obtiene
AP=(z-2)+y—n)?+(—z)=r"+1} - 2rricosp.

Escribimos 7 = « y como « es upna funcién del tiempo y es pequena

(~ 1/400), podemos hacer el siguiente desarrollo en potencias de ¢,

1 1 1
— = (1-2acosp+a?)z
A m— cosp + )
1 acosp o*f[ 1 3
= — — |—= 4 — C08 1.6
™ 71 Tl[ 2 2 14 + ( )

Definimos la siguiente funcién como

V= m(M + m) + m{ma) - m(Tl)rn oS .
T A T3
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oy . mar mic ..
De (1.6) y escribiendo —~ cos¢ como —— cos i, vemos que la ecuacién
r r
i
anterior se transforma en

T e

Ya que — no depende de {(z,y,z) y para nuestros fines, omitiremos este
1

término de V| por esto el término de mayor perturbacién es

1143} 1 3 9
== 4 = ) 1.
rla[ 2+2008g0:| (1.7)

. S .. m s
Comparando este término con el término principal y utilizando la
., . ., m .
relacién obtenida por la ecuacién de Kepler, u = Constante—R——;—, se tiene que
ps
el cociente es proporcional a

My 3 my T -~
o —= — ~

M+m M+mr} u

donde y; es el movimiento medio (aproximado) del Sol (igual a uno por afo),
mientras que 4 es la de la Luna (igual a 12 y 13 por aiio). Entonces el término
de mayor perturbacién es de magnitud 13 '
Hill en su trabajo fundamental razoné: supongamos, a primera aproxi-
macion, que podemos ignorar la excentricidad solar (e; = 0.017) y la razén
o (=~ 0.0025). Estos efectos pueden ser introducidos como perturbaciones.
Entonces la funciion de perturbacién (1.7) es |

mal 1,3 e b ot L3 .
Tla[2+2cosw] ~ a? 2—|—2cosc,¢o,

1 3
par? [—5 +3 cos’ zp] , (1.8)

donde a; es el semieje mayor de la trayectoria del Sol.
Introduciendo las coordenadas X,Y,Z, donde Z = z, y X,V rotan

en el plano xy con la velocidad angular py, reescribimos las ecuaciones de
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movimiento en estas nuevas coordenadas. Tenemos

(5 ]-m0]; )

. cos it sen (st
Alt) = { —sen it COS gt } !

donde

con

—sen it cos gt ]’ y fi(t):—,u%fl(t).

A(t) = [ —cos it —sen st

Y ya que
¥ ] - 0l5 [l ]
- X Jraol ]
donde
5 =eelvin |
tenemaos

Es evidente que
- _ 0 1
awa0=m| 5 5]

Finalmente llegamos a las siguientes ecuaciones

d*X vy ,.  (M+m)X  OR
1

P e L kS
2y dX ,,  (M+m)Y 0R
Ty Tl = = Ty

&2z (M+m)Z 8R

w - T ¢ Taz

5 Joal3 o2 ol ]

13

(1.9)
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donde R =~ pyr?[—1 + 2cos® ¢] es el término de mayor perturbacién. Con
la suposicion de que la inclinacién de la Luna es pequefia, se puede poner
a primera aproximacién rcosg = X, es decir, R =~ M[—% + 2X?] con
r? = X% 4 Y? + Z? y las primeras dos ecuaciones se convierten en

X dy (M +m)X

—_— _— 2 ———————— =
1.10
¢y | dX  (MAmY (
dt? T 73 B
va que

OR oR OR

_:22_X "'_:"_2) ——-=‘—2Z.

8.X p‘l H 5Y 4 6Z iy

Mediante el cambio de variables 7 = (u — p)¢, las ecuaciones (1.10) se

convierten en
EX

X" —2Y' - 32X + = = 0,

(1.11)
1 ! kY
Y'—2vX' + -3 = 0,
T
1 M
donde v = —H (= — en el caso de la Luna) y k = (————~+—ml, las cuales
p—p o 12 (1 — p1)

Hill procedié a determinar la solucién periédica, guiado por el hecho de que

Ia curva es un évalo, haciendo

X(r) = Z A, cos[(2n + 1wr],
Y(r) = z By sen[(2n + wr],

determinando los coeficientes Ay, B,. Aqui w es el promedio sinddico de la
Luna (el mes promedio).

Las aproximaciones de R por pir?[~% + 2 cos® ], de X por rcosyp y de
r? por X2 +Y?+ Z?, se reflejan en una aproximacién de las ecuaciones (1.11)

por las ecuaciones (1.11) junto con la ecuacién

kZ
Z”+V2Z+—3=0.
. T
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La funcién Z = 0 es solucién de esta dltima ecuacién. Sin embargo se debe
considerar el caso Z =~ 0y ver como se comporta Z, entonces las dos primeras
ecuaciones de (1.9) son independientes de la tercera, y por tanto asumimos
que X,Y son soluciones de (1.11). De aqui que X, Y son funciones periédicas
de 7, v consecuentemente de t. Por lo anterior la tercera ecuacién de (1.9)

puede ser escrita de la siguiente manera
Z+6Z=0, (1.12)

donde © = * + —; €s una funcién periédica por la periodicidad de X,Y.
T
Esta ecuacién lleva el nombre de Ecuacidn de Hill.
El procedimiento que utilizé Hill para resolver esta ecuacion fue poner la

ecuacion en series de Fourier

d*Z > :
" [ 2 qne2‘"“] Z=0,

con otro cambio de variable, agrupar los términos correspondientes en poten-
cias de la exponencial, lo cual le condujo un sistema infinito de ecuaciones
lineales. El introdujo los “determinantes infinitos” para resolver la ecuacion,

lo que fue mas tarde justificado por Poincaré.

1.1.2 Problema del péndulo con longitud variable

Consideremos ahora un péndulo de longitud variable A con una masa m, vy un
soporte se mueve verticalmente con un desplazamiento £(r). Sus coordenadas

cartesianas son las siguientes:

z = Asen8,
(1.13)
y = E&(t) + Acos(6).
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Ahora, con el fin de encontrar la ecuacién de movimiento, derivaremos las

ecuaciones (1.13) para obtener las energias cinética y potencial,

T = Acos(f),
(1.14)
4 = &— Asen().

Con (1.12) encontraremos la energia cinética, la cual se obtiene T = —Tj,;—(:i:2 +

4%), por tanto
T = % [(f — Asen(6)6)? +A42 cosz(O)éz]

= % [5'2 + A%~ 2A£9 sen(e)] : (1.15)

Ahora la energia potencial es
V = —mg(& + A cos(8)). . (1.16)

Si sustituimos (1.15) y (1.16) en la ecuacion de Lagrange, la cual es
4 (oTy or oV
dt \ 86 o9 98’

nos da

Ab + (g — &) sen(8) = 0.
Para amplitudes pequenas, es decir, para & = 0 podemos reescribir la

ecuacién anterior como

Ab+(g- 68 =0.
A esta ecuacion la podemos escribir en la forma estandar
Z+ (a+p(t))z =0. (1.17)

Cuando p(t) sea periddica, la ecuacién (1.1} es la ecuacién de Hill, pero si

hacemos p(t) = —2g cos 2t se tiene la siguiente ecuacién:

%+ (a — 2gcos2t)z = 0. (1.18)
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A la ecuacion (1.18) se le llama la ecuacion de Mathieu. Para que (1.17) sea

una ecuacién de Mathieu, es suficiente con que p(t) sea una funcién coseno.

1.1.3 Funciones de Mathieu

La mayoria de las funciones utilizadas en la fisica-matemaética y las mate-
maticas aplicadas tuvierén origen como resultado de problemas précticos de
investigacién. Las funciones de Mathieu fueron introducidas por E. Mathieu
en 1868, [25], cuando determinaba los modos vibracionales de una membrana
que se estira teniendo una frontera eliptica. La ecuacidén de onda en dos

dimensiones
—— t+ =5 +kV = (1.19)
Y

fue transformada para coordenadas elipticas {confocales), y entonces sepa-
: . . N .1

rada en dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Si gz = -;-klh, donde A es

la distancia semi-interfocal, y a una constante de separacién arbitrario, la

ecuacién tiene la forma

%Qt—f + (a — 2gcos2t)z = 0 (1.20)

M
% — (a - 2¢cosh 2t)z = 0, (1.21)

i.e.
EE% + (@ — 2qcos 2ti)z = 0. (1.22)

En el problema de Mathieu los parametros a, ¢ son reales.
Es evidente que la ecuacién (1.21) fue resuelta reemplazando +it por ¢, y

vice versa. Las ecuaciones (1.20) y (1.21) seran consideradas como la ecuacidn
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de Mathieu y la ecuacidn de Mathieu modificada respectivamente, para ¢ > 0.
Para el problema de la membrana eliptica, las soluciones apropiadas a la
ecuacidén (1.20) son llamadas funciones de Mathieu, periédicas en ¢t y con
periodo 7 o 27. Como una consecuencia de esta periodicidad, a tiene valores
especiales llamados numeros caracteristicos. Las sohiciones de la ecuacién
(1.21) que corresponden a las mismas soluciones de la (1.20) para el mismo
valor de a, se laman funciones de Mathieu modificadas que se pueden derivar
de las funciones de Mathieu utilizando argumentos imaginarios.

Siguiendo el trabajo de Mathieu, diez afios pasarén antes de la siguiente
publicacion sobre el tema. En Kugelfunktionen, Heine (1878) defini6 las
primeras soluciones de orden integral de la ecuacién (1.20) por series de
cosenos y senos, pero los coeficientes no fuerén calculados. Estas series sa-
tisfacen las condiciones para ser series de Fourier, pero los coeficientes no
se obtuvierdn por integracién ordinaria. Estas series fueron llamadas series
de Fourier por muchos autores. Heine también dié una ecuacidn transcen-
dente para los nimeros caracteristicos. Esta forma fue utilizada como una
gran ventaja medio siglo después, por Goldstein y por Ince, !para calcular los
nimeros caracteristicos y las series. Heine también demostré que un con-
junto de funciones periédicas de orden integral puede ser expandida en una
serie de Bessel. _

G. W. Hill en una memoria celebre, investigdé el “Mean motion of the
Lunar Perigee” utilizando una extencién o forma generalizada de la ecuacién

de Mathieu, es decir,

%}Zﬁ +[a — 2q¥(2t)]z = 0, (1.23)

donde en el caso de Hill —2¢y(2t) = 2[fco82t + fscosdt + - -], a = by,

siendo # un pardmetro conocido. El trabajo hecho en 1877, fue publicado en
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1886. El concepto de determinantes infinitos fue introducido en el andlisis
por primera vez, y el nombre de Hill fue asociado con una ecuacién de la
forma (1.23).

En 1883 G. Floquet publicé un trabajo general sobre ecuaciones diferen-
ciales lineales con coeficientes periddicos, de los cuales las ecuaciones de Hill
y de Mathieu son casos particulares. Lord Rayleigh estudi6 el experimento
clasico de Melde con ayuda del andlisis de Hill en 1887. El también tra-
bajé con el problema de propagacién de onda en medios estratificados y las
oscilaciones de cuerdas teniendo una distribucién de- masas periddica.

En 1894 Tisserand mostrd cémo la solucidn de la ecuacién (1.23) puede ser
obtenida en una expansién de Maclaurin. El también describié el método de
Lindstedt resolvier}do la ecuacién (1.20) por medio de fracciones continuas,
la convergencia fue investigada por H. Bruns. La teoria de funciones de
Mathieu fue extendida por E. Sérchinger en ese ano.

La primera aparicién de una férmula asintética para las funciones modi-
ficadas de Mathieu en 1898 fue dada por R. C. Maclaurin. Algunos afnos mds
tarde W. Marshall publicé un analisis diferente pero més detallado. Ninguno
de estos autores obtuvo las constantes multiplicadoras, cuales son indispen-
sables para el trabajo numérico.

Sin embargo, en 1922 Marshall obtuvo los multiplicadores para las series.
D. Hilbert estudié los valores caracteristicos y obtuvo una ecuacién integral
con nicleos discontinuos para las soluciones peritdicas de la ecuacién (1.20)
en 1904. La teoria de las funciones de Mathieu fue estudiada en cieros aspec-
tos por S. Dannacher en 1906, mientras que W. H. Butts extendié el trabajo
y calculd algunos valores tabulados en 1908. *

En ese afio B. Sieger publicé un importante articulo de la difraccién de

ondas electromagnéticas por un cilindro eliptico. Entre otros tdpicos el tra-
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bajé con ortogonalidad y desa.nfollé ecuaciones integrales por medio de las
cuales produjo soluciones de Heine en series de funciones de Bessel. Uti-
lizando una ecuacién integral con un niicleo diferente, el derivé una solucién
de la ecuacién (1.21) como una serie de productos de funciones de Bessel y
discutié su convergencia.

Aparte del trabajo de Sieger, el tema atrajo poca atencién en el periodo
1887-1912, debido posiblemente a pocas aplicaciones fisicas y a las dificul-
tades analiticas. Las funciones de Mathieu no fueron estudiadas en un camino
directo como las funciones de Bessel y las funciones de Legendre.

Sin embargo, en 1912 E. T. Whittaker empezé el primer estudio sis-
temdtico del tema en un articulo, presentado en el Congreso Internacional
de Matemaéticas. Ahf el di6 una ecuacidén integral para un conjunto de fun-
ciones periédicas de orden integral. Una ecuacién similar para las funciones
de Mathieu modificadas fue publicado por Sieger, y Whittaker no supo de
ese trabajo. El siguiente afio, Whittaker publicé un nuevo articulo donde
presenté un nuevo método para encontrar la solucién de la ecuacién (1.20)

cuando @ no es un nimero caracteristico para una funcién de orden integral.

Utilizando este método como base, A. W. Young, uno de los estudiantes
de Whittaker, dié un método para encontrar soluciones generales y discutié
el problema de la estabilidad, es decir, si la solucion tiende a cero o a infinito
cuando ¢ — oo. Férmulas de recurrencia para las funciones de Mathieu
no pueden deducirse del procedimiento directo mediante las funciones de
tipo hipergeométrico, por ejemplo, las funciones de Bessel y las funciones de
Legendre. Sin embargo, Whittaker, envolvié un nuevo método, y en 1928 lo
aplicé para obtener relaciones de recurrencia para las funciones de Mathieu

modificadas.

Desde 1915 hasta su temprana muerte, el gran contribuidor del tema
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fue E. L. Ince, estudiante de Whittaker. Durante este periodo el publicé
dieciocho articulos acerca de las funciones de Mathieu y temas afines. En su
primer articulo el obtuvo la segunda solucién no periddica para la ecuacién
(1.20) cuando a es un nimero caracteristico para la primera solucién Cuando
esta solucion tiene periodo w y 2x. Siguiendo este articulo, el estudié la
ecuacién de Hill de acuerdo a [40], y obtuvo una descripcién que difiere de
Jas férmulas dadas por Hill. Muchos aspectos del tema, incluyendo nimeros
caracteristicos, periodicidad, ceros, fueron abarcados. Ince introdujo el dia-
grama de estabilidad de funciones de orden integral en 1925. El punto cul-
minante fue su gran aportacién en el calculo de los ndmeros caracteristicos,
los coeficientes en las series de senos y cosenos para las primeras soluciones
de orden integral, ceros de estas funciones, puntos criticos y valores de las
funciones. Las tablas ocupaban unas sesenta piginas y aparecieron en el afo

1932.

Un estudio general de la ecuacién de Mathieu fue hecho por J. Dougall
en tres articulos publicados entre los afios 1916 y 1926. También como
una solucién general, el obtuvo expansiones asintéticas para las funciones de
Mathieu modificadas con ¢ grande, y una integral de contorno, la cual bajo
ciertas condiciones, degeneraba a una integral de funcién J-Bessel. Dougall
no conocid el trabajo de Sieger, en 1908 Dougall derivé una solucién en
términos de productos de funciones de Bessel. El método de derivacién fue

diferente al que utilizé Sieger.

Hasta 1921, las tinicas soluciones periddicas conocidas de la ecuacién de
Mathieu (1.20) tenian periodo 7 y 2x. En ese abo E. G. C. Poole generalizé
la situacién y mostréd que con valores apropiados de a para una ¢ asignada, la
ecuacion (1.20) puede admitir soluciones que tengan periodo 2sm, donde s es

un entero > 2. Estas soluciones coeristen, y su suma (con los multiplicadores
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arbitrarios contantes) forma un sistema fundamental. Alrededor del mismo
tiempo, Ince probé que dos soluciones de periodo 7 o 27 no pueden coexistir
(para los mismos g, g). Sila primera solucién.tenia periodo 7 o 27,.la segunda
solucidn seria no periédica. Una prueba diferente de esta proposicién fue dada
pocos anos después por Z. Markovic. El introdujo unas nuevas ecuaciones

integrales del tipo Volterra en 1925.

La segunda solucién de la ecuacién (1.20), donde a es un nimero carac-
teristico para una solucién periédica (primera solucién) de orden integral,
fue estudiada por S. Dhar en 1921 utilizando un método diferente al de
Ince. Las publicaciones de Dhar de 1921 a 1928 cubrieron varios aspectos de
convergencia, y ecuaciones integrales para la segunda solucién. Utilizando
expansiones en las funciones de Mathieu, ordinarias y modificadas, el repro-
dujo la férmula de Rayleigh para difracciéon de ondas electromagnéticas en
un cilindro metalico largo de seccién transversal eliptica.

En 1922, P. Humbert discutié una forma modificada de la ecuacién de

Mathieu, cuya solucién el llamé funciones de Mathieu de orden superior. El

mostrd la relacién entre estas funciones y los polinomios de Gegenbauer.

Frecuentemente ocurre que los ceros de las funciones, las cuales aparecen
en aplicaciones pricticas, estdn en conexién con condiciones a la frontera.
La solucién de una membrana circular vibrante es expresada en funciones
J-Bessel y en productos de funcién circular. Los ceros de las funciones
de Bessel determinan las frecuencias angulares vibracionales de los circulos
nodales, pero las funciones circulares definen las posiciones de los radios
nodales. En el caso de una membrana eliptica, la solucién es expresada en
términos de productos de funciones de Mathieu ordinarias y modificadas.
Los ceros de las funciones de Mathieu modificadas determinan las frecuen-

cias angulares vibracionales y elipses nodales confocales, mientras que las
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funciones de Mathieu modificadas definen un sistema de hipérbolas nodales
confocales. Cuando la excentricidad de la elipse acotada tiende a cero, la
elipse nodal tiende a circulos nodales, y.1a hipérbola nodal tiende a radios
nodales. Analiticamente, aparte de los multiplicadores constantes, las fun-
ciones de Mathieu modificadas tienden a las funciones J-Bessel del mismo
orden, y las funciones de Mathieu ordinarias tienden a funciones circulares.

En 1923 E. Hille publicé un trabajo extenso sobre ceros y temas rela-
cionados a ellos. El también dié otra prueba de la naturaleza no periddica
de la segundasolucién de (1.20), cuando @ es un ndimero caracteristico de
la primers solucién de perfodo 7 o 27. Una tabla de ceros de ocho de estas
funciones fue publicado por Ince en 1932. En ese tiempo no existian tablas
de ceros de funciongs modificadas de Mathieu, pero en esa publicacién fueron
dadas las férmulas de cémo calcular los ceros mas grandes.

En 1936 Erdélyi obtuvo una solucién de la ecuacién (1.21) por medio de
la. integral de Laplace. El derivé otra forma de expansién asintética y dié
relaciones del tipo z1((€™) = €™z, (t), u = ni, n un entero.

En este periodo 1932-1936, W. L. Barrow consideré analiticamente y
experimentalmente los problemas sobre circuitos eléctricos con pardmetros
peridédicamente variables.

En 1923 H. Jeffreys dié un analisis que permita aproximar las soluciones
de (1.21). El también obtuvo férmulas asintéticas. Los resultados fueron apli-
cados en una investigacién de modos vibracionales de agua en un lago cuya
superficie es eliptica, este problema fue de interés especial en hidrodindmica.

En 1927 S. Goldstein publico los resultados de un extenso trabajo sobre
funciones de Mathieu, e incluy¢ un conjunto de tablas para cinco de las fun-~
ciones de orden integral. Siguiendo a Heine y Sieger, las funciones tabuladas

son definidas como series de senos y cosenos, los coeficientes y niimeros ca-
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racteristicos fueron dados por un rango amplio de g. Una nueva y aceptable
normalizacion de las funciones fue adoptada, esta normalizacién fue basada
en sus propiedades ortogonales. La misma:publicacién contenia ‘ecuaci'ones
integrales, algunas expansiones para ¢ y ¢ grandes, una férmula asintética
para los nimeros caracteristicos y férmulas para ceros grandes en g de las
funciones modificadas de Mathieu. Existe también una discusién general
relacionada a la segunda solucion y a una extensién de las expansiones de
Heine en series de funciones de Bessel, el tipo /-Bessel siendo introducido. En
articulo adicional, Goldstein extendié la investigacion sobre el lago eliptico,
¥ sus propias investigaciones sobre niimeros caracteristicos.

Un problema técnico fue estudiado por M. J. O. Strutt. Strutt resolvid
una variedad de problemas técnicos que envuelve funciones de Mathieu, por
ejemplo, difraccién de ondas planas en un corte. En 1929, Stutt publicé un
detallado estudio de exponentes caracteristicos u en la ecuacién de Hill, i.e.,
la ecuacién (1.23).

La ecuacién diferencial aproximada de Oseen es familiar en hidrodindmi--
ca. El calculé de la vorticidad en un fluido viscoso que pasa cerca de un
cilindro eliptico muy largo 'necesita el uso de funciones de Mathieu. Este
tema fue estudiado por M. Ray en 1936 y por D. Meksyn en 1937. En 1938
T. Lewis publicé un trabajo general del problema de cilindros circulares y
elipticos, y un plato plano en un fluido viscoso. El mostrd que la solucidén
dada por Meksyn requiere modificaciones para evitar circulacién infinita del
fluido.

En 1940 W. G. Bickley publicé nuevas soluciones de la ecuacién (1.21)
con ¢ < 0, estas soluciones fueron expresadas como expansiones de fun-
ciones /-Bessel y K-Bessel (K-Bessel son funciones de Bessel modificadas).

El también dié férmulas integrales y asintéticas para estas soluciones. Du-
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rante el mismo afo J. G. Brainerd y C. N. Weygandt publicaron datos res-
pecto a soluciones generales de la ecuacién (1.20), cuando a no es un nimero
caracterisrico para funciones de orden integral. Los datos se dieron haéta
t = 0.37, utilizando el método de solucién de Maclaurin con términos tan

grandes como z(21(0).

La ocurrencia de funciones de Mathieu en aplicaciones practicas puede

dividirse en dos categorias importantes.

En la primera, existen problemas con condiciones en la frontera que surgen
desde la solucién de la ecuacién de onda en dos dimensiones (1.19), cuando
se expresan en coordenadas elipticas. Como se vid previamente; esto nos
da un par de ecuaciones de Mathieu como las ecuaciones (1.20) y (1.21).
La solucién apropi\ada de la ecuacidén (1.20) es usualmente una funcién de
Mathieu periddica de orden integral, mientras que la solucién de la ecuacién
(1.21), en el caso de la membrana eliptica y el guia de onda, es obtenido

haciendo el argumento de la solucién imaginario.

En la segunda existen problemas de valor inicial, en los cuales solo una
ecuacion (1.20) es involucrada. Usualmente a no es un nimero caracteristico
para una funcién de orden integral teniendo periodo 7 y 27, y la solucién es

general. Pueden ser tres casos,

(1) la solucién tiene periodo 2sm, s es un entero > 2,

{ii} la solucién es no periédica pero acotada cuando ¢ — o0,

(iii) la solucién es no periédica pero no acotada cuando t — +oo. .

L.a mayoria de las aplicaciones pertenecen a la primera categoria e involu-

cran a la ecuacion de onda.
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1.2 Algebra computacional

Primero que nada, antes de pasar a las ecuaciones diferenciales, daremos
unas funciones que seran de gran ayuda en este trabajo, y que no solo sirven

para las ecuaciones diferenciales.

e En Maple se pueden hacer evaluaciones numéricas. El sistema Maple
representa internamente a los nimeros utilizando el sistema decimal.
La representacion flotante decimal se obtiene utilizando evalf; la re-
presentacidn flotante decimal (desde el hardware) utilizando la funcién

evalht.
Ejemplo:

Obtenga un valor aproximado de las expresiones (—5)%, (—5)'22, 4/122.

evalf((5)~(1/3)); evalf((5)~(122)); evalf(sqrt(122));

e Maple realiza operaciones algebraicas estdndar con expresiones mate-

maticas.

1. factor(expr) factoriza la expresién expr dada.
2. expand (expr) desarrolla la expr.

3. simplify(expr) simplifica la expr utilizando reglas bésicas de
simplificacién.
4. combine(expr,opc) es una funcién que en algunos aspectos es

contraria a la funcién expand.

5. convert(expr,forma) cambia la forma de expr y tiene muchas

versiones que se pueden escoger en el segundo argumento forma.
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6. normal (fr) factoriza el[numerador y el denominador de la funcién

racional fr y elimina factores comiines del

nador.

7. numer (fr)} extrae el numerador de la fraccidén fr.

8. denom{fr) extrae el denominador de la fraccién fr.

9. collect(expr,var), cpeff{expr,var),y

utilizan para agrupar términos y obtener coeficientes de la expr.

10. map se recomienda aplicar en manipulaciones con expresiones gran-

des.

Ejemplos:
a. Factorize el polinomio [12z2 + 27zy — 8442,

factor (12%x" 2427 *x*y-84xy~2);

b. Desarrolie la expresién| (z + y)?(3z — y)3.

expand ( (x+y) ~2*(8*x~y) ~3) ;

27

numerador y denomi-

coeffs(expr,var) se

2

¢. Reduzca la suma de dos fracciones Ay a una sola fraccién.
T

simplify(2/x"2-x"2/2);

d. Encuentre la descomppsicién en fracciones simples de la funcién

1
(z—3)z-1)

convert (1/((x~3)*(x-1)) ,parfrac,x);

e. Convierta las expresiopes exp(z) exp(y), 2Pz, In{z) + In(y), en lae

forma mas compacta.

assume (x>0);

combine ( [exp(x)*exp(y) ,x"p*x"q,1n(x)+in(y)]1);
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f. Factorize los coeficientes de la expresién f = (z+y-+1)3(z + 3y +
3)2.
fi=(x+y+1) 3% (x+3*y+3)"2;
B:=collect(f, x); C:=map(factor, B);
Ahora pasemos a las ecuaciones diferenciales. En Meple existe un amplio
‘ conjunto de funciones para encontrar las soluciones de ecuaciones diferencia-

! les ordinarias o parciales, y las soluciones pueden encontrarse analiticamente,

| numéricamente o graficamente.

1. A continuacién daremos una serie de paquetes y funciones que uti-

e lizamos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias:

e Paquetes: plots, DEtools,

: k'"]i e Funciones: dsolve, odeplot, DEplot, phaseportrait.
Ejemplo:

. with(plots); with(DEtools);

o dsolve (EDO,y(x) ,opcs); dsolve({EDDs},{funcs});

: dsolve({EDOs,ICs},{funcs},opcs);

| dsolve({EDOs,CIs},{funcs},method=nombre_metodo,opcs);
! dsolve ({EDOs},numeric, {funcs},opcs);

Sol_Num:=dsolve ({EDOs},numeric,{funcs},opcs);
odeplot{Sol_Num;{funcs},rango,opcs);

phaseportrait ({EDOs},{funcs},rango,{CIs},opcs);
DEplot ({EDOs},{funcs},t_rango,opcs)

donde EDO significa ecuaciones diferenciales ordinarias y CIs las
condiciones iniciales.

2. Formas ezplicitas e implicitas de soluciones exactas, visualizacidn de
soluciones

Sol_Exp:=dsolve(diff(y(t),t)+t~2/y(£)=0,y(t)};
Sol_Imp:=dsolve(diff (y(t),t)+t"2/y(t)=0,y(t) ,implicit);
with(plots): G:=subs({y(t)=y},lhs(Sol_Imp));
Gs:=seq(subs(_Ci=i,G),i=-5..5);
contourplot({Gs},t=-5..5,y=-10..10,color=blue) ;
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3. Clasificacion de ecuaciones diferenciales ordinarias, y proposicion de
métodos de solucidn (puede consultar en Maple las funciones o pa-
quetes utilizando un signo de interrogacién al principio), por ejemplo
separacién de variables, ecuaciones homogéneas, ecuaciones exactas,

ecuaciones lineales, solucién en forma de series, entre otros.

with(DEtools):

EDO1:=diff (y(t),t)=y(t)*sin(t)-2/(1-y(t));
Sol_Exp:=dsolve(EDD1,y(%));
Sol_Exp:=dsolve(EDO1,y(t),implicit);
odeadvisor (EDO1) ;
Sol_sep:=separablesol(ED)1,y(t));
EDO2:=(t"2-y(t)*t) *diff (y(t),t)+y(t) "2=0;
odeadvisor (ED02); Soll:=dsolve(ED02,y(t));
S0l2:=genhomosol (ED02,y(t));
Sol_ser:=dsolve(EDD1,y(t),’series’);

4. Ecuaciones diferenciales de orden superior, soluciones ezactas y numé-

ricas, graficas de soluciones.

with(plots):

setoptions(axes=boxed,scaling=constrained,numpoints=200) ;

EDO:=diff(x(t),t$2)~diff(x(t),t)+(t-1)*x(t)=0;

CIs:=D(x)(0)=0,x(0)=1;

Sol_ex:=dsolve({EDO,CIs},x(t));

Sol_num:=dsolve ({EDD,CIs},x(t) ,numeric);

G:=array(l..3);

G[1] :=odeplot(Sol_num, [t,x(t)],0..10,color=blue):

G[2] :=plot(rhs(Sol_ex),t=0..10,color=red):

G[3) :=odeplot(Sol_num, [x(t) ,diff(x(t),t)],0..10,
color=magenta): display(G);

5. Ejemplo. Resuelva el problema de valor inicial y' = —e¥* cos(t?), y(0) =
p. Grafique las soluciones y(t) para varios valores del pardmetro p en‘
un intervalo [0, P], donde P estd dado. Grafique las soluciones para

p=01(=1,2...,10), P = .
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with(plots):

GSol:=proc(CI)

local ec, ec_CI, lista, Sol N, N_CI, i; global P;
ec:=D(y) (t)=—exp(y(t)*t)*cos{t"2);

ligta:=NULL; N_CI:=nops(CI);

for i from 1 to N_CI do

ec_CI:=evalf (y(0)=CI[i]);
Sol_N:=dsolve({ec,ec_CI},y(t),type=numeric,range=0..P);
lista:=lista,odeplot(Sol_N,[t,y(t)],0..P, numpoints=100,
color=blue,thickness=2,axes=boxed) :

od;

display([listal);

end;

Lista:=[seq(0.1i*i,i=1..10)]; P:=evalf(Pi);
GSol(Lista);

El estado de un sistema dinémico se representa por dos variables (z,y) €
R las cuales son consideradas como las coordenadas de un espacio fase bidi-
mensional. El movimiento del sistema se representa por un vector r =

(z(t}, y(t)) que satisface la ecuacién diferencial de primer orden:

dr
prie v(r,t),

0 su equivalente

dz " dy
— =X — =Y ¢
dt (:L‘! y! t)) dt (‘T? y? )3

donde el vector de velocidad v(r,t) = (X (z,y,t),Y(z,y, 2)) es una funcién
suave. Un movimiento particular del sistema se obtiene iniciando en un
punto dado (zo,yo) del espacio fase en un momento #;. La mayoria de las
condiciones iniciales determinan una solucién tnica r(t) = (z(t),y(¢)). La
solucién r(¢) describe una curva continua en espacio fase, la cual se llama
curva de fase, o trayectoria. El conjunto de todos los posibles movimientos

se llama flujo de fase y la grafica de curvas de fase se llama retrato de fase o

diagrama de fase.
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o Ejemplo. Construya un retrato de fase de un sistema dindmico de

segundo orden

dv 1 1 1 ?
5 = “wvteu [51 +i7 50 (u® + v?) +Zaz(u2 + 92)2] o
du I 1 1

7 = —ru-+ev [—mél + 1 + 501(u2 + v2) —102(11? + U2)2} ,

que describe el movimiento no lineal de la amplitud y de la fase de un

fluido bajo la resonancia subarmonica.

| Este sistema se ha obtenido en [31] por el método asintético de Krylov—
Bo'golyubov y por métodos de dlgebra computacional. El sistema depende de
pardmetros: v (viscosidad del fluido), € (un pardmetro pequfio), oy, o (la
gunda y la cuarta correcciones de la frecuencia no lineal), § (el pardmetro
'f_eSbnancia). Si escogemos estos pardmetros en diferentes regiones donde

ste la solucién (es conocido que existen 6 regiones), obtenemos un retrato

h(plots): with(DEtools):

a_1:=-1/2: sigma_1:=1; sigma_2:=1;

nu:=0.005; epsilon:=0.1;

(v) (t)=-nu*v(t)+epsilon*u(t)*{delta_1+1/4~-
signma_1/2%(u(t) ~"2+v(t) "2)+sigma_2/4%(u(t) “2+v(t)~2)"2);
=D(u) (t)=—nu*u(t)+epsilon*v(t)*(~delta_1+1/4+
éignma_1/2*(u(t)“2+v(t)“2)-sigma_2/4*(u(t)“2+v(t)“2)‘2);
Ecl,Ec2];

_.[[0,0,1.1033],[0,0,-1.1033],[0,1.1055,0],
[0,-1.1055,0],{0,0,1.613], [0,0,-1.6131];
=[v(t),u(e)];
Qnes:=arrows=medium,dirgrid=[20,20],stepsize=0.1,
thickness=2,linecolour=b1ue,colorzgreen;

: ortrait(Ecs,var,t=48..400,CI,0pciones);

ambién se pueden calcular las funciones de Mathieu

CBO(t:Q):cel(t: Q): SR Sel(ts Q)a 582(t; Q)) R
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Maple puede calcular las funciones de Mathieu periédicas pares e im-
pares, valores caracteristicos, las funciones de Mathieu generales pares ¢
impares, la solucién de Floquet para la ecuacidn de Mathieu, la primera
derivada de las funciones de Mathieu y la funcién de exponente carac-
teristico.

MathieuCE(n,q,x): Funcién de Mathieu periddica par

MathieuSE(n,q,x): Funcién de Mathieu periddica impar
MathieuC(a,q,x): Funcién de Mathieu general par

MathieuC(a,q,x): Funcién de Mathieu general impar

MathieuA(n,q): El n-ésimo valor caracteristico de MathieuC (n =1,2,...}
MathieuB(n,q): El n-ésimo valor caracteristico de MathieuS (n =0,1,...)
MathieuExponent (a,q): La funcidén de exponente caracteristico.
MathieuFloquet: La solucién de Floquet para la ecuacién de Mathieu.
MathieuFloquetPrime(a,q,x}: La primera derivada de MathieuFloquet.
MathieuCEPrime(n,q,x): La primera derivada de MathieuCE.
MathieuSEPrime(n,q,x): La primera derivada de MathieuSE.
MathieuCPrime(a,q,x): La primera derivada de MathieuC.

MathieuSPrime(a,q,x): La primera derivada de MathieusS.

Notese que las derivadas de orden superior se pueden escribir en térmi-

nos de la funcién de Mathieu y la primera derivada.

En lo anterior se utilizaron los siguientes parametros: n es el orden (un
entero no negativo), a,q son pardmetros de la ecuacién de Mathieu, x

es argumento.

Ejemplos:
MathieuC(1.23,4.56,7.89);

147.62839914

MathieuFloquet(0.1,0.2,0.3);
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0.89659726624-0.1161779284 [
MathieuS(a,q,—x);
-MathieuS(a, g, z)
MathieuCE(n,0,x);
cos(nz)

MathieuExponent (a,0);

diff (MathieuC(a,q,x),%);
MathieuCPrime(a, ¢, z)
diff (%,x);

{2q cos(2z) — a)MathieuC(q, g, z)
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Capitulo 2

Definiciones y teoremas

2.1 Intfoduccién. Sistemas lineales

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales lineales de la forma

% = A(t)x, (2.1)
donde A(t) es una matriz real, no singular n x n y x = (:cl,azg; vy Tp) UD
vector n~dimensional. Los elementos de A(¢) son funciones de variable inde-
pendiente ¢, y nuestro interés principal serd el caso de las funciones periddicas,
sin embargo, empezaremos con una breve descripcién de las propiedades de
sistemas mas generales.

Ecuaciones diferenciales lineales (2.1) aparecen naturalmente en el estudio

de ecuaciones no lineales,
x = X(x, 1),
donde X(x,t) = (Xi(x,t), Xa(%,1),..., Xn(x,t)) es una funcién vectorial n-
dimensional de z y t.
Si X no es funcidn del tiempo, entonces una expansién alrededor de puntos
fijos, definida por la ecuacidn X(x) = 0, normalmente da ecuaciones como
(2.1) con matriz constante A, y el estudio de estas ecuaciones lineales da

informacién importante acerca de la estabilidad de esos puntos fijos.

35
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Alternativamente, si el sistema no lineal admite una solucién periédica
£(t), E(t+T) = £(t), para toda t y alguna T mayor que cero, entonces una
expansién de £(t) nos lleva a una ecuacién (2.1) pero con la matriz A1),
T-periédica en tiempo. El estudio de estas ecuaciones lineales nos ayuda a
entender la naturaleza de la 6rbita periddica original. Ya que las ecuaciones
lineales son més faciles de estudiar que las no lineales, estas técnicas son

importantes.

Otros problemas importantes que da la ecuacién (2.1) aparecen en la
ecuacién de Schodinger cuando el potencial es periédico en el espacio, como
en un cristal, en cuyo caso la ecuacién es

153

ZZVQT,D +(E-V(x)y =0, V(z+Lg)=V(x) Vx,

donde x es un vector n-dimensional y Ly son vectores linealmente dependien-
tes, o cuando el potencial es una funcién periédica del tiempo, cuando un
4tomo o molécula es inducido por un campo eléctrico periodico, tal como un

laser, la ecuacién tiene la forma

Loy W

v 2.5 =
ihor = 5V = VY, Vit T)=V(xy) Y

Aqui 7 es la constante de Plank reducida, p es la masa de una particula, V
es la energia potencial, E es constante, V2 es Laplaciano, y v es la funcién

de onda.
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2.2 Propiedades generales

La ecuacién

dx

— = A(f)x, .

& _ Atx (22)
donde A(t) es una matriz real, no singular n X n y x = (21,%2,...,Tn)

un vector n-dimensional, es lineal, y esto pone restricciones rigurosas en el
comportamiento de las soluciones.
Ahora mencionamos unas definiciones y propiedades importantes: las de-

mostraciones pﬁeden ser encontradas, por ejemplo, en Arnold (1973), Cesari

(1963), Hartman (1964), Hirsch y Smale (1974) o Jordan y Smith (1999).

Existencia: si los elementos de A(t) son continuos por partes, con
un numero finito de puntos de discontinuidad e integrable en cada discon-
tinuidad, la solucién de la ecuacién x = A(t)x con condiciones iniciales

x(0) = x existe y es inica.

Linealidad: si {x1(£),%2(t);...,%x(t)} son m soluciones de la ecuacién

(2.2), reales o complejas, entonces la suma

m
> apxelt),
k=1

donde oy, son constantes, reales o complejas, es también solucion.

Dependencia lineal: si {z;(t), z2(¢),. .., 2m(t)} son cualesquiera m fun-
ciénes vectoriales (reales o complejas), continuas en algin intervalo de t,
[ 4

ninguna idénticamente cero, y si existen constantes ax, £ = 1,2,...,m, no

todos cero, tal que

Z ak‘zk(t) = Os
k=1
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entonces las funciones zx(¢), k = 1,2,...,m, se dice que son lnealmente de-

pendientes. Si no, son linealmente independientes.

Dependencia lineal de soluciones: cualesquiera n + 1 soluciones no
triviales de n ecuaciones de la ecuacién (2.2) son linealmente dependientes.
Inversamente, existe un conjunto de n soluciones linealmente independientes
de la ecuacién (2.2). Mds aun, si {¢1(2), $2(2),.-.,da(t)} es un conjunto de
n soluciones linealmente independientes, cada solucién de la ecuacién (2.2)

es una combinacién lineal de estas soluciones.

Convergencia de una sucesién, limite. Una sucesién {¢,}52, en un
espacio métrico X con la métrica d correspondiente, se dice que converge o

es convergente si existe un £ € X tal que .

lim d(t,,t) = 0.

N300

El valor t es llamado el limite de {£,}22, y se escribe

lim £, =1,
n—ro0

o simplemente

t, — L.

Decimos que {#,}32, converge a ¢ o tiene limite ¢. Si {¢,}%%, no es conver-

gente, se dice que es divergente.

Completez, sucesién de Cauchy. Una sucesién {¢,}%, en un espacio
métrico X con la métrica d correspondiente, es sucesién de Cauchy (o sucesidn

fundamental), si para cada € > 0 existe una N = N{e) tal que

d(tm, tn) < € para cada m,n > N.
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El espacio X se dice que es completo si cada sucesién de Cauchy converge en

X, esto es, existe un limite que es un elemento de X.

Espacio de Hilbert L*([a,b]). Sea co < a < b < oo. L¥(a,b) es el

espacio de funciones de medida de Lebesgue
fi{a,b) = C,
las cuales son cuadrado-integrables,

./U@Fﬁ<w

con operaciones puntuales y producto interior

mmsfﬂmmﬁ

Ahora veremos unas propiedades de completez y convergencia para sis-
temas de Sturm-Liouville de la forma
%(ﬂﬂ%)+@m+wwmp:u
Producto interior. Supongamos que {z,(t)}%%, es un conjunto de
eigenfunciones ortonormales de Sturm-Liouville en el intervalo [a, b]. Se de-
fine el producto interior de las funciones con respecto a la funcién peso w(t)

COo1no
b
<%szfwm%m%m@

entonces el cuadrado de la norma es

lzall® = (Zn, 20} = f w(t)z? (t)dt.
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Convergencia en L*([a, b]). Una serie de eigenfunciones ortonormales

> 1 GnZn(t) se dice convergente a f(t) en I*([a,b]) si

lim [[£(2) = sa(9)] = (2.3
donde sn(t) = >, arz.(t) es la n-ésima suma parcial de la serie (2.3).

Equivalente, la serie (2.3) nos queda de la siguiente manera

2
w(t)dt = 0.

L

ft) — Z QrZr (t)

r=1

b
lim
n—oo a

Completez. Un conjunto de eigenfunciones ortonormales de un sistema
de Sturm-Liouville es completo si cualquier funcién arbitraria f € L%([a, b))
se puede expander unicamente en la serie

f(@) =" anza(?), (2.4)
n=l
donde la serie converge a f(t) en L?([a, b]) y los coeficientes de a,, estdn dados

por

(ft),z(t)) 1
wnzal®) ~ JonlF

an =

donde n=1,2,3...

Forma canédnica de Jordan. Toda matriz A € M,,, es semejante a

una matriz de la forma

Jo 0
1

0 Js

donde J; es una matriz diagonal con los valores Ay, Az, ..., A; en la diagonal,
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y
dgri 1 0
Agti 1
Ji= ,
. -1
0 Agti

Las Aj,7 =1,2,...,q+ s son eigenvalores de A, no necesariamente distintas.
Si A; es una raiz simple, entonces la raiz aparece con Jy, ¥y por lo tanto, si
todas las rafces son distintas, A es semejante a una matriz diagonal

At 0

Matriz fundamental: si {¢:1(2), ¢2(f),...,én(t)} s un conjunto de n

soluciones linealmente independientes, la matriz

Dy Dy - Dy,

Qy Py -0 Py
(I)(t) = (¢1(t):¢2(t)1“-s¢’n(t)) = . : . )

q)nl (I)n2 v q)nn

es llamada la matriz fundamental. Aqui la k-ésima columna es el vector ¢ (t).
Para cualquier sistema hay un niimero infinito de matrices fuﬁdamentales,

cada una satisface la ecuacidn diferencial matricial

dd
== A(t)®.

Diferentes conjuntos de soluciones linealmente independientes dan diferentes
matrices fundamentales, pero ya que los componentes de un conjunto pueden
ser expresados como combinacién lineal de los componentes de cualquier

otro conjunto, cualquiera dos matrices fundamentales @, (¢} y ®,(¢) son rela-

cionadas por ®,(t) = ®,({)C, donde C es una matriz constante no singular.
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La matriz fundamental especial que satisface ®(0) = I algunas veces es
llamada matrizant de la ecuacién (2.2). Si la matriz A(t) es T-periddica,
la matriz de monodromia es la matrizant en ¢ = T, esto es ®(T), donde
®(0) = I. Esta matriz juega un papel importante en la teoria de sistemas

periédicos que sigue.

Determinante de una matriz fundamental: si X (¢) es una matriz

n x n de las soluciones {x(t), x3(t),...,%,(f)}, entonces también:

(i) det(X(¢)) # 0, para todo ¢, en tal caso los x4(¢) son linealmente

independientes y X (¢) es una matriz fundamental, o

(ii) det(X(¢)) = 0, para todo £, si y solo si, los xx(¢) son linealmente

dependientes.

El wronsquiano de un conjunto 7 soluciones linealmente independientes

es definido como el determinante de la matriz fundamental
W(t) = det(2(1)),

y puede ser demostrado, ver Hartman (1964, Capitulo 4), que satisface la

ecuacién diferencial

% = W(t) Te[A(t)], donde W(t) =W (ty)exp { / Tr[A(t)]dS} -(2.5)

to

Por lo tanto, si Tr(A) = 0, entonces det(®(t)) = constante. Este resultado

es debido a Liouville.
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Solucién en términos de una matriz fundamental: la solucién de

(2.2) con la condicién inicial x(fg) = xo puede ser expresada como
x(t) = B(1)®(to) 'x(),

donde ®(t) es cualquier matriz fundamental.

La matriz U{ty, ;) = ®(t2)®(t:1)~*, que depende de dos tiempos ¢, y t5 es
llamada la matriz de propagaciion porque esta matriz propaga la solucién de
un tiempo #; a un tiempo t», el cual puede preceder de ¢;. Para los sistemas
auténomos, U(tz, t) depende solo de la diferencia ¢, — ;. Ya que el sistema

es lineal la matriz de propagacion tiene la propiedad multiplicadora
U(t3, t]_) = U(t3, tg)U(tg, tl)

Un ejemplo importante se describe en Feynman y Hibbs (1965, Capitulo 2).

En general no es posible encontrar soluciones de x = A(t)x en términos
de funciones conocidas. Sin embargo cuando la matriz A es constante, la
solucidn en cualquier caso particular puede ser expresada en términos de las
funciones trigonométricas o hiperbdlicas y productos de estas funciones y
polinomios en t.

Consideramos el sistema x = A(t)x, donde A es una matriz constante
real, no singular n x n. Haciendo x = re*, donde A es una constante y r un

vector constante, obtenemos la ecuacion
Ar = Ar. (2.6)

El vector r es no trivial si A es un eigenvalor de A, esto es, A satisface el
polinomio de grado n

det(A ~ AI) = 0.
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Esta ecuacién tiene n soluciones Aq, Mg, . . ., A, las cuales pueden ser no todos
distintos, y pueden ser reales o, si son complejas, vendrén en pares conjugados
(porque A es real). Para cualquier eigenvalor A, habrd un eigenvector r,
correspondiente que satisface la ecuacién Arp, = Ayry.

Si la matriz A tiene n eigenvectores linealmente independientes
{r1,r2,...,1,} que corresponden a las eigenvalores Aq, Ag, ..., A,, los cuales

son no todos distintos, la solucién general de la ecuacién

d k3
E% =Ax es x(t) = kz_;ckrke)"“t,

donde las ¢; son constantes.

Si un eigenvalor A, tiene la multiplicidad algebraica m < n, entonces el
det(A — AT} tiene un factor (A — A\,)™, existen m eigenvectores linealmente
independientes asociados con el eigenvector A,. En este caso existen m solu-

ciones de la forma
pl(t)e)‘?t, P (t)e)"t, - pm(t)e’\f’t,

donde p,(t) son vectores polinomiales en t de grado m — 1, o menor.

Para sistemas de dos dimensiones, n = 2, las distintas combinaciones
de los eigenvalores y los eigenvectores que ocurren dan diez diferentes tipos
de solucidn. Si m > 3 existen muchas posibilidades para una clasificacidn
de combinaciones, y cada problema debe ser tratado individualmente. Sin
embargo, si los eigenvalores de A satisfacen la condicién R(A;) < 0, entonces
las soluciones de x = A(¢)x son acotadas. En adicidn, si todas las soluciones
de x = A(t)x son acotadas, entonces todas las soluciones de

P n on T
d_}; = [A + C(t))x son acotadas para t > tosi » Y [ [Cij(t){ds (2.7)
: o

i=1l j=1

es acotada, ver Cesari (1963, Seccién 3.3).
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Ahora consideramos algunos problemas.

Problema 2.2.1

Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema x = A(t)x, haciendo el cambio
de variables x = ®(t}y

1) muestre que una solucién de la ecuacién

% = A(t)x + F(¢),

donde F(t) es una funcién vectorial de ¢, es

x(t) = 3 (1) f 671(5)F(s)ds.

2) Deduzca que la solucién de la ecuacién con condicién inicial x(ts) = x¢ es

t

x(t) = B(£)B(to) " xo + B(2) fto B-1(s)F(s)ds.

Demostracién.

Derivando el cambio de variables, tenemos

= @(t)y + ()7
Por definicién de matriz fundamental se tiene gue
O(t) = A(t)D(t).

Entonces, igualando la derivada del cambio de variables con la ecuacion di-

ferencial original, tenemos

oy + @)y = Al)x+F(),
ARty +2(t)y = A()e(tly +F(),
ety = F(),
g o= &)
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Asi, integrando en ambos lados de la ultima igualdad, tenemos

it = [ @ OEF ).

Sustituyendo este resultado en el cambio de variables antes mencionado nos

queda

x(t) = @(t)y

Ahora resolveremos la segunda parte. Resolvemos el caso homogéneo de la
ecuacion diferencial original, es decir, resolver la siguiente ecuacién,

dr

Para resolverla procederemos de la misma forma, es decir, utilizaremos la

derivada del camnbio de variables y la igualaremos con la ecuacién diferencial

homogénea, lo cual nos da

‘if(t)y+‘1>(t)@ = Alt)sx,
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Ahora aplicando la condicién inicial x(ty) = xo tenemos

o = (I)(tO)c':

c = @ ig)xo.

Por tanto, la solucién a la ecuacién diferencial ordinaria homogénea con

condicién inicial x(¢p) = xp es
x(t) = ®(t)® " (to)xo.

Finalmente, la solucidn general de la ecuacién diferencial original, es decir,

la suma, de las soluciones homegénea y no homogénea, es

X(t) = B(£)B(ty) 10 + B(2) /t 31(s)F(s)ds. W

Problema 2.2.2
1) Definiendo y = , convierte el sistema i + w?z = 0 en la forma de la

ecuacién (2.2) y muestre que el matrizant es

‘coswt w lsen wt
—w sen wi cos wt ’

B(t) =

2} Utilizando lo anterior y el resuitado del problema previo, muestre que la

solucién de la ecuacion

@—I-w%:F(t) z(0)=a, #(0)=5b
dtz 1 H
es
b I
r{t) = acoswt + —senwt+ — [ F(s)senw(t — s).
W W Jo
Demostracién.

Primero mostraremos que el matrizant es

B(t) = (

cos wt w lsen wt
—wsenwt cos wt '
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Para esto resolvamos la ecuacién diferencial ordinaria homogénea #+w?z = 0,
la cual tiene como polinomio caracteristico m? +w? = 0, y este a su vez tiene

raices complejas m; = wi y my = —wi. Por tanto su solucién es
z(t) = ¢y coswt + ¢z sen wt

con derivada

£(t) = —cywsen wt + eyw €os wt,
y reescribimos la solucién en la forma matricial

¢ oS wt + cpsenwt
z(t) = .
—¢iw sen wit -+ cow cos wi

Ya que el matrizant debe de cumplir que ®(0) = I, entonces
. C1 _ 1
=( )=o)
_ 5] _ 0
«o=(2)-(1)

Del primero, se sigue que ¢; = 1 y cow = 0, por tanto
coswt
z(t) = ( —w sen wt ) |

1

Del segundo, se tiene que ¢; =0y ¢ = w™, por tanto

z(t) = ( W™ son wt ) |

cos wt

Finalmente,

2(l) = coswt  w!senwt
| —wsenwt  coswt '

Ahora resolveremos la segunda parte del problema, para esto usaremos la

siguiente parte del problema anterior:

x(t) = B(t)®(t) 'xo + B(2) ft ' &71(s)F(s)ds.
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Sabemos que el matrizant es

—w sen wi €os wi

@@:(

coswt w1 sen wt )

con la inversa

L coswt —w lsenwt
(1) = ( w sen wi coswt '

Ahora realicemos el siguiente producto de matrices. Por el problema anterior

se tiene que

B(8)3-1(s) = ( cosw(t—s) wlsenw(t—s) ) -

~wsenw(t—s)  cosw(t— s)

Ahora usando el problema anterior, tenemos
coswt  wlsenwt a
X = ( —w sen wi cos wt ) ( b )
n ‘ cosw(t —s)  wsenw(t— s) 0 ds
o ~wsenw(t — 8) cosw(t — ) F(s) ‘
Por tanto
t
z(t) = acoswt+ bw ! senwt+w™! / F(s}senw(t — s)ds,
0

t
y(t) = —awsenwt+bcoswt+/cosw(t—s)ds. u
0

2.3 Teorema de Floquet—Lyapunov
Antes de ver el teorema de Floquet-Lyapunov, debemos agregar una defini-

ciém.

Definicién: Si B es una matriz no singular, entonces existe una matriz

A, llamada el logaritmo de B, tal que e® = B.
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Teorema de Floquet—Lyapunov.
Para la ecuacidn ¢ = A(t)z, donde los elementos de la matriz A(t), nxn, son
funciones de t, T-periddicas y continuas por partes, con un nimero finito de
discontinuidedes en (—oo, 0c) e integrables en cada dz’scontihuidad, enlonces

una matriz fundamental puede ezpresarse en la forma

donde P(t) es una matriz n x n, no singular, T-periddica para todo t y con ele-
mentos continuos, con derivadas continuas por partes e integrables. También

K es una matriz constante n X n.

Demastracion.

Como A(t) = A{t+T') tenemos que

B(t+T) = A(t+ T)®(t + T)

y ademads det ®(t+T') # 0, es decir, es no singular, por énde, @(t+T) es.una
matriz fundamental, y por tanto sus columnas son combinaciones lineales de
(1), entonces existe una matriz C' (matriz de monodromia), no singular tal
que

B(t+T) = B)C.

Como la matriz C es no singular, podemos escribirla de la siguiente manera
C=eX
para alguna matriz contante K = L InC. Definiendo P(t) como

P() = d(t)e¥,



2.4. TEORIA DE PERTURBACIONES 51
probaremos que P(t) es periédica,

P(t) = ®(t)e*K,
Pit+T) = <I>(t+T)e‘“+f)’; .,
= O(t)Ce K TH

= &(t) [CeTK] e

= () [cC et

= &(t)e ¥

(t)

|
B

tK

Con esto se demuestra que P(%) es periddica, y como ®(t) y e ** son no

singulares, P(t) es no singular. W

s

2.4 Teoria de perturbaciones

Esta seccén es una introduccién a la teoria de perturbaciones. Aplicando
la teorfa de perturbaciones se obtienen soluciones analiticas aproximadas
de ecuaciones de varios tipos, que involucran un pardmetro pequeno. Las
ecuaciones pueden ser de cualquier clase, es decir, algebraicas, diferenciales,

integrales, integro-diferenciales, funcionales, etc.

La teoria de perturbaciones es una coleccién de métodos para obtener
soluciones analiticas aproximadas de ecuaciones en las que se involucra un
parametro pequeno e. Las ecuaciones pueden ser, por ejemplo, algebraicas,
diferenciales {EDO, EDP), integrales, integro-diferenciales, funcionales, etc.
La teoria de perturbaciones se aplica en diferentes areas del conocimiento.
Por ejemplo, la mayoria de los métodos de la fisica moderna contienen apli-

caciones de teoria de perturbaciones.

L J
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Si seguimos los métodos de la teoria de perturbaciones y aplicamos cam-
bios de variables con ayuda de algebra compufacional, entonces lo que se

pretende es reducir un problema, dificil a uno mas facil de analizar.

Es muy frecuente que en las aplicaciones, cuando se estudia un modelo
de un sistema fisico, quimico, biolégico, etc., se tiene la siguiente ecuacion
(algebraica, diferencial, etc.), que involucra un pardmetro pequeno € definido

en un intervalo I = (0; ¢):
F(z;e) =0, (2.8)

donde z es, por ejemplo, la variable real. Resolvemos la ecuacién (2.8) y la
solucién es llamada una solucidn perturbada. Si conocemos la solucidn no

perturbada, es decir, la solucién de la ecuaciéon
F(z;0) =0, (2.9)

entonces el andlisis asintdtico nos lleva a construir la solucién analitica apro-
ximada para € > 0 pequeio.

A continuacién, presentamos las definiciones y el teorema fundamental
de teoria de perturbaciones que son esenciales en la teoria de perturbaciones.

Fijemos la variable z en la ecuacién (2.8), digamos, z = x4 y hagamos
Flzg;e) = f(e).

Definicién 2.4.1
Una funcién g(e), ¢ € I, se llama funcidn de norma si g{€) es positiva y
mondtona en el intervalo I.

El comportamiento de una funcién f(¢) es comparado con una funcién
de norma g¢(¢) cuando ¢ — 0 y para ello empleamos los séimbolos de Landau,

NOHJ y “0”’.
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Definicién 2.4.2

f(e) = O(g(e)) cuando e — 0, si existen una vecindad de €y y una constante
k > 0, tales que |f(€)| < k|g(e)]. Por lo tanto, f = O(g) cuando ¢ — 0 si
f/g es acotada.

Definicion 2.4.3

f(e) = o(g{e)) cuando € ~+ 0, si existen una vecindad de ¢; v una funcién

§(e) > 0, tales que lim d(ep) = 0y |f(€)| < 8(¢) |g(€)|. Por lo tanto, f = o(g)
£—EQ

cuando € — 0 si f/g — 0.

Definicién 2.4.4
Una sucesién gn(€) (n = 1,2,...} de funciones de norma es una sucesioén

asintética si gnyy(€) = o{gn(e)).
Teorema 2.4.1 (Teorema fundamental de la teorfa de perturbaciones).
St
Aogole) + Argi(e) + Azgale) + -+ + Angnle) + O(gnya(€)) =0,
donde gn(€) es una sucesidn asintética y los coeficientes A; (i =0,1,...,n)
son dependientes de €, entonces
Ay=A =A== A4, =0.

Demostracion.

Definimos
P(:C(E)) = AUQO(C) + Algl(e) i o Angn(e) + O(gn+1(5)) =0.

Dividimos a la ecuacién anterior por g;(e) (¢ =1,2,...,n) en ambos lados y
calculando el limite cuando ¢ — 0 vemos que si P(z(¢)) = 0 entonces A; = 0.
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BEsta fue una pequefia introduccién a la teoria de perturbaciones en la
cual vimos el teorema mas importante de esta teoria y algunas definiciones.
En este trabajo emplearemos la teoria de perturbaciones para la ecuacién de

Mathieu amortiguada.

Wiy
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1




Capitulo 3

Teoria de Floquet

3.1 Introduccion

Ahora estudiaremos los sistemas lineales con coeficientes periddicos,

%’; = A(d)x, A(t+T)= A(t) para toda ¢, (3.1)
donde A(t) es una matriz real, no singular, n x n, con elementos que son
funciones T-periddicas de .

El matemdtico francés Floquet, primero desarrolid la teoria general de
sistemas lineales periddicos y dié un estudio sistematico de tales sistemas.
En general, las soluciones de sistemas lineales periédicos no pueden ser ex-
presadas en términos de funciones elementales, pero la linealidad y periodi-
cidad de A(t) significa que el comportamiento de una solucién para todos los
tiempos puede ser deducida de la solucidn general en un intervalo finito de
longitud 7. Esta propiedad inusual significa que el comportamiento de las
soluciones cuando ¢ — oo puede ser frecuentemente deducida de aproxima-
clones analiticas o de soluciones numéricas.

En el Capitulo 2, discutimos las propiedades importantes de las ecuaciones 4

(3.1). Tales ecuaciones y sus equivalentes ecuaciones no lineales, también

ocurren en la descripcién de sistemas dindmicos con pardmetros que varian

95
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periédicamente con el tiempo. Por ejemplo, el péndulo vertical con un punto
de soporte que se mueve periddicamente.

Para dar alguna idea de cual es el comportamiento de los sistemas lineales
periodicos, empezaremos este capitulo con la descripcién de dos sisternas.
Ambos ejemplos son péndulos verticales y en cada caso la longitud se hard
variar periédicamente. Con la eleccidn correcta de este periodo se puede
probar que la energia (esto es la amplitud del columpio) se puede crecer
rapidamente. El método de suplemento de energl’é, a un sistema donde los
parametros de este sistema son variados periédicamente es conocido como

ezcitacidn pardmetrica.

3.2 Resonancia paramétrica.
3.2.1 O Botafumeiro

Uno de los ejemplos més viejos y registrados es la exitaciéon paramétrica del
gran incensario, O Botafumeiro, en la catedral de Santiago en Santiago de
Compostela, una ciudad en Galicia, al noroeste de Espaiia. Esta catedral fue
una. capilla, famosa a través del cristianismo durante la edad media. Este
incensario, con carbén, pesa alrededor de 57 kg y cuelga en el techo de la
capilla gética. El incensario oscila en una cuerda de alrededor de 21 m de
largo con una amplitud maxima de alrededor de 80° y tiene un periodo de
alrededor de 10 segundos. Cerca del fondo de la oscilacidon, el incensario es
llevado a una velocidad de 85 km/hr en medio metro arriba del piso.
Producir y mantener tal movimiento no es trivial, pero el rito de exitacion
de O Botafumeiro parece ser de alrededor de 700 afios, la catedral fue cons-
truida entre los anos 1078 y 1211, en el sitio destruido por Almanzor, el

comandante militar califato de Moorish de Cordova, en 997 D.C. El primer
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uso registrado de este incensario es en una nota en Codex (en el margen) de
siglo XIV, donada por Liber Sancti Jacobi a la catedral alrededor de 1150.
Entonces sabemos que el rito de oscilacién de O Botafumeiro empezé ent.re
los afios 1150 y 1325, esto es a menos de cuatro siglos de que el péndulo fuera

estudiado cientificamente.

El movimiento del incensarioc empieza moviendo de su posicién vertical
inicial para dejarlo oscilar como un péndulo, entonces un grupo de hombres
tira ciclicamente de las cuerdas unidas hacia el extremo superior de la cuerda
para el decrecirﬁiento e incremento de su longitud mientras esta pasa por
los puntos mas bajos y altos en el movimiento. Por tanto podemos ver la
similitud de la oscilacién del incensario con el columpio. En el ejemplo del
columpio reglas no formales se necesitan; un nifio nunca formula el mecanismo
de oscilacion del columpio. Pero para O Botafumeiro necesito una fuerza de
un grupo de trabajadorés para obtener un movimiento con una amplitud de
alrededor de 80°, aproximadamente 17 ciclos de oscilacién son requeridos y el
tiempo total tomado es de alrededor de 80 segundos. Existe alguna evidencia
que en algin momento las reglas de oscilacién llegaron a ser entendidas y
transmitidas a otras catedrales, hay registros de las catedrales de Orense y
Tuy (100 km SE y S de Santiago, respectivamente}, pero no hay registros de
que incensario largo dorado en el viejo St. Pietro en Roma se haya puesto

en movimiento alguna vez.

El movimiento de O Botafumeiro se dice ser un espectidculo impresionante.
Esto claramente impones un significativo esfuerzo en el soporte, con el resul-
tado que algunos accidentes han ocurrido. Cuando O Botafumeiro oscila, la
tensién més alta en la cuerda ocurre en la parte alta y baja de la oscilacién,
por tanto es aqui donde la cuerda tiende mds a romperse. El registro de

accidente sostiene este comentario, por ejemplo en 1622 la cuerda rompeé
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y el incensario cay6 desde el punto alto (cerca del techo) verticaimente con
un trabajador. En 1499 las cadenas conectadas al incensario quebraron y
el incensario cayé aplastando la puerta alrededor de 30 m del centro de la
oscilacién. Esto solo puede pasar solo si la amplitud del movimiento fue larga
y la rotura ocurrié cerca del fondo de la osciacién.

La dindmica de O Botafumeiro es complicada; en particular la amplitud
del movimiento es muy grande para hacer la aproximacién lineal, la cuerda es
pesada por tanto su masa necesita ser tomada en cuenta, y la resistencia del
aire debe ser incluido. Sin embargo, este sistema se ha estudiado, Sanmartin

(1984), y el movimiento tedrico coincide con su movimiento actual.

3.2.2 El columpio

El primer ejemplo de resonancia parametrica en el que estamos familiarizados
es el de un nifio jugando al columpio en un patio. Una observacion cuidadosa
del nifio muestra que la amplitud del movimiento es aumentado por la flexién
ritmica y el enderezamiento del cuerpo del nifio con el efecto de que el centro
de masa se levanta mientras que el columpio pasa por su punto més bajo
y bajado cuando el columpio alcanza su punto mds alto. Una idea de este
movimiento se tiene tratando al columpio y al nifio como un péndulo vertical
con los cambios en el centro de masa que ocurren en los puntos mas altos
y mas bajos. La ventaja de esta aproximacién es que podemos entender el
movimiento sin resolver alguna ecuacién diferencial, aunque la conservacién
del momento angular y la enrgia son necesarias.

Durante cada cuarto de oscilacién, cuando la longitud L del péndulo es
constante, el columpio tiene comportamiento similar al péndulo vertical para

el cual la energia se obtiene mediante la siguiente ecuacion

E= %mngz ~mgLcos®,
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donde 8 es el dngulo entre ¢l columpio y la vertical hacia abajo. Supongamos
que €l sistema lo soltamos desde el reposo en un angulo 8 = a4 con longitud
L1, entonces la velocidad angular 6 = wy en el fondo, donde 8 = 0, se obtiene

usando la ecuacién de la energia

1 4
§L%wf = gL1(1 —cosay) o w? = i%seng(%)_

En el fondo la longitud cambia instantineamente de Ly a L, > Ly, v ya que
el cambio de velocidad es hacia el punto de soporte, el momento angular,
mL24, se conserva y después de cambiar la longitud del péndulo cambia la

velocidad angular, wy, que es mayor y dada por las ecuaciones

2

wal = ngz 0 Wy = Eé-w]_ > Wi (32)
: 2

La amplitud a5, en el siguiente cuarto de oscilacién puede relacionarse con

w4 usando de nuevo la ecuacién de energia

4
lL%w% —gly=—glocosay o w% = ) senz(g-z—).
2 Ly 2

Pero ya que w; y wo se relacionan por la ecuacén (3.2), podemos obtener la
relacidn entre las amplitudes sucesivas y las longitudes L, y L, la cual se da

por la ecuacion
L3 senQ(%—l) =L3 senz(%z). (3.3)

Cuando el columpio alcanza su amplitud méxima, ¢ = aq, su longitud regresa
instantdneamente a L;. De nuevo el momento angular se conserva, pero en
este punto en el columpio, la velocidad angular es cero, por tanto, permanece
sin cambiar. Asi, el columpio empieza la siguiente mitad de ciclo con longitud

L, pero con la amplitud mas larga as.
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Este procedimiento puede realizarse en cada columpio, por tanto después

de pasar sobre su punto mds bajo N veces tenemos, al fijar L; = Ly + h,

) sen(%).i

- Nh
O = (14 1) sen(5) = exp(S

sen( I oL,

Asf la amplitud crece ezponencialmente con N.

Después de un ntumero finito de oscilaciones el lado derecho de esta
ecuacién se hace més grande que uno y la teoria es invalida: esto pasa cuando
el sistema. tiene suficiente energia para que el columpio puede rotar airededor
del soporte. En la practica un columpio real no incrementa su amplitud tan
rapidamente ya que los cambios en la longitud ocurren mas gradualmente y
no precisamente en un punto éptimo.

En el ejemplo anterior, el movimiento con amplitud grande se produce
cambiando los pardmetros del sistema con una frecuencia doble que la fre-
cuencia natural del sistema. Esto es tipico, pero la frecuencia no tiene que
ser exactamente el doble que la frecuencia némtural, Wy, el sistema puede ser
excitada paramétricamente con una frecuencia cercana. Un problema impor—'
tante es determinar el intervalo de la frecuencia alrededor de 2wy, en el cual
ocurren resonancias. La exitacién paramétrica puede también ocurrir cerca

de las frecuencias 2wy/n para cualquier entero n.

3.3 Sistemas lineales de dimensién uno

Ahora consideraremos los sistemas lineales de pritmer orden, y cuales son

de mucha utilidad para estudiar sistemas mdas complicados. El sistema ho-
mogéneo de primer orden més general tiene la forma

dz

- = a(t)z, (3.4)
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donde a(t) es una funcién T-periédica del tiempo, a(t +T') = a(t), para todo

t. Esta ecuacidn puede ser resuelta por integracion directa,

o(0) = oy enp ( [ aleids) 55

pero es de mucho mejor usar métodos de solucion que pueden ser generaliza-
dos para sistemas de dimensién superior.

La linealidad de las ecuaciones y la periodicidad del coeficiente a(t) dan
‘restricciones acerca del posible tipo de solucién: si z(t) es una solucién en-

tonces la funcién y(t) = z(t + T) es también una solucién, ya que

dy _d _dz(t+T)

—$(t+T) = m

= =a(t + T)x(t + T) = a(t)y(t).

Por tanto, z(t + T) y z(t) satisfacen la misma ecuacién. Sin embargo, las
soluciones no son la misma funcién, pero ya que la ecuacidén diferencial es
de primer orden y lineal, existe solo una solucién linealmente independiente,

por lo tanto debemos tener
z(t +T) = cx(t), (3.6)
donde c es una constante independiente de t.

Problema 3.3.1

Muestre que para cualquier entero n,
z(to +nT) = c"z(t), (3.7)
y utilize la ecuacién (3.5) para deducir que

¢ = exp (/UT a(t)dt) .

Que propiedad de a(t) es requerida para que z(t) sea periédica?
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Demostracion.
Para resolver la primera parte del problema procederemos con el método de

inducién matematica sobre n

zt+T) = cx(t)

z(t+ (n-1T) = cz(t+ (n—2)T)

| t(t+nT) = cx(t+ (n—1T)

st +naT) = cz(t+ (n—2)T)

= A+ (n—3)T)
= ct{t+(n- 3)T)

= c"z(t)

Ahora resolveremos la segunda parte, para esto resolvamos la ecuacion dife-

rencial original

' = a(t)z(t)

utilizando el método de separacién de variables,

:E_(‘B - G:(t)dt,

integrando en ambos lados tenemos

2+ 1) = f a(s)ds = / alt)dt.
m(t) t 0
Aplicando la funcién exponencial en ambos lados, tenemos

In




3.4. SISTEMAS MULTIDIMENSIONALES PERIODICOS 63

Entonces, por la ecuacion (3.6) se tiene que ¢ = z(t + T')/z(t), por tanto

¢ = exp (/UTa(t)dt) .

Finalmente resolvamos la tercera parte. Sabemos que para que z(t) sea

periddica se tiene que cumplir que z(¢ + T) = z(t), entonces en este caso

L= e f Ta(t)dt)

|l = fTa(t)dt
0 = fTa(t)dt. -
0

¢ = 1, por tanto

3.4 Sistemas multidimensionales periddicos

La teoria general de sistemas lineales periddicos de n dimensiones es muy
similar a la teoria de sistemas de una dimensién presentada en la seccidén
anterior, pero es generalmente més dificil de aplicar ya que las soluciones de
la ecuacién de movimiento no puede ser normalmente expresada en términos
de integrales.

Consideremos la ecuacién lineal homogénea de orden n

WE — Ax, Al+T) =A@ varatodo (3:8)

donde A(t) es una matriz real, n x n, cuyos elementos son funciones T-

periodicas. Suponiendo que esta ecuacion tiene n soluciones linealmente in-

dependientes {x1(t), %2(t), ..., x,(t)}, podemos formar la matriz fundamental
I Tz vt Tim
Ty T o Ton
B(t) = 22

Tn1 Tpy - Tnn




N
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que satisface la ecuacién matricial

dd

= = AW®)2.

Los vectores y, () = xx(t+T') son también soluciones de la ecuacién diferen-

cial original, por lo que tenemos

pn dtxk(t +T) G T) At + Txe(t + T) )y,
Por tanto y,(t) debe ser una combinacién lineal de los x;(t), j = 1,2, ...,n,
esto es
vkt =Y xi(tes, (3.9)
i=1

para algunas constantes e;;. Estas nuevas soluciones pueden utilizarse para

formar la matriz fundamental ®(t + T'), y de (3.9) tenemos
®(t+T)=®(t)E,
donde I es una matriz con elementos ej;. Ya que
det(®(t + T)) = det(®(2)) det(E)

y det(®(t)) # 0, E es no singular. En el caso especial ®(0) = I la matriz E es
llamada la mairiz de monodromia de la ecuaci6n (3.8) y entonces £ = &®(T).
Los eigenvalores y eigenvectores de E son importantes. Si A es un eigen-

valor y a el eigenvector asociado, Fa = Aa, entonces la solucién
z{t) = ®(t)a tiene la propiedad z(t+T) = Az(t), para todo t.
Esto se sigue ya que

z(t+T) = ®(t+ T)a= ®(t)Ea,= A\®(t)a = Az(t), para todo t.
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Los eigenvalores de la matriz E son llamados los multiplicadores carac-
teristicos 0 numeros caracteristicos del sistema (3.8). Los eigenvalores de E
son independientes de la eleccion de la matriz fundamental por tanto son una
propiedad del sistema, no de cualquier solucién particular. Esto se sigue que
si las diferentes matrices fundamentales ®,(t) y ®2(t) dan lugar a las matri-
ces E, y E,, entonces, ya que Py(t) = ®1(£)C (ver Seccién de propiedades

generales de sistemas lineales), para alguna constante C, tenemos
(1 +T) = 3, (t + T)C = &, () E.C = ®:(t)C'E\C. = E; = CT'E\C.

Entonces E; y E, son similares y tienen los mismos eigenvalores.

Es conveniente escribir los eigenvalores en la forma
T
Ap=¢€ Pk’ e € C)

donde pi se hace tinico escogiendo su parte imaginaria si nos restringimos a

que satisfacer —1 < S(T},,) < 7, por tanto podemos escribir

1 .
Pk = Tln()\k) o T, =In|X|+darg(X), —m <arg(h) <,

donde In z es la rama principal del logaritmo natural. Los g son llamados
los exponentes caracteristicos.
Si E tiene n eigenvalores distintos, A, la ecuacién (3.8) tiene n soluciones

linealmente independientes, las cuales pueden ser escritas en la forma
zx(t) = pe(t)e™, (3.10)

donde pg(t) es una funcién vectorial periédica del tiempo. Esto se sigue ya,

que

pr(t +T) = z¢(t -+ T)e D) = 2, (t)e ' = pi(t), para todo t.
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-
Ahora verificamos la forma (3.10) de la solucién. Sea C; una matriz no

singular tal que C7*KC) = J tiene la forma canénica y hagamos
?,(t) = @G,
“R(t) = P@)C.
Entonces por el teorema de Floquet-Lyapunov, ® = P(t)e*¥, se tiene
®,(t) = Pi(t)e”, P(t+T)=Pift).

Una matriz fundamental es ®(t) = e*4. Sea J la forma canénica de A, dada
por la forma candnica de Jordan visto en el Capitulo 2, y supongamos que

P es una matriz constante no singular tal que
AP =PJ.

Entonces

-1 _
etA — 8f,PJP -— PetJP 11

y ya que J tiene la forma candnica de Jordan, los eigenvalores de K son py,

por lo tanto € tendr4 la forma

et.]g
o etJl
" = . 3
etJ,,
donde
etf1
tpo
€
etJo — ,
etpk
Y 2 1
.. AL
1 t 2! (‘.",'—12)‘.
1t T
{ri—2)!
6Ui = elPr+i
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De lo anterior se ve que X; = el y‘ por lo tanto mientras py no estd de-
terminada de manera tinica, su parte real si lo estd. De ®,(t) = P,(t)et’ se
sigue que las columnas de ®1(t), 2 (1), z2(t), . .., zx(f), las cuales forman un

conjunto de k soluciones linealmente independientes de (3.8), son de la forma

alt) = ep(t),

z(t) = e'”pg(t),

zi(t) = e p(t),

donde p1 (), pa(t), ..., pr(t) son las columnas periddicas de P;(t).
La ecuacién (3.10) muestra que el comportamiento a largo plazo de la

solucién zg es determinado solamente por la magnitud de py:

e Si|ps| > 1, zx(t) es no acotada cuando t — oo;
® Si |pk] < 1, entonces zx(t) —» 0 cuando t — oc;

o Si|pk| = 1, entonces z,(t) oscila entre dos cotas finitas para todo £, sin

embargo, estas no son necesariamente periddicas.

Una solucién arbitraria serd una combinacién lineal de las zx(t), por tanto
su comportamiento a largo plazo también dependerd de las condiciones ini-
ciales. Pero si todas |px! > 1, entonces todas las soluciones serdn no acotadas.
Sitodas jpx| < 1, entonces todas las soluciones tienden a cero cuando ¢ — o©-
Si todas |px| = 1, entonces todas las soluciones seran acotadas para toda 2.

Ya que los valores de py son determinados por la matriz E = @(T)_lé(; -+
T), la cual depende solo de n soluciones linealmente independientes en el

intervalo (t,¢+7), veremos que los sistemas lineales periddicos son especiales
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por que el comportamiento a largo plazo de todas las soluciones depende solo
de ﬁn niimero finito de soluciones en un intervalo finito.

La matriz E es importante y puede ser calculada usando el resultado
O(t+T) = ®(¢)E. Integracién numérica de ¢ a t+ 1" con la condicién inicial
®(t) = I da E = ®(¢t+7"). Una traslacién en el tiempo es equivalente a formar
una nueva matriz fundamental, dando una matriz diferente F’, relativa a la
original por una tansformacién similar. Por lo tanto fijamos el valor inicial
de ¢ a cero y calculamos la matriz de monodromia.

Esta parte de la teoria es resumida y hecha mas precisa en el teorema de

Floquet-Lyapunov.

Si matriz A(t) es real, entonces P(t) y K son reales y
Pit+T)= PR

para alguna matriz real R que satisface B = I y la cual conmuta con la
matriz K, i.e. KR = RK. Si R = I, entonces P(t + T) = P(t), pero por
otro lado, P(t + 2T) = P(t).

Problema 3.4.1
Muestre que el matrizant ®(t) satisface ®(t + T} = (t)®(T).

Demostracion.

Sabemos que ®(t + T') = ®(t)E, donde E es la matriz con elementos e;;. Ya
que ®(t) es matrizant, cumple con ®(0) = I, entonces E = ®(T'), por tanto,
(t+T)=0)o(T). &

Problema 3.4.2
Si E tiene un eigenvalor A que es una m-ésima raiz de la unidad, A" =1 (m
es un entero positivo) con el eigenvector asociado a, muestre que la solucién

z(t) = ®(t)a tiene periodo mT.
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Demostracion.

Empecemos con, z(t) = ®(t)a, de aqui tenemos
z(t + mT) = @t + mT)a = Q(t)E™a = A"z(t) = z(¢).
Por lo tanto, z(t) es periédica y tiene periodo mI. W

Problema 3.4.3
Utilize la ecuacién (2.5) para mostrar que los multiplicadores caracteristicos

M del sistema satisfacen la relacién

Mg+ An = exp ( fo TTT(A(t)dt)) . (3.11)

Demostracion.

Recordemos lo que nos dice la ecnacién (2.5),

T A,

to

W(t) = W(ty)exp (

entonces aplicandola a nuestro problema nos queda, haciendo el cambio de

intervalo,

T
det(®(T)) = det(®(0)) exp (/0 Tr(A(t))dt) ,

y va que ®(0) = I, entonces ®(T") = F, por tanto

H,\k det(E —exp(/Tr ))dt). |
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3.5 Eigenvalores reales e idénticos

Consideremos el sistema lineal de segundo orden con coeficientes T-periédicos

% + al(t)% +ax(t)z =10, a(+T)=a(t), k=12, (3.12)

el cual es equivalente a la ecuacién matricial

%( 2)= a0 _.ﬁ(t))( y) ST

Estamos interesados solo en el caso especial donde la matriz E, (3.9),
tiene dos eigenvalores reales e idénticos, por tanto Tr(E)? = 4 det(E).
Si A es este eigenvalor, entonces existe una solucién para (3.12), que

satisface
z1(t +T) = Azi(t) para todo ¢ (3.14)

Sea x2(t) cualquier solucién de (3.12) la cual es linealmente independiente
de 71 (t). Ya que zo(t+ T) es también una solucién de (3.12), existen cons-

tantes ¢; v ¢ tal que
T2(t +T) = a1z, (t) + caz2(t). - - (315)
El valor de ¢; se encuentra evaluando el Wronskiano de las dos soluciones,
W(t) = z1(t)22(t) — £1(t)x2(t).

St sustituimos las ecuaciones (3.14) y (3.15) en la expresién equivalente para
W (i +T) obtenemos
W(t + T) = )\CgW(t).

Pero, la ecuacién (2.5) nos da

W(t+T) = W(t)exp ( /0 T’I‘r({l)dt) = W(t) exp (- /0 i al(t)dt) ,
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y por tanto
T
ACy = exp (—/ al(t)dt) : (3.16)
0

Abora construimos la matriz £ usando las dos soluciones linealmente

independientes con las condiciones iniciales
&0)=1, &@0)=0, &0)=0 &(0)=1

por tanto

_{ &) &) .
E‘(&m Mﬂ)’ (8.17)

y el multiplicador, A , satisface la ecuacion

A2 — (6(T) + &(T))A + exp (—/0. a1 (t)dt) =0. (3.18)

Pero nosotros habiamos supuesto que los eigenvalores son idénticos, por

tanto esta ecuacidn tiene una raiz doble, y por tanto
T
A% = exp (—[ al(t)dt) :
0
y entonces ¢; = A. Asf la ecuacién (3.15) se convierte
.'L‘g(t -+ T) = C1£C1(t) + Ail?z(t),

y existen dos casos a considerar.

Caso 1.
Si ¢1 = 0 tenemos zo(t +t) = Aza(t).

1°SiA=1, (det{E) =1 y Tr(E) = 2), ambas soluciones linealmente

independientes son T-periddicas.
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2° Si A= -1, (det(E) =1 y Tr(F) = -2}, ambas soluciones lineal-

mente independientes son 27-periddicas.

Esta situacién ocurre solo si la matriz E tiene dos eigenvectores lineal-

mente independientes, esto es si

G =&6T) =0 vy &T)= &(T).

Caso 2.
Si ¢; # 0 definimos las siguientes dos funciones,
n(t) =e "z (1), r=e7,

cit
TP (2)-

Vemos que py(t) es T-periédica. Ahora probaremos que p»(t) es también

pa(t) = e P my(t) —

T-periddica:

p(t+T) = P (crmy(t) + Aza(t)) — %(t +T)pa(t)

‘ i
= e, (t) - i’l—)\pl (t) = paft).
Ahora tenemos
ot Clt
To(t) = e ¢ po(t) + TP (t) ¢ (3.19)

Vemos que la amplitud de z5(t) crece linealmente con . Esta situacién ocurre
si la matriz E tiene solo un eigenvector.
Si det(E) = 1, la rafz doble de la ecuacién (2.6) es 1 y —1, entonces, en

ambos casos, el periodo de las soluciones periddicas es T si A = 1, (Tr(F) =

2),yes 2T si A= —1, (Tr(E) = —-2).



Capitulo 4

Ecuaciones de Hill y de
Mathieu

4.1 Ecuacion de Hill

La ecuacién de Hill puede ser escrita en la siguiente forma

T2 4 fatple)le =0, (@)

donde a es una constante y p(¢} una funcién de perfodo T'. Un caso especial
de esta ecuacién es si tomamos p(t) = 2¢cos(2t) y T = m, esta ecuacién es
la ecuacidn de Mathieu, la cual se verd en la siguiente seccién y es el tema
principal de este trabajo. Definiendo y = £ podemos escribir la ecuacidén de

Hill en la forma matricial estdndar

dr (51 0 1

=awn r=(8) 4=( slpy o) 42
Ya que Tr(A) = 0, la ecuacién W(t) = W(t;) exp ( fti Tr(A(s)ds)) muestra
que el det(®) = constante y por tanto det(F) = 1 y el producto de lose

eigenvalores es igual a uno. Los eigenvalores de E son dados por

N _Tr(E)A+1=0, = 2X=Tr(E)+/T(E)?~4. (4.3)
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Por tanto el comportamiento a largo plazo de las soluciones es determinado
principalmente por el tinico ndmero real Tr(E).
Consideremos dos soluciones independientes de {4.1) que satisfacen las

condiciones iniciales
m@) =1, 7(0)=0 n(0)=0 15(0)=1, (4.4)
por tanto ®(0) =1y
Tr(E) = m(T) + 172(T). (4.5)
Existen cinco casos diferentes segtin los valores de Tr(E).

(1) Tr(E) > 2. Los eigenvalores son positivos, diferentes, no iguales a +1

v satisfacen 0 < A; < 1 < A;. Los exponentes caracteristicos son £p,
donde
Tp=InA >0

y dos soluciones linealmente independientes son
L) =ePpi(t), &(t) =epa(t), (4.6)
donde pi(t) son funciones periédicas con periodo T

(2) Tr(E) = 2. Los eigenvalores son idénticos e iguales a 41, por tanto
p = 0. Ahora el comportamiento de las soluciones depende del niimero

de eigenvectores de E independientes:

(2a) la matriz E tiene dos eigenvectores linealmente independientes:

existen dos soluciones con perfodo T'y como en (4.6),
&(t) =pu(t), &(f) =pa(t),

donde p(t) son funciones T-periddicas.
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(2b) la matriz E tiene un eigenvector linealmente independiente: las

dos soluciones independientes de (4.1) son

L&) =p(t), &) =ip(t) + pa(2), (4.7)

donde pg(t) son funciones T-periddicas. La primera solucién es
acotada. La amplitud de la segunda solucién crece linealmente con
t, por tanto existen una sclucidn estable y una solucién inestable.
Un ejemplo de este comportamiento es mostrado en las Figuras

45y 4.6.

(3) |Tr(E)| < 2. Los eigenvalores de E son complejos y pueden escribirse
en la forma A = e*¥,0 < @ < 7, con exponentes caracteristicos Tp =

+icos}(Tr(E)/2). Ahora las dos soluciones independientes son

L) = e¥'py(t), &(t) = e #po(t), (4.8)

donde pg(t) son funciones T-periddicas. En este caso todas las solu-

ciones son acotadas para todo tiempo {.

(4) Tr(E) = —2. Los eigenvalores son idénticos e iguales a —1. De nuevo
el comportamiento de las soluciones depende de el nimero de eigenvec-

tores independientes de F:

(4a) la matriz E tiene dos eigenvectores linealmente independientes:
existen dos soluciones con periocdo 2T ya que Tp = in, v las dos

soluciones independientes son

G(t) =pi(t), &alt) = pa(2),

y ademads se cumplen las condiciones de periodicidad

LGE+T)=-&(1), &Et+T)=—&(1).
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(4b) la matriz E tiene solo un eigenvector linealmente independiente:

las dos soluciones independientes de (4.1) son

§i(t) = pi(t), &) = tpi(t) + palt), (4.9)

donde pi(t) son dos funciones de 2T -periddicas. La primera solu-
cién es acotada. La amplitud de la segunda solucién crece lineal-
mente con ¢, por tanto existe una solucién estable y una solucion
inestéble. Un ejemplo de este comportamiento se muestra en las

Figuras 4.3 y 4.4.

(5) Tr(E) < —2. Los eigenvalores son reales, negativos, diferentes y no
iguales a —1 y satisfacen Ay < —1 < A; < 0. Los exponentes carac-
teristicos son

Tp = %ln(—2A;) + im,

v las dos soluciones linealmente independientes son
&) = e pi(t), &) = e pa(t), (4.10)

con £ (t) decreciente y £»(t) creciente cuando ¢ — oo.

Esta clasificacién de estabilidad nos da la impresién de que existe una
fuerte distincién entre soluciones estables e inestables. Esto es verdad, pero
solo para tiempos largos, o formalmente ¢ — oo. Si observamos una solucidn
en un tiempo finito, la distincién no es tan clara, ya que las soluciones son
generalmente funciones diferenciables, suaves, continuas que dependen de los
pardmetros del sistema. Por ejemplo, si Tr(E) = —2, la amplitud de una
solucién crece linealmente con t: st Tr(F) = —2 + €2, la amplitud de esta

solucién también inicialmente crecerd con ¢ y puede (si ¢ es suficientemente




4.2. LA ECUACION DE MATHIEU 77

pequena) alcanzar un valor relativamente grande antes de decrecer. En gene-
ral, el tiempo en el cual es clara la distincién entre inestabilidad v estabilidad

de las soluciones es creciente cuando € decrece.

4.2 La ecuacion de Mathieu

Para ilustrar el comportamiento dicho anteriormente en la seccion de la

ecuacién de Hill, consideremos la ecuacién de Mathieu,

&z + (@ — 2gcos2t)z =0 (4.11)
dtz q M .

donde fijamos el pardmetro g, por ejemplo ¢ = 2 e investigando como las
soluciones dependen de pardmetro a calculando Tr(E).

La teoria de Sturm-Liouville muestra que para ¢ < t < 27 existen solu-
ciones m y 2% periddicas en valores discretos de a, los cuales dependen de g.
Estos valores son clasificadas de acuerdo a la convencidn ag(g) < bi(q) <
21(q) < ..., ¢ # 0, con a; siendo asociado con las soluciones pares y by las
soluciones impares. Aqui consideraremos las soluciones para otros valores
de a.

La figura 4.1 muestra la grifica de Tr(E) para —2 < a < 12, la cual fue
calculada utilizando Maple para integrar la ecuacion con condiciones iniciales

(4.4) de t =0 at =, el periodo de A(?).
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TrE}

Figura 4.1 Gréafica de Tr(E) para la ecuacién (4.11) con ¢ = 2

La forma general de Tr(F) mostrada en esta figura es tipica en este tipo
de problema: observamos la inclinacién fuerte del gradiente de Tr(E) para

a < 0. Para a grande la curva es casi tangente a las lineas Tr(E) = +2.

Los puntos donde Tr(E) = 2 dan los eigenvalores ag(g), {b2x(q), aox(g)},

k=1,2,..., correspondientes a las funciones de Mathieu de periodo 7 (ver

Capitulo 3), z = ceg(t, g), {se2x(¢, ¢), cear(t, @) }-

Los puntos donde Tr(E) = —2 dan los eigenvalores {byx11(q), ages1(q)},
k = 1,2,..., correspondientes a las funciones de Mathieu de periodo 2w

{sear+1(t, ¢}, ceart1 (2, q)}-

Notemos cuando a ~ 9.2 la grafica de Tr{F) parece ser tangencial a la
linea —2. La figura también muestra que si pardmetro a estd en el intervalo
by(g) < a < a,(g), las soluciones son inestables, en otro caso las soluciones
son estables. Estas caracteristicas son resumidas en las gréaficas de a.(q) y

b.(¢q) y mostradas en la siguiente figura:
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Figura 4.2. Regiones de estabilidad en el plano (g, a)

Las siguientes dos figuras muestran las dos soluciones independientes para
a = a1(2) = 2.379199881, donde Tr(E) = —2. La Figura 4.3 es la solucién
de perfodo 27 con las condiciones iniciales £(0) = 1, & (0) = 0. La Figura 4.4
es la solucién con las condiciones iniciales £(0) = 0, £(0) = 1, cuya amplitud

crece linealmente con ¢.
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Figura 4.3 Solucién 27 periédica Figura 4.4 Solucién no periédica
para a = a1{2) = 2.379199881 cor- para a = 2.379199881
respondiente a se; (¢, q)

0.5

n
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‘ u . L ] .
Las siguientes dos figuras muestran las dos soluciones independientes en

a = be(g) = 3.672232706, donde Tr(FE) = 2. La Figura 4.5 es la solucién de
periodo 7 con las condiciones iniciales £(0) = 0,£(0) = 1. La Figura 4.6 es la
solucién con las condiciones iniciales £(0) = 1,£(0) = 0, cuya amplitud crece

con t.
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Figura 4.5 Solucién w-periddica para Figura 4.6 Solucién no periédica
e = 3.672232706 correspondiente a para a = 3.672232706

8€2 (t:' q)

El calculo de ag, a1, az, by, by, y la realizacién de las graficas de las figuras
anteriores fueron hechas con Maple, es por eso que a continuacion, y como se
hard muy seguido en este trabajo, se presentan las funciones que se pueden
hacer en Maple para su realizacion.

with(LinearAlgebra) :
eql:=diff(x(t),t$2)+(a-2*g*cos (2*t) )*+x(t)=0:
xS:=rhg(dsolve(eql,x(t))): x8d:=diff(xS,t):
x1:=subs(t=0,x8): x2:=subs(t=0,z8d):
casol:=solve({x1=1,x2=0}): caso2:=solve({xi=0,x2=1});
phil:=gubs(casol,x8): phi2:=subs(caso2,x8):
Phi:=<<phil,phi2>} <diff(phil,t),diff(phi2,t)>>:
PhiPi:=subs(t=Pi,Phi): E:=unapply(Trace(PhiPi),q,a):
a0:=fsolve(evalf(E(2,a)=2),a=-2..-1);
al:=fsolve(evalf(E(2,a)=-2),a=2..3);
a2:=fgolve(evalf(E(2,a)=2),a=5..6);
bl:=fsolve(evalf(E(2,a)=-2),a=-1.5..-1);
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b2:=fsolve(evalf (E(2,a)=2),a=3..4);

11:=0: i2:=1: eql:={diff(x(t),t$2)+(a-2*q*cos(2*t))*x(t)=0}:

ICs:={x(0)=11,D(x) (0)=i2}: .

xSol:=unapply(rhs(dsolve(eql union ICs, x(t))),a,q,t):

plot(x801(b2,2,t),t=0..6%Pi,numpoints=200):

plot([E(2,a),2,-2],a=-2..12, -18..12,color=[blue,red,red],

thickness=[3,1, 1] ,numpoints=200):

for q from 0 by 2 to 20 do
fsolve(evalf(E(q,a)=2),a=-10..30) end do:

for q from 0 by 2 to 20 do
fsolve(evalf(E(g,a)=-2),a=-10..30) end do:

q:='q’: il:=1: 12:=0:

eq1:={diff(x(t),t$2)+(a-2*q*cos(2*t))*x(t)=0}:

ICs:={x(0)=1i1,D(x) (0)=i2}:

xS1:=unapply (rhs (dsolve(eql union ICs,x(t)))},a,q,t):

plot(xS1(al,2,t),t=0..30,numpoints=200)

plot(xSol(al,2,t),t=0..30,numpoints=200) :

plot (xS1(b2,2,t) ,t=0..16,numpoints=200):

afl = —1.513956885
al = 2.379199881
a2 := 5.172665133

b1 := —1.390676501
b2 = 3.672232706

4.3 La ecuacion de Mathieu amortiguada

Ahora consideraremos brevemente los efectos de agregar un término amor-

tiguado lineal pequefio a la ecuacién de Mathieu, la cual se convierte

2
%{;E + J/-Z—jt: + (6 —2gcos2t)z =0, »>0. (4.12)

Supongamos que v es pequefia. Cuando v = 0, se presenta el caso ante-

»
rior. Para g pequefias vemos de la Figura 4.2 que las regiones de inestabilidad
parten de los puntos a = n? en el gje de las a. El término amortiguado, vz,

reduce energia del sistema, por tanto el término amortiguado compite con el
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término que conduce resonancia. Entonces, esperamos que la presencia de
amortiguamiento haga que las areas asociadas con el movimiento inestable
disminuyan.

La ecuacién de Mathieu amortiguada tiene la forma canénica

£(2)-0( 5) 5 0 pigra ) 09

Asi, usando la ecuacién (2.5), vemos que el determinante de la matriz de
monodromia, E, es det(E) = e™" (ya que T = «). Fijando Tr(E) = 26, los

eigenvalores de E, los multiplicadores caracteristicos, son las soluciones de
MN—_204+e =0 = Ap=0LV0—em

La condicién de estabilidad es |AL| < 1, ¥y ya que ALA_ = ™" <1 vemos
que es posible que ambos multiplicadores ser reales y que las soluciones ser

estables.

4.3.1 Fronteras de estabilidad

Si @ > 0 entonces 0 < A_ < A, por tanto la frontera de estabilidad estd

dada por la condicién Ay =1, esto es,
1 _
G = 5(1 +e ")

Si # < 0 entonces A_ < A, < 0, por tanto la frontera de estabilidad esta

dada por la condicién A_ = —1, esto es,
1 — LT
=——(1+e").
2
De esto se sigue que la condicién de estabilidad es

ITr(E)| < 1+ 6"
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Si Tr(E) = 1+ e ¥ entonces Ay =1,y A. = e vy la teorfa general nos

muestra que dos soluciones independientes de (4.12) son

p(t), ¥y p-(B)e™,

donde p, (t) son funciones w-periddicas de t. Ejemplos de tales soluciones se
muestran en las Figuras 4.8 y 4.9.
Si Te(E) = —(1+e™") entonces A_ = —1y Ay = —e™"™ y dos soluciones

“independientes de (4.12) son

q- (t)y b Q+(t)8_Vtv
donde g4 (f) son funciones 27-periédicas de . Ejemplos de tales soluciones

se muestran en las Figura.s 410y 4.11.

4.3.2 Un ejemplo numérico

El efecto de amortignamiento es visto graficando Tr(E) como funcién de a,

para q y v fijos. Para ¢ =1y v = 0.2 tal grafica es mostrada a continuacién.

THE)

Figura 4.7 Gréfica de Tr(E) parag=1y v =0.2
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En este problema las fronteras entre las regiones estables e inestables son
|Tr(E)| = 1.533 y un buen estudio de la regién cercana al max{(|Tr(¥)i)

muestra que existen solo tres intersecciones:
a = —0.451679, —0.883037, 1.837843.
Asi, para ¢ = 1 y v = 0.2 las Unicas regiones inestables son:
a< —0452 y —0.0883 <a < 1.838.

Si conocemos los valores de o en los cuales Tr(E) = 1+ ™", nos permite
calcular las dos soluciones p,(t) y e *"p_(t) usando los eigenvalores de FE
para definir las condiciones iniciales. Para el caso mostrado en la Figura 4.7,

con a = —0.4517 donde Tr(E) = 1+ ™", tenemos

B 0.6601 0.0404 o = 0.1178 o = —0.3037
- 1.067 0.8734 /° ~Ft 0.9930 - 0.9528 ’
con Ay =1y A_ =0.5335. Por tanto las condiciones iniciales
(2(0),2(0)" = ey, (2(0),2(0))" =e-

nos dan una funcién #-periédica p,(t) y una funcién exponencialmente de-
creciente e *p_(t). A continuacién se muestra las gréficas de estas dos fun-

ciones.
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Figura 4.8 Gréifica de una Figura 4.9 Grifica de una
solucién m-periédica py(t) para solucién  decreciente e~ p_(t)
a = —.4516794757 para a = —.4516794757

En la frontera Tr(E) = —(1 + €“"), una solucién es ¢ = 1.8378 y aqui

tenemos
B = —0.6568 —0.0385 6 — 0.1115 oL = 0.2980

—\ —1.0992 -—0.8767 /° T \ 0.9938 T 09546 )
donde A_ = —1y A, = —0.5335. Las graficas de estas dos soluciones son

mostradas en las siguientes dos figuras.
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Figura 4.10 Gréafica de wuna Figura 4.11 Gréafica de una solucién
solucién 2m-periédica ¢..(¢) para decreciente e “'q,(f) para a =
a = 1.837843088 1.837843088
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Los resultados se pueden obtener utilizando el sistema Maple, como se

muestra mediante el cédigo presente a continuacion.

with(LinearAlgebra): with{(plots):
eql:=diff(x(t),t$2)+a*x(t)-2*x(t)*g*cos(2*t)+nu*diff (x(t),%):
x5 :=rhs(dsolve(eql,x(t))}: xSd:=diff(x5,t):
x1:=subs(t=0,x8): x2:=subs(t=0,x8d):
casol:=solve({x1=1,x2=0},{_C1,_C2}):
caso2:=solve({x1=0,x2=1},{_C1,_C2}):
phii:=subs(casol,x8): phi2:=subs(caso02,x85):
Phi:=<<phil,phi2>|<diff(phil,t),diff (phi2,t)>>:
PhiPi:=subs(t=Pi,Phi):
E:=unapply(Trace(PhiPi) ,q,a,nu):
c0:=evalf(subs{nu=0.2,1+exp(-nu*Pi))):
a0:=fsolve(evalf(E(1,a,0.2)=c0),a=-1..0}:
al:=fsolve(evalf(E(1,a,0.2)=-c0),a=-0.5..0):
a2:=fsolve{evalf(E(1,a,0.2}=-¢c0),a=1..2):
El:=evalf (subs(a=a0,g=1,nu=0.2,PhiPi)):
E2:=evalf(subs(a=al,q=1,0u=0.2,PhiPi)):
plot([E(1,a,0.2),c0,-c0],a=-1..20,-5..5,
color=[blue,red,red] ,thickness=[3,1,1]1):
(vi,el) :=Eigenvectors(El): simplify(vi): Ii:=simplify(el):
(v2,e2) :=Eigenvectors(E2): simplify(v2): I2:=simplify(e2):
ICs1:={x(0)=T1[1,1],D(x)(0)=I1[2,1]}:
xSol :=unapply (rhs(dsolve({eql} union ICsi,x(t))),a,q,nu,t):
plot(xS0l1(a0,1,0.2,t),t=0..25):
I1Cs2:={x(0)=I1[1,2],D(x)(0)=I1[2,2]1}:
xSolQ:=unapp1y(exp(-nu*t)*rhs(déolve({eqi} union ICs2,x(t))),
a,q,nu,t):
plot(x5012(a0,1,0.2,t);t=0..25}:
ICs3:={x(0)=I2[1,1],D(x)(0)=I2[2,1]}:
xS0l3:=unapply(rhs(dsolve({eql} union ICs3,x(t))),a,q,nu,t):
plot(x8013(a2,1,0.2,t),t=0..25):
ICs4:={x(0)=12[1,2],D(x}(0)=I2[2,2]}:
xSol4 :=unapply (exp (—nu*t)*rhs(dsolve({eql} union ICs4,x(t))),
a,q,nu,t):
plot{xS0l4(a2,1,0.2,t),t=0..25):
G1:=plot(E(2,a,0),a=-2..10,color=blue):
G2:=plot(E(2,a,0.1),a=-2..10,color=green):
G3:=plot(E(2,a,0.2),a=-2..10,color=red):
G4:=plot(E(2,a,0.3),a=-2..10,color=magenta):
G5:=plot(E(2,a,0.4) ,a=-2..10,color=orange):
display({G1,G2,G3,G4,G5}): .
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Las gréficas que resultan de las funciones ya fueron mostradas en las

Figuras 4.7-4.11.

4.4 Soluciones analiticas aproximadas

En ésta seccién consideramos la construccion de soluciones analiticas aproxi-
madas periédicas de la ecuacién de Mathieu amortiguada mediante la teoria
de perturbaciones.

Encontrar las expansiones usando la teorfa de perturbaciones para solu-
clones periddicas en la presencia de amortiguamiento es mas complicado que

cuando no hay amortiguamiento, exceptosia =~ 00 a = 1.

441 Elcaso: aqp=1, Ag=1, a1 =+/1—- (2

Sabemos que el andlisis necesario para obtener soluciones por medio de la
teoria de perturbaciones es algebraicamente laborioso, por tanto en esta
seccidn describimos los primeros términos de las expansiones para casos par-
ticulares.

Los célculos completos se pueden hacer usando métodos de dlgebra com-
putacional (por ejemplo, con los sistemas Maple, Mathematica, Derive, Re-
duce, MuPAD, Mazima, entre otros). Particularmente, utilizamos el sistema
Maple.

Si suponemos que v y ¢ son pequefias e inicialmente fijamos

v =pq

para derivar una expansion respecto al pardmetro q.

La ecuacidén es conveniente escribirla en la forma,

d’z dz
— = 2t — p— = uq.
7z +a(g)z=¢ (2:{; cos Judt) , V=g
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Ahora escribiremos z{t) y a(g) como una serie de potencias en g,
z(t) = =zo(t) +m(t)g+za(t)e’ + -+,
alg) = ao+mg+ag®+---,

para obtener ¢l conjunto infinito de ecuaciones:

d’z

dt20 + gy = 0,

d?z, dzg

—_— = — 2 2t — p—o,

pTs] + agT a1xg + 2y cos pr

d2.'132 d.'El

di? + Qoo = —G2%p— 01X + 2.‘1’)1 cos 2t — ,U.'—d"t-',
d’z = ATp—
dt; + oL, = -— E QpTn_k + 2Tp_1 €082t — 1 ;t 1

k=1
Este método puede usarse si ag = 0 0 ay = 1 pero falla si ag > 2 (ver
| discusiones m4s adelante). En este andlisis de teorfa de perturbaciones con-

sideraremos el caso n = 1, y por tanto encontraremos una aproximacioén para

‘; q-(t), la solucién 2w-periddica.

La solucién de la ecuacién para zo(t) es
zo(t) = Agcost + Bysent,

donde Aq(t), Bo(t) son constantes que es necesario determinar. Sustituyen-

do la ecuacién anterior en al laso derecho de la ecuacion para x; tenemos,

después de algunas simplificaciones,
d2IL'1

—p TO= [Ao(1 ~ a1) — pBolcost + [By(l + a1) — pAg]sent

+Agcos 3t + Bysen 3t.  (4.14)

Esta ecuacién tiene soluciones periddicas solo si los coeficientes de cost y

sent son cero:

Ao(]. — al) — uBy =0, Bo(l T+ al) — Ay = 0. (415)
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En el limite no amortiguado, es el caso p = 0, las ecuaciénes (4.15) tienen

dos soluciones:

(i) a=-1, Ay=0-— z=DBpsent nosllevan a ses(q,?),

(i) a1 =1, By =0 — z=Apcost nosllevan a ce(qg,t),
donde Ay v By son elegidos para satisfacer condiciones apropiadas de nor-
malizacion.
Si > 0 las ecuaciones homogéneas (4.15) tienen una tinica solucién solo

si el determinante de los coeficientes es cero, esto es si
al =1- 17, (4.16)

que nos lleva a dos soluciones

(1) ay = —ﬁﬁ; AO = ,U)Bo/(]. + \/1__?)7
(i) ar=+1-p%  Bo=pA/(l+1-p3).

Ya que ao = 1 la ecuacién (4.16) nos da, en términos de la variable original

v = g, las siguienties expresiones:

a=1x+g2—12 o ¢—(a—-1)7 =17 (4.17)

las cuales son la ecuacién de una hipérbola en el plano (g, a), esto es mostrado
en la Figura 4.12, la cual también muestra la region donde son inestables las
soluciones. Las asintotas de esta hipérbola, a = 1 & g, son las fronteras entre

las regiones estables e inestables en el limite no amortiguado, v = 0,
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b
3
e
a

Figura 4.12 Una rama de la hipérbola (a — 1)? = ¢ — v

with(plots): mnu := 2:

implicitplot([a=1+q, a=1-q, (a-1)"2=q"2-nu~2],
q=0..10, a=-10..10, color=[red, red,blug] .
numpoints=3000) ;

Este analisis muestra que si 0 < ¢ < v y @ = 1 todas las soluciones son
estables, asi para ¢ pequenas, las soluciones que son inestables cuando v = 0
llegan a ser estables cuando v > 0.

Ahora regresamos a la derivacién de la expansién del problema. Las
inicas soluciones son obtenidas fijando el coeficiente del cost o del sent.
La solucién que reduce a se;(f,q) cuando v = 0 se obtiene dejando fijos

—m, By = 1 y garantizdndose que no existe el término sent en
z(t), £ > 1. Similarmente, la solucién que reduce a cei(t,g) cuando v = 0
se obtiene dejando fijo a; = m, Ap = 1 y garantizandose que no existe
el término de cost en zx(t), k > 1.

En el siguiente problema encontraremos la segunda solucién fijando Ay =

1ya =+/1— p? La ecuacién (4.14) para z;(t) ahora se convierte en

d%x, 7
3t+ B ., By= ——tem—
Y + 71 = cos 3t -+ By sen 3¢ b T+ S
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teniendo como solucidén

1 B
z1(t) = “3 cos 3t — ?(lsen?)t + B;sent

91

para alguna contante B;. Si sustituimos esta solucién en Ia ecuacién para

24(t), igualando los coeficientes de cost y sent a cero obtenemos las ecua-

ciones para a, ¥ Bq, cuyas soluciones son
B1 = 0, e = ——,

Ahora la ecuacién para z»(t) se convierte

d2
dit? 8

La solucidon de esta ecuacidn es

Y 1
—{ay +3uBy) cos 3t + 3 (a1 By — 3p) sen 3t — %(cos 5t — By sen 5t).

1 1
zo(t) = Basent — —{ay + 3uBy) cos 3t — — (a3 By — 3u) sen 3t

64

1
+1_9§(COS 5t + By sen 5t).

64

Si sustituimos esta solucién en la ecuacién para z; y factorizando los coe-

ficientes de cost y sent obtenemos las ecuaciones para B; y a3 dando las

soluciones

3p 1+ 2u?

B — e
P A= 2+ 12 64,/1 — 12

Por tanto, para O(g®) tenemos

1+ 2u?
y=1+ \/l—u————qs + O0(g*),
g W (¢*)

y para O(q) se tiene

sent
z(t) = cost + —L

q 2
—_——— - = | 053 ————== ] + O . {4.19
1+ 4/1—p2 8( 1+ 1—;;,2) (7). (4.19)
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En el caso p = 0, estas series reducen a las series para a;(g) y ce,{¢,q). Para
los valores presentados en la Figura 4.10, ¢ = 1, p = v = 0.2, la primera
serie nos da afg) = 1.8376 que coincide con el valor exacto de 1.8378, v la
solucién por medio de la teorfa de perturbaciones es (para el O(g?)) con la

condici6n inicial, z(0) = 1, es
z(t) = cost + 0.1010205144 sen t — 0.01262756430 sen 3t — 0.125cos 3¢ + - - -

Graficando la solucién exacta y la aproximada se ve que son casi indistin-

guibles.

442 Elcaso: aqg=1, By=1, a1 = —/1 — p?

Ahora encontramos la solucién analitica aproximada para el otro caso.

Problema 4.4.1

Muestre que la otra solucién para ay = 1, esto es,

Bo=1 a=—VITH A=

+ /1 — p?

es

2 1420
a=1-qy1- 2”%+;§IZTL2+O(‘I4)’
V1-p

t t
z(1) =sent+ —bomt 1 sen3t+~——-&ﬂ +O(g%).
1++/1—p2 8 14 4/1— p?

Para el caso ¢ = 1,v = 0.2, muestre que la primera serie da el valor a =~
—0.08757 e incluyendo el término de segundo orden en la serie para z(t) da

la serie

z(t) = sent + 0.1010205144 cos t
—0.1087436218 sen 3¢ + 0.02045600984 cos 3t

+0.005208333333 sen 5t + .0005261485125 cos 5t +- - - -
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Usando el valor de a y la solucién aproximada anteriores para definir las

condiciones iniciales, haga una comparacién grafica con la solucién exacta.
Solucién.

Para resolver este problema daremos una serie de funciones en Maple , las
cuales (algunas) vendrdn con su respuesta. Las funciones son las signientes:

with(LinearAlgebra): a0:=1: nu:=mu*q;

eql:=Diff(x,t$2)+a*x—q*(2*x*cos(2*t)—mﬁ*(Diff(x,t)));

setsubl:={x=sum(’x| |i*q~i’,?i7=0..3) ,a=sum(’a||i*q~1i’,’i’=0..3),
Diff(x,t$2)=sum(’Diff(x|{i,t$2)*q"1’,’1°=0..3),
Diff(x,t)=sum(’Diff(x||i,t)*q"i’,’i’'=0..3)}:

setsub2:={x0=x0(t),x1=x1(t) ,x2=x2(t) ,x3=x3(t) }:

setsub3:={x0(t)=x0,x1(t)=x1,x2(t)=x2,x3(t)=x3}:

listl:=convert ({sin(n*t)$n=1..9} union {cos(n*t)$n=1..9},1ist);

eq2:=collect (expand (subs(setsubl,eql)),q);

C01:=coeff(eq2,q,0); Cl1l:=combine(coeff(eq2,q,1));

C21:=combine(coeff(eq2,q,2)); C31i:=combine(coeff{eq2,q,3)};

Eql1l:=rhs(dsolve(subs(setsub2,C01),x0(t)));

Eql2:=sort(subs({_Ci=B0,_C2=A0},Eql1));

Eq21:=combine(subs ({Diff(x0,t)=diff(Eq12,t),x0=Eqi2},C11)):

Eq22:=collect (Eq21, listl);

sysl:=[coeff (Eq22,cos(t))=0,coeff (Eq22,sin{t})=0]:

casol:=golve(subs(mu=0,sysi),{B0,al}):

caso2:=solve(subs(mu=0,s8ys1),{40,a1}):

{x=subs (casol,Eql2) ,x=subs(caso2,Eql2)}:

(A,B) :=GenerateMatrix(sys1,{A0,BO}):

SolA:=solve(Determinant (A)=0,al):

SolA[2]: sysili:=evala(subs{al=SolA[2],sysl)):

SolA[1]: sys12:=evala(subs(ail=SolA[1],sys1)):

dl:=solve(op(l,sysil),{A0}): d2:=solve(op(2,s8ysi2),{B0O}):

dil:=subs(B0=1,a1=501A[1],d1); d21:=subs(A0=1,al=S01A[2],d2);

setsubd:= ai=S0c1A[2], BO=1, dii;

Eg23:=subs(setsub4,Eq22);

Eg24:=map{(normal,collect(Eq23,1ist1));

Eq25:=subs(1+sqrt{1-mu"2)=mu/A0,Eq24) ;

Eq26:=rhs(dsolve(subs(setsub2,Eq25) ,x1(t)));

Eq27:=subs({_C2=0, _C1=A1},Eq26);

Eq28:=combine(subs ({Diff(x1,t)=diff(Eq27,t),

x1=Eq27,x0=Eq12},C21));
Eq29:=collect(Eq28,1list1);




L]

sys2:=[coeff(Eq29,cos(t))=0,coeff (Eq29,sin(t))=0];

sys21:=subs(BO=1,solve(sys2,{A1,a2}));

Eq30:=subs(sys21,Eq27);

Eq31:=subs (sys21,B0=1,Eq29);

Eg32:=collect (Eq31,1listl);

Eq33:=rhs(combine (dsolve (subs (setsub2,Eq32), x2(t)))),

Eg34:=collect(Eq33,list1);

Eq35:= subs{({_C2=0,_C1=A2},Eq34);

Eg36:=combine (subs ({Diff (x2,t)=diff (Eq35,t),x2=Eq35,
x1=Eq27 ,x0=Eq12},C31));

Eq37:=collect(Eq36,listl);

sys3:=[coeff(Eq37,cos(t))=0,coeff(Eq37,sin(t))=0];

sys31:=solve(sys3,{a3,A2});

8ys32:=normal (subs(sys21,setsubd,sys31));

Xi=sum(’x || i*q~i’ , ’i’=0..2);

A:=sum(’a || i*q"i? , ’i’=0..3);

Al:=subs(al=1,a1=801A[2],sys21,sys32,4);

A2:=subs(setsub4,Al);

A3:=sort{evalf (subs(gq=1,mu=0.2,42)));

X1:=subs (x0=Eql2,x1=Eq27,x2=Eq35, X);

X2:=unapply(subs(setsub4, sys21,sys32,%1),q,m,t);

evalf(X2(1,0.2,t)); evalf(X2(1,0.2,0));

XXS:=rhs (dsolve (subs (x=x(t},eql) ,x(t)));

XXSD:=diff (XXS,t) ; XX1:=subs(t=0,XXS) ; XX2:=subs (t=0,XISD);

casol:=solve ({XX1=1,%X2=01); caso2:=so0lve ({XX1=0,XX2=1});

Phil:=subs(casol,XX8); Phi2:=subs(casoc2,XXS);

Phi:=< <Phil,Phi2>|<diff(Phil,t),diff(Phi2,t)>>;

PhiPi:=gubs(t=Pi,Phi);

E:=unapply(Trace(PhiPi),q,a mu),
a0l:=fsolve(evalf(E{(1,a,0.2)=-1.5633),a=-0.5..0);
ICs:={x(0)=0,D{x) (0)=1};

XSOL:=unapply(rhs(dscive ({subs(x=x(t),eql)} union ICs,x(t))),
a,q,mu,t); XS0L(a,q,mu,t);

evalf (XS0L{al1, 1, 0.2, t)); evalf(XS0L{al1, 1, 0.2, O));

plot (XSOL(a01, 1, 0.2, t),t=0..10,color=blue,thickness=2);

plot(X2(1, 0.2, t),t=0..10,color=red,thickness=1);

plot ([XS0L(a01, 1, 0.2, t),X2(1, 0.2, t)]1,t=0..10,
color=[blue,red], thickness=[2,11)
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Al el ST Ee CV1-pp®+20° + 12+ 1) ¢
=1-1-p2qg— - —
8 64 (=1 — /1= 12 + p?)

A8 = —0.08757292235

X2 :=(q, p, t) ~» sin{t) + 1_:0\8/(:)_5__ 1 sln(3 ) — “é“ ] f_cosf—*-—l(gj) Yg+(
1
)sin(3t) + - sin(5¢)

64 Vi +641 ,/—““1_”2 192
1 1—-p?u 3 1 peos(5?) 2
Flog ———=—= — cos(3t) + —¢
(641+,/—*‘_1__M2 5a M) cos(3t) 1021+ /it
sin(t) 4 0.1010205144 cos() — 0.1087436218 sin(3. £) — 0.02045600984 cos(3. )

+ 0.005208333333 sin(5. t) + 0.0005261485125 cos(5. ¢)
0.08109065307
a0l = —0.08838481685

Las siguientes graficas corresponden a la solucién exacta y aproximada.

) 0s / fr / "!\
l y

. R

Figura 4.13 Solucién exacta Figura 4.14 Solucién aproximada,

La siguiente figura es las dos gréficas anteriores juntas.
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0.59 I/

Figura 4.15 Grafica comparativa entre la solucién aproximada y la exacta

4.4.3 El caso: g =0

Ahora encontramos la solucién analitica aproximada para el caso ay = 0.

Problema 4.4.2
Si ag = 0, muestre que

2 4 6
- L (T a) T (28 1,
an(q, ) = 2+8( +u) 32(72+64u +

g (68687 7685 , 1023

oo 4 6 10
128 \ 147456 © 2592" " 256 ¥ +“)+O(q ),

donde v = ugq, y que la solucién asociada es
- g '
z(t) = 1-— 5 €08 2t + 3—2(005 4t + 8psen 2t)

3
q 7 9 1 3u 4
= || — 2t — — - — .
+8 [(16 +,u)cos t 144cosl’)t 16 sen4t| + O(g*)
Muestre también que para ¢ = 1, = 0.2, la expansién de orden 8 da
el valor aproximado aq = —0.4517. Notemos que el valor exacto de a es

—.4516794757.
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Solucion.

Tal como en el problema anterior, daremos unas funciones en Maple para
la solucién de este problema. Los funciones son:

with(LinearAlgebra): a0:=0: nu := mu*q:

eql := Diff(x,t$2)+a*x-q*(2*xxcos (2#t) -mu*(Diff(x,t))):

setsubl := {x = sum(’x {| i*q~i’, ’i’=0..8),
a=sum(’a |} i*q~i’, ’1’=0..8),
VDiff(x,t$2)=Sum(’Diff(x Il i, t$2)*q"1’, ’i’=0..8),
Diff(x,t)=sum(’Diff(x || i, t)*q~i’, 'i’=0..8)}:

setsub? = {’x || i= x {| i(t)?* § *i’=0..8};

setsubd := {'x |} i(t) = x |] i* $ ’i’=0..8};
setsub4 := {_Ci1=0, _C2=0};
setsubs := {’V |} i =v || i? ¢ ’i* = 2..16};

listl := convert({sin{n*t)%$n=1..20} union {cos{n*t)$n=1..20},1list);
eq2:= collect(expand(subs{setsubl, eql)),q):
for i from 0 to 9 do € || 1 || 1 := combine(coeff(eq2,q,i)); od;
Eqil rhs(dsolve(subs(setsub2, CO1), x0(t)));
Eqi2 sort(subs({_C1=0, _C2=1}, Eqil));
Eq21 := combine(subs({Diff(x0,t)=diff(Eql2,t), x0=Eql2}, C11));
Eq22 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq21), xi(t)));
Eg23 := sort(subs(setsub4, al=0, Eq22));
Eq24 := combine(subs({Diff(x1,t)=diff (Eq23,t),
x1=Eq23, x0=Eq12, al=0}, C21))};
Eq25 := collect(Eq24, listl);
Eq26 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq25), x2(t}});
Eq27 := collect(Eq26, listl);
aa? := a2 = solve(select(has, Eq27, a2), a2)};
Eq28 := factor(subs(setsub4, aa2, Eq27));
Eq29 := combine(subs({Diff(x2,t)=diff(Eq28,t),x2=Eq28,
x1=Eq23, x0=Eq12, ai1=0, aa2}, C31));
Eq30 := collect(Eq29, listl);
Eq31 := rhs{dsolve(subs(setsub2, Eq30), x3(t)))};
Eq32 := collect(collect(Eq31, listl), t);
Eq33 := collect(subs{{_C2=0, a3=0}, Eq32), listl);
CC1 := _Cl = solve(select(has, Eg33, _C1), _C1);
Eq34 := subs(CC1, Eq33);
Eq35 := combine(subs({Diff(x3,t)=diff (Eq34,t),x3=Eq34, x2=Eq28, =
x1=Eq23, x0=Eql2, al=0, aalZ, a3=0}, C41));
Eg36 := collect(Eq35, listl);
Eq37 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq36), x4(t)));
Eq38 := collect(collect(Eq37, listl), t);
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-

aad := a4 = solve(select(has, Eq38, a4), ad);

Eg39 := collect(subs(setsub4, aa4, Eq38), listl);

Eq40 := combine{subs{({Diff(x4,t)=diff(Eq39,t),x4=Eq39,x3=Eq34,

x2=Eq28,x1=Eq23, x0=Eql12, al=0, aa2, a3=0, aad}, C51));

Eg41l := collect(Eq40, listl)};

Eq42 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eqg4l), x5(t)));

Eg43 := collect(collect(Eg42, 1istl), t);

CC1 := _Ci = solve(select(has, Eq43, _C1), _Ci);

Eq44 := collect(factor(subs({CC1, _C2=0, ab=0}, Eq43)), listl);

Eg4b := combine(Subs({Diff(xE,t)=diff(Eq44,t),x5=Eq44, x4=Eq39,

x3=Eq34, x2~Eq28,x1=Eq23, x0=Eqi2,
al=0, aa2, a3=0, aa4, ab=0}, C61});

Eq46 := collect(Eq45, listl);

Eg47 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq46), x6(t)));

Eq48 := collect(collect(Eg47, listl), t);

aa6 := a6 = solve(select(has, Eq48, a6), ab);

Eg49 := collect(subs(setsub4, aa6, Eq48), listl);

Eq50 := combine (subs({Diff (x6,t)=diff(Eq49,t), x6=Eq49, x5=Eq44,
x4=Eq39, x3=Eq34, x2=Eq28, x1=Eq23, x0=Eq12,
al=0, aa2, a3=0, aad, ab=0, aab}, C71));

Egbl := map(factor, collect(Eq50, listl));

for i from 2 by 4 to 14 do v || i :=coeff(Eq51,cos(i*t)); od;

for i from 4 by 4 to 12 do v [| i :=coeff(EqB1,sin(i*t)); od;

Eg62 :=V2xcos(2%t)+ Va*gin(4*t)+V6*cos (6xt)+V8*sin(8*t)

+V10%cos (10%t)+V12%sin(12+t) +V1d*cos (14#t)
+remove(has, Eq51, [cos, sin]);

Egb3 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq52), x7(t)));

Eq54 := collect(factor(subs(setsub4, a7=0, Eg53)), listl);

Egb5 := subs(setsub5, Eq54);

Eqb6 := combine(subs({Diff(x7,t)=diff(Eqb5,t), x7=Eq55, x6=Eq49,
x5=Eq44, x4=Eq39, x3=Eq34, x2=Eq28, x1=Eq23, x0=Eqi2,

al=0, aa2, a3=0, aa4, ab=0, aab, a7=0}, C81));

Eg57 := collect(Eg56, 1listl);

for i from 2 by 4 to 14 do v || i := coeff(Egh6, sin(i*t)); od;

for i from 4 by 4 to 16 do v || 1 := coeff(Eq56, cos{i*t)); od;

EgB8 := V2*gin(2*t)+ V4*cos(4%t)+V6*sin(6+t)+V8*cos(8*t)
+V10*sin(10*t)+V12%cos(12*t)+V1d*3in(14*t) + V16*cos(16+*t)
+remove (has, Eq57, [cos, sin]l);

Eg59 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq58), x8(t)));

aa8 := aB = solve(select(has, Eq59, a8), a8);

Eq60 := subs(setsubb, Egb9);

Eg61 := collect(factor(subs(setsub4, aa8, Eg60)), listl);

X := sum(’x || i*q"i’, ’i’=0..8);
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A := sum{’a || ixq~i?, *i’=0..8);

Sal:= subs(aa8,aab,aad,aa?,ald=0,a1=0,a3=0,a5=0,a7=0, A);

Sxl:= subs(x0=Eql2,x1=Fq23,x2=Eq28,x3=Fq34,x4=Eq39,x5=Eq44,x6=Eq49,
x7=Eq55,x8=Eq61, X);

Sa2 := unapply(Sal, q, mu); Sa2(q, mu); Sa2{(1, 0.2);

XApr:=unapply(Sxl,q, mu, t); evalf(XApr(1,0.2,t));

Z0 := evalf(XApr(1,0.2,0));

XXS:=rhs(dsolve(subs{(x=x(t),eql) ,x(£))): XXSD:=diff (XXS,t):

X1 :=subs(t=0,XX8): XX2:=subs{t=0,XX5D):

casol:=solve({XX1=1,XX2=0}): caso2:=g0lve ({XX1=0,%X%X2=11):

Phil:=subs(casol,XX8): Phi2:=subs(caso02,XX5):
Phi:=< <Phil,Phi2>|<diff{Phil,t),diff{(Phi2,t)>>:
PhiPi:=subs(t=Pi,Phi}: E:=unapply(Trace(PhiPi),q,a,mu):

CO := evalf(subs(mu=0.2, g=1, lt+exp(-nu*Pi}));
AExt := fsolve(evalf(E(1, a, 0.2) =C0), a=-1 .. 0);
ICs:={x(0)=0.6, D{(x)(0)= 0};
XExt :=unapply(rhs(dsolve ({subs{(x=x(t) ,eql)}
union ICs,x(t})),a,q,mu,t): XExt{(a,q,mu,t):
evalf (XExt (AExt, 1, 0.2, t)); evalf(XExt(AExt, 1, 0.2, 0));
plot (XExt (AExt, 1, 0.2, t),t=0..10,color=blue,thickness=2);
plot (XApr(1, 0.2, tJ, t=0..10,color=red,thickness=1);
plot ([XExt{(AExt, 1, 0.2, t), XApr(i, 0.2, t)], t=0..10,
color=[blue,red] ,thickness=[2,1]);




100 CAPITULO 4. ECUACIONES DE HILL Y DE MATHIEU

1 1
S22 = (g, p, t) > 1 — §cos(2 g+ (Z wsin(2t) + Lcos(éht)) q*

7 1
2 cos(2t) + = g M cos(2t))

i
cos(61) + <= 13

3,1
123 32 M T 1152

1 s 2
—!—(*—R- sin(2t) p* — gi-z—p,sm(2 )+

+ (— 3 psin(4t) —

11 5
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2 2
e Ty 28 1 M s
TRk SRRy R T LTk
o 68687 7685 , 108 1 g 4
18874368 © 3a176 P T dares P 12t /9
—0.4505011262

1. — 0.01444209346 ¢ — 0.4505011262 cos(2. t) + 0.04690887237 sin(2. t)
— 0.003616174769 sin(4. £) + 0.00008303308265 sin(6. t)

— 0.2825701678 1075 sin(8. t) + 0.02760146639 cos(4. t)

— 0.0007544452412 cos (6. ) + 0.00001100234044 cos(8. t)
—0.1087352612 10 cos(10. £) 4+ 0.7111349223 10~ cos(12. ¢)
—0.4805615099 10~ cos(14. ) — 0.2307656371 1079 sin(12. 1)

— 0.4805615099 10~ ! sin(14. t) + 0.5786810981 10~ 7 sin(10. £)
a1 := —0.4516357651

A continuacién se presenta las graficas que corresponden a la solucién

exacta y aproximada, respectivamente.

0.8 | a8 /
VARV

D 2 H S 8 10 0 p: 1 [ 8 10

Figura 4.16 Solucién exacta Figura 4.17 Solucién aproximada

Como en el problema anterior, se presenta la grafica donde estén las dos

graficas anteriores juntas.
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Figura 4.18 Grafica comparativa entre la solucién aproximada y la exacta

4.4.4 Fl caso: gy =4

Ahora encontramos la solucién analitica aproximada para el caso ag = 4.

Problema 4.4.3

Aplique el método de perturbaciones descrito anteriormente con ay = 4 para
mostrar que si z,(t) sea periddica, nos da la ecuacién a? + ap? = 0. Deduzca
que este método de perturbaciones es invélido. Muestre més generalmente,

que un similar resultado se obtiene si ay = n?,n > 2.

Demostracién.
Ya que ag = 4, por el método de perturbaciones descrito anteriormente se

tiene la siguiente ecuacion:

con la solucidon

zo(t) = Apcos 2t + Bysen 2t
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y con la derivada

d.’EU (t)
dt

= —2Apsen 2t + 2By cos 2t.

La sustituimos en la siguiente ecuacién del método, como lo hicimos ante-
riormente, y nos da como resultado:

d2$ 1
dt?

+4z; = —ai1(Agcos2t+ Bysen2t) + 2(Aqcos 2t + By sen 2t) cos 2t

—u(—2Ap cos 2t + 2By sen 2t).

Mediante algunas simplificaciones llegamos a que:

+4z; = —(2uBy+ a;Ag)cos2t + (2uAy — a1 By) sen 2t

—Ap cos 4f + By sen 4t + Ay,

y como z1(t) es una funcién periddica, entonces tenemos el sistema de ecua-

clones
aflAD + 2“30 = 0:
QMAO — CL]BO =0.

Resolvemos el sistema anterior. Las ecuaciones son consistentes solo si el

determinante del sistema es cero, es decir,

det( g’; _2’;1 ) = —(a? + 4p2) = 0,

cuya Unica solucién es a; = 0 y p = 0, por tanto el método no funciona.
Ahora lo haremos en general, es decir, para ag = n?, con n > 2. Para

esto haremos exactamente lo mismo, matematicamente hablando, se tiene

primero la siguiente ecuacion:

con la solucion

zo(t) = Ap cosnt + Bysennt
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y con la derivada

dﬁ:o (t)
dt

= —nApsennt + nBycos nt.

La sustituimos en la siguiente ecuacién del método de perturbaciones, como
lo hicimos en el caso anterior, v nos da como resultado:

d2
——‘d:;l +4z; = —ay(Agcosnt + Bysennt) + 2(Ao cosnt 4+ By sennt) cos 2t

—u{—2Ay cosnt + 2By sennt),

igual que en el cago anterior, hacemos unas simplificaciones para llegar a que:

dle
dt?

+4x; = —(nuBy+ ayAp)cosnt + (nuAo — a1 Bp)sennt
— By sen(2t + nt) + Ag cos(—2t + nt) + Ap cos(2t + nt)

+ By sen(—2t + nt),

y como el problema dice, si z;(t) es una funcién periddica, entonces

a1 Ay + nuBy =0,
npAs — a1 By = 0.

Resolvemos el sistema anterior, y vemos que

a T .
det( n; s ) = —(a} + n’p’®) =0,

cuya unica solucién es a; = 0y p = 0, por tanto mostramos que el método

es invalido paran > 2. B

4.4.5 Método modificado: ay = 4

Ahora encontramos la solucién analitica aproximada para el caso ag = 4

modificando el método anterior.

Este 1ltimo problema muestra que una aplicacién de teoria de perturba-

ciones falla cuando n > 2, y el remedio es fijar x = v¢" cuando ay = n®.
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Por ejemplo, consideremos el caso n = 2, y buscamos una solucién que
reduce a cey(t, ¢) cuando p — 0. Empezaremos con la solucidn general para

.’L'D(t)Z
ag =4, xzo{t) = Apcos2t+ Bysen 2t

donde Ay y By son constantes que deben ser determinadas. Buscamos solu-
ciones para zx(t), k£ > 1, que no contengan un término cos 2¢. Si sustituimos

zo(t) en la ecuacidon para z;(t) encontraremos que la ecuacidn tiene una

solucién periddica solo si @, = 0 y entonces

Ay A B
z1(t) = TD — l—;cos4t+Bl sen 2t — Tgsen 4.

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién para z4(t) y fijando los coeficientes

de cos 2t y sen 2t a cero obtenemos las siguiente ecuaciones:

5 1
Ag (az — ﬁ) =+ 2,U.B0 =0, (ag - E) By — 2,U,Ao =0 (420)

para as vy Bg. Si p = 0 las unicas soluciones no triviales son a; = 5/12,
Ag =1, By=0ya, = —1/12, Ay = 0, By = 1, nos llevan a cey(t,q) y
ses(t, q), respectivamente. Si p > (0 podemos eliminar Ay y By para dar una
ecuacién relacionando a; con p. Si recordamos que a = 4 + a2¢% y v = pg?,

obtenemos la siguiente ecuacién para a(g):

5¢* g
2 42 4+ ) =0 ]
41° + (a 12) (a + 12 ) (4.21)

la cual es equivalente a la ecuacién (4.17). Cuando v = 0 esta ecuacién se

reduce a las dos curvas

2 2

q 54
I I =4+ 1 )
a=4 oL a + 13" (422)

correspondiendo a bo{q) ¥ a2(q¢), respectivamente. Cuando v > 0 la ecuacién

nos da la curva dibujada en la siguiente Figura 4.19, la cual también muestra
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las asintotas definidas en (4.22).

4.5

™~

Figura 4.19 La frontera entre soluciones estable e inestable, v = 0.03, a(g) ~ 4

with(plots): nu := 0.03:

implicitplot([a=4-q~2/12, a=4+5%q~2/12,
4xpu”2+(a-4-5%q~2/12)*{(a-4+q"2/12)],
g=0..5,a=3..5,color=[red,red,bluel,
numpoints=4000) ;

El punto de la gréfica de la ecﬁaci(’)n 4.21 més cercano al eje a se obtiene
haciendo dg/da = 0, lo que resulta en ¢ = +/8v. Para v pequefias la curva
esta més lejos del eje a que el punto equivalente cuando ag = 1 (ver la Figura
4.19).

Las ecuaciones (4.20) tienen las dos soluciones

2uA 1 1 '
By = HA0 ay = = +—+/1—64u?, (ces(t,q) cuando p=0),

0,2+%2', 6 4
2ub, 1 1

Ap = # oi’ a2:6+11/1—64,u2, (se2(t,q) cuando u = 0),
a2+12

las cuales son reales si 0 < p < % De aquf en adelante escogemos la primera

de estas soluciones y fijamos A; = 1.
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Por medio de teoria de perturbaciones, la solucién para z,(t) es

15(t) =

1 By
284 —(cos 6t + By sen 6t) + By sen 2t — T sen 4t,

donde B; y B, son contantes desconocidas. Sisustituimos z;(t) en la ecuacion

para z3(t) e igualando los coeficientes de cos 2t y sen 2t a cero obtenemos
Bl = {3 = 0.

Una solucién periédica para z3(f) se puede encontrar si sustituimos en la

ecuacion para z4(t), y obtenemos las siguientes dos ecuaciones lineales:

B 19a

I By  Bpay

“43"”(‘1”12) B2 = 35~ 2608 ~ Taz

Estas ecuaciones pueden resolverse y continuar el proceso. La serie obtenida

para alg) es
763 128
=4 (2 4 34/1 — 64u2) — — - 9.
a -1-12 +3 6442) q(13824+9,u+ )-i—O(q)

Notemos que el coeficiente de ¢* ha sido expandido en potencias de y para
simplificar la representacién y para mostrar que cuando p = 0, a{g) se vuelve

a encontrar. Los primeros tres términos de las solucién son

8 1 4t
z(t) cos 2t + —é—L sen 2t + ¢ (—- — 2 sen Qt)

4 12
17C — 576u° 2
2(C086t+—}£—sen6t+ (17C — 5761%) sen 2t )

384  48C 36[(1 — 32u2)C — 32u2]

donde C =1+ /1 — 64p2. ’
Tal como en los problemas anteriores, daremos funciones en Maple para

la solucién de este problema del método modificado. Los funciones son:
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with(LinearAlgebra): a0:=4: nu := muxq~2:
eql := Diff(x,t$2)+a*x—g* (2*x*cos(2*t)-mu*q*(Diff(x,t))):
setsubl := {x = sum(’x || ixq~i’, ’i’=0..4),

a=gum(’a || i*q"i’, ’i’=0..4), ;

Diff (x,t$2)=sum(’Diff(x |1 i, t$2)*q7i’, 'i’=0..4),

Diff{x,t)=sum(C’Diff(x I} i, t)*q i’, 'i’=0..4)}:
setsub2 := {x0=x0(t),x1=x1(¢),x2=x2(t), x3=x3(t), x4=x4(t)}:
setsub3 := {x0(t)=x0,x1(t)=x1,x2(t)=x2, x3(t)=x3, x4(t)=x4}:
listl:=convert({sin(n*t)$n=1..9} union {cos{(n*t)$n=1..98},1list);
eq2:= collect(expand(subs(setsubl, eql)),q):
C01 := combine(coeff(eq2, q, 0)); Cil := combine(coeff(eq2, g, 1));
€21 := combine(coeff(eq2, q, 2)); C31 := combine(coeff(eq2, q, 3));
C41 := combine(coeff(eq2, q, 4));
Eql1 rhs(dsolve{subs(setsub2, C01), x0(£)));
Eql2 sort (subs ({_C1=B0O, _C2=A0}, Eqll));
Eq2t := combine(subs({Diff (x0,t)=diff(Eql2,t), x0=Eq12}, Ci1));
Eq22 := collect(Eq21, listl); I
Eq23 := rhs(dsolve (subs(setsub2, Eq22), x1(t)));
Eg24 := collect(combine(Eg23), listl);
Eq25 := subs(ai=0, mu=0, _C1=0, _C2=B1, Eq24);
Eq27 := combine (subs({Diff(x1,t)=diff (Eq25,t),

Diff(x0,t)=diff (Eql2,t),x1=Eq25,x0=Eql12,a1=0},C21));
Eq28 := collect(Eq27, listl);
sysl := [coeff(Eq28, cos{2+#t)) = 0, coeff(Eq28, sin(2xt)) = 0];
(A,B):= GenerateMatrix(sys1i, {A0, BO});

SolA := solve(Determinant(A)=0, a2); g
setsub6 := SolA[1], BO=expand(solve(op(2,sysl), BO)), AO=1; L
setsub7 := SolA[2], AO=expand(solve(op(l,sysi), 40)), BO=1; é

AAD = AQ=solve(BO=2xmu*AQ/(a2+1/12), AQ); E

setsubd := a2=SolA[1], AO=1, AAO; {

setsubb := AO0=1, AAQ;

Eq29 := subs(setsubb, Eg28);

Eq30 := map(normal, collect(Eq29, listl});

Eq31 := rhs(dsolve(subs(setsub2, Eq30), x2(t)));

Eq32 := collect(combine(Eg31), listl);

Eq33 := subs{(al=0, _C1=0, _C2=B2, Eq32);

Eg34 := subs(coeff(Eq33,cos(2%t))=0,coeff(Eq33,sin(2*t))=B2,Eq33);

Eq35 := combine(subs({Diff (x1,t)=diff (Eq25,t),x2=Eq34,x1=Eq25,
x0=Eq12, ai=0}, C31));

Eq36 := collect(Eq35, listl);

sys2 := [coeff(Eq36, cos(2+t)) = 0, coeff(Eq36, sin(2%t)) = 0];

sys21:= solve(sys2, {a3, Bi});

Eq37 := subs(sys21, Eq34);
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Eg38 := combine(subs(Diff(x1,t)=diff(Eq25,t), x2=Eq37,
x1=Eq25, x0=Eq12, al=0, sys21, C31));
Eq39 := collect(Eq38, listl);
Eq40 := rhs(dsolve(subs{setsub2, Eq39), x3(t}));
Eg4l := collect(combine(subs(_C1=0, _C2=B2, Eq40)), listl);
Eg42 := combine(subs(Diff(x2,t)=diff(Eq37,t),x3=Eq4i,
x2=Eq37,x1=Eq25, x0=Eql2, al=0, sys21, AO0=1, C41}};
Eg43 := collect(Eq42, listl);
sys3 := [coeff(Eq43, cos(2%t)) = 0, coeff(Eq43, sin(2*t)) = 0I;
sys31 := solve(sys3, {a4, B2});
sys32 := subs(BO=2xmu*AQ/(a2+1/12), a2=S501A[1], AO=1, sys31); .
sys33 := normal(sys32);
Eg44 := subs(sys33, A0=1, a2=SolA[l1], Eq4l);
aad := ad4= geries(rhs(op(2, sys33)), mu = 0, 8);
A :=sum(’a || ixg~i?, ’i’'=0..4);
Al := convert(subs(a0=4, al=0, a2=SolA[1], a3=0, aa4, A),polynom);
X := sum(’x || i*gq~i’, *i’=0..3);
X1 := subs(x0=Eql12, x1=Eq25, x2=Eq37, x3=Eq44, X);
X2 := subs(BO=2+mu*A0/(a2+1/12), AO=1, B1=0, op(l, sys33), X1);
X3 := subs(sys33, a2=SolA[1], a3=0, aad, X2);
X4 := unapply(X3, g, mu, t);
X4(1, 0.1, t);
Z0 := X4(1, 0.1, 0);
A2 := sort(evalf(subs{g=1, mu=0.1, A1}));
€0 := evalf(subs(mu=0.1, g=1, 1+exp{(-nu*Pi)));
¥XS := rhs(dsolve(subs{(x=x(t),eql), x(t)));
XXSD := diff(XXS, t);

XX1 := subs(t = 0, XX8);

¥X2 := subs(t = 0, XXSD);
casol ;= solve({XX1 = 1, XX2 = 0});
caso2 := solve({XX1 =0, X2 = 1});
Phit := subs(casol, XX8);
Phi2 := subs(caso2, XXS);

Phi := < <Phil, Phi2> | <diff(Phil, t), diff(Phi2, t)>>;
PhiPi:= subs(t=Pi, Phi);
E := unapply(Trace(PhiPi), g, a, mu);
a0l := fsolve(evalf(E(1, a, 0.1) = C0), a=4 .. B);
ICs := {x(0) = 1.5, D(x)(0) = 0};
XSOL := unapply(rhs(dsolve({subs{x=x(t),eql)} union
ICs, x(t))), a, q, mu, t);
X80L(a,q,mu,t);
evalf(X80L(a01, 1, .1, t)); evalf(XS0L(a01, 1, .1, 0));
plot (XS0L(a01,1,0.1,%), £=0..10, color=blue, thickness=2);



110 CAPITULO 4. ECUACIONES DE HILL Y DE MATHIEU

-
plot(X4(1, 0.1, t), t=0..10, color=red, thickness=1);

plot([XSOL(a01,1,0.1,t), X4(1, 0.1, )1, t=0..10,
color=[blue, red], thickness=[2, 1]);

A continuacién se presenta las graficas que corresponden a la solucién

exacta y aproximada, respectivamente.

154%
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Figura 4.20 Solucién exacta . Figura 4.21 Solucién aproximada

Como en el problema anterior, se presenta la grafica donde estan las dos

graficas anteriores juntas.
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Figura 4.22 Grafica comparativa entre la solucién aproximada y la exacta

4.5 Funciones de Mathieu

Las funciones de Mathieu son la soluciones - y 27-periddicas de la ecuacién

de Mathieu
2

ZTZ: + (a — 2gcos 2t)z = 0, (4.23)
donde a y g son constantes. Este es un sistema de Sturm-Liouville con
condiciones a la frontera periédicas y las soluciones existen solo para valores
particulares del eigenvalor a, el cual depende de ¢q. En este trabajo conside-
raremos solo soluciones periédicas. La gran diferencia entre la ecuacion de
Mathieu y otras ecuaciones que definen funciones especiales es que el coefi-

ciente de z es una funcién periddica de la variable independiente. Por tanto

este es el caso mas simple de la ecuacién mas general
d*z

— 4+ {a +p(t))z =0, 4.24
o+ (e + () (424

donde p(¢) es una funcién periédica de t. Esta ecuacién es llamada la ecuacién

de Hill, en honor al astrénomo americano quien derivé este tipo de ecuacidén

en su investigacidn de la estabilidad del movimiento lunar.

L4
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Las soluciones periddicas de la ecuacién de Mathieu fueron discutidas
primero por Mathieu en el contexto de las vibraciones de una membrana
eliptica (ver Capitulo 1). Entonces la ecuacién surge de la separacién de la
ecuacion

Pu B

2,
-3?+—é~y—2+ku_0

en las coordenadas elipticas (£, n) definidas por
x = hcoshécosny, y= hsenhésenn,

donde {+h,0) vy (—h,0) son coordenadas de los focos de la elipse, ver por
ejemplo Whittaker y Watson (1965, Capitulo 12}.

Sin embargo, la ecuacién de Mathieu y sus genera.lizacidnes SON MAs im-
portantes que esta sola aplicacién a una membrana eliptica. El movimiento
de un electréon en un arreglo periddico de atomos es importante en el estudio
de conduccién eléctrica y dan lugar a ecuaciones del tipo de la ecnacion de
Hill. Algunas moléculas més grandes contienen partes que pueden rotar re-
lativamente a las otras partes, este tipo de movimiento se describe mediante
ecuaciones del tipo de Mathieu, para més ejemplos de este tipo ver los libros
de Townes y Schawlow (1975, Capitulo 12). El estudio de la estabilidad de
las érbitas periédicas de sistemas no lineales también producen ecuaciones
de la forma (4.24).

Si comparamos con otras funciones especiales, el comportamiento de las
funciones de Mathieu y sus eigenvalores es muy relativamente extenso y con-

secuentemente mas dificil de comprender.

La siguiente seccén nos dard un resumen conciso de las propiedades

bésicas de las funciones de Mathien.
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4.6 Propiedades generales de
funciones de Mathieu

El comportamiento de las funciones de Mathieu es complicado, particu-
larmente cuando tenemos que entender que t y ¢ dependen de todas las
eigenfunciones. Asi, antes de entrar en detalles, daremos una breve descrip-
cién, la cual introduce alguna notacién. Mds detalles pueden encontrarse en
Abramowitz y Stegun (1965, Capitulo 20) y' Gradshteyn y Ryzhik (1965).
La variable ¢ es un pardmetro que necesitamos para obtener el compor-
tamiento de ambos eigenvalores y ambas eigenfunciones como una funcién
en ¢. En el caso especial g = 0 existen soluciones periddicas solo si a = n?,

n=0,1,2,... y estas soluciones son

1, cost, cos2t, ---  (soluciones pares) (4.25)

sent, sen2t, ---  (soluciones impares)

Las funciones de Mathieu correspondiente a valores de ¢, cuando ¢ — 0

se denotan de la siguiente manera:

ceglt,q), ceilt,q), ceq(t,q), -+  (soluciones pares)  (4.26)

sey(t, q), sex(t,q), ---  (soluciones impares)

Si g # 0 cada una de estas eigenfunciones tiene un eigenvalor distinto.
Para cada eienvalor existe a lo mas una solucion de periodo 7 o 27, y cada par
{ce,(t, q), sen(t, g)} tiene n ceros en el intervalo 7 < t < 7. Estas soluciones
pueden ser dnicas de varias maneras. Por ejemplo, una de estas maneras
es eligiendo el coeficiente de cosnt en cey(t, q) v €l coeficiente de sennt en’
sen(t,g) iguales a uno, como en Whittaker y Watson (1965, Capitulo 19),

el otro camino es fijar la constante de normalizacién h,, ecuacién (4.28),
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como en Abramowitz y Stegun (1965, ecuacién 20.5.3), con el signo de las
funciones determinadas haciendo el signo de cosnt y sennt positivos. En
todos los resultados presentados a continuacién se usaremos la convencidén
hy = .

El eigenvalor asociado con las soluciones pares, cey(t,q), se denotan por
ap(q), k = 0,1,2,..., v el eigenvalor asociado con las soluciones impares,
sex(t, q), como bg(g), £ = 0,1,2,.... La paridad y el perfodo de estas fun-

ciones es resumida en la siguiente tabla:

Funcién periodo  paridad paridad  eigenvalores
alrededor alrededor
det=0 det=n/2

cear (1, q) T par par a2 (q) r=0,1,.
cegrs1(t,q) | 27 impar agr1(g)  r=0,1,.
segp(t, q) 1T impar impar bar (q) r=12,..
sezr—1(t, q) 2m par byy—1(g) r=12,... |

Las propiedades bdsicas de las funciones de Mathieu:

1) La ecuacién de Mathieu es un sistema de Sturm-Liouville

d d

% (709 + @0 + 2wy =o, (427
con p(z) =1, g(t) = —2gcos2t, w(t) = 1, A = ¢ y con condiciones a la

frontera periddicos.

2) Considerando €l espacio L?, el conjunto de eigenfunciones {ce.(t,¢)},
{se,(t,q)} es completo en el intervalo —m < t < 7. Adicionalmente,
cada uno de los conjuntos {ce,(t,q)} vy {se,;(t,q)} es completo en 0 <
t < my cada uno de los conjuntos {cea (¢, )}, {ceart1(t,¢)}, {se2r (t,¢)}
y {sear11(t, @)} es completo en el intervalo 0 <t < /2.

b
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3) Las funciones de Mathieu son ortogonales:

ki

/ Cem(ti q)cen (t: q)dtzhnénma /

- -

sem(t, ¢)se,(t, Q) dt=hnbnm,
o (4.28)

f cem(t, q)sen(t, q)dt = 0.

-1
Nosotros utilizamos la convencién de que la constante de normalizacién

hk:'ﬂ'.

4) Los eigenvalores son ordenados de la siguiente manera:
aolg) < bi(q) < ailg) <bafg) < aa(g) <--- (¢#0),

5) Es conveniente dividir los eigenvalores en tres tipos: existen eigenvalo--
res con valores mucho menores que 2g, eigenvalores cuyos valores son

mucho mds grandes que 2¢ y eigenvalores que estdn alrededor de 2g.

Para eigenvalores grandes, para los cuales a—2q cos 2t es siempre positivo,
tenemos a,(qg) — b.(¢) — r? cuando ¢ — 0. Para ¢ fija y r grande, la

diferencia entre a, v b, es exponencialmente pequeia,

qr
ar(q) — by(q) = O (Tr—l) cuando 7 — oc. (4.29)

Estos eigenvalores grandes r se puede aproximar por la siguiente serie

2
g
r Nb‘." ~ 2+_+..._

Sig> 1, a < g, por tanto a — 2¢cos 2t cambia signo, b.11{q) v a.(g)
estdn cerca. *
Para |g| pequefas, los eigenvalores pueden expandirse como serie de po-

tencias en ¢, la cual se puede encontrar utilizando teoria de perturbaciones.
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-
Pero una clara visién de la relacién entre los a,(g) y los b,(q), es visto en

la siguiente figura, en la cual los primeros doce eigenvalores son mostrados
para 0 < ¢ < 35. El orden de las curvas en esta figura se puede comprender

si notamos que ag = —¢*/2 + O(¢*), para r > 1, a,(0) = b.(0) = r* y para

g>0, a:(q) > b.(q), y para ¢ > 1, a.(g) = br11(g)-

&

Figura 4.23 Eigenvalores como una funcién de g

La figura 4.20 muestra el cambio en la relacidn entre eigenvalores de las
funciones de Mathieu pares, a,(¢), y las funciones impares, b,.(q), cuando ¢

crece.

Si ¢ < 0 el cambio de variable { — 7 — £ cambia el signo de cos 2t en la

ecuacidén de Mathieu, y se puede mostrar que la siguiente relacién se cumple:

a2 (—q) = a2 (@), bor(~q) = b2r(q), a2r11(—0) = bory1(g),

—1Yces (/2 — t,q),
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De aqui en adelante supondremos que g > 0.

Ahora consideremos el comportamiento de las eigenfunciones. En las
siguientes graficas se muestran algunas funciones de Mathieu cuando g tiene
un valor relativamente grande, es decir ¢ = 20. Todas estas figuras fueron
calculadas utilizando el sistema Maple.

Para q=20, el eigenvalor mds pequno es a9 = —31.313390 y el siguiente
mas grande es b; = —31.313386.

En las Figuras 4.24 y 4.25 son mostradas la eigenfuncion 7-periédica par
ceo(t, 20) v la eigenfuncién 27-periddica impar se; (2, 20). Observese que am-
bas funciones tiene extremos locales en ¢ = +7 y son relativamente pequenas

en otra parte.

B R i B
Foi ] [
T‘/—s—#r—‘iﬁ—_{*"?t \ y

Figura 4.24 Gréfica de cep(t,20), Figura 4.25 Grifica de se;(2,20),
ap = —31.31 < 2¢ a1 = ~31.31 « 2¢

Los siguientes dos eigenvalores son gy = —14.4913 y by = ~14.4911.
La funcién w-periédica par ce;(t, 20) es mostrado en la Figura 4.26.
En la Figura 4.27, ce; (t, 20) y ses(t, 20), con eigenvalores a, = 1.1543 y

by = 1.1607, son mostrados.
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Figura 4.26 Grafica de cey{t,20), Figura 4.27 Grafica de ces(t,20),
a1 = —14.49 < 2g (@2 = 1154),  ses(t,20),
(by = 1.161)

Para los siguientes tres ejemplos, mostraremos las eigenfunciones para los

cuales a ~ 2¢q = 40, que es, ces(t,20), seq(t, 20) y ces(t, 20). En estos casos,
particularmente ces(t, 20) y ces(t, 20), la magnitud de las eigenfunciones es
mas pica en ¢ = 0 y =+, en contraste con el comportamiento en la figura

4.24. El comportamiento de esas funciones oscilan mas:

/_.
>N
-——"'_)
T
>
=

Figura 4.28 Gréfica de ces(t,20),
as = 36.64

Figura 4.29 Gréfica de ses(t,20),

. bg = 40.59
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Figura 4.30 Grafica de ceg(t,20),

ag = 44.069

Las eigenfunciones con eigenvalores a > 2q oscilan uniformemente. Sin

embargo existe un cambio en la relacién entre las funciones pares e impares,

sia > 2q,b.(q) ~ ar(q), mientras que si a € 2¢, 0,41 =~ b.(¢). La Figura

4.31 representa seg(t, 20) y la Figura 4.32 muestra ces(t, 20).

!\\ if\ /\ \ .

W

Figura 4.31 Gréfica de
seg(t,20), bg = 67.25

\ //\ JM M
& I \} [k
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Conclusiones

Desde un principio, €l objetivo principal fue la ecuacion de Mathieu y lo
que conlleva de ella, razén por lo cual pasamos por muchos tdpicos que eran
preponderantes para el estudio de la ecuacién. Cada capitulo nos deja una
enseflanza en particular, por ejemplo citemos el capitulo uno, nosotros sabe-
mos que para llegar a un objetivo se deben de cruzar por varias estaciones,
es por eso que ese capitulo nos ayudo a comprender como se llego a descubrir
la ecuacién de Mathieu y de que tipo de ecuacion es. También notamos que
la ecuacidn de Mathieu no se pueden resolver en funciones elementales es por
eso que Mathieu resolvié la ecuacién con unas nuevas funciones especiales que
conocemos como funciones de Mathieu, las cuales tienen una amplia teoria
por si solas, pero tomamos solo propiedades bésicas que a la postre nos serian

de gran ayuda.

A lo largo de este trabajo utilizamos un sistema de algebra computa-
cional que fue de gran ayuda en el cdlculo y solucion de algunos problemas,
el programa Maple . En algunas secciones el trabajo operacional era bas-
tante laborioso y en algunas veces dificil de realizar, de manera que Maple
fue un gran apoyo en la solucién de estos problemas. Esto nos deja un gran
conocimiento de este sistema para las soluciones de ecuaciones diferencia-
les, la realizacién de graficas que nos ilustraron el comportamiento de estas

soluciones, por ejemplo, en el cuarto capitulc mostramoes figuras como la

121
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e;genfuncién w-periddica par cey(t,20) y la eigenfuncién 27-periédica impar
se; (t, 20) por decir un ejemplo, y lo hicimos con los conocimientos previos de
Maple acerca de las funciones de Mathieu.

Uno de los capitulos mas fructifero fue el iltimo, ya que en este capitulo
vimos a grandes rasgos todo lo que tiene que ver respecto a la ecuacién de
Mathieu.

Uno de los objetivos de este trabajo era saber el comportamiento de la
ecuacion de Mathien y sus soluciones analiticas aproximadas, lo cual se llevo
a cabo en las secciones La ecuacion de Mathieu v Funciones de Mathieu,
ya que en ellos resolvimos problemas que tenian que ver con Teoria de per-
turbaciones, ya que este es un método de apro:éimaciones analiticas y lo
hicimos para la ecuacién de Mathieu pero con un término amortiguador li-
neal pequefo, llegamos a soluciones, las comparamos con soluciones exactas,
graficamos ambas y las comparamos, con esto notamos que el método que
utilizamos era muy bueno debido a la gran similitud de ambas. Recordemos
que con ella también trabajamos analiticamente y aplicamos los conocimien-
tos del capitulo tercero, Teoria de Floquet.

Creo que en este trabajo se lograron las metas que nos propusimos desde
el principio, se abarco gran parte del tema y aplicaciones de este, se vio con
alegria el resultado de todos los problemas que servirdn para investigaciones
futuras y aplicaciones de los conocimientos recién adquiridos, ya que en ver-
dad algunos problemas fuerén muy complicados de realizar, logramos todo

lo que nos propusimos y llegando a un final plenamente satisfactorio.
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