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Capitulo 1
Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias son ampliamente utilizadas para modelar
fenémenos o procesos que evolucionan de manera continua en el tiempo. Fué Issac New-
ton, hace més de 300 anos, quien tuvo que inventar esta herramienta matemaética para
poder dar una explicacion de como funcionaba el universo. Desde entonces, las ecua-
ciones diferenciales se han utilizado en areas como la fisica, quimica, biologia, ingenieria,
economia, etc. Asimismo, su gran desarrollo, junto con la llegada de las compuadoras,
ha propiciado la creacién de nuevas areas del conocimiento, como la apasionante teoria
del caos.

Inicialmente, el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias se limité a un estu-
dio cuantitativo: se desarrollaron métodos analiticos para tratar de encontrar las solu-
ciones explicitamente, es decir, tratar de expresar las soluciones en términos de funciones
elementales. Con el tiempo, se encontrd que la familia de ecuaciones diferenciales de in-
terés practico, que se podia resolver usando métodos analiticos, era realmente pequena,
y el enfoque cambié. En vez de tratar de encontrar las soluciones explicitamente, se
buscé mejor investigar el comportamiento de las soluciones a largo plazo, sin tener
que resolver el problema cuantitativo, es decir, se buscd determinar el comportamien-
to asintotico de las soluciones. Este enfoque cualitativo, junto con el uso generalizado
de las computadoras, ha propiciado la creacion de métodos mas bién geométricos que
analiticos.

En general dado un sistema no lineal & = f(x) es imposible resolverlo, es decir, no
es posible encontrar una solucién en términos de funciones elementales. Sin embargo,
es posible obtener una gran cantidad de informacién de tipo cualitativo acerca del
comportamiento local de las soluciones. El estudio de los sistemas dinamicos consiste
en entender la geometria de las curvas solucién en el espacio de fase.

Los sistemas dindmicos se definen como unas estructuras matematicas que modelan
fenémenos de la naturaleza y cuyo estado viene definido por una serie de variables que
dependen del tiempo (variables de estado) y por una serie de leyes, una dindmica, que
expresan las variaciones de las variables de estado a lo largo del tiempo, y que en los
casos mas sencillos suelen ser un sistema de ecuaciones diferenciales. La representacion
de los sistemas dinamicos se lleva a cabo en un espacio denominado espacio de fase en
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

el que cada punto define un estado y cada trayectoria una evolucién del sistema.

En los problemas de aplicaciones es frecuente encontrar ecuaciones diferenciales
cuyos campos vectoriales dependen de ciertos parametros, los cuales tienen que ver
con la problematica que se esté modelando. Por ejemplo, en problemas de poblaciones,
los parametros pueden representar tasas de nacimiento o mortandad, mientras que en
problemas de robdtica, los parametros suelen ser longitudes, centros de masas, etc. Por
lo general s6lo se tienen estimaciones para estos parametros, las cuales dependen de que
tanta informacién se tenga de la problematica que se pretende estudiar. Por ejemplo, en
roboética es relativamente sencillo calcular ciertos parametros, como longitudes y centros
de masas, no asi coeficientes de friccién. Un problema importante es entonces, analizar
las soluciones de una ecuacion diferencial cuyo campo vectorial depende de parametros.

Ahora bien, la teoria de bifurcaciones estudia los cambios que ocurren en el com-
portamiento cualitativo de los sistemas dinamicos ante la variacién de parametros. Las
bifurcaciones se clasifican en estacionarias (estéticas) y dindmicas. Las primeras tienen
que ver con cambios en la estructura de los puntos de equilibrio (en nimero ¢ estabili-
dad), mientras que las segundas con cambios en los ciclos limite (creacién o destruccién
de érbitas periédicas). La bifurcacién de Hopf cae en la segunda clasificacién (es gen-
erada una solucién periddica).

En los ultimos anos ha habido un gran interés en sistemas de control que puedan
exhibir fendmenos de bifurcacién. Aplicaciones importantes han surgido en sistemas de
potencia, lanzamiento de satélites, alteraciones cardiacas, robédtica, etc. El objetivo en
el control de bifurcaciones es disenar un controlador que modifique las caracteristicas
del fenémeno de bifurcacion en el sistema de control, como por ejemplo, desplazar
arbitrariamente el punto de bifurcacién en el espacio de parametros, modificar la cuenca
de atraccion, modificar la amplitud de érbitas periddicas, cambiar la direccién de la
bifurcacién, etc.

En este trabajo estableceremos condiciones suficientes para controlar la bifurcacion
de Hopf en sistemas no-lineales. Usaremos la variedad central para reducir el sistema
dindmico a dimension dos y encontraremos expresiones en términos de los campos vec-
toriales originales.



Capitulo 2
Herramientas Matematicas

2.1. Teoria de la Variedad Central

2.1.1. La Variedad Central

Considere el sistema no lineal

i = f(x) (2.1)

conzx € R"y f: U C R" — R" un campo vectorial suave. Sea xy un punto de equilibrio
hiperbdlico de (2.1), es decir que Df(xo) no tiene valores propios con parte real cero.
Sabemos por el teorema de Hartman-Grobman, que el comportamiento de las soluciones
cercanas a I, es topoldgicamente conjugado, a las soluciones del sistema linealizado

y=(Df(z0))y (2:2)
Sea A = (Df(xg)) y sean Ay, Ag, ..., A, sus valores propios.

Teorema 2.1. 1) Si Re(N;) < 0V i = 1,2,--- ,n entonces el equilibrio xo es
asintdticamente estable en forma local. Es tipo atractor local (Sumidero).

2) Si Re(N\;)) > 0V i=1,2--- n entonces el equilibrio x¢ es inestable. Es tipo
repulsor local (Fuente).

3) St Re(\;) > 0 para algun j, y Re(\;) < 0 para algin k # j entonces el equilibrio
xo es inestable. Es un punto tipo silla.

4) Re(\;)) = 0 para algin j, entonces no se puede concluir nada sobre la estabilidad

de Zo.

Clasifiquemos ahora los n vectores propios de A. {vy, v, -+ ,v,, } son vectores pro-
pios (inclusive, generalizados) tales que sus respectivos valores propios tienen parte real

9



10 CAPITULO 2. HERRAMIENTAS MATEMATICAS

negativa, {uy, us, - , Uy, } son vectores propios (inclusive, generalizados) tales que sus
respectivos valores propios tienen parte real positiva y {wq, wa, -+, wy, } son vectores
propios (inclusive, generalizados) tales que sus respectivos valores propios tienen parte
real cero. Observe que ny + ny + ngz = n.

( ( 3\ )
U1
V2
Uy
’ 4
A1 Uy
)\2 (%)
. e
An Up,
2
; 4
w1
W2
L Wns ) )
Sean E° = (v1,va, -+ ,Upn,) = {S101 + SovU2, -+, SpyUny|S1, 2, , Sny, € R}, el espacio
generado por {vy,vg, ++ , Up, }
EY = (uy,ug, -+ ,Up,) = {S1u1 + SoUug + -+ + SpyUn,|S1, 82, -+, Sp, € R} es el espacio
generado por {uy, ug, -, Up, }.
E¢ = (wy,wa, -+ ,Wny) = {s1W01 + Sowa + + -+ + SpyWny|S1, S2,- -+, sny € R} es el espacio
generado por {wy, wa, -+, Wn, }.
Entonces

1) E*, E* y E° son subespacios vectoriales de R™.
2) E®, E"y E° son invariantes bajo el flujo de
y=Df(zo)y (2.3)

Es decir, si z € E* a = s, u 6 ¢ entonces la solucién de (2.3) ¢(t; z) es tal que
p(t,z) € E*VteR.

3) Siz€E*= ¢(t;2) =t—100 0.
4) Sit € E* = ¢(t;2) —1—— 0.

E¢ E" v E°son llamados espacios estable, inestable y central respectivamente.
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WC

£\
7\ 7ARY

E* WeE"
¥ = Df(zo)y & = fl=)

Figura 2.1: E° K"y E°

Definimos la variedad estable local de xg, como

Wp (xo) ={x € Ulp(x) — x0, cuando t — 00, y ¢¢(x) € U para toda t > 0}
donde V es una vecindad del punto de equilibrio zy. De manera similar definimos la
variedad inestable local de zy, como

W (xo) ={x € Ulp(x) — z0, cuando t — —o0, y ¢i(x) € U para toda t < 0}

Las variedades locales estable e inestable W} (zo) y W}.(zo) representan el andlogo no
lineal de los eigenespacios £° y E" de un sistema lineal.

2.1.2. Teorema de la Variedad Central

Teorema 2.2. Considere la ecuacion diferencial

i = f(x)

conx € R", y f un campo suave. Sea xo un punto de equilibrio no-hiperbolico. Entonces
ezisten variedades invariantes, estable e inestable, W7 (xo) y W}k.(zo) tangentes a E®
y E" en xg, respectivamente. Ademds existe una variedad invariante central, W (o),
tangente a E° en xo. W (xo) y W.(zo) son dnicas, mientras que W (zo) no lo es
necesariamente. dim(E®) = dim(W?), donde a = s,u, c.



12 CAPITULO 2. HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2.1.3. CAlculo de la Variedad Central
Considere la ecuacién diferencial no lineal
z=F(z) (2.4)

con z € R™ y F' un campo suave. Supongamos que z = 0 es un equilibrio no-hiperbdlico
de F'y que E* =0 (& W"(z) =0).

Sean E® = (vy,v9,++ ,Up,) ¥ B¢ = (w1, wa, -+ ,wy,) con ny +ng =n

Sea J = DF(0) y P la matriz cambio de base tal que

. A) 0
P IJP — ( ( n2 Xng )
0 (B)m XNy nxn

donde A,,xn, posee los valores propios con parte real cero y B, xn, posee los valores
propios con parte real negativa. Sea P~z = ( ;7 ), r e R™ yeR™.

Veamos como se expresa nuestro sistema original (2.4) en términos de las nuevas vari-
ables z, y

Sabemos que
F(z) = F(0)+ DF(0)z + %DQF(O)(Z, D
F(z) = Jz+Fy(z)+...

donde Fy(z) representa los términos de orden dos. Entonces

( v ) = Pli= PUR(2))

Yy
= P Y(Jz+ Fy(z)+--+)
= P U+ P 'Fy(z)+---

= pup( D) ern(p( ) v
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E® B
P—l
— Ec
E'C
i =F(z) &= Az + f(z,y)
Figura 2.2: Rotacién de los ejes
i = Av+ f(z,y) (2.5)
y = By+g(z,y)
Una vez calculado el sistema anterior, se procede a calcular W¢
Proponemos h : R™ — R™ tal que h(0)=0 con Dh(0)=0
d d
St) = )
y = Dh(z)z
By+g(z,y) = Dh(z)[Ax+ f(z,y)] pero y = h(x)
Bh(z) + g(z,h(z)) = Dh(x)[Az+ f(z, h(z))]
Dh(z)[Az + f(x, h(z))] — Bh(z) — g(x, h(z)) = 0 (2.6)

La ecuacién (2.6) nos permite calcular la funcién h. Es decir, nos permite calcular W¢.
El siguiente teorema establece condiciones para determinar la estabilidad de las solu-

ciones sobre W¢.
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Teorema 2.3. El comportamiento de las soluciones sobre W (0) del sistema (2.6) esta
determinado por la ecuacion diferencial sobre E°

&= Ax+ f(x,h(x)), v € E°, |z| <¢e, z € R™

2.1.4. Variedad Central dependiente de parametros

Supongamos que el sistema (2.5) depende de un pardmetro. En este caso escribimos
(2.5) en la forma

y= By+g(x,y,pn)
donde
f(0,0,0) =0, Df(0,0,0) =0,
9(0,0,0) =0, Dg(0,0,0) =0
po= 0,
y = By+g(x,y,p),

Y

2.2. Teorema de la Bifurcacién de Hopf

2.2.1. La Bifurcacién de Hopf

Considere el sistema en R?
i = dur — (w+cp)y + (ax — by)(2* + y?)
v = (w+cp)r + duy + (b + ay)(z® + y?)

con a, b, c,d, w constantes y p un parametro. Para analizar la dindmica de este sistema
lo transformaremos a coordenadas polares. Haciendo

rP=x+y* y tanf =Y

Derivamos la primera expresion
rr = xi+yy
= z[dpz — (w+ cp)y + (az — by) (2 + )]
+y[(w + cp)x + dpy + (bx + ay)(2* + y?)]
= dur® +r*[z(az — by) + y(bz + ay))
= 73 (dp + ar?)
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Entonces
7 =r(du + ar?)

Ahora, derivamos la segunda expresién

00, XY — YT

Sec 99 = T

; Ty — YT

2 . .

Y2 Ty — yi
A+ = =

120 = Ty — Ya
= zfw+ cp)r + dpy + (bx + ay)(2* + y?))
—yldpx — (w + cp)y + (az — by)(2* + y*)]
= (w+ cp)r* + r?[z(br + ay) — y(az — by)]
= (w4 cp)r? + r?(br?)
= r*(w+ cu + br?)

Entonces _
0 =w+ cp+ br?

Deseamos bosquejar el retrato fase en una vecindad del origen. Si p =0, a # 0

P =r(ar?) = ar’

En esta situacién si a > 0, entonces 1 > 0 y tenemos espirales que se alejan del orien,
es decir, tenamos un foco inestable; Ahora, si a < 0, entonces 7 < 0 y entonces tenemos
espirales que convergen al origen, es decir, tenemos un foco estable.

Ahora, para p suficientemente pequena

7 = r(dp + ar?)

observamos que 17 = 0 si y s6lo si 7 = 0 6 du + ar? = 0 (que representa una érbita
periddica)

Vamos a determinar cuando nace esta orbita periddica

Tenemos que

[ du - d
entonces r = /—% si E <0

Supongamos que g > 0, entonces si u < 0 se cumple que %“ < 0 (existe una 6rbita

periddica) y si p > 0 entonces no existe 6rbita periddica.
Ahora supongamos que g < 0, entonces si u > 0 se cumple que %“ < 0 (existe una
6rbita periddica) y si p < 0 entonces no existe érbita periddica.

Entonces tenemos los siguientes casos

d
o
a
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1) a>0yd>0

)
2) a<0yd<0
)

3)a>0yd<0

4) a<0yd>0

Analicemos el primero:
Sabemos que para g = 0 el origen es un foco inestable.
Si pu > 0, entonces 7 = 7(du + ar?) > 0, por lo tanto el origen es un foco inestable.

—au
a

Consideremos la solucién que inicia con la condicién inicial (61,71) en el interior de la
orbita periddica, es decir con 0 < 71 < 7.

Si < 0, sabemos que existe la 6rbita periddica r = ry =

7"|(91,T1) =T (d:u + ar%)

Entonces
du
2 2
ry < ri=——"
1 0 a
d
7’% < __,u
a
dp+ari < 0

Por lo tanto
7"|(91,T1) = Tl(d:u + ar%) <0
entonces el origen es un foco estable.
Consideremos ahora una condicién inicial (6, 73), exterior a la 6rbita periddica, es decir
con 1o > 1o > 0.
7"|(92,T2) = TQ(dIu + CW’%)

Entonces

d
N
a

d

2>

a

dp+ars > 0

Por lo tanto

7"|(92,T2) = ro(dp + ar%) >0
entonces las soluciones se alejan de la orbita periddica.
Concluimos entonces que r = ry es una érbita periédica repulsora (ver figura 2.3).
Los otros casos son similares. Si la érbita periddica es estable, diremos que tenemos
una bifurcacién de Hopf supercritica, mientras que si es inestable la érbita periddica,
diremos que la bifurcacion de Hopf es subcritica.
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e

v

W

Figura 2.3: En este diagrama se puede ver claramente como las soluciones dentro de la
orbita periddica convergen al origen, mientras que las que estan fuera se alejan de ella.

y
@ X
Figura 2.4: En este diagrama se puede ver a la bifurcaciéon de Hopf como la proyeccion
del movimiento de una canica sobre un sombrero
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2.2.2. Teorema de la Bifurcacién de Hopf

Teorema 2.4. Supongamos el sistema

i:f($>ﬂ)

conx € R", u € R tiene un equilibrio (xq, po) el cual satisface las siguientes propiedades:

(A1) D, f(xo, po) posee un inico par de valores propios complejos con parte real cero.

(A2) Sea A(p), A(p) los wvalores propios de D, f(xo, i) los cuales son imaginarios en
= o, tales que

d
7 (B o = d 0 (2.7)

Entonces existe una tnica variedad central tridimensional, pasando por (xo, po) €
R™ x R y un sistema de coordenadas suave, cuya expansion en serie de Taylor, hasta
grado tres sobre la variedad central, esta dado, en forma polar, por la siguiente expresion

7= (dp + ar®)r

0 =w+cp+ br?

Si a # 0 entonces existe una superficie de orbitas periddicas en la variedad central, las

cuales tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por A(po), A(io)-
St a < 0 las orbitas periodicas son estables, mientras que si a > 0 son inestables.

Para sistemas en el plano, existe una expresion para calcular el llamado primer co-
eficiente de Lyapunov a. Considere el sistema

t=Jr+ F(x),

donde J = ( B it ) F(z) = ( A(x) ) F(0) =0 y DF(0) = 0. Entonces

1
a = —(R1 + (URQ), (28)
16w
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donde

Ri = (Fiejes(Fleie, + Flege,)
—Fozay (Fozay + Fozgasy)
—Flai0 Fozizy + Flases Fozoas ) la=0
Ry = (Fioimia + Floiesrs + Foriwyzs + Fozsaows )| a=o0-

Tenemos entonces, los siguientes cuatro escenarios posibles:

a. Sid >0, a <0. El origen es estable para y < 0, inestable para u > 0, y rodeado
por una érbita periddica estable para p > 0. Esta situacion es mostrada en la
figura (2.5).

b. Sid < 0, a < 0. El origen es inestable para u < 0 y estable para > 0. El origen
es rodeado por una érbita periddica estable para p < 0.

c. Sid>0,a>0.El origen es estable para 1 < 0 e inestable para p > 0. Ademas,
el origen es rodeado por una érbita peridédica inestable para p < 0.

d. Sid <0, a > 0. El origen es inestable para p < 0, estable para p > 0, y rodeado
por una orbita periddica inestable para p > 0. Esta situacién es mostrada en la
figura (2.6).

Llamaremos los coeficientes de estabilidad a d y a, donde d es la velocidad de
cruce y a es el primer coeficiente de Lyapunov. Diremos que tenemos el control
de la bifurcaciéon de Hopf si es posible establecer a priori el signo de d y a.
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2.3. Control de una Bifurcacion

La investigacion tedrica sobre la bifurcacién de los sistemas de control es un tépico
relativamente nuevo. La primer pregunta que tenemos que contestar es ;Qué queremos
decir con la terminologia bifurcacién de sistemas de control?. Revisemos la bifurcacién
de un sistema dindmico cldsico £ = f (&, ). La teoria de bifurcaciones clésica estu-
dia el cambio en las propiedades cualitativas del sistema dindmico cuando se varia
el pardmetro. ;Cudles son las propiedades cualitativas? Algunas propiedades impor-
tantes incluyen la topologia del conjunto de puntos de equilibrio, la estabilidad y la
existencia de soluciones periddicas. Por lo tanto si alguna de esas propiedades cambia
en un sistema dindmico cuando se varia el parametro, decimos que el sistema exhibe
una bifurcacién. Bifurcaciones tipicas incluyen a la silla-nodo, transcritica, horquilla (en
todas, la topologia del conjunto de puntos de equilibrio y la estabilidad son cambiadas).

Sigamos con la misma forma de pensar para los sistemas de control. La teoria de
bifurcaciones de los sistemas de control deberia estudiar el cambio de las propiedades
cualitativas. jCuales son las propiedades cualitativas importantes en los sistemas de
control? Algunas propiedades importantes de un sistema de control incluyen: La con-
trolabilidad, la estabilidad y la topologia del conjunto de puntos de equilibrio.

Problema 1. Bifurcacién de sistemas de control. Este se enfoca en el cambio de las
propiedades cualitativas de los sistemas de control tales como la controlabilidad, esta-
bilidad y la topologia del conjunto de equilibrios. Asi que la bifurcacion de un sistema
de control puede tener un significado diferente a la bifurcacién de sistemas dindmicos
sin control. Uno puede preguntarse cual es la relacién entre la bifurcacion de un sistema
de control y la bifurcacién clasica de un sistema dindmico? Sabemos que si una ley de
control es aplicada a un sistema de control, éste se convierte en un sistema dinamico
sin control (si una ley de control es aplicada, éste es un sistema con un parametro).
Sin embargo si distintas leyes de control se aplican al mismo sistema pueden resultar
bifurcaciones completamente diferentes. Este fendmeno nos deja el segundo problema
de investigacion.

Problema 2. Control de bifurcaciones usando una ley de control. El problema se
enfoca en el diseno de la ley de control para lograr la estabilidad alrededor de un punto
critico, o para lograr el comportamiento deseado por cambios cualitativos en bifurca-
ciones clasicas. Sabemos que las propiedades cualitativas tales como la controlabilidad
y estabilidad de un sistema de control son invariantes bajo cambios de coordenadas y
el control regular u = «(&) + B(&)v si B(§) # 0. También es sabido que los sistemas
pueden hacerse mas simples si se aplican cambios sutiles de coordenadas y leyes de
control. Sin embargo, dos sistemas que pueden verse diferentes, es posible que en reali-
dad sean equivalentes uno al otro bajo un cambio de coordenadas y una ley de control.
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Asi los dos sistemas tienen las mismas propiedades cualitativas y la misma bifurcacién.
Por lo tanto, si podemos encontrar sistemas de control simples que son equivalentes a
una familia de sistemas de control complicados, la bifurcaciéon encontrada para estos
sistemas simples representa la bifurcacion de todos los sistemas en la familia. Esta in-
vestigacién simplifica significativamente el problema. Este punto de vista nos deja la
siguiente pregunta: ;Cuales son los sistemas maés simples bajo cambios de coordenadas
y control para una familia dada de sistemas de control?. Esto es equivalente al siguiente
problema de formas normales.

Problema 3. Dada una familia de sistemas de control no-lineales, encontrar un con-
junto de formas normales equivalentes a los sistemas en la familia bajo cambios de
coordenadas y control.

El presente trabajo se desarrolla en el contexto de problema 2: disenaremos una ley

de control que nos permita manipular los distintos escenarios alrededor de la bifurcacién
de Hopf.
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Figura 2.5: Bifurcacion de Hopf Supercritica: Una orbita periddica estable y un punto
de equilibrio inestable surgen de un punto de equilibrio estable.

Figura 2.6: Bifurcacién de Hopf Subcritica: Un equilibrio estable y una érbita periddica
inestable se funden en un punto de equilibrio inestable.



Capitulo 3
Control de la Bifurcaciéon de Hopf

3.1. Planteamiento del problema

Considere el sistema de control no lineal

£=F()+G(Ou, (3.1)

donde & € R" es el vector de estado y u € R es el parametro de control. Los campos
vectoriales F'(§) y G(§) se supone que son lo suficientemente suaves, con F'(0) = 0.
Supongamos que

JzDF(O)z(JOH JOS>

0 —w . . .
0 ) v Js € R2x(=2) o5 yna matriz Hurwitz, es decir, una
2x2

COHJH:<w0 0

matriz con valores propios con parte real negativa.
Fi(€) ) ( Gi(6) ) ( z )
Supongamos que F'(§) = , G(&) = , = , con
pongamos que F'(¢) ( ) ) CO= e ) YE= 1w
A ]Rz, w € Rn—2’ Fl,Gl RZxR"2 — Rz, y FQ,GQ R?2x R"2 — R 2,

Entonces expandiendo en serie de Taylor el sistema (3.1) alrededor de £ = 0 nos queda

§= J6+ SDFO)EE) + D FO(EEE) +.t (b +ME+ SDPGO)E,E) + ) "
pero

9%F 0%F

022 0z0w
DF(z,w) = (%£,%5) | D*F(z,w) =

92F  9%F

Owdz Ow?

23
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D F(zw) = (2(D°F (). (3

2 (D*F(z,w)))) =M

pren () (2)(2))= (e (5) oo (2)) (2)

Entonces
F(z,w) = (0 JS)(w)+§(2,W) , , (w)
10°F
+6 553 (0,0)(z,2,2) + ...
260,0) 25 (0,0)
b M, M- 1 022\ Bzaw

o= () (2 2) (2)edem (o B ) (2)

5u=(0,0)  3.3(0,0)

Entonces (3.1) es equivalente a

2 = Jyz+ Fa(z,w) + F5(z,w) + -
—l—(bl +M12—|—M2’LU+G21(Z,'&U) —l—)u, (32)
w = Jsw+ Faoz,w) + Fa(z,w) + -

+(bo + M3z + Myw + Gao(z,w) + - - - u,

I A | My M, 9 "9
donde G(0) = b = ( by ), DG(0) = ( M, M, ) con by € R?, by € R" %y
Fj(z,w) = 3% By 2(0,0)z + 2 D200 2(0,0)w + W 53 (0,0)w,
1 10°G; 7 0°G; 1 ;0°G,
Goj(z,w) = 52 5.5 2(0,0)z + 2 828w(0’0)w + W (0,0)w,
10°F;
ng(Z,'lU) = 6 023 (0 0)(Z>Z>Z)+>

para 7 =1,2.
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Deseamos disenar una ley de control w = wu(z, i), con p un pardmetro real, tal que
el sistema original (3.1) sufra una bifurcaciéon de Hopfen ¢ =0y p = 0, y que podamos
controlarla, es decir, que podamos decidir la estabilidad y la direccion de la solucién
periddica.

3.2. Caso b; =0

Consideramos la ley de control

U(Z, IU“) = ﬁllu“ + 62(2’? + Z%) = ﬁllu“ + ﬁ2ZTZ> (33)

donde 31, B2 € R.

Ahora, usamos la ley de control (3.3) en el sistema (3.2),

(Miz + Myw + Gog + -+ )u = (Miz+ Mow + Gog + -+ ) (B + B22” 2)
= [iudhz 4 SipMow + BipGar (2, w)
+Bo2T 2(My 2 + Mow) - - -
(b + Msz + Myw + Goo + - Ju = (by 4+ Msz 4+ Myw + Gag + - - - ) (Bupr + B2272)
= Bipby + BrieMsz 4 BrpuMaw + BruGaz(z, w)
45227 2(by + Msz + Myw) + - - -,

Luego, obtenemos el sistema en lazo cerrado

2 = Juyz+ Fi(z,w, p) (3.4)
w = Brbop + Jsw + Fo(z,w, p),

donde

Fi(z,w,p) = BipMiz + BrpMaw + Foi (2, w) + BipuGoi (2, w)
+ﬁngz(Mlz + Mow) + F31(z,w) + ...,

Faolz,w,p) = BipMaz + BrpMaw + Fao(2, w) + BipuGaz(z, w)
48927 2(by 4+ M3z 4+ Myw) + Fao(z,w) + ...,

Entonces nuestro objetivo es encontrar 3; y (2 tal que el sistema (3.4) sufra una bifur-
cacién de Hopf que pueda ser controlable. Para esto utilizamos la teoria de la variedad
central.
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3.2.1. Variedad Central

La ecuacién (3.4) representa una familia p-parametrizada de sistemas, la cual puede
escribirse como un sistema extendido.

z Jg 0 0 z
il =1 0o 0o o "
w 0 ﬁlbg Js w
Fi(z,w, p)
+ 0
Folz,w, p)

En esta forma, el sistema tiene una variedad central tridimensional alrededor del origen.
Para encontrar esta variedad necesitamos cambiar de coordenadas para poner la parte
lineal en forma diagonal. Usaremos el cambio de coordenadas

z X
pol =Pl |,
w Y
donde
Ju 0 0
P=| 0 1 0 |,
0 —BJ5'hy Js
Jit 0 0
Pt=1 0 1 0

0 BiJg%by Jgt

Ahora, como

z T T z

po|=Plue|=|n]|=P |1

w Y Yy w
z z Jg 0 0 z Fi(z,w, p)
ol =P g =Pt 0 0 o0 p | +P7! 0
U w 0 [Biby Js w Folz,w, p)

x fl(Z, w, :U“)
= PAP | pu | +P! 0 ,
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donde
Jit 0 Ju 0 0
PlAp = 0 0 0 1 0
0 ﬁlJ’%2 (J— () ﬁlbg Js 0 —BiJg'by Js
Ioyo 0 JH 0 0
= 0 0 0 0 1 0
0 J5'Biby In-2)x(n-2) 0 —BJg'by Js

Jg 0 0
= 0 0 O
0 0 Js
fl(z,w,,u) Jlgl 0 0 fl('z?wnu“)
p-t 0 = 0 1 0 0
Folz,w, ) 0  BiJg%by Jgt Fa(z,w, j1)
Jalfl(z w, 1)
2(Zaw>lu“)
lfMML—JJ Yo+ Jsy, 1)
pu— 0
5 Fo(Juw, —PrJg bopn + Jsy, )

Entonces podemos poner (3.4) en su forma estandar

i Jg 0 0 T fz, 1, y)
g = 0 0 o wo |+ 0 ,
Y 0 0 Js Yy g(x, 1, y)
0]
S
v = Jsy+ gz, 1 y),
donde

f(xalL? y) = ‘]Iglfl(‘]Hl’muﬂ _ﬁl‘]glb%u“ + sz)> (36)
g(a?,,u,y) = J§1f2(JHx>H7 _61J§162M+J5y) 3.7
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Buscamos una variedad central
v = hiae, ) = 3o B+ o Hop b Hypl 4 (3.8)
tal que h(0,0) =0 con Dh(0,0) =0, h:R* - R 2y
hi(@, 1) = %ITHM'I + 2" Hyip + %Hsiﬂz +oe

para i = 1,2,3,...,n — 2. Sustituyendo (3.8) en (3.5) y usando la regla de la cadena,
obtenemos

. Oh(z,p).  Oh(z,p).
Y= ° + ol K
Entonces

Oh(z, p)
ox

T = JSh($>M) + 9(%% h(%ﬂ))

Luego, obtenemos

Oh(z, p)

7 [JHI' + f(l',,ug h(l},u))] - JSh($>M) - 9(%% h(%ﬂ)) = 0>

La cual, hasta orden dos se reduce a

Oh(z, p)
ox

donde g(l’, s h’(£> :U“)) = g2(£7 IU“) + O(|$> :u|3)
Esta ecuacion diferencial parcial para h la resolveremos para el caso particular en que
Js es diagonal, es decir,

Jur — Jsh(z, 1) — g2(z, 1) =0, (3.9)

A1 0
Js - - )
0 )\n—2
con \; < 0 para cada j.
% M\ hy 921
B‘LE JH[L’ _ 2 ‘ .2 — ,22 =0
Ohn_2 An—2 hn—2 92,n—2

oz
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%JHZE — )\1h1 — 21 = 0
Xz
oh
8—2JH1' — )\th — g2 = 0
Xz
8hn—2

8 JHZE - )\n—2hn—2 —J2n—2 = 0
Xz

Ahora, estamos interesados en calcular H; porque haremos 1 = 0 cuando calculemos
)
el primer coeficiente de Lyapunov a. Ahora, si

1 1
g2z, p) = §:BTN1:B + 2T Nop + §N3,u2, (3.10)

con

1 1
921, 1) = §ZETN1i£l? + 2" Nyjp + §N3iM2>

para i =1,2,3,...,n — 2. Entonces de (3.9) obtenemos,

8hz Z,
%JW — Nihi(x, 1) = goi(w, ) = (z7Hy; + Hyipt) Juw
1 1
—Ai(?ETHuiB + o7 Hospu + §H3i,U2)
1 1
—(§ZETN1i£B + 2 Ny + §N3iN2)

1 1
= ZET(HUJH - §>\iH1i - §N1i)iﬂ
—|—ZL’T(JI§H22.T — )\ZHQZ — NQZ),U

1 1
+(—§)\ng¢ — = Na;)u?

2
0

Ahora, como haremos ; = 0 nada mas tenemos

1 1
ZL’T(HUJH — 5)\1le — §NM)ZL’ =0
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Lo cual puede suceder si y solo si

1 1 3

1 1
1i(Ju 5 ) 5

1 1
Hy;(Jy — §>\i1) = A+ §N1i
1 1

Hy;, = (24, + Niy)R;

. —1 )\z —2(4}0
N4\ 2w N

. —1 )\z —2(4}0
- S () (3.11)

donde A; = \? + 4w?

Ahora vamos a calcular N;. Observemos de (3.7),

g(:E,,u, h(z>u)) = ngfQ(JH$>M> _ﬁIJS_IbQIu_I_ Jsh(ﬂ%ﬂ))

donde



3.2. CASO B; =0

FolJuz, p, =I5 bapp + Jsh(w, p)) =

Los términos que interesan son

31

BupuMs Tz + BruMa(—BrJg oop + Jsh(x, 1))
+Foo( Sz, — 1  bopr + Jsh(z, b))
+Boxt T T (by + MsJya

+My(=01Jg bapr + Jsh(z, 1))
+B1uGas(Juw, —BiJg bap + Jsh(w, 1))
+Fso(Jpz, — 15 bops + Jsh(z, p)) + - -

Foo(Juw, —B1Jg bop + Jsh(z, 1))y Poa® Jf Jpabs,

donde
1 0*F.
-1 T 7 2
Foo(Jgz, —(1Jg bapr + Jsh(z, 1)) = 5% JHa(JHI)Q(O,O)JH;p_q_...
ﬁgl’TJIEJHZEbQ = ﬁgl’ngIl’bg
= ﬁzngTZEbz>
ya que
0 w 0 —w w0
T _ 0 0 _ 0 )
JHJH_(_% . )(w ‘ )_( ’ wg>—w01.
Entonces
1 9*F.
9(%%“%#)) = Jsl(ngjga(JH;)2(0>0)JH$+ﬁ2wngzb2_l')
1 0*F, _
= §J51(I’TJI§W(O,O)JHI)—l—ﬁgwgl'Tl’Jslbg—l—"'
con
1 0*F. 1
—J N 2T TE 2_(0,0)Jpz) = =T A
9 S (ZE Ha(JHl')z( ) ) H$) 2ZE T
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donde A = A(wo, \i, 222(0,0)), v

donde B; = (

922
ba1
A1
ﬁgngTxJS_lbg = ﬁgwoz T :
ba n_2
>\n 2
boy T
/\lex T
= ﬁzwg :
ban—2 T
W
T(b
(B
= ﬁzwg :
2T(B2=2 g
= ﬁgwo 2T Bz
b%?lg )2X2.Por lo tanto,
I r 2.7
glx, p, h(z, 1)) = 5% Ax + fowiz” Bx + - -

1
= §xT(A+ 200wy B)w + -+ -,

Entonces de (3.10),

=A+ 262(4}38

Ahora, de (3.11) obtenemos

Hy;, = (24, + Niu)R;
= (24; + A; + 28w B R,

- ((x

—1
A,
—1
A,

0

_251 C1; Co9; 1 0 —1 )\z —2(4}0
oo )< (o ) (o)) (5 (2 30)

(
(

25 + Co; Csi + 262(4}2 b27, 2wy )\z

)\ (CM + 262(4}2 b27,) + 2(4}0( 25 + CQZ) —2(4}0 (CM + 262(4}2 b27,) + )\ ( 25 + CQZ)
Ai(20; + coi) + QuJO(CgZ + 2Bow3 bZZ) —2w0(20; + c25) + )\ (c3i + 262w3 bzz)

C1i +2ﬁzw2b22 —20; + c9; ) ( A — 2wy )

Ahora, si Hy; = ( G Q2 ), entonces igualando las entradas podemos calcular la 9;

Qo ez

)
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b
—2wo(cr; + 2Baw} )\2 )+ Ai(—26; + c)

1

2 bai
A (25 + sz) + 2wo (Csz + 262010 )\2 )

5 b2 ba;
Ai(=20; + c2i — 20; — c2i) = 2wo(csi + 252W0Y + ¢+ 2ﬁzw§%)
o ba;
—40;\i = 2wo(c1; + 3 + 452600 )\2 )
1 wWo bgz
6i - —5)\—t ( ) 262 0)\2
Pero
0 —d;
v ()
= 40y
1w b A
= —5)\—(Z]t’f’(./4 ) 2620}0 )\22 I(]
Luego, entonces
b i
= (—%tT(AZ)IO — 462(4)(3] )\22 I(] + A + 262(4)38 )R
a b ;
= (A; + 262w B — 42w )\22 Io)R;, con A; = A; — )\' tr(A;) 1y

b2z
b2z

2 b2 i
(A + 2/82 Wo )\22

( 2(4)0
b2z

(A; — 20 3o} 0)\2

AR, — e

b2z

(A + 285w 0)\—] 455w 0)\2[0)7?,

(.A + 262 Wy )\2 ()\ T — QWQIQ))R

2(4)0
Ai

)

RIRi

2N, Bowld = bai RIR,

33
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1 i 2w N —2w
T o 7 0 7 0
Ri RZ Alz ( —2(4}0 )\z ) ( 2(4}0 )\z )

B L A; 0
TOAZ\L 0 A
Entonces

donde ./le = AZRZ, y BZ = —%I
Finalmente de (3.8),

1
h’(£>:““) = §I’TH1[L’ +

donde H; = A+ 23,28

3.2.2. Dinamica sobre la Variedad Central

Sobre la variedad central, la dindmica esta dada por

Observemos de (3.6),

f(z>ﬂ> h(z>u)) = ‘]Iglfl(‘]Hl’nl% _ﬁIJS_IbQIu + Jsh(%ﬂ))

donde

Fi(Jux, p, =PrJg bop + Jsh(x, ) = Biph Jux + BipMa(—01Jg bap + Jsh(x, )
+Fo (Juz, —ﬁlz]s_lbz,u + Jsh(x, 1))
+B1uGor (T, —B1Jg bap + Jsh(x, 1))
+Boxt T T (M T
+ My (=315 o + Jsh(z, 1))
+Fs (T, —B1J5 bopn + Jsh(zm, p)) + -+ -,

Los términos que interesan son

My Juz, Foy(Jgx, —BiJg bap + Jsh(x, 1)), Boaxl JhJgx My Jux
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y Fsi(Jpx, —B1J5 oo + Jsh(z, 1))

donde

For(Jgz, —BiJg bop + Jsh(x, 1))

Fsi(Jgx, —B1Jg bap + Jsh(w, 1))

entonces

f@@,p, b, 1) =

Pero, definimos

1

O*F
= §I'TJI§ !

022 (
+:BTJ§ Ok

0z0w
193F,

= 5.5 (0,0)(z,2,2) + ...

0, O)JHZL’

I ' Fi(Jux, p, — P15 bapr + Jsh(z, 1))
ﬁLUJI;l(Ml - bg(JS_I)TFlwz(Oa 0))JHZB

1
+§J,§1 (2T JLF1..(0,0)Jg2)

+JI§1(1'TJ]§F1210 (07 O)Jsh($> :U“))
+ B (2 T T ) My Ty

1
+6J§1(ITJ,§F1222(0, 0)Jgx)Jgx + -+,

M = Jg" (M = b3 (I3 Fr2(0,0)) Ju;

1 1
EITQI = §J1§1 (:ETJIEFMZ(O, 0)Jgx);

donde Q = Q(wp, 251(0,0)), y

1
EC($>I>$) =

Observemos que

I (@ T F1.w(0,0) Jsh(z, p))
+Bod (& T Jga) My Ty

1
~Jg (@t T FyL..(0,0) Jga) Jya.

G

1 1
i @ TR Fie (0,0)Ju) Juw = <Co(x, @, 7)

35

(0,0)(—B1Jg  bopt + Jsh(zm, p)) + ...

(3.13)

(3.14)
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con Cy = Co(wo, %(Q 0));
Bod it (2T T Jgx) My Jgx
con

y

1
it (@ T F1.0(0,0) Jsh(z, ) = Jﬁl(fETJEFlzw(QO)JS(f?T

_ 9°F,
con C; = C(wo, \i, 57

Cslz,z,x) =

Cur = ( magls

(0,0),

ﬁgwozc x(Jy ML) x
ﬁzw 2T 0 i_o mip Mi2 0 —wo T
0 —ﬁ 0 Moy Ma2 wo 0
0o L WoMia —Wom
2Ty o 07112 011
62 0 —ﬁ 0 Wotze  —Wpn21 .

Moo  —Ma1
ﬁgwozc T T

—Mmi2 Mi1

2/ .2 2 Moo — M21T2
Bawy (27 + 23)
—M1221 + M1122

ﬁ w2 ( (l’% + l’%)(mggl’l — mgll’g) )
O

0 l’% + l’%)(—mlgl’l + mnzcg)

ﬁ2wgCM($> X, l')>

—mazly  miils

—mails ) , (3.15)

(A+ 28w B)))

1 _
= 5J,;l(:cTJgFlzw(0,O)JS(:ETA,a:))
+Bowi It (2T TE 10 (0,0) Js (27 Bz))

— Loiee,2) + BulChla, 2 2)

2

2
I (0,0)) v

Ji (2T T F1,,(0,0)Js (27 Bz))
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Ahora vamos a calcular Cz.Observemos que

Fl (0,0)
F1.,(0,0) = Lawd , 3.16
12(0,0) (Ffzw(o,m ) (3.16)
donde
: Fi_ (0,0)
F7 (0.0 — 1z3w\™
lzw( ) ) (Fljzgw(0>0) )
9%FJ(0,0) 9%FJ(0,0)
_ awlazl ottty 8wnf28z1
o 02F}(0,0) 02F}(0,0)
Owi10zg 7 " Owyp_202z9 2% (n—2)
y
)\1 0 I’T(Bl)l'
JS([L’TB[L’) = )
0 )\n_g [L’T(Bn_g)l’
[L’T()\lgl)l’
X ()\n—28n—2)$
—:BT(IZ\Z—;I):B
T b2‘,n72
7 (/\nfz )z (n—2)x1
= 2TBz
donde BZ = _;’2 I, entonces

Fiu(0,0)J5(2"Bx) = F1.,(0,0)(2" Bx) = ( ?Eﬁﬁiﬁiiiii ) ’

lzw

donde
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n—2 92FJ(0,0) T
> ko1 dwidz ¥ Bix )

F7. (0,0)(z"Bz) = < ) ~
zw Y n—2 92FJ(0,0)
Zk:l 8w28z2 l’TkaL'

n—2 92FJ (0,0) 13
< et (3 awl(azl)Bk)‘T )

—2 92F7(0,0) 5
2T S By

B xTSf x
B 1Sz

con

. = 92FJ (0, 0) 5

S/ =
! Z 8wk8zl
_ EeR0.0) b,
1 8w,ﬁzz )\k
para i,7 = 1,2.
Entoces ahora, = J; = (x1, z2) T wo(—me, 1), entonces
—Wwo

278
= wy (—xg(xTSfx) + xl(xTSga:))
_ ( —1o(2TSt) + 21 (2T Skx) )
— W :

i o
T TS P(0,0)(a7Br) = wo(—as,71) ( T Sfx )

—2o(27 S¥2) + 21 (27 S2)

por lo tanto

_ : 0 1\ /[ = T81 +a TSISE

—1o (2T S2x )—I—:E1 (21 S2x)
- 1o(2TStr) — xy (2 TS1

(& -
- ( _821 811 ($>I>$)>



3.2. CASO B; =0 39

entonces

S22 -8
Cs = 2 ! ) 3.17
(%3 (317)

Ahora reescribimos (3.14)

1, 1 , 1 ,

EC = ECO + ﬁQWOCM + 56_[‘ + ﬁ2wocz§’> (318)
Finalmente, la dinamica sobre la variedad central estd dada por

. 1 1

T = J“x+§Q(x,:B)+6C(x,x,x)+--- (3.19)

donde
J,u = JH + ﬁl,uM
B 0 —wo My My
N (wo 0 )_l—ﬁl'u(/\/lm Mzz)
_ PruMir —wo + fruMis )
wo + BippMay BruMoz

3.2.3. Diseno de la ley de control

En esta seccién vamos a probar, usando el teorema (2.4), bajo que condiciones el
sistema (3.19) sufre la bifurcacién de Hopf en x = 0 con p = 0. Primero, vamos a pro-
bar que los valores propios de J, atraviezan el eje imaginario cuando p = 0, y segundo,
mostraremos que el primer coeficiente de Lyapunov a es diferente de cero.
1)Valores propios de J,,: La ecuacion caracteristica de la parte lineal de (3.19) estd dada
por

N —tr(J )N+ det(J,) =0

donde
tr(Ju) = Butr(M)

det(J,) = Bip*(MuiMaa) + (wo + Br1uMar)(wo — BippMis)
B (M1iMas) + wi + Brpwe(Mar — Mag) — Bip (MiaMay)
= W) + Brpwe(Mar — Mas) + Biptdet(M),
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con M = (M,;).

Entonces, para p suficientemente pequena, los valores propios estdan dados por

pero, de (3.13),

tr(M) = tr(My — b3 (Jg") ' Fi,.(0,0))
= tr(M;) — tr(b3 (Jg')" F1,:(0,0))
= tr(My) — tr(b3 (Jg1) " Fr.-(0,0))"
= tr(My) — tr(FL,(0,0)J5"bs).

lzw

Ahora bien de (3.16),

FT

lzw

(0,0)J5"by = ( FlL,J5'bs FZ,J5"b2 )

donde

Fj

lzw

S, F{le(0,0)Js‘lbg
0,0)757°b2 = (F” (0,0) 5 b,

1zow

Zn—Q 82F{(0,0) bag
— k=1 8wk8z1 Ak
n—2 82F{(0,0) by ’

Zk:l 8wk8z2 >\k

entonces



3.2. CASO B; =0 41

r{FL (0,015 1) = sz’“azF o sz’“amo -

A Owr0z N OwpOzs

B i bor (O*FL(0,0) N 9*F2(0,0)
N Ak Ow0z1 w029

24, 0 (OF) IF?
_ Z e 0 (82’1 0.0+ 520, 0))

B by O
- Z)\_kﬁ—w(dwzFl)(o’O)’

Por lo tanto,

2
donde
by, O
Ki=tr(M) — S === (div,F})(0,0), (3.20)
—1 k@wk
y de (2.7),
d
d = @Re()‘(ﬂ)”u—o
= %/C1 (3.21)

2)Primer coeficiente de Lyapunov: De (2.8),

1
16(4}0

a = (R1 + (U(]Rg)

entonces de nuestro sistema (3.19), haciendo p =0

1 1
T = Jox+ §Q(x,a¢) + EC(x,x,x) + ...

1 1 1
= Jor+ 5Q(gg, T) + 6Co + BowiCar + §CA + BowiCy

= Jox + f(x)
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donde | | |
flz) = §Q({E, x)+ EC(] + ﬁzwgCM + §CA + ﬁzwgclg
I 7 1 2 2 2 1
filz) = §I Qixr + 6601 + Bow ((5171 + 25)(mosxy — mzﬂz)) + ECAl
+ (—:Bg(xTSlzx) + :El(a:TSzzx))
1 1 1
fa(z) = §$T92$ + 6602 + ﬁzwg ((I% + 583)(—771121171 + m11$2)) + §C;\2
+ (22(2" Slz) — 21 (27 S2))
f1r1r1m1 = 62(“13(6(7”22 + 522)) + O(l)
flrwzmz = 62(“}3(2(7”22 + 522)) + O(l)
f2m1m1m2 = 62(“}3(2(7”11 + 511)) + O(l)
f2r212$2 = 62(“}3(6(7”11 + 511)) + O(l)
Rilz=0 = m

Ry = 8Bwi ((may + maa) + (511 + $22)) + 72
n—2
bor (0?FL(0,0)  9%F2(0,0
= 8w} <t7‘(M1)— %( 10, )+ (0, ))>+72

p )\_k Owr0z, Owr0zs

= 852013/@ + 72

1
a = ——(v1+wo(8FewiKy + 72))

16(4}0
1
= 552%%’@ +7 (3.22)

Hemos probado el siguiente resultado.

3.2.4. Teorema Principal

Teorema 3.1. Considere el sistema de control

£=F(&)+ G,

. - . JH 0 . 0 —Wwyo
conF(O)—OyDF(O)—J—( 0 JS),conJH—(wO 0 )y
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Js = diag{\1, -+, A\—2} Hurwitz. Si Ky, dado por (3.20) es diferente de cero,

G(0) = 21 ), con by = 0, entonces existen (31 y (o, tales que con la ley de control
2

u=Bip+ B2 + 23),

el sistema sufre la bifurcacion de Hopf en x = 0 con p = 0. Mas aiun, es posible controlar
la estabilidad y la direccion de la orbita periodica cerca del origen, seleccionando el signo
ded yaen (3.21)y (3.22), respectivamente.

3.2.5. Ejemplo

Consideremos un sistema no lineal en R3

5 = (0 —wo)z+(a1zf+a2z1w)+( a4zf2)+
wo 0 agz122 a52129
my; O mg3 2 2
+(( 0 m2)2+( 0 )w—l—...) (ﬁl,u—l—ﬁg(zl +22))

W= Nw by (B + o7+ 22))

7 = —woz + (@127 + apzw + Bimapzy + Bimspw)
+(aaz) + mifazi (27 + 25) + mafow (2] + 23))
2o = woz1 + (azz122 + mofipza) + (052’12’5 + 5277122’2(2’% + Zg))

W = Mw+ bafi + Baba(2F + 23)

Expresado como un sistema extendido seria

2:1 0 —Wo 0 0 21
2:2 . wWo 0 0 0 22
i (0 0) © o p
W ( 0 0 ) ﬁlbg )\1 w
fll(z>w>lu“)
n 7:12(2610,#)

f14(21, w, IU“)
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donde

CAPITULO 3. CONTROL DE LA BIFURCACION DE HOPF

Fu(z,w,p) = (a12] + aeziw + Bimypzy + Simspw)

+(as2] + miBez (27 + 23) + mafow(z; + 23))

Fra(z,w,p) = (asz122 + mofipze) 4 (asz125 + Pamaza(z] + 23))
Fuulz,w,pn) = Baba(z] + 23)

Ahora, como

1 0 53 0 0 2
x| |z 0 0 0 2
1 o 0 0 1 0 1
Bibs 1
Y 0 O /1\_%2 ' w
o = (4 3 ) (T =32
S & 0 Fra(—wotz, worr, i, Ay — 52 1)
_ [ e Fue(—wors, wom, 1 Ay — %M)
S Fu(—wors, wort, 1, My — ﬁi—fﬂ)
— f1($1>$2>ﬂ>y)
f2($17 T2, W, y)
1 b
g($17 T2, W, y) = _f14 —WoT2, Wol1, U, )‘ly - &
)\1 )\1
1
= —Bobowi(x] + 23)
A
donde
1
fi(@y, 2, 1, y) - (—aswizims + mafrpwors — aswyraxt + Bamowya (47 + 7))
0
—a3WoT1T + Mafipxs — aswirars + Pomawi (2] + 235)
-1 b
fa(@1, 22, 11, y) w—o(a1w§93§ — GaWoT2 (Aly - ﬁ;\—lzﬂ) — Brmapwoms — agwors
—my fawra(x] + 73))
2 Bibs 2 3
—a1woTs + agxe | My — )\—,u + Simapizs + agwy s
1

—l—mlﬁgwgatg(zf + z3)
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La variedad central que buscamos es

1 1
y=hlz,p) = §~TTH155 + 2" Hopu + §H3,U2 to

y = z'Hid
Alh($>ﬂ)+g(z>u>h(z>ﬂ)) = ITHlJHI

ITHlJHI - Alh’(£>:““) - 9(557,% h(£>:““))

Il
o

1 baw?
ITHleI—i)\ll’THlI—%ITII = 0
1

ﬁzbzwg
A1

T 11 012 0 —wo 1 11 012 ﬁzbzwg 10 _
— A - =0
v (( Q12 Q2 ) ( wo 0O ) 27! ( Q12 Qg ) A1 0 1 *

1
o (Hy Jy — S HL = Nz = 0

Babaw?

1 Babaw? 1
Q2w — A — 2 —Q11Wo — A1012
e < 2 A1 2 r=0
A1

1 1
Qigo2Wo — §>\10é12 —Q12Wo — §>\10é22 -

Si resolvemos el sistema para «aq1, s ¥ oo Obtenemos

_ —2B2byw?
—z

Q11 = e =2, a12=0

—2B2bawd —B2bawd

Entonces H; = TI’ luego y = h(x,pn) = % (22 + 23)

Célculo de la velocidad de cruce

J,u = JH‘I’ﬁlNM

. 0 —Wwo meo 0
o ((U(] 0 )_l—ﬁl'u( 0 ml—i—iag)

_ ﬁwmz —Wo
wo  Puu(my — FFaz)
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N —tr(J )N+ det(J,) =0
b
tr(J,) = Gip (m1 + mgy — )\—2@2)
1
by

det(J,) = wg + Bru’ma (m1 — )\—ag)
1

M) = %tr(J“) i—z'\/det(Ju) - (%tr(Ju)) |

Célculo del primer coeficiente de Lyapunov

Tenemos que

1 1 b
Re(A(n) = =tr(J,) = =B [ my +ma — az
2 2 A1
d
4 = ZReO)no
b
= % (ml +mo — )\—2102)
B by 0 ,
S M) — 22 (div,
5 tr(M) N aw(alw Fr)
B
= 5 ’Cl
fi(z, o, y) = —aswomiTa + mafipzy — aswiraxt + fomowiar (27 + x3)
b
f2(931> T2, [, y) = —alwol“% + a2 (My - —ﬁ;\lz,u) + Bimypzs + a4w§:c§
+my Bowi e (23 + 23)
2b b
= —a1WeT5 — asTy Pawighe (23 + 23) — agl’g&
)\1 )\1

+B1mapms + aswyrs + myfawias(r] + 23)

flmlmlml - 6627712(4)3
flrwzmz = 2ﬁ2m2w3
2
2wy ba
f2{E1{E1.’EQ - _2a2/6 0 _I_ 2m1/82wg
1
ﬁgw262
f2m2m2m2 = —6a2 U +6a4w§+6mlﬁgw3

1
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n<0 pn=20 w>0

Figura 3.1: Cruce positivo de los valores propios a través del eje imaginario

R1|m=0 = 0

b
R2 = 8620)37712 + 8620)37711 — 862wg)\—2a2 + 6@4@)3
1

b
= 8620)3 <m1 + mo — )\—2@2) + 6@40}3
1
2 by 9 . 2
= 8fwp tr(Ml)—)\—I%(dwzFl) + 6asw;
— L (Rt wRy)
a = 160 1 T Wodt2
_ B
- 16
16215(]\/[) 2a(dwF)—|—aw
= - r - — P -
2 2% ! A Ow ! o
1 3
= §ﬁzw§K1+§a4w§

Si fijamos los valores

wWop = bgzmlzmgzmgzl,

A= —1
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tendriamos que

3
d = -

5

3 3
a = 552+§

Investiguemos el caso en el que d > 0 y a < 0, es decir cuando tenemos una velocidad
de cruce positiva (ver figura 3.1) y un coeficiente de Lyapunov negativo. Entonces para
este caso la dérbita seria atractora y se originaria para algin valor p > 0 (ver figura 3.2).
Para que suceda esto fijamos los valores 31 = 1y 2 = —1. Utilizando el paquete de
simulacion Simnon encontramos que efectivamente se origina una érbita periddica para
w=0,1 (ver figura 3.3).

Investiguemos ahora el caso en el que a = 0, es decir el caso degenerado. En esta
situacién tendriamos una suscecién de circulos para g = 0 (ver figuras 3.4 y 3.5). Para
que suceda esto fijamos los valores §1 =1y (B = —i.

/1
%
O

I
2
®
\%
D

g0 yz

Figura 3.2: Escenario de creaciéon de la orbita periddica estable
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0.8
0.6+

0.4

1 (o |
N |

Figura 3.3: Orbita periddica estable para p = 0,1
D Cﬁ
&/

Figura 3.4: Caso degenerado
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Figura 3.5: Caso degenerado

3.3. Caso b; #0

Consideramos la ley de control
u(z, 1) = plarzr + agze) + Bi2; + Bozs = pulz + Co(z) (3.23)
donde ay, g, B1, 02 € Ry L = (ay, as).

Ahora, usamos la ley de control (3.23) en el sistema (3.2)

(by + Myz+ Mow+ -+ )u = (by+ Myz+ Mow + -+ )(ulz + Co(2))

= by(uLz) + Myz(ulz) + Maw(puLz) + b1Co(z) + - - -
(by + M3z + Myw+ -+ )u = (by+ Msz+ Myw + ---)(ulz + Co(2))

= bo(uLz) + Msz(ulz) + Myw(puLz) + baCo(z) + - - -

Obtenemos el sistema en lazo cerrado

z2 = Jpz+pubi Lz + Fs(z,w, p) (3.24)
w = Jsw+ pbeLz + Fu(z,w, ),



3.3. CASO B, #0 51

donde
Fa(z,w,p) = Fai(z,w) + pLz(Myz + Mow)
—I—Fgl(Z,ZU) + blc(]Z + ceey
Fulz,w,p) = Foo(z,w) + pLz(Msz + Myw)
—l—Fgg(Z,’LU) + bgC(]Z + ceey

3.3.1. Variedad Central

La ecuacion (3.24) representa una familia p-parametrizada de sistemas, la cual puede
escribirse como un sistema extendido.

z Jg 0 0 z
il = 0 0 o0 u
w 0 0 Js w
:U“blLZ + f3(za w, IU“)
+ 0

pbo Lz 4+ Fu(z,w, )

Entonces podemos poner (3.24) en su forma estandar

z Jg 0 O z f(z,,u, 'LU)
il=1 0 o0 o po| o+ 0 ,
w 0 0 Js w g(z, p,w)
6
po= 0,
w o= Jsw —l—g(z,,u, 'lU),
donde
f(Z,,U, 'lU) = :U“blLZ + f3(27w7u) (326)
g(Z,,U, 'lU) = IU“b2LZ + f4(z>w>lu“) (327)

Buscamos una variedad central

1 1
w=h(z,u) = EZTHIZ + 2T Hyp + §H3,u2 + - (3.28)
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tal que h(0,0) =0 con Dh(0,0) =0, h:R* - R %y
hi(z, ) = %ZTHM'Z + 2" Hyip + %Hsiﬂz +-
parat=1,23,....,n — 2.
Sustituyendo (3.28) en (3.25) y usando la regla de la cadena,

0z o

es decir

Oh(z, p)
0z

z= JSh(znu) + g(z,,u, h(z,,u))

Entonces, obtenemos

Oh(z, i)

T [JHZ + f(z,,U, h’(zy/“t))] - Jsh(Z,,U) - g(z,,u, h(z,,u)) =0.

El término f(z, u, h(z, p)) no interesa, entonces nos queda

%Jm — Jsh(z, 1) — g(z, . h(z, ) = 0. (3.29)

Esta ecuacién diferencial parcial para h se puede resolver en el caso simple, esto es,
cuando Jg es diagonal, es decir,

A 0
Js - T )
0 )\n—2
con \; < 0 para cada j.
% A h1 921
% e A2 | h.z B 9?2 _0
8%#;2 )\n—2 hn—2 92,n—-2
ohy

a—JHZ —AMh1 — g1 =0
2
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%JHZ — )\th — g22 = 0
z

ahn—2
0z

JHZ - )\n—2hn—2 —J2n—2 = 0

Ahora, estamos interesados en calcular H; porque haremos . = 0 cuando calculemos
el primer coeficiente de Lyapunov a. Ahora, si

1 1
g2(z, 1) = §ZTN12’ + 2T Nop + §N3,u2, (3.30)

con
1 1
92i(z, ) = §ZTN11'Z + ZTNzi,U + §N3i,uz>
para i = 1,2,3,...,n — 2., que representa los términos cuadraticos de g(z, u, h(z, u)),
entonces de (3.29) obtenemos,

—— Tz = Nz ) = gz ) = (2" Hy; 4+ Hoip) Tz

1 1
_)\i(ngHliZ + ZTHQZ',U + §H31,u2)

1 1
—(ngNuz + ZTN%,U + §N3i,U2)
1 1
= ZT(HliJH - 5)\1'H1i - §N1i)2’
‘I‘ZT(JIEHQZ.T — )\ZHQZ — NQZ),U

1 1
+(_§)\iH3i — —Nsi),U2

2
= 0
1

1
ZT(HM'JH — 5)\1le — §NM)Z =0

2 9 0

1 1
1i(Ju 5 ) 5N

1 1 iy
Hhidy — A — 5N = A= ( oo )

1 1
Hyi(Jg — §>\i1) = A+ §N1i
1 1
Hy; = (Ai+ §N1i)(JH - §>\i1)_1

Hy;, = (24, + Nu)R;
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10
dondel—(0 1)y

1 1
i = 5 — NI
R 2(JH 2)\ )

o —1 )\z —2(4}0
A2 4w ( 2wy N ) (3:31)

Ahora vamos a calcular N;. Observemos de (3.27),

g(z,,u, h(z,,u)) = :ub?LZ + f4(z,u, h(z,,u))
= pboLz + Fao(z, h(z, p)) + pLz(Msz + Myh(z, j1))
+F32(Z> h(Z,,U)) + b2COZ + ceey

donde
1 0*F O*F.
Fals () = 3275 500,0)2 4 215 50 5 0,0)(z, 1)
1 . OPF
+§h(2>ﬂ) W(Qo)h(%,@
entonces
1, 0%F,

g(z,,u, h(znu)) = 52 922 (0> O)Z + 0(23)

Por lo tanto de (3.30), Ny = 882;2 (0,0)

En este caso N1 no depende de los parametros de control.

3.3.2. Dinamica sobre la Variedad Central

Sobre la variedad central, la dindmica esta dada por

.f(znua h(z,,u)) = :ublLZ + f3(z>,u> h(z,,u))
= pbiLz + Iy (2, Mz, p) + pLz(Miz + Mah(z, p))
+F31(Z, h(z,,u)) + blc(]Z + ceey
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donde

1 0%y I
Pz h(z,p) = 2" 50,0z + 2" 920h(z. 1)

ST (0,0)h(z, 1)
L (0,0)h(z, )

0?Fy

—I-Eh(z,,u) Tz 1)
Fa (2 h(z ) = gx&am@%@+m

entonces

’Fy 10°Fy
(0 0)z + 695

1 .0
f(z,,u,h(z,,u)) = pbiLz 4+ b1Coz + ~z" (090)(Z>Z>Z)

27 022
s O*F
2 azﬁh(z,,u)( 00z, 1) +

entonces

[ 10°F,
(0 0) + 6 023 (0>0)(Z>Z>Z)

. 1 .0
2 = (Jg+ubL)z 4+ b:Coz + §ZT 5.2
0*Fy

+2Tm(0,0)h(z,,u) + ...

2F 1 3
= J, —I—b1C02—|— —2T rO°h OF 0,0)(z, z, 2)

A 7 (0.0)2 4 555
T&%%—wwm@m+m (3.33)

donde

. 0 —wo b1
e (8o
_ 0 —wp ny biiar  biiae
wg O bizay  biaa
J o= pbiion —wo + pbriae
H wo + pbiaon pbiaag
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3.3.3. Diseno de la ley de control

En esta seccién vamos a probar, usando el teorema (2.4), bajo que condiciones el
sistema (3.33) sufre la bifurcaciéon de Hopf en z = 0 con p = 0. Primero, vamos a pro-
bar que los valores propios de J,, atraviezan el eje imaginario cuando p = 0, y segundo,

mostraremos que el primer coeficiente de Lyapunov a es diferente de cero.

1)Valores propios de .J,,: La ecuacién caracteristica de la parte lineal de (3.33) estd dado

por

N —tr(J )N+ det(J,) =0

b
tr(Ju) = p(briar + biacg) = p(, ag) ( bn ) = pLby

12

det(J,) = :uzbllbmalOQ — (wo + pbiga)(—wo + pbiia)

= w?— wo (b1 — biaoy)

Entonces los valores propios estan dados por la siguiente expresion

Malpt) = %tr(J“) 4 \/ (%tr(Ju)) — det(],).

Si ;1 = 0, entonces tr(Jy) = 0y det(Jy) = w?
entonces
)\172(0) =+ —’LU(2] = :f:’l’w(]

Ahora, para p suficientemente pequena, los valores propios estdan dados por

M) = %tr(J“) i—z'\/det(Ju) - (%tr(Ju)) |

1 1
Re(Ma(p)) = 5tr(Ju) = uLby,

por lo tanto

d 1
d= @(Re()\m(ﬂ))) = 5Lb

,U2511512041042 +w? — wopbr1a + wopubioor; — ,U2511512041042

(3.34)
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2)Primer coeficiente de Lyapunov:

1 1

+27

0z0h(z, 1)

2
OB (6 oy

) + o

1 1
Fl(Z) = bll(ﬁﬂ’f + ﬁzzg) + §ZTS1Z + 6(312’ +Cpy 2

1 1
Fz(Z) = 512(512’{) + ﬁzzg) + §ZT52Z + 6(322’ + Chyz

Rl - F12122 (F12121 _I_ Flzzzz) -

[()

F22122 (F22121 + F22222) -

O(1) + O(2)
3120225 + O(2) +
6b12222 + O(1) +

( )][6D128121 + O(1) + O(2) + 6b12P222 + O(1)

F12121 F22121 + F12222 F22222

30115127 + O(2) + O(2?)
6b110121 + O(1) + O(2)
O1) + O(z)

30113225 + O(2) + O(2?)
6b11 0222 + O(1) + O(2)
3b1212 4+ O(2) + O(2?)
6b120121 + O(1) + O(2)

O(2)]
+0(2)]

—[6b110121 + O(1) + O(2)][6b120121 + O(1) + O(z)]
+[6b11 0222 + O(1) + O(2)][6b120222 + O(1) + O(z)]

Rl |z:0 = Cl
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R2 - F1212121 + F1212222 + F2zlzlzg + F2222222
(661151 + O(1)] + [O(1)] + [O(1)] 4 [6b1252 + O(1)]
= 601151 + 6b12f2 + O(1) + Cy

1
“ 16w( L 2)

1
= m[cﬁ + w(6b1151 + 6b1202 + O(1) 4+ Cs)]

3 b
= g(ﬁbﬁz) ( bi ) + K
a = gﬁb1+K (3.35)

3.3.4. Teorema Principal

Teorema 3.2. Considere el sistema de control

£ =F(&) + G,
. . . JH 0 . 0 —Wwyo
conF(O)—OyDF(O)—J—( 0 Js)’COnJH_(wO 0 )y
Js = diag{\1, -+ , M2} Hurwitz. Si G(0) = ( 21 ), con by # 0 entonces existen s,
2

s, B1 y Ba, tales que con la ley de control

u = p(21 + agze) + 123 + Bozi,

el sistema sufre la bifurcacion de Hopfen z =0 con = 0. Mas aun, es posible controlar
la estabilidad y la direccion de la orbita periodica cerca del origen, seleccionando el signo
ded yaen (3.34)y (3.35), respectivamente.

3.3.5. Ejemplo

Consideremos el mismo sistema no lineal en R? que en el ejemplo para el caso b; = 0,
solo que ahora aplicamos la ley de control para este caso
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5 = ( ) ( a1} + agzw ) N ( a4z§’2 ) N
wg O a3z129 52125
mq 0 ms
(614— ( 0 ms ) ( 0 )w—l—...) (uLz + Cy(2))

W o= Mw+ by (ulz + Co(2))

71 = —wozy +buplz + (0122 4 ayzw)
+(myzipLlz + mawpLz + agz’ + b11Co(2)) +
Zé = wpz1 + blg,uLz + (agzlzg)

+(mozouLz + a52’12’§ + b12Co(2)) +
W = Mw+ bouLz + byCo(2)

En lazo extendido seria

2 (G (0) () [
i (0 0) (O (0 n
W (0 0) (0) M w

byipuLz + Fii(z, w, p)
biopLz + Fio(z, w, )
0
bopLz + Fra(z, w, p1)

donde

Fulz,w,p) = arzi + mizip(onz + aoze) + aszs
—I—bn(ﬁﬂf + 522’3)

Fio(z,w,p) = asz120 + mazap(onz1 + aszo) + asz12;
—I—b12(ﬁ12’§ + 522’3)

Fualz,w,p) = ba(12) + Ba23)

entonces

fi = a12’% + a42’f + 511(512? + 522’3)
fo = aznize +asziz; + bia(Biz + Ba2)
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Célculo del primer coeficiente de Lyapunov

fizy = 3b11fi23 + 3a427 + 2a121
f121z1 = 6611612’1 + 6a421 + 2a1

Jiz1z = 0
fiz, = 3b113223
fizezy = 06b118222
for = 3b12fi2} + aszy + azz
forzz = 6bi2f121
f2z1z2 = 2a5z2 + as
fozy = 3b12fozs + 2a5212 + asz

forz = 06b12B222 + 2a52

R1|z=0 =0
R2 == flzlzlzl + f1212222 + f2zlzlzg + f2222222
= 6b1131 + 6b1202 + 6Gay

Ry 3
= — = — b
Nuevamente, si fijamos los valores
Wy = bgzmlzmgzmgzl,
a; = agzag—a4—a5—1,
A = —1
. bll . 1
v () =)
tendriamos que
1 1
d = —Lbl = —(

0 = g(ﬁbl+a4)

= S+
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Investiguemos el caso en el que d > 0y a < 0, es decir cuando tenemos una velocidad de
cruce positiva y un coeficiente de Lyapunov negativo. Entonces para este caso la orbita
seria atractora y se originaria para algin valor p > 0. Para que suceda esto fijamos los
valores 01 = =2y a; = 1 (ver figuras 3.6 y 3.7).

Investiguemos ahora el caso en el que a = 0, es decir el caso degenerado. En esta
situacién tendriamos una sucsecion de circulos para pu = 0. Para que suceda esto fi-
jamos (1 = —1 (ver figuras 3.8 y 3.9).

_Dlﬁ -DIS -DI4 -DI3 -DI2 -Dll Dll DI2 0.3

Figura 3.6: Orbita periddica estable para p = 0,1
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Figura 3.7: Orbita periddica estable para p = 0,1

)

014

-DI2 -Dll Dll 0z

Figura 3.8: Caso degenerado
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o1 01

Figura 3.9: Caso degenerado
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Capitulo 4
Una aplicacién al péndulo de Furuta

Los péndulos invertidos se han convertido en unos dispositivos muy populares para
el andlisis de control no-lineal y para propoésitos educativos. El primer péndulo invertido
fué disenado en los anos setenta, y notablemente treinta anos después atin permanece
como un objeto de estudio. El interés es porque los modelos matematicos para los péndu-
los invertidos presentan ciertas analogias con modelos de procesos mas complejos, tales
como, por ejemplo, los generadores conectados en sincronia. Por lo tanto, su estudio
permite una primera aproximacién para el andlisis de problemas que presentan com-
portamiento muy complejo. Esto motiva fuertemente la investigacion sobre el péndulo
invertido. El dispositivo da lugar a muchos problemas interesantes de control locales y
globales. Es un sistema mecanico no-lineal, que es inestable y cuando las limitaciones
del actuador son tomadas en cuenta producen muchos comportamientos complejos e
interesantes que merecen un andlisis cuidadoso. De hecho se muestran dos compor-
tamientos diferentes y muy interesantes. Uno es el problema de hacer oscilar el péndulo
de la posicién en la que cuelga a la posicion vertical. El segundo problema trata acerca
de estabilizar el péndulo a la posicion invertida hacia arriba. Estos dos problemas son
muy interesantes. En particular el primero, el cual es un verdadero problema de control
no-lineal que exhibe muchas dificultades. Por ejemplo cuando el brazo esta horizontal
se pierde la controlabilidad, y atin mas el sistema no es linealizable mediante una ley de
control. Hay distintas versiones de estos sistemas que dependen del tipo de mecanismo
que mueve el pivote. En particular, el péndulo invertido rotacional desarrollado por
Furuta [Furuta et al., 1992] es un interesante sistema dindmico no-lineal complejo que
permite ilustrar varios principios de control diferentes. El péndulo de Furuta es basica-
mente una polea que se mueve libremente alrededor de un pivote. Este pivote se puede
mover alrededor de un brazo mecéanico conectado a un motor. Como la aceleracion de
la polea no se puede controlar en forma directa, el péndulo es un sistema mecanico
subactuado. Uno de los objetivos del control es estabilizar la polea en posicién hacia
arriba mediante el movimiento del brazo. Se introduce una ley de control lineal para
estabilizar el sistema en la posicién vertical del equilibrio inestable. El sistema en lazo
cerrado que resulta tiene un comportamiento local estable alrededor de este equilibrio
y el péndulo se mantiene hacia arriba. Sin embargo para pequenas perturbaciones el
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Figura 4.1: Péndulo de Furuta en un sistema de coordenadas definido

sistema pierde estabilidad. Esto es debido a la existencia de un ciclo limite inestable que
da a este equilibrio su caracter local y hace dificil el determinar la region de atraccion.
Sin embargo, una comprensién profunda del comportamiento global del sistema hace
imprescindible un analisis detallado de este ciclo limite inestable, y de la bifurcacion de
Hopf asociada a éste.

Considere el péndulo rotacional invertido como se muestra en la Fig.(4.1), donde 6 es el
angulo que el péndulo [ hace con la vertical y ¢ es el angulo del brazo r. Las ecuaciones
normalizadas son

é—gbzsinecose—l—ongcose—sin@—l—cpé = 0,
O+cp = ku, (4.1)

donde a, k, ¢,, ¢, son constantes positivas que dependen de las caracteristicas fisicas del
péndulo; ¢,, ¢,, son los pardmetros que corresponden a los términos de friccién; y u es
el control. La dindmica de ambos sistemas, el modelo completo y su versién reducida,
son cualitativamente equivalentes.

Introduciendo 71 = 0, zo = 0 y x5 = ¥, las ecs.(4.1) se pueden escribir como

T = T,
To = sinxz; + x§ sinzq cos 11 — a(ku — ¢,x3) COS 1 — CpTa, (4.2)
r3 = ku—cuxs,
o
i) 0
r = senxy(1+ $§ COS T1) + (T3 COS T — Cpa + —akcosxz, | u
—CaT3 k‘

= f(z)+ g(x)u. (4.3)
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El conjunto de puntos de equilibrio esta dado por f(z) = 0, es decir

T2 = 0,
2 _
senxq1(l 4+ x5 coszy) + acgrzcosxy —cpry = 0
3 P )
—cqar3 = 0,

es decir, x1 = km, x5 = 0 y x3 = 0, con k un entero. Estamos interesados en analizar la
dinamica alrededor del origen, es decir, en la posicion inestable del péndulo de Furuta.
Hagamos entonces Py = (0,0,0)T. Observe que

0 1 0
Df(P)=|1 —c, ac,
0 0 —c¢,
con eigenvalores
)\1 = —Cq4
—cp /5 +4
Aoy = 5

entonces el origen es un punto silla. Proponemos una ley de control de la forma
u=1Ilix1 + loxo + l3x3+v = Lxr + v, (4.4)

con el propdsito de modificar la estabilidad del origen, del tal forma que los valores pro-
pios, uno sea negativo, y los otros imaginarios, y de esta forma, poder usar los teoremas
demostrados en esta tesis. Sustituyendo la ley de control (4.4) en (4.3), obtenemos

& = f(x)+g(x)(Llr+v)
= f(x)+g(x)Lx + g(x)v

= fl@)+g(z)v,

donde f(x) = f(x) 4 g(x)Lz. Observe que f(Fy) =0y

B 0 1 0
Df(0)=|[ 1—akly —akly—c, ac,— akls
kly kly klz — ¢,
Para que Df(O) posea un par de valores propios imaginarios y otro negativo, hacemos

L cp+ 2

LT ak

I — cqe +1

Tk
2 —cp

[ —
3 ak
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en esta forma los eigenvalores son

Mo = =i
A3 = —1
que es el escenario que necesitamos para que se origine la bifurcacién de Hopf en el

origen.
Para poder usar nuestros resultados, debemos primero expresar en forma de Jordan, la

matriz D f(0). Para ello se propone el cambio de coordenadas y = P!z, donde
0 « «
P= « 0 —«o

obteniendo entonces el sistema

g=Jy+-+ b+,

0 -1 0 —k Lk
donde J= 1 0 0 |yb= —% , luego entonces b; = ( N ) # 0, por lo
0 0 —1 k 2

2
tanto, usaremos el teorema (3.2). Proponemos la ley de control

v o= poayr + By
c 1 c 1 s
- P _ P
= oy ( 50 11 2:53) + ( 50 2I3) ;

obteniendo los coeficientes de estabilidad

1 1 —k 1
d = —-Lbj=- 0 7 ) =——ak
5t 2(041, ) ( _g ) 4041
3 3 —g 3
a = Zfbi+ Ko= -(81,0) i)+ Ko=——0k+ Ko
8 8 -3 16
Si queremos el caso en el que d > 0y a < 0, fijamos los valores a; = —0,1 y 31 = 1. De

esta manera se tiene una érbita atractora para p > 0 (ver figura 4.2).



0.5+

[

0.3+

024

0.1+

—o.14

_o.z

-0.3

0.0z 0.04 0.0a

=]
o
E
=]
o
]
=]

Figura 4.2: Orbita periddica estable
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo logramos establecer condiciones suficientes para controlar la bifur-
cacion de Hopf en sistemas no-lineales. Obtuvimos expresiones para los coeficientes de
estabilidad d y a, con las cuales podemos decidir la estabilidad y la direccién de la
orbita periddica seleccionando el signo de éstos. Se propuso una ley de control, en la
cual se introdujo un parametro de bifurcacién artificial, y parametros de control arti-
ficiales, de tal manera que éstos aparecieran finalmente en las expresiones de d y a. Se
propusieron dos leyes de control, una para by = 0 y otra para b; # 0 debido a que hay
un comportamiento distinto del sistema en cada caso. En el capitulo final se desarrolla
una aplicacién de los resultados obtenidos, al péndulo de Furuta, que es un péndulo
invertido giratorio subactuado.
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