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Capitulo

Introduccion

El caos es un fendémeno no-lineal muy interesante, el cual ha sido estudiado intensi-

vamente durante las tultimas tres décadas. Se le encontré como utilidad, o tiene un gran
potencial, en muchas disciplinas tales como en prevencién de colapsos de sistemas de
potencia, aplicaciones de ingenieria biomédica en el estudio del cerebro y del corazén
humano, por mencionar algunos casos. El control del caos, en un sentido mas amplio,
puede ser dividido en dos categorias: una relacionada con la supresién de la dindmica
del comportamiento cadtico cuando este no sea deseado, y la otra generar o reafirmar
el caos cuando este es benéfico. A esta tultima se le conoce como caotificacién o an-
ticontrol del caos. La caotificacién es tedricamente muy atractiva y técnicamente es
muy provocativa, ya que involucra la generacién de algunos resultados muy complica-
dos, aiin en comportamientos dinamicos bien organizados, los cuales son usualmente
asociados con bifurcaciones. Para un sistema dado, el cual puede ser lineal o no-lineal y
originalmente puede ser no-cadtico e inclusive estable, el objetivo es crear caos usando
un regulador simple e implementable.
Grandes esfuerzos han sido realizados para alcanzar este objetivo durante varios anos,
no solo mediante simulaciones de computacion, sino que también por desarrollos com-
pletos y rigurosos de teorias matematicas. En el esfuerzo de caotificacion, generar caos
discreto intencionalmente ha sido un gran suceso. Al mismo tiempo, la generacién de
caos en sistemas de tiempo continuo fue desarrollado en un periodo mas breve. En
efecto, un controlador simple de estado lineal parcial fue disenado, de tal forma que
fuera capaz de dirigir al sistema de Lorenz, actualmente no en la regién cadtica, para ser
cadtica, el cual ha conducido al descubrimiento de un nuevo sistema caotico, llamado
el sistema de Chen. Se ha verificado que el sistema de Chen y el sistema de Lorenz
tienen una estructura similar (a los sistemas auténomos tridimensionales con sélo dos
términos cuadréticos) pero, topoldgicamente, no equivalentes (no hay un homeomor-
fismo que pueda mandar uno al otro). Avn mds interesante, se ha encontrado que los
sistemas de Chen y de Lorenz son clasificados como dos clases opuestas de sistemas
caéticos mediante una condicién crucial dada por Vaneecek y Chelikovsky [1996]. En
su parte lineal A = [a;;], el sistema de Lorenz satisface ajpas; > 0, mientras que el
sistema de Chen satisface a12a9; < 0. Recientemente, J. Li encontré un sistema que
satisface la condicién ajsas; = 0, el cual representa la transicion entre el sistema de
Chen y el de Lorenz.
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Algo notable sobre estos tres sistemas es que satisfacen algunas propiedades en comun:

1. Tienen la misma simetria, disipatividad, estabilidad de equilibrios, bifurcaciones
similares y estructuras topoldgicas, etc. En efecto, éstos pertenecen a la familia
generalizada de Lorenz.

2. Tienen una estructura compuesta.

3. El familiar oscilador de Duffing puede ser controlado junto con el sistema de
Lorenz y el sistema de Chen.

Tenemos que precisar, que el nuevo atractor cadtico debido a Lii encuentra una
transicion entre el sistema de Lorenz y el sistema de Chen. Una pregunta interesante
que ha surgido alrededor de estos tres sistemas en cuestién es, que si jexiste un sistema
caotico tal que unifique los tres sistemas cadticos antes mencionados, y pueda realizarse
una transicién continua de uno al otro?

1.1 Sistemas tipo Lorenz

En 1963, E. Lorenz establecié un modelo mateméatico mediante el cual pretendia mode-
lar el comportamiento del clima, manipulando este sistema de ecuaciones. El resultado
no fue bueno para lo que él pretendia hacer, debido a que los pardmetros que él intro-
dujo a su sistema no eran suficientes para abarcar todos los parametros que intervienen
en el clima. El sistema no le sirviéo a Lorenz para sus fines, pero trabajando con él,
aporté grandes avances a la matematica, debido a que fué el primero en encontrar un
comportamiento cadtico en la dindmica de este sistema auténomo tridimensional.

EL sistema de Lorenz estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

jjl = a($2—$1)

J',‘Q Cr1 — 13 — Ty

Z).’Jg = 1]1.%2-[).7)3

donde a, b, c > 0 son parametros reales positivos.
Con los estudios hechos del sistema de Lorenz, se clsifico toda una familia de sistemas,
a los que se les llamo sistemas tipo lorenz.

Definicién 1.1. Diremos que el siquiente sistema en R3,

ann a2 0
T = ao1 G922 x -+ —X1T3 (11)

A3 XT1T2
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con
i ayy a
r=1 22 |, A3€eERyA= < all &12 ) ,con valores propios A\1 y Ao
- 21 Q22
tales que

Ao < =\ < )\3 <0
es un sistema tipo Lorenz

En 1996, Vanecek y Chelikovsky, clasificaron una familia generalizada de sistemas
tipo Lorenz por una condicién en su parte lineal A = [a;;]. Entonces todo sistema que
cumpla con (1.1) y ademds con

T = Q12091 > 0

estd dentro de ésta familia de sistemas generalizados tipo Lorenz. El sistema de Lorenz
cumple con ésta condicién.

En 1999, G. Chen encontré otro atractor cadtico en un simple sistema auténomo
tridimensional, el cual no es topolégicamente equivalente al sistema de Lorenz. Tam-
poco pertenece a la familia generalizada de sistemas tipo Lorenz, puesto que el sistema
de Chen cumple con

12091 < 0

El sistema de Chen pertenece a otra familia canénica de sistemas cadticos y estd dado
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

.i'l = CL(JIQ — ZEl)
Ty = (c—a)ry — 123 + CTy
Zi‘g = 1Ty — bl‘g

Una vez que se encontraron estos sistemas (Lorenz y Chen), los cuales se pueden
considerar como dual uno del otro, se plante6 una pregunta muy interesante, la cual
decia que si serfa posible encontrar un sistema cadtico entre el sistemas de Chen y el
sistema Lorenz, que cumpliera con la condicién

a12az; = 0

Fué en el ano 2002, J. Lii encontré un nuevo atractor caético, generado por el siguiente
sistema tridimensional auténomo.

1 = a(wre — 1)
i’Q = —X1T3+ CIy

.fil'g = .1'1272—[)273
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el cual cumple con la condicion

12091 — 0

En los siguientes tres capitulos haremos un analisis paramétrico de la bifurcacion de
Hopf en cada uno de los sistemas anteriormente presentados, con el propdsito de es-
tablecer diferencias cualitativas entre los sistemas en términos de la bifurcaciéon de Hopf.

El trabajo que se realiza en esta tesis no esta enfocado al estudio de los atractores
cadticos que presentan estos tres sistemas, que es por lo que se conocen mas, en este
trabajo se hace un andlisis paramétrico de la bifurcacién de Hopf que presentan estos
tres sistemas, y va enfocado a buscar la relacién que existe entre ellos, pero ahora en
términos de esta bifurcacion.

En el trabajo que acontinuaciéon se presenta, se hace un andlisis de la bifurcacién de
Hopf, buscando la posibilidad de manipular el valor de los parametros de control para
determinar la estabilidad de las orbitas periddicas que aparecen o desaparecen, segiun
sea el caso.

Cada uno de los tres sistemas a tratar, cuenta con tres parametros. Lo que se hace
en este trabajo, y en forma similar en cada uno de los tres sistemas, es lo siguiente:
iremos cambiando la funcién de los parametros en cada uno de los casos, es decir,
consideraremos a uno de los parametros del sistema como parametro de bifurcacién, y
a los otros dos restantes los consideraremos como parametros de control, lo haremos
de tal forma que, a cada uno de los parametros de los sistemas le corresponda ser
pardmetro de bifurcacién y también, en otro analisis, le corresponda ser parametro de
control; de esta manera, haremos un analisis de todos los casos posibles en los que se
pueda presentar la bifurcacion de Hopf. La idea es hacer una clasificacion, en el espacio
de los pardametros de control, de los tres tipos de bifurcacion de Hopf que pueden ocurrir:
subcritica, supercritica y degenerada.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma, en el capitulo 2 se presentan los
resultados matematicos que se habran de utilizar durante el desarrollo de este trabajo,
tales como el Teorema de la Variedad Central, el Teorema de la Bifurcacion de Hopf,
asi como una formula para calcular la velocidad de cruce de los valores propios a través
del eje imaginario. En los siguientes tres capitulos, se hace el desarrollo del estudio de
los tres sistemas en cuestion, iniciando con el sistema de Lii, seguido por el sistema
de Lorenz y finalizando con el estudio del sistema de Chen. Finalmente se presentan,
como conclusion, los resultados obtenidos en este trabajo.



Capitulo

Preliminares Matematicos

Durante el desarrollo de este trabajo se utilizaran algunos conceptos y resultados,

los cuales se presentan a continacion.
Definicion 2.1. Considere el sistema
&= f(z,p),

conzr € R" yueR.
El punto (xq, o) se dice punto de equilibrio no-hiperbdlico de (2.1) si:

A) f(zo,p0) =0

B) D.(f(zo, pto)) posee al menos un valor propio con parte real igual a cero

2.1 Teorema de la Variedad Central

Considere el sistema

§=F()
con{ € R"y F e (", tal que

An1><n1 O
F(0)=0y DF(0) ~
O anXnQ

nxn

(2.1)

(2.2)

donde A sélo posee valores propios con parte real cero y B s6lo posee valores propios

con parte real negativa. El simbolo “~” denota similitud entre matrices.

Existe un cambio de coordenadas que nos permite descomponerlo en dos bloques de

Jordan

) = By+g(z,y)

11

(2.3)
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Definicién 2.2. . Una variedad invariante se llama variedad central de (2.3), si puede
ser representada de la forma:

We0) ={(z,y) € R™ x R"|y = h(z),|z| < J,h(0) =0, Dh(0) =0}
Para § suficientemente pequeno.
Teorema 2.1. Considere el sistema (2.3)

(1) Eziste una variedad invariante llamada, variedad central, alrededor de & =0,

We(0) = {(z,y) € R™ x R™|y = h(x)}

(i1) La dindmica sobre la variedad central estd dada por

&= Az + f(x, h(x))

(7i) La funcion h : R™ — R™ puede ser aproxrimada utilizando la ecuacion

Dh(z) (Az + f(z,h(z))) — Bh(z) — g(z,h(x)) =0

2.2 Teorema de la Bifurcacién de Hopf

La bifurcacion de Hopf, es un tipo de bifurcacion que presentan algunos sistemas, de
tal manera que al variar el valor del parametro de bifurcacién del sistema, este sufre
un cambio en la estabilidad del punto critico en estudio, dando origen o desapareciendo
una orbita periddica, la cual tienen una determinada estabilidad, dicha estabilidad es
proporcionada por el signo del primer coeficiente de Lyapunov.

De esta manera, este trabajo esta enfocado en analizar lo que ocurre alrededor de este
tipo de bifurcacion.

Teorema 2.2. (Hopf). Considere el sistema parametrizado
&= f(z, p)

con v € R" y peR. Supongamos que existe (xq, o) tal que

(H1) f(xo,uo) =0

(H2) D, f(xo, po) posee un unico par de valores propios en el eje imaginario y el resto
estan fuera de €l

(H3) % (Re(AMu)) lp=po = d # 0
Donde \(i1) es un valor propio de D, f(xo, 1).
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Entonces, existe una unica variedad central tridimensional
que pasa por(xg, i) € R™ x R.
La dindmica sobre la variedad central estd dada por

o= (dp+Lr?)r
0 = w+cu+br

Si 1y # 0 entonces existe una superficie de orbitas periodicas en la variedad central, las

cuales tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por A(po), Apo). Si
l1 <0 las orbitas periddicas son estables (caso supercritico), mientras que sily > 0 son
inestables (caso subcritico).

El coeficiente [; se define como el primer coeficiente de Lyapunov. Existe una férmula
para calcular el primer coeficiente de Lyapunov, la cual estda dada para sistemas en el
plano.

Considere el siguiente sistema en el plano:

ZH o= —woze + Fi(z1, 22)

2o = wozr + Fa(z1, 22)

El primer coeficiente de Lyapunov esta dado por la formula

l

= 2.4
16“}0 (R]- +w0R2)7 ( )

donde

Rl == <F1Z1Z2 (Flzlzl + FlZQZQ) - FQZ1Z2 (F2Z121 + F2ZQZQ)
_F1z121F22121 + F1z222F222ZQ) |Zo
R2 - (Flzlzlzl + F12122z2 + F2z2z121 + F2z222z2> |z0 .

La bifurcacion de Hopf supercritica, se presenta cuando [y < 0. Se caracteriza por el
nacimiento o desvanecimiento de una érbita periddica atractora, al momento de variar
el parametro de bifurcacién alrededor de .

La figura 2.1, muestra el diagrama de bifurcaciéon para este caso.
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a2 1= ~T
s = 20t
/ — & 2,
<IN — Y
% Qj:; P, 1 .

j<o H=0 i>0

Figura 2.1: Bifurcacién de Hopf supercritica. Un punto de equilibrio estable se hace
inestable, dando origen a una orbita periddica atractora

La bifurcacién de Hopf subcritica, se presenta cuando [; > 0. Se caracteriza por el
nacimiento o desvanecimiento de una orbita periddica repulsora, al momento de variar
el parametro de bifurcacién alrededor de .

La figura 2.2, muestra el diagrama de bifurcacion para este caso.

Figura 2.2: Bifurcacion de Hopf Subcritica: Un equilibrio estable y una érbita peridédica
inestable se funden en un punto de equilibrio inestable.

Otro tipo de bifurcacién de Hopf que se presenta es la bifurcacién de Hopf degener-
ada, la cual se presenta cuando [; = 0. Se caracteriza por la presencia de un centro de
6rbitas periddicas, justo cuando el parametro de bifurcacion es igual a pqg.
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2.2.1 Velocidad de Cruce de los Valores Propios a través del
Eje Imaginario

Para garantizar que ocurra la bifurcacion de Hopf, ademéds de tener un valor del
parametro que coloque dos valores propios en eje imaginario, también se debe veri-
ficar si dichos valores propios atraviesan a éste, es decir, si la velocidad de cruce, dada

por
o/ (o) = % Re(A(2))] [opo

es diferente de cero.

El desarrollo que acontinuacién se presenta es con el que determinamos la velocidad de
cruce para cualquier sistema en R?, la cual estard dada en términos de la derivada del
campo.

Considere el siguiente sistema

Supongamos que existen o y po tal que
f(.To, /’LO) = 07
y supongamos también que
0 —Wo 0
Df(xo,po) ~ | wo 0 0
0 0 X

con \g < 0 y wp > 0. Supongamos que para [ = jiy se tiene que
A= o(p) +if(p)
Ay = a(p) —iB(p)

con
a(po) =0
y
B(po) = wo

No perdamos de vista que deseamos calcular o/ (1), que es la velocidad de cruce de los
valores propios A; 2 por el eje imaginario.
Observemos que para p = fi el polinomio caracteristico asociado a la matriz jacobiana

alp) —pB(p) 0
A=Df(xo,p) ~ | Blp) olp) 0 =Ju
0 0 A(w

esta dado por

Pa(N) = det(\ — J,)
= N+ Li()A + La(p)A + La(p)
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ya que matrices similares poseen el mismo polinomio caracteristico, donde

Lili) = —(2a() + X'(1)) (2.5)
Ly(p1) = 20(m) A" (1) + o® (1) + 5% (1) (2.6)
Ly(p) = =N (p)(a®(p) + 52(p))- (2.7)

Como podemos observar, tenemos un sistema de tres ecuaciones, resolviéndolo para «
tenemos, de (2.7) que

L(p
A*(w)

sustituyendo la ecuacién anterior en (2.6), tenemos

~—

o (p) + B (p) = —

La(p) = 2a(p)A" (1) — ig ((Z;

Despejamos \*(u) de (2.5) y sustituyendola en (2.8) tenemos

A(n) = =2a(p) — Li(p)

(2.8)

entonces

Ls(p)
20(p) + Li(p)

Lo(p) = —20(p) (20(p) + La(p)) +

lo cual implica que
Ly (1) (2ax(pe) + La(p)) = —2c(p)(2a(p) + L1 ())* + Ls ()
de aqui se sigue que
20(p) [(2a(pe) + Ly (1)) + La(p)(2a() + L ()] — La () = 0.

Desarrollando la expresion anterior tenemos

20(p0) (40® (1) + da(u) Li(p) + Li(1)) + La(p)(20(p) + La(p)) — La(u) =0

entonces

8a® (1) + 8a (1) La (1) + (L7 (1) + 2L (p))ax(pe) + Ly (1) La(p) — Ls(p) = 0

derivando implicitamente la expresion anterior tenemos:
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Ahora, si p = pp, entonces

2(L3 (po) + La(po)) e’ (p0) = Ly(po) — L' (110) La(pt0) — L (0) L (p10)

y por ultimo despejando o/(po) tenemos

Ly(po) — Ly (po) La(po) — La(po) Ly (o)
2(L3 (o) + La(po))

pero, Li(po) = —Xo v La(p0) = w?, entonces

Liy(p10) — wi Ly (110) + MLy (10)
2(A§ + wi)

o (o) =

o (o) = (2.9)

siendo esta 1ltima ecuacion la velocidad de cruce de los valores propios a través del eje
imaginario.

2.3 Colocacion de Raices en el Eje Imaginario

Considere la ecuacion cubica
AP+ Ly ()N + Lo(p)X + Ls(p) = 0,

donde se observa que los coeficientes dependen del parametro real pu. Deseamos en-
contrar valores del parametro p para que la ecuacién cibica posea un par de raices
imaginarias y una real negativa.

Sea A\ = wy una solucion imaginaria, entonces la ecuacién cubica es equivalente a

(w00)” + La(p) (100)” + La(p) (w0) + La(p) = 0
—wy — Li(p)ws +1Lo(p)wo + L(p) =
wio (La(p) — wg) + (Ls(p) — Li(pwg) = 0,

por lo tanto,

es decir,

Tenemos entonces que la ecuacién ciibica posee un par de raices imaginarias, si existe
u tal que
L3(p) = Li(p)La(p) v La(p) > 0. (2.10)

Sea f1 = po tal que se satisface (2.10), y sean Ao = fuwwy y A3 = Ao las raices de la

cubica. Es claro que
wo = v/ La(po), (2.11)
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ademas, se debe cumpir que

()\—Zwo) (>\+Zu}0) (/\—)\0) =0
NN+ () A+ (“Awy) = 0,

por lo que

(2.12)

2.4 Ecuacion General de Segundo Grado en dos Vari-
ables

Si consideramos la ecuacién general de segundo grado en las variables x y y
Az? + 2Bay + Cy* +2Dx + 2By + F =0, (2.13)

ésta determina en el plano xy cualquiera de las siguientes curvas de segundo orden: una
elipse, una hipérbola, una pardbola o un par de rectas (caso degenerado). Las curvas
de segundo orden estan caracterizadas por las siguientes tres cantidades invariantes:

A=|B C E|,p=

A B D ‘
D E F

A B

B O’,S—A%—C. (2.14)
La tabla 2.1 resume la caracterizacién de las curvas de segundo orden en el plano
(Bronshtein y Semendiaev, 1977).

p>0 | A-S <0 | elipse
p>0 | A-S >0 | elipse imaginaria

1

p>0 | A=0 un par de rectas imaginarias’
p<0 | A#£0 hipérbola
p<0 | A=0 dos rectas concurrentes

p=02 | A#£0 parabola
p=0"1A=0 un par de rectas

Table 2.1: Curvas de segundo orden en el plano.

IDiremos que una curva es imaginaria si la ecuacién que la describe no tiene solucién en los reales.
2Suponemos que ninguno de los coeficientes A, B y C' es igual a cero.



Capitulo

El Sistema de Lii

El sistema de Lii esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

j?l = —axi; -+ ars
Ty = CIy— T1T3 (3.1)
jfg = —bZL’3 + 2122

Como podemos observar, el sistema (3.1) presenta tres parametros, (a, b, ¢), que
para nuestro analisis los usaremos de la siguiente manera: consideraremos a uno de
ellos como parametro de bifurcacion y a los otros dos como pardmetros de control,
estaremos rotando las funciones de cada uno hasta completar el andlisis para que cada
uno sea parametro de bifurcacion.

3.1 Casol:a=pu,y (b,c) Parametros de Control

Iniciamos nuestro analisis considerando como parametro de bifurcacion al parametro a
y quedan como parametros de control los parametros (b, c).
Sea a = p, entonces el sistema (3.1) queda de la siguiente manera:

Ty = —puT1+ QT
i’g = CIT9 — X1X3
j?g = —bl’g + 2122

con b, ¢ parametros positivos y p parametro de bifurcacion.

3.1.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos
Calculo de los puntos de equilibrio

Buscaremos ahora todos los puntos de equilibrio que posee el sistema, con la finalidad
de buscar aquellos que sean no—hiperbdlicos, esto lo logramos igualando el campo a cero
como sigue:

19
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—HT1 + pTy =
Cxg — X113 — 0
—b.’133 + 2119 = 0

Resolviendo el sistema anterior, tenemos que los puntos de equilibrio del sistema (3.1)
son

P = (0,0,0)
P2 = (\/E, \/E, C)
P3 = (—\/b_C, _\/b_C, C)

Calculo de los valores propios

Teniendo ya los puntos de equilibrio, buscaremos cudl de ellos es un punto de equilibrio
no—hiperbdlico, ya que necesito esto para que pueda ocurrir la bifurcacion de Hopf.
Buscaremos los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio
en cuestion; no olvidemos que buscamos un valor para el pardmetro de bifurcacion que
me genere un par de valores propios en el eje imaginario y otro fuera de él. De esta
manera, la matriz jacobiana del sistema (3.1) es la siguiente

- p 0
A=Df(z)=| —z3 ¢ —x;
i) T —b

y evaluando la matriz jacobiana, primero en el punto de equilibrio P; se tiene

0
0
—b

A(Pr) =

o oxT
O a0 T

como podemos observar, la matriz jacobiana evaluada en P; es una matriz triangular,
por lo que los valores propios aparecen en la diagonal principal, entonces los valores
propios asociados al punto de equilibrio P; son:

)\1 = —u
/\2 = C
)\0 - —b

Observando los resultados de este andlisis , podemos concluir que en el punto de equi-
librio P;, no ocurre una bifurcacién de Hopf.
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Analicemos ahora lo que pasa en el punto de equilibrio P,. Para ello evaluamos la
matriz jacobiana en este punto de equilibrio:

—n 0
A(PR,) = —c ¢ —Vbe
Vbe Voe  —b

sus valores propios los determinamos resolviendo su polinomio caracteristico que es:
N Ly ()N + Lo(p)A + Lg(p) = 0 (3.2)
donde

Li(p) = p+b—c

Lo(p) = pb
L3(p) = 2pch

sustituyendo estos valores en (3.2) tenemos
N 4 (b — ¢+ )N + bu) + 2bep = 0 (3.3)

Ahora, lo que deseamos es investigar si ocurre una biburcacién de Hopf; para ello,
necesitamos encontrar valores de p1 que hagan que la matriz jacobiana tenga un par de
valores propios en el eje imaginario y otro en el eje real. Esto lo podemos garantizar si
encontramos los valores de p que satisfagan las condiciones (2.10), es decir,

La(pt) = L () La(p) (3.4)

y tambén que cumpla con Lo(p) > 0. Entonces, sustituyendo los valores que ya tenemos
de Li(p), La(p), Ls(p) en (3.4) se tiene

2bcpy = (p—c+b)(bp)

y resolviendo la ecuacién anterior para p obtenemos dos valores,

p o= 0
W = 3c—b

Estos dos valores de u satisfacen (2.10), ahora veremos si cumplen con la segunda

condicién (Lo(p) > 0).
Sustituyendo p = 0 en

se tiene que
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entonces podemos concluir que este valor de p no sirve para nuestros fines. Haciendo
el andlisis para o = 3¢ — b; se tiene

La(p10) = b(3¢ — b)

por lo que
LQ(/Lo) > 0.

Si encontramos valores para b y ¢ que cumplan con la restriccion
3c>0b (3.5)

habremos logrado encontrar un valor para u tal que La(pg) > 0y que, ademés, con estos
valores para los parametros se cumple también que po > 0. Como podemos observar, si
tomamos valores de b y ¢ que cumplan con (3.5) (ver fig. 3.1) lograremos colocar esos
dos valores propios en el eje imaginario y el otro en el eje real.

c

o
n
""’l‘
=3

Figura 3.1: ¢ > %b

Utilizando las férmulas (2.11) y (2.12) tenemos que los valores propios son:

A1 = i/ (3c—Db)b
Ao = —i/(3c—b)b
)\0 = —2c
Velocidad de cruce de los valores propios

Por otro lado, otra condicién necesaria para que ocurra la bifurcacién de Hopf es que
los valores propios complejos crucen a través del eje imaginario; es decir, si variamos el
valor de u al rededor de g, entonces los valores propios complejos serian:

A2 = a(p)TiB(p)
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entonces diremos que los valores propios A2 cruzan através del eje imaginario si
do
o L=

Para obtener o (y19) utilizaremos la ecuacién (2.9), la cual es

/ L%(MO) — W(%L; (o) + >\0Ll2<:u0)

)= 208 + )
Para nuestro caso,
L/1 (ko) = 1
L;(Mo) = b
Lé(ﬂo) = 2be
entonces
o (1) = b(b — 3c)

2(4¢? + 3be — b?)

Observamos que si ¢ = %b, entonces, o (9) = 0, pero como necesitamos que se cumpla
(3.5), entonces, esta restricciéon no permite que o'(pg) = 0. Ademds, en la regién
de factibilidad la velocidad de cruce es negativa, debido también a (3.5). Entonces ,
tomando valores para b y ¢ dentro de la region de factibilidad, podemos asegurar que
tenemos una bifurcacion del tipo Hopf. Esto nos motiva para continuar con el analisis
para buscar como se comporta la dinamica del sistema cuando se presenta esta bifur-
cacion. Haciendo un andlisis semejante al anterior pero para el punto de equilibrio Ps,
se observan exactamente los mismos resultados que en el punto P, por lo que podemos
decir que en P3 también ocurre una bifurcacion de Hopf.

Calculo de la variedad central

Continuaremos con el andlisis del punto P,. Para ello, analizaremos la variedad central,
ésta nos dara la posibilidad de conocer el primer coeficiente de Lyapunov, el cual nos
determinara la estabilidad de la érbita perddica que aparecerda o desaparecera, segun
sea el caso. Para continuar, trasladaremos el punto de equilibrio P, al origen; esto lo
logramos haciendo el siguiente cambio de variable:

Y1 = ZEl—\/E
Yoz = $2—\/E
Ys = T3 —C

Con este cambio de variables, el sistema en las nuevas variables nos queda de la siguiente
manera:

o= (b=3)(y1 — o)
g2 = c(Voc+ys) — (Voc+y1)(c+ys)
ys = (\/b_c+y1)(\/%+y2)—b(c+y3)
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Ahora, el punto de equilibrio es el origen y los valores propios son los mismos ya
que solo hicimos una traslacién. La matriz jacobiana evaluada en el origen es:

b—3c —b+ 3c 0
A(0) = —c c —V/be
Vbe  Vbe b

Continuamos ahora con el cdlculo de los vectores propios asociados a cada valor propio,
esto para encontrar una matriz P que me permita expresar la matriz del sistema en su
forma de Jordan y asi facilitar los célculos de la variedad central. Los vectores propios
son soluciones del sistema

(A= M) =0 (3.6)
con
1 00 V11
I = 010 v = V21
0 0 1 V31

resolviendo (3.6) se tiene que

Vbep
v=| Voc(p+N
AMe—p—)A

Entonces, para A = Ay

Vbe(3¢ — b) 0
v = | Voc(3c—b) | +i Vbewg :

wi wo (b — 2¢)
con wy = y/b(3c —b). Para A = \g tenemos que

Vbe(3e —b)
vy = | Vbe(c—b)
—2bc

Con los vectores propios construimos la matriz P, la cual estda dada por

P = (Im(vy), Re(vy), vg). (3.7)
Sustituyendo vy y vy en (3.7) se tiene que
0 Vbe(3¢ —b) Vbe(3¢ — b)
P= Vbewy  Vbe(3¢—b)  Vbele —b)

wo(b — 2¢) w? —2bc

También necesitamos la matriz inversa de P, la cual es
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—2b2 c+6b02—bw(2)+cw(2) 2bc+w[2) B 2
Vbe(b—3c)wo(4c2+w3)  Vbe(dc2+wd) 4c?wo+ws
pl— b2 —5bc+2c? —b+2c 1
- Vbe(b—c)(4e2+w?) Vbe(4e+w?) 4c?+w?
. b2 —5bc+6c2+w? b—2c 1
Vbe(b—3c)(4c2+wd)  Vbe(4de2+w?) 4c?+w?

Teniendo ya la matriz P y la matriz P! proseguimos a calcular la matriz en forma de
Jordan, la cual esta dada por el producto de

0 —/b(3c—b) 0
J=P AP =] = b(3c — b) 0 0
0 0 —2c

A continuacién, vamos a ortogonalizar la variedad central y la variedad estable, el
cambio de variables que nos permite hacer esta ortogonalizacién nos lo da la siguiente
expresion:

21
(1 v2 ys)=P| 2
w
Definimos
y = —Vbe(b—3¢)(w + 2)
ys = Vbe(\/b(3c — b)z — b(w + 2) + c(w + 32,)
ys = —24/b(3c —b)czy — b2y + b(—2cw + \/b(3c — b)z1 + 3czy).

Con este cambio de variable, el sistema queda de la siguiente manera

Z"l 0 — b(3C — b) 0 21 fn(Zl, 22, w)
2 | = b(3c —b) 0 0 zo | + | folz,20,w) |,
w 0 0 —2c w fas(21, 22, w)

donde
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1 4 /(3 — b)?
fn(zl,zg,w) = m<(<w+22 <b Zl+2 3C—b w+322
+b7c(24/b(3c — b)w + 29¢cz; — 8+/b(3c — b))
+b°(=10c2; + /b(3c — b)z) + bc(—12+/b(3¢ — b)w
—24cz 4+ 134/b(3¢ — b)22)>>)

1 2 3
fgg(zl, Zz,w) = —m ((b — 36)(11] + 22) <—4 b(3C — b)C 21+ b Z9
+b?(3cw — v/b(3c — b)z; — dezy) + be(=bew + 34/b(3¢ — b)z; + 3022)>>
1 2 3
f33(21,22,w) = m ((b — 30)(111 + 2’2) (C z21 + b 29

+b?(3cw — v/b(3c — b)z; — dezy) + be(—bew + 34/b(3¢ — b)z; + 3022)>>

Proseguimos ahora con el calculo de la variedad central, la cual se define de la siguiente
manera

2 2
w = h(z1,22) = a125 + agz122 + azz;.

Derivando con la regla de la cadena tenemos

. oh oh
w = 8_2121 —+ 6—2222 (38)
Sabiendo que
2 o= —/b(3c—b)za+ fi1(z1, 22, W)
22 = 4/ b<3C — b)Zl + fQQ(Zl, 29, ’LU)
w = —2cw+ f33(21, 22, W)

y haciendo énfasis en que sélo nos interesan los términos lineales y cuadraticos en la
expresion de la variedad central, sustituimos los valores anteriores en (3.8) y obtenemos

as\/b(3c — b) 4 2a1¢) 27 + (—2a11/b(3¢ — b) + 2a3/b 3c—b)+2a20
+b3\/b(3c—b)  66%/b(3c — b)c 13b\/ (3¢ —b)c

b2 — 3bc — 4c? b? — 3bc — 402 b2 — 3bc — 4c2

124/0(3¢c — b)c? bt
— \/b 3 — b 2 _—
b2 — 3bc — 4c? J2172 + (—a2 ¢ =)+ 2a5c — — 3bc — 4c?
N 3¢ 15b%c? N 9bc? )22
— z
b2 — 3bc — 42 b2 — 3bc — 42 b2 — 3be — 4c2’ 72




CASO I: A=y, Y (B, C) PARAMETROS DE CONTROL 27

Resolviendo la ecuacién anterior para aq, as, az obtenemos el siguiente resultado

b(b — 3¢)*(b — 2¢)?

“o= 4e(b? — Th%c + 11bc? + 4¢3)
. C (bBe = 1)) (b — 2¢)?
? 2b(b3 — Th2c + 11bc2 + 4¢3)
0 — b(b — 3¢)? (b — 5b*c + 4bc* — 2¢3)

4e(b* — 6b3c + 4b%c? + 15bc + 4ct)’

Con estos valores, tenemos que la expresion de la variedad central es

b(b — 3¢)2(b — 2¢)? ) (b(3c = b))*2(b — 2¢)”
, _ _
(1, 2) <4c(b3 e+ 110 + 4) ) 1T\ (B — e + 110 + 48) ) P2

b(b — 3¢)(b® — 5b%c + 4bc® — 2¢3) 2
4e(bh — 6b3c + 4b2c2 + 15bc3 + 4ch) ) 7%

Una vez teniendo la variedad central, podemos calcular el primer coeficiente de Lya-
punov, el cual estd dado por

1

I, = R R 3.9
1 16w0( 1+ wola) (3.9)
con
wy = /b(3c—0)
Rl - <F1z1z2 (Flzlzl + Flzzzz) - F2Z122 (F22121 + F22222)
_F12121F221Z1 + FlZQZQFQZQZQ) ’Zo
R2 - (F1z121z1 + Flzlzgzg + F2z221z1 + F2222’222) |z0
donde

Fi(z1,20) = fi1(z1, 22, h(z1, 22))
F2(21722) = f22(21722,h(21722))-

Haciendo las operaciones y sustituciones correspondientes tenemos que el primer coefi-
ciente de Lyapunov es

3b%(b — 3c)®(c — 2b)(2¢ — b)
8(b— 4c)(b+c)(b— <3+gﬁ>C)<b _ <3—gﬁ>C)

El signo del primer coeficiente de Lyapunov, depende de los valores de by ¢. Sil; >0
entonces tenemos la presencia de una érbita peridédica repulsora y si [y < 0 entonces
tenemos una orbita peridédica atractora; por otro lado, nos interesa saber si l; = 0,
porque en este caso tenemos una bifurcacién de Hopf degenerada. Resolvemos I; = 0
para by c, entonces tenemos

=
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c = 2b
1

c = =b
2
1

= =b
© 7 3

Por otro lado, nos interesa conocer qué pasa con la dinamica del sistema, pero tomando
valores para (b, ¢), que estén fuera de estas curvas. Primero analizaremos el denomi-
nador de la expresién del primer coeficiente de Lyapunov, con la finalidad de ver donde
se hace cero éste. Si observamos la factorizacién del denominador, nos damos cuenta
de que los puntos donde este se hace cero estan fuera de la region de factibilidad, sin
embargo debemos hacer un anélisis para conocer el signo de éste, dicho analisis nos dice
que (b—4c) <0, (b+c) > 0, (b—@) <0y (b—@) > 0, por lo que concluimos
que el denominador del primer coeficiente de Lyapunov es positivo. Ahora, como ya
sabemos donde se hace cero el numerador, debemos de analizar como se comporta el
signo del mismo para valores de los parametros que estén fuera de las rectas donde se
hace cero. Observemos que la factorizacién del numerador es:

—3b%(b — 3¢)*(c — 2b)(2c — b).

Los dos primeros factores son positivo, por lo que el signo del numerador dependera del
signo del tercero y cuarto factor. Partiendo de esto, analizaremos tres casos;

caso 1 Si ¢ > 2b entonces 2¢ > 4b > b por lo que 2¢ — b > 0, por lo que concluimos que
en esta region el primer coeficiente de Lyapunov es positivo.

caso 2 Si %b < ¢ < 2b entonces, de la primera desigualdad tenemos que 2(%b <c)=b<
2c = 2c¢ — b > 0. Por otro lado, la segunda desigualdad nos dice que ¢ — 2b < 0,
por lo que se concluye que en esta regién el primer coeficiente de Lyapunov es
negativo.

caso 3 Si %b <c< %b, entonces, de la segunda desigualdad tenemos, ¢ < %b — 2c <
b= 2c — b < 0, por otro lado, de la misma desigualdad, tenemos que ¢ < %b <
2b = ¢ < 2b = ¢ — 2b < 0, por lo que se concluye que en esta region el primer
coeficiente de Lyapunov es positivo.

Podemos resumir los casos dentro de la region de factibilidad, de la siguiente forma:

Si (b, ) estan entre el eje horizontal y la curva ¢ = %b, entonces [; < 0

si (b, ¢) estan entre la curva ¢ = %b y la curva ¢ = %b, entonces [; > 0
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si (a, ) estdn entre la curva ¢ = b y la curva ¢ = 2b, entonces l; < 0

si (a, ¢) estdn entre la curva ¢ = 2b y el eje vertical, entonces {; > 0

La figura 3.2 muestra las regiones donde ocurren cada uno de los casos mencionados
anteriormente.

Figura 3.2: Signos del Primer Coeficiente de Lyapunov.

En la figura 3.3 se muestra el comportamiento del sistema cuando ocurre la bifur-
cacion de Hopf, tomando valores para los parametros dentro de la region de factibilidad
y donde el primer coeficiente de Lyapunov es cero (I = 0), por lo que se presenta una
orbita periodica atractora.
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Figura 3.3: Bifurcacién de Hopfconb=c=1y p=1.9

A continuacién (ver figura 3.4), se presenta la dindmica del sistema cuando se pre-
senta una biburcacién de Hopf degenerada. El comportamiento es un tipo centro de
orbitas periddicas.

Figura 3.4: Bifurcacién de Hopf Degenerada. b=1,c=2y u =25



CASO Il: B =p, Y (A, C) PARAMETROS DE CONTROL 31

3.2 CasoIl: b=p,y (a,c) Parametros de Control

Ahora analizaremos el segundo caso, cuyo procedimiento es similar al caso anterior. El
sistema (3.1) se reduce a:

i’l = —axi -+ axrs
Ty = €Ty — T1X3
Z).’Jg = —MUT3 + X129

3.2.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

Los puntos de equilibrio de este sistema son los siguientes

P = (0,0,0)

P = (@7@76)
Py = (_ CHs — C/L,C)

La matriz jacobiana para este sistema es

—a a 0
A=Df(x)=| —x3 ¢ —m
T T — K

y evaluando la matriz jacobiana, primero en el punto de equilibrio P; se tiene

—a a 0
A(P) = 0 ¢ 0
00 —p

y como observamos, al igual que en el caso anterior, en este punto de equilibrio no
ocurre la bifurcacién de Hopf. Analicemos lo que pasa en P,. Evaluando la matriz
jacobiana en este punto tenemos

—a a 0
A(P,) = —c c —\/ci
Ve e —p
Buscando valores para p que satisfagan las condiciones (2.10), encontramos los sigu-
ientes

p =0
L = 3c—a
Recordemos que necesitamos que p > 0, por lo que consideraremos que 3¢ > a, lo
cual, nos genera una regién en el plano de los pardmetros de control (ver la figura 3.5).
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Figura 3.5: ¢ > %a

Ahora, si tomamos p = 0, asi como en el caso anterior, no generamos los valores
propios en el eje imaginario, (de hecho, todos son reales), por lo que, analizaremos lo
que pasa cuando pu = 3¢ — a. En este caso

—(Bc—a) (3c—a) 0
—c c —/cp
Ver Ve =

y usando las formulas (2.11) y (2.12), sus valores propios son

A(Py) =

A1 = i/ (3c—a)a
Ay = —i\/(3c—a)a
)\0 = —2c
Como podemos observar, ya tenemos un par de valores propios en el eje imaginario

y otro fuera de él, ahora analizaremos si la velocidad de cruce es diferente de cero.
Utilizando la expresion (2.9)

Lé(uo) — W(%L;(Mo) + )\OL/2(,U/O)
2(A§ + w3)

o (10) =

Para este caso,

Ly(po) = 2ac.
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Entonces
a(a — 3c)
2(4¢? + 3ac — a?)

Observamos entonces que, como 3¢ > a

o (o) =

a(a—3c) #0

2(4¢ + 3ac — a®) # 0

, v por lo tanto,
o' (ko) # 0

y en la regién de factibilidad, la velocidad de cruce es negativa, debido a que 3¢ > a.
Entonces , tomando valores para a y ¢ dentro de la regiéon de factibilidad podemos
asegurar que tenemos una bifurcacién del tipo Hopf. Analizaremos el comportamiento
de la dinadmica del sistema en este punto de equilibrio. También en este caso, en el
punto de equilibrio P; se observan exactamente los mismos resultados que en el punto
P; por lo que podemos decir que en P3 también ocurre una bifurcacion de Hopf.

Calculo de la variedad central

Continuaremos con el analisis del punto P, para ello, analizaremos la variedad central,
esta nos dard la posibilidad de conocer el primer coeficiente de Liapunov, y a su vez,
éste nos dara la estabilidad de la 6rbita periodica que aparecera o desaparecera, segun
sea el caso. Para continuar, trasladaremos el punto de equilibrio P, al origen, esto lo
logramos haciendo el siguiente cambio de variable:

Y1 = 1 —/Ccp
Yo = Ta2 —/CU

Ys = XT3 — C.

Con este cambio de variables el nuevo sistema nos queda de la siguiente manera:

= a(y/c(3c—a)+y2) —aly/c(3c —a) + 1)
o = c(v/c(Bc—a)+y2) — (\Ve(Bc—a)+y1)(c+ys)
y3 = (Ve(Be—a)+y1)(Ve(Be—a) +y2) — (3¢ —a)(c+ y3)

Ahora el punto de equilibrio es el origen. Los valores propios son los mismos ya que
solo hicimos una traslacion. La matriz jacobiana evaluada en el origen es:



34 EL SISTEMA DE LU

—a a 0
—c c —/c(3c — a)
VeBe—a) /e(3c—a) a—3c

y sus vectores propios asociados a los valores propios son:

A(0) =

para A = Ay
c(3c—a) 0
v1 =1 ay/c(3c—a) | +i| wo/c(3c—a)
w? wo(c — a)

con wy = y/a(3c — a),

para A = g tenemos que

ar/c(3c — a)
veg = | (a—2¢c)y/c(3c—a)
2c(a — 3c)

Entonces, la matriz que debe llevarse el sistema a la forma de Jordan es

0 ar/c(3c —a) av/c(3c — a)
P =\ won/c(Bc—a) ay/c(8c—a) (a—2c)\/c(3c—a)
wo(c —a) w? 2c(a — 3c)

y su inversa es la siguiente

2a?c+2cwi —a(6c?+w3) —2ac+6c?+w? —2¢
a\/c(?)c—a) (402w0+w8) \/C(3C—a)(462w0+w8) 4c2w0+w3)
-1 _ —a’+act4c? a—c 1
P = a\/c(3c—a)(4c2+w§) \/C(3C—a) (4c2+w?) 4c?+wd
a? 7ac+wg c—a 1
ay/eBo—a)(dc2+w?)  \[eBo—a)(dc2+w?) AP+

Teniendo ya la matriz P y la matriz P! proseguimos a calcular la matriz en forma de
Jordan, la cual esta dada por el producto de

0 —va(Bc—a) 0
J=P AP = a(3c — a) 0 0
0 0 —2c

Con el cambio de coordenadas

y1 = av/c(3c—a)(w+ z9)
Yo = +/c(3c—a)(—2cw + /a(3c—a)z + a(w + z2))
y3 = c(—6cw ++/a(3c—a)z) — a’z + a2cw — v/a(3c — a)z + 3cz).
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Obtenemos
Z 0 —vaBc—a) 0 21 f11(z1, 22, w)
Z9 = a(3c —a) 0 0 2o |+ | foolz, 22, w)
w 0 0 —2c w f33(21, 22, w)
donde
1 3
fi1(z1, 22, w) = R — ((w + 29) <—16 a(3c —a)c’w

+a’c (2 a(3c — a)w — Tezy + m,zg>
—a® (20z1 + \/m,za) + 4ac? (30z1 + 2Mzg)>>
foa(z1, 20,w) = e 3alc i <a(w + 29) (402 (—36’(1} + va(3c — a)zl>

+azy + a? (—30w +va(3¢c—a)z — 5022>

+ac (130w —3va(3c—a)z + 6022)))

fa3(21, 20, w) = ! (a(w + 29) (402 <—30w + m,zl)

a? — 3ac — 4c?
+azy + a? (—3cw +Va(3¢c—a)z — 5cz2>

+ac <l3cw —3va(3c—a)z + 6022>>> :

Haciendo un andlisis semejante al que hicimos en el caso anterior, calcularemos la
expresion de la variedad central, la cual estd dada por la expresion

2 2
w = h(z1,22) = a125 + 92122 + azz;.

Derivando, tenemos

W= —— 5 4 — . (3.10)

Sabiendo ya que

s = —vVaBc—a)zn+ fulz, 2z, w)
29 = a(3c —a)z + fa(21, 22, w)

W = —2cw+ f33(21, 20, W)

y haciendo los calculos correspondientes, tenemos que la variedad central, en este caso,
es
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hor ) = ( a*(a — 3c)(a — c)? )Z%+ (2a\/a(3c—a)(a—0)2))) -

de(a + ¢)(a? — 3ac — ?) (a+c)(a? — 3ac — 2
a’(a* — Ta*c + 13a*c® + bac® — 24c*)\
2.

4e(—a? + 3ac + c2)(—a? + 3ac + 4c2) ) 72

Ahora, ya con la expresién de la variedad central, podemos calcular el primer coeficiente
de Lyapunov, el cual esta dado por la expresion

I = R R 3.11
1 16w0( 1+ woRy) ( )
con
wy = +a(3c—a)
Rl - (Flzlzz (Flzlzl + FlZQZQ) - F221Z2 (F2Z121 + F22222)
_Flz1z1FQZ1Z1 + F12222F22222) |Zo
R2 - (Flzlzlzl + F1z1z2z2 + F2Z2Z121 + F222Z2z2) |Zo )
donde

Fl = fll(Zl,ZQ,h<Z1,22))
Fy = foolz1, 29, h(z21, 22)).

Haciendo las operaciones y sustituciones correspondientes tenemos que el primer coefi-
ciente de Lyapunov es

3a*(a — 3¢)*(a — ¢)(2a — 5¢)
8(a —do)(a+ o) e+ (B)a)(c+ (2=£2)a)
Teniendo ya el primer coeficiente de Lyapunov, trataremos de manipular los pardmetros
de control para conocer la estabilidad de las 6rbitas periédicas. Primeramente veremos

si [y = 0 para algun valor de los parametros de control. Tenemos entonces que que
1 = 0 si tomamos valores para (a, ¢) que estén sobre las siguientes tres curvas.

l1:

c = a (3.12)
c = ga (3.13)
5
1
c = 3a (3.14)

Por otro lado, nos interesa conocer qué pasa con la dinamica del sistema, pero tomando
valores para (a, c¢), que estén fuera de de estas curvas. Primero analizaremos el denomi-
nador de la expresién del primer coeficiente de Lyapunov, con la finalidad de ver donde
se hace cero éste. Si observamos la factorizacién del denominador, nos damos cuenta
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de que los puntos donde éste se hace cero estan fuera de la regién de factibilidad; sin
embargo, debemos hacer un andlisis para conocer el signo de éste, dicho andlisis nos
dice que (a —4c) <0, (a+¢) > 0, (C—@) <0y (c— m) > 0, por lo que
concluimos que el denominador del primer coeficiente de Lyapunov es positivo. Ahora,
como ya sabemos donde se hace cero el numerador, debemos de analizar como se com-
porta el signo del mismo para valores de los pardametros que estén fuera de las rectas

donde se hace cero, observemos que la factorizacién del numerador es:
3a*(a — 3¢)*(a — ¢)(2a — 5c¢)

como podemos observar, al multiplicar los dos primeros factores nos dan positivo, por lo
que el signo del numerador dependeran del signo del tercero y cuarto factor, partiendo
de esto, analizaremos tres casos;

caso 1 Si ¢ > a entonces a — ¢ < 0 por lo que 2¢ — a > 0, por otro lado, 5¢ > Ha >
2a = 5¢ > 2a = 2a — Hc < 0 por lo que concluimos que en esta region el
primer coeficiente de Lyapunov es positivo.

caso 2 Si %a < ¢ < a entonces, de la primera desigualdad tenemos que 2a < 5¢ —
2a — 5c¢ < 0, por otro lado, la segunda desigualdad nos dice que a — ¢ > 0, por lo
que se concluye que en esta regiéon el primer coeficiente de Lyapunov es negativo.

caso 3 Si %a <c< %a, entonces, de la segunda desigualdad tenemos, 2a —5c > 0, y de la
misma desigualdad tenemos que ¢ < %a < a= a—c >0, por lo que se concluye
que en esta regién el primer coeficiente de Lyapunov es positivo.

De esta manera hemos cubierto todos los casos dentro de la region de factibilidad, y los
podemos resumir de la siguiente forma:

Si (a, c¢) estan entre la curva (3.14) y la curva (3.13), entonces l; > 0
Si (a, c¢) estan entre la curva (3.13) y la curva (3.12), entonces [; < 0
Si (a, ¢) estan entre la curva (3.12) y el eje vertical, entonces [; > 0

La figura 3.6 muestra las regiones de factibilidad y la estabilidad de las érbitas
dentro de ellas.
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Figura 3.6: Signos del Primer Coeficiente de Lyapunov

En las figuras 3.7 y 3.8, se muestra el comportamiento del sistema cuando ocurren la
bifurcacién de Hopf supercritica y la bifurcacién de Hopf degenerada respectivamente.

Figura 3.7: Bifurcacién de Hopf Supercritica. Con a =2, ¢c=1y = 0.9
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Figura 3.8: Bifurcacién de Hopf Degenerada. Cona =c=1y pu =2

39
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3.3 Caso Ill: ¢c=p, y (a,b) Parametros de Control

Consideremos el sistema

1 = —axi+ axsy (3.15)
Zil'z = UT2 — XT1T3 (316)
Cl"ig = —bl‘g + 21T (317)

3.3.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

Los puntos de equilibrio de (3.15) son:

P = (0,0,0)
Py = (\/av @7 M)
Po= <_\/@7 _\/@v :u)

La matriz jacobiana para este sistema es

—a a 0
A=Df(x)=| -3 p -
i) T —b

Evaluando la matriz jacobiana en el punto de equilibrio P; se tiene

—a a 0
A(P) = 0O p O
0 0 —=b

Observemos que, al igual que en el caso anterior, en el origen no ocurre una bifurcacién
de Hopf. Ahora, la matriz jacobiana evaluada en P; es:

—a a 0
apy=| -u  w v

Vo Vo b

El valor de u que satisface las condiciones (2.10) es:

a+b
5
En este caso, no tenemos ninguna restriccion sobre los pardmetros de control puesto

que para este valor de ju, Lo(p) = ab. Entonces, la matriz jacobiana evaluada en P, y

con f = “TH’es
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—a a 0
A(Py) = —%(a +b) %(a +b) — b\(/a;b)
\/b(a+b) \/b(a+b) b
V3 V3

Usando las férmulas (2.11) y (2.12), sus valores propios son

/\1 = 1 (CLb)

)\2 = — ((Zb)
2

)\0 = —g(d + b)

Obsérvese que ya tenemos un par de valores propios en el eje imaginario y otro fuera de
él.Analicemos ahora si la velocidad de cruce es diferente de cero. Utilizando la féormula
(2.9), la cual es

L;,(Mo) — W(%Lll (o) + )\0L12<M0)

)= 23 + )
Donde
Ll(#o) = -1
LQ(NO) =0
Ly(po) = 2ab
Entonces
3ab
O/(MO):

2(3(a +0)% + ab)

obsérvese que la velocidad de cruce de los valores propios sera diferente de cero y pos-
itiva dentro de la region de factibilidad. Entonces , tomando valores adecuados para
a y b podemos asegurar que tenemos una bifurcacion del tipo Hopf. Analizaremos el
comportamiento de la dindmica del sistema en este punto de equilibrio. Haciendo un
analisis semejante al anterior pero para el punto de equilibrio P; se observan exacta-
mente los mismos resultados que en el punto P, por lo que podemos decir que en P
también ocurre una bifurcacién de Hopf.

Analogamente a los dos casos anteriores, analizaremos la dinamica del sistema en Ps.
para calcular la expresion de la variedad central, trasladaremos al origen nuestro punto
de equilibrio mediante el siguiente cambio de variables

B = 55'1—\/@
Y2 = xz—\/m

Ys = T3 — U
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En términos de las (y1, y2,y3), el sistema queda de la siguiente manera:

) = —qa M+ +a M+
Y1 V3 Y1 3 Y2
2 = %(Wrb) (%Hﬂ) - (%""yl) (a_ngryg)

. b(a +b) b(a+b) o (a+bd
Y3 = (—\/§ +yl) <—\/§ —|—y2> b( 3 'HJa)

Ahora, el punto de equilibrio es el origen, los valores propios son los mismos (ya que
s6lo hicimos una traslacién). La matriz jacobiana evaluada en el origen es:

—a a 0
b(a+b
A0)=| —3(a+b) 3(a+0) —%
\/bla+b) \/b(a-+b) b
V3 V3
Los vectores propios asociados a los valores propios son:
para A = \q
3v/3a+/b(a+b) (2a—b)+/3a(a+b)
4a24+5ab+b? 4a24+5ab+b?
= v/ 3b(a+b) +1 24/3a(a+b)
da+b 4a+b
1 0
y para A = )\ se tiene
___aV3
24/b(a+b)
— 2b—a
v 24/3b(a+b)
1

Entonces la matriz que necesitamos para llevar el sistema a la forma de Jordan, la cual
estd dada en términos de los vectores propios es

(2a—b)4/3a(a+b)  3v/3ar/b(a+b) a3
4a?+5ab+b> 4a+5ab+b? Ty b(a+b)
P = 24/3a(a+b) \/3b(a+b) 2%—a
4a+b 4a+b 2\/3b(a+b)
0 1 1
La inversa de P es:
Va+b(—4a®+ab—4b%)  V3a(4a®4+11ab+76%)  9vab®
V3a(4a2+17ab+4b2)  /a+b(4a+b)(a+4b) (4a+b)(a+4b)
pl= 4V3by/(a+b)* _ 2VBbV/atb(2a—b)  da’+11ab—2b?
(4a+Db)(a+4d) (4a+b)(a+4b) (4a+b)(a+4b)
44/3b+/ (a+b)3 24/3bv/a+b(2a—b) 6b(a+b)

" (4a+b)(at4b) (4a+b)(a+4b) (4a-+b)(a+4b)
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Teniendo ya la matriz P y la matriz P! proseguimos a calcular la matriz en forma de
Jordan, la cual es

0 —Vab 0
J=P'AP=1| Vab 0 0
0 0 —32(a+b)

A continuacion, ortogonalizaremos la variedad central y la variedad estable, uti-
lizando el cambio de coordenadas

V3a(4Vadw) — davbzy + 2V03z + Jab(w — 62,)

nee T 2/b(a + b)(4a + b)

_ —ddPw + 12vadbz + 12V abPz + 2% (w + 322) + ab(Tw + 623)
- 2v/3bv/a + b(4a + b)
Yys = w+ 2

Con este cambio de variables, el sistema queda

Z1 0 —Vab 0 21 Ji1(z1, 22, w)
z | = ab) 0 0 2 |+ | forlz, 20, w)
w 0 0 —2(a+b) w faa(21, 22, w)

donde

fi1(z1, 22, w) = <3a(2a\/ﬁz1(77w — T625) + 128Va%w(w + z) — 128a*Vbz1 (w + 2)
—64a*Vb32 (2w + 525) + 8V 21 (5w + 825) — 24>V b2, (2w + 172,)
+4y/ab* (5w? + 1822 — 22wz, — 4822 + 16V aTb(23w? + 14wz, — 1223)
+24V A (20w? — wzy — 6(22 + 422)) + Vadb? (179w? — 370wz
—72(2 + 8:2)))) / (4\/1_)(4a +b)3(a® + 5ab + 4b2))

foo(z1, 22, w) = <64a6w2 — 256V atbwz; — 16V a"bPz (Tw — 9329)

+4V a3z (4w — 6925) + 16V abl1 21 (2w + 325) + 32V a b3z (—13w

+2425) + 2V aBb 2, (—22Tw + 19825) — 16a°b(19w? — 1227 + 36wz

+2a”b* (46w* — 15627 — 45wze + 5425) + 4a’b*(—185w* + 15627

—T2wzy + 180237) + a*b*(—53w? + 7227 + TH6wzy + 97223)

+8ab’ (2w? — Ywzs + 6(27 — 323))) / (4b(4a + b)*(a® + 5ab + 4b°))
f33(21, 20, w) = (3(—64\/%21(210 + 29) — 8V ab 'z, (w 4 225) + 16a*w (5w + 425)

+24V a3z (w + 62) + 6V a3bd2; (—3w + 1425) — 24a’b(w? — 227
+6wzs + 423) + 4ab’(w® — 4wz + 6(27 — 223)))) / (2(4a + b)*(a + 4b))
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Continuamos con el cdlculo de la expresion de la variedad central, la cual se define
como:

2 2
w = h(z1,29) = a125 + ag2129 + azzs.

Derivando, tenemos

Oh Oh
. _ oh . on . 1
w 821 Zl _|_ az2 z2 (3 8)
Sabiendo ya que
2 = - ab22+f11(21,227w)
3y = \/%Zl—i—fm(zhzbw)
2

W o= —g(a+b)w+f33(217227w>

tenemos que la variedad central es

1a%b(2a — b)3
Bz, ) 81a*b(2a — b) )zf

(2(4a + b)3(a* + 16a3b + 60a20? + 49ab® + 40*)
9vab(16a* — 128ab — 30ab* + 37ab® + 4b*)
( (4a + b)3(a3 + 15a2b + 45ab? + 40%) ) S
—27ab(32a* + 38ab — 132a%0* + 49ab® + 401)\
(_ 2(4a + b)3(a* + 16a3b + 60a2b? + 49ab® + 4b4)) “

Ahora, ya con la expresiéon de la variedad central, podemos calcular el primer coeficiente
de Lyapunov, el cual se define como

I, = R Rs). 3.19
1 16w0( 1+ wolty) (3.19)
Donde
Wy = \/%
Rl — (Flzlzg (Flzlzl + FlZQZQ) - F22122 (F22121 + F22222)
_F121Z1F2Z121 + FlZQZQFQZQZQ) |Zo
R2 - (F1z121Z1 + F121Z2z2 + F2z221Z1 + FQZQZQZQ) |Zo
donde

Fi(z1,20) = fi1(z1, 22, h(z1, 22))
F2(21,22) = f22(21,22,h(21,2’2))

Haciendo las operaciones y sustituciones correspondientes se tiene que el primer coefi-
ciente de Lyapunov es
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243a*b(a — 5b)(2a — b)
8(a + b)(4a + b)2(a + 4b) (b — (FUET)g) (p — (ZUVAIT) )

Teniendo ya el primer coeficiente de Lyapunov, manipularemos los parametros de
control para conocer la estabilidad de la érbita periédica. Primeramente veremos si l; =
0 para algin valor de los pardametros de control. Haciendo el andlisis correspondiente,
se tiene que l; = 0 si tomamos valores para (a, b) que estén sobre las siguientes dos
curvas.

Por otro lado, nos interesa conocer qué pasa con la dindmica del sistema, pero
tomando valores para (a, b), que estén fuera de de estas curvas. Primero analizaremos
el denominador de la expresion del primer coeficiente de Lyapunov, con la finalidad
de ver donde se hace cero, si observamos la factorizacién del denominador, nos damos
cuenta de que los puntos donde este se hace cero estan fuera de la region de factibilidad,
sin embargo, debemos hacer un anédlisis para conocer el signo del mismo, dicho analisis
nos dice que (a +b) > 0, (4a +b)? > 0, (a + 4b) > 0, (b — m) >0y (b—

(—11+ 117)a) > 0, por lo que concluimos que el denominador del primer coeficiente

de Lyapunov es positivo. Ahora, como ya sabemos donde se hace cero el numerador,
debemos de analizar como se comporta el signo del mismo para valores de los pardametros
que estén fuera de las rectas donde se hace cero, La factorizacién del numerador es:

243ab(a — 5b)(2a — b).

Observemos que el primer factor es positivo, por lo que el signo del numerador de-
penderan del signo del segundo y tercer factor, partiendo de esto, analizaremos tres
casos;

caso 1 Sib—2a > 0= b > 2a = 2a — b < 0, ahora,como b > 2a entonces b > 2a >
a=—=0b>a=—5b>a=—a— 5b <0 por lo que concluimos que en esta regién
el primer coeficiente de Lyapunov es positivo.

caso 2 Si %a < b < 2a entonces, de la primera desigualdad tenemos que a — 5b < 0, por
otro lado, la segunda desigualdad nos dice que 2a — b > 0, por lo que se concluye
que en esta region el primer coeficiente de Lyapunov es negativo.

caso 3 Si0 < b < %a, entonces, de la segunda desigualdad tenemos, 50 < a = a—>5b > 0,
y de la misma desigualdad tenemos que b < %a <a=—=>b<a=b<20a =
2a — b > 0, por lo que se concluye que en esta region el primer coeficiente de
Lyapunov es positivo.
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Todos los casos dentro de la regién de factibilidad (ver figura 3.9), los podemos resumir
de la siguiente forma:

1

=a, entonces [; >0

si (a,b) estan, entre el eje horizontal y la curvab =
si (a,b) estan, entre la curva b = %ay la curvab = 2a, entonces [; < 0

si (a,b) estan, entre la curva b = 2ay el eje vertical, entonces I; > 0.
b b=2a

14>0

l1<0

a
b=5-

11=0
</-—/1—’-—-—- a

Figura 3.9: Signos del Primer Coeficiente de Lyapunov
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En la figura 3.10 se muestra el comportamiento del sistema cuando ocurre la bifur-
cacion de Hopf, tomando valores para los parametros dentro de la regién de factibilidad
y donde el primer coeficiente de Lyapunov es negativo (I; < 0), por lo que se presenta
una orbita periddica atractora.

Figura 3.10: Bifurcaciéon de Hopf cona=b=1y u=0.7
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En la siguiente gréfica (ver figura 3.11 ), se muestra el comportamiento del sistema
cuando ocurre la bifurcacion de Hopf degenerada, es decir, cuando el primer coeficiente
de Lyapunov es igual a cero (I; = 0). La simulacién presenta un comportamiento tipo
centro.

Figura 3.11: Bifurcaciéon de Hopf Degenerada, con a =5, b=1y u = 2.

3.4 Resultado Principal

Resumimos los resultados obtenidos en esta capitulo en el siguiente

Teorema 3.1. Considere el sistema de L

T, = —axi+ axs
£‘L'2 = CXx9 — I1X3
1‘3 = —bl’g + 2129,

Si se considera cualquiera de los parametros del sistema como pardmetro de bifurcacion,
y el resto como parametros de control, es posible encontrar puntos en el plano de los
pardametros de control en los cuales el sistema sufre la bifurcacion de Hopf subcritica,
supercritica y degenerada.



Capitulo

El Sistema de Lorenz

Este sistema fué encontrado por E. Lorenz en el ano 1963, el objetivo que Lorenz
tenia, era el de, mediante este sistema, poder predecir el clima. Los resultados no
fueron 6ptimos para éstos fines, sin embargo, su estudio aporté mucha informacion a
la matematica, ya que fue el primer sistema tridimensional auténomo en el cual se
encontré un atractor cadtico, conocido como “La Mariposa de Lorenz”. En la familia
generalizada de sistemas tipo Lorenz, propuesta por Vanecek y Chelikovsky, el sistema
de Lorenz cumple con

a12a91 > 0.

El sistema de Lorenz estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Sistema de Lorenz

T = axe — axy

T CT1 — X1T3 — To

Ztg = T1X2 — b.I‘g
Donde a, b, c > 0.
Al igual que en el caso de el sistema de Lii, haremos un analisis de la bifurcacién de
Hopf en este sistema, con el objetivo de buscar una posible diferencia que nos permita

caracterizarlos, asi como en términos de sus atractores cadticos, pero ahora en términos
de la bifurcaciéon de Hopf.

4.1 Caso I: a = pu, y (b, ¢c) Parametros de Control

Bajo estas condiciones, el sistema de Lorenz queda:

Ty = [ — uT
[tg = CI1 — X1x3 — X2
i’g = T1X9 — b.ﬁEg
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Los puntos de equilibrio para éste sistema son:

P = (0,0,0)
P, = (Vb(c—1),\/b(c—1),c—1)
Py = (—\/b(c—1),—/blc—1),c—1)

4.1.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

La matriz jacobiana asociada a éste sistema es:

— w0
Apw) =1 c—z3 —1 —x
T2 T —b

Anilisis en el Punto de equilibrio P, = (0,0,0)

Iniciamos nuestro andlisis en el origen. La matriz jacobiana evaluada en este punto de
equilibrio es:

- p 0
A(P) = c -1 0
0 0 —b

Usando (2.11) y (2.12), los valores propios son:

1
M= 5(—1—u+\/1—2u+4cu+u2)

1
Noo= S(=l= = V= 2t dep - ?)
A = —b
Para colocar los valores propios en el eje imaginario necesitamos que —1 — pu = 0, lo

cual implica que ¢ = —1, pero como estamos considerando que todos los pardmetros
son positivos, entonces concluimos que en el origen no ocurre una bifurcaciéon de Hopf.

Anédlisis en el Punto de equilibrio P = (\/b(c — 1), /b(c — 1),c — 1)

Analizaremos ahora lo que pasa en el P,; durante el desarrollo del problema estare-
mos considerando todas las restricciones que deben cumplir los parametros del sistema
con la finalidad de que lo que estamos haciendo tenga sentido. La primera restriccién
es para asegurar que el punto de equilibrio no sea complejo.

Entonces, para que P» € R3, necesitamos que

b(c—1)>0
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para nuestros fines, pediremos que
b(c—1)>0

Lo anterior se cumple cuando
c>1

La figura 4.1 muestra la regién del plano donde P, € R3.

Figura 4.1: Valor de los Pardmetros para que P, € R3

Ahora, la matriz jacobiana evaluada en P; es:

—p It 0
A(Py) = 1 —1 —/blc—1)

Vb(c—1) /blc—1) —b
Buscamos valores para p que satisfagan las condiciones (2.10), haciendo los calculos

correspondientes, se tiene que los valores de p que cumplen con las condiciones anteriores
son:

1
i = a(c—b—?)—i-\/9+6b+b2—100—660+c2)

1
fy = 5(c—b—3— V9 + 6b 4 b2 — 10c — 6bc + ¢2)
por otro lado, necesitamos que estos valores de p > 0, entonces, primero buscaremos

los valores para los parametros de control, tales que

9+ 6b + b* — 10c — 6bc + ¢* > 0 (4.1)
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utilizando la tabla 2.14, nos damos cuenta que 9+ 6b-+b* — 10c— 6bc+c? = 0 representa
una hipérbola, la cual se muestra en la figura 4.2. La solucién de (4.1) son los puntos
que estan dentro de la region sombreada de la figura 4.3.

Una vez ubicados los puntos en donde 9 + 6b 4 b*> — 10c — 6bc + ¢ > 0, necesito
analizar para que valores de los parametros p; > 0, es decir,

1
5(c—b—3+\/9+619+bz—10c—6bc+c2)>o.

El andlisis se hard en dos casos:

Caso1l .-Sic—b—3 >0, es decir,
c>b+3. (4.2)

La solucién para que p > 0 son aquellos puntos que estén en la interseccién de
(4.1) y (4.2), la figura 4.4 muestra la regién de factibilidad.

Caso2 - Sic—b—3 < 0, entonces V94 6b+ b2 —10c —6bc+c2 < b—c+ 3 =
9+ 6b+ b*> — 10c — 6bc + 2 < b? + c® +9 — 2bc + 6b — 6c => —4c — 4be > 0.
En este caso no hay valores positivos de los parametros que cumplan con esta
desigualdad.

Concluimos entonces que gy > 0 siempre que tomemos valores para los pardmetros
de control que estén en la interseccion de (4.1) y (4.2); la figura (4.4) muestra dicha
interseccion.
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c
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Figura 4.2: Grafica de 9 + 6b + b* — 10c — 6bc + ¢ = 0

40
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z0
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Figura 4.3: Regién donde 9 + 6b + b* — 10c — 6bc + ¢* > 0
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Figura 4.4: Regién donde 1 > 0

EL SISTEMA DE LORENZ
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Cabe mencionar que el valor de y1 = po, también cumple con las condiciones (2.10),
sin embargo, haremos el andlisis s6lo para p = p;.
Utilizando (2.11) y (2.12), los valores propios de la matriz jacobiana en el punto de
equilibrio P, son:

)\2 = — b(C + [L)

Haciendo p = pq, los valores propios son:

1
A= i\/Qb(3c—b—3+\/9+6b+b2—10c—6bc+02)

1
Ay = —i\/éb(3c—b—3+\/9+6b—|—b2—100—6bc—|—02)

1
Ao = 5(1 —b—c—V9+6b+ b2 — 10c — 6bc + c?)
La velocidad de cruce de los valores propios, dada por (2.9), la cual es

L%(MO) — ng; (o) + >\0Ll2<:u0)
2(A§ + wp)

a (Mo) =
con

Li(p) = p+b+1
bubc
Ls(p) = 2bcp —2bp

h
[\
E

I

estd dada por la siguiente expresion:

o (o) = (—b\/9 + b2 — 6b(c — 1) — 10c + 02> /

((c—l)(c—5—|—\/9+62—6b(c—1)—100+c2)

Hb(c—1+5\/9+ b2 —6b(c—1)— 10c + c2)>

Haciendo un analisis de la expresion de la velocidad de cruce, concluimos, primero que
la velocidad de cruce es diferente de cero, y segundo que siempre va a ser negativa
dentro de la regién de factibilidad. Por lo que en el punto de equilibrio P, si ocurre
una bifurcacién de Hopf.
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Calculo de la Variedad Central

Continuamos con el cdlculo de la variedad central, para ello, trasladaremos el punto
de equilibrio P, al origen con el siguiente cambio de variables:

y1 = x1—+/blc—1)
Yo = X9 —/blc—1)
ys = wx3—(c—1)

Con este cambio de variables, el sistema de Lorenz queda de la siguiente manera:

1
o= —§(c—b—3+\/9+b2—6b(c—1)—1Oc+02)(y1—y2)

Yo = Y1 —Y2— Vblc—1)ys —y1y2

y3 = Vblc— 1Dy +y1(\/b(c— 1)+ y2) — bys

Ahora, el punto de equilibrio es el origen, los valores propios son los mismos (ya que
sé6lo hicimos una traslacién). Los vectores propios asociados a los valores propios son:
para A = \;

pA/b(c—1) 0
v = | p/ble—1) | +i| Vblc—1)y/blc— p)
b(c+ p) —(n+1)y/blc = p)

Para A\ = A\ se tiene que

y/b(c—1)
ve=| —(b+1)y/b(c—1)
—b(b+p+1)
Entonces, la matriz que necesitamos para llevar el sistema a la forma de Jordan es:
0 pA/b(c—1) pA/b(c—1)
P= \/b(c—l)\/b(c+u) u\/b(c—l) —(b+1)/b(c—1)
—(p+1)\/b(c+p)  blc+p) —b(b+p+1)

Teniendo la matriz P, calculamos su inversa, puesto que la necesitamos también para
llevar el sistema a la forma de Jordan, debido a que la matriz inversa de la matriz P es
muy extensa, se omite su expresion. Desarrollando la expresion

J=P AP
tenemos que la matriz del sistema en forma de Jordan queda de la siguiente manera
0 —/b(c+ ) 0

J = b(c+ p) 0 0
0 0 —(L+b+p)
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Acontinuacion, ortogonalizaremos la variedad central y la variedad estable, el cambio
de variables que necesitamos nos lo da la expresion

(yl Y2 yg):P 22
w

Definimos

1
no= g b(c—1)<—3—b+c+\/9+b2—6b(c—1)—100+c2)(w+22)

Yy = % blc—1)(—2(b+ DHw

+\/§\/b(—3—b+30)+\/9+b2—6b(c—1)—100+0221
(=3 —btetJITb—6blc—1)— 106—!—02)22)

1
ys = —§b<—1+b+c+ \/9+b2—6b(c—1)—100+02>w

+$ <<1+b—c—\/9+b2—6b(c—1)—100+c2>

<\/b(—3 —b+3c+ /94 b2 —6b(c— 1) — 10c + c2)> z1>

1
—§b<3+b—30—\/9+62—6b(c—1)—100+02)22

En las nuevas variables (z1, 2o, w), el sistema queda:

21 0 — b(C + [L) 0 Z1 fll(zly 29, ’LU)
Z | = b(c+ p) 0 0 zo |+ | foalz, 22, w)
w 0 0 —(1+b+p) w fa3(21, 22, w)

Donde la fi1, foo v f33, representan a la parte no lineal del sistema en la forma de
Jordan, y debido a lo extenso de estas expresiones, se omite la forma explicita de las
mismas.

Calcularemos la expresién de la variedad central, la cual estd dada por la expresion

2 2
w = h(z1, 20) = a125 + asz1 25 + aszs

derivando tenemos

Sustituyendo (4.1.1), se obtiene la expresién de la variedad central. Para su cdlculo nos
apoyamos en el programa MATHEMATICA.
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Ahora, conociendo la expresién de la variedad central, calcular el primer coeficiente
de Lyapunov, el cual esta dado por la expresién

I = R R 4.3
1 16w0( 1+ woRs) (4.3)
con
wy = blc+p)
Rl == <F121ZQ (Flzlzl + FlZQZQ) - F22122 (FZlel + F22222)
_F121Z1F22121 + F12222F222Z2> |ZO
RQ = (Flzlzlzl + Flzlzgzg + F2z22121 + F22222z2> |z0
donde

Fi = fii(z1, 22, h(21, 22))
F, = f22(21722,h(21722)>

Se omite la expresion del primer coeficiente de Lyapunov debido a lo extensa que es,
sin embargo, haciendo los cédlculos correspondientes, utilizando el programa MATHE-
MATICA, se puede concluir que el primer coeficiente de Lyapunov es diferente de cero
y siempre positivo en la regién de factibilidad, por lo que concluimos que al ocurrir la
bifurcacién de Hopf, se presenta una orbita periddica repulsora. El analisis que nos lleva
a los resultados presentados fue gréafico. En las siguientes figuras(figuras 4.5 y 4.6) se
presenta la grafica del primer coeficiente de Lyapunov vista de dos angulos diferentes,
en ellas se puede apreciar que en la regién de factibilidad este es positivo.

Figura 4.5: Primer Coeficiente de Lyapunov Dentro de la Regién de Factibilidad
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Figura 4.6: Primer Coeficiente de Lyapunov Dentro de la Region de Facibilidad

Con esta informacion sabemos que el sistema presenta una érbita periddica repul-
sora, por ser repulsora no la podemos ver, sin embargo, como sabemos que la ve-
locidad de cruce es negativa, esperamos que para valores del parametro menores que el
parametro de bifurcacion, el punto de equilibrio es repulsor, y para valores del parametro
mayores que el parametro de bifurcacién, el punto de equilibrio es atractor, las figuras
4.7 y 4.8 corroboran el cambio de estabilidad del punto de equilibrio al pasar por el
parametro de bifurcacion.

Figura 4.7: Punto de Equilibrio Inestable, b = 1, ¢ = 30, u = 22.5
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Figura 4.8: Punto de Equilibrio Estable, b =1, ¢ = 30, u = 25
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4.2 Caso II: b= pu, y (a,c) Parametros de Control

Bajo estas condiciones, el sistema de Lorenz queda:

1 = axrs — ar
.I.'Q = Cr1 — 13 — T2
T3 = T1T2 — UT3

Los puntos de equilibrio para éste sistema son:

P, = (0,0,0)
P = (Vale—1),v/ue—TDc—1)
P3 = (—\/u(c—l),—\/y(c—l),c—l)

4.2.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

La matriz jacobiana asociada a éste sistema es:

—a a 0
Ap) =1 c—z3 —1 —x
T2 Ty —p

Anilisis en el Punto de equilibrio P, = (0,0,0).
La matriz jacobiana evaluada en el origen es:
—a a 0
A(Pl) = c —1 0
0 0 —u

y sus valores propios debido a (2.11) y (2.12)son los siguientes

1
A= 5(—1—a+\/1—2a+a2+4ac)
1
)\2 = 5(—1—a+\/1—2a+a2+4ac)
Ao = —l

Para colocar los valores propios en el eje imaginario necesitamos que —1 —a = 0, lo cual
logramos haciendo a = —1, pero como estamos considerando que todos los pardmetros
son positivos, entonces concluimos que en el origen no ocurre una bifurcaciéon de Hopf.
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Anélisis en el Punto de equilibrio P, = (y/u(c — 1), /p(c —1),¢ — 1)

Siguiendo con nuestro analisis, veamos ahora qué ocurre en P. Primeramente ver-
emos qué condiciones deben de cumplir los pardametros de control para que P, € R3.
Obsérvese que, para que P, € R?, necesitamos que ¢ — 1 > 0, lo cual implica que:

c—1>0=c>1

La figura 4.9 muestra la regién del plano de los pardmetros de control donde P, € R3.

c=1
a
Figura 4.9: Regién Donde P, € R3
La jacobiana evaluada en P, queda:
—a a 0

A(R) = 1 —y/p(c—1)

1 _
Vile—1) /ule—1) -

Los valores de p1 que cumplen con las condiciones (2.10), son:

 —3a—a®—c+ac
H1 = a+c )

[LQZO.

Necesitamos que estos valores de 1 > 0, entonces, como s = 0 la podemos descartar,

, / —3a—a2—
queddndonos sélo con g = =34=4—ctac Entonces,
a+c

—3a —a®>—c+ac a’® + 3a
n i >0= —3a—a*—ctac>0= cla—1) > a’+3a = c > i T
a+c a—
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Como se considerd que ¢ > 1, entonces

a’+ 3a
a—1

@1 > Osiempre quec >

para todo valor de a € R*, diferente de 1. La figura 4.11 muestra las regiones de
factibilidad.

40

zZ0

-20

Figura 4.10: Regién donde py > 0

Para py = pq, los valores propios, debido a (2.11) y (2.12), de la matriz jacobiana
son:

AN = iVac—a2—3a—-c

Xy = —ivac—a2—3a—c
o ~2a(c—1)
a—+c

La velocidad de cruce dada por (2.9), que es

LQ(MO) — Wngl (ro) + )\OL/2<,UO)
2(A§ + w3)

o (t0) =
donde
Li(p) = pta+l
Ly(p) = (a+o)u
Ls(p) = (2ac—2a)p
estd dada por la expresion
a*>—a(—3+c¢c)+c

2 (ac —a?—3a—c+ 4‘?1&:)12)2>

o (o) =
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Haciendo un analisis, se observa que la velocidad de cruce es diferente de cero y siempre
negativa.

Calculo de la Variedad Central

Continuaremos con el célculo de la variedad central, para ello, trasladaremos el
punto de equilibrio P, al origen con el siguiente cambio de variables:

vy = 11— Vp(c—1)
Y2 = T2 — Ml(c - 1)
ys = x3— (c—1)

con este cambio de variables, el sistema de Lorenz queda de la siguiente manera:

o= alyr + 1)

. \/ (c—1)(3a+a%?+c—ac)
Y2 = Y1 —Y2—\/— Ys — Y1Ys
a—+c
, (¢c—1)(3a+ a® + ¢ — ac) (3a+ a*+ ¢ — ac)
Ys = - Yo + Ys
a-+c a-+c

o ( \/_ (c— 1)(3aa++az te—ag y2>

Como solo hicimos una traslacién, el punto de equilibrio es el origen y los valores propios
son los mismos. Los vectores propios asociados a los valores propios son:
para A = Ay

av/p(c—1) 0
v = | ay/plc=1) | +i| woy/p(c—1)
wi —wp(a+ 1)

y para A = \g tenemos que

ay/p(c—1)
v2 = (a+Xo)y/p(c—1)
—)\0 — )\(CL + 1)
Entonces, la matriz que necesitamos para llevar el sistema a la forma de Jordan, la cual
esta dada en términos de los vectores propios es

0 av/p(c—1) av/p(c—1)
P=1 woy/plc—1) ay/u(c—1) (a+Xo)y/nlc—1)
—wo(a+1) w? A2 = MNa+1)

Realizando los célculos en el MATHEMATICA se tiene que la matriz del sistema en
forma de Jordan es:

J = b(c+ p) 0 0
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Acontinuacion, ortogonalizaremos la variedad central y la variedad estable, el cambio
de variables que necesitamos nos lo da la expresion

Al
(w2 w3 )=P| 2
w
Definimos
c—1)(=3a—a*—c+ac
by = a\/( ! a+c )(w+22)
—1)(—3a — a2 — —c+2
Yy = \/(C )(—3a — a? — ¢+ ac) (CL(C‘ ct )w+\/—3a—a2—c+aczl+az2>
a+c atc
2a(c —1)(a® —a(c -3

—(a* — alc—3) +¢)

con este cambio de variable, el sistema en las nuevas variables (zy, 29, w) es:

3 0 —Vac—a%2—3a—c 0 2 f11(z1, 22, w)
2 | = Vac—a?—3a—c 0 0 2z |+ Sfelz1, 22, w)
w 0 0 —%{Cl) w f33(21, 22, w)

Donde la fi1, foo v f33, representan a la parte no lineal del sistema en la forma de
Jordan; y debido a lo extenso de estas expresiones, se omite la forma explicita de éstas.
Calcularemos la expresion de la variedad central, la cual esta dada por la expresién

w = h(z1,20) = a125 + a2125 + az 2.
Derivando, tenemos
. Oh . n oh .
W= —2 +—2.
821 ! 822 2
Sustituyendo (4.2.1) en esta expresién, obtenemos la expresiéon de la variedad central,
apoyandonos en el programa MATHEMATICA.
Con la expresion de la variedad central, podemos calcular el primer coeficiente de
Lyapunov, el cual esta dado por la expresion

(Ry + wolty) (4.4)

I, —
! 16W0

con

wy = Vac—a2—3a—-c

Ry = (Fiopo(Floz + Floyz) = Foooy (Fozzy + Fozysy)
Pz Fozyey + Flgey Fozyzy) |2

Ry = (Floyzz + Floizgey + Fozpzrzy + Foyzyzy) |2
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donde

Fy = f11(21722,h(21,22))
Fy = foolz1, 29, h(21,22))

Haciendo los calculos correspondientes, se obtiene la expresion del primer coeficiente de
Lyapunov, la cual es:

L = (a*(a+1)(a®—a(c—3)+c)*(6a* +c*(c+5)
+a’c(c+ 35) + 3a’ (3¢ + 5) + ac(c® + 21c + 2))) / (8(a® — 2a(c — 5)c°
+c% +2a" (¢ +3) + ab(4 + 30c — 6¢?) + a®(—15 + 67c + 13¢* — 9¢%)
+a*c®(¢* — 17¢® + dac — 5) + a*A(7c¢® — 57¢* + 131c — 25)
+a*(8¢* — 69¢® + 178¢° — 31c + 4)))

Debido a lo complejo de la expresiéon del primer coeficiente de Lyapunov, el anélisis
que se realizé para conocer el signo de éste, dentro de la region factible, fue grafico,
apoyandonos en el programa MATHEMATICA, se concluye que el signo del primer
coeficiente de Lyapunov dentro de la regién factible (ver figura 4.11), es positivo y no
se hace cero dentro de ésta, por lo que se espera que se presente una orbita periddica
repulsora. La figura 4.11 muestra los puntos donde el primer coeficiente de Lyapunov
se hace cero, asi como la region de factibilidad.
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Z0

15

io

Figura 4.11: Curvas de Nivel Cero del Primer Coeficiente de Lyapunov, y Signo del
Mismo Dentro de la Region Factible.

Debido a que la velocidad de cruce es negativa dentro de la region factible, la
orbita periddica que debe aparecer para valores del parametro menores que el valor del
parametro de bifurcacion pg, debe ser repulsora. Ahora, como la 6rbita periddica es
repulsora no la podemos ver, pero se comprueban los resultados expuestos, presentando
en las figuras 4.12 y 4.13, la simulacién del sistema cuando se da el cambio de estabilidad
del punto de equilibrio al variar el valor del parametro de bifurcacién, lo cual nos muestra
que si ocurre la bifurcacion de Hopf.
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Figura 4.12: Punto de Equilibrio Inestable, a =5, ¢ = 20, p = 1.5

Figura 4.13: Punto de Equilibrio Estable, b =5, ¢ = 20, u = 1.65



CASO Ill: C = i, Y (A, B) PARAMETROS DE CONTROL 69

4.3 Caso IIl: ¢ = pu, y (a,b) Parametros de Control

Bajo estas condiciones, el sistema de Lorenz queda de la siguiente manera:

T = axe — ary

To HT1 — T1T3 — To

Zt‘g = .Tl.%'g—bl'g

Haciendo los mismos calculos que en el caso anterior, encontramos que los puntos de
equilibrio para éste sistema son:

P = (0,0,0)
Py = (Vb(p—1),vb(p—1),n—1)
Py = (—vb(p—1),=v/b(p—1),p—1)

4.3.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

No perdamos de vista que nos interesa analizar los puntos de equilibrio en los cuales,
la matriz jacobiana del sistema presenta un par de valores propios con parte real cero
y otro valor propio real.

La matriz jacobiana asociada a sistema (4.5)es:

—a a 0
Apw) = p—x3 —1 —x
T2 T —b

Anilisis en el Punto de equilibrio P, = (0,0,0).

Iniciamos nuestro andlisis en el origen. La matriz jacobiana evaluada en este punto de
equilibrio es:

—a a 0
AP)=| n -1 0
0 0 —b

y sus valores propios, usando a (2.11) y (2.12), son:

1
A= 5(—1—a+\/l—2a+a2+4au),

1
Ao = 5(—1—a—|—\/1—2a+a2+4au),
)\0 - —b
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Como podemos observar, lo primero que debemos de hacer para conseguir colocar los
valores propios en el eje imaginario es que —1 —a = 0. Es decir, a = —1, pero como
estamos considerando que todos los parametros son positivos, entonces concluimos que
en el origen no ocurre una bifurcacion de Hopf.

Anélisis en el Punto de equilibrio P, = (1/b(pu— 1), /b(u — 1),n — 1)

Veamos ahora qué ocurre en P,. Primeramente, veremos qué condiciones deben cumplir
los parametros de control para que P, € R*. Como se puede observar, para que P, € R3,
necesitamos que pu — 1 > 0.

La jacobiana evaluada en éste punto de equilibrio es:

—a a 0
A(Py) = 1 —1 —y/=/bp—1)
Vol —1) /b —1) —b
No perdamos de vista que buscamos valores para u que satisfagan las condiciones (2.10),

haciendo los calculos correspondientes, encontramos los siguientes valores de p que
cumplen con las condiciones (2.10) son:

_ 3a+a®+ab
Ho = a—b—1 "~

Por otro lado, necesitamos que este valor de p > 0, entonces

3a+ a® + ab

>0=a—-b—-1>0=a>0b+1.
a—b—1

Ahora, como necesitamos que g > 1 para que P, € R3, se observa que

3a+ a®+ab

- >1=3a+ad*+ab>a—-b—1=a>+2a+1+bla+1)>0
a_ R

y se ve claramente que la ultima desigualdad se cumple para para todo a,b € R, en
particular para a > b+ 1; por lo que, basta con que que a > b+ 1 para que P, € R, y
para que po > 0 (ver figura 4.14).
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b=a-1

v

Figura 4.14: Regién Donde P, € R? y o > 0

Y para el valor del pardmetro de bifurcacién pu = pg, los valores propios de la matriz
jacobiana, dado a (2.11) y (2.12) son:

v2y/a(a + 1)b
Ji—b-1
o V2/ale+ b
o Ji—b—1

A= 1

Habiendo conseguido ya los valores propios deseados, nos falta analizar si la velocidad
de cruce de estos através del eje imaginario es diferente de cero. Aplicando la férmula
para la velocidad de cruce (2.9), dada por

L%(MO) — WSL/1<NO) + )\OL/2<,UO)
2(A§ + wi)

a (o) =
con

Ll(lu) = a+b+ L,
L2 (lu) = b,LL + Clb,
Ls(n) = 2abu — 2ab,

obtenemos que
2ab+ (=1 —a—0)b
«Q (MO) = ( ) ) :

2(ab+a?b
2 ((—1 —a— b2 4 Aokt
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Buscaremos la posibilidad de que la derivada sea igual a cero. Para esto se tiene
que
a(pw)=0=2ab+(-1—a—-bb=0=a=>b+ 1.

Observemos que la velocidad de cruce es diferente de cero para los valores de los
parametros de control dentro de la regién factible. Ademds, podemos observar que
dentro de ésta, la velocidad de cruce es positiva. Por lo tanto, podemos asegurar que
en la region de factibilidad si ocurre una bifurcacién de Hopf.

Calculo de la Variedad Central

Procedemos al cdlculo de la variedad central. Para ello, trasladaremos el punto de
equilibrio P al origen con el siguiente cambio de variables:

yoo= o= Vb(p—1)
Yo = To—/b(p—1)
ys = x3—(a+b+1)

En términos de las variables y1, 12 e ys3, el sistema de Lorenz queda de la siguiente
manera:

o= a(y2_y1)

. \/(a+1)b(1+a+b)
Yo = Y — Y2
a—b—1

) a+1)b(l+a+b a+1)b(l+a+b
Ys = \/( )i )3/2‘1‘3/1 \/( L )+y2 — bys.
a—b—1 a—b—1

Ys — Y193

Ahora, el punto de equilibrio es el origen, los valores propios son los mismos (ya que
s6lo hicimos una traslacién), y los vectores propios asociados a los valores propios son:
para A = )\

a\/b(p — 1) 0
vi=1 ay/b(p—1) | +i| wo/b(p—1)
wg —wo(& + 1)

y para A = A\gtenemos que
a\/b(p —1)
va= | (a+2)VB—1)
—(A5+ Xo(a+1))

Entonces la matriz que necesitamos para llevar el sistema a la forma de Jordan, esta
dada en términos de los vectores propios es

0 av/b(p — 1) av/b(p — 1)
P=| woy/bl—1) ay/b(u—1) (a+ ro)y/blu—1)
—wo(a+1) w? — (A3 + No(a+ 1))
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Ya con la matriz cambio de base, calculamos su inversa, la cual no se presenta debido
a lo extenso que es. Haciendo los calculos correspondientes, se tiene que la matriz del
sistema en forma de Jordan es:

0 _ V2y/a(at+1)b 0

va—b—1

J = V2+/ala+1)b 0 0
Va—b—1
0 0 —(a+b+1)

Acontinuacion, lo que haremos es ortogonalizar la variedad central y la variedad estable.
El cambio de variables que necesitamos nos lo da la expresién

21

(1 v2 ys)=P| 2
w

de donde obtenemos

s o= a\/(l—a)b(a—i—b—l—l)

a—b—1 (w+2)

gy = \/(1 —a)bla+b+1) <_m(1 +b)w + V2+y/a(a + )bz +ava — b — 122>

a—0b—1
V2(a + 1)\/a(a + 1)bz N 2a(a + 1)bzy
va—b—1 a—b—1

Con este cambio de variable, el sistema para (21, 22, w) es:

ys = —bla+b+ 1w —

_ V2y/a(a+1)b 0

Z1 0 Vab_1 21 f11(z1, 22, w)
Z9 = V2y/a(a+1)b 0 0 ) + f22(21, Z2, w)
H va—b—1

W 0 0 —(a+b+ 1) w f33(21,2’2:w)

donde la (fi1, fo2, f33), representa la parte no lineal del sistema en la forma de Jordan.
Y debido a lo extenso de estas expresiones, se omite la expresién explicita de éstas. De
manera similar al caso anterior, calcularemos la expresién de la variedad central, la cual
esta dada por la expresion

2 2
w = h(z1,20) = a125 + a9z1 22 + az2;

Derivando, tenemos

y sustituyendo (4.3.1) obtenemos la expresion de la variedad central.
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Todos los célculos se hicieron con el programa MATHEMATICA, los resultados
encontrados fueron demaciado extensos por lo que se omite la representacién explisita
de las expresiones de , la variedad central, asi como de las funciones de las cuales

depende el primer coeficiente de Lyapunov.
Ahora, conociendo la expresién de la variedad central, podemos calcular el primer

coeficiente de Lyapunov, el cual esta dado por la expresion

1

[, = R R 4.8
1 16w0( 1+ wolRy) (4.8)
con
V2+/a(a + 1)b
w, =
0 va—b—1
Rl == (Flzlzz (Flzlzl + Flzzzz) - F2212'2 (F22'121 + F22222)
_Flz121F22121 + FIZQZQFQZQZQ) |Z()
RQ = (Flzlzlzl + F121z2z2 + Fngzlzl + F222z2z2> |zo
donde

Fi = fii(z1, 29, h(z1, 22))
F, = f22(21722,h(21722))

Haciendo los célculos correspondientes se tiene que la expresion del coeficiente de Lya-
punov es:

L = (a*(a+ 1)b°(9a + a*(20 — 18b) — (b+ 1)*(b+ 3) + 2a*(100*> + b+ 5)
—2a(b® — 60> — 5b + 2))) /
(4(a®+ (b+1)* 4+ 2a°(6b + 1) + 2a(b+ 1)*(b* — 3b+ 1) + a*(250% + 18 — 1)
—2a°(7Tb* — 5b% + 6b + 2) — a®(11b" + 44b° + 40b* + 24b + 1)))
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Debido a lo complejo de la expresion del coeficiente de Lyapunov no se pudo hacer
un analisis algebraico del mismo, apoyandonos en el programa MATHEMATICA se hizo
un analisis grafico para determinar el signo de éste dentro de la region de factibilidad,
encontrando que el primer coeficiente de Lyapunov es positivo dentro de la region de
factibilidad. La figura 4.15 muestra las curvas de nivel cero del primer coeficiente de
Lyapunov dentro del primer cuadrante, también se presenta la curva de nivel del plano
que determina la region de factibilidad, observandose que, efectivamente el signo del
primer coeficiente de Lyapunov es positivo dentro de la regién de factibilidad.

Figura 4.15: Curvas de Nivel Cero del Primer Coeficiente de Lyapunov y Signo del
Mismo Dentro de la Region de Factibilidad.

La figura 4.16 muestra la interseccién de la superficie generada por la expresion del
primer coeficiente de Lyapunov con el plano que genera la expresién de la restriccion
que determina la regién de factibilidad.
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Figura 4.16:

Ahora, para corroborar los resultados expuestos, las figuras 4.17 y 4.18 presentan
las simulaciones que muestran el cambio de estabilidad del punto de equilibrio al pasar
através del parametro de bifurcacién, lo cual garantiza la presencia de una bifurcacién
de Hopf, no se presenta la simulacién que presenta la 6rbita periddica ya que como ésta
es repulsora no la podemos ver.

Figura 4.17: Punto de Equilibrio Estable, a =3, b =1, u = 20.5
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Figura 4.18: Punto de Equilibrio Inestable, a =3, b=1, u = 21.5

4.4 Resultado Principal

Resumimos los resultados obtenidos en esta capitulo en el siguiente

Teorema 4.1. Considere el sistema de Lorenz

1 = al(xe —11)
.j?g = CI1 — X1T3 — X2
Zt3 = T1X9 — b[[‘3

Si se considera cualquiera de los parametros del sistema como pardmetro de bifurcacion,
y el resto como pardametros de control, solo es posible encontrar puntos en el plano de los
pardametros de control en los cuales el sistema exhibe una bifurcacion de Hopf subcritica.
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Capitulo

El Sistema de Chen

En 1999, G. Chen encontré otro atractor cadtico en un simple sistema auténomo
tridimensional, el cual, no es topoldgicamente equivalente al sistema de Lorenz.
El sistema de Chen pertenece a otra familia candnica de sistemas caéticos y esta dado
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

Sistema de Chen:

fI.Jl = a(flfg — $1)
to = (c—a)r; — xw3 + CTo
jfg = T1T9 — bl’g

Este sistema no pertenece a la familia generalizada de sistemas tipo Lorenz, puesto que
para el sistema de Chen
ai2a91 < 0

Asi como en los casos anteriores, consideraremos a cada uno de los parametros, a uno
como parametro de bifurcacion y a los otros dos como parametros de control.

5.1 Caso I: a = pu, y (b, c) Parametros de Control

Los calculos para este sistema seran los mismos que en los casos de Lorenz y de Lii, por
lo que iniciamos con el calculo de los puntos de equilibrio.

79
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5.1.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

Calculo de los puntos de equilibrio

Buscaremos ahora todos los puntos de equilibrio que posee el sistema, con la finalidad
de buscar aquellos que sean no—hiperbodlicos. Para esto hacemos:

a(rg—mz) = 0
(c—a)ry —xz3+crs = 0
T1T9 — b[L‘g =0

Resolviendo el sistema anterior tenemos que los puntos de equilibrio del sistema son:

P = (0,0,0)
Py = (Vb2 — p), /b(2¢ — p), 2¢ — p)
Py = (=/b(2c— p), —/b(2c — 1), 2¢ — 1)

Calculo de los valores propios

Teniendo ya los puntos de equilibrio, buscaremos cudl de ellos es un punto de equilibrio
no—hiperbdlico, ya que es una condicién para que ocurra una bifurcacion de Hopf.
Buscaremos los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio
en cuestion. No olvidemos que buscamos un valor para el parametro de bifurcacién que
genere un par de valores propios en el eje imaginario y otro fuera de él. La matriz
jacobiana asociada al sistema de Chen es:

—p po 0
A=Df(x)=| c—p—x3 ¢ —1
i) T —b

Evaluando la jacobiana en el punto de equilibrio P; se tiene

- p 0
AP))=| ¢c—p ¢ 0
0 0 —b

Los valores propios de esta matriz son:

1
A= §(c—u+ Ve + 6ep — 3p2)

1
Ao = Gle—p— /e Gop— 3p12)

/\Oz—b
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Lo primero que necesitamos para que los valores propios A; v Ay estén sobre el eje
imaginario es que
c—p=0= pu=—c

Como estamos considerando que los parametros deben ser positivos, concluimos que en
el origen no ocurre la bifurcacién de Hopf.

Anédlisis en el Punto de equilibrio P = (1/b(2c — p), /b(2c — p), 2¢ — p)

Lo primero que analizaremos son las condiciones que deben de cumplir los parametros
para que P, € R3, y observamos que deben cumplir lo siguiente:

2ce—pu>0=2c>p (5.1)
La jacobiana evaluada en el punto de equilibrio P, es:

—H 2 0
c c —/b(2¢ — p)
V(2 — ) \/b(2¢ — 1) —b
Recordemos que buscamos un valor para el padmetro de bifurcacién que cumpla con

(2.10), haciendo las operaciones se tiene que los valores de p que cumplen con estas
condiciones son:

A(P) =

1
o = 1(30 + V17¢2 — 8be)

1
fo = 1(30 —V17¢2 — 8be)

Los dos valores anteriores de p cumplen con lo deseado, pero nosotros haremos el analisis
solo para pg = 1.
Necesitamos que éste valor de pg sea positivo. Observemos que

1 8
Z(3a+ V17¢2 — 8bc) > 0 = 17¢* — 8bc > 0 => ¢ > =0

Regresando con el andlisis para buscar los valores para los parametros de control
para que P, € R3, necesitamos que

1
2c >y = 2¢ > Z(3c+\/17c2 — 8bc) = 25¢% > 17¢*—8bc = 8c* > 8bc = c+b >0

por lo que P, € R? para todo valor de by c.
Para py = pq, los valores propios de la matriz jacobiana, debido a (2.11) y (2.12),
son:

A= ivbe
N = —ivhe

1
X = Z(c—4b—\/1702—8b0)
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Otra condicién que pedimos para nuestro analisis, es que el valor propio real sea
negativo, por lo que analizaremos las condiciones que deben cumplir los parametos de
control para que esto suceda:

(c—4b—+V17c¢? —8bc) < 0 = ¢ —4b < V17¢? — 8be.

Sic—4b < 0, es decir, ¢ < 4b tenemos que Ay < 0, por otro lado, si ¢ —4b > 0, es decir,
c > 4b, tenemos que

¢t = 8be 4+ 160° < 17¢* — 8be => ¢ > b
la figura (5.1) muestra la regién del plano de los parametros donde ocurre la bifurcacién

de Hopf.

c=4b
C c=b

_8b
17

Figura 5.1: Regién donde P, € R3 | iy >0,y Mg <0

Ya teniendo los valores propios deseados, veremos qué pasa con la velocidad de cruce
de estos atravéz del eje imaginario, la velocidad de cruce de estos valores propios esta
dada por la expresion (2.9),

Lé(MO) — W(Q)L;(No) + )\OL/2<,U/O)
2(A§ + w3)

a (to) =
Donde

Li(p) = p+b—c
Ly(p) = be
Lg(p) = 4bep — 2bp”

por lo que la velocidad de cruce de los valores propios esta dada por la expresién:

/< ) b\/17¢% — 8bc

« = —

o 2 (be + [2(—4b + ¢ + V/17c¢2 — 8bc)]?
4
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Observemos que la velocidad de cruce nunca va a ser cero dentro de la region de factibil-
idad, ademads, se observa que es siempre negativa dentro de la misma. De esta manera
podemos decir que en el punto de equilibrio P, si ocurre la bifurcacién de Hopf.

Calculo de la Variedad Central

Continuaremos con el célculo de la variedad central, para ello, trasladaremos el punto
de equilibrio P, al origen con el siguiente cambio de variables:

v = 11— /b(2c—p)
Y2 = X9 —\/b(2c—p)
ys = x3— (2c—p)

con este cambio de variables, el sistema de Chen queda de la siguiente manera:

1
o= 1 (30 +V17¢% — 8bC) (h — y2)

1
g = c(ya —y1) — 5 (\/—b(—5c + V17¢% — 8be) + 2y1> Y3

1
U3 = = (\/—b(—5c + V17¢% — 8be)ys + 11 (\/—b(—f)c +V17¢% — 8bc) + 2y2> - 2by3>

2

Ahora, el punto de equilibrio es el origen, los valores propios son los mismos. Los
vectores propios asociados a los valores propios son: para A = \;

1o/ b(2¢ — puo) 0
v = po\/b(2c—po) | +i | wor/b(2¢c — po)
w% —wo(Ho — )
y para A = Ay se tiene
1o/ b(2¢ — po)
v2 = | (ko + A3)v/b(2¢ — po)

—(A3+ As(p — o))

Entonces, la matriz que necesito para llevar el sistema a la forma de Jordan, es:

0 Ho\/b(2¢ — po)  pon/b(2¢ — pio)
P =1 wo\/b(2c — o) 10\/b(2¢ — po) (1 + A3)1/b(2¢ — puo)
—wo(fto — ¢) wg —(A3 4+ As(po — ©))

Ya con la matriz cambio de base, calculamos su inversa, la cual no se presenta debido
a lo extenso que es. Apoyandonos en el MATHEMATICA, desarrollamos la expresién,

J =P AP
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y se tiene que la matriz del sistema en forma de Jordan queda de la siguiente manera

0 —Vbe 0
J=1| Vbc 0 0
0 0  i(c—4b—V17c* — 8bc)

Acontinuacion, lo que haremos es ortogonalizar la variedad central y la variedad estable,
para ello realizamos el siguiente cambio de variables:

21
(3/1 Y2 y3):P 22

w

de la siguiente manera, definimos

1
Yy = g\/—b(—5c + V17¢2 — 8be) (3C + V17¢% — 8bc> (w + 22)

1
Yy = g\/—b(—SC + V17¢% — 8be) (4cw — 4bw + 4Vbczy + 3cze + V172 — 8bc,22)

1
ys = g <—462w +Vbe(e — V172 — 8be)z + b(—V/17c2 — 8bew + ¢(w + 422)))

con este cambio de variable, el sistema queda de la siguiente manera

21 0 —Vbe 0 21 Ji1(z1, 22, w)
2 | = Ve 0 0 2 |+ Sz, 2,w)
w 0 0 i(c—4b—/17¢* —8bc w f33(z1, 22, w)

donde la fi1, foo v f33, representan a la parte no lineal del sistema en la forma de
Jordan. Debido a lo extenso de estas expresiones, se omite la forma explicita de estas.
De manera similar al caso anterior, calcularemos la expresion de la variedad central, la
cual estd dada por la expresiéon

2 2
w = h(z1, 29) = a125 + asz1 25 + azzs

derivando, tenemos

y sustituyendo los datos que ya conocemos, los cuales son:
21 = —Vbez + fu(z, 20, w)
Zy = Vbez + fa(21, 22, w)

1
W o= Z(C_4b— 17¢2 — 8bc)w + f33(21, 22, W)
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obtenemos la expresiéon de la variedad central.

Todos los calculos se hicieron con el programa MATHEMATICA, los resultados
encontrados fueron demaciado extensos por lo que se omite la representacion explicita
de las expresiones de , la variedad central,el primer coeficiente de Lyapunov, asi como
de las funciones de las cuales depende éste. Conociendo la expresién de la variedad
central, podemos calcular el primer coeficiente de Lyapunov, el cual esta dado por la
expresion

I = R R 5.2
1 16w0( 1+ woRs) (5.2)
con
Wy = \/E
Rl - (F1Z122 (F12121 + Flzzzg) - F2Z122 (F22121 + FQZQZQ)
—F1z1z1 F2lel + F12222F222Z2> |Zo
RZ - (F1212121 + FlzleZQ + F2222121 + F2z22222) |zo
donde

Fi = fi(z1, 22, h(21, 22))
Fy = foolz1, 29, h(z1, 22))

Como ya se mencioné antes, la expresién del primer coeficiente de Lyapunov no se
presenta explicitamente, sin embargo, haciendo un cuidadoso analisis grafico, se observé
que éste siempre es negativo en el primer cuadrante del plano de los parametros de
control, por lo que se espera que las orbitas peridédicas que presentara el sistema seran
atractoras.

En la siguiente figura (ver figura 5.2), se muestra la érbita peridédica atractora que
presenta el sistema.
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Figura 5.2: Orbita Periédica Atractora. Con b =1, ¢ = 2 y =3
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5.2 Caso II: b= p, y (a,c) Parametros de Control

Bajo estas condiciones, el sistema de Chen queda de la siguiente manera:

l.'l = CL(I'Q — ZEl)
Ty = (c—a)ry — 123 + Cy
$‘3 = 1T — UT3

Los puntos de equilibrio para éste sistema son:

P o= (0,0,0)
P = (Vu(2c—a),\/u(2c—a),2c — a)
Py = (=/p(2c—a),—/p(2¢ — a),2¢ - a)

5.2.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

No perdamos de vista que nos interesa analizar los puntos de equilibrio, en los cuales,
la matriz jacobiana del sistema presenta un par de valores propios con parte real cero
y otro valor propio real. La matriz jacobiana asociada a éste sistema es:

—a a 0
A=Df(z)=| c—a—x3 ¢ —m
T2 Ty —H

Anilisis en el Punto de equilibrio P, = (0,0,0).
La matriz jacobiana evaluada en el origen es:
—a a 0
A(Pl) = c —1 0
0 0 —u

y sus valores propios debido a (2.11) Y (2.12) son los siguientes

1
A= §(c—a+\/02+6ac—3a2)
1
Ay = 5(0—@—\/c2+6ac—3a2)
Ao = —p

Lo primero que debemos hacer para conseguir colocar los valores propios en el eje
imaginario es hacer que ¢ — a = 0, lo cual implica que ¢ = a, pero con esta condicion,
no podemos conseguir que ¢ + 6ac — 3a® < 0, por lo que no tendremos ningtin valor
propio complejo, de esto concluimos que en el origen no ocurre la bifurcacién de Hopf.
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Andlisis en el Punto de equilibrio P, = (\/u(2¢ — a), /1(2¢ — a),2¢ — a)

Siguiendo con nuestro analisis, veamos ahora qué ocurre en P,. Primeramente veremos,
qué condiciones deben de cumplir los pardmetros de control para que P, € R3. Para
que P, € R3, necesitamos que 2¢c — a > 0, y mediante un simple anédlisis, observamos
que:

1
2c—a>0:>c>§a

también se observa que p debe ser positiva, por lo que mas adelante concluiremos con
este andlisis (ver figura 5.3).
La matriz jacobiana evaluada en éste punto de equilibrio nos queda de la siguiente

manera:
—a a 0

—c c —v/1(2¢ — a)
ViZe—a) Vae—a)  —n
No perdamos de vista que buscamos valores para u que satisfagan las condiciones (2.10).
Los valores de i que cumplen con estas condiciones son:

A(Py) =

 + 3ac — 2a>

C

M1 =
pa = 0
Como necesitamos que los parametros sean positivos descartamos el andlisis para po, v
nos quedamos solo con p;. Entonces, para que este valor de u sea positivo necesitamos

que:
2+ 3ac—2a*> > 0

analizando esta ecuacién cuadratica, empleando la tabla (2.1), se puede ver que se trata
de un par de rectas concurrentes. Haciendo un anélisis algebraico podemos observar

que
—3a + a\/17)(—3a —av17

2 2

De esta manera, la recta que nos interesa es

¢+ 3ac — 2a* = ( ).

 —3a+ av/17

¢ 2

ya que para toda

Cc

- —3a+a\/1_7
2

entonces, con esta restriccién y con ¢ > 1a, tenemos que P, € R® y 4y > 0. La figura
5.3 muestra el area de factibilidad donde ocurre la bifurcaciéon de Hopf.

=— ¢+ 3ac—2a*> >0
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c=a ({17 -3)
2

a
Cz—
2

Figura 5.3: Regién donde P, € R? y 19 > 0

Ahora, tomando a o = p1, tenemos que los valores propios (debido a 2.11 y 2.12)
asociados a este valor del parametro de bifurcacion son:

AN = iV 4+ 3ac — 2a?
N = —ive?+ 3ac — 2a?

N = 2a(a — 2¢)
c

La velocidad de cruce de los valores propios através del eje imaginario dada por (2.9),
la cual es: ) ) )
Ly(p0) — wi Ly (p10) + AoLs (o)

2(A\2 + wp)

a (o) =

con

Li(p) = pta—c
Lay(p) = cp
Ly(p) = 4acp —2a°p

es la expresion:
(¢ + 3ac — 2a?)c?
2(c* + 3ac® — 16a3c + 14ac? + 4a*)

La velocidad de cruce no sera igual a cero dentro de la regién de factibilidad, y se
observa que sera siempre negativa. Con esto podemos concluir que, para valores de

o' (po) = —



90 EL SISTEMA DE CHEN
los parametros de control dentro del area delimitada por las restricciones encontradas,
siempre ocurre una bifurcacién de Hopf.

Calculo de la Variedad Central

Sabiendo ya que ocurre la bifurcacién de Hopf, continuamos con nuestro analisis calcu-
lando la variedad central, para ello, trasladaremos el punto de equilibrio P, al origen
con el siguiente cambio de variables:

y1 = x1—\/p(2c—a)
Y2 = x2—/p(2c—a)
ys = x3— (2c—a)

con este cambio de variables, el sistema de Chen queda de la siguiente manera:
o= alya—y1)

' 2a3
Jo = ey =) — (\/T +5ac+2¢* — Ta® + yl) vs

. 1 9 9 2a3 2a3
U3 = —|2a°ys —cys+c — + 5ac + 2¢% — Ta’ys + 1 — +5ac+2c2—=Ta2+yy | —
c c c

Ahora, el punto de equilibrio es el origen, los valores propios son los mismos y los
vectores propios asociados a los valores propios son: para A = Ay

av/1(2¢ — a) 0
v = a\/,u(2;: —a) | +i| wo u((Zc —)a)

y para A = )y tenemos que

av/p(2¢ — a)
Y (O ¥ N ey
—(A2+ M3(a—0))

Entonces, la matriz que necesitamos para llevar el sistema a la forma de Jordan, la cual
estd dada en términos de los vectores propios es

0 av/p(2¢c — a) av/p(2c — a)
P=| wo/u2c—a) ay/pc—a) (a+X3)y/p(2c—a)
—wo(a — c) wy —(A3 + As(a —c))

Ya con la matriz cambio de base, calculamos su inversa, la cual no se presenta debido
a lo extenso que es. Haciendo los cédlculos correspondientes, es decir, desarrollando la
expresion

J =P AP
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tenemos que la matriz del sistema en forma de Jordan es

0 —Vc2 + 3ac — 2a? 0
J=1 Vc+ 3ac — 2a? 0 0
0 0 2a(a—2c)

Acontinuacion, ortogonalizaremos la variedad central y la variedad estable, el cambio
de variables que necesitamos nos lo da la expresion

Definimos

2a3
y1 = ay/— +bac+ 2c? — Ta?(w + z9)
c

@ + 5ac + 2¢% — Ta? (2a*w + cv/¢® + 3ac — 2a*z + ac(zy — 3w))

Y2 =
C

2a(2a® — Ta’c + 5ac® + 2¢3
v o= a(2a aC-QF ac” + C)w_(a_c)\/c2+3ac—2a221+(62+3ac—2a2)22
c

con este cambio de variable, el sistema nos queda de la siguiente manera

Z'l 0 —\/02 + 3ac — 2a? 0 z1 fll(Zl7 29, UJ)
2 | = | V2 + 3ac — 2a? 0 0 2o |+ for(z1, 20, w)
w 0 0 2ala—2¢) w fa3(21, 22, W)

C

donde la fi1, foo v f33, representan a la parte no lineal del sistema en la forma de
Jordan. Debido a lo extenso de estas expresiones, se omite la forma explicita de las
mismas. De manera similar al caso anterior, calcularemos la expresién de la variedad
central, la cual estd dada por la expresién

2 2
w = h(z1, 20) = a125 + asz1 25 + aszs

derivando, tenemos

oh | oh
w = 8_2’1Z1 + 8_222’2
y sustituyendo los datos que ya conocemos, los cuales son:
5 = —Ve +3ac — 2a%z + fi1(z1, 22 w)
2y = V4 3ac —2a2z + fr(21, 20, W)
2a(a — 2¢)

w = fﬂ) + f33(21, 22, "LU)
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obtenemos la expresién de la variedad central, la cual no se presenta explicitamente
debido a que es muy extensa. Ahora, conociendo la expresién de la variedad central,
podemos calcular el primer coeficiente de Lyapunov, el cual estd dado por la expresion

L= R R 5.3
16w0( 1+ woRs) (5.3)
con
wy = V2 + 3ac — 2a>
Rl - <F1Z122 (Flzlzl + FlzzZQ) - F2Z122 (F22121 + FQZQZQ)
_Flzlz1F2z1Z1 =+ F12222F22222) |Zo
R2 - (F121z121 + F1212222 + F222z121 + FZZQZQZQ) |z0
donde

Fy = ful(z,22,h(z1,2))
Fy = fo(z1, 22, h(21, 22))
Haciendo los calculos correspondientes se tiene que la expresén del primer coeficiente
de Lyapunov es:
a?(c® + 3ac — 2a*)?(2a® — 12a*c + 16a3c? + a®c® — 3act — 4c°)
8(a* — 4a3c + 2a%c + 3ac? + ¢*)(4a* — 16a3c + 14a?c? + 3ac® + c*)

=
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Haciendo un anadlisis grafico del primer coeficiente de Lyapunov se concluye que
dentro de la regién factible, este se hace cero, ademas que presenta cambios de signo
entre las rectas en las cuales se hace cero, la figura 5.4 muestra la regién de factibilidad,
asi como, el signo del primer coeficiente de Lyapunov.

[H
z0

11=0
I1=0

15

li<0
— =0
10

Figura 5.4: Signos del Primer Coeficiente de Lyapunov
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En las figuras 5.5 y 5.6,se presenta la simulacion de la érbita periddica atractora que
presenta el sistema, asi como, la simulacion del punto de equilibrio estable que resulta
al pasar através del valor critico del parametro de bifurcacién.

Figura 5.5: Orbita Periédica Estable con a = 5, c=4,ypu=64

X3

Figura 5.6: Orbita Periédica Estable con a = 5,c=4,ypu==6.4
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5.3 Caso III: ¢ = p, y (a,b) Parametros de Control

Bajo estas condiciones, el sistema de Chen queda de la siguiente manera:

jfl = CL((L’Q — .Z'l)
Ty = (pu—a)ry — 103 + CT9
i’g = T1T9 — bl’g

Haciendo los mismos calculos que en el caso anterior, encontramos que los puntos de
equilibrio para éste sistema son:

P = (0,0,0)

Py = (Vb(2u—a), /b(2u— a), 2 — a)
Py = (=v/b(2u—a), —/b(2p — a),2p1 — a)

5.3.1 Analisis de Estabilidad en Puntos de Equilibrio No-Hiperbdlicos

La matriz jacobiana asociada a éste sistema es:

—a a 0
A=Df(x)=| c—a—x3 ¢ —m
T2 Ty —H

Andlisis en el Punto de equilibrio P, = (0,0,0).

Iniciamos nuestro andlisis en el origen. La matriz jacobiana evaluada en éste punto de
equilibrio es:

—a a 0
AP)=1| p—a p 0
0 0 —b

y sus valores propios son los:

1
A= §(M—a+ V2 4 6au — 3a2)

1
Ay = 5(,u—a—\/u2+6au—3a2)

X = —b

Para colocar los valores propios en el eje imaginario necesitamos que y —a = 0, y
esto lo logramos haciendo p = a, pero con esta condicién, no podemos conseguir que
w2+ 6ap — 3a® < 0, por lo que no tendremos ningtin valor propio complejo, de esto
concluimos que en el origen no ocurre una bifurcaciéon de Hopf.
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Andlisis en el Punto de equilibrio P = (1/b(2u — a), /b2 — a),2p — a)

Siguiendo con nuestro analisis, veamos ahora qué ocurre en P,. Primeramente vere-
mos qué condiciones deben de cumplir los pardmetros de control para que P, € R3.
Observemos que, para que P, € R3, 21 — a > 0. Observamos que:

1
2u—a>0:>,u>§a (5.4)
también se observa que p debe ser positiva, por lo que mas adelante concluiremos
con este analisis.
Ahora, evaluando la matriz jacobiana en éste punto de equilibrio tenemos:

—a a 0
A(Py) = —f f —/b(21 — a)
Vo2u—a) \/b2u—a) b
No perdamos de vista que buscamos valores para u que satisfagan las condiciones (2.10),

haciendo los céalculos correspondientes, encontramos los siguientes valores de p que
cumplen con las condiciones anteriores

1
o= 5(b —3a + V17a% — 6ab + b?)

1
o = 5(1)—3@— V17a2 — 6ab + b?)

Haciendo un analisis, se observé que para los dos valores de p la jacobiana posee un par
de valores propios con parte real igual a cero, entonces, enfocaremos nuestro estudio
solo para el valor de p;. Veremos , qué condiciones deben de cumplir los parametros de
control para que p; > 0, primero:

17a*> — 6ab + b* > 0 = 8a* + (3a — b)* > 0.

Lo cual se cumple para todo a y b.
Por otro lado,

1
5(b—3a+\/17a2 — 6ab + b2) > 0 = b—3a+V17a2 — 6ab + b2 > 0 = V/17a% — 6ab + b*> > 3a—b

como podemos observar, si 3a — b < 0, el resultado es trivial. Ahora, si 3a —b > 0, es
decir, b < 3a, entonces,

17a% — 6ab + b* > 9a® — 6ab + b*> = 8a> > 0

y esto, como podemos observar, se cumple para todo valor de a y b.
Veremos bajo qué condiciones se cumple (5.4). Obsérvese que

1 1
(b —3a+ V17a? — 6ab + b?) > 50 = V17a2? — 6ab+ b?) > 4a — b
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observemos que si 4a — b < 0, el resultado es trivial. Ahora, si 4a — b > 0 entonces,

17a% — 6ab + b* < 164> — 8ab + b*> = a® + 2ab > 0

Concluimos entonces que la regién de factibilidad es el primer cuadrante del plano de
los parametros de control.

Entonces, teniendo ya el valor de g, buscamos los valores propios de la matriz jacobiana
evaluada en o = pp. Utilizando las féormulas (2.11) Y (2.12) se tiene que los valores
propios son:

Moo= iy/bp
No = —i/bu

Ao = p—a—>

Recordemos que también necesitamos que \g < 0, es decir, 4 — a — b < 0, haciendo el
analisis correspondiente se tiene que:

1
p—a—b<0 = p>a+b = 5(b—3a+\/17a2—6ab+b2)<a+b

— V1742 —6ab+ 12 < 5a+b = 0 < 8a% + 16ab

por lo que se concluye que Ay < 0 para p = ji;.
Al igual que en los casos anteriores, analizaremos como se comporta la velocidad de
cruce de estos valore propios complejos, la cual estd dada por la expresién (2.9):

L%(MO) — ng,l(NO) + )\OL;(NO)
2(A§ + wi)

/
a (ko) =
para nuestro caso

Li(p) = a+b—p

La(p) = bu
Ls(u) = 4abu — 2ab

haciendo los calculos correspondientes, se tiene que la velocidad de cruce de los valores
propios esta dada por la expresion:

b\/17a2 — 6ab + b2
21a2 + 2b% — a(b + 5/ 17a% — 6ab + b?)

a (10) =

y mediante un simple analisis podemos observar que nunca es cero y que siempre es
positiva, por lo que concluimos que en el punto de equilibrio P; si ocurre una bifurcacién
de Hopf.

Ya teniendo los valores propios, podemos calcular los vectores propios asociados a estos
valores propios, los cuales necesitamos para construir la matriz en forma de Jordan;
haciendo los cdlculos correspondientes, se determinan los eigenvectores, los cuales son:
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para A = )\

a\/b(2u — a) 0
v = (l\/b(Z/;L —a) | +i| wo/b(2u —a)

Wy _wO(a - :U’)

y para A = \g tenemos que

a\/b(2p — a)
ve = (a+ A3)/b(2u —a)
— (A5 + As(a — p))

Entonces la matriz que necesitamos para llevar el sistema a la forma de Jordan, la cual
esta dada en términos de los vectores propios es

0 a/b(2u — a) a/b(2u — a)
P={ wo/BE—a) ayb2p—a) (a+X)y/b2n—a)
—wo(a — p) wh —(A3 + Xs(a— p))

Ya con la matriz cambio de base, calculamos su inversa, la cual no se presenta debido
a lo extenso que es. Haciendo los cédlculos correspondientes, es decir, desarrollando la
expresion

J =P AP

tenemos que la matriz del sistema en forma de Jordan queda de la siguiente manera

0 —vii 0
J=1| Vbu 0 0
0 0 pw—a—>b

Acontinuacion, lo que haremos es ortogonalizar la variedad central y la variedad estable,
el cambio de variables que necesitamos nos lo da la expresién

Al

(1 w2 ys)=P| 2
w
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de la siguiente manera, definimos

o= a\/b(b—4a+\/17a2—6ab+b2)(w+zg)

1
Yys = 5\/b(b — 4a + V/17a2 — 6ab + b?) (—3aw — bw + V17a% — 6ab + b2w

+\/§\/b(b —3a +V17a% — 6ab + b2z, + 2a22)

1
ys = 3 (\/5\/17@2 — 6ab + bQ\/b(b —3a + V17a% — 6ab + b?2)z; — 2% (w — 23)

—a (10bw + 5\/5\/b(b —3a+ V17a% — 6ab + b?)z; + 6bzz>

+b (2\/17&2 — 6ab + b*w + ﬁ\/b(b —3a + V17a2 — 6ab + b?) 2

19v17a% — 6ab + b%))

con este cambio de variable, el campo nos queda de la siguiente manera

2:'1 0 —V b,u 0 21 fll(zla Z92, U))
o | =1 Vbu 0 0 2z |+ | felz, 2, w)
w 0 0 w—a—>b w f33(21, 22, w)

donde ( fi1, fo2, f33) representan a la parte no lineal del sistema en la forma de Jordan,
y debido a lo extenso de estas expresiones, se omite la forma explicita de las mismas.
De manera similar al caso anterior, calcularemos la expresion de la variedad central, la
cual esta dada por la expresion

2 2
w = h(z1, 20) = a125 + asz1 22 + azzs

derivando, tenemos

Sustituyendo los datos que ya conocemos, los cuales son:

21 = —\/buzs + fui(z1, 22, w)

Zy = buz + far(z1, 20, w)

w = (p—a—>b)w+ f3(21,22,w)
obtenemos la expresién de la variedad central; la cual no se presenta explicitamente
debido a que es muy extensa.

Ahora, conociendo la expresién de la variedad central, podemos calcular el primer
coeficiente de Lyapunov, el cual estda dado por la expresién

l

= 16’I,U0 (Rl + wORQ) (55)
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con
w = /i
Ry = (Fiopo(Floz + Flayz) = Foooy (Fozzy + Fozysy)
—Fi Fovy Py Fozzy) |2
Ry = (Floyzyz + Flogzgey + Fozpzrzy + Fozyzyzy) |2
donde

Fi = fi(z1, 29, h(z1, 22))
F, = f22(21722,h(21722))

Desarrollando los calculos correspondientes se obtiene el primer coeficiente de Lyapunov,
el cual no se presenta debido a lo extenso que es.

Haciendo un analisis grafico de la expresién del primer coeficiente de Lyapunov, se
observa que éste se hace cero en dos rectas en el plano de los pardametros y que se
presentan cambios de signo en el mismo para valores de los parametros de control entre
estas rectas, la figura 5.7 muestra el signo del primer coeficiente de Lyapunov dentro
del primer cuadrante.

20
11=0
15
l4=0

10 11<0

5

11=0
l1>0
“ a
0 5 10 15 20

Figura 5.7: Signos del Primer Coeficiente de Lyapunov

Ahora, como la velocidad de cruce es negativa, se espera que para p > (i, aparezca
una Orbita periddica atractora, asi como también para p = pg se espera la bifurcacién
de Hopf degenerada, es decir, se espera un centro de 6rbitas periddicas, las figuras 5.8 y
5.9, muestran la simulacién para cada uno de los casos de comportamientos esperados.
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%

Figura 5.8: Orbita Periédica Atractora paraa=05,b=5y pu=3.7, siendo py = 3.6

X2

74
73

72

Figura 5.9: Bifurcacién de Hopf Degenerada para a =5, b =10y u=pg=>5



102 EL SISTEMA DE CHEN

5.4 Resultado Principal

Resumimos los resultados obtenidos en esta capitulo en el siguiente

Teorema 5.1. Considere el sistema de Chen

jfl = CL(SL’Q — Il)
to = (c—a)ry — xw3 + CIo
.%.'3 = T1T9 — bl’g

Si se considera cualquiera de los parametros del sistema como pardmetro de bifurcacion,
y el resto como parametros de control, es posible encontrar puntos en el plano de los
parametros de control en los cuales el sistema sufre la bifurcacion de Hopf subcritica,
supercritica y degenerada.



Conclusion

En el trabajo que se ha presentado, se estudiaron las condiciones que deben sat-
isfacer los parametros que poseen los tres sistemas estudiados, para la ocurrencia de
la bifurcacién de Hopf, ya sea subcritica, supercritica o degenerada, se ubicaron las
regiones de factibilidad en el plano de los parametros de control y se determiné el signo
que posee el primer coeficiente de Lyapunov en dichas regiones de factibilidad, siendo
los resultados los siguientes: en los primeros tres capitulos se presenté una breve resena
de los sistemas de Lii, de Lorenz y de Chen, asi como los resultados matematicos que
se utilizaron para llevar acabo este estudio, en el capitulo 4 se estudid el sistema de
L, observandose que existe una regiéon en el plano de los parametros de control, en
la cual siempre es posible que ocurra la bifurcacion de Hopf en sus tres modalidades,
subcritica, supercritica y degenerada, se observo también que dentro de esta regién de
factibilidad no es posible impedir la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf.

En el capitulo 5 se estudi6 el sistema de Lorenz, en este sistema también se encontré
una regién en el plano de los parametros de control donde siempre ocurre la bifurcacién
de Hopf, a diferencia del sistema de Lii, en el sistema de Lorenz sélo puede ocurrir
la bifurcaciéon de Hopf subcritica, es decir, las orbitas periédicas que se presentan son
inestables, este resultado nos permite ver una clara diferencia entre el sistema de Lii y
el sistema de Lorenz.

Por 1ltimo, en el capitulo 6 se estudié al sistema de Chen, encontrando también
que en el plano de los parametros de control siempre es posible encontrar una regién
de factibilidad donde ocurre la bifurcaciéon de Hopf, presentandose ésta en sus tres
modalidades, subcritica , supercritica y degenerada. En todos los sistemas se presentan
graficas que nos permiten ver el comportamiento de los sistemas y la dindmica que estos
presentan, corroborando asi, los resultados algebraicos que se dan.
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