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INTRODUCCTION

Leonhand Ewlen (1707~1783)e.50‘:£h£6,en Los timos anos de su vida,
una volumincsa memordla acerca de un tipo de cuadrados migicos Lhamada *Re-
cherches sur une nouvelle espéce de carrés magiques".Hoy se Les df a esfas
estructunas matemiticas el nombre de cuadrnados Latinos,debido a que Euler
tenia La costumbre de nombrar sus ca.éwllad con Letras Latinas y no con Las
- det alfabeto griego .la Gltima grase de &a memoria de Eufer dice:"inte -
rrumpo aqui mis investigaciones sobre una cuestidn,gue aungue de escasa
iarilidad por si misma,nos ha conducido a importantes ‘cag\bser.vaciones en la
teoria combinatoria v en la teoria general de los cuad;“-gdos migicos™.

Las Lnvestigaclones a Las que Euler no concedil mpomnoéa han ne-
subltado de enonme valon en La Leonia y pﬂam‘._ﬁicawn de experimentos con-
tholados . -

Sin Ronald Fisher (1890-19562),profeson de gen€lica y una de Las mi-
ximas autoridades en estadistica, ful el prnimerc en ponen de manifiestfo La
utilidad de £o$ cuadnados Latinos en fas investigaciones agrbnomicas .

En este trabajo e presenta un teorema de ﬁ.Hau hegenente a La
existencia de un conjunto de nepresentantes distintos de subconjuntos de |
un conjunto ; Los resultados obtenidos se aplican a La construccibn de
cuadrados Latinos de onden mxn .Estas estructuras ma,temcf,acaA son utiliza-
das en el diseiio de experimentos contrnolades,de Los cuales se presentan
trhes efemplos Después,se efectia una discusibn del teornema de P.Hall en
Ares contextos diferentes y se presenian nuevos resullados matemdticos

obtenidos a partin del teonema.
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La onganizacién de La és.is es como sigue;

En el capltulo 1 se estfudia fLa teoria de nepresentaciones distintas
de subconjuntos y el teorema oniginal de existencia de un CRD de P.Hall ;
después ,utilizando el concepto de bloque,se da una nueva demostracidn del
teonema de P.Hall y una generalizacibn obtenida pon M.Hall que incluye una
cota inferion sobre el ndmero de CRD de un sistema §inito de subconjuntos.

En el capliulo II e deginen Los conceptfos de cuadnado y rectdngulo
Latino ; se demuestra un feorema que permite construin un cuadrado £atino
nxn a parntin de un J_Le,otdngu.?_o Latino de onden {n-n)xn y se muestra una ge-
neralizacdbn que pemite constucin un cuadrado Latino nwn partiendo de un
necetdngubo Ratine hxc ; ademfs,se obfienen cotas inferiornes y superiores
sobre el nimeno de cuadrados Latinos mwn distintos. |

En el capliulo 111 se presentan algunas apuqqc,ionu de £05 cuadna-
dos Latinos en el diseiiv de experimentos :fa distribucibn en cuadrado fa-
tino, cundnado Latino modigicads y cuadrado greco-fatino .Se incluge of
andlisis de varianza pana dos experimentos aghlcolas .la mdmwn de este
tema es con el fin de mostrnan cbmo un problema que. orniginalmente era re -
creativo, pudo conventinse en un poderoso auxilian en temas de matemiticas
apLicadas ,en este caso,de Estadistica Matemitica y baéﬁo de Experdimentos.
EL capitulo es mds descrniptivo que Los nestantes y se omiten Las demosina-
ciones de Los métodos estadisticos . '

En el capitufo 1V A;’. refoma el problema ondginal sobre La existfen - |
cia de un CRU y se neformula en thes Lenguajes distintos :el de combinato-
nin,ed de grdgicas y el de thansversales .Esto peumite actualizan el pro-
blema y obtenen nuevos n@uﬁadu .

En el capitufo V se obtiene una aplicacifn del teondma de P.Hall ak



dlgebra Lineal ;se discuten de nueve Los feonemas de P.Hall y M.Hall en
£6aminos de transvensales, incluyendo una aplicacibn a problemas de hora-
nios,y se obtiene una conexifn entre fa teonia de matroides y La teoria
de thansvernsales .Se muestna ademds un algonitmo que genera un CRD ¢
exhibe k conjuntos que violan £a condicién de existencia de un CRD.

Con estos dos dltimos capifulos,damos una visibn actualizada de Los
temas matemdticos surgdidos a partin del teorema de P.Hall,redondeande y
extendiendo ef problema oniginal del cual surgif esta 16s4s.




CAPITULO 1

REPRESENTACIONES DISTINTAS DE SUBCONJUNTOS

1.1 TEOREMA DE P.HALL

Sea S cualquien confunio g‘
(1.1} I
cualquien sistema finito de subconjuntos de S . Estamos internesados en
1a existencia de un Conjunto de Representantes Distintos del sistema fini-
fo (1.1),el cual abreviamos como un CRD ,entendiendo pon un CRD Lo &84~
gudente: | | | o

DEFINICION 1.1.7 . Un conjunto de Representantes Distinlos del 544-
tema {énito (1.1),e4 un conjunto de m elementos déstintos del conjunto S
(1.2) €1 s Cpyoenn s & b
takl que e, € CL

Diremos que ¢, representa a C, ¢ escrnibinemos,cuando sea necesarnio,
e, = R(CLI . No es necesario que !;oé. conjuntos C, sean fnitos o que sean
distintos unos de omé. Los subconjuntos se d,ééunguen 4620 pon sus indi-
ces. - '

EJEMPLO 1.1.1 . Consdidénese el siguiente conjunto,

S=1{1,2,3,4,5,6 1,

y el siguiente sistema finito de subconjuntos def cbuju.n;to S:

c,={12}

!

={1,3}




C, = 1{4,5
[1.3) : 5 Las)

C, = 4,5

C, = {561}

un CRD para el sistema finito (1.3} es el siguiente :
e, = 1, e, = 3, Cg = 4, ey = 5, ey = 6 .
0tro efemplo de un CRD para el mismo sistema (1.3) es :
4y = 2, 4, = 3, 4z = 5, 5y =4, bg = 6 .
S{ el sistema finito de subconjuntos de S es

0, ={1,2}

9, =1 1,2}

(1.4) - - - 0= {12}
| 0= 5,4,5 }
Dy = {3,4,5)

e imposible sefeccionan un CRD pcuw. el sistema (1.4),ya que no es posibfe
escoger thes nimeros distintos para Los subconfuntos 0,0, 03 puesto
que su unibn s6Lo contiene dos ndmenos distintos,que son el 1 y el 2.

Comparando £0s nesubitados obtenidos con Los sistenas (1.3) y (1.4) ,
nos preguntamos :j bajo que condiciones un sistema finito de subconjuntos
CL , 4= 1,2, ..., m, de un conjunto S,posee un CRD 7.

Es obvdio que a4 existe un CRD , entonces cuafquien seleccidn de. k
de 20 conjuntos del sistema finito contiene al menos k elementos distin-
tos del conjunto S,pues de om\mcmwta senia {mposible encontrarn represen-

tantes distintos para esos k confuntos.



EJEMPLO 1.1.2. Una §imma comercial tiene un ciernto mimero de em-
pleos vacantes 'de varios Lpos y Lambifn un grupo de solicitantes para
LLenanfos .Cada una de estas personas estd capacitada para algunos thraba-
jos de Los necesitados,y entonces se plantea Ra sdguiente pregunta: ; €5
posible asignar a cada pensona un puesto para el cual esté capaciiada ?

Una forma de nesofver el problema es La sigulente : Formarn un 545-
tema de subconjuntos de solicitantes agrupados segin sus capacidades y to-
mur un nepresentante distinto de cada subconjunto para asignarto al empleo
pana ef cuak estd capacitado. |

Es cﬁdw que no Aiémpﬂ.a puada aépmamé que se tenga un trabajo a-
propiado pana cada soficifante . Debe haber por Lo menos tantos empleos
como subconjuntos de solicitantes Lomemos . Pero imaginemos que el confun-
to S de Aouc,t:tantéb estd formado porn tnes solicifantes : dos QMPMWé
y uno que es plomero y carpintero,y que hay cuatro e.mpﬂzoé vacantes para
estos thes hombnes : uno en canpinternia y tres en plomerfa . SL foxamamos
un sisfema de tres subconfuntos de solicitantes y tomamos un representante
distinto de cada subconjunto para asigrar a cada emp};e,o,mtoncu claramen-
te uno de Los carpintenos se quedard sin trnabajfo y dos puestos de plomero
quedandn vacantes dado une 4680 se pueden toman dos nepresentantes d,usi;m-
tos de Los trnes subconjuntos.

En conclusibn,sd del conjunto S de solicitantes formamos m subcon -
juntos de solicitantes,entonces para poder nesolvern nuestrno problema de
asignacién de empleos debe satisfacerse La siguiente condicibn :

Si se foma una seleceifn de k subconjuntos de solicitantes k = 1,2,
3,...,m ,entonces debe haber al menos k solicitantes distintos y b empleos

distintos para Los cuales,en conjunto,estén capacitados.



En vista de Las conclusiones de Los ejemplos 1.1.1 y 1.1.2, puede
aginmaise éue una condicifn necesaria para La existencia de nepresentacic-
nes distintas es La siguiente:

CONDICION C . Toda sefeccifn de k (g m) subconfuntos distintos
de {1.1),contiene at menos k elementos distintos del confunto S .

Se pretende demostrar que s4i el nidmerc de subconjuntos es finito ,
esia condicibn es suficiente pana La existeneia de un CRD .

TEOREMA 71.7.1 . Para que un CRD de {7.1) exista,es suficiente que
para cada k= 1,2, ..., m,cunlquier seleccidn de k subconjuntos del sis -
tema (1.1) contenga al menos. b elementos distintos del conjunto S . |

Antes de demostrar el teorema pnabemoA el sigulente Lema.

LEMA 7.1.7 .S{ (1.2) es cuakquien CRD de (1.1) y a4 £a interseccifin
de todos Los CRD de (1.7} es el conjunto

A _ .

R={¢C ,¢C
donde e puede ser 0,4.e. R el conjunto vaclo,entonces La unibn de £os e

confuntos

CivCpyvany C,

contiene exactamente e elfementos,a saber,los elementos de R.
Porn deginicion,R es el conjunto formado pon todos Los elementos del

eonjunto S que aparecen como representantes de alfgdn CL en todo CRD  de

(r.1) .

Para demostrnan el Lema,considenemos el conjunto R' formado por to -
dos Los elementos c dek conjunto S que satisfacen fa siguiente propiledad:
existe una sucesibn de subfndices

‘f‘-rJ;)k: sae ‘e':‘e'
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fal que ¢ eC.
P

c. gC

4 k]
cf € C’2
cpr ey

Y ademds Lge

Primeno demostrnanemos que Todo efemento c de R' pertencce a {1.2),
S no fuera asi,reemplazando en {1.%)

ci,cj,cﬁ,...,cz

ponr c,ci,cj,...,c, ,
nespectivamente, tendnfamos un nuevo CRD de (1.1} que no contendrfa a Cp
y por Lo tanto ¢y, no perteneceria a R,Lo que contradinda £ < e .
No habnrd pe:md,éda'de genenalidad 84 suponemos que |
R"={c1,c2,...,cw} '
eonw e, pues &L ¢, € R entonces ¢, e R' . Es decin,tenemos que R' DR,
Tomemos ahora cualquier ¢ e CL para £ & w . EL comnespondiente
e, € R' y entonces existe una sucesibn de indices § , R, ... , £ con
£ < e fakes que
¢, € Cj
e. € Ck

- .

cﬂ' £ C£
y esto, junto con ¢ € Ci. , demuestra que ¢ € R' y.entonces c; € R' pa-
o Lgw

De aqul se conc,éuye que CIUCZU UC‘,U tiene exactamenie w ele-

mentos,que son Los de R’ |, Estos efementos deben representar a CI’CZ’“”Cw
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en cuakquiern CRD y entonces R 2 R' .Por Lo ianto,

R = R
e =w
R=CUCV...VC

Esta es La afirmacién del Lema . ///

La demostnacibn del teonema 1.7.1 se seguind pon Linduccién sobrne m.
EL caso m = 1 es trndlvial.

Supondremos ahona que cualquien seleccidn de k conjuntes del siste-
ma (1.1) contiene al menos b elementos distintos del conjunto S y tambifn
que ef teorema es vdlido para m-1 conjuntos . Podemos,por Lo Ztanto,aplican
el teonema a £os m-1 conjuntos

(1.5) R

que tienen al menos un CRP de acuerdo con el teonema. De aqul se sigue que
(1.1) tendnd al menos un CRD probando ﬁnicaméute que Cm no estd contenido

en tode CRD de (1.5) .
Pero 34 (84n penden genenalidad )

'R*’={b.1,c.2,...,ca'} (e>0)

es La interseceidn de todos Los CRD de {1.5) y 44 C, esid contenido en R*
entonces,por el Lema 1.1.1,La unibn de Los k = e + 1 confjuntos

O

contendnd 4680 e elementos,que sendn Los elementos de R* . Esto es contra-
nio a fa hipbtesis y por Lo tanto C no estd contenido en R* ; y asl, Al c,
es cualquien elemento de Cm que no estd contenido en R* ; existe un CRD de

(1.5} en el cuafl no aparece Cp - Este CRD de (1.5),junto con e constituye
ed deseado CRD de (1.1) . [///
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1.2 BLOQUES Y BLOQUES CRITICOS

DEFINICION 7.2.1 . Un blogue B es un sdistema finito de n subcon-

2,4
juntos de (1.7) donde & o5 el nimens de elementos distintos de estos x

conjuntos .

Supoud)iemoa que todo subconjfunto CL de cualguier bLoque B)L’ s Con-
Liene 8680 un nimero finito de elementos y también que La condicibn C es
equivalente a £a condicldn & 3 1 para cualquier bloque B}L,A .

Si en un bloque 5 = n , decimos que el blogue B,L,A es un blogue
enitico. Por convencibn,se considerand al blogue vacilo Bo’ g como un bfo-

que enitico.
Deginiremos también La unibn e intenseceiln de blogues . Supongamos.

, C , Cn son Los subconfuntos del blogue

QU.Q- Ar; Az g e A

m ml * T

Bn s Y que A] , Az s e Am , ﬁmﬂ s eae s Uz son Los subconjuntos de},\
bloque BI v Entonces definimos La .intenseccidn 1‘5}L AnBt y como el blogue

cuyos elementos son Ay , Ay , ... , Ay La unibn B, é\J B, ,, como el beo-

que cuyos demgntaé son A]., A2 s see s Am ’ Cm+] s ere C,L , Dm+1 ,...,Dt.
LEMA. 1.2.1 . Lla unibn Bk,foBJE,i’. y La internseccibn ?’k,han,,!L
de bloques enfticos,son también bloques calticos .
DEMOSTRACION . Dados Los bloques criticos Bk B Bf. g1 A

B btVBop = By s Bk YBp g8y,

Si CI s eee C)L Ya, , ... , @, so0n Los subconjuntos y eLementos

de B entonaua;n.Ene,&bﬂoqueBuuienemoAqueu=k+1-n y

n,b *
a Lo mis kB + 1 - & elementos distintos .Por Lo tanlo R + 1 - 63 v yu =

R+ 1 -nyentonces 5 = n y U=u.,dedondeBnAyBuubonbﬂoun

eniticos. [/
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LEMA ., 1.2.2 . 8¢ Bk,k es un bloque enftico,fa eliminacibn de
elementos del bloque eritico en conjuntos qae no peatenecen al blogue cni-
tico deja valida La condicion C.

DEMOSTRACTON . Sea Bn., s cualquien bloque. Demostrarnemos que B4
B'n,a’ es el bloque después de fa eliminacibn,entonces &' > nr .

Sea Bk,h un blogue cnitico tal que B an - o Y B UB =
, C

mtl ?

N N T

Bn,A Y AI'AZ’ ...,Am

B, entonces Los subconjuntos de B gdomA , Ay, oo, Ay Ros sub-

n , Cn son Los Aubconjumtazs de

, D , vk son Los subconjuntos de

m+] P ot

confjuntos de By,z son A1 , A2 s ene 5 A cm+1 s eas ,C)L ,-Dm+-1 seses Dk'

Pon Lo tanto,Bos. subconfuntos del bloque eliminado BI}L 4t don A], A2

r

m

¥ |
R S O A

Peros el bloque C” y ses C de {a unifn By, contiene z-k ele-
mentos que no pertenecen al bloque crniltico Bk, B De aqui que &' = viz-k ,
es decin, &' es La suma de Los elementos de La interseccifn y Los elemen-
2os dek bloque C' ., , ... , O . Como y = ntk-u z'a.y , V2 u entfon-
ces tenemos que 8' = viz-k , uty-k = n .y pon Lo tanto, 8' > n ¢ asl La
- condicibn C, después de fa eliminacibn, sigue Sdiendo vdlida .[[/ |

A continuacitn se dard una demostracitn del teonema 1.1.1 usando el
concepto de bloque y Los Lemas demostrados.

Demostranemos el teorema usando induccifin sobie ef mimeno de con-
juntos m ,8iendo vAlido-para m = 1 . Supondremos que en el sistema {1.1)
existe un bloque crliico Bk,k que no es todo el sdstema (1.1) ; esto es,
1 k& m. Eliminando Los elementos del bloque Bk,fz en Los subconjuntos
nesiantes,el sistema {1.1) queda formado pon dos bloques ajenos,que son el
blogue Bk,k y el b!;oqu_e. B by Pon el Lema 1.2.27 ; Ea condicifn C

’
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sigue sLendo uiﬂida y podemod suponer pon induceibn que Bk,k Y B’m_k,U
tienen cada uno un CRD y como son ajencs,uniendolos forman un CRD para el
sdstema (1.1} .

Supongamos ahona que en el sistema (1.1) no existen blogues criti-
coA,eice.pto todo el sistema (1.1). Seleccionemos un elemento arbitraiio de
cualquien conjunto como un representante y eliminémoslo de Los oinos con-
juntos . En estas cireunstancias,un blogue Bn,z. con nE mse convierte en
-un bloque B'n,a' en el cunl &' = 8 07 &' = 4-1. Pero,pon suposicibn, Bn,b
no tiene bloques crniticos y asf & > n+1 , de donde &' > n y pon Lo tanto
La condieifn C sigue siendo vdlida para Los m-1 bloques,y de esta manera
tenemos pon induccidn un CRD que funto con el representante sefeccionade
para el primern confunto 5b¢ma un CRD para todb el sistema (1.1).///

, EL sigulente conofanic nos da un Limite infenion sobre ef nidmero de
CRD difenentes para ef sistema (1.1). |
| COROLARIO. 1.2.1. Sé el sistema {1.1) tiene un CRD y el menon de
Los Aubcoﬁjuninb contiene n elementos distintos enfonces;si n 3. m ,existen
al menos nlr-1) ... (n-m+1) CRD diferentes y 84 n < m , existen al menos
n/ CRD diferentes . '

DEMOSTRACION . Supondnemos que en {1.1) exdiste un subconjunto CJ._ en
el cual puede tomarnse un elemento arbitrario como representante para un
CRD ..SL {1.1) no contiene bLogques cniticos podemos toman un representan-
te anbitrarnio de cua,EquA'.e)L conjunto y eliminanlo sin viclarn La condicibn G
Pero &4 (1.1) contiene bloques criticos,esto es ciento para un blogue oni-
tico mindmo;en este bloque un conjunto C, Uene La propiedad de que cuakl-
quien elemento puede efegirnse como nepresentante,y edte representante pue-

de efeginse en al menos n fonmas . Eliminando el nepresentfante efegide
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para CI de £os subconfuntos CZ s eee Cm obtenemos Los conjuntos Cé , -
., €, que poseen un CRD y en el cual el menon de Los conjuntos contiene
al menos n-1 elementos. Continuando en esta forma tendremos al menos
ala-1) ... (n-m+1) eleceiones s&nzm y nf &4 n<m . ///

En et teoma' 1.1.1 s¢ demuestra que 34 el nimeno de subconjuntos
es ginito,fa condieifn C es suficlente para La existencia de un CRD. Ense-
guida se dond una extensibn def teonema 1.1.1 al caso en que ef nimero de
subconjuntos C, dea inginito, aunque todo Auchnjunto QL sea ginito. Si ek
sdistema dé subconjuntos es infinito y ademds contiene conjuntos inginitos,
2a condicibn € no garantiza La existencia de un CRD, Por ejemplo,considé -
nese el siguiente Aiétema_inﬁinito de subconfuntps del conjunto S :
| ¢ C, y ver
donde C0 = { ey s €y, aen } C, = { e, Y oi=1,2, ... ;
£a condicibn C es vdlida para este sistema pero ningdn nepresentante puede
sefeccionanse para Co que no sea también un hepresentante de algin CL‘ Ponr
Lo tanto en el Zeorema sigulente es necesaria La condicibn de que £os con-
juntos sean finitos.

TEOREMA 1.2.1 . Sea S cualquier conjunto y
(2.1] €y Cpy-ne |
un sistema inginito de subconjuntos finitos de S . S{ el sistema (2.7} sa-
tisface La condicibn C pana todo k finito,entonces existe un CRD del Ais -
tema (2.1).

DEMOSTRACION. La operacibn bdsica serd La eliminacifn U de clertos
_elementos en algunos confuntos CL , de taf manera que Los confjuntos elimd-
nados Cifzqi cumplan £a condicién C. Establecdendo una ordenacidn parcial

s0bre eliminaciones,eschibiremos DISEDZ pana fLas efiminaciones DI Y DZ’
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&4 todo efemento eliminado pon DI es también eliminado pon D,. Estamos in-
tenesados en eliminacioned que preservan £a condicibn C. Si Las eliminacio
nes VeV, ...l ... en cadena ascendente preservan La condicibn C,
sea D fa eliminacibn que consiste en eliminan un elemento b del conjunto S
todas Las veces que éste aparezea en cudquim Dx.' de £a cadena. Afirmamos
que D Zambiln preserva fa condicifn C. Como n y & son finitos,en cualquier
bfoque B,L’ 4 46Lo un ndmero finito de eliminaciones en fa cadena Lo afectan
y entonced hay una dftima eliminacibn Dn que Lo afecta. Bafo esta elimina-
cifn D, , el bloque (B”_’b]' = B;L’b, satisface La condicibn C,ya ﬁua pon
hipbtesis &' 3 n y.por Lo tanto D preserva £a condicibn C. Pon el Rema de
Zonn, habrd pana todas fas eliminaciones que preseqrvan La condicifn C un
elemento maximal. Demosinanemos que bajo una eliminacibn maximal que pre--
senva £a condicidn C todo confunto eliminado C}‘ contiene un elemento dnico
y estos elementos forman un CRD para el sistems oniginal (2.1).

Si hay un elemento ¢, que no pertenezed 4 un bloque erltico,eliminé
moslo de fode confjunto C.(, que Lo contenga. Por este tipo de eliminacifn,un
O donde &' = 5 84 ¢, no es un elemen-
to de cualquier conjunto de B&,A y &' = 8-1 84 ¢; es un elLemento de algin

blogue Bn,_b es neemplazado pon B,'L

confunto de Como estamos supondlendo que & > n, fenemos que 4'>5-1>n

Bi, 5
y pon Lo Mo, La condicién C vale después de una eliminacin de este Li-
po. _

S{ hay blogques criticos sz,k , aplicamos el Lema 1.2.2 elfiminando
Los elementos del blogue critico en conjuntos que no pertenezean al blogue
sz,.‘z para que .&a condieibn C siga sdiendo vakida. Por el teonema 1.1. 1, un

bloque eritico B, , , siendo finito,posee un CRD cuando fa condictién C es

vdlida,y después de que estos efementos son eliminados de Los demds confun
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t@,iob subconjuntos nestantes satisfpacen fa condicién C. Por Lo tanto,pa-
ra una eliminacibn maximal que satisface La condicién C,todo efemento estd
en un bfogque enfitico y fodo bloque crifice tiene un elementfo dnico en cada
confunto. AL, para una eliminacibn maximal que preserva fa condicién C 2o
do conjunto consta de un elemento inico y estos elementos fonman un CRD

para déazéma (2.1}, ///
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CAPITULO 1T
CUADRADOS Y RECTANGULOS LATINOS

2.1 DEFINICIONES. o

Como el punto principal es el de demostran La existencia de cuadna-
dos Latinos a pantin de rectdngulos Latinos,definiremos Los concéptoa de
cuadnados y nectdngulos Latinos.

DEFINICION.Z2.1.1 . Un cuadrado £atino nxn es un arvieglo de n hife-

nas y n columnas de Los entenos 1,2, ... , n, de tal manena que ningdn en

tero aparece mis de una. vez en cada hitera y en cada columna.

EJEMPLOS: |
cuadnado Latine 3x3 ' ' cuadnade Latine 5x5
1 2 3 1 2 3 4 3%
2 3 4 5 1
2 3 1 5 1 7 3 4
4 51 2 3
3 1 2 3 4 5 1 2

DEFINICION. 2.1.2. Un rectdngulo Latino hxe basado en os enténos
1,2, ... ,n, e un arreglo de h hilernas y c columnas formadas con Los ente

nos 1,2, ... ,n, de tal manena que Los entencs en cada hifera y cada colfum

na son difenentes.

EJEMPLOS:
nectdngulo Latino 4x3 rnectdngulo Lotine 3x5°
4 5 1 ' 1 2 3 4 5
1 2 3 '
3 4 5 3 4 5 1 ¢
2 3 4 2 3 4 5 1
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2.2 TEOREMAS DE EXISTENCIA DE CUADRADOS LATINOS
TEOREMA 2.2.1. Para cada n,existe af menos un cuadrado Latine nxw.

DEMOSTRACION. Sea el cuadrado Latino

1 2 n
2 3 . 1
3 4 . 2
n 1 2 ... n-l

TEOREMA 2.2.2. Dado un nectdngulo Latino de n-r hilenas y n  colfum-
nas tal que cada uno de Los wimeros 1,2, ... , n aparece una vez ex cada
hitena y en cada columna,entonces existen n hileras que pueden sen aghega-
das al nectdngulo -dado para formar un cuadrado Lating nxn.

DEMOSTRACION. Para probar of teonemr,tomamos por ‘ci , £=1,2,....m ,
Los subconfuntos fonmados por Los nidmeros 1,2,...,n ,que no aparecen en fa
A-€sima columna del rectdngulo dado. Exisien n conjuntos C, , cada uno con
tiene n nimeros y cada ndmero aparece sofamente n veces en fodos £os Crs.
Ademds é,xLé,teu n-n nimenos en La i-Esima columna y cada nidmero apaece en
n~n columnas.

Demostraremos que esios subconfuntos C; satisfacen £o$ requerimien-
tos del teorema 1.1.1 [ £a necesddad de estos nequerimientos es evidente].

Cuafquien sefeccifn de k de estos Aubconjumf@ contendrd kr nimeros
y al menos k de ééiab pueden sen distintos pua.to que cada nmerc esld con
tendido en 4680 1 conjun,toa.an. consiguiente Los nequerimientos del teorema

1.1.7 estan satisfechos y Los nepresentantes distintos

Ci s 8y, e, C

43
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pueden escogerse para todos Los conjuntos C, simuftaneamente . Por defini-
eibn de £os conjuntos C,,estos n representantes distintos Cor A21,2,.00,m,
pueden usarse para formar una ((n-n)+1) hilera del nectdngulo dado produ-
ciendo un nectdngulo Latino {(n-n)+1)xn . Repitiendo este procedimientc 1
veces, encontraremos n hu;e;uu que aghegadas al rectdngulo dado fonmandn un

cuadrado Latino nxn .//)

EL sigulente teonema nos permite conocer de cudntas foumas puede a-
gheganse una hilera a un nectingulo Latino para forman wn cuadrado Latino.
_ TEOREMA 2.2.3, EL nimero de formas en que una hifera puede agregar-
Lf | se a un neotdrigu,ﬁo Latino (n-a)xn para gorman un nectdngulo Latino{n-n+1}xn
es al menos nf . _ |

DEMOSTRACION. Se ha visto en ef teonema 2.2.1 que cada .conjunzo C,
contiene n nifmernos; aplicando ef corolario 1.2.1 a estos n confuntos C, en
Los cuales n < n , tendremos que existen al menos rf CRD.que. pueden agnre-
garse al nectingulo Latino dado para §orman un hectdnguto £atin (n-n+i)xn.

A continuacibn se dard una generalizacién del teonema 2.2.7 .

TEOREMA 2.2.4. Sea R un rectdngulo h_xc'. basado en Los enternos 1,2,..
n Y Nii) el ndmeno de veces que.el entero 4 aparece en heetdngulo R
Una condicidn necesania y suflciente para que R pueda extendense a un cua-
drady Latino nxn es que para cada £=1,2,...,n, N[{i} Zh+c-n.

DEMOSTRACION. La necesidad de La condicibn es 6&04’,& de ver. Denote-
mos pon H, , i=1,2,...,h , ef conjunte de c enteros gue pertenecen a £a i-

Eaima hilera del necitdngulo R. Ademds denotemos ponr Ci, ; A4=1,2,...,h , el

 conjunto de Lo k=n-c enternos entre 1,%7,...,n, que no aparecen en HL' Sea

M({) el ndmerc de veces que el entero L aparece en Los conjuntos C, , C, ,

C
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S{ R puede extenderse a un cuadrado Latino,entonces Los enteros £

no pueden apanrecenr en Los confuntes CT , Cz ) eae Ch mis que R=n-c veces

Porn Lo Zanto,

ML) ¢ n-c
Pero ' N{L) + M) = b,
de donde _ ML) = h - N{£L) ,
y asl tenemos h-Ni)gn-~-c,
y en conclusibn NlL) > h+te-n.

Pon Lo tanto,fa necesidad queda satisfecha.

Para probar La sufleiencia, formemos £os h conjuntos C,» 4=1,2,..x,
h , donde pana cada £ L0s conjuntos C’é consisten de aquellos demen,tozs que
no estdn incluidos en La %’.-ééima._ hitera del nrectdngulo dade. Cada uno de
estos confuntos comt{éne n-c Ment%,mimtmu que en el rectdngufo hxn
cada elemento £ aparece N(L) + ML) = h uece,é;

Pon hipbtesis N[L) 2 h + e - n, asi que cada elemento 4 apanrece
ML) € n - ¢ veces entre Los confuntos Ci s 02 y see s Ch . Estos conjun-
tos C, satisfacen fas condiciones del teonema 1.1.1,es decin,cuabquien se-
Leceddn de Los confuntos C, contendndn k(n—c}_ elementos,de Los cuales al
menos k de eflos sendn distintos Y pon Lo tanto podemos escogen un CRD pa-
na. Zodos Los conjuntos C. simultaneamente. Estos elementos ¢; , ¢y, -v.
¢ def CRD de Los conjuqutb»s CL pueden aghegarse como una colfumna al nec-
tdngulo dado para formar una {c+1) sofumna del neetdngulo y formarn un rec-
tdngulo Latino hx(e+1}. Repﬁ;{lendo este procedimiento n-c veces,cbtendre-
mos un nectdngulo Latino hxn y con este puede comstruwirnse un cuadnade Ea,t_c_

no nxn segin el teonema 2.2.2 .///
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2.3 ENUMERACTION DE CUADRADOS LATINOS

Como consecuencia de Los teoremas anteriones se tiene el siguiente
teonema que nos da una cota inferion del mimero de cuadnadados Zatinos.

TEOREMA 2.3.1 . E@&tw al menos nfin-1}/ ... 2/ 1/ cuadnados fLati-
nos difernentes.

DEMOSTRACION. Por Los teonemas anteriones se puede construin un cua
dnado Latine nxn , y £as n hileras de este cuadrado pueden sen colocadas
en n/,(n-1Y/, ... , 2/, 1/ fonmas. Por Lo anto ‘existen ak menos nf(n-1)/.
..2/1/ cuadnados Ratinos diferentes. [/ |

Un cuadnado Ealino neducido es el que tiene La priimera hilera y fLa
primera columna en onden natural. Dado un cuadrado Latino,reducido o no,es
posible fonmar n/{n-1}/ cuadrados Eatinos permutando &v.s columnas en n/’
formas y Las ultimas (n-1) hiferas en (n-1)/ formas. Por Lo tah,to,a,i L, es
el nimero de cuadrados Latinos de onden n y R es ef wimero de euadrados
Latinos neducidos,entonces

Lu = n_/ (n-l)./ Rn .

Porn el teonema 2.3.1 , sabemos que

L, en/ 1)/ ..o 2/ 1/,

asl  que R pm2)f .2/ 1) = b, .

Podemos dar una cofa superlor para Rn

LEMAZ2.3.1. Rn.s_ [ﬁ (n—T)'(j bn

DEMOSTRACION. Puesto que La pftfr;eatahdma y La primena cofumna son
1,2, ..., n, pana La degunda hilera se descanta el 2, dando (n-1)/ per-
mutaciones posibles. Procediendo por hilenas y eliminando Los elementos u-

sados porn columna,en La L-Esima hay i-1 elementos que no pueden usanse
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en fa primera columna y en genezml,hay 4 elementos que no pueden uwsarnse en
Las columnas 2,3, ... , 4L ; ademds,fos n-A elementos nestantes después de
colocar fas primeras columnas se pueden penmutar de{n-£)/ manenas,ast que

R, < In-1)/(n-2) n-2)/ -3 n-3)/ ... n-00F T (n-thf L. 239y

n
(n-2)/(n=3)/ ... 1/ | l(n—z)*. /1
L=

EL problema de delenminar R permanece abierto y s6Lo se conoce un

un valon exacto pana n < 9 , segln La siguiente tabla.

n Rn - Factondlzacidn prima
11 1

7 1 1

3 1 1

4 4 22

5 56 2%

6 9 408 2%.3.72

7 16 942 080 270.3.5.1103

§ 535 281 401 856 217.3.1 381 291

9 377 597 570 964 258 516 221.32.5 2313 824 477
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CAPITULO TII

DISTRIBUCTIONES EN CUADRADO LATING

3.1 INTRODUCCION.

Una de Las principales aplicaciones de £0s cuadrados Latinos es en
el diserio de experimentos agrnicolas e industniales.Sin Renald Fisher,profe
son de génetica en La Univensidad de Cambridge y una autoridad en estadis-
tica, fué el primenc en poner de manifiesto La utifidad de Los cuadrados La
Zinos en fas investigaciones agrnicolas. Pon efemplo,sd se deseara nealizan
un expernimento de campo en el que se desea conocer cuafes son Los efectos
de cinco productos quimicos sobre un determinado cuftivo,una de £as difi-
cultades clfsicas de este Lipo de experimentos es que,en general,fa fernti-
Lidad de divensas poreiones de ﬁn-miémo tereno vania de forma muy innegu-
Lan. En esios casos,una forma de plantear el expenémehté.paaa poden ensa-
yar simultaneamente Los cinco productos qu,‘c’,mic.o_é y eliminan Los sesgos de-
bidos a Las diﬁeuénciab en gentilidad,es el siguiente:Se divide el campo
en parcelas que sean Las casillas de un cuadrado Latinoe cinco pon cinco y
se aplican Los tratamienlos Aegdn un cuddnado Latino escogido al azar. Des
pués ,un senci{flo andlisis estadistico eliminand Los sesqos deb&&oé a Las
variaciones de gertilidad def terneno.

Supongamos que en este experdmento tfenemos cinco cultives en Lugan
de uno: ;Cémo podremos nealizanfo pana. tomar en consideracibn esta nueva

variable?. Las otras variables son La fentilidad de Las hiferas,fa fenti-
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Lidad de Las columnas y el Lipo de tratamiento. La solucibn consiste en u-
tilizan un cuadrado greco-fatino; Las Letras Letrnas grniegas indican dénde
deben aplicanse Los productos quimicos,y Las Letnas Latinas Los cubtivos.

EL empfeo de Lo cuadnados Latinos no se nreduce af disefio de experd
mentos agricofas; puede ser aplicado también en biaﬁogia,medécina,éoc£o£o—
afa y en othas hdamas de Eq eiencia. La "parcela" no tiene ponr qué sen una
porcibn de terneno.Puede ser una vaca,una hoja,una jaula de cobayas o un
paciente, |

En Las seceiones sigufentes se mostnandn Los diseiios mds wsuales en
cuadrados Latinos. ‘
3.2 DISTRIBUCION EN CUADRADO LATINO _

Eﬂ diseiio de cuadnado Latino se usa frecuentemente en experimenta-
ciones agnicolas e industriales. A causa de Las economias posibles debidas
a tamafios reducddos de muestras,el diéeﬁo'en cuadhado Latino tiene mayor
atraccibn para Los Lnvestigadones en todos Los campos. En particular el in |
geniero ha usado profificamente el disedo en cuadnado Latino.

Esta distrnibucibn es muy eficdz cuando el ndmero de tratamientos es
4 entne 4 y 10. Se conoce La variabilidad en dos sentidos perpendiculaires
por Lo cual es muy deseable reducir o controlar el efecto de dicha variabi
Lidad para dLAanaia el valon del erron experimental. Por otra pante,fiene
La desventafa de que es nigido en el niimero de nepeticiones y en agrhupar
Los tratamientos en hileras y columnas en tal forma que no se repita nin-
gﬁn tratamiento en hilera ni en columna; adends se reducen Los grados de

Libertad parna el enron experimental. Para aprovechar fas ventajas de esta

distribucibn, es indispensable Lo siguiente;

a) Dividin el Lote o Lugarn de La experniencin en un nimeno de undidades expe
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nimentales fgual al cuadrado del nimero de tratamientos.
b) EL ndmero de nepeticiones debe sen igual af ndmerc de tratamientos.
¢) Formar hilenas y cofumnas de unidades experimentales Lgualfes al ndmenro
de nepeticiones y tratamientos.
d) Distribuin Los tratamientos en tal forma que ningdn tratamiento se nepd
ta en hitera ni en cofumna.
Parna Lognan Lo anterion,se awreglan Los thatamientos haciendo peamu
Zaciones honizontales y venticales. |
Supongamos que hay 7 thatamientos : A,B,C,D,E,F,G.

4) Permutaciones honizontales,

Alslciole 7] 6
clalsiclo |e|F
Fié {AlBlc |D| E
elrle|als|c| D
PiE|FiGlA|B]| C
plrjelais] ¢
ciolE|F |G| A
alPUmumdoneéuvutimtu,
Ale |F|lE|n]c|B
BlA |6 |F|E|D]C
clg|AalelF|E]D
ple|Blale| FlE
Elp|c|BlalclF
FIE(D|C(B| AiG
GlFlE|lDnfc|B|A
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-e) Sontear Las hilenas y en el cuadrado asf oblenido,sontearn Las columnas
-Eé'to tiene como §inalidad hacern una disirnibucibn de Los trhatamientos mds
dispersa en el campo y eviiar que,AB, CD, DE, ete. , estbn funtos sistematica-
mente. |

EJEMPLO : usando ef cuadnado base de fLas permutaciones horizonfales

I

Ol @ o™ m
Q| =l Ol |(m i
el Wl D MM D

wlolsim wlo|»
il >»>|lwlo
mlniol» wle s

;ﬂﬁm‘HG))-Dd

2
3
4
5
é
7

mediante cualquien mefodo de sonteo,supongamos que el sorteo de Las hilenras
numeradas def 1 al 7 quedara de £a manena siguiente: |

1203 14f5t6(7
4 || Fle |AlBlc]| D
s lelales {clolel|rF
6 lelole [FlelalB
1 (Al BlclolElFT @G
718{C{D [E|F(G|A
3 'F| Gl A c|p| E
5 {p| E|F |6 |A[B]C

numerando £as columas del 1 al 7 en este cuadrado , s¢ dontean

Las cofumnas , Las cuales quedardn como en el cuadro Asdgulente |
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G F D B E C A
43 44 45 46 47 48 49
C B G E A F D
42 41 46 39 38 37 36
F E c A D B G
29 30 31 37 33 34 35
E D B G c A F
28 77 26 25 24 23 72
P c A F B G E
15 16 17 1% 19 20 21
A G E ¢ F D B
14 13 12 11 10 9 F:
B A F i G E C
1 7 3 4 5 é 7

Las Letnas representan Los tratamientos,y Los ndmeros, el nimero de
La unidad experimental. Este senfa el cuadrnado final paJLa La distrnibucion
det cuadrado Latino 7x7; Las unidades expenimentales numeradas siguen un
Sdistema que facilita su manejo.

La distribucibn en cuadrado Eatino es dtil para neakizar experimen-
fos de campo donde se experimentan featilizantes,herbicidas e mecﬁadu
0 s¢ conoce La dineccidn de La variacin en dos sentidos perpendicularnes.

Habiendo sefafado Las ventajas y Limitaciones def diseilo en cuadria-
do Latino,condensarnemos £os clleulos conrespondientes para un andlisis de

varianza.

Para nrealizan el andliisis,usaremcs fa sigulente nomenclatwia:

a = trhatanientos ; £=1,2, ... ,n
n=a=repeliciones ; §=1,2, ... ,n
k=1,2, ... ,n hileras

£ =1,2, ... ,n colwmas,
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Forma wsual de La suma de cuadurados.

1. M = Factorn de correccitn
XX Sy
X
7
a
2, L XZ = Suma fotfal de cuadnados
- oxt -
L] XX
3. Hxx = Suma de cuadrados pon hilera
z X
e — M
n ‘ XX
4. Cxx = Suma de cuadrades por columna
L xZ |
e SN
n XX _
5. T - Suma de cuadrados poa thatamiento
XX 2
I X‘é
= n — M
6. Exx = Suma de cuadrados de error experimental
: 2
= IX _(Hxx+cxx+.rxx}

Donde X, , Xp , X nepresentan Los totales por hitera,columna y tha

tamiento. |
EL andlisis de varianza generdlizado para un disefio de cuadrado Pa-

ino nxn con una observacibn pon unidad experimental es ef siguiente:

tabla 3.2.1

Fuente de Grados de Suma de Cuadrado Reblacidn

vaniacion Eibentad cuadnados | medic F
Media ] Mxx M
Renglones n-1 Hxx H
Colfumnas n-1 Cxx C R
Thatamientos n-1 T x T T/E
Ernon expenimental | (n-1])(n-2} Exx E

TOTAL nl 5 &2
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3.3 INTERPRETACION DE RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA DISTRIBU-
CION EN CUADRADO LATINC

En un experimento se estudiaron siete variedades de mafz.
a) Hibrnido H-412
b} Hibrido Faverita
c) Sintético Precoz, blancc
d} Sintético NLVS-1, blanco
e) Sintético Carmen, blanco
§) Sintético Caumen, amarnillo
g) Sintético Caumen, amanillo P. L.
La*diétﬂibucidn de Las variedades y £a produccidr de grano seco, en ki-

Los por parcela, §ud La siguiente: Total de
hifenas X,

F B v C 13 A G 7
12.0 | 10.6 | 10.6 9.3 L 11.0 9.0% 11.2 73.7

B E G F |1 A P | cC
§.7 | 8.6 8.3 9.6 7.5 9.0 5.2 59.9

G | ¢ E D F B | A
2.3 7.9 7.9 §.2 §.6 9.9 1 10.1 61.9

Lﬂ“‘ﬂ—ﬁn‘-a!‘l“‘fi'ﬁllv‘.*kll EILTONT W

e}

F A G B E %
7.0 7.9 8.0 E.1 9.1 | 10.8 ) 12.7 63.6

D G B A C F £
§.6 1 9.9 | 8.8 | 8.1 g.9 |10.7 | 10.0 | &5.0

A D F- E G C B
7.7 7.1 6.6 6.6 7.3 7.5 5.7 51.5

E | A C B D G F
6.3 6.6 7.8 | 8.2 7.1 5.6

~4
AN
Uy
—
.

D

Total | 59.6 158.6 |58.0 |58.7 159.5 {6545 68.2 | 427.5
de columnas Xt
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Producceibn de grano seco por variedad y repeticidn

A B | ¢ o | ] ! @
9.0 |10.6| 9.3} 10.6 11,0 12.0]11.2
7.5 | 8.7) &.21 9.0 5.6 9.6 5.3
10.1 | 9.91 7.9 .21 7.9 5.6 9.3
§.0 | 9.11 7.0 12.7 1108 7.9) 5.1
§.1 | s.8| s.9] s.6l10.0l10.21 9.9
7.7 | &7 7.50 71.1] 6.6 6.6| 7.3
6.6 | 8.2 7.8 7.1 6.3 7.3 5.6
X = 427.5 | 57.0 |64.0 |56.6 | 63.3 |51.2 |62.7 |62.7 |total pon
variedad

a=17 ; 4=1,2,...,7 variedades

n=a=7; §=1,2,...,7 nepeticiones

1,2,...,7 hileras

o
L

L2=1,2,...,7 columnas.
Hay an = a® = 49 unidades expenimentales.
la variaeifn total observada se compone de La vaniacibn entre hile-

nas, ba variacidn enthe columnas,lo variacibn entre variedades y La varnia-

T ey

cifn debida al ennron experimental.
Forma wsual del cdleulo de La suma de cuadrados { S.C. ).

oMy o z; . (42;§5’2 - 3729.72
7. T x- s xfj E I U N s S I W
- 3831.89 - 3729.72-102.17
7
50H =—E—;E—— - W, - 13.7% - 5197 00,72 = 51,30
2 X 59.6% .. we8 2t o

4. cxx e Mxx = 7 14.20
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7
5 xZ 7 7
_ 4 . _57.07+ ... +62.7 i
5. U = = M - ] —3792.71 = 7.97
6. = 5 XE Z (H_+C. 4V )=102.17 — (51.30+14.20+7.92)=25.75

E — (H, +
XX XX XX XX

BL anfbisis de vanianza y Las pruebas de F quedanfan como se mues-

tra en fa tabla sdiguiente.

TABLA 3.3.1

Causas de Cuadrado
aNLaoibN G. L. S. C. medi F | Fos Foi
H{leras a-1-6 51.30
Cobumnas a-1==5 14.20
Variedades a-1=26 7.92 1.320 N.S, }1.358 7.42 3.47
Ernon la-1){a-2)=30 1 28.75 0.95%

Total a> - 1 =48 | 102.17

Los grados de Libertad (G.L.} para el ewron experimental se obtie-
nen por diferencia,semejante a La obtencidn de £a S.C. ¢ mediante 2a for-

mubfa (a-1){a-2).

6 Lypon=6+ Lpoap™ 16+ L+ j#6- L. #G- L. ) K

=48-{6+6+6)=30

G Ly o™ @0~ 11-3la—1 1= la—1) (a—1)

G‘Lemno&=(7_4)(7_g)=30

La prueba de F en ef andlisis de varianza indica que no hay diferen
cda significativa entre Las produceiones de fas siete variedades,es decin,

1.320
0.958

42.

n

1.38 < FOS (6,30}= 2.
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3.4 DISTRIBUCION EN CUADRADO LATINO MODIFICADO

Esta distnibucibn es ALl cuando se Liene un nidmerno de 70 a 30 tha-
tamientos y el nimero de repeticiones es cuatro o seis o el ndmero de tra-
tamientos es un miltiplo del de repeticiones. Tiene fLa ventaja de aprove—
chan La eficiencia de La distribucidn en bloque y La del cuadrado fatino.

EL mélodo consiste en dividin el mimero de tratamientos en ghupos
de tratamientos L{gual al nimeno de nepeticicnes, EL nimenc de tratamientos
por ghupo es el coclente de dividin el nimeno de tratamientos entne ed nd-
mero de repeticiones.

Por ejemplo,si se tienen 70 tratamientos con cinco nepeticiones,se
gormand un cuadnado Latino 5x5,es decin,b ghupos por 5 nepeticiones:cada
gupo tendrnd 20/5 = 4 tratamientos, Se hace La distribucion del cuadnado
Lating 5x5 y se sontean Los 4 tratamientos en cada grupo:

1234 567¢& 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
G] G2 G3 G4 65

La distribueidn de Los grupos en cuadrado Latino y de Los trhatamien
208 en cada grupo quedard como en-fa figura 3.4.1.

La distnibucitn es tal que no se nepiten Los tratamientos, ni en §i-

La nl en columna. Se utilizantan 100 unidades experimentales,numeradzs del
1 al 100 jen La figura se indican Los nimenocs de Las 70 unidades experimen

tales de La primena nepeticibn.
EL negistno de Los tratamientos,hepeticiones y de Las unidades expe
rimentales es similar ak descrito para el diseiio de cuadrade Latino.

Los edleulos connespondientes pard un andlisis de varianza para es-

te diseiiv son Los sigulentes:

:
é‘
g
m
i

1
-
i

1
£
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a = tnatamientos ; L = 1,2,...
n = nepelicdiones ; § = 1,2,..,
n = hileras ;s R=1,2,...
1. o Facton de connreccibn
. X
an

!

n = columnas

2. IX* = Suma totaf de cuadrados

- 2
= ZXLJ- - M

XX
3. Hix = Suma de cuadrados porn hilena
2
ey,
a XX
4. Cxx = Suma de cuadrados por columna
2
e S
a XX
5. Txx = Suma de cuadrados porn tratamiento
X2
=t
n XX
6. E, = Suma de cuadrados de erron experimenial
= 2_
= EX%- | Hxx+cxx+Txx )

;s L=1,2,...,n.

EL andlisis de varianza para una distriibucibn en cuadrado £atine mo

a&iﬁicad;’v es el siguiente:

| tabfa 3.4.2

Fuente de Gnados de | Suma de Cuadnado Relacién

variacion Liberntad cuadnados medio F
Media 1 Mxx M
Renglones n-1 H XX H
Columnas n-1 C XX C e
Tratamientos a-1 Txx T T/E
Evon experimental Difenencia Ex r

Total an X2

Los grados de Libertad del enwnon experimental se calculan mediante

La digernencia; G. LE = G, L,

Fotal” (G. L.M+G. L.

H

+G, L.C+G. L'T) ;




Distribucién en cuadnade Latine modificade 5x5

TABLA 3.4.1
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3.5 INTERPRETACION DE RESULTADOS PARA UNA DISTRIBUCION EN CUADRADO
LATINO MODIFICADO.

En un experimento se edtudiandn 16 varniedades de malz blanco,que
- son Las que se muestran en La {abfa 3.5.1 .

La distribucién de Las 16 variedades y el rendimiento de mazorca
en kR{Los porn parcela Atil { ndmernos inferiones ), fué el que se muesirna en

fa tabla 3.5.2 . { pag. 36

TABLA 3.5.1

. Nimeno Nombre. Ndmero Nombre
y Asgrow H-5110 9 Coah. T 9
2 N. L. Te5 10 Apodaca 1
3 N. L. Téé 17 Apodaca 2
4 N.oL Té7 12 Guerito
5 N. L. Té8 13 Carmen
6 N. L. T71 14 N.L. VS-2
7 N. L. T72 15 N.E. VS-1
§ Coah,. T5 16 H-412

Tabta 3.5.3 . Rendimiento de mazorca , peso seco en kg/parcela

de 16 variedades de mafz sembradas en Apodaca , N. L. , en £a primavera

de 1964 , con distrnibucibn en cuadrado Ratino modificado. Datos de £a fa-

bfa nimero 3.5.2.

RTR ST RFF EST A = B 8% ke Shwer —

AR IS R ER

R

LTEER . . o

S



TABLA 3.5.2
X,
+#16 14 15 13 7 3 1 4 12 11 9 10 5 8 7 6
44,4
1 | ++2.7 2.6 3.5 2.8 2.4 7.4 4.1 2.5 2.9 3.9 2.8 2.0 2.1 3.0 1.9 2.7
12 9 10 11 14 15 13 16 8 7 5 6 3 4 1 1
45.8
11 3.2 2.7 2.2 2.2 3.4 3.9 2.6 2.9 2.7 2.6 2.8 2.6 2.3 3.0 3.5 3.2
7 6 5 & 9 11 10 12 4 72 3 1 15 14 13 16
44.8
111 2.4 1.7 2.6 3.6 2.8 3.4 3.2 2.2 2.5 2,9 2.7 3.4 2.9 2.6 2.7 3.2
5411 5 & 6 7 16 15 14 13 9 11 12 10 16.9
1y 2.6 2.8 3.3 2.6 3.1 3.0 2.9 2.5 2.9 3.9 3.0 2.9 | 3.0 3.1 2.7 2.6
X, 43,6 47.3 46.5 44.5 151.9
X..
+ varndiedad
++ hendimiento

Y NP K B VYR R

Lg
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TABLA 3.5.1
Nimero  Ndmero de  Repeticiones Porcen- |
Grupo de {a taie
varledad  varnledad 1 11 111 1V X’é X Reiéa«téuq
T Asgrow 5110 4.1 3.5 3.4 3.3 14.3 3.56 130
G 2 N.L. Té5 2.4 3.2 2.9 2.6 11.1 2,76 101
3 N.L. Té6 2.4 2.3 2.7 2.6 10.0 2.50 91
4 N.L. T67 2.5 3.0 2.5 2.8 10.8 2.70 9%
5 N.L. T68 2.1 2.8 2.6 3.1 10.6 2.65 95
6, 6 N.L. T71 2.7 2.6 1.7 2.9 9.9 2,45 90
7 N.L. T72 1.9 2.6 2.4 2.5 9.4 2.35  §5
3 Coah. 75 3.0 2.7 3.6 3.0 12.3 3.06 112
g Coah. 79 2.8 2.7 2.8 3.0 11.3 2.83 103
G, 10 Apodacal 2.0 2.2 3.7 2.6 10.0 2,50  91-
11 Apodaca? 3.9 2.2 3.4 3.1 12.6 3.15 115
12 Guerito 2.9 3.2 2.2 2.7 11.0 2.75 100
13 Canmen '
(testigo) 2.8 2.6 2.7 2.9 11.0 2.75 100
14 N.L.VS-2 2.6 3.4 2.6 3.0 11,6 2.90 105
7 15 N.L.VS-1 3.6 3.9 2.9 3.9 14.3 3.5 130
16 H-412 2.7 2.7 3.2 2.9 11.7 2.93 107
Suma por hepeticitn 44.4 45.8 44.8 46.9 181.9 2.84
X.. X

Como se muestina en La disinibucion,al gormar Los grupos G, .G, , 63

G4 Lo se nepite una varniedad en fila ni en cofumna,pon Lo cual se puede

eliminan La variacibn para dichas causas.

En La tabla anterion,fa cofumna de pbncentaje nelativo se obtfiene

mediante La siguiente relacibn:

produceibn de varniedad x 100
producelbn del festigo Caxrmen

Poncentaje relativo =

R e
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Se tomo a La variedad Canmen como festigo por ser una de Las mejfo-
hes variedades del nonoeste de México para siembras en tiennas bajas;N.L.
VS-1 y N.L.VS-2 fienen como progenitones a Carmen y fuenon obtenidas en
tres ciclos de seleccibn masal metodo modificado.

Tbﬁanda como efemplo La pnoducc{én de fa primerna variedad Asgrow H
-511W , se obtuve

Porcentaje refativo = é;ﬁgj;glgﬁ__= 130%

Es decin,H-511 produjo 30% mds que Canmen.

Para determinan 84 £a produccdidn de éada variedad es significativa-
meﬁte distinta,es necesario estudian Lo variacibn y hacen Las comparacio—
nes cornrespondientes. | ‘

Como no se nepite en §ifa ni en cofumna ninguna vaiiedad,se puede
éﬂiminan La variacibn, la vaniacibn total Tiene Los sigulentes componentes:
entre hileras,entie columnas,entre variedades y ewion expernimental. Pana
cazcuﬂaﬁ La varianza,es neceaanio obtenern La suma de cuadrados de £as des-

viaciones pon el metodo mds usual.

a = variedades ; 4L =1,2,...,16.
n = nepeticiones ; § = 1,2,...,4.
n = hileras s k=1,2,...,4.
n = cofumnas ;£ =1,7,...,4.

X2 (181.1)% _ 33087.61 _
o My "o = &4 - 54 = 516.99

2 - 2 = J— = — =

2. IX* = Exij —-Mxx (4.1i...+2.QT Mxx 532.05-516.99 15.05

sz .7

. _k _44.4%+ ..+ 46,97 ~

3 Hxx T Ta “'Mxx - T8 —'Mxx 0.2

X2 2 2
P T AR N O T N TR

xx a XX 16 XX
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X7 14.32+ .+ 11.72
5o Vi T T MyT 4 — My = 7270

) ) o,
x ;X —-(Hxx+Cxx+Vxxl— 15.05 — {0.24 + 0.56 + 7.70) = 6.55

S~
.
1]

Tabla 3.5.4. Andlisdis de varianza para una distrnibucibn en cuadrado
tatino modificado, a = 16 , n = 4 ,

Causas de ‘ Cuadnado
vaniacibn G.L. S.C. medio F Fos Foi
Hiteras n-1 = 0.24
Columnas n-1 = 0.56 cen
Varniedadea a-1 =15 7.70 | 0.513 3.29. 2.18 ¢ 3.07
Ennon Difenencia = 42 6.55 0.156
Total an-1 = 63 _15.05
: _0.156 _
C. V. -—W— x 100 = 13. 9%

La prueba F = -%%?%§-= 3.29 > F01(1s,u2) s Andica que fa dife—
nencia de Las produceiones de fas variedades es altamente significativa .
Los datos son congiables,pues el valon del coeficiente de variabilidad fué
de 13.99,que s simibar al obtenido pon diversos investigadones cuando se
han tomado todas fLas precauciones en ef manejo y uso de unidades experimen

takes.

3.6 CUADRADOS GRECQ — LATINOS

EL concepto de cuadrado 2atino puede ampliarie gdcilmente y obtenen
asi el LLamado diseio en cuadrado Greco-latino; sin proceden a detallar el
cuddnado gheco-Latino,dnicamente {indicaremos La naturaleza del disedo. En
este aweglo Los tratamientos se agrupan en nepeficiones de tres manenas

distintas,con La consecuencia de que £os efectos de £as thes difencntes
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fuentes de vaniacibn se Lguakan para Lodos Los thatamientos.

Como un ejemplo, supongamos que deseamos ensayar cinco productos qui
micos a B,V ,¢ ,€ , en cinco cultivos A,B,C.D,E. Una forma de efectuar
La distribucibn pana nealizan el experimento,es dividir el campo en parce-
Litas que sean fas casillas de un cuadrado greco-fatino 5x5,comp s¢ mues—

tra en fa siguiente tabla,

Pe E¢ BR Ay ; Co
AB Ba | Do Ce Ep
Ea Ae C B¢ D8
By B Ee | Da Ad
Co 4" Ac EB Be

Se notard q.ua: 4] que cada fLetna Ratina aparece una vez en cada hi-
Lena y en cada cofumna ,iLl) éu.e cada Letra ghiega aparece una sofa vez en
cadri hitera ¢ en cada cofumna ,iil) que cada Letra Latina aparece una so0fa
vez con cada Letrha griega.

Andlisis estadisiico. Las sumas de cuadrados para hileras,columnas,
tratamientos y Letnas griegas,se obtienen del modo acostumbrado. Para un
cuadnado greco-fatino nxn el enrwon £iene (n-1)(n-3) grados de £ibentad .

Este nimeno es Lnadecuado cuando n es menor que 6.
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CAPITULO 1V

OTRAS FORMULACIONES DEL TEOREMA DE P.HALL

4.1 EL TEOREMA DEL MATRIMONIO

EL teorema de P. Hall da nespuesta a La siguiente pregunita,conocida
come el problema del matrimonio: &4 se Liene un confunto de muchacha@,ﬂoa
cuales conocen a varias muchachas, ;bajo qué condiciones pueden casarse Los
muchachos de tafl manera que cada uno bé case con una muchacha conocida pon
€L?. Se supone que La poligamia no estd permitida . Por efemplo,si hay cua
tno muchachos { h] , hz , h3 , h4 } y cinco muchachas { m, my o, Mg, om,

mg 1 netacionados de La siguiente manena:

Muchacho | Muchacha conocida por ef muchacho
A, " T M5
hy "
h3 m, my m,
h4 my m,

Una posible solucidn al problema es hI casado con m, , h2 casado
con mi , hy casado con mg y hy casado con m, .

Es claro que una condicién necesarnia parna fa sofucién del problema
del matnimonio es que tode confjunto de k muchachos conozea af menos kb mu—

chachas def conjunto,para todo 1 <€ R € m , donde m denota el nimenre totaf
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de muchachos. La necesidad de La condicifn es evidente y se sigue def he-
cho de que 8 esto no es verdad para un cierto conjunto k,entonces algunos
muchachos no podrian. casarse.

TEOREMA 4.1.1. Una condicifn necesaria y suficiente para una 50Lu—
cibn del problema del matnimonio es que Zodo confunto de k muchachos conoz
can en conjunto al mencs kR muchachas, 1 £ hgm.

la sigudente demumc,idn s¢ debe a Halmos y Vaughan.

Pana demostrar fa sugiciencia usaremos induccibn y supondremos que
el teorema es valide &4 el nimero de muchachos es menor que m. EL teoiema
es ivial para m = 1 . Supongamos que hay m muchachos; entonces tendremos
que considerar dos casos :

Z} Supongamos primero que Zodo conjunto de k muchachos 1 s kgm,
conoce en confunto al menos k+] muchachas.Entonces 8L Zomamos cuabquier mu
chacho y Lo casamos con una muchacha que conozca,fa condicibn sigue siendo
vdlida para Los otnos m-1 muchachos. Esfos m-1 muchachos pueden casarse,de
acuerdo a La hipdtesdis de induacidn,comﬁtetando La prueba en este caso.

L4} Supongamos ahora que hay un conjunto de k muchachos que conocen
en conjunte exactamentfe kR muchachas. Estos k muchachos pugden casanse ,de
acuerdo a fa hipbiesis de induccibn quedando m-k muchachos. Perno entonces,
cualquien seleccifn de h de estos m-k muchachos [ 1< kg m) conoce al me
nos h de Las muchachas restantes,de otna manera estos k muchachos junto
con La coleceldn anterior de k muchachos conocerfan en confunto menosd de
htk muchachas,que es una contradiccién a nuestra suposicibn. Se sigue en—
fonces que £a condicibn oniginal puede aplicarse a Los m-k muchachos ,quie
nes pueden casarse porn Linduccibn en tal fomma que Lodos sean felices, o fa

prueba estd completa. ///
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4.2 GRAFICAS BIPARTITAS

Comenzaremos deginiendo una Grifica simple come una pareja [(V{G),
L(G)),dende V{G) es un conjunto gfinito no vacio de elfementos Llamcdos Vér-
tices ,y L{G) es un conjunto ginito de pares no ondenados de elementos
distintos de V(G) £LLamados Lineas, Ponrejempﬂa La figuna 4.2.1 nepresenta
La grdfica simple G cuyo conjunto de vériices V(G) es el conjunto { u,v,w,
z } g su conjunto de Lineas L{G) consiste de Las parejas { u,u } , { v.w}

{U-;W}H{W:Z}-

v B - w

' §ig.4.2.1
La £{nea v,w se dice que une Los véitices v y w : nbtese que s5Lo

puede haber cuando mds una Linea que una v y w.

Supongamos que ef conjunto de yénticea de una grdfica G puede divi-
‘dirse en dos conjuntos ajenos V, y V, en tal gorma que toda Linea de G une
un-uéntica de UI con uno de Uz ; entonces G se Llama una Grafica Biparti-
ta y.Ae denofa pohr G[V],Vz}. Es necesanio enﬁatizan.que en una giifica
G(U],UZ}‘no es necesanio que todo vértice de V, esté unido a todo vértice
de Uz ; A4 esto sucede y G es simple,entcnces G se Leama una Grifica Bi-
partita Completa , denotada wsuafmente por Km’n donde m y n son Los nime—
ros de véntices en V] Y Uz,neépediiuamente. Porn ejemplo,fa gigura 4.2.2

rephesenta K4 3 Y La figura 4.2.3 nepresenta KI 5 -
r - ?
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figurna 4.2.2 tlguna 4.2.3

Nétese que Kﬁ,n tiene min vEitices y mn Lincas .

Un Acoplamiento Completo de V, a V, en una grdfica bipantita G{vazh
ed una cornespondencia uno a uno entre Los vértices de V, y un subconjunto
de Los véntices de vV, con fa propiedad de que Los véatices conrespondien—
tes estdn unidos,

EL problema del matrimonio puede nepresentarse grdficamente tomando
a G como La ghdfica biparntiia en la cual el confunto de vértices estd divi
dide en dos confuntos ajenos V? y Uz cornespondiendo Vy a Los muchachos y
a Las muchachas UZ’ y en La cual toda Linea une un muchacho a una muchacha

que €L conoce. la gigura 4.2.4 muestra La grdfica G correspondiente a nues

tho efemplo:

figurad.2.4
EL problema def matnimonio puede expresarnse en téuminos de teonfa
de ghdficas de fa sigulente manera: 44 G = (V],Vz} es una grdfica bipanti-
ta , jeudndo existind un acoplamiento complete de Ur a U2 en G ?7 .
A continuacifn se establecerd el feonema de P.Hall en ef Lenguaje




456

de un acopfamiente completo de una grndfica bipantita. En el siguiente Zeo-
reima, |Al denota ef ndmeno de efementos def conjunto A.

TEOREMA, 4.2.1, Sea G = G(U],Vz} una grdfica bipartita y para todo
subconjunte A de V],Aea ${A} el confunto de véatices de l/2 que se apanrea
con al menvs un vértice de A, Entonces,un acoplamientov completo de U] a L'z
existe si,y s620 si Al < oA .

Lla demostracidn de este feorema es simplemente una thaduccibn de lLa

demostracibn del teonema 4.1.1 a La teonfa de grdficas.

4.3 TEORIA DE TRAMSVERSALES

Reconrdemos que en el mobﬂe}m del ma,mhnorbéo £os conjuntos de mucha
chas conocdldas por Los muchachos fueron { My, My, mg L m,y }, m, ,
my , My Yo, o my 5 My } y que una solucibn del problfemn se obtuvo encon —
trando cuatro muchachas d,wixrbtcw,una de ca&a conjunto. En genenal &4 E es
un confjunto §inito no vacfo y T = { ¢y C2 s vee s Cm}unaﬁamé,uade
subconjuntos no vaclos de E{no necesariamente distintos),entonces un Trans
versal de E es un conjunto de m elementos dgiéﬁﬂiﬂé distintos de E,unc de
cada conjunto C_(: . |

Como en el ejemple 1.1.1,3ca E = { 1,2,3,...,6 } ,C, = C, = { 1,2}
C3

tos distintos de E,uno de cada subconjunto Cd_: ; en otras palabras fa fami-

= C4 ={2,3%ty CS = {1,4,5,6 } . Es {mpesible encontran cince efemen

tia t = { CpCpyentyC } no tiene transvernsales. Nétese,sin embaxgo,que fa
subfamilia o= { C;,Cp.CouC } tiene wn transversal; pot ejemplo { 1,2,3,
4} . A un transversal de una subfamilia de 1 fe Llamaremes un Transversal
parcial de T ; en eate ejemple T <tiene vaniod transversales parciales,por

ejempto, { 1,2,3,6 v, {2,536, 11,5}, ¢ ,ete. . Es clano que cuak—
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quien subconfunto de un Lransversal parcial es un transversal paroiaf.

Nos preguntamos ibajo que condiciones una familia dada de subconjun
tos posee un transversal?. la conexidn entre este problema y el problema
del matrnimonio es fdcil de ver fomando a E como el conjunto de muchachas
y a-C, como el conjunto de muchachas conocidas por el muchacho He (Tsigm);
un transversal en esle case es enfonces un conjunto de m muchachas, uno co
rrespondiente a cada muaﬁacho Y conocida por €. Es cﬁa&o.que el teorema
4.1.1 da una condicidn necesarnia y Auéicienie para que una familia de sub-
conjuntos fenga un Thansversal; establfeceremos una vez mds el teorema de
P.Hall,ahona en téuminos de transvernsalesd,y daremos una demostracién debi-
da a R. Rado. ‘

TEOREMA.4.3.7. Sea E un conjunto finito no vacto y t = { C,,Cp, ...
C, } una famifia de éubaonjuntoé no vacia de E. T tiene un transversal si,
y s6Lo 84,8a dnién de k subconjuntos CL contiene al menos k elementos,para
1<k <m

DEMOSTRACION. La necesidad de fa condicifn es obvia. Para proban La
A@ﬁiciencia,demaétnanam04 que a4 uno de Los subconfuntos,digamos C!,contgg
ne mis de un elemento,entonces podemos quifar un elemento de C, 44n alte—
nar La condicibn., Repitiendo easte procedimiento,el probfema se neduce al
caso en el cual cada subconfjunto contiene 86€o un elemento. SGEe nos que-
darnia demostran La validez det "procedimients de reduccidn”. Supongamos
que C] contiene dme@ob x,4,de tal manera que su eliminaciOn L{nvaldida La

condiedbn. Entonces,existen subconjuntos Ay Bde { 2,3,...,n } con £a pro

8|

pledad siguiente:

ngCfU (c, —{x})‘ .s,A’ y

u C.u (C —{g})!(.
yeB g I
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Pero estas doA'deALguaZdade¢ dan una contradiccitn puesto que :

‘Al +| Bl + 1= jAUBI + IABBI + 1

EK CjI por La condicibn
jeAnB

_.S +

g C, ol
jEAUBj ]

<

UC,-U(C] —{x}

o, + ] uC, (C, —{ y }1J puesto que
feA

jeB 1

s Al + [B |, por hipbtesis./})

la belleza de esta demostracifn radica en el hecho esencial de que
4600 condiste de un paso,en contraste con La de Halmos y Vaughan que con-
sidena dos pasos separadod Nétese La simplificacifn nespecto a La primena
demosthacibn del feoremo de P.Hatl.

En seguida daremos una demosinacibn del teonema 2.2.2 en téminos
de La teonla de Transversales.

DEMOSTRACION, Probanemos que el nectdngulo Latino dado puede exten
dense a un nectdngulo Latino {n-a+l)xn ;y nepitiendo este procedimiento n
veces de obfendrd un cuadrado Latino nxn,
A Sea E={1,2,....n}y1={ CI’Cz""’Cn} donde CL denota Los
conjuntos formados con Los elementos de E que no aparecen en La i-Esima
columna del nectdngulo dado.Si probamos que 1 £iene un Inan¢uen4a£,anionce$
La demostracion estarnd completa; puesto que Los elementos de estfe thans—
vernsal formarndn Lo hilera adicional. Por el teonema 4.3.1,es suficiente
demestran que fa unibn de cualesquina k de Los conjuntos C‘é contiene al
menos k elementos distintos; pero esto es obuio,puesto que La unidn de R
conjuntos contiene kn elementos diAtinto&,incﬂuyendd nepelicioned,y AL hu

biera mencs de h elementos distintos entonces al menos uno de Los efemen—

tos Zendnia que aparecer mds de n veeces,fo que es una contradiceldn.///
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CAPITULO V

VISION ACTUAL DEL TEOREMA DE P. HALL ¥ APLICACIONES

5.1 UNA APLICACION DEL TEOREMA DE P.HALL AL ALGEBRA LINEAL

TEOREMA.5.1.1. En un espacio vectorial de dimensién inginita cuafes
quierna dos bases de HAMEL Lienen f,a misma cardinalidad.

DEMOSTRACION. Sean { x; » LeT Ty Ao Y feJ } dos bases de un es
pacio vectonial V sobre un campo K. S{ expresamos cada X, como una combing
eion Lineal de Los Yi s tendremos un confunto C{é de y's asoeclado a X, @
saben,aquelfos y's con coeflcientes diferentes de cero en Las e.xpne/sx:énus
pdaa X, en enminos de Los y's. Los conjan£05 C, 4el,s0n finitos y satis
facen La condicibn C del capiltulo 1,pues 54 kR conjunios CX. contienen un ni
mero menon de R y's,8as x's conneépdndientea sendn Linealmente dependietes
por Lo Ztanto,podemos escogen distintas y's de Los Cj_ y entonces el cardi—
nal de £as y's es menor que el de fas x's. Simifawmente,el candinal de fas
x's es menon que el de Las y's y Los dos candinales son iguales. [//

5.2 MAS SUBRE TEORIA DE TRANSVERSALES

Dunante fas dos deimas décadas,una gran cantidad de escritos han 8l
do publicados sobrne el teorema del matrnimonio. Este preblema es el punte
de partida para una rama de La matemitica combinatordia que esid empezando
a emengen como una materia nazonablfe y coherente,la teornta de transversa—

Les.
Dos Librnos sobrne fa materia han sido publicadcs por H. H. Crnapo y
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G.C. Rota y L. Minsky ; sin embargo,estos escnitos estdn enfocados desde
un punto de vista muy digerente. En esta Aéac,idn amplianemos Lo expuesto
en el capltulo 1V sobre transversales y su nelacibn con respects a repre—
sentaciones distintas de subconjuntos. Para una Leciura més 4fuida, repets
nemos Las definiclones.

Sea S un conjunto y §§=<C4: [»{:E I>Lm sistema de subconfuntos de S
Escrébinemos |C = #(C,) para denotan fa candinalidad de ¢, s E=L¢, |
i eI> y &= < DJ. | §€J > son dos sistemas,dedinizenos {;f:ag Y {2’+ A de
£a siguiente manena: |
F‘!=ag 44 existe una biyeccifn Fi—> J tal que {2” 09}:“) para todo Le1 .
g+ok) denota et sistema = Hy | EeK Y, donde K=(1x{ 0 (Tl 1},

o7 S 9 g7 Py
Una funcibn transversal de F’u una funcidn de eleceibn ¢p:I—> S
dngeetiva (¢14} # ¢(5) para L # §) y Lal que ¢{ile To. . EL elemento ¢(4)
es of representante de L. en ¢ y <¢(/L) | {e1> es un CRD para F . Un
Transversal de ;gu T = < ${L) | L€l > dénde ¢ es una funcibn transvensal ,
g un Transversal. parcial ¢4 un transversal de un subsistema B/K = <Cj_ |4‘.sK>
con Kel. Denotaremos pon TR(F} el conﬂmto de Lodos Los Transversales de
%y por PTIR{E} el conjunto de todos Los transversales parciales.
 Un sdstema ¥ tiene fa propiedad transversal (T e[ )84,y s6£0 44,
T tiene un transversal.
Muches problemas de La matemdtica combinatornia se neducen a £a pre-
gunta de &4 un sistema ¥ tiene o no un transvernsal o alguna propiedad simi
Lar .

EL axioma de eleccidn es un teorema de Lransvenrsales que se enuncda

— —m = = e e e m e s o e N
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de £a siguiente manend.

S{ Zes un sistema de conjuntos no vacios ajenos por parejas (CLﬂ
cj. #¢ ,4 + 4] entonces FeJ .

Una condiciln necesaria para que T tenga transversales {condieddn
C) es La siguiente: _

CONDICTON C : 54 T IK) = UKCL. , kel entonces (K1 K] .

Y esta condicidn es tambiéfmﬁlécx‘,e.n,ta para el caso de sistemas fi-
nitos [(teorema 1.1.7}:

TEOREMA 5.2.7. Si |Fl< B, entonces & e J7si,y 2620 84,40 condi—
cion C es vdlida. o

Una extensifn de esie teorema es La que obfuve M.Hall, quién demos—
thé (teorema 1.2.7} que La condicitn C es fambién suficiente en e,E caso
cudndo | B |es arbitnanio,pers cada E; e finito. Las 2 M condieiones
de £a condicibn C son mutfuamente Lndependientes para un sistema finite de
subconjuntos,pero para un sistema inginito de confuntos ginitos La condi—-
edibn C es equivalente a un eonjunto menon de condiciones, [?(K}];IK[pa}m
todo KE1 donde K €1 significa que K es un conjunto finito de I . En vis
ta de esto,el Leornema de M.Hall puede esfablecernse de La siguiente forma:

TEOREMA.5.2.2. Sea ¥ un sisiema de conjuntos finitos . Entonces
Ce i,y s6L0 84, e para todo Ge .

Enseguida demostranemos un teonema que sernd de utifidad .

TEOREMA.5.2.3. Sea S un conjunto finito no vaclo y & = C; | ce1>
una familia de subconfuntos de S. F tiene un transversal parcial de tama
o % Ml,y‘»&@&o AL,E@ unidn de k subconjuntos Ci,conﬂ,ene al menos k+L-m
etomentos . (| B | 2 ketm).

DEMOSTRACTION. Sea D cualquien conjunto ajent & S y tal que [D|=m—t.
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Consideremos i(D lieI}conD = C.u D. Sabemos "t
?‘f ' = Cu . que ? lene
un fransversal 54,y 4680 a4, La unibn de k subconjuntos D,(' tiene al menos
k elementos; quitando Los m-1 elementos de D,por Lo menos k-{m-i) deben
pertenecen a Los Ci,g entonces un thansvernsal de ?ﬂelb un transversal par—
ciat de 7. /1]

COROLARTO.5.2.1. S{ S es cualquien confjunto no vaclo, & es una fami
Lia de subconjuntos de S y X es cualquier subconjunto de S,entonces X tie
ne un transversal parcial de ‘{Zde tamaio X 8L,y 4680 AL, parna todo subcon—
junto Ade { 1,2,...,n 1},

’( uC.inx| 3 |A] + £-m
jeAd

DEMOSTRACION. Lla demostracién resulia de aplican ef teornema 5.2.3
a ta famitia 3 =K 0] ie1) con D, = CAX . //]

Concluinemos esta secediln con una breve discusidn sobre transvensa-
Los comunes. SL S es un conjunto §inifo no vaelo ¢=< ¢, Cypsenn ,C">
Y 09=<91 , Dz , ..,,Dm> son dos familias de subconjuntes no vacias de S,

" es de intenfs conocenr cuando existe un transversal comin paia ?;’ y09 L.e.

un confunto de m elementos distintos de S que foruman un transversal para
‘;zyog. En probfemas de horarios,por ejemplo,si S denofa el conjunto de
honas en Ras cuakes pueden impartinse varias matenias de una escuela, ?;L
denota el conjunto de honras en que m maestros pueden {mpartin esas mafe—
rios Y 09_(_ el conjunto de horas en fas que estdn disponibles m aulas,en
tonces un transversal comin de ﬁyogwbigncmia a cada maestro un aula a fa
hona en La cual puede imparntin su maferia.

Podemos dafa una condicibn necesardia y sufdciente parna que dos famé

Lias tengan un transversal comin.

— - e e
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TEOREMA.5.7.4. Sea S un conjunto finito no vaclo y? <C Cpy v
C”>yag <DI' 2,.. ,P > dos familias de subconjuntos no vacfos de
S;entonces Fyog {denen un transversal comin A4,y A6€0 A4,
I ;jﬁxunoED(L) I {K |+ |L]—m K,Lc {1,2,...,m})

N6tese que edte Leonema se neduge al teohrema de-P.Hatﬂ aieﬁa(L) =

EL problema de encontrar bajo que condiciones existe un thansversal
comiin pana ires familias de subconjuntos no vacfos de un conjunto es un
problema abiento. Una solucién de este problema traeria consecuencias Lm—
pomntu en combinatoria. '
5.3. TEORIA DE MATROIDES Y TRANSVERSALES

EL zfnm{no"ma;xaide"ﬁué dnventado pon Hassler Whitney en el aiio de
1930 para deéo)u_bm un coﬁjun,to con una definida "estructura independiente!
En esta seceibn introduciremos el concepto de matnoide y su conexifn con -
La teonfa de transversales. '

DEFINICION.5.3.1. Un matroide M es un pax (S,8) donde S es un con—
funto finito no vacto y B es una cofeceibn no vacla de subconjuntos de S
Ltamados bases,que satisfacen las siguientes propiedades: |

- B L) n&nguna base contiene a otna.

BLL) a4 B, y B son bases,y 44 e es cualquien atementa de B enton-
ces hay ur efemento § de By,con fa propiedad de que (B,-{eHu{f} es tam—
bin una base.

Si{ usamos en 5oama.nepetéda La propledad (Bii) se tendnd que cuales
qﬁiéaa dos bases de un matroide M tiene el mismo nimero de elementos;este

nimenc se Llama el nango de M,denotado pon p(M].
Un subconjunto de S se Leama independiente 54 estd contenido en al-

" guna base del matroide M. Se adigue que Las bases de M son precisamente Los
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conjuntos independientes maximales,i.e.,aquellos confuntod mdepmd,aanteb
que no estan contenidos en otro confunto independiente mayor,y pon Lo tan-
1o cualquiern matroide estd definido dnicamente por sus conjuntos Lndepen—
dientes. |

8 S u un conjunto §inito de veclores en un espacio vectorial V,en
tonces podemos da&éni& un matroide sobre S Zomando como bases todos £os
subconjuntos Lineafmente independientes que generan ef mismo subespacio
que S. Un matroide obienido en esia forma se Leama un matroide vectorial,

Dado cualquien conjunto §inito no vaclo 8, e W'mmo.ida i
vial sobre S,al matroide cuyo nico conjunto indapendéente es el confunto
vacfo. Este matroide e4 da mnga cenro. |

Un matroide Meto sobre S ¢4 un ma,ULox,de en el cual iodo bubcon-
junto de S es independiente. NOtese que ef matnoide discreto sobne S tiene
56L0 una base que es S,y que ef rango de cualquien Aubc;.onjun,to A es simple
mente el nimeno de elementos de A. |

Recondemos que AL ’])e.a une familia de subconjuntos de S,entonces el
teonema de P.Hall da una condicién necesania y suficiente pana que T~ ten-
ga un transversal. SL tenemos un matroide definido sobre S entonces es na-
zonable preguntanse 54 existe una condicin para La ex@tencia de un trhans '
versat independiente,i.e.,un thansversal de T que es tambifn un conjunto
Aindependiente en el ma,tfwzt.de EL teorema Mgu,can,te,aonouda como feorema
de Rado, contebta esta pkegunta '

TEOREMA.5.3%.71. Sea M un matnodide Aobne un conjun,to S yf { Cl €,

C Juna familia de subconjuntos no vacfos de S; entonces 7 tiene un

preny

tuansvensal independiente Ad,y s6Lo u‘.,rﬂa unibn de k de Los subconfuntos

' Ci contiene un conjunto .Cndepaﬁdx‘.enté, de tamaiic al menos k,para I<sk < m
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Notese que 84 M es un matrhoide discreto sobre S,entonces este teohe -
ma se neduce al teanenu 4.3.1.

DEMOSTRACION. Imitaremos La demosiracifn del teonema 4.3.1. La nece
sidad de La condiedln es obﬁm. Para probar £a suficiencia,demostraremos
que &4 uno de Los subconjuntos,digamos .Cyscontiene mds de un efemento,en—
tonces podemos quitar un elemento de C;8.in alterar La condicidn. Repitien-
da este procedimiento,el problema se neduce al caso en el cual cada Aubcaﬂ_-
junto contiene 8680 un elemento. S6Lo nos quedaria demostrar fa validez

~dek procedimiento de neduceifn. |

Supongamos que CI contiene efementos x,y,de tal manera que su efiml

| nacibn invalida £a condicidn.Entonces existen subconjuntos A y B de { 2,
3, ..., n leon fa sigulente p_/wpi.e,dad: |

plucC.v(c,—{x}))<c (A} 4 p U'VC.U[C —{y})< |B|
(jeAJ' 1 )\ll : (stJ i y l]

Pero estas dos condiciones dan una contradiccibn puesto que:
(Al + {8] +1- [awB} + |AcB[+1

$ p(jsAchj U Cf_ ) + p(jeAgBCj )} . pon £a condicitn,

< p(j_gch. u (C]—{x]—)) + p( jggcf u lci—{y})),puu,to que ICI‘; i

<Al + |8{ , pon hipstesis. /1]

Enseguida daremos una demosthacibn del teorema sobne La existencia
de un transvernsal comdn de dos famifias de subconjuntos de un conjunto
wsando matnodldes, |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.2.4. Sea M un matrodde cuyos conjuntos

independientes son precisamente Los thansversales panciales de 2a familia

5 entonces ﬁy Btionen un transversal comin 84,y 4680 i, i tiene un

E
|
|




transversal independiente. Pero por el teonema 5.3.1 esto es ciento 54,y
860 84,80 unifn de cualquiern k de Los confuntos D, contienen un transvern-
sal parcial de @ de tamafio k. EL nesultado se sigue del corotanio 5.2.1.[)

5.4 UN ALGORITMO |

8¢ S es un confunto no vacio y €1:Cgseve,C un sistema de subcon—
juntos de S,venifican La condicibn C pana este sistema,requiere 2" 1 prue
bas. Desde el punto de vista computfacional,es necesario un algoritme que
no s6Lo rth'_ga. AL el sistema tiene un CRD ,sino también,en caso de que Lo
tenga, encontranlo. EL siguiente abgornitmo se da en forma descriptiva.

Algonitmg H. Dados Los conjuntos €;»Cgye..,C con elementos T

L= 1,2,...,#(Cj),j = 1,7,...m ,5e dan Eas sigulentes insiruccioned;

1. Se escogen anbitraniamente a; jecj. gmpezando con § =1 ,de tal
forma que el elemento escogido sea distinto de Los elementos escogidos an-
ternionmente. | o ,

2. 3{. se Llega a'§f = m ,Eos % escogidos forman un CRD de Los C,

3. S no se¢ puede continuarn el paso 1 despues de- §<m,se enfistan
08 elementos de C; com by,by,.u by , %= #1C;] , (Eista T)).

4. Se .bubca Cb? el conjunto con representante b, .

5. Se comparan Los elementos de Cb]l eon Lo bi y Los elementos nue
vos se aghegan a fa Lista T, (ista T,).

6. Se nepite el proceso empezando an d,con b, pana £ = 1,2,... (Lis-
mT,) |
7. 8¢ algin efemento b/é en&}tado. no es representante de algdn con-

junto,pertenece a algln conjunto nepresentado por b.i seon L' <L ; regresan

do hasia Tl ,tenemos una sucesiln b’ée Cb‘{,‘,’b,{,' Eva sy bﬂsTI .
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8. Se hacen by, by, ... representantes de CbLl "Cbﬂ.' ,;Le,a
pectivamente.
9. b;e se hace representante de c; -

10. Se nepite el proceso a partin del paso 1,con §+1,
11. 8¢ se Llega a una Lista T an elementos que no sean namuemtan -

tes de a,Egun C s L= 1L,2,...,4-1 , el sistema da subconjuntos no z‘,cane
CRD,

TEOREMA.5.4.1. EL algoritmo H,aplicado al sistema F‘@z-’ ie1)y ,
genesa un CRD del sistema o exhibe k conjuntes que violan La condicién C .

DEMOSTRACION. 84 el algoniimo LEega a una Lista finak T, con elemen
208 by ,by ,..., b, ; en que cada b, es representante de algin Cp 14 - 7,
2,...,k-1 , y 84 ningln elemento.de estos c'.onjurbtoA puede ser ag)iegadb a
La Lista,entonces Los {k-1) conjuntos Cb funto con el confunto C del pa
50 3 ,hacen k conjuntos con (k-1) e,Eeme.n.toA entrne 84,00 cuak uwza La con
dicibn C.H _ 7 '

Una consecuencia del algoritmo anterion es ek ugaémte:

TEOREMA.5.4.2. Sea 8= { C, | 41 un sistema de subeonjuntos de
S. Pana que ACS esté contenido en un transversal de ¥ ,es necesanio y sufd

clente qua;Z,ten'ga. un transvensal y que A sea un transversal pancial daFﬂ
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