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INTRODUCCION

Leonhatd Eulet (1707-1783)eáctaíd,en toa detímoz añoa de zu vida,

una volumínoza memonía acetca de un Upo de cuadkadoz mdgicoz llamada "Re-

cherches sur une nouvelle espéce de carrés magigeee n .Hoy ze /ea dl a eztaz

eáttuctiouta matemáticas el nomine de cuadrados latínoz,debído a que Eutet

tenia la caztumbxe de nombmax zuz caziLtaz con tettaa latínaz y no con taz

del at6abeto gxíego .La dttíma Ita6e de /a MefflOhía de Euten. díce:"inte -

rrumpo aquí mis investigaciones sobre una cuestión,que aunque de escasa

Utilidad por sí misma,nos ha conducido a importantes óbservaciones en la

teoría combinatoria y en la teoría general de los cuadfados mágicos".

Uta ínveatígacionea a taz que Eutex no concedió ímpontancía han te-

matado de enorme valen. en la teoría y ptantlícacíln de expettmentu con-

txatadoz .

SiJI Ronald Fízhex (1890-1962),pxolezot de genética y una de taz má-

ximas autoxidafiez en catadtátícaAué el pt.tmeto en ponen de mantlíezto la

utilidad de toa cizaditadoz latina en taz ínveztígacíonez agxónomícaz .

En este trabajo ze pteaenta un teoxema de P.Hati te6etente a la

extétencía de un conjunto de teptuentantea díztíntoz de aubconjunto6 de

un conjunto ; toa kezuttadba obtenídoz ze aplícan a la conattucción de

cuadtadoz tatínoz de sonden nxn .Eztaz eztxuctaxaz matemdtícaz son utítíza-

daz en et dízerio de expetímentoa contxoladoz,de toa cua/ea ae presentan

ttea ejempto6 .DeapuéS,ae electúa una diacuzíón del teorema de P.Hatt en

ttea contexto6 dífietentez y ze presentan nuevoa resultados matemátícoa

obtenídoa a pattít del teorema.



La onganízaclón de La t/sís es como sigue;

En el capLtu/o I se estuctía la teondta de kepteaentacíonea datintaa

de subconjuntos y el teoxema ondígínal de exístencía de un CRD de P. Hall ;

después,utítízando ee concepto de bloque,ae da una nueva demosticaulén dee

teoxema de P. Hall y una geneAalizacián obtenida pon M. HaLt que incluye una

cota íníeníox avine te nómeno de CRD de un sistema línito de subconjuntos.

En et capítulo /I se de6ínen loa conceptos de cuadrado y xettánguio

/atino ; se dernuestna un teoxema que pe runíte cons.tudx un cuadrado latino

nxn a parittx de un xectánguto Latino de anden (n-x)xn y se muestta una ge-.

nenatízacíók que peroníte constnuí4 un cuadnculo latino nxn partiendo de un

xectdnguen latino hxc ; ademda,,se obtienen cotas ín6enLone4 y supe/Lío/tes

aobne el númeno de cuadxados eatínos nxn dístínto.s.

En el capítulo III se pxesentan algunas aplicaciones de loa cuadna-

doa Latinas en el Ulla:o de expehimentats :ta dístlibucián en cuadrado la-

ano,cuadnado Latino modílícado y cuadrado gxeco-tatíno .Se Incluye el

~Uta-té, de vaníanza pana dos expesírnentas agnícolaz .La inclusión de este

tema ea con el Sin de mosttax, cómo un publema que originalmente exa xe -

cheatívo,pudo convextime en un podenca° auxilia en terma de matemáticas

aptícadas,en este caso, de Estadistica Matemátíca y Diseño de Exige/u:mentos.

El capítulo ea más deschiptívo que toa &estantes y se omiten Las demóátha-

tiznes de loa métodos estadatícos .

En el capítula IV se retoma el problema original sobte /a existen -

cía de un CRD y se xeloionata en txes Lenguajes díztíntoa :el de combínato-

nía,e1 de gnalícaa y el de txansveruaters .Esto permite actualiza& el pro-

blema y obtener nuevoa xesuitados .

En te capítuto V se obtiene una apitcacíAn del teoxema de P.Hall al
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álgebra Línea/ ;4e dimuten de nuevo /oz teoneraz de P.Halt y M.ffalt en

tItmínoz de tkanzvetzatez,Lneluyendo una ap/íeaeL6n a phob/emaz de how-

híoz,y ze obtiene una conexión entice /a teonía de mataoíde4 y la teokia

de thanzvenza/ez .Se mumtha ademá4 un algoaltmo que geneka un CRD o

exhdoe k conjunto4 que vlotan la condícidn de exateneía de un CRD.

Con eztoz do4 últímoz eapítweoz,damoz una vízLón actualizada de loo

tema4 matemdtLeoz zukgídoz a pantín de/ teorema dé P.Hilt,aedondeando y

extendtenio el pxoblema otlyínal del cual zungit uta U&L4.
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CAPITULOI

REPRESENTACIONES DISTINTAS DE SUBCONJUNTOS

1.1	 TEOREMA DE P.HALL

Sea S cualquíex conjunto y

(1.1)	 C1 , C2 , "' , Cm	 '

cualquíex 424stema 41.A.i.to de zubconjuntoz de S 	 . Eistamoz íntentaado4 en

/a ezatencía de un Conjunto de Repit.ezentcuttea DLAtintats del 4í4tema Uní.-

to (1.1),e1 cual abnevíamats como un CRD ,entendhendo pon un CRD lo aí-

guLente:

DEFTNICION 1.1.1 . Un conjunto de RepAuentantess Dísti.n.toz dee. .6/4-

tema grato (1.1),e6 un conjunto de m elementos Mstínto4 del conjunto S

(1.2)

tal que	 c. c C.	 .
4.	 A_

Dínemo4 que eh xeptuenta a C.1 y eaeAihítemoa,cuando aea necesaAío,

R(CL ) . No ea necuanío que loa conjunto4 Ci crean ííníto4 o que <sean

dístintoz uno4 de °t'izó. Loa aubconjuntoa be díótínguen 4610 pon 4u4 índi-

cez.

EJEMPLO 1.1.1 . Conzídekeze el 4íguLente conjunto,

S = {1,2,3,4,5,6 1,

y el aíguAlente 44:Atema finto de zubconjuntoz del conjunto S :

C 1	{ 1,2 }

	

C 2
 =	 { 1,3 }
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C 3	{ 4,5 }

C4 = { 4,5 }

C 5 = { 5,6 } ;

un CRD pana el ziztema líníto (1.3) ez el zíguíente :

ci = 1 , c2 = 3 , e3 = 4 , c4 = 5 , cs = 6 .

OtAm ejemplo de un CRD pana et mamo zatema (1.3) ez :

(1.4)

= { 3,4,5 }

5 = { 3,4,5 }

ea impozíbie zetecetonaA un CRD pana el zatema (1.4),ya que no ea pozíbie

eacogek tAez nameAo4 da.tíntoz paAa loa hubeonjunto4 D 1 , D2 , D3 pueóto

que zu unión 4610 contiene doz ntimenoz datíntoz,que zon et 1 y el 2.

Campa: anda las multada& obtenídoz con loa Aístemaz (1.3) y (1.4) ,

noz pteguntamas :¿ bajo que condícionez un zíztema líníto de zubeonjuntas

Cc ,	 - 1,2, ... , m , de un conjunto S,palsee un CRD ?.

Ea abato que u: ex/Ate un CRD , entonce6 cuatqwíex zetección de k

de loa conjuntoz del zíztema Pinito contiene al mena k elementos díAtÁn-

(1.3)

6 7 = 2 , 62 = 3 , 6 3 = 5 , 44 = 4 , 6 5 = 6

Sí el zatema líníto de zubconjuntoz de	 S	 ez

D
I	

{ 1,2 }

D2 = { 1,2 }

D3 = { 1,2 }

toz del conjunto S,puez de. otea mancha zata ímpoAlble eneontAaA Aeptezen-

tanteó datíntoz paAa e604 k conjuntos.
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EJEMPLO 1.1.2. Una {dama cometcíai tiene un cietto m'anoto de em-

pteo4 vacantes de vanioa tipos y también un grupo de aoticitantea pana

llenantoa .Cada una de estas personas está capaeitada pana algunos -tuba-

joa de toa necesítadoa,y entonces ae plantea la síguíente pnegunta:	 Ea

posible azignan a rada pensara un puesto pana et cual esté capacitada ? .

Una lotMa de xesolven el problema ea /a aíguiente : Fotmax un sis-

tema de subconjuntos de zoliettantea agrupados según sus capaeidadea y to-

man un nepneaentante datínto de cada subconjunto pana asígnalo al empleo

pana el cual está capacitado.

Ea claro que no Liempne puede eapesanáe que ae tenga un trabajo	 a-

ptopíado pana rada zolícitante . Debe haber pon /o menos tantos empleas

como subconjuntos de aoliettantes tomemos . Puco imagínemoa que e/ conjun-

to S de solíeítar~ está íonmado pon tres aolieLtantes : dos catpintenoa

y uno que ea plometo y catpíntem,y que hay cuatAo empleos vacantes pata

estos tiza hombrees : uno en catpíntara y tiza en plome la . Sí 4onmamo4

un ¿sistema de Mea aubconjuntos de aotícitantes y tomamos un xepnesentante

dístinto de rada subconjunto pata asígnat a rada empten,entonces clatamen-

te uno de loa catpíntems, se quedará eín trabajo y dos puestos de plomexo

quedarán vacantes dado que alto .se pueden toman das nepntsentantes distin-

tos de loa tres subconjuntos.

En conctuaíón,aí det conjunto S de ¿solicitantes lotmamos m áubcon -

juntad de aotícitantes,entonces pana podet teso/ven nuestro problema de

asignación de empleas debe zatisíaceue /a siguiente condícíán :

Sí ¿e toma una aelecci6n de k subconjuntos de eottcítantes k = 1,2,

3,...,m , entonces debe naber al menos h solícítantes cLOstintoa y h. empleos

díatintoz pana Las coalea,en con junto,eatén capacitados.



9

En víata de La.a concluzLoneó de lats ejemplo4 1.1.1 y 1.1.2, puede

alítmatAse que una condíción necesatta pata La exíztencía de teptesentacío-

nes Sisar:Izó /2,6 la 4íguiente:

	

COMDICION C . Toda aeteceten de	 k	 (4 m) hubconjunto.6 diatintaa

de (1.1),contiene al mena k elementos da-Untos del conjunto S

Se pretende demasttat que aí el número de aubconjuntas eh &CA-U° ,

tata condícíón ea zulú- Lente pata /a exíatenc¿a de un CRD .

TEOREMA 1.1.1 . Pata que un	 CRD	 de (1.1) exiata,e4 bu tfíciente que

paica radfl k = 1,2, -.. , m,cuatquíex zeieccífin de k aubconjumtas del aja -

tema (1.1) contenga al mena k elementos díatintoz del conjunto S .

Antes de demoattat. el teorema ptobemoa el 4ígueiente lema.

LEMA 1.1.1 .St. (1.2) el. cualquLet. CRD de (1.1) y aí la íntetaeccíón

de todos	 CRD de (1.1) ea el conjunto

R	 { C	 C	 .	 C
1	 2 '	 • •	 '	 e	 '

donde e puede aert 0,i.e. R el conjunto vacto,entoncea /a uní6n de /tu e

conjuntas

C/ , C2 , 	 Ce

contiene exactamente e etementas,a zabet,/oa elementos de R.

Pot delpinícan,R ea a conjunto 6otmado pon todos Loa dementas del

conjuntoSqueapaxecencomotepmeófldealgúnC . entodo CRD de

Pata demaóttat el lema,comóídenemoó el conjunto R' &Amado pot to -

dos Loa elementos c del conjunto S que aatia6acen La aíguíente pnopLedad:

exiAtt una aucemión de zubíndice4

L,f, k ,	 ,	 17 ,1
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tal que e E C
1.

CC .	 .

c.
_f 

E C

•••

e/' e el

y ademán	 1..1 e

Plagien(' demozbuinema6 que todo elemento c de 12' pemienece a (1.2),

Sí no lucia aal,ntemplazando en (1.2)

c.c
'- j , ck	 4.41.	 , el

pon	 c eí	 Ci	 ••••	 el,

ntapect/vamente,tencisíamoz un nuevo CRV de. (1.1) que no contendAla a e
l'

y pon lo tanto c no peztene.ca/a a R,to que contnadalcc	 e

No habrá plitd-lda de genenatídad al suponemos que

El 2: { e1 ' e'2 '... , ew}

con lo e , pues a.L s... e R entonces cí. E R' . Ea decíic,tenemoz que R'	 R.

Tomemos ahora poni/quien e e C puma	 . El comespoktte

c. E R' y entonen exate una auctól.6n de índíce.6	 j , fa ,	 , 1 con

1: e tale6 que.

c. e C.

Ce . e
k

•••

e
l'	

C

y usto, junto con c e C./.	 demuestra que c. c R' y entonce,6 c4: e R' pa-

1La	 W .

De aquí ¿e concluye que C 1 V C2 V ... V Cw tizne exactamente w ele-

mento-6, que non loa de R' . atoa elementos deben te/nuca-tan a C1,C2,...,Cw
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en cuztquien CRD y entonces 12 R' . Pon. Lo tanto,

R=

e = w

R = C1t/C2V

Esta es la alinmación del lema . ///

La demosttacL6n del teoxema 1.1.1 se seguirá pon. inducción sobre m.

E/ caso m = 1 es trivial.

Supondremos ahona que cualquZen. selección de k conjuntos del. siste-

ma (1.1) contiene al menos h elementos distintos da conjunto S y también

que el teorema ea válido pana m-1 conjuntos . Podemos,pox lo tanto,apticax

el .teorema a los m-1 conjuntos

(1.5) C	 C	 C
1 '	 2 ' 	'	 m-1

que tienen al menos un CRD de ~do con el teorema. De agur( se sigue que

(1.1) tendh4 al menos un CRD pnobando únicamente que Cm no está contenido

en todo CRD de (1.5) •

Peno si- (sin penden genenalidad )

R*- =	 c	 c	 ( e > 0 )/ , 2 ,	 , ce

es La intenhección de todos los CRD de (1.5) y si Cm está contenido eh R*

entonces,pox el lema 1.1.1,Ia unión de los k - e + 1 conjuntos

C 1 '	 C2 '	 ' Ce ' Cm

contendrá sólo e etementos,que serán los elementos de R* . Esto es contna-

V.o a la hipótesis y pon lo tanto Cm no está contenido en R* ; y ast,m1 cm

es cuatquiex elemento de C m que no está contenido en R* ; existe un CRD de

(1.5) en e/ cual no apatece cm . Este CRD de (1.5),juhto con cm constituye

el deseado CRD de (1.1) • /1/
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1.2	 BLOQUES Y BLOQUES CRITICOS

DEFINICION 1.2.1 . Un btoquet 
z e4 un zÁztema Uníto de x zubcon-

juntos de (1.1) donde z ea el número de etementoa di/santas de eótos	 A

conjuntos .

SupondAemas que todo subconjunto	 de cualquíeA bloque 13114 con-,

tiene 4610 un nameAv 6íníto de etementoa y .también que la condíeíón C es

equivalente a la condición z A pata cuatquiet bloque 8x4 .

S.L. en un bloque	 z = x , decímoz que el bloque	 811,4 es un bloque

mateo. Pot convención,ze conzidetarL1 al bloque vacío B00 como un blo-,

que etAttico.

Delinitemoz también la unión e íntemeeetén de bloques . Supongamos

que A l ., A2 ,	, Am , Cm+ , 	 , CA son loa subconjuntos del bloque

8x4 y que Al , A2 ,	, Am , Dm47 ,	, Dt son los subconjuntos del

bloque Bt,v . Entonces delíníftws la intetzección Bx4(113 t, como el bloque

cuyos elementos son A l , A2 ,	, Am y la uníln ax25U B v COMO el blo-

que cuyas elementos son A 1 , A2 ,	, Am , Cm+1 ,	, CA , Dm+ , , . . „foto

L E M A . 1.2.1 . La unción Bk,kIJEi,1 
y la intefuseeztón ru

k,k /,/

de bloques efuttícoz,zon también bloques eAftícos .

DEMOSTRACION . Dados los bloques Míticos Bk,k , B11 
sea

Bk,kr)Bere = Bx,4 y 
Bkh1J811 = 8u ,V

Sí
	

son los subconjuntos ye-temer/taz

deB
X 4 , entonces .6),, n. En el bloque Bu tenemos queu=k+ 1 -Ay

V

a lo inda k + 1 - z elementos dístintos .Pon Lo tanto k + 1 - á ? v	 =

k+ 1 -xyentoncez á -t y v= u, de donde Bt,A yBu,v don bloques

waticoz. ///
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L E M A . 1.2.2 . Sí Bkk ea un bloque caltíco,la etímínací6n	 de

elementos del bloque citítico en conjuntos que no peAtenecen al bloque Cid-

tico deja vátída la condición C.

DEMOSTRACION . Sea	 4,4 epa/guíen. bloque. DemoztAaftemoz que zí

ea el bloque dezpuga de la etímínací6n,entoneez z' ?x. .

Sea Bk,k un bloque mítico tal que Bx,4 15,,a gu,v Y Ex,.6913k,k =
By,z . Sí A l , A2 ,	 , Am Cm+1 , 	, Cx zon loa aubconjunto4 de

811,4 y A l , A2 , 	, Am , Dm+1 , 	, Dk zon loa aubconjuntoa de

Bk,k entoneez lob aubconjunto4 de 13a,t; zon Al , A2 ,	 , Am y loa zub-

conjuntoz de By,z zon A l , A2 ,	 , Am , Cm4.1 ,	 ,C4 , Dm+- 1	 Dk.

Poa lo tanto,toz.zubconjuntoz del bloque elímlnado Wx4 , zon A / , A2 ,.

, Am , C 1 m4.1 , 	,	 C111.

Peno el bloque Cm+1 , 	, Cx de la unión By,z contarte z-k ele-

mento') que no pertenecen al bloque exttíco Bk, k . De aquí, que z' = v+z-k ,

ea decía, z' ea la zuma de loa elementos de la íntetzeceídn y loa elemen-

tos del bloque C 1 m4.1 , 	, C', 	 . Como y = x+k-u , z 	 , v u enton-

ces tenemoz que z' = v+z-k , u+y-k = n .y . pon lo tanto, .6' n y q.6.0

condícíón C, dezpuéS de la elimínacíán,zígue aíendo vdlída .11/

A contínuacíffn ze devid una demeataacíffn del teoaema 1.1.1 usando el

concepto de bloque y loa lemas demoztaadoa.

Demoztfuvtemaa el teorema asando .inducción aobae el llamean de con-

juntos m ,h,lendo vdtído • paaa m = 1 . Supondremos que en el zíztema (1.1)

ex.414t.e un bloque cattíco k k que no ea todo el zíz tema (1.1) ; cato 	 es,

1.s k m . Elímíruzndo loa elementos del bloque Bkk en loa zubeonjuntoz

xeztantez,el zíztema (1.1) queda &Amado por dos bloquea ajenoa,que aon el

bloque Bk,k y el bloque B'm_k,v • Pon el lema 1.2.2 ; la condición C
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sigue siendo v&t¿da y podemos suponen pon inducean que Sk1 y Bm-h,v
tienen roda uno un CRD y como son ajenoz,unZendoto4 lohman un CRD pana el

sistema (1.1) .

Supongamos ahora que en el sistema (1.1) no existen bloques cf.ti-

cos,excepto todo el sistema (1.1). Seleccionemos un elemento cuthWtattio de

cwatqwien conjunto como un neptesentInte y etimínémosto de los otros con-

juntos . En estas cliteuktótancizus,un bloque Bt4 con 11.4 m se convierte en

un bloque B l x4i en el run, 4' = s o' 4' = 4-1. Peno,pon supasiciók, 13445

no tiene bloqueó cALL..ízaé, y así	 4+1 , de donde s' h y pan lo tanto

la condición C sigue siendo válida paila los m-1 btoques,y de esta mancha

tenemos pon —inducción un CRD que junto con el. nepxesentante seleccionado

paha el primen conjunto lonma un CRD paha todo el sistema (1.1).///

El siguiente cono/gni° nos da un /imite in iSenion 4obte el nomen de

CRD dile/Lentes pana el sistema (1.1).

COROLARIO. 1.2.1. Sí el sistema (1.1) tiene un CRD y et menor de

los subconjuntos contienen elementos distintos entoncea rsi t m ,existen

al menos x(4-1) ... (n-m+1) CRD dile/Lentes y si < m , existen al menos

A/ CRD dilenentes .

•	 DEMOSTRACION . Supondremos que en (1.1) existe un subconjunto Ci en

el cual puede tomanse un elemento axbithahía como teptesentlItte pana un

CRD . Sí. (1.1) no contiene bloques extttcos podemos toman un kepnesentan-

te anbitncvtio de cuatquien conjunto y elimínalo sin víolax la condición C.

Peno si (1. 1) contiene bloques míticos, esto es cierto pesca un bloque ea í-

tico maimo;en este bloque un conjunto C l tiene la ptopiedad de que cual

quien. elemento puede elegase como keptesentante,y este kepneisentante pue-

de elegirse en a/ menos n bonetas . Eliminando el nepnuentante elegido



15

pana C 1 de loa zubconjuntoz C 2 ,	 , Cm obtenemos 104 conjuntos C2 ,

. , C; que poseen un CRD y en el cual el menoh de loa conjuntan contiene

al menas	 n-1 etementoz. Continuando en cata lonma tendremos al	 menoz

x(n-1)	 (n-m+11 eteccionez ti 	 y t/ si A < m . / 1/

En el teorema 1.1.1 ze demuutna que al el número de zubconjuntoz

ea 1454(to,la condición C ea zuáíciente pana la existencia de un CRD. Enae-

Balda ze dará una extensión del teorema 1.1.1 al cazo en que el número de

sabconj(Szubconjunt0 C. ,8. ea limito. Si el

sistema de subconjuntos ea ínlíníto y además contiene conjuntos

la condíclón-C no garantiza la existencia de un CRD. Pon ejemplo,conaídé -

tem el ziguiente sistema ín6bato de subconjuntos del conjunto S

C	 C

donde	 Co = { c i , c2 ,	 }	 Ci = { c411 }	 í = 1 , 2 ,	 ;

la. condición C es válida paAa este zíztema peno ningún nepAeáentante puede

zeteccionanze pana C o que no sea también un hepAezentante de algún Cl. Pon

lo tanta en el .teorema siguiente ez necezaxia la condición de que los con-

juntan sean &lnítos.

TEOREMA 1.2.1 . Sea S cualquier conjunto y

(2.1)	 C1 , C2	 ,

un zíztema ínflínito de zubconjuntoz línítoa de S . Sí el zíztema (2.1) za-

tizLace la condición C pana todo k 6inito,entoncez existe un CRD del zis -

tema (2.1).

DEMOSTRACION. La openación básica ama la etíminac-lán D de alertos

elementos en algunos conjuntos CL , de tal maneta que loa conjuntos elimi-

nados C cCi cumplan la condicLón C. EztabLeciendo una otdenación pahciat

sobre etiminacionez,e4cAibíhemoz D / 51D2 pana las etíminacíanes D 1	y D2,
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ml todo elemento eliminado pon D I ed también eliminado pon. D 2 . Estamoa ín-

tenezadoz en etímínacíonez que preservan la condíeíón C. Sí taz eiírnínatio

nez D 1 S;122 5; ... 5;12415 ... en cadena ascendente pnezenvan la condición C,

zea D la ~can que conzízte en etimínax un elemento b del conjunto S

todaalasaveceaquelateapflencual~.de la cadena. Mí/unamos

que D también ptezenva la condiciñn C. COMO x y a zon tímítoz,en cualquLet

bloque 84,4 4610 un número líníto de etímínacíonez en la cadena lo alertan

y entonces hay una última ettniinacián Dn que ID aleeta. Bajo ezta

eíán Dn 
, el bloque (B

n z	 z') 1 = B'	 zatiAlaceia condíeíón C, ya que pon

hipóteaía z'	 yloot lo tanto D preserva la condición C. Pon el lema de

Zonn,habx1 pana todas /az elímínacíonez que preservan la condícíón C un

elemento maximal. Demoztnaxemoz que bajo una eliminación maxímat que pte--

zenva la condición C todo conjunto eliminado Ct contiene un elemento único

y estos elementos &Aman un CRD pana el zíztema oxíginat (2.1).

Sí hay un elemento c i que no pertenezca a un bloque cAltíco,elimíné

mato de todo conjunto Cl que lo contenga. Pon este Upo de etímínacíón,un

bloque Bjt.4 ea ft , empin7ado pon Bk 4 , , donde a' = 4 al c l no ea un e-temen-

te de cualquíex conjunto de 134,4 y 4' = z-1 al c i es un elemento de algún

conjunto de 8111,4 . Como atamoz zuponíendb que z > n, tenemos que z'>zL1>x

y pon 10 tanto, la condición C vale después de una atm:nación de ente

Po •

Sí hay bloques ellítíco6 Bkk , aplicamoa el lema 1.2.2 eliminando

loa etementoz del bloque etttíco en conjuntos que no pertenezcan al bloque

B
k,k 

pana que la condición C liga ziendo válida. Pon el teorema 1.1.1, un

bloque QM.-tico Bu , zLendo Otíto,pozee un CRD cuando La condición C ez

válída,y dezpuéz de que estoz elementoa ion el minados de loa demás conjura
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loa, loa zubconjuntws kutanteá zatigacen /a condLel6n C. Pea lo tanto,pa-

Aa una ~ación maximal que zata Lace la condlelón C,.todo elemento está

en un bloque clittico y todo bloque @l ateo .tiene un demento ánLco en cada

conjunto. A&I,paAa una eliminación maxlma/ que pitelienva la condi:atén C ,to

do conjunto consta de un elemento awico y e¿to4 aemento4 loAman un CRD

pana. eC 41,6tema (2.1). ///
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CAPITULO II

CUADRADOS V RECTÁNGULOS LATINOS

2.1	 DEFINICIONES.

Como el punto ptincl.pal e4 e/ de demahttat la exihtencla de cuadta-

doh latinos a pantit de xectánguto4 latinas,delínitemo4 /04 conceptos de

cuadtado4 y tectangulo4 Latinos.

DEFINICION.2.1.1 . Un -cuadtad Latino nxn e4 un atuteglo de n híte-

ta4 y n columnas de loa entetah 1,2,. --.. , n , de tal maneta que níngan en

tolo aparece más de una. vez en rada haelta y en cada columna.

EJEMPLOS:

cuadtado Latino 3x3	 cuadAtudo Latino 5x5

1 2 3 1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

2 3 1 5 1 2 3 4
4 5 / 2 3

3 .1 2 3 4 5 1 2

DEFINICION. 2.1.2. Un /Lec-tanga/o latino hxc basado en loa ehteAca

1,2, ... ,n, eh un athegio de h haetaz y c columnas loAmadaa con loa ente

Aoa 1,2, ... ,n, de tal maneta que loa enteros en cada hilexa y cada colum

na son dífienente4.

EJEMPLOS:

xectangulo Latino 4x3	 xectangulo /atino 3x5"
4 5 1 1 2 3 4 5
1
3

2
4

3
5 3 4 5 1 2

2 3 4 2 3 4 5 1
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1 2 3	 ... n
2 3 4	 ... 1
3 4 5	 ... 2
• • •

• • •

n 1 2	 ... n-1

2.2	 TEOREMAS DE EXISTENCIA DE CUADRADOS LATINOS

TEOREMA 2.2.1. Pata rada n,exate al menos un cuadtado latín° nxn.

DEMOSTRACION. Sea el cuadAado latín°

TEOREMA 2:2.2. Dado un rectángulo latín° de n-t ;tamal. y n co/um-

naz tal que cada uno de /044 ndmexo4 1,7, ... , n aparece una vez en rada

hilexa y en cada columnay entoncea existen x hiteicaz que puoden áet agtega-

daz al xecangulo dado paha lokmax un cuackado latino nxn.

~SUACION.Pataptobatettemema,tomamozpotC.,L=1,2,...,n ,

/ah zubconjunto4 lonmadb4 pot toa ndmenoz 1,2,...,n ,que no aparecen en la

h-ésíma columna del tectanguto dado. Exaten n conjuntos C. , rada uno con

.tienen nametoz y ' rada námeko aparece 4o/amente n. veces en .todos loa C?.

Además exlaten n-x nametoz en la L-14,íma columna y cada númerto aparece en

columnas.

Demoathakemo4 que e4toá áubconjuntoz CC 4atafiacen 104 xequetimLen-

toá del teoxema 1.1.1 ( la necuídad de atea tequetimLentoz es evídente).

Coatquíez 4e/eccí6n de k de eáto4 zubconfuntoá contad/1.1 kit mímeme

y al menos k de ésos pueden ¿ex data-toa puesto que cada número uta( con

.tenido en 4610 /t conjunto4.Pot conáíguiente /04 tequetínulento4 del teoAema

1.1.1 eátan aatíz iSechods y loa teptezentanteá datíntoá

c1 ' e2 ' "	 en
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pueden eacogeue pana todos los conjuntos CL zímuttaneamente . Pon delíni-

cíen de los conjuntos Cv ezto4 n teptezentanteá díltíntoz cí,

pueden uzatáe pata loxmat una ((n-x)+1) híteta de/ xectInguio dado pnodu-

c/endo un tectdnguio Latino ((n-t)+1)xn . Repitiendo eáte procedimiento

veces,encontnanemos x hítenaz que agnegada4 al nectánguin dado 6onmandn un

cuadrado Latino nxn .///

EL 4- guíente .teorema nos petrníte conocen de cuántas lolunah puede a-

gnegatze una hilena a un xectdnguto Latino pata áotmat un cuadrado Latino.

TEOREMA 2.2.3. EL número de bonetas en que una híteta puede agtegat-

ze a un xectángulo Batín (n-x)xn pata lotmat un xectangu/o /atíno(n-t+1)xn

e4 al menos nj .

DEMOSTRAC1ON. Se ha víáto en e/ .teorema 2.2.1 que cada conjunto C.

contiene x nalenos; aplícando el conolanío 1.2.1 a estos n conjuntoe C. en

loa cuata. x < n , temí/temas que exizten a.0 menos	 CRD que pueden agite-

gana al nectdhgulo Latín dado pata lotmat un xectangulo latino(n-n+1)xn.

A continuación ze dará una genenalización del temema 2.2.2 .

TEOREMA 2.2.4. Sea R un xectángu/o hxc basado en /pm enterará 1,2,..

.,n y N(í) et rimen de veces que el enteto aparece en xectángu/o R .

Una condícíón necesatía y áulíctente pata que R pueda extenderse a un cua-

dtado Latino nxn ea que pata cada í=1,2,...,n , N(í) 3 h + c n .

DEMOSTRACION. La necuídad de la condícíón es Idea de ven. Denote-

mos pan Hí , í=1,2,...,h , e/ conjunto de c entetoá que pettenecen a la 1.-

ésíma hilena del tectangulo R. Ademas denotemos pon Cí í=1,2 	 h , et

conjunto de 104 k=n-c entemá entre 1,2,...,n , que no aparecen en Hí. Sea

M(í) e/ número de veces que et entero apatece en las conjuntoá C 1 , C 2 ,

, Ch .
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Sí R puede extenderse a un cuadrado latíno,entonces loé ente/coz 	 í

no pueden apatecen. en /as conjuntos C 1 , C2 ,	 , Ch 1114 que k-n-c veces

Pon lo tanto,

MIL)	 n-c .

Pera	 N(í) + M(í) = h ,

de donde	 M(L) = h - N(í)

y Caí tenemos	 h - N(L) n - e ,

y en conclusión	 h + c - n .

Pon lo t'antoja necesidad quoda satisgecka.

PahaWbwaloaloahconfuntoaC.,í=1,2,..:.,

h , donde pata cada Á. /as conjuntos C. consisten de aquellas elementos que

no están incluidas en la íresima hilera del rectángulo dado. Cada uno de

estas conjuntas contiene n-e etementoa,nulentizaz que en el nectánguLa hxn

rada elemento t. aparece N(í) + M(í) = h veces

Pon hipótesis N(41) h + c - n, cuí que cada elemento aparece

M(L) S n - c veces entice /as conjuntos C 1 , C2 ,	 , Ch . Estos conjun-

tas Ct. satislacen Las condiciones del. teorema 1.1.1,e4 decín,cualquien. ee-

~cíen de 104 conjuntos Cc contendrán k(n-c) etementos,de loé cuates al

menas k de elepé serán datintoa y pon lo tanto podemoa escoges. un CRD pa-

na todos 104 conjuntas Ct simuttaneamente. Estos elementos e l , c2 ,	 ,

ch del CR) de /os conjuntos CL pueden agregarse como una columna al rec-

tángula •ado pata lotmat una (c+1) co/umna del tectIngulo y &coma& un rec-

tángulo latían hx(c+1). Repitiendo este ptocedimiento n-c vecea,obtendte-

mea un tectángUto /atino hxn y con este puede consttuitse un cuadrado latí

no nxn según el teorema 2.2.2 .11/



22

2.3	 ENUMERACION DE CUADRADOS LATINOS

Como consecuencia de loa teatemad antexioxed de tiene el diguiente

teorema que nos da una cota iníeniox del número de cuadtadadod /atinad.

TEOREMA 2.3.1 . Existen al mena nJ(n-1)/ ... 2/ 1/ cuadrados /ati-

nad diluente&

DEMOSTRACION. Pon los teoremas anteriores se puede condtxuit un cua

dando .latino nxn , y las n haetaz de este cuadrado pueden dex colorada~

en n/, (n-1)/,	 ,	 &Amas. Pon lo .tanto existen al menos 1/(n-1)/.

..2/1/ cuadnadas /atinad di lSexented. ///

Un cuadrada latino &educa° es el que tiene la pitímena hiteta y la

ptimeta columna en orden natutd. Dado un cuadrado latino,teducido o no,es

posible barman nl(n-1)/ cuadnados latinos permutando ¡ah columnaS en

lotma4 y Las. ultimah (n-1) haetah en (n-1)/ 6ofinah. Pon in tanta, 4Z Lit es

el nameto de cazdtadoz latínoh de anden n y R
n
	 el ¡Seto de cuadrados

latinas xeducidod,entonced

L = n/ (n-1)/ Rn	 . n •

Pon el teotem 2.3.1 , dabemos que

Ln 	 n/ (n-1)/	 ...	 1/ ,

así que R
n
 > (n-2)/ ...	 2/	 1/ = b

n .-	 •	 .	 . 

Podemos dan una cota hupetiox pata R•	 1	 n

L E MA 2.3.1.	 Rn ".
<	 (n-1 ) 41 bn

i=1
DEMOSTRACION. Puesto que la ptimena híleta y La ion/mena columna don

1,2,	 , n , pata la degunda h¿leta de data/da el 2, dando (n-1)/ per--

mutaciones podibies. Ptocedtiendo pon hileras y eliminando /0.6 dementad u-

sadas pon catumna,en la i-éSima hay .1.-1 elementos que no pueden usa/de
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en /a plameka columna y en genetal,hay elementos, que no pueden uzanze en

1a6 columnaz 2,3, ... , ti ; ademd4,1o4	 etementoz xeztantez demoulz de

colocan la.4 pkímenaz columna6 ze pueden permutan de(n-i)/ manehaz,azí que

R
n	

(n-1)/(n-2)(n-2)/(n-3)2(n-3)/ 	 (n_L)41-1(n-41/	 2n732/./n-27/ =

(n-2)/(n-3)/ ... 1/	 .	 ///
.c-

El problema de determínat Rn pekmanece abLetto y 4610 ze conoce un

un valor exacto paut n 4 9 , zegán la zíguLente tabla

n R
n

Facto/A:me-Len pkíma

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 4 2 2

5 56 2
3 .7

6 9 408 2
6-3.7 2

7 16 942 080 10 .3.5-11032

8 535 281 401 856 2 17 .3-1	 361	 291

9 377 597 570 964 258 816 2 21 .3 2 .5	 231 . 3 824 477
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CAPITULO III

DISTRIBUCIONES EN CUADRADO LATINO

3.1	 INTRODUCCION.

Una de taz pníncipatez aptícacíonez de .boa cuadnadoz latLnoa ea en

e/ dízeño de expenímentoz agtícotaz e índuztníatez.Sín Ronald Fízhen,pxole

son de génetíca en la Unívenzídad de Cambtagé y una autotídad en eztada-

tíca,lue e/ ptímeno en ponen de mangLezto la utílídad de taz euadnadaz la

tínoz en taz ínveztígacíonez agtícoseaz Pon ejemplo,4.1 ze deseara teatízan

un expenimento de campo en eb que ae desea conocen cuales san toa e6ectoz

de cinco ptoductoz quatenz sobre un de-te/minado cattívo,una de taz dífií-

cultadez cL&Lcaa de ezte tipo de expetalentoz ea que, en genexatrta lett&

«dad de dívetzaz poncionez de un .wizmo terreno vatía de íonma muy ínnegu-
.

int. En estos eaaoa,una lotma de plantean el experimento pana podet enza-

yan zÁmuttaneamente Loa cinco ptoductoz químticoz y ettmínan. taz sesgos de-

bidos a -taz dgenencíaz en lent¿t¿dad,ez el zíguíente:Se divide el campo

en panceta& que sean taz cazíttaz de un cuadrado latino cinco pon cinco y

se aplican toa tnatamLentas según un Pandnado Latín() escogido ab azar. Vea

pub,un zenctelo andtíziA estad tico elímínaná 106 ácsgoz debídoz a taz

vaníacíonez de Len ti-Uclad del terreno.

Supongamos que en este expenímento tenemos cinco cultivoz en lugar

de uno: ¿Cómo podtemoz teatizalo pana toman en conzidenacíón esta nueva

vatíable?. Las oteas vatLablez aun la lentitidad de faA Wenais,ta
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tildad de izó columnas y el Upo de thatamtento. La so/ación consiste en u-

tiliza/T. un cuadrado gxeco-latino; inds le,tuza lethas ghiegas índícan dónde

deben aplicahae tos pu/duetos químícos,y taz lethaA latinas loa catttvos.

El empleo de toz • cuadxados Latinos no se xeduce al diseño de expeki

mentos agnícotas; puede sex aplicado también en bíología,medícina,zociola-

gía y en othas haniass de La cienUa. La "pahcela" no tizne poh qué sex una

poxeíbn de texxeno.Puede sex una vaca, una hoja,una jaula de cobayas o un

pac.tente.

En !AA seccLones síguLentes se mostiumin loa dLseños más usuates en

cuadxados Latinos.

3.2	 DISTRIBUCION EN CUADRADO LATINO

El diseño de cuadhado Latino ae usa Ixecuentemente en expexímenta-

e-tones aya:cotas e adustxía.tes. A causa de taz economas posíbtes debídaa

a_-tamaños xeduetdos de mueótAas,e/ diseño en cuadhado Latín llene mayok

atxacc,tón paxa loa inveAttgadoxes en todas los campas. En pahtículan. et

genieho ha usado pxottlícamente el dimito en cuadhado latino.

Uta día-tu:lucían es muy elíctu cuando et nameho de theztamientoa

td entice 4 y 10. Se conoce la vara-labilidad en dos sentidas pehpendicutahea

poh lo cual ea muy deseable hoducfh o contholah el eáecto de dicha va4Lab-t

tídad pana díamínaít el valah dee ehhoh expetimentat. Pan atta paxte,tiene

la desventaja de que es nígído en et númeto de tepeacipnes y en agkupah

loa thatamlentaa en hachas y columna en tai boneta que no se repita saín-

gan thatamíento en hilen nL en columna; ademda se reducen toa gnadaa de

..líbel&tad paha el e/1)10x expehimentai. Paha apxovechaA Las ventajas de esta

distnibuct6n,es .indispensable lo siyuLente;

a) Dívída el tate o luyan de la expexíencia en un númerao de unidades expe
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!,:menta-tu ígual al cuadrado del número de tkatamLentoz.

b) El flan:yr° de xepetielone,6 debe ¿eh igual al nameto de tkatamLentaó.

e) Forman hítuum y eztumna6 de cuidada expetimentate4 íguaieó al nameto

de xepetieíone4 y turtamientoz.

d) Díztkamix 104 tuztamLentos en tat Sorma que ningún tkatamíento te kepí

la en haeta ni. en columna.

Pana .logran lo ante/LC."4e ameglan 10.4 titatamLentaz haciendo pekmu

tacioneds honizontales y veittizateó.

Supongamos que hay 1 tAataniento4 :

í) Pekmutqei.one4 holtizontates,

ABCDEFG

G A B C D E

F G A B C

EFG A B C D

D E F G A B

C D F G A B C

S C D E F G A

U) Puunutaciones vektLeatea,

AG F ED C8

EA G FE D C

CBAGFE

DCBAG FE

EDCBA GF

FEDCBAG

GFEDCB A
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-e) SoAteat taz hile/taz y en el cuadrada azi obtenido,zoAtea4 laz columna

Esto tiene como línalídad hace& una diztAibución de toa tAatamientoz maíz

~llama en el campo y evitaA que,AS,CD,DE,etc.,ezten Juma 46/Atematíca-

mente.

EJEMPLO : Libando el ouadAado baze de az peAmatileane4 honízontate6

1ASCDEFG

2 G A B C D E F

3FGABCDE

4EFGABCD

5DEF G A B C

6 C DEFGAB

7 S C, D E F G

mediante esa/quia metodo de zoAtto,zupongamoz que el zoAteo de taz hl-tenaz

numeradas del 1 al 7 quedara de la maneha 4íguLente:

1 2 3 4 5 6 7

4 E F G A 8 C

2 GABCD E F

6CDEFGAS

1ABCDEFG

7SCDEFGA

A B C D

5DEFGA8 C

numerando /a6 columnas del 1 al 7 en eáte cuadrado , áe zoAtean

taz columna , laz cuales quedarán como en el cuadro 4íguiente t
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G
43

F
44

D
45

8
46

E
47

C
48

A
49

C
42

8
41

G
40

E
39

A
38

F
37

D
36

F E C A 9 B G
29 30 31 32 33 34 35

E D 8 G C A F
28 27 26 25 24 23 22

D C A F 8 G E
15 16 17 18 19 20 21

A G E C F D 13
14 13 12 11 10 9 8

E A F D G E C
1 2 3 4 5 6 7

Las lama nepneaentan loa tnataluentoa,y loa nametoz,e1 nalleno de

la unLdad expenÁmental. ate aenía el cuadrado 6ínal pata la didatnibucíón

del cuadnado latín° 7x7; laa unídadea expeAímentateA numexadaA aLguen un

41.4tema que flacílíta .su manejo.

La datnaucíón en cuadrado &Uno ea ata pata "atizan expetímen-

Loa de campo donde ze experimentan fientilizantea,henbíci.daa e ín8ectícídaa

o ae conoce la díteccíón de la vatíacídn en doa aentLdoa petpendícutata.

Habíendo ¿señalado £4a ventajaa y límítacionea del dimito en cuadna-

do latíno,condenaanemo4 loa cd/cu/oz covteapondtentea pana un andli.4íz de

vatíanza.

Pana keatízat e/ andlíaís,u4atemoé la aíguíente nomenclatura:

a = ttatamLentos	 ; í	 1,2, ... ,n

n = a = itepeticLone4	 ; j = 1,2, ... ,n

k =	 1,2, ... ,n 'lactas

1 =	 1,2, ... ,n caumna's.
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Forma usual de la 4uma de euadnado.s.

M	 Faeton de eonneccífin
xx	 	

X
2

a
2

EX
2

Suma total de cuadnado4

E X.. - M
íj	 xx

H
xx	

Suma de euadnado4 pon hitena

E X
2

M
XX

C
XX	

Suma de euadnadoá pon eaumna

E X 2/ 
n	 M xx

T
xx 

=	 Suma de cuadutdoz pon ttatamíento

E X.í 
n	

M
XX

E xx 
=	 Suma de euadnado4 de e/cut expenimental

=EX
2
 — (H

xx 
+C

xx +Txx )

Donde X	 X1
 , X. neptuentan Qo4 totate4 pon hítena,eolumna filia

tamlento.

El andli.616 de van onza gene/la/izado pana un diseño de cuadtado la-

tino nxn con una obásenuacídn pon unídad expenímenta/ ea e/ aLguíente:

tabla 3.2.1

Fuente de
vaníaeíón

Gnado4 de
libettad

Suma de
cuadtado6

Cuadrando
medio

Relación
F

Medía 1 MXx M —
Reng/oneá n-1 H

Xx
H ...

Caumnaz n-1 C
XX

C ...

Tnatamíentoz n-1 T
XX

T T/E

Extot expenímenta/ (n-1)(4-2) E
XX

E ...

TOTAL n2
E X

2
... ...
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3.3	 INTERPRETACION DE RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA UNA DISTRIBU-
CION EN CUADRADO LATINO

En un expenímento ze eatudíaton aíete vattedadefs de maíz.

HZbn.Ldo H-412

HíbAído Favoidta

Síntétíco Precoz, blanco

Síntétíco NLVS-1, blanco

e) Síntétíco Calmen, blanco

1) Sintético Carmen, amaino

g) SíntétLea Carmen, aman-ab P. L.

La -di4tAibucifin de fati va4iedade4.y la )0/Lotee-CM de grano ¿seco, en ki-

/04 pon patada, fiad la aígui.ente:
	

Total de

Illivtas X

Total
de

F

12.0

E

10.6

D

10.6

C

9.3

E

11.0

A

9.0

G

11.2 73.7

E E G F A D C

8.7 8.6 8.3 9.6 7.5 9.0 8.2 59.9

G C E D F 8 A

9.3 7.9 7.9 8.2 8.6 9.9 10.1 61.9
‘

C F A G 8 E D

7.0 7.9 8.0 8.1 9.1 10.8 12.7 63.6

D G 8 A C F E
8.6 9.9 8.8 8.1 8.9 10.7 10.0 65.0

A D F E G C 8

7.7 7.1 6.6 6.6 7.3 7.5 8.7 51.5

E A C E D G F

6.3 6.6 7.8 8.2 7.1 8.6 7.3 51.9

59.6 58.6 58.0 58.1 59.5 65.5 68.2 427.5

columna, X
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Pnoduccak de grano seco pot vaniedad y tepetícíán

X = 427.5

A E C D E F

9.0 10.6 9.3 10.6 11.0 12.0 11.2

7.5 8.7 8.2 9.0 8.6 9.6 8.3

10.1 9.9 7.9 8.2 7.9 8.6 9.3

8.0 9.1 7.0 12.7 10.8 7.9 8.1

8.1 8.8 8.9 8.6 10.0 10.7 9.9

7.7 8.7 7.5 7.1 6.6 6.6 7.3

6.6 8.2 7.8 7.1 6.3 7.3 8.6

57.0 64.0 .56.6 63.3 31.2 62.7 62.7 total pon.
vatíedad

a= 7
	

;	 = 1,2,...,7 vatíedades

n = a = 7 ; j = 1,2,...,7 nepetícLOnea

- 1,2,...,7 híletas

1 = 1,2,...,7 columnas.

Hay an = a
2 

= 49 uníciadea expenímenta/e4.

La vatiacífin total observada 'se compone de la vatíacíén entne

taarta vatíacíán entte columnas,la vatíaelón entte vatZedades y la varan-

ción debída al ettot. expetímenta/.

Forma usual del cálculo de la suma de cuadrados ( S.C. ).

1. M	 X
2

(427.5)2 
xx -	 - 3729.72

	

a
2 	 49

2.E)C2=EXI.L11
xx =
	 (9.0 + ... +6.6

2+7.3 2
) - Mxx

= 3831.89 - 3729.72=102.17

E X2

xx	 n	 "xx -	 •
k	 73 7

2
+	 . 	 +51.9 2

H	 -	 •	
3729.72 = 51.30

' 

E X2

xx

	

/	 59 6
2 
+	 +68.2

2

C	 - 	
nxx	 1	

3729.72 = 14.20



32

2E
 57. 0 2+ 	 +62 . 7 25. V

XX =
	

X.	

xx	 7	 3792.72 = 7.92

6. Exx = E X
2 
— (HXX CXX

+V
XX )=102.17 — (51.30+14.20+7.92)=28.75

E/ andlízi.6 de vatíanza y la-a pnueba6 de F quedanían como .6e, muts-

tna en la tabla LLguLente.

TABLA 3.3.1

Caa4a4 de
vatíaciAn

G . L . S.	 C
'

Cuadnado
medio

F F05 FOI

&tenaz a - 1 - 6 51.30

Columnas a -1 = 6 14.20

VanLedadeá, a - 1 = 6 1.92 1.320 N.S. 1.38 2.42 3.47

Ekkox (a-1)(a-2)=30 28.75 0.958

Total a' - 1 =48 102.11

Loa gxadoz de Wien-tad (G. L.) pana el QAAD![ expenímentat ze obae-

nen pon dílenencía,zemejante a la obtención de la S.C. o mediante 2a Im-

mo-Ea (a-1)(a-2).

G. L	 -(G.L. +G. L. +G.L )
tthoft	 totai	 H	 C 

L.

=48-(6+6+6)=30

G.L	
o& 

=(a
2
 -1) ---3(a-4)=(a-1)(a-2)

Ott

G.LInnox=(7-4)(7-2)=30

La prueba de F en et anlEíaí6 de vaníanza índíca que no hay dílmen

cía 6.igníIízatíva ente las pnodoccione6 de 'Cm 6Lete vatiedadez,e6 decik,

	

F	
1.320

0.958

= 1.38 < F
05 (6,30)

= 2.42.
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3.4	 DISTRIBUCION EN CUADRADO LATINO MODIFICADO

Eata díztlíbución ea atí1 visando ze .tiene un número de 20 a 30 tuí-

tamíentaa y el número de nepetícíonea ea cuatro o aeíA o el mimen° de tna-

tamíentoz ea un mdttípto del de nepetícíonea. Tizne /a ventaja de apxovt-

chat la elícíenc,ia de la díatníbucíón en bloque y la del cuadrado latino.

El método conaízte en dívídín el número de ttatamientaa en ynupoz

de tnatconientoz íguat al nameno de tepeticíonea. El número de tnatamtentoz

pon grupo ea el cociente de dívídik el número de thatamtentoz entne el na-

mem de xepeticionea.

Pon ejemplo,ai ze tienen 20 ttatamíentoz con cinco nepetícíonea,ze

fiokmaxa un cuadrado latino 5x5,ea decín,5- gtupoa pon 5 xepttícíonea:cada

grupo tendrá 20/5 = 4 thatamantoa. Se hure la díatnaucídn del ruaditado

latino 5x5 y ze aontean loa 4 tnatamíentoa en cada grupo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18	 19 20

01
G
2

G
3

G
4

G
5

La díztníbucíón de loa yutpoa en cuadrado latino y de /az tnatamLen

toa en vado grupo quedará como en-ta Itiguna 3.4.1.

La dtstníbuttán ea tal, que no ze nepíten /os ttatamíentoa,ní en áí-

/a nL en columna. Se atilizaidan 100 unídadea expenímentalez,numenadaa del

1 al 100 ; en la 6iguita zeíndícan loa nameitaa de las 20 unídadea expetímen

.tales de /a pnímena nepttiltíón.

El Azgíatm de toa tnatamíentoa,nepttítíonez y de las unidades expe

nímentalea ea aimLeaft al deacnito pana el dízeño de cuadrado Latino.

Loa calculoa conneapondíentez pana un anal-Caía de vanianza pana ta-

te di dio son loa zígwientea:
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a = tnatamíentas ; 	 = 1,2,...,n.

n = nepetícíone4 ; j =

n = kítenaz	 ;	 k = 1,2,...,n. n = columnas ; 1 = 1,2,...,n.

M	 FaeloA de contecelán
xx

X 
an

EX2 	 Suma total de cuadrados

EX? . — m
xx

H
XX 

=	 Suma de cuatí/radas pon hitena

EX2

a	  MXX

C
XX 

=	 Suma de wad/Ladea pon columna

EX21	 	
M

a	 XX

=	 Suma de entabladas pon tnatamíentoTxx
EX2.
	  M

E
XX 

=	 Suma de euadftados de voto. expeitimentat

=	 EX2— Hxx+Cxx+Txx )

EL andil414 de va Lanza pana una diztnaueLón en cuadrado latín mo

dítSLead0 ea el'alguiente:
tabla 3 4 2

Fuente de
variación

Grados de
liben-tad

Suma de
cuadrados

Cuadrado
medio

Retacíón
F

Medía

Renglones

Columnas

Tnatcunientoz

Exilo& expenímenta/

1

n-1

n-/

a-1

Dilenencia

M
XX

H
XX

CXX
T
XX

E
XX

M

H

C

T

E

...

...

...

T/E

...

Total CA Ve ". ...
Loa grados de Lily/tad del erran expenímentai 6e ea/catan medíante

la dlleteneía; G. LE	
G. Sota/— 

(G.L.m+G.L.H+G.L.c+G.L.T).
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TV

III

II

TABLA 3.4.1 . 1Jiaticibucíón en cuadrando Latino modígeadp 5x5

ndmexo de	 u arríente

13 16

G4

15 14 3

6 1

1 2 4 9 10

G3

12 11 20

G

18

5

17 19 8 5 6 1

5	 8 7 6 20 17

5

19 18 3 4

G 1

1 2 16 15

4

13 14 12

G
3

9 11 10

18 20

i

G
5

' 17 19 1 5

2

8 6 14 13

G
4

15 16 10 9 8 7 4 3 2 1

11 9

G 3

12 10 16 15

4

13 14 8 6

2

5 1 3 1

1

2	 4 20 19

G5

,	 17 18

3	 2

ó•1

1	 4 9	 11

G
3

 
8 10 19 11

95

20	 18
i

5

G2

7	 6	 8 15

94

14	 113 16

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9 10	 11	 12	 13 14	 15	 16	 17	 18	 19	 20

m'almena de La unidad expehímentat
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3.5	 INTERPRETACION DE RESULTADOS PARA UNA D1STRICUCION EN CUADRADO

LATINO MODIFICADO.

En un experimento zse utudíaxón 16 vaxLedade6 de maíz blanco, que

zon taz que ze mueatAan en la tabla 3.5.1 .

La datuf..bue/t5n de la6 16 vaxledades y te xendimLento de mazokca

en hílo.6 par panceta írt l ( mime/toa ínflexíoxe4 ), luí el que ¿e muutita en

la tabla 3.5.2 . ( pag. 36 )

TABLA 3.5.1

Número Nombre Nameko Nomine

.1 Asytow H-511W 9 Coah. T 9

2 N.	 L. T65 10 Apodaca 1

3 N.	 L. T66 11 Apodaca 2

4 N.	 L. T67 12 Guetíto

5 N.	 L. T68 13 Calmen

6 N.	 L. Ti! 14 N.L.	 VS-I

7 N.	 L. T72 15 U.L.	 VS-1

8 Coah,. T5 16 H-412

Tabla 3.5.3 . Rendímiento de mazorca , peso ¿eco en kg/paxceta ,

de 16 vaxíedade4 de maíz zembnada4 en Apodaca , N. L. , en la pamavexa

de 1964 , con díztxibucíón en cuadrado latino modílícado. Dato¿ de la ta-

bla número 3.5.2.

tl

re

e



TABLA 3.5.2

Xh

+16

++2.7

14

2.6

15

3.5

13

2.8

2

2.4

3

2.4

1

4.1

4

2.5

12

2.9

11

3.9

9

2.8

10

2.0

5

2.1

8

3.0

7

1.9

6

2.7
44.4

12 9 10 11 14 15 13 16 8 7 5 6 3 4 1 2
45.8

3.2 2.7 2.2 2.2 3.4 3.9 2.6 2.9 2.7 2.6 2.8 2.6 2.3 3.0 3.5 3.2

7 6 5 8 9 11 10 12 4 2 3 1 15 14 13 16
44.8

2.4 1.7 2.6 3.6 2.8 3.4 3.2 2.2 2.5 2.9 2.7 3.4 2.9 2.6 2.7 3.2

3 4 1 2 5 8 6 7 16 15 14 13 9 11 12 10
46.9

2.6 2.8 3.3 2.6 3.1 3.0 2.9 2.5 2.9 3.9 3.0 2.9 3.0 3.1 2.7 2.6

x i 43.6 47.3 46.5 44.5 181.9

x..

+ vaxiedad

II

III

IV

++ tendlniento
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TABLA 3.5.1

Gkupo
Ntimeno

de
vaniedad

Mimen° de
la

vaxLedad

Repetía/mea

X. X
Pateen-

altivoI II III IV

1 Aagnow 511L0 4.1 3.5 3.4 3.3 14.3 3.58 130

G
1

2 N.L. T65 2.4 3.2 2.9 2.6 11.1 2.78 101

3 N.L. T66 2.4 2.3 2.7 2.6 10.0 2.50 91
4 N.L. T67 2.5 3.0 2.5 2.8 10.8 2.10 98

5 N.L. T68 2.1 2.8 2.6 3.1 10.6 2.65 96
G 2 6 N.L.	 111 2.7 2.6 1.7 2.9 9.9 2.48 90

7 N.L.	 172 1.9 2.6 2.4 2.5 9.4 2.35 85

8 Coah.	 75 3.0 2.7 3.6 3.0 12.3 3.08 112

9 Coah. 79 2.8 2.7 2.8 3.0 11.3 2.83 103

G3
10 Apodaca1 2.0 2.2 3.2 2.6 10.0 2.50 91

11 Apodaca2 3.9 2.2 3.4 3.1 12.6 3.15 115
12 Gueníto 2.9 3.2 2.2 2.7 11.0 2.75 100

13 Carmen
(teatígo) 2.8 2.6 2.7 2.9 11.0 2.75 100

14 N.L.VS-2 2.6 3.4 2.6 3.0 11.6 2.90 105
G4 15 N.L.VS-1 3.6 3.9 2.9 3.9 14.3 3.58 130

16 H-412 2.7 2.7 3.2 2.9 11.7 2.93 107

Suma pon nepetícíón 44.4 45.8 44.8 46.9 181.9 2.84

x..

Como ze muestra. en /a díztnibuc•6n,a/ lonmat 1o4 gtupoz G 1 ,G2 , G3

G4 ,np ze xepíte una variedad en lita ní en co/umna,pon lo cual 'se puede

eliminan La vaníacíón pana dichaz catosaz.

En /a tabla antenion,/a co/amna de porcentaje &elativo ae obtiene

mediante /a aLguiente Az/me/6n:

Poncentaje relativo producción de van/edad x 100 - producción del teaticio Carmen
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Se tomo a la vartiedad Caiunen como teztígo pon ¿ex una de .Caz mejo-

frez vax¿edadez det nomezte de México pata ztembtaz en timas bajaz;N.L.

VS-1 y N.L.VS-2 tiznen como pnogen¿toAez a amen y luehon obtenaltA en

tkeZ cícloz de zelección maza! metodo modillícado.

Tomando como ejemplo la ptoduceión de la phímeta vahledad Azgítow H

-511W , ze obtuvo

Potcentaje ketatívo 3.51 . 15 100  _ 130%

E4 decít,H-511 produjo	 30% mdz que Carmen.

Pata detetmínat 41_ la ptodurción de cada vaxíedad ea zisnígeatíva-

mente datinta,ez neceba/cLo eztudiat la va/u:ación y hace& taz compaitae-to-

nez eextezpondLentez.

Como no ze itepíte en 6tta ni. en columna ntnguna vax¿edad,ze puede

entinar la vatíacíón.La ~ación total tiene .boa zíguLentez eomponentez:

entre hilehaz,entke columna, ente vaitadadez y ettot expekímentaf. Pata

calcula& la vatíanza,ez neeezaxío obtener la zuma de euadtadoz de taz dez-

víaeLonez por et metodo m& uauat..

a = vatiedadez	 ;	 = 1,2,...,16.

n kepetcleanez ; j = 1,2,...,4.

n = h4etaz	 ; h = 1,2,...,4.

n = columna	 ; 1 = 1,7,...,4.

MXX	
X2	 (181.1)2	 33081.61 -	 516.99an	 -	 64	 64

EX2 = EX2.. -Mxx = (4.1i...+2.9, -Mxx = 532.05-5/6.99 = 15.05

EX2 m
	 =

44.4 2 +	 + 46.92 
Hxx	 a	 xx	 16	 M

XX 
= 0.24

EX21 	 43. 62+	 + 44.52 C	 M	 = 0.56xx	 a	 xx	 16	 XX
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X?
M = 14.32V

XX	

E	

XX	 4	 XX
11.7 2

M	 = 7.70

E 
xx	

EX2-
 (Hxx+Cxxnxx)= 15.05 — (0.24 + 0.56 + 7.70) = 6.55

rabia 3.5.4. Andasiz de van-Lanza pana una díztnilueíón en cuadrado

.latino modílícado, a = 16 , n = 4 .

Cauzaz de
van/ación

G.L. S.C. Cuadxado
medía

F F05 E01

fittexaa n-1 = 3 0.24 ...

Cotumnaz n-1 = 3 0.56 ...

VanLedadez a-1 = 15 7.70 9	 0.513 3.29_ 2.18 3.07

Exxox Uleneneía = 42 6.55 0.156

Total an-1 = 63 15.05

C.V. -  
0

' 156  x 100 = 13.9%
2.84

0.313La prueba F -  0.156 - 3.29 > F01(15 , 42) , índíca que La

xencía de laa pxoduceionez de loa vaniedadez ea altamente 9954nL6Lentiva .

Loa datea zon conlíablez,puez et valox del coeltc¿ente de van/abítidad 6ué

de 13.9% 1-que ea aímítax al obtenído pon divexao96 inveztígadoxea_cuando ze

han tomado todaa	 ptecaue/ones en el manejo y uzo de un/dudes expeximen

tatez.

3.6	 CUADRADOS GRECO — LATINOS

El concepto de cuadrado Latino puede ampliaxae 6cflmidnente y obtenen

az/ el Llamado dLbeño en cuadrado Greco-Latino; zis pxoceder a detallax e/

wad/Lado gxeco-latino,anícamente índLeanemoz la naturaleza del diseña. En

este arreglo loa tnatamtentoz ze agrupan en tepetie.lonts de Crea manenaz

diatintaa,con /a conzecueneía de que loa e6ectoa de .lao tneis dgenenteA

419
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luente.6 de vaniacLán ze igualan pata .todoa Loa ttatamLento6.

Como un ejemplo,6upongamo6 que de6eamo6 emayat cinco ptoducto4 quí

mícos a ,S ,* ,o ,c , en cinco cu/tívas A,B,C.D,E. Una boneta de electuat

la dízttaucíln pata tea/ízat et expet¿mento,ez dívídít el rompo en patee-

Uta..6 que man	 caLata.6 de un cuadrado gneco-latino 5x5, como .6e mea—

tta en La aLguLente tabla

De Ecp 80 A*  Ca

AS Ba DO CE E*

Ea Ae C* DO

B* CO Es Da AO

Co D* Aa ES BE

Se notand que:	 que rada Letra latina aparece una vez en vado hi-

lena y en cada columna „U) que cada letAa griega aparece una ¿ola vez en

rada haeta y en rada columna raí) que cada /057.a latina aparece una .6o/a

vez con rada legra. yazga.

Anaaj...6 eistactatíco. Lab zumaz de cuadAadoz pata ha.eiutz,colunina-6,

tnatanule_nta6 y Letruza gtLega.6,4e obtienen del modo acoztumbnado. Pata un

cual:Mack greco-ati.no nxn eC ettot tizne (n-1)(n-3) gnadas de abultad .

Este núneno e6 Inadecuado cuando n e6 menor que 6.
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CAPITULO IV

OTRAS FORMULACIONES DEL TEOREMA DE P.HALL

4.1	 EL TEOREMA DEL MATRIMONIO

EL tea/Lema de P. Hall da xespuesta a la 4ígutente pxegunta,conocída

como el problema del mattimonío: zí Se .tiene un conjunto de muchachoa,loa

&alga conocen a vatías mucharhaa„lbajo qué condiciona pueden rasarse loa

muchachos de tal mancha que cada uno se case con una muchacha conocida pon

U?. Se supone que la paltgamía no está pexmítída . Pox ejemploesí hay rua 

22w muchachos { h i , h2 , h3 , h4 } y cínco muchachas { m i , m2 , m3 , m4,

m5 } nelacíonadas de la 4íguLente maneta:

Muchacho Muchacha conocida pon el muchacho

h 1 ml m4 m5

h2 m 1

h3 m2 m3 m4

h4 m2 m4

Una posa le aoluci6n al pxoblema es h i casado con m4 , h 2 cazado

con m i , h3 cazado con m 3 y h4 casado con m2

Ea alano que una condición neceaahia para la sotucLón	 pxobtema

del matnimonío es que .todo conjunto de k muchachos conozca a/ menos k mu-

chachas da conjunto,pana todo 1 4 k 4 m , donde m denota e/ númeno totat
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de muchachos. La necesidad de la condición ea evidente y ¿se sigue del he-

cho de que zí esto no es vendad pana un ciento conjunto k, entonces algunos

muchachos no podnían casatse.

TEOREMA 4.1.1. Una condición necuanía y zu6íciente pana una ¿ola-

cíón del problema del mattimonio es que todo conjunto de k muchachas conoz

can en conjunto al menos k muchachas, 1 4. k m .

La 4íguíente demosttación se debe a Hamos y Vaughan.

Pana demasttat la J' alíe-Cene/a usaremos inducción y supondremos que

el teorema ea válido ái el númeno de muchachos es menor que m. El teorema

ea trivial pana m = 1 . Supongamos que hay m muchachos; entonces tendremos

que couídenan . doz casas :

U) Supongamos ptimeto que todo conjunto de k muchachos 1 k 4 m ,

conoce en conjunto al menos k+1 muchachas. Entonces ¿sí tomamos cualquier mu

chacho y lo casamos con una muchacha que conozca,/a condición sigue siendo

válida pana loó otros m-1 muchachos. Estas m-1 muchachos pueden casatse,de

acuerdo a la hipótesis de inducción,completando la prueba en este caso.

ü) Supongamos ahoga que hay un conjunto de k muchachos que conocen

en conjunto exactamente k muchachas. motos k muchachos pueden casarse ,de

acuerdo a la hipótesis de inducción quedando m-k muchachas. Peno entonces,

cualquier selección de h de tatos m-k muchachos ( 14 k m ) conoce al me

nos h de las muchachas restantes, de atta maneta estos k muchachos junto

con la colección ante/clon de k muchachos caneca/Jan en conjunto menea de

h+k muchachas,que ea una contkadtecíán a nuestra suposición. Se sigue en—

tones que la condición otiginal puede aplicarse a loa m-k muchachos ,quíe

nes pueden casarse por inducción en tal tonina que todos sean felices, y la

prueba está completa. ///
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4.2	 GRÁFICAS BIPARTITAS

Comenzaremos deliniendo una Gráfica Simple como una pareja (V(G),

LIG)),donde V(G) es un conjunto líníto no vacío de elementos llamados Vér-

tices ,y 1.(G) es un conjunto linito de panes no ordenados de elementos

di-santos de V(G) llamados Líneas. Pon ejemplo la líguta 4.2.1 representa

la gtállea simple G cuyo conjunto de véttíces V(G) es e/ conjunte { u,v,w,

z } y su conjunto de líneas L(G) consíste de ¿as parejas { u,v , { v,w

{ u,w } y { w,z }

64.4.2.1

La línea v,w se díce que une los véttíces v y w : nótese que sólo

puede haber cuando más una Línea que una v y w.

Supongamos que el conjunto de ve:tices de una gndáíca & puede diví-

dínse en dos conjuntos ajenos Vl y V2 en tat ¿arma que toda línea de G une

un véntice de V 1 con uno de V2
 ;• entonces G se llama una Gráfica Biparti-

ta y se denota pon G(V 1 ,V2 ). Es necesanio en6atízak que en una gtólíca

G(V 1 ,V2 ) no es necesa.nío que todo véntíce de V l esté unido a todo v/ntice

de V2 ; si 
esto sucede y G es simple,entences G se Llama una Gráfica Bi-

partita Completa , denotada usan/mente pon K m n donde m y n son los núme-

nes de véntíces en V 1 y V2'
nespectivamente. Pon ejem/ataja 6iguna 4.2.2

nepnesenta K43 y la ilíguna 4.2.3 tepnesenta K 1,5 .
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6íguaa 4.2.2 gíguta 4.2.3

Nótete que Kmn tiene m+n vUticez y mn lineaz .

Un Acoplamiento Completo de V 1 a V2 en una yullica bípantíta G(VpV2)i

ez una cottezpondencía uno a uno entice las véttíces de V
1 y un subconjunto

de los véatíces de V 2 con la pxopledad de que los véxtícez conxezpondíem-

tes están unídoz.

El pu:bizma del mataímonío puede kephezentaaze gadlicamente tomando

a G como la gad6íca b.Lpaxttta en la cual: el conjunto de vaticez está dimí

dído en dos conjuntos ajenos V 1 y V2 cottespondíendo V r a las muchachos y

a las muchachas V2' y en la cual toda Línea une un muchacho a una muchacha

que él conoce. La líguaa 4.2.4 mueztita /a gkálica G conitezpondlente a nuez

tico ejemplo:

liguaa4.2.4

EL problema del mataímonío puede expnezanze en tboulnoz de teonía .

de gadlícas de /a ziguLente maneka: sí G = (V i ,V2 ) es una gadáZca bípaxtí-

ta ,¿cuándo exiztind un acoplamiento completo de V 1 a V2 en G ? .

A contínuacíón se establecead el teorema de P.Hall en ef lenguaje

:11
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de un acoplamtento completo de. una gtáltea bipatlita. En el. 'siguiente teo-

nema,	 lAi denota el ndmeno de elemento6 del conjunto A.

TEOREMA. 4.2.1. Sea G = G(V 1'
V
2
) una gnálíca bipattita y pata todo

subconjunto A de V 7 ,aea ch(A) e/ conjunto de véttice4 de V2 que se aparea

con a/ manca un véttice de A. Entonce4,un acoplamiento completo de V 1 a V
2

existe sL,y sólo ai. 	 .

La demahttación de ente teorema ea ¿implemente una tkaduccl.6n.de /a

demos-t./tac/45n del teorema 4.1.1 a la teonía de yidlicas

4.3	 TEORIA DE TRANSVERSALES

Recordemos que en e/ problema del matr-imonio loa conjuntos de mucha

chas conocídas pan Los muchachos luexon { m i , m4 , m5 } ,{ m i } , { m
2 '

m
3
 
, 
m

4
 } , { m

2
 
, 
m4 y que una so/ación del problema se obtuvo aneen -

tnando cuatro muchachas distíntas,una de cada conjunto. En general 6i E es

un conjunto 6íníto no vacío y T = { C I , C 2 ,	 , Cm } una gamílía de

zubconjunto6 no vacíos de EIno i neceaatiamente distinto¿Lentoncea un Trans

versal de E ea un conjunto de m elementos dlatintoa distiatoa de E,chno de

cada conjunto C. .

Como en ee ejemplo 1.1.1,6ea E - { 1,2  3	 	 6	 ,C 1 - C 2 	{ 1,2 }

C
3
 - C4 	{ 2,3	 y C5 	{ 1,4,5,6 } . Es imposible encontnan cinco elemen

toa dis•intoa de E, uno de cada subconjunto Cí ; en otras palabtas la 6ami-

/ia t = { CI,C9,...,C5 } no tiene ttanavetsalea. 1116teae,4in embatgo,que la

sub /Sandia • = { C 7 , C 2, 2 
e
5 

} tiene un ttanavetaai; pan ejemplo { 1,2,3,)

4 . A un transversal de una sublamíiía de t /e //amatemoa un Transversal

Parcial de t ; en este ejemplo t	 tiene vatios ttansveualcs patciatea,pot

ejemplo, { 1,2,3,6 	 , {	 2,3,6	 ,	 t 1,5	 , y ,etc. . Es clato que cuat-
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quiet subconjunto de un tAanaveAaal pato al es un tAanaveAaat patcíat.

Noa pteguntamos ¿bajo que condiciones una lamí-tía dada de subconjun

toa posee un tnanavemaal?.La conexión entte este problema y tl problema

del matAÁmonío es lác¿t de ves tomando a E como el conjunto de muchachas

y a -C41 como et conjunto de muchachas, conocidas pon el muchacho Hí (1‘icm);

un tnansvetsa/ en este caso es entonces un conjunto de m muchachas, uno co

vic2pondiente a cada muchacho y conocida pon U. Ea claro que el teorema

4.1.1 da una cond/ción necesaria y suliciente pata que una lamala de sub-

conjuntos tenga un ttansveAsai.; e.stabiecetemos una vez más el teotema de

P.Hatt,ahoxa en tétmaos de tAanavemalea,y daAemoa una demostración debi-

da a R. Rado.

TEOREMA.4.3.1. Sea E un conjunto líníto no vacío y T = { C1,C2,

Cm } una lamí-tia de subconjuntos no vacía de E. T tiene un ttansveAsa/ sí,

y sólo aija unión de k subconjuntos C41 contiene al mena& k ttementaa,paita

1 ‘_ k Jrz m .

DEMOSTRACION. La necuidad de la cond/cián ea obvia. Pata pa.obak la

sultcíencia,demosttatemas que sí uno de loa aubconjuntoa,digamoz. Cpcontie

ne más de un elemento,entonceÁ podemos quitax un elemento de C 1 sin a/te-

kat la condición. Repitiendo este ptocedimiento,e1 problema ae seduce a/

caso en el cual cada aubconjunto contiene afilo un elemento. Sólo nos que-

data demastitax la validez del "pkocedimiento de keducción". Supongamaa

que C 1 
cont¿ene elementos x, y, de tal maneta que su eilmtnactün invalida la

condici6n. Entonces,existen subconjuntos A y 8 de 2,3,...,n } con la pito

piedad siguiente:

u C. u IC 1 —{x}1Ii Al y

¡j'EA -I

lys Ci u (C 7 — {y })/	 IBI
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Peno estas dos de4ígualdadea dan una contAad¿ce2.6n pauto que :

(Al +I Bi + 1 = lAuBi + (An81 + 1

U C . uC 1
jeAuBJ

.1 1 + I	 C
jeAr113 i[

pan la condíeían 

jelCiu(C, — { x })I + I uC- (C 1 — { y 1 puesta
J'a I	

puto que iC i p 2

1 Al +	 B I , pon hipótezíz.///

La belleza de esta demaatx.acíón xadtca en el hecho ezenciat de que

4610 consiste de un paso, en conttute con la de Hatmoa y Vau han que con-

zideta das pazca zepanado4.N6tese ta zímpfilicación respecto a la pAímexa

demaatnacAlón del .teorema de P. Hall.

En seguida daremos una demozttación del. teorema 2.2.2 en tlamín.9a

de la teonta de tAanaveAaalea.

DEMOSTRACION. Pxobanemoz que el neetInguio latino dado puede ezten

dense a un rectángulo /atino (n-x+1)xn ;y xepítiendo ente ptocedimiento

veces ze obtendrá un cuadrado Latino nxn.

Sea E = { 1,2,...,n 	 y T =	 C1,C2,...,Cn} donde Cl denota toa

conjuntos 6oxmado4 con loa elementos de E que no aparecen en la 1.-1.4.(ma

columna del rectángulo dado.Sh pxobamoa quet tiene un tAanaveshal,entonce4

/a demobtxaciAn eataxd corrijo/eta; puesto que loa dementas de ate tAanz-

vemat -6oxmaxdn la hítexa adíe oral. Pon el teorema 4.3.1, ea auge-ten-te

demoatAax que la un2.6n de'cuateóquána k de loa conjuntoa Ct contiene al

meno4 k elementos distintoz; peno ezto ea obvio,puezto que /a unión de k

conjuntada contiene kit e/ementoz díztintoz,inauyendo nepetícionez,y aí. hu

bLeta menua de k etementoz dLatLn-toa entonces al menoa uno de loa ¿temen—

taz tendttia que aparecen más de x vecez,to que es una contudLccak.///
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CAPITULO V

VISION ACTUAL DEL TEOREMA DE P. HALL V APLICACIONES

5.1	 UNA APLICACION DEL TEOREMA DE P.HALL AL ÁLGEBRA LINEAL

TEOREMA.5.1.1. En un espacio vectotíal de dímensLán ínlíníta ourges

quíeta dos bases de HAMEL tienen la misma candínalidad.

DEMOSTRÁCION« Sean { x	 } y {	 ]E 3 } dos bases de. un es

pacio vectonía/ V sobre un campo K. S.í expresamos cada xt como una combína

eLón Línea/ de lbs yl , .tendremos un conjunto Cl de y's asocÁado a xí. , a

sabeh,aquellas y's con coelíe,tente4 díletentes de amo en las exptesíones

pata	 en tinco nos de los y's. Los conjuntos	 -Le ',Son lattoz y zata

lacen la condición C del capítulo I, pues sí k conjuntos Co contienen un ná

mano menon de k y's,tas x's cohhespondíentes serán línealmente dependíetel

pan lo .tanto,podemos escoges. distintas y's de los CA: y entonces e/ acudí--

mai de las y's es menet que el de Las x's. Stmítanmente,e1 cardinal de Las

x's es menor que et de las y's y los dos candínaleh son águales. /7/

5.2 MAS SOBRE TEORIA DE TRANSVERSALES

Durante las dos últimas décadas, una gran cantidad de escritos han sí

do pub/Loados sobre et teorema del mattímonío. Este problema eh el punto

de pattida pata una noma de la matemática combínatonía que está empezando

a emetget como una matehía razonable y cohetenteja temía de ttansvetsa-

tes.

Dos laxos sobre la matenía han aído publicados pon H. H. C'tapo y
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G.C. Rota y L. Mablay ; adn embango,estos eanitoa están enlocadoa dende

un punto de víbta muy diáenente. En uta zecc,L6n amptanemob la expuebto

en el eap-ttuio IV bobite tnanbvemate)s y bu naacan con respecto a kerne-

zentacíones dústÁntas de aubconjuntoa. Pana una tectuna mcfb	 nepe-ti

nema!)	 del-inIcl.onea.

Sea S un conjunto y Ç=<C,c I L E 1)un aístema de aubconjuntob de S

EboulbÁiternab	 #(CL) pana denotan /a cewlinalídad de C.. Sí. 0= < C 1
4-

¿ e l) y 09= < Di I j el > <son doz ¿Ázternaz,de~e.mob F = 09 y 1+ Pg de

/a 44ga-finte mantea:

= 00 .6.1. exi.hte una bLyeaci ián	 J ta que g.= 
Fui 

pana todo Á. e I .

p#00 denota el bibtema H = < H1 1 	 > , donde K= (lx{ O })u(lx{ 1 })

H (L,0) = qi y 11 (.1,1 ) = pf

Una £une.Lán .tnansvaba de 'pea una lunción de elección 0-1--)S

Ányectíva (41 (x.)	 ch(j) pana Á.	 j) y tal que cp (LIE r . El elemento (Á)

ea a representante de -p : en	 y	 <5 (t ) I L E 1> et, un CRD pana	 . Un

Transversal de ea T = < cp (í)	 > dónde 2 ea una luneÁlán tnaivIvenbat ,

uit	 ítcansversal parcial ea un tnanavenaal de un aubaisterna V/K = ‹C .1 eK>

con Kel. De_notanemaa pon. TR( F) el conjunto de todoa ¿oh tAcuvsvensalea de

-1 y pon PTR(V) el conjunto de todoz loa tnanavenaalea pancialu.

Un .6-0stema puene la propiedad transversal (fe:7131.,y adio ai ,

5tiene un tnansvenaal.

Hachea jonobtemws de la matemática combínatotula ze reducen a /a pne-

ganta de al. un zÁstenia Itiene o no un tna.nAvenza o alguna pnoSedad bimi

.tn

EL axioma de elección ez un teotema de tnanzven-satez que ze enune-La
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de La <siguiente manera.

Si té un satema de conjuntos no vatios ajenos por parejas

C	 ,L # ,j) entonces

Una condición necesaria pata que 31 tenga ttansvetsates (condición

C) es /a siguiente:

CONDICION C : si. .1(K) =

	

	 C. , KcI entonces W(K) 1 31 K1 .
ícK

Y esta condícíffit es también au6íciente pata el caso de <sistemas &i-

mitas (.teorema 1.1.1):

TEOREMA 5.2.1. Si 1 -9° l< 1re entonces	 e fisi, y sólo sí,la condi-

ción C es vdtída.

Una extensión de este teorema es la que obtuvo M.Hall,quiln demos-

thó (teorema. 1.2:1) que la condición C es también sugícíante en el caso

cuándo 131 les aabítmaio,pm° cada	 lel es Unita. Las 2 1-1 condiciones

de la condición C son mutuamente independientes pata un sistema linito de

subconjunto/5,pm° pata un sistema ínlínito de conjuntos línítos la condi.-

cL6n C es equívatente a un conjunto menoil de cOndíciones, I (Kb) K f pata

todo K C 1 donde K C I signílíca que K CA un conjunto líníto de I . En vis

ta de esto, el teorema de M. Nati puede estabtecetse de la siguiente boneta:

TEOREMA. 5.2.2. Sea -l'un sistema de conjuntos gínitas . Entonces

-IIe 7'.641,y 4610 sí, C e 72 pata todo4

Enseguida demostraremos un .teorema que seno( de utilidad .

TEOREMA. 5. 2. 3. Sea S un conjunto ilínito no vacío y 5= <ci I LEI

una bailía de subconjuntos de S:	 .tiene un tnansvetaat panela/ de tatua

pío t a.L , y sólo ija una/ de k atibuinjunto.AC contiene al menos 12.+t-in

elementos . ( 1 '(K) 1 3 k+t-m).

DEMOSTRACION. Sea D cuatquien conjunto ajeno a S y tal que 1 D 1 -m-t.
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ConátdetemozF'< 12.1í e I> con D. = C,
.4..
u D. Sabemos que	 tiene

un tnanzvenzat zí,y 4610 ¿L,La un£6n de k zubconjuntaz Dí tiene al menos

k etementoa; quitando toa m-t elementos de D, pon lo menos k-(m-t) deben

peAteneeenatoaC,yentoncea un tnanavensat de .19e5 un tnanavenaat pan--

cial de p°.///

COROLARI0.5.2.1. Sí. S es caz/guíen conjunto no vacío, 'Ire)s una lamí

Va de subconjuntos de S y X ea cuatquím. /subconjunto de S,entonce4 X tete

ne un tnanavensa/ panela/ de '/Ide tamaña t zí,y zólo aí,pana todo subcon-

junto A de { 1,2,-..,n },

1( uCjnX1	 1A	 t-m
juki

DEMOSTRACION. La demoztnacíón neautta de aplican et teoxema 5.2.3

a la lamitía Fx1 - .< D / 4: E I> con Dt = CI1X . ///

Conetuítemoh esta aección con una bteve díacuaLán mine tnanzvenzar

	!es comunes. S£ S ea un conjunto limito no vacío	 C1 , C2 ,	 ,Cm)

y 99=<5 1 , D2 , ...,Dm;saon dos lamít1U4 de subconjuntos no vacías de S,

ea de %Aten& conocen cuando ex/ate un transversal común pana 7 yo9 .t. e.

un conjunto de m elementos data/toa de S que Dorman, un tnanavenaat pana

-Oryo9. En pnobtemah de honaníoz,pon ejempto,zí S denota el conjunto de

/toma en taz cuates pueden ímpantínze vaninz matemíaz de una escueta, ti

denota el conjunto de honaz en que m maeztnoz pueden impantín esas mate--

níaa yoDelconjunto de honaz en taz que eatán dízponíble4 m aufaz,eil

tunees un tnanavenhat coman de -9yd,a4ígnanZa a cada maestro un atila a ba.

!lona en la cual puede ímpantín. ¿u matenía.

Podemos dan una condícíán necesania y au llícLente pana que dos lamí

/Las tengan un tnanzvenzat común.
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TEOREMA.5.2.4. Sea S un conjunto limito no vac-Co y7= <c 1 , C2
Cir> y 09= < DI,D2,...,Dm> dos lamieíaa de aubconjuntas no vactoa de

S; entonces FyoPtLenen un tAansvensal común sí, y sólo

pi(K)n °9(L) I >iKi+	 (K,L c {1,2,•••,m})

Nótese que. cate teorema ze reduce al teorema de P.liatl 41. cg (L) = .S

El problema de. encontiavt bajo que condiciones existe un thansveithal

común pana tres 6arnifiaz de. subconjuntos no vacíos de un conjunto es un

problema ab-texto. Una solución de este problema tutenía conaecuencinA írn-

pontantes en combinatoltia.

5.3. TEOR1A DE MATROIDES Y TRANSVERSALES

El téfunato nmat/colde"lut Inventado pon. HasaleA Whitney en el año de

1930 pana de-sem:6a un conjunto con una detin¿da "estimo-tima independientC

En esta sección intnoduciminoa a concepto de matn.oLde y su conexión con. -

La teoxia de. turnavensates.

DEFINICION.5.3.1. Un matroide M es un pan (S

junto friníto no vacío y B es una coleec,ú5n no vacía de subconjuntos de S ,

llamados bases, que. satislacen las 44w:entes pizoptedades:

ninguna base. contiene a atta.

BU) sí 6 1 y B2 son base,h,y al e es cm/guíes. elemento de B 1 , enton-

ces hay un elemento 1S de 132 ,con	 pxopiedad de que (81-{e})u{K} es, tam-

bién una base.

Si. usamos en lonina repetida la pnopiedad	 se tendrá que. cuales

quívla dos bases de un mattoLde M -tiene el 1724:6 MO neimem de elementos; eate

nfune)to se llama el nango de M,denotado pon p(M) .

Un subconjunto de S se Llama independiente ai está contenido en al-

guna base del mat.A.oíde M. Se aígue que Zas bases de, M son ptccisamente los

,O) donde S es un con-
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conjuntos independientes maximales,i.e.,aquellos conjuntas independientes

que no estan contenidos en otho conjunto independiente mayohp y pon. lo tan-

to m'alguien. mattoíde está dell:nido únicamente poh sus conjuntos indepen-

dientes.

Si S es un conjunto 4inito de vectohes en un espacio vectohial V,en

tones podemos delinih un mathoíde hohhe S tomando como bases todos los

subconjuntos linealmente:independientes que genenan el mismo subespacio

que S. Un mathoide obtenido en esta íohnn se Llama un mathoíde vectohiap.

Dado cualquier:. conjunto Vivito no vacío S, se ltwñauf .mattaide thi

vial sobre S,a1 matxoíde cuyo único conjunto independiente es el conjunto

vacío. Este mattoide es de hongo ceso.

Un mathoide discheto sobne S e& un motu-lile en el cual todo subcon-

junto de S es independiente. Nótese que el mathoíde discuto sobxe S tiene

sólo una base que es S,y que el /tango de roarquiek subconjunto A es simple

mente el mimen.° de elementos de A.

Recohdemas que &t ires uña lama& de subconjuntos de S, entonces et

teohema de P.Hatt da una condición necesania y suficiente paha que 7) .ten-

ga un transversal. Si tenemos un matnoide delisido saíne S entonces es ha-

zonaate pheguntahse sí existe una condición pana la existencia de un ~u

omitl independiente,i.e.,un thansvehsat. de:rque CA también un conjunto

independiente en el mut/tolde. El teohema siguiente,conocido como teoxema

de Rado,contesta esta phegunta.

TEOREMA.5.3-.1. Sea M un mathoíde sobhe un conjunto S y7'={ C l ,C2

,..., Cm }una lamitia de subconjuntos no vacíos de S; entonces:r'ziene un

transversal independiente si,y 4610 si,la unión de k de los subconjuntos

C
í
 contiene un conjunto independiente de tamaño al menos h,pana. 141z 4 m .
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Nótese que a.i M ea un matAaLde dizoteto zobte S, entones este teme

ma ze Apduce al temema 4.3.1.

DEMOSTRACION, Imi.taxemoz ta demoathactón del teoAema 4.3.1. La nace

aídad de La condición ea obvia. Pana pnobak la zuíícienea,demoztkakemoz

que zi uno de loa zuhconjuntoz,digamoz Cpconttene m& de un etemento,en-

tonces podemos quítak un demento de C 1 4Ln a/teAaA /a condición. RepttLen-

do ezte pxocedimiento,et problema ze reduce al cazo en et cual cada zubcon

junto contiene sólo un elemento. Sólo nos quedan-la demoztnax La validez

.del pn.ocezlímtento de xedurcibn.

Supongamos que C l contiene elementos x,y,de tal maneAa que zu eitmt

nación invalida La condieL6n.Ehtoncez ex-aten zubconjuntoz A y B de { 2,

3 ,	 , n }con /a siguiente pxophodad:

p( u C. u (C 1-- {	 p( u"C. u (C i — { y }))..; IBI
I	 jcB

Peno estay dos condicionen dan una contAadtcción puesto que:

1141
	 ¡81 4	 1 ' I Au8 1 	 141n81 4- 1

p (	 u C. u e l ) + p( u C.)	 pon La condícífin,
jeAuB J	 jcAnB

s p( u C. u (C —UD) + p(	 u C. u (C.,--1 y } 0, pacato que. 15k 2

%ft-A j	 1	 je8

(Al + 1131 , pon hipótezÁz. ///

Enaeguída daremos una demozttacLán del .teorema zobAe /a exiztencia

de un tAanavenaal común dé das &mai:az de zubconjuntoz de un conjunto

asando matkaidez

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.2.4. Sea M un mattoíde cuyos conjuntoz

-independientes zon pftecisamente loa tmanzvekzates paAciatez de la 6unit/a

/:; entonces ifyogt¿enen un tAansuemat común aí,y afta zi,,ptiene un
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tnansvemal -independiente. Pepo pon el temema 5.3.1 esto ea eizAto sí,y

4610 si,la uniónde cualquien k. de loa conjuntos Dí contienen un tAanavet-

sat pancíal de Fde tamaño k. El nesultado he sigue del conelanío

5.4	 UN ALGORITMO

Sí S ea un conjunto no vacío y C1,C2,...,Cm un aístema de subcon-

juntos de S,venillcan La condición C pana este síatema,Aequím 2n— 1 pAue

bah. Dende el punto de vista computacional, ea necesanía un algonítmo que

no 46/0 diga sí el. 44s-tema tíehe un CRD „Uno tamban,en caso de que lo

tenga,encontnanlo. El síguíente . atgoAítmo se da en &Ama deactiptLva.

Mgonítmo N Dados los conjuntos C1,C2,...,Cm con elementos aíj

í = 1,2,...,#(C3),j = 1,2,...m „se dan taz 4.íguíente4 ínstAuccLones;

Se escogen at6Ltuahíamente a.-eC.
j
 empezando con j = 1 ,de tal

íoAma que el elemento escogido sea distinto de los elementos escogídns an-

teALoAmente.

Sí se Vega a j = m ,/as aíj escogidos &Aman un CRD de los Cc.

3. Sí no se puede continuar el paso 1 des/pues de.j< m,se enastan

Los elementos de_Ci como 61,62,...,bt, t = # (5) ,(lista T1).

4.SebuscaCLu el conjunto con AepAesentante 6 / .,

5.SecompwuntoselementosdeC,con los bc y los elementos nuevi

vos se agregan a la -asta T 1 fasta T2).

6. Se nepíte el ptóceso empezando en 4,con bí, pata í = 1,2,...(tís-

ta T.)

7.Síalganelementob./. enliAtado no ea representante 
de algún con-

junto,pettenece a algún conjunto tepnmentado pon bc ,con	 ; tegnesan

	

do hasta T / ,tenemos una suceaíónc C ,6. eC.	 .,4104, ,	 0
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Se haren b.„ b.„ ' 	 tepnezentan,tez de Cb
L'	 L

peAtLvamente.

be se hace xeptezentante de 5 .
Se itepíte el proceso a pa%Ut del paz(' 1, con j+1.

Si se llega a una. tata Tm sin elementos que no sean kenesentan
tez de algún C. , i = 1,2,...,j-1 , ee sistema de. subconjuntos no tiene

C1ZD.
TEOREMA. 5 .4. 1. El algollitmo 1-1,aplicado al 4Latema f <Ch I Á. e I> ,

genera un CRD da sistema o exhibe k conjuntos que violan la condición C .

DEMOSTRACION. Si a algoritmo llega a una lista Una/ Tm con elernen

tos b / ,b2	bk_i en que cada b. ea representante de algún Cb	= 1,
ti

, y sí. ningún elemento de estos conjuntos puede ser agregado a

la lizta,entoncez los (k-1) conjuntos Cbti junto con el conjunto Ci da pa

40 3 ,hacen k conjuntos con (k-1) elementos entre zi,lo cual viola la con

dición C. S
Una conaecuencÁa. del algonítmo ante)ulon ez ee siguiente:

TEOREMA.5.4.2. Secr_p=<c» te I> un sistema de subconjuntos de

S. Pcuut que AcS esté contenido en un tunáveszat de? ,es necesario y zu6.i

tiente que tenga un. aanzvemat y que A zea un tncumvenisal paitcíai dep4.
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