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1. Introducción
Uno de los principales problemas de la topología es saber cuándo dos

espacios topológicos no son homeomorfos, lo cual en general es muy difícil,
pues, para demostrar que dos espacios topológicos son homeomorfos hay que
encontrar tan sólo un homeomorfismo, pero al contrario, para demostrar que
no lo son, hay que demostrar que no existe un homeomorfismo, y es imposible
revisar cada función y decidir si es un homeomorfismo.

Podemos en cambio, encontrar propiedades topológicas, es decir, propieda-
des de un espacio topológico que se conserven bajo homeomorfismos, entre
las que tenemos: Conexidad, compacidad, medibilidad, los axiomas de nu-
merabilidad y separación, etcétera, podemos usar esto para saber que la bola
cerrada no es homeomorfa a la bola abierta y que ésta no es homeomorfa a
la unión disjunta de dos bolas abiertas

Esta lista de propiedades topológicas no es suficiente, pues si revisamos
cada una de ellas ninguna nos distingue entre la esfera y el toro que sabemos
por intuición que no pueden ser homeomorfos.

La topología algebraica nos da nuevas propiedades topológicas que, me-
diante el álgebra nos hacen distinguir la esfera del toro.

La intención de esta tesis es introducir al lector la topología algebraica, y
presentarle el primer grupo de homotopía o grupo fundamental y que aprecie
la importancia de éste.

Esta tesis esta separada en 3 secciones. La primera, posiblemente la parte
más topológica, nos presenta el grupo fundamental, y algunas otras defini-
ciones como homotopía y por supuesto algunos resultados sobre ellos, esta
sección es para presentar al lector las herramientas topológicas con que se
va a trabajar. La segunda sección es puramente algebraica y se estudian los
grupos libres, que como veremos, además de ser interesante por sí misma,
nos va a ser de gran ayuda en la última sección que es la central en esta tesis
como el título indica; esta sección la dedicamos al teorema de Seifter-Van
Kampen que nos dice cómo es la estructura de los grupos fundamentales
de muchos espacios topológicos y como aplicación calcularemos los grupos
fundamentales del toro, el doble toro, etc., así como el plano proyectivo, la
botella de Klein y sumas conexas de éstos.

Suponemos que el lector esté familiarizado con conceptos básicos de topolo-
gía general, como continuidad, compacidad, conexidad por trayectorias, es-
pacios producto y cociente y en algunos mometos se hace referencia a los

2



axiomas de separación También el lector debe estar familiarizado con el
concepto de grupo, subgrupo, subgrupo normal
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2. Teoría de Homotopía Elemental

Este capítulo de este trabajo está basado principalmente en [3], excepto
la sección 2.3 que fue basada en [4] y en [5].

I denoterá al intervalo cerrado [0,1].

2.1. Homotopía de Trayectorias
A través de este trabajo llamaremos aplicación a una función continua.

Definición 2.1. Si X es un espacio topológico y o- : I —1 X es una aplicación,
entonces llamaremos a a una trayectoria, si además o- (0) = a (1) = xo
entonces le llamamos lazo en xo.

Definición 2.2. Sean r, a : I —> X trayectorias tales que

a (0) = T (0) = xo
o- (1) -= T (1) =

decimos que r y a son homotópicos con puntos extremos fijos denotado por
a er-:-.• T rel {0, 1} o bien a rc're1{0,1} '7- si existe una aplicación F:IxI —> X
tal que para cualquier s, t E I

F (s ,0) = o- (s)
F (s,1) = T (s)
F (O, t) xo
F (1, t) =

pro

(s)

Figura 1:

En este caso llamamos a F homotopía de a ar y podemos denotado
F a 27/are1{0,1} 7.
	 •
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2.1 Homotopía de Trayectorias

.Intuitivamente, una trayectoria a : I —> X se dice que es homotópica rel-
ativa al {O, 1} a r si se puede deformar continuamente una en la otra dejando
sus puntos extremos fijos. Al ir variando s, dejando fijo t = 4, observamos
que la imagen de F nos va "pintando" una curva en el espacio topológico X
representando el instante en el tiempo t = to, como si hubieramos tomado
una fotografía; recíprocamente, si dejamos fijo s = so y vamos variando t en
el intervalo I, la imagen de F nos "pinta" la trayectoria de una partícula o
punto de la curva mientras ésta se deforma.

Enunciaremos ahora un pequeño lema sobre continuidad en la unión de
espacios topológicos que nos va a ser de gran ayuda en el resto de este capítu-
lo.

Lema 2.3. Sea X = AUB donde A y B son cerrados en X. Sean f : A —> Y
y g : B —> Y funciones continuas tales que para toda x EAn13 se tiene que

f (x) = g (x)

entonces podemos definir h : X —> Y tal que

h (x) =
g (x) si x E B
f (x) si x E A

y además h es continua en X .

Al lema anterior se le conoce como el lema de pegado, cuya prueba puede
ser encontrada en [5] p.123. n

Proposición 2.4. La relación %t{oa }

Demostración. Sean o-,T, p : I —> X trayectorias en X tales que

a (0) = T (0) = p (0) = ro
a (1) = r (1) = p (1) = ri

Probaremos primero la propiedad reflexiva, sea F:IxI X definida por
F (s, t) = a(s) entonces F es una homotopía de a a a pues

F (s, O) = o- (8)
F (s, 1) = o- (s)
F (O, t) = cr (0) = xo
F (1, t) = o- (1) = xi

es de equivalencia.
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2.1 Homotopía de Trayectorias

así F	 ret, re1{0,1}
	Probemos la simetría; supongamos que F	 •-rb'reio 7. Sea G: IxI —› X

tal que G (s, t) = F (s, 1 - t) entonces

	

G (s, O) = F (s, 1) =	 (s)
G (s, 1) = F (s, O) = u (3)
G (O, t) = F (O, 1 — t) x0
G (1, t) = F (1,1— t) = xi

con lo cual G : r P.:mg° j}

Por último, para probar la transitividad supongamos que F : a 7•""jrel{0,1}
	Y G	 Itre1{0,1} P Definimos la función H: I	 x I —> X por

H (s, t) =
G (s,2t — 1) si 1 < t 12

f

Figura 2:

Entonces H es continua pues F (s, 1) = 7 (s) = G (s, O) y las homotopías
F, G son continuas, por el lema 2.3 H es continua y satisface

H (s, O) = F (s, O) = , a (s)
H (s, 1) F (s, 1) = p(s)
H (O, t) = xo
H (1, t) = xl

F (s,2t)	 si O < t

•
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2.1 Homotopía de Trayectorias

• 

Figura 3:

entonces H : a ;;'-'sre/{0,1} p. •
Ya probado esta proposición 2.4 podemos hablar de sus clases de equiva-

lencia, a las que les llamaremos clases de homotopía.

Definición 2.5. Sean a, T : 1 —I X trayectorias en X tal que u (0) x0,

o- (1) = T (0) = x1 , r (1) = x2 . Definimos

CIT (t)	
{ a (2t)	 si O t	 12

T (2t — 1) si < t < 1

Proposición 2.6. Si F : a Pere1{0 ,0 Ci y C	 1"1"-ire1{0,1} 1-1

a I7- .

Demostración. Gráficamente tenemos la siguiente situación

Figura 4:

Definimos H : I x 1 —> X motivada por la figura 5, de la siguiente manera

F (2s, t)	 si O < <
H (s,t) -=

G (2s — 1, t) si < s < 1

entonces OT rd{o,i}
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2.1 Homotopía de Trayectorias

Figura 5:

H está bien definida
continua.

Además

H (S, O)

pues F (1,0 = xl = G (O, t) y por el lema 2.3 es

a (2s, t)	 si O < s
ar (s)

r (2s — 1, t) si	 < s < 1

o-' (22 ,t)	 si O < s <
H (s , 1)

r' (2s — 1, t) si	 < s < 1
= dri (s)

H (O, t) X0

H (1, t) X

Entonces así que H : UT	 OLTI . Véase figura 5. n

Teorema 2.7. Sea ir]. (X, xo) el conjunto de las clases de homotopía de lazos
en X con punto base xo, con la operación [o-] [r] = [o-r]. Entonces in (X, r 0  es
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o- (2s)	 si 0 < s <

a (2 (1219)
si tí! < <

2 — -1- 
2En

Figura 6:

Entonces obtenemos la homotopía

o- (2s)	 si 0 < s <

{S1 I < S < 2-F (s,t) =	 a ( t)	 2 — — 2t

(7-1 (28 — 1) Si —
2-t

2.1 Homotopía de Trayectorias

In grupo con elemento neutro [xo] y el inverso de [a] es [al donde a -1 (s) =
a(1 — s) Entonces ni (X, xo) se llama grupo fundamental de X en xo.

Demostración. Veamos que el producto está bien definido. Sean [u] , [7] E

71- 1 (X, xo), a "---,7,2{o,1} a' 3r T %:::rd{0,1} 7J . Por la proposición 2.6 (77- nlret{zi} 0-17-1

entonces [01-] r- [a' r']. Ahora mostremos que [a] [OH = [xo]. Consideremos
la figura 6 y vamos a hacer lo siguiente, para cada to E [0,1] fijo, definimos
la trayectoria

a' (2s — 1) si 2-S- < s < 1
Note que por la simetría de la figura 6 tenemos que a (2s)i to.	 (28 — 1)! 2-te

2
para cada to E 1.

{

F (s, to) =
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2.1 Homotopía de Trayectorias

Ahora F está bien definida pues

u (2 (1))	 o- (t)

cr-- 1 (2 (y) — 1) = <7- 1 (1 — t) = a (t)

y por el lema 2.3 son continuas, veamos que es la homotopía buscada de xo
a ca --1

F (s, O) = o- (0) = xo (s)

F (s, 1)	 cro.(1,5()2s 1) si O < s <
si z< s < 1

F (O, t) = cr (0) = xo
F (1, t) = a-1 (1) = xo

Entonces [xo] = [or-1], análogamente [xo] = [o-- 1 a] y concluimos que
[0 ] -1 = [al •

Ahora mostramos la asociatividad Sean [a] , [r] ,[w] E 71-1 (X, xo); para ca-
da to E [0,1] fijo, debemos demostrar que (o-r)w r-t1 a (7-w) re/0,n. Separemos
a [0, 1] en tres intervalos, los que le corresponderán a a, r, co en los subinter-
vajos [o , 	 Lo,* [Lorti, 1] respectivamente, véase figura 7 Ahora
encontraremos tres homeomorfismos que manden su respectivo subintervalo
al intervalo [0,1] preservando la orientación.

Para a queremos que para cada to E I fijo

[ to + 
O

' 	 4	
—› [0, 1]

entonces para cada s E [0, 1127-11

4s
1-4   

to
4

Para r queremos que para cada to E I fijo

[to +
4	 4

1 to + 21 	 [0 1]
[0,1]

	

j	 4

= 0.0_-1 (a)

•
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{

F (s, t) -=

u (tt)	 si o < s <

T (4s — t — 1) si 4 
< o < t

4
2

— — 

si	 < s < 1
W (48—t-2

2—t

2.1 Homotopía de Trayectorias

1

1	 3
74" w

l=	 2

Figura 7:

entonces para cada s E [Lo-ri-J. , Ln4 2 1

s 1~4 s to + 11-->4I4 s — ti) +1 = 4s — to — 1

	

4	 4
Para co, queremos que para cada to E 1 fijo

	

[to 2 1	 r	 to + 21
1111— 4 j	 [111]

entonces para cada s E {P,

s —> s 	  1—> 	
tn+2	to + 2	 s — 4	 4 	 4s — to — 21 

4	 1	 to
4
+2 - 4—t0-2

4 	

- 	

2 — to

Con estos cálculos definamos F : [0,1] x [0,1] tal que para cada (s, t) E
[0, 1] x [0, 1]

•
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2.1 Homotopía de Trayectorias

Está bien definida pues

CT el))	 a (1)	 X0	 T (0) T (4 (L--,E,1) t

(4(4t2 ) -t-2)7. (4 
\t42)
(t+2` t —	 T (1) = XO = (0) = co	 2— —

y por el lema 2.3 es continua. Es la homotopía buscada pues

{ cr (4s)	 si O < s < 1

	

F (s, O) =	 T (4s — 1) si 1 < s < 1

co (2s — 1) si I < s < 1

a (23)	 si O < s < 1

	

F (s, 1) =	 T (48 - 2) si 1 < s < 1

GJ (4s — 3) si 1 < s < 1

	

F (0,0 =	 o- (0) = x0

	

F(1,t) =	 w 
(4

2 t t
 2)

— ta (1) = xo

y por lo tanto (UT) LO •-n.%ret{0,1} a (no).

Ahora vemos que [xo] es el elemento neutro de ni (X, xo). Sea [a] E
ri (X, xo), vamos a probar que 0.X0 re1{0,1} a. Consideramos la figura 8.

Encontremos un homeomorfismo de [0, 15-11 a [0,1], entonces a cada s E
[O, !al-1 le asociamos

s	 2s
1)4-1	 O	 to + 1

esto nos propone la función

pues el punto final de a es xo; F está bien definida ya que

t
o- 

(2 (
+1
p-))

= a (1) = x0

= ( (ar) W) (S)

= (°- (7W)) (S)

F (8 ,t) r= {0" 
(M) Si O < S < -T-t+1

xo	 Si fr-j-	 s < 1

e
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2.1 Homotopía de Trayectorias

•

Figura 8:

la continuidad se sigue del lema 2.3; Además

{

a (2s) si O < s <
xo	 si < s < 1

F (s, 1) = a (s)

F (O, t) = a (0) = xo
F (1,t) = xo

F (s, O) = (aro) (s)

Así F : o-xo *tire/{o,i} a. De manera análoga obtenemos xou „goa } a y por
lo tanto [x0] es el elemento identidad en ir 1 (X, xo). n

Proposición 2.8. Sea a : I --+ X una trayectoria de xo a x 1 . entonces
la aplicación a. : 7r1 (X, ro) --> ni (X, x i ) tal que ce.[a] = [a -1 ua] es un
isomorfismo.

Demostración. Primero a, está bien definido pues si al 	 a2 entonces
por la proposición 2.6 tenemos que a-lcia rtsre/{0,1} a-1c2 a . Y además

(a-1 o-l oi) (0) = a-1 (0) = a (1) -=
(a-l o-i a) (1) = a (1) =

Así que a. [a] E ni (X, xi)•
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2.1 Homotopía de Trayectorias

Figura 9:

Veamos que a* es un homomorfismo. Sean [al ] , [a-2] E ir, (X, xo), entonces

a* [cric2] la	 o-oa]
Ra 1 0.1a) (a 10.2a)]

[ct-10_2ct1

a* [o-1 ] a.. [0-2] •

Para demostrar que es biyectiva encontraremos una función inversa. Pro-
ponemos az' como ésta, ahora, si [aso ] E Ir]. (X xo) y [ux1] E ir, (X, xi)
entonces

(a* o a. 1 ) [0-.01 = cez' (a* [axo]) = aZ 1 Ga-luxo al) = [aa-laxoaa-l] = [axoi
(a ,7 1 a*) [axil = a* (a7 1 [cx1]) = a* Gauxi a-11

777

)	 [ux1]

Por lo que a* es un isomorfismo. n

Corolario 2.9. Si X es conexo por trayectorias, entonces el grupo funda-
mental ir1 (X, xo) es independiente del punto xo salvo isomorfismos.

Definición 2.10. Definimos la categoría de los espacios topológicos puntea-
dos como aquella cuya clase de objetos son los pares (X, xo); y si (Y, yo) es
otro espacio topológico con punto base yo, los morfismos son las aplicaciones
f : X —› Y tal que f (x0)= yo. Cita le]

Definición 2.11. Si f : X —> Y tal que f (xo) = yo definimos su morfismo
inducido f* :	 (X, xo)	 ri (Y , yo) Por la regla f, [a] = [f o a].

14



2.1 Homotopía de Trayectorias

Observación 2.12. Nótese que f* está bien definido pues si al Rtirel{0,1} 0.2

son lazos en xo entonces existe una homotopía F tal que

F (8,0) = o-1(s)
F (s, 1) = u1(s)
F (O, t) = F (1, t) = xo

	

Así, definimos G:IxI --> Y por G (s, t)	 f o F (s, t). Entonces

G (s,0) = f (F (s, 0)) = f (0-1 (s)) = (f o 01) (s)
G (8,1) = f (F (3,1)) = f ( 0-2(s)) =	 o a2) (s)
G (O, t) f (F (O, t)) = f (xo) = yo f (F (1, t)) = G ( 1 , t)

así G - : f o al P".-te/{0,1} f ° 0-2•

f* es un homomorfismo pues

f. (rail ía-21) =	 ( [0-1 0-2]) =	 (0-10-2)]

y además

f (2s	 á <s<1

	

f (cla2) = fo-2 (2s
)
 — 1) si 

0
1	 s< <1 = (fui) (f°-2)5 

entonces

	

[f (0-1 0.2)] = [(fui) (f a2)] = [f	 ff 0-21=	 [al] b[0-2]

Teorema 2 13 Si f : X --> Y es una aplicación tal que f (xo) = yo entonces
f* es un funtor, donde xo es el punto base de X y yo es el punto base de Y.

Demostración. Si Y = X y f = Ida- la identidad en X entonces si [u] E
ri (X, x0) entonces f* [u] = [fu] = [u]. Además si g : (11 yo) —› (Z, zo)
entonces (g f). [u] = [g f fu] = g* [fu] = g* f* [a] por lo que (g f). = g* f* .*. •

Ahora podemos hablar del funtor grupo fundamental de la categoría de
los espacios topológicos punteados a la categoría de los grupos.
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2.2 Homotopía de Aplicaciones

2.2. Homotopía de Aplicaciones
Dado que las trayectorias son aplicaciones de I en X, Podemos intentar

reemplazar I por algún espacio topológico Y y definir homotopía. Así ya no
tendremos puntos finales {0,1} como en I pero lo podemos reemplazar por
algún A C Y.

Definición 2.14. Sean X,Y espacios topológcos yA C X, sean f,g : X —> Y
aplicaciones tales que fl A = gIA decimos que f g rel A o bien f Rtrebt g
si existe una aplicación F : X x I —> Y que satisface que para toda x E X,
a E A y toda t E I lo siguiente

F (x, O) = f (x)
F (x, 1) = g (x)
F (a, t) f (a) = g (a)

En el caso de que A = 0 escribimos simplemente f g.

Figura 10:

Proposición 2.15. La relación •-td rem es una relación de equivalencia.

Demostración Sean X, Y espacios topológicos y A C X y sean f, g, h :
X —> Y. Veamos que f rtd „LA f Definimos F (x, t) = f (x) entonces

F (x, O) = f (x)
F (x,1) = f (x)
F (a, t) = f (a)

Así que f	 f.
•
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2.2 Homotopía de Aplicaciones

•Ahora la simetría, supongamos que f Z-JrciA g por la homotopía F. Defi-
nimos G (x, t) = F (x, 1 — t) que es continua y además

G (x, O) = F (x, 1) = g (x)
G (x, 1) = F (x, O) = f (x)
G (a,t) = F (a, 1 — t) = f (a) g (a)

Así que G : g 1̂relA f •

A continuación probaremos la transitividad, suponemos que F : f l'erem
G	 h, vamos a probar que f ic:Irem h. Sea

H (x t) = F (x, 2t) 	 si O < t <
 G (x,2t — 1) si 1 < t < 1

está bien definida pues F (x, 21) F (x, 1) = g (x) G (x, O) = G (x, 22 —1)
y es continua por el lema 2.3. Luego

H (a,t)

iÍ

{

F (a, 2t)	 si 0< t< 1

G (a,2t — 1) si 1 < t < 1

{g (a) si 0< t< 1

g (a) si 1<t5_1

= g (a)
f (a)

— h (a)

Así que G f r<ire/A h. n

Ejemplo 2.16. Sea X = Y = r, si f = Idx, g	 la función constante O.
Entonces F (x, t) tx es una homotopía de g a f.

Definición 2.17. Sea X un espacio topológico, decimos que X es contraíble
si existe xo E X tal que Idx r-bd x0 , donde xo denota a la aplicación constante
g (x) = xo para cada x E X.

Teorema 2.18. X es contraíble si y sólo si para cualquier espacio topológico
Y y para cualquier par de aplicaciones f, g : Y —› X se satisface que f si g.
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2.2 Homotopía de Aplicaciones

Demostración. Supongamos que para cualquier espacio topológico Y y para
cualquier par de aplicaciones f,g:Y —> X se satisface que f g, podemos
tomar en particular X = Y y las aplicaciones Idx, x0 entonces Idx xo y
entonces X es contraíble.

Recíprocamente, supongamos que X es contraíble, entonces existe xo E X
tal que H : Idx xo entonces

H (x, O) = Idx (x) = x
H (x, 1) = xo (x) = xo

Sea Y un espacio topológico y f, : Y —> X Definimos F: Y x / —> X por
la regla F (y, t) = H (f (y) , t) entonces : f xo pues

F (y , O) = H (f (y) , O) = f (y)
F (y, 1) = H (f (y) , 1) = xo

De manera análoga, definimos G : Y x / —> X por la regla G (y, t) =
(g (y) , t) entonces G : g ft. ro pues

G (y, O) = H (g (y) , O) = g (y)
G (y, 1) = H (g (y) , 1) = x0

Entonces f xo g que es lo que queríamos probar. n

Teorema 2.19. si X es un espacio topológico contraíble entonces X es
conexo por trayectorias.

Demostración. Sea X un espacio topológico contraíble y ro, x1 E X apli-
cando el teorema 2.18 al espacio topológico Y = I y a las funciones xo y x1
tenemos que F : xo lta x1 entonces

F (s, O) = ro
F (s, 1) = xl

Sea a (t) F (O, t) es continua pues F también lo es, además

a (0) = F (O, O) = xo
a (1) = F (O, 1) = x1

entonces a : I —> X es la trayectoria que buscamos. Entonces X es conexo
por trayectorias. n
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2.2 Homotopía de Aplicaciones

Obsérvese que no podemos afirmar el recíproco, es decir, si X es un espacio•
topológico conexo por tratectorias, no podemos afirmar que sea contraible,
pues la esfera es un espacio topológico conexo por trayectorias pero no es
contraible.

Corolario 2.20. Todo subconjunto convexo X de un espacio euclideano es
contraible.

Demostración. Sea Y un espacio topológico y fi , f2 : Y --> X, definimos
una homotopía por

F (y, t) = t f2 (y) + (1 — t) fi. (y)

entonces
F (y, O) = fi (y)
F (Y,	 h (Y)

claramente F es continua pues es la combinación convexa entre las aplica-
ciones fi y f2 ; lo que nos muestra que fi  f2 y por el teorema 2.18 se tiene
que X, es contraíble. n

Definición 2.21. Un espacio topológico X es simplemente conexo si es
conexo por trayectorias y su grupo fundamental es trivial.

Proposición 2.22. Todo espacio topológico contraíble es simplemente conexo.

La demostración de esta proposición no es obvia, pues aunque por el
teorema 2 18 sabemos que si a es una trayactoria basada en xo entonces
a x xo pero no podemos asegurar que o-	 xo rel {0, 1}; pero para ello
necesitaremos algunos resultados.

il	 Lema 2.23. Si X es un espacio topológico y F : 1 x 1 —> X una aplicación
Llamamos a (t) = F (O, t), (t)	 F (1, t), ry (s) = F (s, O), ó (s) = F (s, 1).
entonces 8 ce-17/3 rel {O, 1}.

Demostración. Sean xo = 5 (0) = a (1) y x i = 5 (1) = (1). La idea es la
siguiente, vamos a contruír homotopías E, G que vayan "transformando" a
a- 1 y a fi en los lazos constantes xo y x i respectivamente, y usarlos junto
con F para obtener una homotopía H tal que H : a- 17,3 xoóxi rel {0, 1}.

Primero construyamos G : I x 1 --> X. Necesitamos que para cada to E I
fijo y para cada s E [0,1 — to] se cumpla que

G (O, to) = ,(3 (t0)
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a	 n

Figura 11:

G (1 — to, to) = Ñ (1)

y claro también que G sea continua. Por otra parte definimos

G (s,t) = xl a-- fi (1)

siempre que s > 1 — t.
Consideremos el homeomorfismo o- : [0,1 — ti —› [t, l] que para cada

s E[0,1- t]
o- (s) = s + t

entonces proponemos

G (s,t) ={fit(s+t)si0<s<1—t
fi (1) sil—t<s<1

Es claro que G (s, 0) = fi (s) y que al variar t, la trayectoria G (s, t)
es la curva )3 (s) pero que empieza en el punto fi (t) y termina en valor
constante fi (1) , la función fi (s + t) es continua pues es la composición de
las aplicaciones fi y u, y puesto que los conjuntos que definen O < s < 1— t
y t < s < 1 son cerrados en I x / se tiene por el lema 2.3 la continuidad de
G. Ahora

G (s, 0) = fi (s)

G (s,1) = Q (1)= xi
G (0,0 = Q (t)

G(1,t) = l3(1)=

20
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Figura 12:

Cambiando la función /3 por a en G (s, t) definimos la aplicación E' :
I x I --> X tal que

E' (5,0) =

E' (s,1) =

E' (O ,t) =

E' (1, t) =

a (s)

a (1) = x0
a (t)
a (1) = x0

xa

Figura 13:
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2.2 Homotopía de Aplicaciones

y si definimos E: I x 1 —n X como

E (s,t) = E' (1 — s,t)

Figura 14:

E' (1— s, O) = a (1 — s) = a -1 (s)
E' (1 — s, 1) = a (1) = xo
E' (1, t) = xo
E' (O, t) = a (t)

Ahora vamos a definir la homotopía, para ello, "aplastaremos" las apli-
caciones para definir una función H en I x I que contenga la información
de las tres. Dividiremos el intervalo I en los tres subintervalos siguientes:

[O ' , 411 [1' 2	 251]	 [  1] denotemos por	 R2, R3 los homeomorfismos "lineales"4 
que preservan orientación, sobre los subintervalos anteriores a 1, es decir

(s) = 4s
R2 (S) = 4s — 1
R3 (S) = 2s — 1

y luego

E (s, O) =
E (s, 1) =
E (O, t) =
E (1, t) =

22
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•
y entonces nuestra homotopía será H:Ix I —1 X

E (Ri (s) , t) si O < S <

H (s, t) =	 F (R2 (s) , t) si á < s <

(R3 (s) , t) si á < s < 1

E (43, t) si O < S <

F (4s — 1, t) si 4 < S <

G (2s — 1, t) si 2 < s < 1

1,1

Figura 15:

H es continua por el lema 2.3 y porque R1, R2, R3 son continuas.
Además tenemos que

(a-17) firet,g (x0 5) x1 r el {O, 1}
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pues

E (4s, O) si O < s <

H (s, O) -

	

F (4s - 1, O) si 4 < s <

G (22 — 1,0) si < s < 1

a- 1 (4s) si O < s <

-y (4s — 1) si < s <

fi (2s — 1) si < s < 1
(a-17)0(s)

{

E (4s, 1) si O < s < 1

F (4s — 1, 1) si 14. � s � 1-

G (2s — 1,1) si 1 < s < 1

xo Si O < s < 1

8 ( o) c ; 1 < , <
V') °I í 	 ° 	 7

xi Si bl, < s < 1

(x06) xi (S)

H (O, t) = E(R1 (0), t)

= E (O, t)

= 20
= G (1,t)

= G (R3 (1), t)

= H (1, t)

H (s, 1) =
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/
X1

Figura 16:

Por último es fácil dar una homotopía tal que (x 05) x1	 6 rel {O, 1} y
por la propiedad de transitividad demostrada en la proposición 2.4 tenemos
que

a-lry fi est,- ó rel {0,1}

n

Definición 2.24. Sean X, Y espacios topológicos. Una aplicación sobreyec-
tiva p : X --> Y se llama aplicación de identificación si la topología de Y es
la topología cociente inducida por p.

Teorema 2.25 (de Transgresión). Sea p : X ---> Y una identificación y
h : X --> Z una aplicación. Suponga que hp- 1 es 1-valuada (esto es, h es
constante en cada fibra p' (y)). Entonces hp-1 : Y —1 Z es continua, y
además el siguiente diagrama conmuta.

X --L-> Y
,<_,

Demostración. Ver [1] pág 123, teorema 3 2 n

Ya tenemos las herramientas necesarias para demostrar la proposición
2.22. Aquí esta la prueba.

25
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Demostración. Por la proposición 2.19 sabemos que X es conexo por trayec-
torias, sólo necesitamos probar que 71-1 (X, xo) = {1}. Sea [a] E /fi (X, ro)
mostraremos que a r 61{0,1} xo. Llamemos p' : I —> / {O, 1} a la proyec-
ción natural p' (x) = [x] entonces I/ {O, 1} tiene la topología inducida por
p', en otras palabras, p es una identificación. Como a, y xo son aplicaciones
aplicamos el teorema de transgresión sobre ambas funciones y obtenemos

- I/ {O, 1}
(n

a'	
xol (II)

X	 X

con a  : / {O, 1} —> X y ilo : 1/ {O, 1} —› X definidas por a' = u o p-1
y x'0 = xo o P1.

Dado que X es contraíble, la proposición 2.18 implica que existe una
homotopía F' : 1/ {O, 1} x I —> X tal que

F' ([s] , O) = x13([3])
F' ([8] , 1) = o-' ([3])

Ahora definimos una trayectoria a : I --> X por a t) = F ([0] , t).

F

Figura 17:

Sea p:IxI —> / {0, 1} x I la proyección canónica p (s, t)	 ([si, t)
entonces p es una identificación y por lo tanto continua. Definimos P

I p I/ {0,1}
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F' o p luego F es continua y por lor los diagramas (I) y (II) tenemos que
Po (p' (s)) xo (s) y a' (p' ((s))) = a (s) y entonces obtenemos

F (8,0) = F'(p(s,0)) = F' ([s] ,0) = xfo([8]) = x'o (P' ( 8)) = X0 (S)
F (s, 1) = .P' (p (s,1)) = F' ([s] , 1) = Cr/ (isi) = cri (11 ((s))) = u (8)

F (O , t) = F' (p (O , t)) = F' ([0] ,t) 	 a (t)
F (1,t) = F' (p (1,t))

	
F' ([1] ,t)	 a (t)

Entonces haciendo ó = u, -y = xo, a = fi en el lema 2.23 tenemos que

a R-•'rel{0,1} a-1X0 a Rtire4{0,1} a -1 (xoa) "Ilrel{0,1} a-la ^5're1{0,1} xo

Corolario 2.26. Sean f ,g :Y --> X aplicaciones homotópicas por medio de
una homotopía F:YxI ---> X . Sea yo E Y, xo .f (Yo) y x1 = g (Yo) . Sea
a : I —› X la trayectoria de xo a x 1 definida por a (t) = F (yo, t) para cada
t E I. Entonces el diagrama siguiente conmuta.

(17, Yo) —L,-* ni (X, xo)

Ices

ir1 (X xi)

Demostración. Si [a] E in (Y, yo), entonces por el lema 2.23 tenemos que g o
Rtre/{o,i} a' (f o cr)a. Así que 9. [a] [g o a] = [a 1(f o cr)a] = a. [f o a]

a. f. [a]. Véase figura 18.
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gae

F	 (8) 7t)

f o u
Figura 18:

Corolario 2.27. Con las condiciones del corolario 2.26, f. es un isomorfis-
mo si y sólo si g. lo es.

Demostración. Sabemos de la proposición 2.8 que ce. es  un isomorfismo y
por lo tanto ce7 1 también lo es. Del corolario 2.26 tenemos que g. = a. f.
entonces si Á es in isomorfismo tambien lo es g..

También Á = (x7 1g. entonces si g. es un isomorfismo también lo es Á. n

Definición 2.28. Una aplicación f : Y ---> X se llama equivalencia ho-
motópica si existe f' : X —»11. tal que f o f' Idx y f l of Idy. Entonces
decimos que X y Y son hornotópicamente equivalentes.

Proposición 2.29. X es contraíble <4. X es homotópicamente equivalente a
{x0}.

Demostración	 Supongamos que X es contraíble, por su definición
tenemos que Idx xo para algún ro E X. Sea Y = {xo} sabemos que
ro : X —› Y sea i : Y —> X la inclusión, entonces i (ro) = ro. Entonces

ro o i = xoiy = Idy
Idx xo= xo Idx

Entonces xo es una equivalencia homotópica y con esto probamos que X es
•homotópicamente equivalente a {xo}.
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e	 ]Supongamos que X es homotópicamente equivalente a {x0} . En-
tonces existen f : X —> {xo} y f' : {xo} —> X tal que f o f'	 Id{x0} y
f' o f trzi Idx. Sea x1 = f' (xo), entonces como f' o f = x1 se tiene entonces
sustituyendo que x1 P.-, Idx y por definición X es contraíble. n

Corolario 2.30. Si f : X —> Y es una equivalencia homotópica entonces
f.:	 (X, x) —> rri (Y, f (x)) es un isomorfismo para cualquier x E X.

Demostración. De la definición de equivalencia homotópica tenemos que
existe fy : Y X tal que f o f' Idy yf' o f FtlIdx.

Utilizando el corolario 2.26 tenemos que

(X,x) 12L; - 71-1 (X, f o f (4)

Id.	 I a*

71-1 (X, X)

Donde a : I —> X es una trayectoria de x afof (x) definida como en el
corolario 2.26. Entonces tenemos que f: o f. = a.Id.= a.. además a. es un
isomorfismo entonces f es sobreyectiva.

De manera análoga, se tiene que f. o f:, = Id./3. = donde fi : I —> X
es una trayectoria de x a f o f' (x) luego tenemos que f. es inyectiva. Así que
f es un isomorfismo. n

Proposición 2.31. Sea X conexo por trayectorias, entonces son equiva-
lentes:

X es simplemente conexo.

Toda aplicación de S 1 en X se puede extender a una aplicación del
disco cerrado E 2 en X.

3. Si a, r : I —> X son trayectorias en X tales que o- (0) = T (0) y
(1) = T (1) entonces a r rel {O, 1}.

Demostración. 1)-2) Sea a : //{0, 1}	 X sea p' : I —> 1/ {O, I} la
proyección canónica. Sea xo = a ([0]).

Sea a, = o p' : I --> X entonces ayo es un lazo basado en xo pues

alo (0) = ap' (0) = o- ([0]) = xo	 ([1]) = crp' (1) = rizo (1)
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Como X es simplemente conexo se tiene que rr i (X, xo) = {O} y entonces
o- 20	 xo rel {O, 1}. Sea F' su homotopía entonces F' : I x I ---> X es tal que

F' (s, O) = x0
F' (s, 1) = o- zi o (s)

F' (O, t) = F' (1, t) = xo

Definimos p:IxI -+ / {O, 1} x I la proyección canónica, esto es, p (s, t) =
([s] ,	 .

Entonces F', p son continuas y además F' es constante en cada fibra de
p ya que las únicas fibras de p con más de un elemento son los de la forma
p- 1 ([O] , t)	 {(0, t), (1, t)}, y tenemoá que F' (O, t) = F' (1, t). Esto nos da
derecho a definir F = F' o p-1 y además por el teorema 2 25 (Teorema de
transgresión) F : I/ {O, 1} x / -I. X es continua y además F' = F o p

IxI—P-0-I/ {O, 1} x /

X
Además

F ([8] ,0) =	 p-1 ([s],0) = F' (s,0) = xo
F ([s] , 1)	 F' o p- 1 ([3] ,1) = F' (s, 1) = rizo (s) = o p' (s) = u ([s])

F ([0] ,t) =	 o P-1 ( [0] t) = F' (0, = xo

Ahora sea II : I/ {0,1} x / -› E2 donde II ([0] h) = (27r0, h) en coordenadas
polares.

77    a
a	 a  

X X >I 7( )( 7C X        

Figura 19:

Está bien definida pues II ([0] , h) = (O, h) = (27r, h) = (27r (1) ,	 =-

71- ( [1] h) .
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más de un elemento es 11-1 (0) = {([O] , O) : O E I} y F ([O] , O) = xo. Así que
podemos definir la función F : E2 X tal que P = F o ir' y por el teorema
de transgresión tenemos que P es continua y P o lr = F.

/ {O, 1} x I	 E2

FI

Entonces, si P (O, r) = P(270, r) afirmamos que P es la extensión de a
buscada, pues

F (O, 1) = P (212-0, 1) = F (71- -1 (27r0, 1)) = F ([0] , 1) = o- ([0])

y F es continua así terminamos esta implicación.

2)1). Sea [a] E 7/- 1 (X, xo) probaremos que xo r-t1 a rel {O, 1} y con esto
ni (X, xo) = {O} y como X es conexo por trayectorias tendríamos que X es
simplemente conexo.

Sea p' : I —> // {O, 1} la proyeción natural, entonces a es constante
en cada fibra de p' ya que a- (0) = a (1) = xo por ser un lazo basado en
xo. Entonces podemos definir la función a : I/ {0,1} --> X donde a' =
a o (p9 -1 , por el teorema de transgresión obtenemos que a' es continua y
además a'	 = a.

Así que por hipótesis podemos extender a' a una aplicación G : E2 -->
X, tal que Giu{o,i} x {i} = a'. Consideremos (// {O, 1}) x I/*, donde *
relaciona los elementos de la forma ([8 1 ] , O) con ([82] , O). Sea 13 la proyección
natural I/ {O, 1} x I --> (I/ {O, 1} x I) /*, que es continua, así definimos
p:IxI --> (I/ {O, 1}) /* con la regla p (s, t) = fj. (p' (s) , t) continua pues p
y p' son continuas. (Notemos que (// {O, 1} x /)/* restringido a t = 1 es
una copia de S'.

Sea F G o p. Vemos que G:x0 :-:-Jo-rel {O, 1}.

F (s, 1) = G (p (3,1)) -= a-' ([s]) = o- (s)
F (s, O) = G (p (s, 0)) =

a (t) := F (O, t) = F (1, t) = G (p (O, t))

aplicando el Lema 2.23 tenemos:

a ,ct..• a-lxi a rel {0,1} .
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a(o) = xj

2.2 Homotopía de Aplicaciones

Figura 20:

entonces

luego

a-la a rel {0,1}

rel {O, 1}

y como xo = o- (0) = x 1 entonces

xo a rel {O, 1}

1) .3). Supongamos que X es simplemente conexo, sean o-, r tales que
xo = o- (0) = T (0) y x1 = o- (1) = T (1). Como X es simplemente conexo,
en particular su grupo fundamental es trivial y tenemos que CIT-1	 xo
rel {O, 1}. Usando la proposición 2.6,(o-r-1) T XoT rel {O, 1} y por un lado
tenemos

entonces

y luego

y por otro lado

y entonces

(CIT-1) T a (r 1 T) rel {0,1}

(UT-1) T o-xo rel {0, 1}

(071 T a re/ {0,1}

XoT r rel {O, 1}

O" Rt T re/ {0,1}
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3)-1) Sea [a] E ni (X, xo), ahora a y xo son trayectorias con el mismo
punto inicial y final, se tiene entonces por hipótesis que u PD' xo re/ {0,1}
entonces X es simplemente conexo. n

e
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2.3. El Grupo Fundamental del Círculo
En esta sección encontraremos el primer grupo fundamental no trivial, el

cual nos servirá como base para obtener incluso, todas las superficies com-
pactas y conexas en O. Intuitivamente,el grupo fundamental de ,5 1 es el
grupo cíclico infinito, ya que podemos enrollar al círculo con trayectorias en
alguna dirección y desenrrollarlo en sentido contrario, y además lo podemos
enrollar tanto como queramos siempre una vuelta más y nunca va a volver a
desenrollarse. Probaremos estas dos ideas en 5 1 en forma rigurosa, primero
que efectivamente que su grupo fundamental es cíclico y después que es de
orden infinito, pero antes necesitamos algunos resultados de espacios métri-
cos.

Los lemas 2.32, 2.33, 2.34 están basados en las pruebas en [5] pag. 198-200.

Lema 2.32. Sea f : X —+ 12 continua y X es compacto entonces existe c E X
tal que para cualquier x E X se tiene que f (c) < f (x).

Demostración. Sea A = f (X) entonces A es compacto por la continuidad
de f . Mostraremos que A tiene un mínimo Procedemos por contradicción, Si
A no tiene un elemento mínimo entonces la colección de abiertos {(a, oo)}.EA
es una cubierta de IR tomemos una subcubierta finita {(a„ oo)}r_i de ella, sea

a„, =mín {a,} entonces a„, (a„„ oo) = U (a,, oo) entonces {(a,, oo)}71
i=1,2 .... ,r1	 i=1

no es una cubierta de A que es una contradicción, asi que A tiene un elemento
mínimo m y como f es sobre A entonces existe c E X tal que f (c) = m. n

Lema 2.33. Sea A una cubierta abierta de un espacio métrico compacto
(X, d), entonces existe e > O tal que para cada subconjunto A de X de
diámetro menor que E se tiene que A está contenido en alguno de los ele-
mentos de A. a e se le llama un número de Lebesgue.

Demostración. Si X E A entonces el resultado se cumple trivialmente. En-
tonces supongamos que X « A entonces de la compacidad de X tenemos que
A tiene una cubierta finita {A 1 , A2 , ..., An } para cada i = 1, 2, n definamos
C, = X —	 claramente éste es un subconjunto cerrado de X. Definamos

f (x) = ñ f d (x, C,). Veamos que f (x) > 0 para todo x E X. Como
i=1

es una cubierta de X entonces hay un i tal que x E A i luego A, es un conjun-
to abierto, o sea que existe b > O tal que B5 (x) C A, entonces si y E C, se
tiene que y O B5 (x) y entonces d (x, y) > 5 y entonces d (x, Ci) > ó entoriles
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(X) = ñ E d (x,C;) _� ln d (x, Ci) 15 y como f es continua pues la función
.;=-1

d lo es tenemos por el lema 2.32 que f alcanza un valor mínimo e probemos
que éste es un número de Lebesgue.

Sea B C X tal que Diam(B) < E sea xo E B entonces .8 C BE (xo)
entonces sea m tal que d (xo, Cm) = máx	 {d (xo, Gin

E f (x) C d (xo, Cm)

Entonces B C BE (xo) C Am. n

Lema 2.34. Sea f : X —> Y una aplicación del espacio métrico compacto
(X, dx) al espacio métrico (Y, dy) entonces f es uniformemente continua.

Demostración. Sea e > O entonces {Bs (y) : y E Y} es un recubrimento
abierto de Y y entonces A = {f- 1 (Es (y)) : y E Y} es un recubrimento
abierto de X sea ó un número de Lebesgue de esta cubierta. Entonces sean
xl , x2 E X tales que dx (xi , x2 ) < 5 entonces Diam ({xi , x2 }) < ó entonces
existe y E Y tal que {xl , x2 } C f -1 (13 (y)) o bien {f (x1 ) , f (x2)} c 13.5. (y)
así que dy (f (xi), f (x2)) < E por lo que f es uniformemente continua. n

Teorema 2 35 El grupo fundamental r1 (S1 , (1, O)) es un grupo cíclico in-
finito generado por [ f] donde f (t) = (cos (27rt) , sen (2irt)).

Demostración. Sea g un lazo en ,51 basado en (1, O), esto es, g : I —1 51 es
continua y además g (0) = g (1) = (1, O) Vamos a probar que g fmrel {O, 1}
para alguna m E

Consideremos
= {(x, y) E Sl : y >

U2 = {(X,W E Sl : y < 15}

Entonces U, y U2 son conjuntos abiertos de 51 y 51 = U, U U2. Es claro que
tanto U, como U2 son homeomorfos a (0,1) así que ambos son contraíbles.

Supongamos primero un caso trivial. Si g (1) C U, o g (I) C U2 entonces
g es homotopico a un lazo constante en S1 entonces por ser éste conexo
por trayectorias, se tiene que g es homotópico a f°. Entonces supongamos
que no son válidas ninguna de las contenciones anteriores. Afirmamos que es
posible divdir a 1 en subintervalos [ti ,	 para i	 0, 1, 2, ..., n — 1 donde
O = to < t i < « • • < 4_ 1 < tn = 1 tal que

1. g ([4,4+1]) C U, o g ([ti , ti+11) C U2 para cada i
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2.3 El Grupo Fundamental del Círculo

2. g ([4_1, ti]) Y 9 ( [ti, ti+1]) no estan contenidos en el mismo U5

Para probarlo por el lema 2.33 sabemos que existe un número de Lebesgue
e de la cubierta abierta {g-1 (U1) g-1 (u 2)} entonces dividimos el intervalo /
en una cantidad finita de subintervalos de longitud menor que e entonces se
cumple la primer condición, pues por la forma en que fueron contruidos los
subintervalos Ii usando un número de Lebesgue tenemos que cada elemento
cumple Ii C g-1 (U1 ) o Ii c g-1 (U2) entonces g (Ii ) C U1 o 9	 C U2 Ahora
si dos subintervalos contiguos son tal que ambos están contenidos en el mismo
U1 o U2 simplemente consideramos su unión, hacemos este proceso para cada
par de éstos (aquí usamos que fueran una cantidad finita) y entonces es claro
que cumplen la primera y la segunda condición.

Consideremos para cada i = 0,1, ..., n - 1 la trayectoria g i : / ->
tal que g% (s) = g (s (4+1 - ti) ± t i) es simplemente considerar la trayectoria
de gi [44f1l . Entonces es claro que g = gogi • • •	 además cada gi es una
trayectoria en U1 o en U2 Afirmamos que g (ti ) E U1 nU2 pues si g ([4-1, ti]) C
U1 entonces por la condición 2 se tiene que g ([ti ,ti+ 11) C U2 entonces en
particular g (ti ). E U1 fl U2. Geométricamente observamos que U1 fl U2 tiene
2 componentes por trayectorias, la que contiene a (1, 0) y la que contiene a
(-1, 0) entonces podemos tomar para cada i una trayectoria - yi : I -> (4 fl U2
que empiece en g (ti) y termine en (1, O) ó (-1, O) si dependiendo en cual
componente por trayectorias de u1nu2 se encuentre el punto g (ti ). Definamos
entonces

50 = 9070
= fyiiigeyi si O < i < n - 1

15n-1 — 7n 129n- 1

Notemos que cada Si es una trayectoria en U1 ó en U2 entonces tenemos que

[y] = [gagi • • . fin_i]
[go (7076-1) 	 (71717 1)
	

9r,-2 (7n-27;12 ) gn—i]

= [ (g070) (70 1 9171) • • • (7 2:3gn-291n-2) (777,12gn-1)]
= So& • • 8n-i]

Notemos que si 6i es un lazo en U, o en U2 entonces por ser éste contraíble se
tiene por el teorema 2.22 se tiene que 5 es homotópico al lazo constante de
valor (1, O) o (-1, O) según sea el caso entonces podemos ignorar estos casos
y considerar que á; no es un lazo, simplemente una trayectoria con distintos
puntos inicial y final Sea n i una trayectoria en Ul de (1, 0) a (-1, 0) adeniás
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es única salvo homotopías pues si 771 fuera otra trayectoria como ni entonces
7717711 es un lazo basado en (1, 0) y como U1 es simplemente conexo tendriamos
que 771%1 1 es homotopico (relativo a {0, 1}) al lazo constante (1, 0) y entonces
711 111 rel{o 3} Análogamente, sea n2 una trayectoria en /72 de (-1, O) a (1, O)
que es única por las mismas razones que ni notemos que f 171 7}2 rel{o,i} Y
además para cada i tenemos uno de los siguientes casos

(5i = 7/7.
ói = 7171

15i = 112
5i =

y además, por la condición 2, si r5 i = 77t1 entonces
entonces Si+2 = r/P entonces tenemos sólo uno de los
para g y para alguna m > O

±1	 • s	 ±
= 7/2 Y si = 71

1
2

tres casos siguentes

g rz.t. (1, O)	 f° rel{o,i}
ercj• 717.7727/1712•7/1712 	 fm rel{o,i}

g	 (711712711712...7/1712) 1 Ps f-rn re1{0,1}

Con esto probamos que 77-1 (S1 , (1, O)) es un grupo cíclico. Ahora veamos
que 7r1 (S1 , (1, O)) tiene que ser infinito para esto consideremos S 1 como
subconjunto del plano complejo S 1 = {z E e : izi = 1}. Sea h un lazo en
S1 . Entonces por el lema 2.34 se tiene que h es uniformemente continua
así que si tomamos E = 1 entonces existe á > O tal que si is - ti < á en-
tonces h (s) - h (t)i < 1. Entonces dividamos I en intervalos [tk , tk+i] tal
que tk+1 - tk < 5, entonces si t, t' E [tk, tk±i]hseti_ti i)ene que ti (t) - h (t') < 1
Ahora para cada i, 1 < i < n sea O, = Ar g ( 111) ) entonces de la desigual-
dad ih (4) - h (ti_i ) I < 1 se tiene que

7r	 ir

- -2 <	 <

Ahora definamos el grado de h como sigue, Grado (h) = E ei . Este número
=1

es un entero pues E e, es una determinación del argumento del número cora-
ár-1

plejo= h
(t
t , = 1 así que 

,E
 o, = 27rk para alguna k E Z entoncesn 	 h(•)	 h„

o)
)

i=1	 1-1

t
) 

37



2.3 El Grupo Fundamental del Círculo

Grado (h) = k es un entero. Ahora veamos que el grado de h es independi-
ente de la elección de los subintervalos de I, Notemos que si tomados dos
particiones de intervalo I podemos encontrar una partición del mismo I que
además es un refinamiento de ambas divisiones tomadas inicialmente, por
lo que sólo es necesario mostrar que si tenemos una division de I entonces
cualquier refinamiendo de éste genera el mismo valor para Grado (h); para es-
to sólo es necesario considerar refinamiendos donde sólo se agregue un punto
s que "corte" un subintervalo 	 ts] y los demás refinamientos es repetir el
procedimiento una cantidad finita de veces. El refinamiento que consideramos
es O = to < < • • • < t i _i < s < ti < • « • < tn, = 1. Reemplacemos el valor Oi
correspondiente al subintervalo [4_ 1 , t2] por 0", + 07 por los correspondientes
a los subintervalos [4_ 1 , s] y [s, ti] respectivamente, o sea

Arg (a)

= Arg (10)

y de nuevo
72-E < <

< <

Así que Arg	 — Arg (W) + Arg ( h l(*) — 07 + 61 y además porIl)
las desigualdades anteriores tenemos que

—ir < + < ir

pero el hecho de que Arg ( h(
h(ti) ,) 07+B; nos dice que estos difieren en uni

múltiplo de 27r luego tenemos que necesariamente se da la desgualdad

7r	 7r
< + <

2 	 2

así que 0, = + 01. Ahora mostraremos que el grado de un lazo es invari-
ante bajo homotopías, así que supongamos que g, h son lazos basados en 1
homotópicos relativo al {O, 1}. Sea F:IxI --> Sl su homotopía y tenemos
que

F (s, O) = h (s)
F (s, 1) = g (s)

•
F (0,t) = F (1,t) = 1
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2.3 El Grupo Fundamental del Círculo

De nuevo usamos el lema 2.34 de manera análoga a como se hizo anterior-*
mente para afirmar la existencia de subdivisiones de 1 x 1 en rectángulos de
la forma [s t_i ,	 x [tj_i ,t3]; donde {s,} y {t3 } son particiones del intervalo,
y que F manda los intervalos a subconjuntos de 51 de diámetro menor que
1 i.e., si (s,t) , (s' ,e) E [5,_1 ,	 x [ti_h ti] se tiene que

IF (s, t) — F	 < 1

Ahora sean
= Arg 	(F(si-i,t-i)

)

07 = Arg (nzzt-F(sip) )

. Si probamos que E = E 07 podriamos repetir
i=1

el mismo argumento para cada j = 1, 2, ..., m y tendriamos que Grado (h) =
Grado (g) Sea ;Di = Arg nsti)) con	 < á Ahora 617 — 0 y pi — wi_i

delambos determinaciones del argumento del mismo número así que éstos
difieren en un múltiplo de 27r y por las mismas razones anteriores concluimos
que 07 — 0 = ci — wi_ 1 . Ahora podemos sumar sobre la i obteniendo

E 491 - E = E - = E 90i - = Wn Wo

i=1	 i=1	 i=1	 i=1

Ahora si calculamos Son Y 'Po 

Son = Arg

'Po = Arg

F(8.,t.y)  1 = AraF(8„,t;_i)
	 Arg

F(" ' ti) 1 = ArgF(44; -1 )

= Arg (71 ) = O
a= A__

(i)          

así que llegamos a que E 0 = E 07 que es lo que queríamos. Definamos h n, =
i=1	 i=1

cos (2mirt)+ isen (2mirt) se puede calcular que tiene grado m así que el orden
del grupo fundamental del círculo es infinito. Con esto hemos demostrado que
ir1 (51 , (1,0)) = Z. n

con MI < y 1071 <
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2.4. Retractos y Aplicaciones
Como hemos visto, no es fácil encontrar grupos fundamentales en general,

pero esta proposición nos dice que el el grupo fundamental de el producto
de dos espacios topológicos, y por lo tanto de una cantidad finita, es la suma
directa de los grupos fundamentales de cada espacio.topológico.

Proposición 2.36. Sean X, Y espacios topológicos y sean ro E X y yo E Y.
Entonces ri (X x Y, (ro,Yo)) r=j- 7r1 (X, xo) x ni (Y, Yo)•
Demostración. El isomorfismo se obtiene como sigue:

X x Y
px	 NN.H.y 1/4

X	 Y

Sean px, py las proyecciones px : X x Y —› X y py : X x Y —› Y. Estos
inducen los homomorfismos (yr). 771 (X x Y, (xo,Yo)) --> ir1 (X , xo) Y (Py).

Tri (X x Y, (rO,Yo))	 ir1 (Y, Yo).

(P.)
7r1 (X x Y))

(Py).

	

ri (X)	 7r1 (Y)

	

Sea 2P : iri (X x Y, (xo,Yo))	 7ri (X, xo) x	 (Y, Ya) tal que si u es un
lazo en X x Y basado en (ro, yo) digamos a (t) = (crx (t) , ay (t)) entonces
definimos

( [a]) := ( (px) * [a] ,(13y)*]a])	 Gas] , [00
Notemos que ax es un lazo en X basado en xo y ay es un lazo en Y basado
en yo y además, si T a rel {0,1} donde r (t) = (rx (t) Vry (0) tenemos que

([7 ]) = ([7-x] [7-/1) = Gaxl [uy]) = b ([a])
Así que ib está bien definido.

Probemos que es homomorfismo. Sean [a], [r] E ir1 (X x Y, (royo)),
entonces

z» ( [ar]) = ((Px) * [ar] ,(Py)*]ar])
((Px ) * [a] (Px) * [r] ,(Py)*[0](19y)*[7])

	

((Ps) *	(Py) * [a]) ((Pp) * 171	 (Px),1[7])
	 •

==.	 ( [ol)	 (P-1)
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2.4 Retractos y Aplicaciones

• Ahora probamos que es biyectiva encontrando su inversa 0-1.
Sea y : 71-1 (X, xo) x ir1 (Y, yo) —› (X x Y, (x0,y0)) por la siguiente regla

Go-],[r]) := [(a (t) ,T (t))] Vt E /

Afirmamos que y = Vr i . Veamos primero que y está bien definido. Supong-
amos que Fi : al F 0-2 rel {0,1} y F2	 Pts 72 rel {0,1} entonces (u1, Ti) P-1
(a2 , r2 ) rel {O, 1} pues sea F : 1 x I -4 X x Y como F (s, t) = (F1 , F2 ) (s, t)
donde (Fi , F2) (s, t) = (Fi (s, t) , F2 (S t)); pues

	

F (s, O) = (Fi ( s, , F2 (s,0)) = ( t (s)	 (S)) = (al, 71) (8)

	

F (s , 1) = (F1 (s, 1) , F2 (s y 1 )) = (a2 (s)	 72 (S)) = (0.2 7-2) (s)
F (O, t) = (Fi (0, t) , F2 (O, t)) = (xo, Yo) = (Fi (1, t) , F2 (I, t)) = F (1, t)

Por tanto F es la homotopía deseada.
Veamos que w= 0 -1 . Calculemos o w y w o

o w ( [a] [1 ]) = [ (a 7)]

= (03 X)* [ ( C5 7)]	 (Pv)* [(a, T)])

= (5X (a,	 [PY	 (a, TM

= ( [a] [Ti)

(io o [al = w	 xa1, (hal)
= [ 09 2Cr

= [a]

n

Definición 2.37. Sea A C X. Diremos que A es un retracto de X si existe
una aplicación f : X —› A tal que fi A = IdA.

Intuitivamente A es un retrato de X si X es puede deformar continua
mente a A dejando los puntos de A fijos.

Teorema 2 38 El círculo 51 no es retracto del disco cerrado E2.

Demostración. Supongamos que si es un retracto, entonces existe una apli-
cación f : E2	,91- tal que fi sl =

Sea i :	 E2 la inclusión entonces f o i = Idsi pues si x E 51 entonces
f o i (x) = f (i (x)) = f (x) = x = Idsi (x). Así como i es continua induce la
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2.4 Retractos y Aplicaciones

función i. : irl (81 , (1, O))	 (E2, (1, 0)), y f induce f. : ir 1 (E2 , (1, O)) —1
7r1 (51 , (1, O)). Por otro lado, tenemos fs. o i. = (f o i). = Id. pero no puede
ser ya que f. o i. no es uno a uno, pues si g E nl (51 , (1, O)) entonces como

(E2 , (1, O)) es simplemente conexo se tiene que f. o i. (g) = f (i. (g)) =
f. (0) = O y sabemos que R- 3. (51 , (1, O)) no es trivial por lo que f. o i. = Id.
no es uno a uno esto nos lleva a una contradicción. n

Definición 2.39. Sea A C X. Diremos que A es un retracto fuerte de defor-
mación de X si existe una aplicación F:X x I —› X tal que para cualquier
xE X,aEA se tiene

F (x, O) = x
F (x, 1) E A

F (a, t) = IdA

Hay que observar que cualquer retracto fuerte de deformación es un re-
tracto, pues la aplicación f (x) = F (x, 1) nos dice que A es un retracto de
X.

Proposición 2.40. 51 es un retracto fuerte de deformación de E 2 — {(0, 0)}.

Demostración. Sea F : E2 — {(0, 0)} x I —> E2 — {(0, 0)} dada por

F ((r,x) , t) = ( (1 — t) r + t, x)

con 0<r<1y0<x< 27r (en coordenadas polares.)
F es continua pues sus proyecciónes son continuas. Ahora

F ((r, x) , O) = (r, x)
F ((r, x) ,1) = (1, x) E

F ((1, x) ,t) = (1 — t + t, x) = (1, x)

Esto nos dice que efectivamente que 8 1 es un retracto fuerte de deformación
de E2 — {(0, 0)}. n

Una aplicacion a esto nos da una particularización del teorema del punto
fijo de Brouwer.

Corolario 2.41. Cualquier aplicación f : E 2 —> E2 tiene un punto fijo.

Demostración. Supongamos lo contrario, que f no tiene puntos fijos y pe-
garemos a una contradicción.
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2.4 Retractes y Aplicaciones

Figura 21:

Definamos r : E2 —> S1 de la siguiente manera, para cada x E E2 por
hipótesis sabemos que x T f (x) así que definen una semirecta que va de
f (x) y que pasa por x, entonces sea r (x) el punto de intersección de esta
semirecta con S1 como se ve en la figura 21. r es continua.

Ahora como ri si = Idsi, esto quiere decir que S1 es un retracto de E2
que como ya demostramos en el teorema 2.38, no puede ser. n

Se puede probar fácilmente para el caso n = 1.

Corolario 2.42. Cualquier aplicación f : [0, 1] —> [0, 1] tiene un punto fijo.

Demostración. Supongamos que f (0) > O y f (1) < 1 pues de lo contrario
ya habríamos terminado. Consideremos la aplicación Id : [0, 1] —> [0,1] en-
tonces f (0) > O = Id (0) y f (1) < 1 = Id (1) entonces por el teorema del
valor intermedio existe xo E [0, 1] tal que f (xo) = Id (xo) = x0 y entonces xo
es un punto fijo de f.
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Figura 22:

•

•
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e 3. Grupos Libres y Productos Libres de Gru-
pos

Esta sección del trabajo está basado el los libros [4] y [2].

3.1. Producto Débil de Grupos Abelianos
Definición 3.1. Sean G1 , G2 grupos. Definirnos

Gi x G2 = {(91, 92)	 91 E G15 92 E G2}

y definimos el operador en el mismo por la regla

	(91,92) (91,	 = (9191, .92.91)

Observación 3.2. Gi x G2 es un grupo.

Demostración.

Cerradura Sean (91 ,92 ), (91, 91) E G/ x G2, entonces por definición tenemos
que gb gl E G1 Y 92,92 E G2 entonces 9191 E G1 Y 929 E G2 asi que
(mí, 9292) E G1 x G2.

Asociatividad Sean (91, 92) (9'1,92), (21,0 E G/ x G2 , entonces (91.$) 91 =
91 (9191) Y analogamente (m1)1'1 = 92 (9192 ) así que

	

((91, 92) (91,92)) C 7, 	 = (mí , 9291) (791, T2)

= ((g1.94)1, (92g1)1)

(91 (grgi) g2 (gZ.W))

= (91, 92) ((gliff) (9411))

Neutro Sean 1 1 y 12 los elementos neutros de los grupos G 1 y G2 respecti-
vamente, entonces (1 1 ,12) E G1 x G2 y además es su elemento neutro
pues si (91, 92) E G1 x G2 entonces

(1 1 , 1 2) (91, 92) = ( 1 191, 12, 92) = (91, 92)
(91, 92) (11, 12) = (91 1 1 , 92 12 ) = (91 , 92)
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos

Inverso Sea (g i , g2) E G1 x G2, entonces también(gi-1 , g2-1 ) E G1 x G2,

veamos que (gri, 	

15

 9z i)	 g2)~1

(91, g2 ) (g17 11 g21 = gig919i,g2921 	 (11,12)

(91 

1, 
g1.1) (gil g2) = Egl lgl,	 = (11, 12)

De manera análoga podemos definir el producto de los grupos {G,}: de-
n

notado por fi Gi o por G1 x G2 x ... x Gn. También el producto de una familia
3=1

00
numerable de grupos {G,} i% éste denotado por fi Gi en ambos casos defin-

i=1
irnos el producto componente a componente. Ahora definimos el producto de
familas arbitrarias de grupos.

Notación 3.3. En futuras ~iones denotaremos 1 al elemento identidad
del grupo G, en cado de haber una familia {Gi }be/ de grupos denotaremos li
al elemento identidad en el grupo Gi.

Definición 3.4. Sea {Gj ie1 una familia arbitraria de grupos. Sea fi Gi su
¡el

producto cartesiano, es decir,

fi Gi = {f. :1 —>UGi :Vi E 1, f (i) E Gi.}
ist	 isr

Y definimos el producto componente a componente,(f • g) (i) = f (i) g (i) para

(
cada i E I. A fi Gi , • I se le llama producto directo o producto cartesiano

¡el
de la familia {Gi}iel.

Observación 3.5. Si {G.Ji€1 es una familia de grupos abelianos entonces
fi Gi también lo es.
3E1

Demostración. Sean f, g E fi Gi entonces veamos que fg=gf. Sea i E I,
ist

entonces f g (i) = f (i) g (i) = g (i) f (i) = g f (i). n
Dada una familia arbitraria de grupos {Gi }3el , su producto débil se define

como el subgrupo de su producto directo fi Gi formado por los elementos g
iEl

tales que g (i) es el neutro en Gi excepto para una cantidad finita de elementos
de I. Formalmente lo definimos así
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• Definición 3.6. Sea {Gi }ieI una familia de grupos y sea

{ fi= f E	 Gi : f (i) = l i excepto para una cantidad finita de elementos de I .
iEI

Entonces llamaremos a G el producto débil de {Gi}i€1.

Observación 3.7. El producto débil es un subgrupo del producto directo.

Demostración. Sea {Gi }iel una familia de grupos y sea G su producto
débil, entonces sólo tendremos que probar que para cualquiera dos elementos
f,g E G, se tiene que fg-1 E G.

Sean f, g E G entonces digamos que Ff, F9 son los conjuntos finitos de 1
tales que para cualquier i O Ff , f (i) = l i y para cualquier i « F9 , g (i) =1i,
así el conjunto de elementos i donde g- 1 (i) $ l i es E9 también. Por otro
lado hay que notar que Ff U E9 es finito, y además si i 1 Ff U F9 entonces
como i O Ef se tiene que f (i) = li y i O E9 tenemos g' (i) = l i con esto

Ffprobamos que para cualquier i 0	 , un f g1 (i) =1.,: entonces fg-1 E G. n

Observación 3.8. Si los Gi son abelianos y la operación de los grupos es
aditiva, al producto débil suele llamársele suma directa y se denota por G.

Observación 3.9. Si {Gi}iar es una familia finita de grupos entonces su
producto débil y su producto directo coinciden.

Proposición 3.10. Sea {G,}iE1 una familia de grupos y sea G su producto
débil, o producto directo, entonces para cualquier i E I, la función wi : Gi —>
G definido de la siguiente forma, para cada j E I, y x E Gi,

I x si j = i
((Pi (x)) (j) = i 1 si i	 i

es un monomorfismo.

Demostración. Tenemos que probar que w i es homomorfismo y que es uno
a uno.

(p, es un homomorfismo. Veamos ambos casos si j = i tenemos que

(Wi (xy)) (:7)	xy = (Wi (x))	 ' (wi (y)) (i)

Si j i tenemos

(Wi (xY)) (i) = 1 = 1 1 = (Wi (x)) (i) • (Wi (Y)) (i)
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos

Çoi es inyectiva. Como (pi es un homomorfismo, es suficiente con mostrar
que ()GT' (1) = {14. Sea x E wT1 (1), entonces soi (x) = 1 o bien
(wi (x)) (j) = 1; para cualquier j E 1. Si tomamos en particular j = i
tenemos que x =	 (x)) (i) = 1i.

Definición 3.11. A los (pi como en la proposición anterior se le llaman
monomorfismos naturales.

En el caso de que cada Gi sea abeliano el teorema siguiente da una car-
acterización importante de su producto débil y de sus monomorfismos natu-
rales.

Teorema 3.12. Si {G4.€1 es una colección de grupos abelianos y G es su
producto débil entonces dado un grupo abeliano A y dada una colección de
homomorfismos fibi : —> Aber existe un único homomorfismo	 —> A
tal que para cualquier i E 1 el siguiente diagrama conmuta

Gi	 G

A

Demostración. Si f E G, sea o •r =i c / el conjunto finito donde se cumplej
que f (i1 ) 4 1 que existe por definición de producto débil, entonces definimos
ib : G —> A de la siguiente manera

=	 (f (ii))
j=1

zb está bien definida ya que el producto es finito y A es un grupo abeliano
así que no depende el orden en el que se tomen los

in
Podemos observar que si {k4r_ i D {ij}731  entonces (f) =	 ( f (k,„,,))

j=1

pues para los elementos 19 ft { i1}7=i se tiene que f (19) = 1 y así tambien,
por ser ipin un homomorfismo, 0i, (f	 = 1 y entonces no afectará en el
producto.

Ahora probamos que ik es un homomorfismo. Sean h, f 2 E G y sea Ny'3=s
los índices para los cuales (4)# 1 o f2 (i5) # 1.
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos

Por la observación anterior tenemos

(fi) = fi Ibis (f' (i1))
g=i

(h) =	 (h (i4)

Ahora calculemos (fi f2)

(hl) =	 tPi; (Ah (ii))
j=i

=	 h; (fi	 h (ii))

H bs, (ii)) /Pi; (h (i1))

?pi; (fi (i1))fi /Pi; (h (i,))

=	 (fi) (f2)

Ahora veamos que el diagrama conmuta, tenemos que probar que para cualquier
i E I se tiene que iPc,oi =	 Tomemos x E G entonces por definición tenemos

(Pi (x )	 si i
í x si i — j

entonces aplicando i4i tenemos que

(x) = Wi (x)

así que el diagrama conmuta.
Ahora la unicidad, sea : G —› A un homomorfismo que hace conmutar

el diagrama.
Sea f E G probaremos la siguiente igualdad

f = IJ (cp, (f (i)))	 (1)
tEl
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos.

para ello tomemos j E I arbitraria, notemos que

0 = 399i (f (0)(i) =
í f (.

1 si i
si z j

luego

(II 
wi (f (i)))	 = fi (wi	 @M(.7) = f

iEI	 iEI

para cada j E I por lo tanto probamos (1). Entonces

O'	 =	 (ilsoi (f (0))
;El

=	 (wi (f (i))) •
iE/

= H Oi (f (0)
¡El

=	 4k (f

Se sigue que tb' = IP y el teorema queda demostrado. n

Al teorema anterior se le suele llamar propiedad universal del producto
débil de grupos abelianos.

La siguiente proposición establece que el teorema 3.12 caracteriza el pro-
ducto débil de grupos abelianos.

Proposición 3.13. Sea {Gi }iE1 una colección de grupos abelianos y G su
producto débil. Sea G' un grupo abeliano arbitrario y ydi : Gi	 G' una
colección de homomorfismos tal que el teorema 3.12 sea válido al sustituir
G y wi respectivamente por G/ y pi, entonces existe un único isomorfismo
h : G —> G' tal que para cualquier i E I el siguiente diagrama conmuta

Gi	G	 (2)

91 1 X,
G'

Demostración. Por el teorema 3.12 tenemos que existe un homomorfismo
h que hace conmutar el diagrama 2 Por otra parte, el teorema 3.12 también
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos

4, se aplica a G/ y so'i por las hipótesis de la proposición 3.13 así que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

(3)

Si unimos los diagramas 2 y 3 tenemos

G'

G'

	

ik	 ok ih

y por lo tanto los siguientes diagramas conmutan

	

1—?=•- G	 Gi	 G'

Wi
koh	

9211
hok

G'

Por otro lado, es claro que

Wi
IdC

conmuta. Y por la unicidad del teorema 3 12 tenemos que

kh = Ido

hk =

Con esto h posee una función inversa así que h es mi isomorfismo. n

Observación 3.14. Puesto que cada (pi es un monomorfismo, podemos iden-
tificar Gi con su imagen en G por (pi , y considerar ;Di como una inclusión
cuando sea conveniente. Así que en este caso diremos que G es el producto
débil de los grupos Gi entendiendose que (p i es una inclusión.
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3.2 Grupos Abelianos Libres

3.2. Grupos Abelianos Libres
Definición 3.15. Sea G un grupo. Sea S C G. Se dice que S genera a G si
todo elemento de G puede escribirse como producto de potencias de elementos
de S. Además si S es finito diremos que G es finitamente generado.

Observación 3.16. Si G es un grupo, ySc G entonces S genera a G si y
sólo si S no está contenido en algún subgrupo propio de G.

Demostración. Sea (S) {si 's2 	 :	 E Z, s i E S, k E N}
Supongamos que existe un subgrupo propio H de G tal que S C H. Por

las propiedades de ceradura bajo producto e inversos de H tenemos que

(S) C H

como H es propio de G tenemos que existe g E G tal que g O (S) así que g no
se puede escribir como producto de potencias de elementos de S y entonces
S no genera a G.

Ahora supongamos que S no genera a G entonces (S) G y es claro que
S c (S) y además que (S) es un subgrupo de G así que ya acabamos. n

Ejemplo 3.17. Si G es un grupo cíclico de orden n, a saber

G = {xi : i E Z, xn =1}

entonces {x} genera a G.

Si el conjunto S genera a un grupo G, cierto producto de elementos de S
pueden dar el neutro de G, por ejemplo

si x E S entonces xx-1 = 1.

si G es un grupo cíclico de orden n generado por {x} entonces x" = 1.

a un producto de elementos de S que sea igual al neutro se le llama
una relación entre elementos del conjunto generador S. Podemos distinguir
entre dos tipos de relaciones, triviales y no triviales, las primeras que son
consecuencias de los axiomas de grupo como en a), y las no triviales que son
las que dependen de la estructura del grupo G como en b).

Estas observaciones nos llevan a la "definición"siguiente, si S es un con-
junto generador de G decimos que G está libremente generado por S si todas
las relaciones entre los elementos de S son triviales.
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3.2 Grupos Abelianos Libres

También estas nociones nos llevan a la idea de que podemos determinar
• completamente un grupo por los elementos de un conjunto generador y las

relaciones no triviales entre ellos.
Para poder dar una definición precisa de la idea anterior, nos basaremos

en las siguientes observaciones

Observación 3.18. 1. Sea S un conjunto de generadores de Gyf:G --->
G' un eptimorfismo, entonces el conjunto f (S) es un conjunto generador
de a , además cualquier relación de G entre los elementos de S es
tambien una relación en G1 entre los elementos de f (S), así que O'
satisface al menos tantas relaciones como G.

2. Sea S un conjunto generador de G y f :G	 GI un homomorfis-
mo. entonces f está completamente determinado por su restricción al
conjunto S, sin embargo, es falso que toda aplicación g : S —4 G' pue-
da extenderse a un homomorfismo f : G --> G', ya que puede que g
no "mande" la identidad en la identidad (suponiendo que la identidad
fuese un elemento de S).

Ahora daremos la definición de grupo abeliano libre.

Definición 3.19. Sea S un conjunto arbitrario. Uno grupo abeliano libre
sobre un conjunto S es un grupo abeliano F junto con una función w : S --> F
tal que para cualquier grupo abeliano A y para cualquier función tfr : S --> A
existe un único homomorfismo f : F ---> A que hace conmutar el siguiente
diagrama

SF

=Pi /f

A

Demostraremos que esta definición caracteriza efectivamente a los grupos
abelianos libres sobre un conjunto S dado.

Proposición 3.20. Sean F y F' grupos abelianos libres sobre un conjunto
S respecto a las funciones w : S --+ F y wi : S --+ F' respectivamente.
Entonces existe un único isomorfismo h : F --> F' que además hace conmutar
el diagrama siguiente
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3.2 Grupos Abelianos Libres

S	 F

F'

Demostración. De las definiciónes de que F, F' son grupos abelianos libre
sobre S respecto a cp y w' respectivamente, tenemos que

S -2—a- F 1 )41 - F'

F'
para algunas funciones h, k.
A partir de estos diagramas tenemos que los diagramas siguientes con-

mutan

S----F
w Icoh

F'
Pero la funcion identidad en F y F' respectivamtente tambien hacen

conmutar dichos diagramas y por la unicidad se sigue que koh =Idp,hok =
14, asi que en particular h es el isomorfismo buscado. n

Hasta ahora simplemente hemos dado una definición; dado un conjunto
S no sabemos si existe algún grupo abeliano libre sobre S además no sabe-
mos si la función cp es inyectiva ni que F está generada por p (S). Así que
mostraremos primero que ;o (S) genera a F.

Proposición 3.21. Si F es un grupo abeliano libre sobre S con respecto a
yo entonces F está generado por cp (S).

Demostración. Es claro que el diagrama siguiente conmuta

S	 -9 (w (S))	 (4)

91
F
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donde i : ((p (S)) --> F es la función inclusión. Por otro lado, F es un
grupo abeliano libre, así que existe un homomorfismo f : F --> (p (S)) tal
que el siguiente diagrama conmuta

(5)

f

	 Por los diagramas 4 y 5 tenemos

además la función identidad 14 también hace conmutar este diagrama
así que if = /4 así que i es sobreyectiva y entonces i = 14 y luego
F = (w (S)). n

•
Consideremos la siguiente situación, si {Si}ier es una familia no vacía

de subconjuntos de S ajenos dos a dos, cuya unión es S mismo, además,
para cada i E 1, Fi es un grupo abeliano libre sobre Si respecto a la función

: Si --> Fi . Sea F el producto débil de los grupos Fi denotemos por ni
al monomorfismo natural de Fi a F. Como {Si }i€1 son ajenos por pares,
podemos definir w : S ---> F de la siguiente manera,

Wisi	niSot

Proposición 3.22. Bajo las hipótesis anteriores, F es un grupo abeliano
libre sobre S respecto a (p.

Demostración. Sea A un grupo abeliano arbitrario y 2ji : S ---> A una función
cualquiera. Para cada índice i E I definimos

= si
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3.2 Grupos Abelianos Libres

ahora como por la hipótesis Fi es un grupo abeliano libre sobre Si existe un
único homomorfismo fi : Fi —› A tal que el diagrama siguiente conmuta para
cada i E I

Si-> Fi	 (6)

Oi 1 d/fi

A

por el teorema 3.12 existe un único homomorfismo f : F —+ A tal que
para cualquier i E I se tiene que el diagrama siguiente conmuta

(7)

de los diagramas 6 y 7 y del hecho de que yol s; = ni o pi y	 =
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

A

Dado que S = U Si tenemos que el diagrama siguiente conmuta
isi

S F

oi

A

Sólo nos falta probar la unicidad de esta f. Sea f' : F —+ A tal que el
diagrama conmuta

S F

A

•
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Definimos fi : N --> A por fi = f' o ni , luego tenemos que el diagrama
siguiente conmuta

ya que

.g9o, = pm°,
=	 ((ps)
= ftwis,
= 01.9,

=

Ahora dado que N es un grupo abeliano libre sobre S i respecto a (pi , tenemos
que fi es único tal que el diagrama anterior conmuta y por (6) tenemos que
fi = fi para cada i E 1 y además el diagrama siguiente conmuta

F

A

luego obtenemos que f = f' por la unicidad en (7) pues habíamos definido
= fi o ni . n

La proposición anterior significa que el producto débil de una colección
de grupos abelianos libres es un grupo abeliano libre. Vamos a utilizar este
teorema para demostrar la existencia de un grupo abeliano libre sobre S.
Supongamos que

= {xihei

y definimos Si el subconjunto de S con un sólo elemento

= {xi}

sea N el grupo cílico infinito formado por todas las potencias de xi

= {xr : n. E Z}

denotemos por wi :	 Fi a la inclusión, esto es, (pi (xi ) =
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Proposición 3.23. Fi es un grupo abeliano libre sobre Si.

Demostración. Sean i E / fijo, A un grupo abeliano y Oi : Si —> A una
función. Definimos A : Fi —> A de la siguiente manera

fi (xr) = pi (xi)n

fi es un homomorfismo pues-

fi (xrxr) = A (xlia+n)

=Wi (xi)"*"
= 4i (x i )". (xi)n

= fi (xr) fi (4)

Veamos que A hace conmutar el diagrama

Si —t.- F,

A

	

fi o cpi (xi) =	 fi (4)

	

=	 ?pi (xi)

Probamos ahora la unicidad de A. Sea fl : Fi —> A un homomorfismo que
haga conmutar el diagrama Entonces

fi Wi = "tPi

	

(xi) =	 (xi)

	

f (xr) = f (xir =	 (xi)m = h (x7)

para cada xii" E Fi con lo que probamos la unicidad. n

Corolario 3.24. El producto débil F de los grupos Fi es un grupo abeliano
libre sobre S = U Si respecto a w.

¡di

Demostración. Es un resultado directo de la proposición 3.22 y la proposi-
ción 3.23. n 	 •
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Observese que el cardinal de I es el mismo que el cardinal de S, esto
significa que F es el producto débil de tantas copias de Z como elementos
tenga S.

Ahora probaremos que so es inyectiva. Tenemos que sois,. = ni o so,.
Sea x.„ E S, luego

p (xi) = ii O wi (xi) --= (xi)

99 (Xi)j = 771( Xi)i	 xt) si i s
xi i

Ahora sean xi E S tales que x i	xi entonces

	

W (xi)i =	 x} = W (x.i)j

asi que y (x i) y (xj ) entonces y es uno a uno
Como yo es inyectiva, podemos identificar a cada xi E S con y (xi) E F,

entonces S se vuelve un subconjunto de F. Además es claro que podemos
expresar a cada elemento g 1 de F de manera única, salvo el orden de los
factores de la forma

	

g =	 • • xrkk

donde los í1 ,	 son distintos y n1 , n2 , ..., N son todos enteros distintos
de cero.

Observamos que si F' es otro grupo abeliano libre sobre S respecto a
la función so' : S --+ F', entonces ésta es también inyectiva ya que por la
proposición 3.20 tenemos que existe un isomorfismo h tal que el siguiente
diagrama conmuta

S F

F'

de aquí cp' =woh entonces y' es inyectiva.
Recapitulando lo anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.25. Dado un grupo abeliano libre F sobre un conjunto S respecto
a una función cp : S --> F, entonces F es isomorfo a un producto débil de
grupos cíclicos infinitos, so es inyectiva y además so (S) genera a F.

entonces
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Observación 3.26. Otra manera de abordar el tema de los grupos abelianos
libres sería decir que un grupo abeliano F es libre sobre el conjunto S =

	

{si},c, c F si todo elemento g 	 1 de F admite una expresión de la forma

9 =	 xin22 	 xinkk

única salvo el orden de los factores. Aunque es más fácil de enunciar nos
conviene más la otra.

Una razón para la importancia de los grupos abelianos libres es la sigu-
iente

Proposición 3.27. Todo grupo abeliano es imagen homomorfa de un grupo
abeliano libre; es decir, dado un grupo abeliano A existe un grupo abeliano

	

libre F y un epimorfismo f : F 	 A.

Demostración. Sea S un conjunto generador de A (podríamos tomar por
ejemplo S = A) y sea F un grupo abonan() libre sobte S respecto a la función
w : S --> F entonces existe un homomorfismo f que hace conutar el siguiente
diagrama

S =PI- F
t j/f

A

donde i es la función inclusión, probamos que f es sobreyectiva.
Sea a E A entonces existen x i , xz,	 Xk E S y mi , m2 , ..., mk E Z tales

	

que a = xrI xt2n2 • • • xr sea g =	 (x	 so (x2 )"' • • W (xk)mk E F luego

f	 = f (w	 W (X 2) 772 2 • • • W kr n k

= f (w 1)) 7n 1 f (w (X 2))m2 • • • f	 (X k)) 7 n

=	 (X2)m2 • • • i krk

	

mi m2	 mk= X X2 • • • X k

= a

entonces f es un epimorfismo. n

Gracias a la proposición anterior podemos dar la siguiente 	 •
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Definición 3.28. Sean A un grupo abeliano, S un conjunto generador de A,
F un grupo abeliano libre sobre S y f :F —4 A un epimorfismo, entonces
a los elementos de ker f — {1} se le llaman relaciones no triviales entre S.
Si {ri} i€1 es una colección de relaciones no triviales entre S y si r E (n)i€,
entonces se dice que la relación r es consecuencua de las relacioné& ri.

Observación 3.29. Si la colección {n}je genera a ker f entonces el grupo
A está completamente determinado, salvo isomorfismos, por el conjunto gen-
erador S y el conjunto de relaciones {ri }i€1 pues A es isomorfo al grupo
cociente F/ (ri)i€1.

Si S, S' son conjuntos con el mismo cardinal y F, P son grupos abelianos
libres sobre S y S' respectivamente, entonces F y F` son isomormos, esto se
debe a que cada uno de ellos es isomorfo al producto débil de tantas copias
de 7 como elementos tenga S o de igual manera, S`. Veamos que, en el caso
finito, el recíproco es tambien cierto, para ello primero pasaremos por la
siguiente

Definición 3.30. Si G es un grupo y n E N, definimos Gn como el conjunto
generado por {g" : g E G}, en otras palabras

Git = ({g" : g E G})

Observación 3.31. En la definición anterior, si G es abeliano, entonces es
claro que {gn : g E G} es un subgrupo y por lo tanto Gn- {gn : g E G}.

Lema 3.32. Sea F un grupo abeliano libre sobre un conjunto de k elementos
entonces F/F" es un grupo finito de orden n/'.

Demostración. Si

F = {41 « • • ekk : pj e ..., pk E Z}

entonces
Fn = {(xr • • • xPilln : p1 , , pk E Z}

	

Sea aFn E F/Fn entonces aFn =	 • • xPkk ) Fn ; por el algoritmo de la
división tenemos que pi = qin + ri con O < ri < n de aquí

X111 • • • xr	
ln

= 
xy-En.	 qkn+rk

(X
1
I • • • Xrkk ) (Xlin • • • Xekikti)

(x2.11 • • fin (X11 • • Xqin
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3.2 Grupos Abelianos Libres

además (41 • • • xgr )n E Fn por lo que aFn = (x? • • xrkk ) Fn. Ahora si
probamos que los elementos de {(x? • • • xrkk ) Fn : O < n < n} son distintos
entre sí habremos terminado.

Supongamos que (a4' • 40 Fn (x1.1 • • • 4k ) Fn con O < ri , s„ < n para
toda i = 1, k entonces

(Xrli • • • Xrkk ) (Xsii • • Xskk ) -1 E Fn

luego
x ry.	 ilick) (x

11	 xsile y 1 =	 xtkk)n 
E Fn

así que xrr'l • • • irsk = Xni ti • • • xnk tk . Como estamos suponiendo que los xi
son distintos, nti = ri — s,. Se sigue de las restricciones de ni y de si que

— s4 < n pues O < r i < n implica que —n < —ri < O y también sabemos
que O < si < n sumando estas desigualdades tenemos —n < s i — ri < n lo
que implica que In —	 < n, además jr — s i l = inti l entonces inti I < n y
entonces t, = O y se concluye que ri =

Corolario 3.33. Sean S y S' conjuntos finitos de distinto cardinal, y F y
F' grupos abelianos libres sobre S y S' respectivamente, entonces F y F' no
son isomorfos.

Demostración. Supongamos que F y F' son isomorfos, luego veamos que
1F/ Fn i = IF' / Pn i, pues si h : F --> F' es un isomorfismo, consideremos la
composición woh:F —> F' /Fin , donde ir (f') = f'F'n para cada f' E F'.
Probaremos que ker ir o h = Fn. Sea x E ker ir o h entonces ir o h (x) =
F" entonces h (x) E F' luego h (x) = x'n para algún x' E F' luego x =
11,- 1 (x'n) =	 (xgn con h 1 (x') E F se sigue que x .E En . Recíprocamente,
sea x E Fn entonces h (x) E F" y luego ir o h (x) = Fin entonces x E ker ir o h;
entonces F/Fn F'/Fin son isomorfos, en particular, IF/Fn i = IP/F'n l y
por el lema 3.32 nisl = nisli luego ISI	 IS1 lo cual contradice la hipótesis. n

Definición 3.34. Sea F un grupo abeliano libre sobre un conjunto S, defin-
imos el rango de F como el cardinal de S.

Hemos probado que, en caso finito, dos grupos abelianos libres son ismor-
fos si y sólo si tienen el mismo rango.

Definición 3.35. Vea G un grupo abeliano, definimos su subgrupo de torsión
como

tG = {x E G : 3n E Z \ {O} tal que nx = O}
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3.2 Grupos Abelianos Libres

además, si ta = G decimos que G es de torsión y si tG = {0} decimos que
G es libre de torsión.

Observación 3.36. el subgrupo de torsión tG sí es en realidad un subgrupo
de G.

Demostración. Sean x1 , x2 E tG entonces existen n 1 , n2 E Z ambos distin-
tos de cero, tales que

n2x2 O

veamos que xi — x2 E tG. Sea n = n1n2 O entonces

n (xi — xz) = nx1 — nx2
= nz (nixi ) — (n2x2)
= n2 (0) — (0)
= 0

n

Proposición 3.37. El grupo cociente G/tG es libre de torsión

Demostración. Supongamos que n (g + tG) ng + tG tG para algún
n O entonces ng E tG luego por definición, existe m O tal que mng = O
y como mn O se tiene que g E tG luego g + tG = tG entonces t (G/tG) =
{ta} así que G/tG es libre de torsión. n

Observación 3.38. Sean G y G' grupos abelianos isomorfos, entonces W
tal y G/tG 51-J G' /te' .

Demostración. Supongamos que h : G ---> G' es un isomorfismo, sea h' :
tG ta dada por h' (g) = h (g) está bien definida ya que si ng O entonces
nh' (g) O, además es inyectiva pues ker C ker h = {O} veamos que es
sobreyectiva, sea g' E tG' entonces, por un lado ng' O para alguna n E Z,
y por otro lado, existe g E G tal que h (g) = g' veamos que g E tG.

nh (g) = nh (g) = 17, (y') = O

y de la inyectividad de h, ng = O en otras palabras, g E tG.

63



3.2 Grupos Abelianos Libres

Ahora veamos que G/tG G'/tG'. sea h : G definida por 1(g) -=-
h (g) + tG' es sobreyectiva, pues es la composición de h y la proyección
canónica 7r : G' —> G'/tG', ambas son sobreyectivas, si probamos que ker h =
tG ya habremos terminado por el primer teorema del isomorfismo, para ello,
sea g E ker Ti entonces Ti (g) = tG' y por definición, ri (g) = h (g) + tG' así que
h (g) E tG' y ya que h es biyectiva, g E h 1 (tG') = tG. Recíprocamente, si
g E tG entonces h (g) E tG y entonces 1(g) = tG' y luego g E ker

El recíproco de la observación anterior no es cierta en general, no podemos
afirmar que G es isomorfo a G' si tG rat tG' y G/tG G' /ta . Sin embargo,
para grupos abelianos finitamente generados tenemos el siguiente teorema
que nos describe completamente su estructura.

Teorema 3 39. a) Sea A un grupo abeliano finitamente generado y T su
subgrupo de torsión. Entonces T y A/T también son finitamente gen-
erados, además A es isomorfo al producto directo T x A/T. Por lo
tanto, la estructora de A está completamente determinada por su sub-
grupo de torsión y de su grupo cociente libre de torsión.

Todo grupo abeliano finitamente generado libre de torsión es un grupo
abeliano libre de rango finito.

c) Todo grupo abeliano de torsión T finitamente generado es isomorfo a un
producto C1 x C2 X • • • x CID donde Ci es un grupo cíclico finito de orden
el además para cada i, el divide a ei4. 1 . Además los enteros el están
unívocamente determinados por el grupo de torsión T y determinan
completamente su estructura.

Demostración. La prueba se puede encontrar en [2] pág. 88, 184. n

A los enteros st del teorema anterior se le llaman coeficientes de torsión
de T y más en general, si T es el grupo de torsión de A, se denominan
coeficientes de torsión de A. Análogamente, el rango del grupo libre A/T se
le llama rango de A.

El teorema anterior también nos asegura que todo grupo abeliano finita-
mente generado es un producto directo de grupos cíclicos, pero nos dice más,
Obsérvese que un grupo de torsión finitamente generado es de orden finito.

Teorema 3.40. Sea F un grupo abeliano libre sobre el conjunto S y
un subgrupo de F. Entonces F' es un grupo abeliano libre sobre un cielo
conjunto S' y el cardinal de S' es menor o igual que el de S.

b)
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Demostración. Se puede encontrar la prueba en [2] pág. 183. n

Aun que las demostraciones de los teoremas 3 39 y 3.40 no son dificiles,
no las probaremos por que pertenecen propiamente al estudio del álgebra
lineal y módulos sobre un anillo de ideales principales.
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3.3. Producto Libre de Grupos
El producto libre de una colección grupos arbitrarios es lo análogo al

producto débil de una colección de grupos abelianos.
En esta sección todo grupo considerado puede o no ser abeliano, al menos

que se especifique lo contrario.

Definición 3.41. Sea {Gi }iel una colección de grupos y G un grupo y
supongamos que para cada índice i E I tenemos un homomorfismo (pi : Gi —>
G entonces diremos que G es el producto libre de los grupos Gi con respecto
a los homomorfismos wi si para cualquier grupo H y cualquier colección de
homomorfismos {lb i : Gi --> H}ier existe un único homomorfismo f : G --> H
tal que para todo i E I el siguiente diagrama es conmutativo

Proposición 3.42. Supongamos que G y G' son productos libres de una
colección {Gi }ici de grupos respecto la los homomorfismos wi : Gi --> G y
;al : Gi --> G' respectivamente. Entonces existe un único isomorfismo h : G -->
G' tal que hace conmutar el siguiente diagrama para cada i E I

Demostración. La demostración es análoga al teorema 3.13. n

Aunque hemos definido el producto libre de grupos y demostrado su uni-
cidad aún falta probar su existencia.

También probaremos que los homomorfismos (p i dados en la definición
de producto libre son monomorfismos y además podemos saber más sobre el
producto G, éste está generado por la unión de las imágenes (p i (Gi).

Teorema 3 43 Dada una colección de grupos {G,} iel siempre existe su
producto libre.
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3.3 Producto Libre de Grupos

• Demostración. Definimos una palabra en la colección {G2 },c1 como una
sucesión finita (x1,x2,...,x,-,) donde cada x k E U Gi , (notemos que es una

id/

unión ajena), además dos terminos consecutivos de la sucesión pertenecen a
distintos grupos y no aparecen los términos neutros de algún G i , a esta n
llamaremos longitud de la palabra.

Consideremos también la palabra vacía, es decir, la de longitud cero y la
denotaremos ().

Denotamos W al conjunto de todas las palabras.
Para cada i E / definiremos la siguiente acción : G, x W W
Si x1 O Gi entonces definimos

g (xi, x2, .••, xv.)

g O
•

ahora si xl E G, entonces

(g, xi, x2,	 xn) si g
(xt , x2 , ..., x,2 )	 si g = 1,

(g) Si g
() si g =

(X2/ ••• 5 Xn)	 si gxt = 1,

9'i(xl) = ()519x1= li

veamos que es efectivamente una acción, para ello haremos un exámen
exhaustivo de los distintos casos.

Primero veamos que

w = w para cada w E W
	

(8)

Si tv = () entonces por definición 1, tu = w.
Ahora supongamos que tu	 (x1 , x2 , ...,xn) entonces consideramos los

siguientes dos casos.
Si x1 O Gi entonces

li • i (x1, x2, « • • xrt) = (X15 x2, ••• 1 Xn)

Ahora si x l E G, entonces

(xi, x2, ••• x73 = ( 1ix1 x2, ••', Xn) = (X1/ x2, •••/ Xri)

Ahora probemos que (gg') •., tu = g (g' w)
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3.3 Producto Libre de Grupos

Si g = g' = tenemos

(gg')	 w =	 w =	 w) g	 (g « i w)

la última igualdad se da por (8).
Si g = 1 y g' 1

(gg')	 w = g'	 w =	 « i (g'	 w) s g	 (g'	 w)

la última igualdad se da por (8).
Si g 1 y g' = 1

(gg')	 w = g	 w = g	 w) = g	 (g'	 tu)

la última igualdad se da por (8).
Si g	 1 y g'	 1 analizaremos varios casos; primero consideremos la

palabra vacía, tu = ()

	

(99)	 W =	 (g(99' ) si gg'
O Si gg' = lt

por otra parte,

	

9 (gl w)	
g 2 (gl	

(g gi ) si ggf	 t

O si gg' =

ahora si w = (x1), si xi	Gi

(U')	 w =	 (gg', xl ) si gg'
(ii) si gg' =

por otra parte,

g (Y •w)	 g•(gl xl ) =	 (ggi x1) si gg'
(X1) si gg'

si xl E Gi tenemos

	

(ggi ) «i w = { (gg'Xl) si 99x 1	 lt
o Si gg'Xl =
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por otra parte,

g .t (g/ •, w) = g •i I (g'xi ) si g'x1 S 1,
() si g'xi = 1,

(gg'xi ) si g'xi	 1„ gg'xi	 1,
(g) si g'xi = li

() si g'xi. $ li, gg'xi = 1,

	( gg'x1) si g'x1	 11,99'x1 li	= 	 (gg'xi ) si g'xi = li y g . ,(g' - i xi )	 1,
O si g 'x1	 1„gg'x1 = 1i

f

	

_,	 (gg'xi) si 99x1	 li-
() si gg'x i = 1i y g'xi	 li

Ahora consideremos una palabra de longitud n > 1, sea w = 
(x1,x2,-,xn)y supongamos que x1 0 G2

	

(99) .2w	 {(gg',xi,x2,•••,wn) si gg'

por otra parte,

*z (9/ -t 1-V ) = 9 • 	 x2,	 xn)	 (99', x1, x2,	 xn) si gg' $l,
(xl , x2,	 Xn) Si 99' -= 1,

por otra parte,

(gg ) ,, w r___ [ ( gg'xi, x2, ..., xn) si gg'x 1 S1,
(x2,...,x„) si gg'x i, =1,

g	 (gl w)
=--

r_-...

=-. {

9 •i {. (
	

(x2 , ..., xn) si g'xi .-- 1,
(9x1, x2, •••, xn ) si g'xi S 1,

(gg'xi, x2,-,xn) si g'xi $ 1i, n'x i $ 1,
(11, x2, .• •, xn )	 si g'xi --= 1,

(x2,...,xn) si g'x1 $ li, gg 'x1 = 1,
(gg'xi, x2,-,xn) si g'x i S 1„ gg'xi S 1,
(9g'xi,x2,•••,xn) si g'xi . 1,: y g'xi = 1,

(x2,...,xn) si g'x 1 S 1figg'x1 = 1,
{ (gg'xi,x2,-.,xn) si gg'x1 S 1,

(x2,...,xn) si gg'x1 =1,

(Xi, X2, •••, Xn) Si gg' =1,

De nuevo, si x1 E Gi
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Así que es una acción. n

Además esta acción es libre para cada i E I pues si g E G, es tal que
g •, w = w para cada w E W podemos tomar w = () y tenemos g O = O 3r
entonces de la definición de la acción tenemos que g =	 lo que significa
que efectivamente, la acción es libre.

Ahora cada g E Gi puede pensarse como una permutación en 1112 y Gi
como un subconjunto del grupo de permutaciones de W que es lo que dice
la siguiente afirmación:

Sea Biy (W) = : W --> W : O es biyectiva} el grupo de permutaciones
de W y consideremos las siguientes permutaciones

es (w) = g w

09 E Biy (W) ya que

O g0 r 1 (W) O g (br 1 " W) = g (g 1 .1w) = (0-1) w w

09-109 (w) = r1 (g «,w) = g-1 •, (g «,w) = (g .-1g) w = w

Ahora para cada i E / sea 'pi : G, —> Biy (W) dado por

99i (9) = 09

estas funciones son monomorfismos:

9, es homomorfismo Seang1 , g2 E Gi y wEW entonces

°9192 (w) = (9192) w = 91 i (92 w) =	 092 (w) = ase O 6492 (Vi)

(pi es inyectiva Sea g E G, tal que w, (g) = Oy = Idw así que

99 (w) = g w = w Vw E W

y como la acción es libre se tiene que g =

Sea G =

elemento de G es producto de potencias de elementos de ti w (Gi ); además
id/	 •

si dos elementos consecutivos están en el mismo grupo podemos reemplazarlo

U (Pi (G,) es claro que G es un subgrupo de Biy (W) y todo
iE/	

)

70



3.3 Producto Libre de Grupos

• por un sólo factor, así todo elemento no neutro puede ser expresado en forma
reducida, es decir, no hay dos factores en el mismo grupo y no aparece ningún
elemento neutro de ellos. Además afirmamos que tal expresiónes única:

Supongamos que O = 091 » • • 199m = 0h1 • •	 dondee ambas expresiones
son reducidas, entonces

()--= (91r • 9m) = (hl, --,hn)

así que m n y además g, h, en otras palabras, la expresión es única.
Afirmamos que G es el producto libre de los {Gi}be/ con respecto a los

monomorfismos {Miel
Sea H un grupo arbitrario y {O, : G, --+ H},e1 . Definimos f :	 H de

	

la siguiente manera. Si O = 99,.• • • Og„, E G, donde O	 1, Og, E w9, (Gik ) V
k = 1, ..., ni, está en forma reducida definimos

f (o) =	 (gi)) • (th„, (9m))

f (1) = 1

f está bien definida pues la forma reducida es única dB E G,0 1.
Veamos que f es un homomorfismo Sean Oi y 02 E G donde

	

01 = 91 • • O gra , gk E Gik V k = 1,	 m

192 = 9„244 • • • 09n, gk E Gik V k = nz + 1, ..., n

son sus formas reducidas entonces

f (01) f (02) = (7k (g1)) • • • (`3im (g.)) (tbi„,, (g.+1)) • • • (ih.„ (g.))

Consideremos 2 casos, primero si	 ini+i entonces

f (01)f (02) = f (ogi • • • o grn o g„,, • • • o g„) =J (0102)

ahora si im

f (01) f (02) = (u (91)) • • (02.„. (g.)) (V'im+i (g.+1)) • • • ( lbin (gn))

= (A1 (g1)) • • • ((•07.. (g.)) (0.,.+1(gm+i))) • • • ( lbin (on))
=	 (gi)) • • • ( tbi,„ (9.g.+1)) ( .1bini+2 (9m+2)) • • • ( Oin (94)
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3.3 Producto Libre de Grupos

si in, itn+2 obtenemos

f (01 ) f (02) = f (t9g, • • • O g„, gin+, O gm+2 • • O gn ) •

= f (61102)

en caso contrario repetimos el proceso como anteriormente.
Ahora veamos que f hace conmutar el diagrama para cada i E I

Gis G

si g E Gi entonces f ((pi (g)) = f (0g) =

H

 P (g).	 •
Ahora f es único pues si suponemos que f' tambien hace conmutar el

diagrama anterior. Bastará con probar la igualdad para los elementos del
conjunto generador de G por ser f, f' homomorfismos. Sea Og E G entonces
para algún i E /

f' (09) = f' (99i (g)) = i (g) = f (sot(g))

así que f es único y así G es el producto libre de los {Gi }ie/ con respecto a
los monomorfismos

Notemos que al ser wi monomorfismos podemos identificar a cada grupo
G, con si imagen cp,,(G,) y considerar G, como un subgrupo del prodcuto
libre G; entonces ;o será considerada como una inclusión.

Observación 3.44. Los puntos más importantes a recordar de la demostración
del teorema 3.43 son los siguientes

Todo elemento g 1 puede expresarse de manera única como un pro-
ducto en forma reducida de los elementos de los grupos Gi.

Las reglas para multiplicar de tales productos en forma reducida son
obvias y naturales.

Ejemplo 3.45. Sean G1 , G2 grupos cíclicos de orden 2 generados por xl
y x2 respectivamente, entonces todo elemento de su producto libre puede ser
expresado de manera única como productos de x l y x2 de manera alternada,
por ejemplo algunos elementos típicos del producto libre son

xl, XiX2, X1X2X1
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3.3 Producto Libre de Grupos

x 2 , x2x1 l x2x ix2

hay que observar que los elementos x 1x 2 y x 2x 1 son de orden infinito.
Podemos notar una gran diferencia entre su producto directo y su producto

libre, ya que su producto directo es el 4-Grupo de Klain, que es abeliano y de
orden 4, mientras que el producto libre tiene orden infinito y no es abeliano.

De ahora en adelante denotaremos al producto libre de {G} ig como
rue/ Gn o bien G1 * G2 * G3 * • • • Gn para una cantidad finita.
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3.4. Grupos Libres
Como es de suponer, la definición de grupo libre es análoga a la de grupo

abeliano libre.

Definición 3.46. Sea S un conjunto arbitrario. Un grupo libre sobre el con-
junto S (o grupo libre generado por S) es un grupo F junto con una función

: S —> F tal que para cualquier grupo H y cualquier función 11) :	 H
existe un único homomorfismo f F 	 H que hace conmutativo el siguiente
diagrama

S

	

	 F
/le

Exactamente como en los casos anteriores, esta definición caracteriza com-
pletamente un grupo libre como lo enuncia el siguiente resultado cuya de-
mostración es análoga a la de la proposición 3.20.

Proposición 3.47. Sean F y F' dos grupos libres sobre el conjunto S respec-
to a las funciones w : S —› F y cp' :	 F' respectivamente. Entonces existe
un único isomorfismo h : F --> F' que hace conmutar el siguiente diagrama

S	 F

911
F'

Falta probar la existencia de un grupo libre sobre un conjunto S arbitrario
y establecer sus propiedades principales. Usaremos el mismo método que en
el caso de grupos abelianos libres.

Proposición 3.48. Supongamos que S = U Si , que los conjuntos Si son
¡el

ajenos por pares, no vacíos y para cada i E 1, sea Fi un grupo libre sobre
Si con respecto a una función cpi :	 —» Fi . Si F es el producto libre de los
grupos Fi con respecto a los monomorfismos a7 i :	 --> F, rli (g) = O 	 y si
definimos 99: S 	 F como (pis, = ni o wi . Entonces F es el grupo libre sobre
el conjunto S respecto a la función c, o.	 •

ji
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Demostración. La demostración de esta proposición es idéntica a la proposi-
ción 3.22. n•

De manera intuitiva, la proposición 3.48 significa que el producto libre de
grupos libres es un grupo libre.

Aplicaremos ahora esta proposición para demostrar la existencia de gru-
pos libres tal como se hizo en el caso de grupos abelianos libres.

Proposición 3.49. Sea S = {xi }jel y para cada i E / sea Si = {xi} el
conjunto que sólo contiene al elemento xi . Denotemos por Fi al grupo cíclico
infinito generado por x,

={x; : n E Z}

y sea 9i :	 --> Fi la inclusión. Entonces Fi es un grupo libre sobre el conjunto
Si respecto a (pi.

Demostración. Es completemante análoga a la demostración del caso abeliano

n

Corolario 3.50. Dado un conjunto S existe su grupo libre,

Demostración. Aplicando las proposiciones 3.48 y 3.49 obtenemos que F
es un grupo libre sobre S con respecto a la función cp. n

De lo conocido de productos libres sabemos que todo elemento g no neutro
puede expresarse de manera única de la forma reducida

 xl x2n1 t2	 k

	

=	 Xrk‘

donde los xi E 8 y dos elementos consecutivos son siempre distintos y los ni
son enteros no nulos. A esta expresión le llamamos palabra reducida, y para
no tener excepciones, el elemento neutro estará representado por la palabra
vacía. Las reglas para formar inversos y productos son obvias.

Veamos ahora que Ço definida anteriormente por wi ss = ni owi es inyectiva.
Sean	 xi E S tales que yo (xi )	 (xi) entonces ni (Ipi (si)) = ni ((pi (s3))

entonces ni (xi) = rli (xi ) esto implica por definición de /7, que est = ex,
además ambas son palabras en forma reducida en F así que tienen que ser
la misma, así que x i = x3.

Ahora probamos que F está generado por dp (S). Sea O E F B 1 entonces
si su expresión reducida es

= ogi °92 • • •
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donde cada gk E Fik	 (x,„) V k = 1, n; en otras palabras, gk = x kkcon
mk O entonces

O = Bxi1 Ox7.2 	" O zzln

Own	 ynl 090i2 (xi2 ) 7n2 • • • 09,in (3/4 rn

ntil ( (0ti1	 )7711 )	 (wi. (xir) • • nin (win (xi,r)

=	 (wii (xami	 (wi. (xJ2T2 • • • ni. (win (xi„))mn

=	 (xir	 (xir • • • w (xinrn

y entonces (90 (S» = F.
Hemos demostrado que existe un grupo libre F sobre un conjunto dado

respecto a una función particular y que es inyectiva y que manda a S
a un conjunto generador de F. Si dieramos otro grupo libre sobre el mis-
mo conjunto S respecto a otra función y' entonces por la proposición 3.47
obtendríamos que y' es también inyectiva y además (y' (S)) = F'.

Concluímos esta sección estudiando la relación entre grupos libres y gru-
pos abelianos libres. Recordamos que si x, y son elementos arbitrarios de un
grupo G, entonces [x, y] denota el elemento xyx -ly-1 y se llama conmutador
de x con y. [G, G] denota el subgrupo de G generado por todos sus conmu-
tadores y se llama subgrupo conmutador, se comprueba fácilmente que es
un subgrupo normal y el grupo cociente G/ [G, G] es abeliano, y no sólo
eso, si N es un subgrupo normal de G tal que G/N es abeliano, entonces
[G, G] c N; la prueba de esta afirmación se puede encontrar en [2] pág. 122.

Proposición 3.51. Sea F un grupo libre sobre S respecto a la función y :
F y denotemos por ir : F --> F/ [F, F] la proyección natural de F

sobre su grupo cociente. Entonces F/ [F, F] es un grupo abeliano libre sobre
el conjunto S con respecto a la función ir o cp : S —› F/ [F, F].

Demostración. Sea A un grupo abeliano y :tP : S -4 A una función. Dado
que F es un grupo libre sobre S respecto a la función 99 :5-4Fse tiene
la existencia de un único homomorfismo f : F --> A tal que el diagrama
siguiente conmuta

S F
I try

f

A	 •

if
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ahora definamos / : F/ [F, F] —+ A tal que

• f (a [F, F]) = f (a)

veamos primero que está bien definido, supongamos que a [F, F] = a' [F, F],
luego a (a9 -1 E [F, F], observemos que cualquier elemento de [F, F] es envi-
ado al 1 bajo f , basta probarlo para los generadores de [F, F]

f (xyx-5-1) = f (x) f (y) f (x) -1 f (y) -1 = 1

pues A es abeliano. Luego

1 = f (a (á) 1 ) = f (a) f (a9-1

y entonces f (a) = f (a'), y por lo tanto

f (a [F, F]) =f (a' [F,

Así que I está bien definida.
Probemos que /es un homomorfismo. Sean a [F, F] , a' [F, F] E F/ [F, F]

entonces

	

f (a [F, F] a' [F, F]) =	 f (aa' [F, F])

= f (aag

	

=	 f (a) f (a9

	

=	 f (a [F, F]) f (a' [F, F])

así que les un homomorfismo; además hace conmutar el diagrama siguiente
por su misma definición

	

F	 F / [F, F]

Ji	
(Ir)

A

	

y es el único con esa propiedad, pues 	 supongamos que f' : F/ [F, F]	 A
también hace conmutar este diagrama luego para cada a E F se tiene que

f ' (a [F, F]) = f (a) = f (a [F, F])

77



3.4 Grupos Libres

luego f' = f
Los dos diagramas anteriores inducen este diagrama conmutativo

S—)-71.° 92 F / [F, F]
(III)

A

veamos que es f es el único que hace conmutar el diagrama anterior (III),
supongamos que f también lo hace conmutar, entonces para cada x E S,
f o ir (yo (x)) = tg (x) = f (x)), la segunda igualdad es por el diagrama (I)
y como co (S) genera a F tenemos que f o ir = f pero por el diagrama (II) j.
es la única tal que I° ir = f esto significa que f = f por lo tanto, F/ [F, F]
es un grupo abeliano libre sobre S. n

Corolario 3.52. Si F y F' son grupos libres sobre conjuntos finitos S y S'
entonces F y F' son isomorfos si y sólo si tienen el mismo cardinal.

Demostración. Supongamos que F y F' son grupos libres isomorfos so-
bre los conjuntos S y S' respectivamente, digamos que h : F ---> F' es su
isomorfismo. Veamos que F/ [F, F] y F'/ , F'] son isomorfos

F ht	 F'/[F',F']

Si probamos que ker (7 o h) = [F, F] habremos terminado por el segundo teo-
rema del isomorfismo; probemos la doble contención, sea xyx -iy-1 E [F, F]
, entonces

h(xyx-5-1 ) = h (x) h (y) h (x) -1 h (y) -1 E [F', F']

y entonces ir o h (xyx-5-1 ) = [F', FI entonces xyx-iy-1 E ker (7r o h).
Recíprocamente, si a E ker (ir o h) entonces ir o h (a) = [F', F'] así que

h (a) E [F', F'] = ( {xyx-ly-1 : x, y E F'}) luego podemos expresar h (a) de
la siguiente forma

h (a) = 11
t=1

y luego
re

a = fi IC1 (xi )h-1 (yi )	 (xj)-1/C1 (yi ) -1 E [F, F]
tr-1

78



3.4 Grupos Libres

y por la proposición 3.51 tenemos que F/ [F, F] y F'/ [F', F'] son grupos
abáianos libres sobre S y S' respectivamente y luego por el corolario 3.33
tienen el mismo cardinal. La prueba recíproca es idéntica a la de grupos
abefianos libres. n

Definición 3.53. Si F es un grupo libre sobre S entonces definimos el rango
de F como el número cardinal de S.

El corolario 3.52 nos dice que el rango es un invariante de grupos, al
menos si el rango es finito, se puede mostrar también se cumple si el rango es
infinito, la prueba de esta afirmación es sólo aritmética, por lo que se omitirá.
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

3.5. Presentación de Grupos por Generadores y Rela-
ciones

Empezamos con un resultado análogo a la proposición 3.27 para grupos
arbitrarios.

Proposición 3.54. Todo grupo es imagen homomórfica de un grupo libre.
Para ser precisos, si S es un conjunto arbitrario de generadores del grupo G
y F un grupo libre sobre S entonces la inclusión i : S —> G determina un
epimorfismo de F a G.

Demostración. La prueba de esta proposición es análoga a la 3.27. n

Esta proposición nos permite dar una definición de relación no trivial
entre generadores por un método análogo al de los grupos abelianos, la difer-
encia en es este caso general es que no cualquier subgrupo puede ser el núcleo
de un homomorfismo, sólo los grupos normales, así que haremos una modifi-
cación en está definición.

Definición 3.55. Sea S un conjunto de generadores del grupo G y F un
grupo libre sobre S respecto a la función 1,o : S —> F. Sea 2 :	 G la
inclusión y f : F --> G el único homomorfismo tal que V) = f o ;o, definimos
una relación entre los generadores de S para el grupo G como un elemento
no trivial r E ker f .

F

1

Definición 3.56. Si tenemos {ri },e/ una familia de relaciones entonces se
dice que una relación r es consecuencia de los {r i}iel si r pertenece al menor
subgrupo normal que contiene a los {n},:e.r . Si cualquier relación es conse-
cuencia de {ri }iE/ se dice que {rdiel es un conjunto completo de relaciones.

En vista de la definición anterior es conveniente denotar por ({rd ie1 ) al
menor subgrupo normal que contiene a {ri}iel.

Si {ri }iei es un conjunto completo de relaciones, entonces ker f está com-
pletamente determinada por {rd ien ya que es la intersección de todos los
subgrupos normales que contienen a {r i },:€1 . Así que G está completamente
determinado, salvo isomorfismos, por el conjunto generador S y el conjunto

•{ri }iei pues G es isomorfo al cociente F/({n}sei).
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

Definición 3.57. Una presentación de un grupo G es un par (S, {ri};ei)
donde S es un conjunto generador de G y {n}i€1 es un conjunto completo
de relaciones entre los generadores. La presentación se dice finita si tanto S
y 1 son finitos y el grupo G se llama de presentación finita si posee al menos
una presentación finita.

Nótese que culaquier grupo admite muchas presentaciones distintas, recípro-
camente dadas dos presentaciones es, en general, difícil saber si los grupos
que definen son isomorfos.

Ejemplo 3.58. Un grupo cíclico de orden n admite una presentación ({x} , xn).

Demostración. Sea G un grupo cíclico de orden n, digamos

	

G = {x, x2 , x3 ,	 , Xn = 1}

entonces por lo sabido de grupos libres tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

	

S = {x}	 (cp (x)) = F

donde ‘b es la inclusión y f es un epimorfismo por la proposición 3.54. Como
F =	 (x)) es claro que F es el cíclico infinito; y f (cp (x)k) = xk Luego

ker f	 {xk : f (xk) = 1}

{99 (x) k f (w(x)k) = 1}

(x) k : 3m E Z tal que f (cp (x) k) = x"}

=	 {w (x) k : 3m E Z tal que xk = fin}

(x) k : 3rn E Z tal que k = mn}

(49 (x)n)

así una presentación para G es (x, cp (x)n ), o bien, abusando de la notación,
como lo haremos de ahora en adelante, aprovechando que y es inyectiva
podemos escribir la presentación de G así (x, x"). n
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

Proposición 3.59. Las presentaciones ({a, b} , baba') y ({a, c} , a2 c2 ) de-
finen el mismo grupo.

Demostración Sean F (a, b) y F (a, c) los grupos libres sobre los conjuntos
{a, b} y {a, c} respecto atpf y wg respectivamente. Definamos los homomor-
fismos f : F (a, b) —> F (a, c) y y : F (a, c) —> F (a, b) de la siguiente forma.
Sean f : {a, b} ---> F(a, c) y g : {a, c} —> F (a, b) por la siguiente regla

f (a) = wg (a)

f (b) = w g (c) 906, (a)
g (a) = 'Pf (a)
g (c) = 9f (b)Wf (a)-1

luego, por definición de F (a , b) y F (a, c) tenemos la existencia de únicos
f : F (a, b) —> F (a, c) y y : F (a, c) —> F (a, b) que hacen conmutar el
siguiente diagrama

{a b}	 F (a, b)

F (a, c)

{a c} wg
F (a, c)

F (a, b)

Afirmamos que f y y son isomorfismos y uno es inverso del otro, vamos a
probarlo en los generadores

(f (Wf (a))) = gi (f (a))
(cps, (a))

= g (a)

= Wf (a)
y OF (Wf (b))) = y (f (6))

(929 (C) W (a))

(w 9 (c)) 9 (c,og (a))

g (c) g (a)

Wf (b ) Wf (a) 1 Wf (a)
Wf (b)

así que o -= Id
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

hagamos lo mismo para f o y

	

f (999 (a))) =	 f (g (a))

	

=	 f ((Pf (a))

	

=	 f (a)

Sag (a)
f (wg (c)))	 f (g (c))

f (Wf (b)Wf (a)-1)

	

=	 f	 ( b)) f ((Pf (a)1)

f (b) f (a)-1

wg (c) wg (a) wg (a)-1

	

=	 Wg (e)

luego 1. o y= Id con esto probamos que tanto f como y son isomorfismos y
que son inversos uno del otro.

Ahora afirmamos que

(wg (a) wg (c) 2 ) = f (KW f (b)cp f (a) f (b) w f (a)-1))

Note que
wg (a) 2 ifyg (e)2	 wg •c

) 
- 1
 (b) wf (a) wf (b) 4 e t (a) -1) ° (e)

pues
wg (a) 2 999 (e)2	 wg t e) -1 wg (e) O g (a) wg (a) wg (c) w9 (a) (pg (a) -1 wg (c)

=	 wg (c) -1 f (b) f (a) f (6) f (a) -1 wg (c)

=	 9	 (c) l f	 (6) wf (a) Se (b) Se t (a) -1 ) wg (e)

luego 1,0 g (a) 2 w9 (c) 2 E (I (99 f (b) wf (a) (p f (b)(p f (a)-1)).

Ahora como ( wg (a) 2 wg (e) 2 ) es el mínimo subgrupo normal que contiene
a (pg (a) 2 cps (e) 2 entonces

p g (a )2	 (c)2) c ( f (90 f (b) f (a) p f (b) w f (a)1))

y como fe es un isomorfismo entonces

(f (Wf (b) wf (a) W	 (b) wf (e) -1 ))	 f ((go f ( b) wf (a) Se (b) W f (a)-1))
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

y con esto terminamos la primer contención, la otra es análoga,

f (yf ( b) w f (a) y f (b)wf (a)-1) _ 
;as (c) -1 w9 (a) 2 (pa Hz 999 (e)

así que f Gof (b) (p f (a) ;o f (b) (p f (a) -1) E (Wg (a)2 yog (c)2 ) y por la misma
razón anterior

( f (w f (b) cPf (a) ;Pf (b) cp f (a) 1 )) C (w9 (a)2 i°9 (c)2)

y luego
f ((y f (b) w f (a) (Pf (b) w f (Ü9 1 )) C Kciag (a)2 Wg (c)2)

lo que prueba que

(wg (a) 2 ws, (c) 2 ) = ( f (w f ( b) <P f (a) (Pf (b) (p f (a)-1))

lo que prueba nuestra afirmación. De manera análoga podemos probar que

	

(92f (b) (Pf (a) ÇO f (b) f (a) -a-) = 7 ((Cpg (a)2 (709 (e)2))

por lo tanto, el subgrupo normal de F (a, b) generado por

cof ( b) wf (a) So .f (b)	(a)-1

; y el subgrupo normal de F (a, e) generado por

wg (a) 2 999 (e)2

se corresponden por los isomorfismos j ' y y. Entonces tenemos un isomorfismo

' 
	F (a.b) F (a, e) 

(99f 
(b) f (a) 'Pf (b) cp f (a)-

1)	 (W9 (a)2 Cp 9 (c)2)

Note que la escencia del razonamiento anterior está contenido en dos
simples cálculos:

Si b = ca entonces baba' ca2 c y a2 c2 = c- 1 (baba') c.

Sic = ba-1 entonces a2 e2 = a2 (ba-1 ) (bu')	 a2 c2_) 	 = a2
(ba- 1 ) a2 e2 (ba-D-) 1 = baba-1.	 •
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

En el siguiente capítulo veremos que estos grupos anteriores son el grupo
fundamental de la Botella de Klein.

Ahora encontraremos una presentación para G/ [G, G] en términos de la
presentación de G.

Observemos que si tenemos un conjunto S y una función zi) : S —> G tal
que (S) genera a G, si F es un grupo abeliano libre sobre S con respecto a
99 : S ---> F, entonces por definición existe un único homomorfismo que hace
conmutar el siguiente diagrama

S F

j/f

aún más, dado que (S) genera a G, f es claramente un epimorfismo, ya
que si g E G entonces podemos expresar a g como productos de potencias de
elementos en (S)

g	 H,(si),,

luego fi y (ss )ht E F y además por la conmutatividad del diagrama tenemos
i=ique

f
 (

11;0 (si) hi) = fi f (w (si)) hi = JJ ( 8i) hi = g
,=1	 ü=1	 i=1

así que efectivamente, f es epimorfismo.
Podemos extender el diagrama anterior al siguiente

S	 F 1-2-; F / [F, F]
1	 (1)

(m)
f

7rG

G/ [G, G]

Dado que por la proposición 3.51 se cumple que F/ [F, F] es un grupo
abeliano libre sobre S con respecto a la función ir F o cp : S —› F/ [F, F]
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

lo que nos da la existencia de la única función f que hace conmutar el dia
grama grande (III) anterior, ahora con esto veremos que el trapecio (II) en
el diagrama también conmuta, para esto hay que probar que lo 7r F = 7ra o f
Primero sabemos, ya que (I) y (III) conmutan que f o R-F oy (x) = 7roottP (x) =

'ffc o f o y (x) para cada x E S, o bien, f o r F (y (x)) = 7FG o f (99 (x)) para
cada yo (x) E y (S) con F = ((,o (S)) así que / o R-F = irao f y por lo tanto el
trapecio (II) conmuta.

Ahora afirmamos que j (a [F, F]) = f (a) [G, G] en efecto, sea a E F
entonces I o 7rF (a) = 7FG O f (a) y así 1(a [F, F]) = f (a) [G, G] .

Veamos que f es epimorfismo. Sea g [G ,G] E G/ [G, G] , entonces g E G y
lo podemos expresar como productos de potencias de elementos de S digamos

g H (si)hi

i=1

luego

1-1 W (.92 )hi [F, F] E F/ [F, F]

así tenemos que

f	 (si)hi [F, FI)
i=1

=
 f (

ll w (Bit') ,G1
i=1

= 11 o c, o (si ) hi [G, G]
:=1

H (si) ht [G,
2=1

= g [G,G]

que es lo que queríamos probar.
Veamos ahora que ker f = {a [F, F] : a E ker D. Sea a [F, F] con a E ker f

entonces / (a [F,	 = f (a) [G, G] = [G, G] pues f (a) = I así que a [F, FI E
ker f. Recíprocamente, sea a [F, F] E ker f entonces f (a [F, F]) = [G, G],
pero por otro lado, f (a [F, F]) = f (a) [G, G] lo que implica que f (a) e [G,G]
entonces

71

f (a) = fi (xiyixi z-1

i=1
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

con xi , y E G; por ser f un epimorfismo existen yl E F tal que f (xi) = xi
y f ('ya = yi y sustituyendo y usando el hecho de que f es homomorfismo

f (a) = f ( 11 (x1 y1(x1) - ' (Ya g-ht)

y así
—1

1 = f (a) f (1-1(x 'di (x1) -1 (Yalhn)
2=1

(
a 
(fi 

(ildi	 (1)-1
i=,

n ínja	 \ — 1 fygi lhi ) 1lo que quiere decir que a (ll Yv	 E ker f así entonces,

n
iYi YLi)

-1
como (1] (xly1 (4 -1	 hi) E [F, F]

i=1

-1
h,

a [F, F] = a (1-1 (xly: (4 -1 (Ir')	 [F, F] E ker f
r=1

esto prueba la otra contención y por lo tanto la igualdad

ker	 {a [F, F] : a ker f} .	 (9)

Ahora con estas observaciones podemos encontrar la presentación para G/ [G,

Proposición 3.60. Sea (S, {r,}zei) una presentación para un grupo G, en-
tonces una presentación respecto a un grupo abeliano libre F (5) para
G/ [G, G] es

era (5) I {ri [G Gibe')

Pemostrnción. Sea F (S) un grupo libre sobre S con respecto a la inclusión,
entonces G F (S) /({riber) y además tenemos un diagrama conmutativo

S	 F

n
F/ N
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

donde IT es la proyección natural, y por la conmutatividad del diagrama, tam-
bién lo debe de ser f, y además es claro que 7r (S) genera a F (S) /({rdie1)
por lo que podemos usar las observaciones anteriores.

Afirmamos ahora que

	 {({ri }ici ) --= II Xj iTin:Xk : xk E F, rik E {n} iej , nk E 7,m E 1NI	 1
k=1	 ;!

171

I:
! i

dado que ({ri } i€1)ci F (S) entonces ker f debe contener a los productos
n -1 nXk rkik xk y tenemos la contención
k=1

	  {m({rdtei) D fi xi, r	 xk xk E F,rik E {rz},61 , nk E Z, ni E hl.	 lk	 '•
-1 nk

k=1

{?TI

11ahora	 	 xrrinkk xk : xk E F,rik E {rd ie/ , nk E Z, m E N •ci F (S) y además
k=1

este subgrupo contiene a los {r i }i€1 , entonces por ser ({rd iE/ ) el menor sub-
grupo normal con estas propiedades tenemos que

WiLer) C {ll
k=1 -1

k
	 xk :xk E F, r,k E { } i€1 , nk E 7, ni E N

y por lo tanto la igualdad, hay que notar que

({rdier) = ker f

ya que f es la proyección natural y de (9) y de la igualdad recién obtenida
tenemos que

ker f = {a [F, F] : a E ker f}

.	 H xk lrin: xk [F, F] : xk E F, rt, E {r,},er , nk E Z, 771 E hl{ 
771

k=1

{=	 H (x 1;1 [F, F]) (rrkk [F, F]) (xk [F, F]) : xk E F, rik E {n}i61 , nk E 7, nt E N
k=1

= ({r, [F, •
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3.5 Presentación de Grupos por Generadores y Relaciones

efitonces una presentación para G/ [G, G] es er (S), {ri [F, F]} ie1). •

Enfatizamos que la presentación dada para G/ G] en la proposición
anterior es respecto a un grupo abeliano libre puede ser distinta a una pre-
sentación dada respecto a un() grupo libre.
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4. El Teorema de Seifert y Van Kampen so-
bre el Grupo Fundamental de la Unión de
Dos Espacios. Aplicaciones

Los resultados y definiciones de este capítulo estan basados en [4J.

4.1. Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen
Teorema 4.1. Sean U, V abiertos, conexos por trayectorias de un espacio
topológico X tales que U U V = X y Un V 0 yunv también es conexo
por trtzyecyorias. Elijamos un punto xo E UnV para los grupos fundamentales
que cosideramos. Sea H un grupo arbitrario y pi , p2 , p3 tres homomorfismos
tales que el diagrama siguiente conmute

ir (U)

w (u n v ) 	 P3

7r (V)

Entonces existe un único homomorfismo u : ir (X) —› H tal que hace conmu-
tar los tres diagramas siguientes

ir (U)	 ))1 - ir (X)	 ir (V) 2-1 -)2 9- ir (X)	 7r (U n V)	 7r (X)
P21°/	

1

donde los (pi y los	 son los homomorfismos inducidos por las inclusiones.

Proposición 4.2. ir (X) está caracterizado salvo isomorfismos.

Demostración. Sea G un grupo y 01, g4, 7P; homomorfismos con las sigu-
ientes propiedades:
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

t. El diagrama siguiente conmuta

7T (U)

rr (U nV) 	

ir (V)

2. Dado un grupo H arbitrario y una colección de homomorfismos pi , P2, P3
tales que hagan conmutar el diagrama siguiente

ir (U)

ir (u n 	 H

(%N...--P2-1_	 /P2%

7r (V)

Entonces existe un único homomorfismo d : G —> H tal que los tres
siguientes diagramas conmutan

ir (U)	 G	 ir (V)	 G	 ir (U n v)	 7r (X)

Pi 1 :7	 P21	 P3 I
H

Probemos que G ==-1. ir (X). Por funtorialidad tenemos el siguiente diagra-
ma conmutativo

ir (U)

7r(unv) 	 ir (X)

wz	 y,2

ir (V)

H	 H
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

que es inducido por el siguiente diagrama conmutativo de inclusiones

U n v 	 X

V

Por hipótesis tenemos que existe un único homomorfismo k : G --> ir (X)
que hace conmutar los diagramas siguientes

7F (U) 'si.- G	 71" (V)	 G	 ir (U n	 G

tbi I	 IP2

ir (X)	 ir (X)	 ir (X)

Además por el teorema 4.1 existe un único homomorfismo h : ir (X) --» G tal
que los siguientes tres diagramas conmutan

ir (U) ;--1.- ir (X)	 ir (V) --1-1 -b2 . ir (X)	 ir (U n v) ir (X)

t'II

Luego juntando los diagramas anteriores tenemos estos diagramas con-
mutativos

ir (U)	 G	 ir (V) .-L›- G	 ir (U n	 G

iGi	 hk	
ol I

hk	
1P;1

dado que la Ida : G --> G también hace conmutar estos tres diagramas, y
por hipótesis, hk es el único que hace conmutar los tres diagramas, entonces
tenemos que hk = Ida. De manera análoga, podemos obtener que kh =
Ic17,(x)

ir (U)	 n (X)	 7r (V)	 ir (X)	 ir (U n v)	 7F (X)

kh	 1Pa I
kh

ir (X)	 ir (X)	 ir (X)
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

de ambas tenemos que h y k son biyectivas y por lo tanto isomorfismos que
era lo que se quería probar. n

El teorema 4.1 afirma que ir (X) esta determinada de manera única por
el diagrama

ir (U)

Ir	 n

ir (V)

en el sentido de que ir (X) completa el diagrama anterior de tal fornia que
hace conmutar al siguiente diagrama

ir (U)
coX'

r (U nV) 	 ir (X)

ro,
7i (V)

siendo ir (X) el grupo más libre que puede hacer esta completación.
Ahora establezcamos la versión general del teorema de Seifert-Van Kam-

pen. Supongamos que tenemos las siguientes hipótesis:
X es un espacio topológico conexo por trayectorias y ro E X, además

tenemos una familia de conjuntos abiertos { L/A }AEA tales que cada uno es

	

conexo por trayectorias, xo E U), para cada A E A X =	 U),; también
xe.A

{ UA }A€A es cerrado bajo intersecciones finitas, es decir UA, n uA, E { UA}A"•
Consideremos ahora los grupos fundamentales de los subgrupos IJA con re-
specto al punto base x 0 ; para UA C Uµ definamos cp), /, : ir (UA ) --> ir (Uµ)
inducida por la inclusión, y para cada U A , definamos 7h, : ir (U),) --> 7r (X)

también inducido por las inclusiones. Podemos observar que para tJ A C Ui,
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

el siguiente diagrama conmuta por functorialidad

ir (U x)	 ir (X)

wr, 1

ir (U1,)

pues el siguiente diagrama de inclusiones conmuta trivialmente

UA	 X

/
U),

Teorema 4 3 Con las hipótesis anteriores, ir (X) cumple la siguiente propiedad
universal: Sea H un grupo arbitrario y fiA : ir (I.TA ) ---> H una colección de ho-
momorfismos definida para cada A E A tales que si ETA C Up entonces el

diagrama siguiente diagrama conmuta

77 (Ux) j9? 	•- H

entonces existe un único homomorfismo u : 7i (X)	 H que para cualquier

A E A hace conmutar el diagrama siguiente

ir (UA )	 - (X)

H

De manera análoga a la proposición 4.2, este teorema caracteriza a ir (X)
salvo isomorfismos.

La prueba de este teorema se dará en la cuarta sección de este capítulo,
primero introduciremos algunas aplicaciones de este teorema para calcular
grupos findamentales de algunos espacios.
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7T (U) —L1 7T (X)

P11

4.2 Primera Aplicación del Teorema de Seifert y Van Kampen

4.; Primera Aplicación del Teorema de Seifert y Van
Kampen

Supongamos que X= U U V, U n � 0 además U, V abiertos y U r1V es
conexo por trayectorias y 902 ,0, con el mismo significado que en el teorema
4.1.

Teorema 4.4. siunv es simplemente conexo, entonces ir (X) es el producto
libre de 7r (U) y Tí (V) respecto a los homomorfismos 	 : 7r (U) —, ir (X),

2 : ir (V) —> 71- (X).

Demostración. Sea H un grupo arbitrario y sean pi : ir (U) —› H, P2 :
7T (V) H homomorfismos arbitrarios, tendremos que demostrar que existe
un único homomorfismo u : ir (X) —> H tal que los diagramas siguientes
conmuten

ir (U) %21-,- ir (X)	 ir (V ) 2 ) ir (X)

Pll y	 P21 y
H	 H

Como por hipótesis ir (U n V) = {1}, sea el homomorfismo p 3 : ir (U n
H definido por p3 (1) = 1. Entonces el siguiente diagrama es trivialmente con-
mutativo

ir (U).

ir (U n V) 	 P3

ir (V)

y por el teorema 4 1 existe un único homomorfismo u : 7T (X) —> H que hace
conmutar los tres diagramas siguientes

7T (V)	 ir (X)	 ir (U n	 ir (X)

P21 y 	

P31 L

H
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como el tercer diagrama conmuta independientemente de cual sea el ho-
momorfismo a, entonces o- es el único que hace conmutar los dos primeros
diagramas, y por lo tanto, ir (X) es el producto libre de ir (U) y de ir (V). n

Recordemos ahora algunas definiciones del primer capítulo.

Definición 4.5. Sea X un espacio topológico y A C X, se dice que A es

un retracto de X si existe una aplicación r : X	 A tal que r (a) = a para

cualquier a E A (entonces r se llama retracción).

Un subespacio A es un retracto de deformación de X si existe una retrac-
ción r : X —> A homotópica a la identidad' en X, más precisamente:

Definición 4.6. Si A C X es un retracto de deformación de X si existe una
aplicación r : X —› A y una homotópía f :X x I —› X tal que para cualquier
x E X, a E A, t E

f (x, O) = x

f (x, 1) = r (x)

f (a, t) = a

Proposición 4.7. Sean tpo, (pi : X --> Y aplicaciones hornotópicas relativas
a {a} Entonces (Yo). = (w i ). : ir (X, x) --> 7F (Y, tpo (x)).

Demostración. Como Yo s-.1 (pi rel{a} existe una aplicación w : X x I —› Y
tal que

(x, o) = (Po (x)

(x , 1) = (Pi (x)

s0 (a , t ) = Wo (a) = Pi (a)

luego sea [o-] E ir (X, a) , ahora Yo (ct) ra' (pi (u) pues sea F :I xI --> Y
definido por

F (s,t) = (u (s) ,t)

y luego
F (s, O) = tP (o- (s) , O) = tpo (a (s))

F (s, 1) = yo (a (s) 1 ) = (Pi (a (s))

F (O, t) = w (u (0) , t) = ;o (a, t) = Yo (a) = (p i (a)

F (1, t) = (u (1) , t) = 99 (a ,t) = (,o 0 (a) = o (a)
e

iÍ
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así entonces [(Po (a)] = [991 (a)] y tenemos que

(A). [a] = [A (a)] = [(Pi (a)] = (IP1). [a] E 7r (Y, (Po (a)) •

Teorema 4.8. Si A es un retracto de deformación de X, entonces la in-
clusión i : A —› X induce un isomorfismo de ir (A, a) en ir (X, a) para
cualquier a E A.

Demostración. Sólo hay que probar que el homomorfismo inducido por la
inclusión es biyectiva. Por definición de retracción r o i = IdA entonces r.i,,
es la identidad en 7i (A, a) y por lo tanto i,, es inyectiva, veamos ahora que
i.r, es la identidad en 7F" (X, a). La definición de retracto de deformación de
X implica que para cada a E A, r Id rel{a} . Además i o r	 :X —> A y
entonces i o r ti Id rel{a} entonces por la proposición 4.7 tenemos que ti. o =
(i o r). (IdA ). entonces i* es sobreyectiva y por lo tanto es un isomorfismo.

Calculemos ahora algunos grupos fundamentales usando el teorema 4 4,
como el de la figura de ocho y más generalmente, la rosa de n pétalos.

Proposición 4.9. Sea X un espacio topológico tal que X = A U B, A n B =
{xo} y A y B son homeomorfos a S i entonces ir (X, x0) es el grupo libre de
dos generadores.

Figura 23:

Demostración. Si A y B fueran abiertos podríamos utilizar directamente el
teorema 4.4, pero no lo son. Sin embargo haremos unas modificaciones ligeras
para obtener conjuntos abiertos. Sea a E A — {xo} y b E B — {xo} entonces,
definamos

U = X — {a}
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4.2 Primera Aplicación del Teorema de Seifert y Van Kampen

Figura 24: a) El espacio U . b) Espacio homeomorfo a U. c) La retracción de
U al círculo.

V = X — {b}

Entonces ambos U, V son abiertos y son homeomorfos a una circunferencia
con dos antenas y además

Unv=X— {a, b}

es contraíble. Por otra parte A, B son retractos de deformación de U y V
respectivamente, y por el teorema 4 8

F (a) = (A, ro) = ir (U, xo)

F (fi) = 7i (B, ro) = ir (V, ro)

donde a, fi son clases de lazos que recorren A y B una sola vuelta. Ahora
podemos utilizar el teorema 4.4 sobre los conjuntos abiertos U, V para obtener
que ir (X, ro) es el producto libre de F (a) y F (fi), así que

ir (X, ro) = F (a, fi) = Z * Z
•
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Figura 25:

4.2 Primera Aplicación del Teorema de Seifert y Van Kampen

n

*Sea E2 el disco unitario cerrado en ER 2 , sean a, b puntos distintos en el
interior de E2 , sea Y = E2 — {a, b} entonces podemos encontrar X C Y tal
que X sea la unión de dos círculos y cada círculo rodea a cada punto a, b y X
es un retracto de deformación de Y así que z- (X) = r (Y) es el grupo libre
de dos generadores. Podemos aplicar el mismo razonamiendo si consideramos
el disco abierto menos dos puntos, o todo el plano menos dos puntos, etc.
o en lugar de quitar un punto, podemos quitar todo un disco pequeño y el
resultado es el mismo

Proposición 4.10. Sea X la unión de n circunferencias con un sólo punto
xo en común, es decir,

X z= Ai

y cada A, es homeomorfo a S I y A inAi = {xo} si i j . El espacio topológico
X puede dibujarse como una rosa de n pétalos. Entonces ir (X, xo) es el grupo
libre de n generadores.
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Demostración. Procedamos por inducción respecto a n, en la proposición
4.9 se mostró que el teorema es válido para n = 2. Supongamos que

Xn = U Ai
i=1

supongamos que
ir (Xn, xo) -= F	 an)

luego hagamos un razonamiento análogo al de la prueba en la proposición
4.9, Sea ak E Ak — {xo} para cada k < n +1 y entonces definamos

U = X,L+1 — {an+i}

Xn+1 {ak}kn-1

ambos son abiertos en el espacio topológico X,+4 y también U n V = Xr.+1 —

{ak}rii: es contraíble; Además 7i (V, xo) = ir (S1 ) = F (an+i) , donde an±i es
la clase de un lazo que dé una vuelta alrededor de An+1 , pues V es un retracto
de deformación de 51 . Ahora podemos usar el teorema 4.4 y obtenemos que
ir (Xn+1 , xo) es el producto libre de ir (U, xo) y ir (V, xo)

(Xn-I-1 5 xf1) 7F (U, Xo) * (V, xo)
=-.. F (ai , a2, •••, an)* F (an+i)

F (al , (12, •••, an+1)

= Z*Z*•••*Z
n+1 veces

lo que prueba esta proposición. n

Si consideramos el espacio topológico Y = E2 — {ai} 1 donde los al no
son bordes de E2 entonces podemos tomar un conjunto X c Y tal que X es
unión de n, espacios homeomorfos a S1 que intersecten en un sólo punto, y
además X sea un retracto de deformación de Y, entonces ir (Y) = ir (X) =
F	 a2 , an) donde cada a l es la clase de un lazo que da una vuelta al
punto az.

Estos cálculos en las proposiciones anteriores nos revelan un punto im-
portante sobre el uso del teorema 4.4, se necesita usar, en la mayoría de los
casos, propiedades de los retractos de deformación, por lo que formalizaremos

•
esta idea de la siguiente manera
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Lema 4.11. Sea {UA},EA corno en la hipótesis del teorema 4.3, y suponga

que {AA },EA una familia de subconjuntos de X que cumpla las siguientes
condiciones:

ro E A), para cada A E A.

AA C UA para cada A E A y además, la inclusión la : AA —› UA induce
un isomorfismo (i),). : 7r (AA ) —> rr (U),).

3. UA C	 > AA C Ap para cualquier ?lit E A.

denotemos por OS, : n (Ax) --> 7T (X) y qi'Ap : 7T (A,,) --> n (Ap) los homo-
morfismos inducidos por las inclusiones, entonces para cualquier grupo H y
para cualquier colección de homomorfismos tales que si U), c Up entonces el
diagrama siguiente diagrama conmuta

entonces existe un único homomorfismo u : rr (X) H tal que para cualquier
A E A hace conmutar el diagrama siguiente

ir (AA) 11 -71- (X)

H

pi 1

Demostración. Sea H un grupo arbitrario y p,, : 7r (A,,) —> H homomorfis-
mos cualesquiera tal que si AA C A, entonces el siguiente diagrama conmuta
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entonces la colección de homomorfismos p), o (iA): 1 : ir (UA) -> H tiene la
propiedad de que el diagrama siguiente conmuta si U), C

Veamos que
(iti). ° vi),„ ° (i9: 1 = WAm

para ello sea [u] E 7r (UA ) entonces, como (iA ); es sobreyecyiva, existe [ol E
ir (A A ) tal que (iA ). [o-1 = [cd y entonces

	

wAm [cr] = cpAt, o (iA).	 = [iAm o iA o of] = [0]

donde 4,1, : ir (U),) —+ 7r (Up) denota la inclusión.
Por otra parte,

(ZIS). o cpi t,x o	 [0]	 (im). o WiAp ° (iA )*7 1 ° (iA)* fu'l

925.

	

=	 (im) * o „[0- 1
[i, o 62 o crl

	

=	 [0-]

dondei1)p : 7r (AA ) —, ir (Ali ) denota la inclusión, así que se cumple la afirma-
ción.

Entonces la colección de homomorfismos p), o (4)- 1 : ir (I/A ) —> H hace
conmutar el diagrama siguiente si U), C U

((.4,) 
Px(ix.)-1

Pm(im.)-1
ir (( U M)

•
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y ni- el teorema 4 3 existe un único homomorfismo o- : 7r (X) --> H tal que
para toda A E A el siguiente diagrama conmuta

	

rr (Ux)	 ir (X)

MiA.)-1

luego es claro que

ir (Ah) Lt" 7r (UA)
(11)

Px(i.x.)-1

conmuta, y uniendo los diagramas anteriores (I) y (II) y por funtorialidad
tenemos que

ir (AA) 1-±L - ir (X)

P.x	
(///)

H
conmuta.

Ahora veamos que a es el único homomorfismo que hace conmutar el
diagrama (III) para cada A E A, supongamos que o-' que hace conmutar

ir (AA ) 122-,H- ir (X)

entonces

a O 1pA =	 o ?PA o (i,A ) • o (i),).1

= 0-' o /pi, o (i),).-1

PA (iA).1

entonces para cualquier A E A tenemos el siguiente diagrama conmutativo

7r (Ux) '1j) >1/4 - 7r (X)

pA(ix.)-11
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pero u es la única que hace conmutar el diagrama anterior, así que u = u'.
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IT (U)

fic\
Ir (V)
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02 te 1

(u nv) 	
v)3.1	

/Pi (7r (U))

4.3 Segunda Aplicación del Teorema de Seifert y Van Kampen

4.3t Segunda Aplicación del Teorema de Seifert y Van
Kampen

Asumamos nuevamente las hipótesis del teorema 4.1: ti,v,u n y subcon-
juntos abiertos y conexos por trayectorias de un espacio topológico X tales
queX=UUVyx0EUnV.

Teorema 4 12 Supongamos que V es simplemente conexo. Entonces rh, :
ir (U) —> 7T (X) es un epimorfismo, y aún más, su núcleo es el menor subgrupo
normal de ir (U) que contiene a la imagen (p i (ir (U n y)) , en otras palabras

kerz/i1 = (wi (7r (u n v)))

Note que este teorema determina por completo la estructura de 7r (X)
pues éste es isomorfo al cociente ir (U) /(9i (ir (U n y))).

Demostración. Veamos primero que es un epimorfismo. Tenemos que el
siguiente diagrama que es conmutativo por functorialidad

7r (U)

ir (U Fl V)	 'Pa	 ir (X)

ir (V)

y dado que ir (V) es trivial tenemos que

02 ° (P2 =	 (Pi = 1P3 = 1

notemos que Inupi C ker 01 , lo usaremos más adelante en esta prueba. Ahora,
el siguiente diagrama conmuta
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•
así, se cumplen las hipótesis del teorema 4.1 entonces existe un único ho-
momorfismo u : ir (X) --> 1P1 (ir (U)) tal que los tres siguientes diagramas
conmutan

1" (U) --11)1--> 7r (X)

(7i- (u))

ir (V) —1-1 ›) 2 - ir (X)

(7r (U))

ir (U n v) t3=1 . r (X)

03.E11

'Ib (7r (U))

y por otra parte, los tres siguientes diagramas tambien conmutan

ir (U) --L.b -	 (7r (U)) ir (V) . '2-71-1:0 ir (U(ir (U)) n	 (7,- (u))
025.11

7T (X) ir (X) 7r (X)

entonces los diagramas siguientes conmutan

ir (U) »-11-22- ir (X)

00

7T (X)

ir (V) S.,- ir (X)

.021

ir (X)

ir (U r1V)-71- (X)

:031,

7r (X)

pero el homomorfismo identidad también hace conmutar estos diagramas
así que i o o = Id y entonces i : Y 1 (7r (U)) —> ir (X) es sobreyectiva, lo que
implica que :/bi (ir (U)) = ir (X) y entonces 01 es un epimorfismo.

Ahora probemos la segunda parte del teorema, que ker '01 = ((pi (ir (U n V))).
Ya hemos visto que Impi c ker b1 denotemos N = «Di (ir (U n V))) entonces
como ker 01 es un subgrupo normal de 7T (U) se tiene que

N c ker

veamos la otra contención. Sea pi : ir (U) —> 7T (U) /N la proyección nat-
ural, p2 : ir (V) -a 1 —> ir (U) / N , p3 : 7r (U n V) —> 7r (U) /N los únicos
homomorfismos, pues ir (V) = ir (U n V) = 1, entonces el siguiente diagrama
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confuta

N2	 Pz

ir (V)	 1

por lo tanto se cumplen las hipótesis del teorema 4.1 que nos asegura la
existencia de un homomorfismo a : 2T (X) ---> ir (U) /N que hace conmutar
este diagrama

ir (U)	 ir (X)

Pi 1
ir (U) / N

entonces
ker tbi c ker

pues si a E ker 01 entonces pi (a) = u o 7P1 (a) = u (1) = 1 así tenemos que
a E ker pi y además es claro que ker pl = N entonces

kerth C N

y probamos el teorema n
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4.4. Estructura del Grupo Fundamental de una Super-
ficie Compacta

En esta sección usaremos el teorema 4.12 para determinar la estructura
del grupo fundamental de una superficie compacta. Por ejemplo el toro, que
es el producto S' x S'. La proposición 2.36 nos garantiza que su grupo
fundamental es 7 x 7 pero obtendremos el mismo resultado usando el teorema
4.12 con la ventaja de que este método podrá ser generalizado a cualquier
superficie compacta y conexa en W.

Proposición 4.13. El grupo fundamental del toro es 7 x 7.

Demostración. Representemos al toro T como el espacio obtenido al iden-
tificar los lados opuestos de un cuadrado. Los lados a y b se convierten bajo
la identificación en circunferencias que se intersectan en el punto xo.

ir

IR 11

Figura 26:

Sea y el centro del cuadrado, U = T — {y} y V la imagen del interior del
cuadrado bajo la identificación, dado que T es Hausdorff, U es abierto, V tam-
bién es abierto, pues V es el complemento de la unión de las circunferencias e
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a yáb bajo la identificación que es compacta y por lo tanto cerrada. además
u,v,un y son conexos por trayectorias, pues son imágenes de aplicaciones
sobreyectivas de un espacio topológico conexo por trayectorias; también V
es simplemente conexo, pues es homeomorfo a un disco abierto.

Figura 27:

Sea x1 E U fl V apliquemos el teorema 4 12 • W1 : ir (U, ri ) —› ir (T, x1)
es un epimorfismo y ker = (Wi (ir (U n V))), donde q : ir (u n v, xi)
ir (U, x1 ). La unión de los círculos a y b es un retracto de deformación de U
entonces

ir (U, ro) = F (a, fi)

donde a, fi son clases de lazos determinados por a y b.
si d : I —+ U es una trayectoria de xo a x1 en U y S = [d] entonces

(U, xi ) = F (cé, fii)

donde a' = 5-1a6 y	 = 5- 1 35, pues por el teorema 2.8 d. : ir (U, x,,) -->
7r (U, x 1 ) tal que d. [a] = [d'ad] es un isomorfismo.

Por otro lado, una circunferencia es un retracto de deformación de U nV
así que 7r (U n V)	 7/ está generado por 7 = [e] donde e es un lazo que
da exactamente una vuelta alrededor del punto y (ver figura 27). Afirmamos
ahora que

yi (7) = atiyat-10/-1
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Figura 28:

pues por asociatividad tenemos que

907(7) =	 (H), [e] E 7 (U n 17, ri)
= [c] E 7r (U, ri)

[c1-1 aba-1 b-1 di

P-1 add-lbdd-1 a -1 dd-lb-1 di

[d-1 ad] [c1-1 bd] [d-1 a- cl] [cl l b-1 di 
=_	 c -1 )3,-1    

y dado que -y genera a 7r (U n V, ri ) entonces [u] E 7r (U n 17,x1)
-ym para alguna m E Z, entonces

401 Gap = C1 (7m) = Wi (7)m = (a/Octiti)m

en otras palabras

[a] = 

Wi (ir (Un y, x0))	 (ce'p'ice'-1,3/-1)  

y entonces      
(901 (7r (U n y, xo))) = (c/9/0?-10'-1)  

y entonces por el teorema 4.12 ir (T, x 1 ) = F (a', ,Y) /(a'fi'at-lfit-1)
Cambiando al punto base xo vamos a probar que

•

7r (T, xo) = F (a, fi) / (cxfia- 1 O-1)
e
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en efecto, el siguiente diagrama conmuta

(U , x 211.-	 , x 1)

dz, 1-'s'	 +71
lbí7r (U, xo)	 r (T, xo)

pues si [a] E 7r (u n v, xi ) entonces

ti o d7 1 ([a]) =	 ( [do- d-11) = [dad-1]

Y
d* rth ([a]) = d. ([a]) = [do-

pues ?pi y /PI son inducidas por las inclusiones. Esto induce el diagrama
conmutativo siguiente

7r (U, xi ) / ker	 (TI, x1)
d;.edd	 1

7r (U, x0)/ker tpfb --1 	 7r (T , x o)

entonces
ker zPI = Cl (ker th.)

pues si [o-] E ker 7/1ç entonces 01[0] = 1 y por la conmutatividad del diagrama,
c/7 1 o th, o d, [u] = 1 entonces 01 (d* [u]) = 1 así d, [a] E kerIbi y [a] E

(ker 01 ). Recíprocamente, si [a] E d,T, 1 (ker 01 ) entonces 01 (d* [a]) = 1 y
luego 01 [a] = d-*- 1 o th  o d* [a] = dzi  (1) = 1 entonces [a] E ker 2/4.

Dado que ker tp i = (a'flial-V3'-- 1 ) tenemos que

ker	 = d,7, 1 ((afia-10-'))

= (d:1 (afia-10-1))
= (afia-10-1)

y por lo tanto

71- (T, xo) F (a, fi) / ker	 = F (a, fi) /(afia-1-0-1)
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Ahora probaremos que F (a, )3) /(a)3a-1)3-1) es abeliano. Es suficiente
probarlo para los generadores re = a(afia- 1 ,3- 1 ) y Q = (afia-i [3- 1 ). Note-
mos que

ap (fice)1 = afia-10-1 
E 

(coa_10-1)

lo que implica que

por lo tanto F (a, fl)/(afice- 1,3- 1 ) es abeliano, y ya que [F (a, fi), F (a, fi)]
es el menor sugbrupo normal de F (a, fi) que hace abeliano al cociente ten-
emos que

[F (a , fi) , F (a , fi)] c (afia-1)3-1)
y por otra parte, afla-1,6~1 E [F (a, f3) , F (a, fi)] y como (a/ 3a- 10- 1 ) es el
menor subgrupo normal que contiene a a)3a -1 )3-1 tenemos que

(afia-ifi-1 ) C [F (a , P) F (a , fi)]

y por lo tanto
(afia-10-1) = [F (a, fi) , F (a , /3)1

y entonces
(T, x0) = F (a, fi) / [F (a, )3), F	 )3)]

y por la proposición 3.51 F (a, fi) / [F (a, fi) , F (a, ,8)] es un grupo abeliano
libre de dos generadores y por lo tanto isomorfo a Z x7 y entonces

(T, xo) =Z x7

Proposición 4.14. El grupo fundamental del plano proyectivo real es el
grupo cíclico de orden 2.

Demostración. Consideremos el plano proyectivo real P2 como la identifi-
cación de las antípodas de un polígono de 2 lados. La arista a se convierte
bajo la identificación en una circunferencia y xo es un punto sobre ella. Sea
y el centro del polígono y sean U = P2 - {y} y V la imagen del interior del
polígono bajo la identificación.

Dado que P2 es Hausdorff entonces {y} es cerrado en P2 y por lo tanto
U es abierto. Por otra parte, como la circunferencia a es un compacto en P2
entonces a es cerrado en P2 i así que V es abierto en P2, y no sólo esa, V
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Figura 29:

es simplemente conexo pues es homeomorfo a un disco abierto y sea x1 E
U n v Entonces se cumplen las hipótesis del teorema 4 12, U, V son abiertos
y conexos por trayectorias en P2, P2 = U UV xj. E UnV con V simplemente
conexo.

Figura 30:

La circunferencia a es un retracto de deformación de U, así que 7r (U, xo) es
un grupo cíclico infinito generado por a = [a]. Sea d : I —› U una trayectoria
de xo a x1 y sea ó = [d] entonces por la proposición 2.8 c/,, : ir (U5 X0) r=j

7r (U, x i ) F (a') con a' = 8-1-a5.
Finalmente, 7r (U n V, xi ) es un grupo cíclico infinito generado por la clase

ry = [c] de un lazo c que rodea al punto y exactamente una vez, pues la imagen
de c es un retracto de deformación de Un V . además por la figura 29 tenemos
que

(Pi (7) , = [e] E r (U n v, xi)
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

[c] E ir (U, xi)
[c/-1 aad]

= {d-1 add-1 ad]

= {criad] [criad]

(8-las) (5- cvs)

a

y dado que 'y genera a ir (Un V, x1 ) significa que si [a] E ir (U n V, x1) es
cualquier elemento arbitrario entonces [•] = ym para algun m E Z. Así,

[0] = 921 Cr') = wi (-y)m = (a 2)1

y entonces
wi (7r (u n V, x 1 )) = (a/2)

además como (a') es abeliano y (a'2) es un subgrupo de (a') = ir (U, xi).
Entonces tenemos que el menor subgrupo normal de ir (U, ri ) que contiene a
Inicial es el subgrupo generado por (a'2) , es decir,

((pi (ir (U n V, xi))) = (a'2)

y ahora, por el teorema 4.12,

ir (P2, xi) = (a') / (oi2)

Haciendo un cambio de punto base como en el caso del toro tenemos que

(P23 XO) =1 (a) / (a2) Z/2Z -� Z2

Teorema 4 15 El grupo fundamental abelianizado de la suma de n toros es
2n

isomorfo a fi Z.
i=1

Demostración. Calculemos la suma conexa de n toros de la misma forma
que a los casos anteriores. Consideremos la suma M de n toros como un
polígono de 4n lados con las aristas identificandas por pares. Las aristas
al , b 1 ,	 an , br, se convierten, al hacer las identificaciones correspondientes,
en circunferencias que se intersectan dos a dos en el punto xo.
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

Figura 31:

Sean y el centro del polígono, U M — {y} y V la imagen del interior
del polígono bajo la identificación, que es homeomorfo a un disco abierto, sea
x1 E Un V. Note que Uf-1V es homeomorfo a un disco abierto menos es centro
del disco. La unión de los 2n círculos bi es un retracto de deformación de
U y podemos llegar de manera análoga al caso de toro (proposición 4.13) a
que

7r (U, xo) = F (ah fill — l ar', fin)

con ce, = [az] , J3q = [b,]. Si d : 1 —> U es la trayectoria de x0 a x1 de la
figura 31 y á = [d] entonces ir (U, xo) es isomorfo bajo d. a 7i (U, xi ) entonces
7i (U, /1 ) es un grupo libre de generadores a', = 	 = ó latió.

Ahora U n V es del mismo tipo de homotopía que una circunferecia y
como antes, (U n y xi ) es el grupo cíclico infinito generado por 7 = [c], la
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

SI

Figura 32: 

clase del lazo c que da exactamente una vuelta a y, por la figura 31 obtenemos

	

(Pi (7) =	 [C] ; [C] E Ir (U n V, x

= [c] E 71- (U, x1)

[c1-1 (a iall	 • • • anbna;lb; 1) d]

[01-1 	 dcribiT1 d•• • cl-fandd-lb,idd-1 a,T 1 dd-lb,71d]

[rt'ai d] [c1 1 bi d] [(1-1 ar l d]	 d] • • • [d-1 and] [cl-l b„d] [c1-1	di [crib:1 d]
(6-iais) (5-1 /315) (5-lai-18) (5-1/31-18) 	 (8 lavó)(8-1fin6) (8-l an 1 (5) (5-1/7715)

	

=	 Ícili,

y dado que 7 genera a 7r (U n V, x1 ) entonces para cualquier [a] E 7r n V, xi)
arbitrario tenemos que [cd = 7m para algún ni E Z y entonces

so l ([0 ])	 = w1 (7m)

= P1 (7)rn
)=

 (1
-1 151

i=1 [a1,
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i=1

4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie . Compacta

y per lo tanto

W1 (7 (U n v, xi)) = (El , )

y entonces tendríamos. que

(wi (ir (U n y, xl))) = (11 [al, 4])
ira

y por el teorema 4.12,

y haciendo un cambio de punto base como en los casos anteriores obtenemos

F	 • • • an, fin)
71- (M , xo)

es decir, 7r (M, xo) tiene una presentación formada por los generadores {ai , P1 • • • an 5 On}

y la única relación fi [az , A] que para el caso Tí > 1, no existe alguna de-

scripción intrínseca sencilla de este grupo, más sin embargo

2n

fi Z
[ir (M, xo) , (Al,(M xo)]	 2=1

para demostrar esta última afirmación 	 los lemas 4.16 y 4.17

Lema 4.16. Si G es un grupo y N, H son subgrupos normales de G entonces
HN es un subgrupo normal de G. Además N < HN y H a HN.

La prueba de este lema se encuentra en [2] p.144..

Ahora usaremos el lema 4.16 para probar el siguiente

Lema 4.17. Si G es un grupo y K < G entonces

[G/K,G/K]= ÍG' KG1 K

n

i=1
ri [as, A])

(m, xo)
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Demostración. Notemos que

[G/ K,, G/ K] = ({[x] [y] [x] -1 [y]' : [x] , [y] E G/ K })
— ({xyx- 1 y-1K : x, y E G})

{cK E G/ K : c E [G, G]}

U {ck : k E K}
cEIG,G1

= {ck : c E [G , , k E K} / —

donde ck c' k' si ck (c'k9 -1 E K pero — es la misma relación que la que
induce K en el sentido de que g — g' si y sólo si gK = g' K; Entonces

[G/ K,, G/ K] = {ck.: c E [G, G] , k E K} /K
[G, G] K

K
Otra forma de demostrar el lema 4.17 es el siguiente:
Notemos que por el lema 4.16 que K < [G, G K ya que K y [G, G] son

ambos subgrupos normales de G. Entonces 
[G,G] K

es un grupo.

Consideremos : [G/K,G/K]--- 
[G,G] K

>	 dada por

(á) = [a]

primero veamos que está bien definida, sea F5t E [G/K, G/K] entonces

aK
para algunos 2i , gi E G/ K

iEF

lyi
 --iKi

iEF
1

además los productos son finitos; entonces ( n xiy,x2-1y.,-1	a E K luego

-1
a	 riyixi-lyri f 

1 IIriyixT l yi-1	a
iEF	 iEF

xiyixi  1 yr 1	 xiyixTlyi-1 -l a E [G, G] K
iEF	 iEF

iEF
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

entonces [a] E 
[G, K

. Ahora supongamos que W,j: c7,2' entonces a1 a2 1 E K
y entonces [al] = [a2].

Ahora probemos que q5 es un homomorfismo

irfr (ai a2 ) = q5(rijr,2)

= [aia2]
= [al] [az]
= q5 (n7) (O

veamos que q5 es inyectiva. Sea á E ker q5 entonces 	 = 1 así [a] = 1 y
[G,G]K

ck = ckK

= cK
xiyixTlyi-1 K donde c = H xiyix TV para algunos xi , yi E G

iEF	 iEF
H	 71y E [G/K, G/K]
iEF

y luego q5 Cck = [ck] y por lo tanto q5 es un isomorfismo. n

Continuemos con nuestro análisis de la suma conexa de toros, denotemos

G =- F(a1, Ql, •••, an, fi n)
n

K = 
( 

[ah Ni])

entonces tenemos que

G/K _
[G/K, G/ 	 ([G, a K) /K 

por el lema 4.17.

[G, G]
	  por que K c [G, G- en este caso.

GI por el primer teorema del isomorfismo.

llegamos a que a E K y luego á = 1. Ahora q5 es sobre pues si [ck] E

donde c E [G, G] y k E K, probemos que ck E [G/K, G/K]; es claro que
ck E G/K y tenemos

i=1
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4 4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

y regresando a la otra notación concluimos que

r 
(m, xo) 
	 2n

[ir (M, x0), ir (M, xo)]	 tr=i

n
Hemos obtenido el grupo fundamental abelianizado de la suma conexa de

n toros y esto es suficiente para establecer el siguiente resultado.

Corolario 4.18. Si m n entonces la suma conexa de m toros y la suma
conexa de n toros no son del mismo tipo de homotopía.

Demostración Por el corolario 3.33 el grupo fundamental abelianizado de
la suma conexa de m toros y el grupo fundamental abelianizado de la suma
conexa de n toros no pueden ser isomorfos y entonces los grupos fundamen-
tales no son isomorfos. n

Figura 33:

Ahora calculemos el grupo fundamental de M, donde M es la suma conexa
de n planos proyectivos. M puede obtenerse como la identificación de un
polígono de 2n lados, tal como-lo muestra la figura 33. Siguiendo el mismo
proceso de la suma conexa de toros llegamos a que su grupo fundamen-
tal ir (M, ro) admite una presentación formada por el conjunto de gener-
adores {cei , a2, an} donde a, está representado por el círculo 	 =e [ad
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

y urca relación cdal...an2 . De nuevo para n > 1 7i (M, xo) no admite una de-
scripción intrínseca sencilla, pero abelianizándolo, tenemos por la proposición
3.60 que ir (M, xo) / (M, xo) , 7r (M, xo)] tiene una presentación de gener-
adores {ai [ir (M, xo) , 7r (M, 4)W_, y la relación crIce2...a n2 [F, F] donde F es

el grupo abeliano libre sobre el conjunto generador que no nos dice mucho.
Busquemos otro camino: Por el teorema 1.7.2 en [4], una superficie no

orientable M de género n, admite una de las dos presentaciones siguientes

1. Si n es impar, M es homeomorfa a la suma conexa de una superficie
orientable de género k = z (n — 1) y un plano proyectivo; véase figura
34.

Figura 34:

2. Si n es par, M es homeomorfa a la suma conexa de una superficie
orientable de género k = i (n — 2) y una botella de Klein; véase figura
35.

En el primer caso, usando el mismo esquema que hemos usado para cal-
cular los grupos fundamentales para la suma conexa de espacios topológicos,
una presentación para el grupo fundamental de M es

({a i, P1,	 ak, fik, e} 1 [al, Pi] [az, 02]	 [ak, fik] e2)
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

Figura 35:

y por la proposición 3.60 podemos encontrar una presentación para el grupo
abelianizado de (M), (M) / [ir (M) , (M)] que está dada por

	

Mai] ,	 ...,[uk[ ,[fik]	 [En I [al, /31] [a2, 02]	 [ak, k] E2 [F, F])

En el caso dos, existe una presentación de ir (M) dada por

	

({al,	 •• • 3 ak,  fik, E } 1[ ai,	 [a2, 02] ••• [ak, k]

y nuevamente por la proposición 3.60 encontramos una presentación para el
grupo abelianizado 7i (M) / [71- (M) , (M)) que resulta ser

(fiad ,	 , ..«, [ak]	 ,[61	 [a2, )32]	 [ak,

 sera E

2	 F])

la misma que en el caso anterior por lo que basta concentrarnos en el primer
caso.

Sea F el grupo libre sobre el conjunto generador, es decir,

F = F Gai] ,

entonces

7r (M) 	 (Fall) x ([,31]) x • • 
x 

([ak]) x ([fik])	 ([5]) 
[7r (M) 7r (M)]	 fi] [az, 02] [ak, fik[ s2)

ak-H.Eakhe)

[M]	 [ah] , [fik] [8])
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por el primer teorema del isomorfismo.

por el primer teorema del isomorfismo.

por definición de G y K.	 (10)

y entonces este producto es un elemento de K; entonces tenemos que

G/K	 G/K
Por

[G/K, G/K]K]	 IG,G1K	
	 el lema 4.17.

G
[G, G] K

G/ [G, G]
12,2K
[G,G]

F/ [F, F] 

JF,F] (e2) 
[F,Fj

([F, F] (E2))	 (E2)

[F, F]

4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

veantos que el lado derecho de la expresión es isomorfa a

x ([n311) x • • x ([ak]) x ([/3k]) x ([6]) 

(52)

Sea G	 F (al, Pi, • • • , ak, i3k , E ) y K =	 in [az, ,32] • • • [ak,	 E2)• Observe-
mos que

K =	 [ak, Pie]) (62)

la contención c es clara pues la), 	 [a2, /32] ••• [ak, fik]) (62) es subgrupo
normal de F y contiene a [ai, 	 [a2, 02] ••• [ak, /3k] 62 . Para la otra contención

notemos que si tenemos un elemento arbitrario en ([ai, fil] [ai, 02] •.. [ak , fik]) (62)
entonces es de la forma

-k 	1 7'1,4.1 -1
(91 [ai,	

rl	 1
91 • • • 9k [ak, fik]

r
 9k ) (.9k+i e2	9k+i para algunos ri

y por otro lado, tenemos el epimorfismo canónico y	 F (ai,	 •••, ak, fik, E) —›
(ai ) x (,(31 ) x • • • x (ak ) x (fik ) x (E) tal que ker w = [F, F] o sea, cp induce
un isomorfismo

F (al , (31, 

F] 
ak, fik, E )	 (al) x	 x	 x (ak) x (fik) x (E)

•

[F, 

por el primer teorema del isomorfismo y tenemos que
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

pues cp GE2D = (e2).
Usando (10) y (11) y el isomorfismo inducido por Tí3,

G/K 	 F/ [F, F] 

[G / K , G /	 [F,F](E2) 
[F,F]

)7„ (al)	 (i3i) x • • • x (ak) x (3k) x (E) 
(e2)

(al) x (Ni) x • • • x (ak ) x ( k ) x (e)

r•-r

entonces
[^(M)M(M)])r(m)	

M)] 
es un grupo abeliano de rango n — 1 y un coeficiente

w( 
de torsión de orden 2.

Acabamos de probar el siguiente teorema

Teorema 4.19. El grupo fundamental abelianizado de la suma de n planos
proyectivos es isomorfo aZxZx . ••xZ xZ2• n

n-1 veces

Podemos resumir estos resultados sobre los grupos fundamentales abelian-
izados de la siguiente manera.

Proposición 4.20. Si M es la suma conexa de n toros entonces su grupo
fundamental abelianizado es un grupo abeliano libre de rango 2n. Si M es la
suma conexa de n planos proyectivos entonces el grupo fundamental abelian-
izado es de rango n — 1 y tiene un coeficiente de torsión de orden 2.

Corolario 4.21. Toda superficie conexa compacta y orientable no es del
mismo tipo de homotopía que una superficie conexa compacta no orientable.

Demostración. Por la proposición anterior, el grupo fundamental abelian-
izado de una superficie no orientable contiene un elemento de orden 2 mien-
tras que en los orientables todos sus elementos tienen orden infinito, así que
los grupos fundamentales no pueden ser isomorfos. n

Corolario 4.22. Si m, n entonces la suma conexa de m, planos proyectivos
y la de n planos proyectivos no pueden ser del mismo tipo de homotopía.

•

(Ea)
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Demostración. Supongamos que hay un isomorfismo h:7 x7 x •••x Z x7 2 r=-1s.—re
n veces

entonces h manda al elemento de orden 2 al de orden

:ZxZx•••ZxZxZ2/Z2"-� ZxZx•••ZxZxZ2/Z2

entonces m = n por el corolario 3.33. n

lx7x•-•xlx72
711 veces

2, así que
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4.5. Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen
En esta sección se hará una demostración del teorema de Seifert-Van

Kampen en su forma general (4.3). Consideremos una cubierta de conjuntos
abiertos y conexos por trayectorias { UA }AEA de un espacio topológico conexo
por trayectorias X tal que esta familia sea cerrada bajo intersecciones finitas
y además xo E Ux ;Usemos la mismo notación, So;, i,b denotan los homo-
morfismos inducidos por la inclusiones. El teorema de Seifert-Van Kampen
afirma que para cualquier grupo H y y cualquier colección de homomorfis-
mos p), : ir ( Ux) —+ H tales que si (/), C U. entonces el diagrama siguiente
diagrama conmuta

( UA)	 H

19Am I

ir (Uti)

entonces existe un único homomorfismo o- : 71" (X)	 H que para cualquier
A —› A hace conmutar el diagrama siguiente

(U),)	 > 7r (X)

H

ni 7

Probemos unos lemas antes de esta prueba

Lema 4.23. El grupo I:- (X) está generado por la unión de las imágenes
O), (ir WA D A E A.

Demostración. Sea a E ir (X) y f : I -4 X una trayectoria representante
de la clase a en ir (X). Entonces la familia de imágenes inversas

{f-1 (UA): A E A}

es una cubierta por abiertos del compacto [0,1] pues f es continua y la
familia { UA }A€A cubre a ir (X). Sea e el número de Lebesgue de esta cubierta
y escojamos n E N de tal forma que ;1- < E. Dividamos al intervalo [0, 1] en
subintervalos

J,—
 [

i i + 1]
n' n
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

para O < i < n — 1. Por la manera que se escogió n, podemos afirmar que
para cada Ji existe un CIA, tal que

f (Ji) c UAi

ahora, (JA,_ 1 n UA, es conexo por trayectorias y además f	 E	 fl UAi ya_ 1
que como E [i-nt , fi] fl =	 fl Ji ; entonces existe una trayectoria
gi : I	 UA,_ 1 n UA  tal que

Sri (0) =

.9i ( 1) =

X0

f (n )

y sea hi : [0,1]	 Ji el único homeomorfismo "lineal" que preserva ori-
entación. Entonces definamos A : [0,1]	 X para cada i E {0,1, n — 1}
por la regla

fti =f Ij,o hi

es una trayectoria que representa el recorrido de f en el intervalo
Las trayectorias fogf l , 91f192 1

•••, gn-2fn--29; 1 1, gn-ifn-i son lazos y ca-
da uno vive en su respectivo UAs pues

fo91 1 (0) = fo (0) = f (ho (0)) = f J. (0) = xo

fo.gr i (1) = 91 1 ( 1) = (0) = xo

fs;li (0) = 9i (0) = xo

91i4 ( 1) = grij1 (1) =	 (0) xo

9n-Ifn-1 (0) = gn-1 (0) = ro

9n—lfn-1 ( 1) = fn-1 ( 1 ) = (hn+1 (1)) = f 1,„+1 (1) = xo

y como A, 9á, 9i+1 toman valores en Ua entonces también su imagen Llamem-
os

Cto = füg11
al =

anT1 = 9n—lfn—i

así que caá E v),,, 	(U),; )) y además

a = acial ' ••

lo que prueba el lema. n
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

Lema 4.24. Sean UA y (fp dos conjuntos abiertos de la cubierta de X y sea

h:I-*Uv

una lazo en xo. Denotemos como a E ir (lIA ,x0), fi E ir (Up ,x0), las clases de
equivalencias de h es sus respectivos subespacios. Entonces

N (a) = P (0)

Demostración. Sea U,, = UA n Up que por hipótesis, también pertenece a la
cubierta de X, además, h representa un lazo 'y E ir (U,,, xo) entonces

a = (PvA (7)

pues
90,A (7) = wo, [h] = [w,,A (h)] = [h] =

y entonces por hipótesis tenemos que

PA (a) = PA o (Pux (7) = Pv (7)

y de manera análoga que
PM ( e) = Pv (1')

y entonces
PA (a) = PP (fi)

que es lo que queríamos demostrar. n

Este lema que nos relaciona nos permite ser un tanto "descuidados" con
la notación sin miedo de ambigüedades y podemos denotar

P	 = PA (a) = Pm (fi)

sin preocuparnos de haber tomado h como lazo en U,, o en U.

Lema 4.25. Sea E 7/- (UAt ) para i = 1,2,...,q tal que

Wai (fii)V)A2 (i32) • • • b A, (fl2) = 1

entonces el producto

A) P2 (02) • • • Pq	=
•
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

fi	
i[ — 1 , i

L q d
un representante de m para cada i = 1,2 ...q entonces el producto

HOxi (A)
i=i

es un representante del lazo f : [0,1] —› X que está bien definido por

= A

pues

fi (-9 = xo = A-vi (-1q)
y por hipótesis f es homotópico al lazo constante xo por lo tanto existe una
función F: / x / —› X tal que

F (3,0). f (s)

	

F (s, 1) = F (O, t)	 F (1, t) ro

esto nos induce una cubierta por abiertos {F-1 (UA )}AEA del espacio métrico
I x 1, sea e su número de Lebesgue. Podemos dividir a I x I en pequeños
rectángulos de diámetro menor que e como sigue. Escojamos particiones
{82:} rii , {ta}ll de norma menor que	 tal que las fracciones iq E {si};i
para cada j = 1, 2, ..., q — 1. Ahora introduciremos una notación para varios
vértices, puntos y rectángulos de esta subdivisión.

Vértices:
Vii = (Si, ti)

para() <i<my O <j<n

Subintervalos:

Ja =

	

Ki =	 [4_1,4]

para 1 <i<my 1 < j < rt
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

Rectángulos:
Rii =--	 x K.;

para 1 <i<lnyl<j<n

Bordes:

(ti;	 x {ti}
bij =	 {si} x K1

para O <i<nly O <j<n

Trayectorias:

Ais	 Ji —+ X

Bii :	 Ki ---> X

Aii (s) =	 F (s,ti)

Bij (t)	 F (si, t)

Para cada rectángulo Rij existe un Umi,j) tal que

F (Rii ) C

y se puede pues el diámetro de cada Rij es menor que E por construcción.
Cada vértice vij es vértice de 1,2 ó 4 rectángulos 141 ; Sea Ujim la inter-

sección de estos Um k,t) entonces

F (vii ) E Up(i,j)

y por hipótesis, como Up(im es uno de los de la cubierta de X entonces

xo E Ut(i,j)

sea gis 1 --> U1,(2,3) una trayectoria de xo a F (%), si F (%) = xo entonces
gis es la trayectoria constante xo.

Ahora sean

aij = P (gi-1itAitg;.;1)
Pij

e
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van 'Campen

están bien definidas por el lema 4.24. Aseguramos que para cada R Ú se
cumple la siguiente relación

atij-lflij =	 (12)

para probar esto primero consideremos el homomorfismo "lineal" que preser-
va orientación 77 de I x I a Rid y sea

Fid =Fon: I x I --> Umi,j)

y apliquemos el lema 2.23 y obtenemos que

y entonces
Pz/ (13)

además las trayectorias
-1 son lazos, además cada factor vive en Umid) así que también su

producto. Por la relación 13 tenemos que

y obtenemos que

y aplicando p), (i j) tenemos que

PAUM	 Pa(id)

y ya que p es homomorfismo tenemos que lado izquierdo de la igualdad es
igual a	 y el derecho es fli_uceij y probamos 12.

Ahora probaremos que

77/

fi ati,o = fJ PÁk (fik)
	

(14)

i=1	 k=1

notemos que gi_1,0 , gi,o, Au viven en Umi,i) , así que

PA(i,I)
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

está bien definido y además si definimos w (r) tal que so,(,)	 1, que existe
por la forma en que se construyeron las s i , tenemos que

Um i ,o) C Ua,

para cada	 w (i — 1) + 1, ..., w (i) — 1, w (i). Por el lema 4.24 tenemos que

Pa; Lgi- 1 ,0Ato9T,c11	 PA(i,o)

entonces tenemos que

fi C1/40 = HPA(i3O)

q	 “1(j)

Px(i,o) [g1-1,0Ai3Ogriji
.7 2=1 i=c4(j —1)+1

q	 w(i)

=	 PA [9i-1,0Ai3OPT,Ó1

I
9

T PA; 9w(j-1),o	 fi	 Ai3O Poi12M)
3=1	

(	 w(j)
r___

i--4au —1)+1

ahora bien sabemos que para cualquier j tenemos que

	

9,41-1),o	 Z0

pues
(Vta(2-1),0) -= fi:1 (1) -= ZO

y continuando la cadena de igualdades

H ai 3O =	 PA'

	

wn

(i) 

Ai3O]

3=1.

= II II gt-1,011t,09::Ó1
2=1 ( i-~(2-1)-11	 /

y=1 irr_w(2-1)+1

(0(2)

t=-1	 3=-1	 (=u/(j-1)+1

HIN A)
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

y con esto probamos 14.
lotemos que

ai,n	 = 1
=00,j 1

amj = 1 (17)

para mostrar 15 basta probar que 5,_1,„Ai,„g„7,1] = [xo] lo cual es claro pues
como F	 F (s,, 1) = x0 se tiene que g, = x0 ; de igual forma se obtiene
que	 xo ahora Az,,, (s) = x0 lo que muestra Lgz_1,,,Az,,,927„1]	 [xo] Y
entonces 15. Podemos obtener 16 y 17 de la misma manera, sólo que usando
que F (O, t) = F (1, t) = xo.

Veamos ahora que

H ati,j-1 H Ctij
t=1

pues, aplicando 17 y repedidamente 12 y por último 16 tenemos.

H ai,j -1 = al,j-1 2J-1 " ' am,j -1
t=-1

" amd-10mj
" am-1,j-10m-ljamj

•••

= fio„.iaidazi • "

= aijazi - • • am,.;

2.=1

y a partir de este resultado es claro que

H= H az,.
z=,	 t=1

pero por 15, el lado derecho de la ecuación es la identidad, así tenemos que
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

y por 14

11 PAk (T3k) = 1
k=1

que es lo que queríamos probar. n

Con estos lemas probaremos el teorema 4.3

Demostración. Tenemos que dar la existencia de una única a que haga
conmutar el diagrama

ir (U),)	 -ir(X)

PA 1 7

H

lo podemos hacer de la siguiente forma, si tenemos que a E 7F (X) entonces
el lema 4.23 tenemos que

a = •IbAi (al) 0A2 (a2) • • 04, (an)

donde a, E 7r (UA,) entonces podemos definir

u (a) = PA1 (al) Pm (a2) ' • • Pan (an)

veamos que está bien definido. Supongamos que

a = 0A1 (al) 'IbA2 (a2) • • • tibAn (an) = 2PAI (al)	 (d2) • • 04, (dm)

entonces

1 -= OAI 	 ( a l ) 7,bx, (a2) . • •	 (an) eGAI (al) /PAI (d2) • • Ogn (c4))-1

=	 (al) 'IbA2 (a2) • • 0An (an) •IbA;„ (c rn) 1 • • • •IAA; (d2) -1 OM (04)-1

pero por el lema 4.25 tenemos que

1 = PA 1 (a l) PA2 (a2) • • PAT, ( an) PA;,, (ain, ) 1 • • • p>4 (a2) -1 pm (a1)-1

PA 1 (a i)PA2 (a2) • • • PAn (an) (PM (al) PA; (a12) • • • IQ% (afm))

y de aqui que

PA 1 (al) PA2 (a2) • • • P),,, (an)	 PM(a1) PM( c4) • • • Pg„ (dm)
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

así queso- está bien definida, y es claro que hace conmutar el diagrama
La unicidad de sigue inmediatamente del lema 4.23, sea o' : 7F (X) --> H,

que haga conmutar el mismo diagrama que u, y sea a E ir (X) mostraremos
que a' (a) = a (a). Sabemos que

a =	 (A; kai)

entonces

0) (a) = o-1
	 tbA, (a,)

2=1

H COA, (c4))

2=1

y por la conmutatividad del diagrama tenemos que a' (i,bA, (ai)) = pAi (az) y
entonces

PAi (1'24)
2=1
o (a)
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