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1. Introduccion

Uno de los principales problemas de la topologia es saber cudndo dos
espacios topolégicos no son homeomorfos, lo cual en general es muy dificil,
pues, para demostrar que dos espacios topolégicos son homeomorfos hay que
encontrar tan sélo un homeomorfismo, pero al contrario, para demostrar que
no lo son, hay que demostrar que no existe un homeomorfismo, y es imposible
revisar cada funcién y decidir si es un homeomorfismo.

Podemos en cambio, encontrar propiedades topolégicas, es decir, propieda-
des de un espacio topolégico que se conserven bajo homeomorfismos, entre
las que. tenemos: Conexidad, compacidad, medibilidad, los axiomas de nu-
merabilidad y separacién, etcétera, podemos usar esto para saber que la bola
cerrada no es homeomorfa a la bola abierta y que ésta no es homeomorfa a
la. unién disjunta de dos bolas abiertas.

 Esta lista de propiedades topolégicas no es suficiente, pues si revisamos
cada una de ellas ningiina nos distingue entre la esfera y el toro que sabemos
por intuicion que no pueden ser homeomorfos.

La topologia algebraica nos da nuevas propiedades topologlcas que me-
dJante el algebra nos hacen distinguir la esfera del toro."

La intencién de esta tesis es introducir al lector la topologia algebralca y
presentarle el primer grupo de homotopia o grupo fundamental ¥y que apreme
la importancia de éste.

Esta tesis esta separada en 3 secciones. La primera, posiblemente la parte
mas topoldgica, nos presenta el grupo fundamental; y algunas otras defini-
ciones como homotopia y por supuesto algunos resultados sobre ellos, esta
seccién es para presentar al lector las herramientas topoldgicas con que se
va a trabajar. La segunda seccién es puramente algebraica y se estudian los
grupos libres, que como veremos, ademés de ser interesante por si misma,
nos va a ser de gran ayuda en la iltima seccién que es la central en esta tesis
como el titulo indica; esta seccién la dedicamos al teorema de Seifter-Van
Kampen que nos dice cé6mo es la estructura de los grupos fundamentales
de muchos espacios topolégicos y como aplicacién calcularemos los grupos
fundamentales del toro, el doble toro, etc., asi como el plano proyectivo, la
botella de Klein y sumas conexas de éstos.

Suponemos que el lector esté familiarizado con conceptos bésicos de topolo-
gia general, como continuidad, compacidad, conexidad por trayectorias, es-
pacios producto y cociente y en algunos mometos se hace referencia a los



axiomas de separacién. También el lector debe estar familiarizado con el
concepto de grupo, subgrupo, subgrupo normal.




2. Teoria de Homotopia Elemental

Este capftulo de este trabajo estd basado principalmente en [3], excepto
la seccién 2.3 que fue basada en [4] y en [5).
I denoterd al intervalo cerrado [0, 1}.

2.1. Homotopia de Trayectorias
A través de este trabajo llamaremos aplicacion a una funcion continua.

Definicién 2.1. §i X es un espacio topoldgico yo : I — X es una aplicacion,
entonces llamaremos a o una trayectoria, si ademds o (0) = o(1) = z;
entonces le llamamos lazo en xg.

Definicién 2.2. Sean 7,0 : I — X trayectorias tales que

o(0) =71(0) =z
c(l)=7(1)=z

decimos que T y o son homotdpicos con puntos ea:fremos fijos denotado por
o = T rel {0,1} o bien o ~qqo1} T i existe una aplicacién F: I x I — X
tal que para cualgquier s, t € I

F(s,0)=0(s)
F(s,1) =(s)
F(O,t) = Tp
F(].,t) =TI

Figura 1:

En este caso llamamos a F' homotopia de o a 7 y podemos denotarlo
F:o zrel{ﬂ,l} T. : y



2.1 Homotopia de Trayectorias

«JIntuitivamente, una trayectoria ¢ : I — X se dice que es homotépica rel-
ativa al {0,1} a 7 si se puede deformar continuamente una en la otra dejando
sus puntos extremos fijos. Al ir variando s, dejando fijo t = t3, observamos
que la imagen de F nos va “pintando” una curva en el espacio topoldgico X
representando el instante en el tiempo t = ¢y, como si hubieramos tomado
una fotografia; reciprocamente, si dejamos fijo s = sy y vamos variando ¢ en
el intervalo 7, la imagen de F nos “pinta” la trayectoria de una particula o
punto de la curva mientras ésta se deforma.

Enunciaremos ahora un pequefio lema sobre continuidad en la unién de
espacios topoldgicos que nos va a ser de gran ayuda en el resto de este capitu-
lo.

. Lema 2.3. Sea X = AUB donde A y B son cerradosen X. Sean f : A=Y

yg: B —Y funciones continuas tales que para toda z € AN B se tiene que

f(z)=g(z)

entonces podemos definir h: X — Y tal que

flz) size A
h(:c)={ g((a:)) ;:ESB

y ademds h es continua en X.

Al lema anterior se le conoce como el lema de pegado, cuya prueba puede
ser encontrada en [5] p.123.m

Proposicién 2.4. La relacion =qq0,1) €5 de equivalencia.

Demostracion. Sean o,1,p: I — X trayectorias en X tales que

7 (0) =7 (0) = p(0)
c()=r(1)=p(1)

Probaremos primero la propiedad reflexiva, sea F' : I x I — X definida por
F(s,t) = o(s) entonces F' es una homotopia de ¢ a o pues

Zp
1

F(s,0)=0(s)
F(s,1) = 0o (s)
F(0,t) =0 {(0) = zg
Flity=oc(l)=m




2.1 Homotopia de Trayectorias

a.Si F.o "N“rel{(},l} a.
Probemos la simetria; supongamos que F' : 0 ~g0,1) 7. Sea G : IX] — X
tal que G (s,t) = F'(s,1 ~— t) entonces

G(s,0) = F(s,1)=1(s)
G(s,1)=F(s,0)=0(s)
G0,8)=F(0,1-t)=m
GLt)y=F(L,1-t)=x;

con lo cual G : 7 Rreifo,) 0.
Por tltimo, para probar la transitividad supongamos que F' : ¢ Re0,1} T
y G : 7 =gqo,13 p; Definimos la funcién # : I x I — X por

[ F(s2t) si0<t<i
H(s’t)_{G(s,Zt-—l)si%StSI

| tT -. tT s %T o,

o
H
[t
]
|

Figura 2:

Entonces H es continua pues F'(s,1) = 7 (s) = G (s,0) y las homotopias
F, G son continuas, por el lema 2.3 H es continua y satisface

H(3,0) = F(s5,0) =0(s)

H(s,1) = F(s,1) =p(s)

H(O,t) = Tp -
H(l,t) =T




2.1 Homotopia de Trayectorias

Figura 3:

entonces H : ¢ Xra(0,1) p- B
Ya probado esta proposicién 2.4 podemos hablar de sus clases de equiva-
lencia, a las que les Hamaremos clases de homotopia.

Definicién 2.5. Sean o,7 : I — X trayectorias en X tal que o (0) = zo,
o (1) = 7(0) =z, 7 (1) = xo. Definimos

| o(2t) s0<t< 2 .
‘”(t)_{ r(2-1)si 1<t<1

Proposicion 2.6. Si F : 0 Riago1} 0 ¥ G 1 T Rrafo,1) T ENLONCES OT Rrel{0,1)
g
a'r.

Demostracion. Graficamente tenemos la siguiente situacién

Figura 4:

Definimos H : I x I — X motivada por la figura 5, de la siguiente manera,

F(2s,t) si0<s<i
H(s,t) =
G2s—-1,t)si 3<s<1




2.1 Homotopia de Trayectorias

ui i
: ged
F 4.1:1.
o 5
-
‘ |
1 .4 G 4
s=3 szl © T
T &

Figura 5:
H est4 bien definida pues F (1,&) = z; = G (0,¢) y por el lema 2.3 es

continua.
Ademais

H (5,0}

I}
it
q
-.q
~~
tn
p —

H(s,1) !

Il
ft
)
‘-“-
=

H (0, t) = Ip
H (1, t) = Tg
Entonces asi que H : 0T Rpeiyo,1} 0’7 Véase figura 5. m
Teorema 2.7. Sea m (X, xq) el conjunto de las clases de homotopia de lazos

en X con punto base o, con la operacion [o] [r] = [o7]. Entonces m (X, zg) es

8



2.1 Homotopia de Trayectorias

un grupo con elemento neutro [xo] y el inverso de [o] es [0™!] donde 0~ (s) =
o{1 — 8) Entonces m1 (X, zo) se llama grupo fundamental de X en zo.

Demostracién. Veamos que el producto estd bien definido. Sean [o], [7] €
71 (X, 20), 0 Ryef01} O Y T ~rerfo,1} T - Por la proposicién 2.6 07 ~,a01} 07’
entonces [o7] = [¢’7’]. Ahora mostremos que [¢] [¢™!] = [z¢]. Consideremos
la figura 6 y vamos a hacer lo siguiente, para cada t € [0, 1] fijo, definimos
la trayectoria

o (2s) si0<s<i
Flat={ o2(8)  si%<sshs

o"1(2s—-1) si 3'55‘15_351

Note que por la simetria de la figura 6 tenemos que o (2s)| w = o1 (2s - 1)[3_—%,1
para cada tp € 1.

Figura 6:

Entonces obtenemos la homotopia

o (2s) si0<s<

F(s,t)=¢ o(t) si




2.1 Homotopia de Trayectorias

Ahora F esta bien definida pues
7 (2(2) =0
o (2(F)-1) =0 1(1-t)=0(2)

y por el lema 2.3 son continuas, veamos que es la homotopia buscada de zg
1

aogo”
F(s5,0) = 0(0)=z(s)
ren = {8 e il =
F(0,t) = o(0)=2
F(l,t) = o¢7'(1)=1xq
Entonces [zg] = [oo~!], andlogamente [zo] = [¢710] y concluimos que

o] = [o71].

Ahora mostramos la asociatividad. Sean [o], [r], [w] € m (X, zo); para ca-
da tp € [0, 1] fijo, debemos demostrar que (07) w = o (Tw) rely,13. Separemos
a [0,1] en tres intervalos, los que le correspondersn a ¢, 7,w en los subinter-
valos [0, ] [t fd2] [ed2 31 respectivamente, véase figura 7. Ahora
encontraremos tres homeomorfismos que manden su respectivo subintervalo
al intervalo [0,1] preservando la orientaci6n.

Para o queremos que para cada ¢; € I fijo

t
[O: o+ 1

|-

entonces para cada s € [0, %]

S 4s

Sk —r = ————
ol 41

Para 7 queremos que para cada ty € I fijo

to+1 tp+2 1
o2 -

10
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2.1 Homotopfa de Trayectorias

Figura 7: '
entonces para cada s € [502‘—1, fod]

to+1 to+1
‘i:l =+ 85— 0 '—*4(8— L )=4s-—t0—1 1
| 4 4
v Para w, queremos que para cada t, € I fijo
to+2
- -2
entonces para cada s € [%21] _ L
to+2 s—Bf2 dh2 40 49
s s = ; iz = 4—.*,4,1—2 =
4 1- _L4_ 4 2—- tO ,

Con estos calculos definamos F : [0,1] x [0,1] tal que para cada (s,1) €
[0,1] x [0, 1]

o (7% si0<s< &l
Fs,t)=¢ 7(ds—t—1) si Hl<gg 2
o(B550) s 2cic

11




2.1 Homotopia de Trayectorias

Est4 bien definida pues
0(4(,?5 ) =g(N)=zy=7(0)=7(4(&)-t-1)
r(4(H2) —t—1) =7 (1) =z =w (0) =w (iigl—j—‘i)

y por el lema 2.3 es continua. Es la homotopia buscada pues

(o (45) si0<s<:

F(s,0) = T 7 (45— 1) sil.%gsgé = ((o7)w) (s)
| w(2s—1)si 1 <s<1
(o (29) si0<s<2

F(s,1) = 1 T(4s—2) si 1 <s<3 = (o(Tw))(s)
| w(4s-3)si 3<s<1

F{0,t) = oc(0)=uxp

F(l,t) = w(%%—i—g) ='w(1)=:cg

y por lo tanto (0T) w Xpeo,1) o (Tw).
Ahora vemos que [zo] es €l elemento neutro de m; (X, zg). Sea o] €
71 (X, o), vamos a probar que 0Ty ®eqo1; ¢. Consideramos la figura 8.

Encontremos un homeomeorfismo de [O, ] a [0,1], entonces a cada s €
[0, &t le asociamos
s 2s

£ﬂ2il_..0=t0+1

esto nos propone la funcién

2 .
F(st)= o(2g)sio<s< L

pues el punto final de ¢ es zg; F' estd bien definida ya que

203 _ oy =
U('—t:T)——-O'(].)-—.‘I}U »

12




2.1 Homotopfa de Trayectorias

Figura 8:

la continuidad se sigue del lema 2.3; Ademaés

oc(2s)si 0<s
F(S.‘O)_ = {xu( )Sl_]._<5

F{s,1) = o(s)
F(0,t) = o(0)=x
F (]., t) = Iy

Asi F: oz zrel{o,i} o. De manera analoga obtenemos zgo =q0,1} ¢ ¥ por
lo tanto [x] es el elemento identidad en m; (X, zg). =

Proposicién 2.8. Sea o : I — X una trayectoria de z¢ a x1. entonces
la aplicacién au : m (X, zo) — m (X, z1) tal que a.[o] = [aloa] es un
isomorfismo.

Demostracién. Primero o, esta bien definido pues si 07 ~r¢i49,1; 02 entonces
por la proposicién 2.6 tenemos que ooy Rorel{0,1} a~loga . Y ademis

(e 1510) (0) = a1 (0) = a(l) =1,
(eto) (D) =a(l)=x,

Asi que a, [o] € 71 (X, 21).

13
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2.1 Homotopia de Trayectorias

Figura 9:

Veamos que &, es un homomorfismo. Sean [01], [o2] € m (X, z0), entonces

@y [109] = [a_lalcrga]
= [(a"lala) (a'lagoc)]
= [0 01| [a7 020

= O [0’1] Oy [0'2] .

Para demostrar que es biyectiva encontraremos una funcién inversa. Pro-
ponemos o ! como ésta, ahora, si [0 € m (X, z0) ¥ [0z,] € m1 (X, 1)

entonces

(e, 0 0‘*_1) [020] = ot (o [(Tmo]) =a,t ([a’—l‘:’xua]) = [O‘O‘—lamoaaﬁl] = [o':co]
(ot o o) [02)] = ax (e [04,]) = au ([aos,07']) = [0 a0, 07 a] = [oz;]

Por lo que a, es un isomorfismo. =

Corolario 2.9. 5i X es conexo por trayectorias, entonces el grupo funda-
mental m1 (X, o) es independiente del punto z¢ salvo isomorfismos.

Definicion 2.10. Definimos la categoria de los espacios topoldgicos puntea-
dos como aquella cuya clase de objetos son los pares (X, xo); y 51 (Y, 4) es
otro espacio topologico con punto base yo, los morfismos son las aplicaciones
f: X =Y tal que f(xy) = yo. Cita [6]

Definicién 2.11. 91 f : X — Y tal que f(xy) = yp definimos su morfismo
inducido f. : m (X, xo) — m (Y, y0) por la regla f. [o] =[f o o). -

14




2.1 Homotopia de Trayectorias

Opsermcién 2.12. Nétese que f, estd bien definido pues si 01 Refo,1) 02
son lazos en oy entonces existe una homotopia F tal que '

F(5,0) =0y (s)
F(s.1) = 1 s)
F(0,8) = F(1,) = 2

Asi, definimos G: I x I —Y por G(s,t) = f o F(s,t). Entonces
G (5,0) = f(F(s,0) = f(ou(s)) =(f o 01) (s)
G(s,1) = f(F(s,1)) = f(0a(s)) = (fo2)(s)
G(O1t) = f(F(Ovt)) = f(‘TU) =W = f(F(I?t)) = G(lxt)

asi G': f o 01 Ryeifoy) f© 02
f+ es un homomorfismo pues

fe ([o1] [o2]) = f. ([o102]) = [f (0102)]

y ademds

f(0'10'2) — { f0'1 (28) S% _z%- - (fo'l) (f02)

entonces v

[f (0109)] = ((fo1) (fou)] = [fou] [foa] = fuloa] fi [o2]

Teorema 2.13. 5i f : X — Y es una aplicacidn tal que f (zo) = yo entonces
f+ es un funtor, donde xy es el punto base de X y yo es el punto base de Y.

Demostracién. SiY = X y f = Idx la identidad en X entonces si [¢] €
m1 (X, zo) entonces filo] = [fo] = [0]. Ademés si g : (Y,) — (Z,2)
entonces (g9f), [o] = [9f0] = g« [fo] = gufs [0] por lo que (9f), =g/ ™

Ahora podemos hablar del funtor grupo fundamental de la categoria de
los espacios topolégicos punteados a la categoria de los grupos.

15




2.2 Homotopia de Aplicaciones

2.2. Homotopia de Aplicaciones

Dado que las trayectorias son aplicaciones de I en X, podemos intentar
reemplazar I por algun espacio topoldgico Y y definir homotopia. Asi ya no
tendremos puntos finales {0,1} como en I pero lo podemos reemplazar por
algin ACY.

Definicién 2.14, Sean X, Y espacios topoldgcos yA C X, sean f,g: X - Y
aplicaciones tales que f|, = g|, decimos que f ~ g rel A o bien f =ea g
st existe una aplicacion F : X X I — 'Y que satisface gque para toda x € X,
a € A ytodat €I lo siguiente

()f() 9(a)

Figura 10:

Proposiciéon 2.15. La relacion = 4 es una relacion de equivalencia.

Demostracién. Sean X, Y espacios topolégicos y A C X y sean f,g,h
X — Y. Veamos que f ~yeq f Definimos F (z,t) = f (z) entonces

F(2,0)= f(z)
F(z,1) = f ()
F{a,t) = f(a)

Asi que f ~eperq f.

16



2.2 Homotopia de Aplicaciones

# Ahora la simetria, supongamos que f =4 ¢ por la homotopia F. Defi-
nimos G (z,t) = F (z,1 — t) que es continua y ademads

G(z,0)=F(z,1)=g(z)
G(z,1) = F(z,0) = f (z)
Glat) = F(a1-1) = f (a) = 9(a)

Ast que G: g =reld f

A continuacién probaremos la transitividad, suponemos que F' : f ®%,04 9,
G 1 g ~yea b, vamos a probar que f s h. Sea

_ [ F(z,2t) si0
Hzt) = { G(z,2t—1) si L

estd bien definida pues F (x,21) = F(z,1) = g (z) = G (z,0) = G (z,2} - 1)
y es continua por el lema 2.3. Luego

F(a,2t) si0<t<3
H(a,t) =

G(a,2t—1) sl $<t<1
gla)sio<t<:
gla)si £ <t<1

= g(a)

f(a)

h(a)

Asique G: f =peig h. B

Ejemplo 2.16. Sea X =Y =R", si f = Idx, g =0 la funcion constante 0.
Entonces F (z,t) = tx es una homotopia de g a f.

Definicién 2.17. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es contraible

st existe g € X tal que Idy = x4, donde Ty denota a la aplicacion constante
g (x) = 7o para cada x € X.

Teorema 2.18. X es contraible si y sélo si para cualquier espacio topoldgico
Y y para cualguier par de aplicaciones f,g:Y — X se satisface que f ~ g.

17




2.2 Homotopia de Aplicaciones

Demostracion. Supongamos que para cualquier espacio topolégico Y y para
cualquier par de aplicaciones f,g : Y — X se satisface que f = g, podemos
tomar en particular X =Y y las aplicaciones Idy, xp entonces Idx =~ xzy y
entonces X es contraible.

Reciprocamente, supongamos que X es contraible, entonces existe zg € X
tal que H : Idx ~ x; entonces

H(z,0)=Idx(z) ==
H(z,1)=z0(z) =20

Sea Y un espacio topolégico y f,g: Y — X Definimos F: Y x I — X por
la regla F'(y,t) = H (f (y),t) entonces F' : f =~ xg pues

F{y,0)=H(f(y),0) = f(v)
Flg,)=H{f(y), )=z

De manera andloga, definimos G : ¥ x I — X por la regla G (y,t) =
H(g(y),t) entonces G : g = zp pues

G(y,0) = H(g(y),0) =g (v)
G(y,1) =H{(g(y),1) =

Entonces f = zy = g que es lo que queriamos probar. m

Teorema 2.19. si X es un espacio topoldgico contraible entonces X es
conexo por trayectorias.

Demostracién. Sea X un espacio topolégico contraible y o, z; € X apli-
cando el teorema 2.18 al espacio topoldgico Y = I y a las funciones x4 v 21
tenemos que F': xy = x; entonces

F(s,0) =1
F(S, 1) =T

Sea o (t) = F (0,t) es continua pues F también lo es, ademss

O‘(O) =F(0,0) =y
o(l)=F(0,1) ==z,

entonces o : I — X es la trayectoria que buscamos. Entonces X es cogexo
por trayectorias. m

18



2.2 Homotopfa de Aplicaciones

,, Obsérvese que no podemos afirmar el reciproco, es decir, si X es un espacio
topolégico conexo por tratectorias, no podemos afirmar que sea contraible,
pues la esfera es un espacio topoldgico conexo por trayectorias pero no es
contraible.

Corolario 2.20. Todo subconjunto convexo X de un espacio euclideano es
contraible.

Demostracién. Sea Y un espacio topoldgico y f1,f2 1 Y — X, definimos
una homotopia por :

Fyt)=th(y)+(1-1) fi(y)

entonces

F(y,0)=Af(y)
F(y)]-) =f2(y)

claramente F es continua pues es la combinacién convexa entre las aplica~
ciones fi ¥ fa; lo que nos muestra que f; = fy y por el teorema 2.18 se tiene
que X, es contraible. m

Definicién 2.21. Un espacio topolégico X es simplemente conexo st es
conezo por trayectorias y su grupo fundamental es trivial.

Proposicion 2.22. Todo espacio topoldgico contraible es simplemente conezo.

La demostracién de esta proposiciéon no es obvia, pues aunque por el
teorema 2.18 sabemos que si ¢ es una trayactoria basada en zg entonces
o = r pero no podemos asegurar que ¢ = g rel{0,1}; pero para ello
necesitaremos algunos resultados.

Lema 2.23. 5i X es un espacto topoldgico y F : I x I — X una aplicacién
Llamamos a(t) = F(0,1), B(t) = F(1,2), 7(s) = F(s,0), 6(s) = F (s,1).
entonces § &~ o~y rel {0,1}.

Demostracion. Sean 2o = 6 (0) = (1) y z; = 6 (1) = #(1). La idea es la
siguiente, vamos a contruir homotopias E, G que vayan “transformando” a
a~! y a § en los lazos constantes zy y z; respectivamente, y usarlos junto
con F' para obtener una homotopia H tal que H : a~1y8 =~ zodz; rel {0, 1}

Primero construyamos G : I x I — X. Necesitamos que para cada tq € 1
fijo y para cada s € [0,1 — tp] se cumpla que

G (0! to) = [ (tﬂ)

19




2.2 Homotopia de Aplicaciones

Figura 11:

G(l - tO:tO) = ﬁ (1)
y claro también que G sea continua. Por otra parte definimos

G(s,t)=z1=0(1)
siempre que s > 1 ~ .
Consideremos el homeomorfismo ¢ : [0,1 —t] — [¢,1] que para cada
s€(0,1—1
o(s)=s+t
entonces proponemos

[ B(s+1t)si0<s<1-—t
G(S’t)‘{ B(l)sil—t<s<1

Es claro que G(5,0) = B(s) y que al variar ¢, la trayectoria G (s,t)
es la curva ((s) pero que empieza en el punto G(t) y termina en valor
constante 5 (1), la funcién 3 (s +t) es continua pues es la composicién de
las aplicaciones S vy o, v puesto que los conjuntos que definen 0 < s <1t
y t < 5 <1 son cerrados en I x I se tiene por el lema 2.3 la continuidad de
(. Ahora

G (s,0) B(s)

G(s,1) = )=z

G(0,t) = B(t)

G(l,t) = B(l)=z; iy
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2.2 Homotopia de Aplicaciones

Figura 12:

Cambiando la funcién B por « en G(s,t) definimos la aplicacién E' :
I xI— X tal que

E'(5,0) = af(s)
E'(s,1) a(l) =z
E'(0,%) a(t)
E(1,t) = a(l)==x

==:e
. (8:6) = (1 = 8,1) =

Figura 13:
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y si definimos £ : I x I — X como

E(s,t)=E'(1-s,t)

Ty

K

Figura 14
y luego

E(50) = E(1-50=a(l—-s)=a"'(s)
E(s,1) = EF(l-s,1)=a(l)=x
EO¢t) = E1,¢) =

E(L,t)y = E(0,t)=aff)

Ahora vamos a definir la homotopia, para ello, “aplastaremos” las apli-
caciones para definir una funcién H en I x I que contenga la informacién
de las tres. Dividiremos el intervalo I en los tres subintervalos siguientes:
[0,1],[3 3]+ [3:1], denotemos por Ry, Ry, R3 los homeomorfismos “lineales”
que preservan orientacion, sobre los subintervalos anteriores a I, es decir

Ri(s) = 4s
Ry(s) = 45-1
R3(s) = 2s-1
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y entonces nuestra homotopia serd H : I x I — X ;
-

([ E(R;(5),t) si0<s<

W

H(st) =  F(Ra(s),t) siz<s<

=] L]
e

| | G(Rs(s),t) sig<s<1 |
l‘ r, E(4s,t) si0<s< 1

| Figura 15:

M H es continua por el lema 2.3 y porque R, Ry, R3 son continuas.
} Ademds tenemos que

(@) B ~ (x¢6) 21 rel {0,1}

23
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2.2 Homotopia de Aplicaciones

pues

[ B(2s-1)sii<s<1
= (a7'y)B(s)

H(s,1) = § Fl4s-1L1)sii<s<!
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St =
Figura 16:

!f i Por iltimo es ficil dar una homotopia tal que (z06) 21 =~ § rel{0,1} y
| por la propiedad de transitividad demostrada en la proposicion 2.4 tenemos
| v que

| a yB =~ 6 rel{0,1}

|
Definicion 2.24. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una aplicacion sobreyec-

tivap: X — Y se llama aplicacion de identificacion si la topologia de 'Y es
la topologia cociente inducida por p. '

Teorema 2.25 (de Transgresién). Sea p : X — Y una identificacion y
h: X — Z una aplicacién. Suponga que hp~! es I-valuada (esto es, h es
‘-“L‘ constante en cada fibra p~' (y)). Entonces hp™* : Y — Z es continua, y
% ademds el siguiente diagrama conmuta.

X 2>y

e

Z

Demostracion. Ver [1] pdg 123, teorema 3.2. =

Ya tenemos las herramientas necesarias para demostrar la proposicién
2.22. Aqui esta la prueba.
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Demostracion. Por la proposicién 2.19 sabemos que X es conexo por trayec-
torias, s6lo necesitamos probar que m; (X, zo) = {1}. Sea [0] € m (X, z0)
mostraremos que ¢ Rgqo1} To. Llamemos p’ : I — I,7{0,1} a la proyec-
cién natural p’ (z) = [z] entonces I/ {0, 1} tiene la topologia inducida por
7/, en otras palabras, p es una identificacién. Como o, y zg son aplicaciones
aplicamos el teorema de transgresién sobre ambas funciones y obtenemos

1—2-1,/{0,1} 1—2-1,40,1)
1 (D l (n
o g xg f
o T
X .

cono :I/{0,1} - X yzy:1,{0,1} — X definidas por ¢’ =g op™?!
yzh=1z90p . |

Dado que X es contraible, la proposicién 2.18 implica que existe una
homotopia F' : I/ {0,1} x I — X tal que

F'({s],0) = z5([s])
F'([s], 1) = o’ ([s])

Ahora definimos una trayectoria o : I — X | por a(t) = F ([0],1).

Ifxi

: -
Figura 17:

Seap: I xI — I/{0,1} x I la proyeccién canénica p(s,t) = ([jJ."t)
entonces p es una identificacién y por lo tanto continua. Definimos
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F'" o p luego F es continua y por lor los diagramas (I) y (/) tenemos que
ih (9 (s)) = o (s) y o (' ((s))) = 0 (s) y entonces obtenemos

F(s,0) = ' (p (5,0) = F'([5],0) = 4([s]) = 2 (7 ()} = 70 (s)
F(s,1) = F(p(s,1)) = P ((s],1)) =/ ([s]) = &' (7 ((s))) = o (5)
F(0,8) = F (p(0,8)) = F' (0], ) = (1)
F(L,8)=F (p(L,1) = F'({1],8) = a(t)

Entonces haciendo 6 = o, v = 2y, @ = 3 en el lema 2.23 tenemos que
~ -1 ~ -1 o~ -1 ~
0 Srel{0,1} & To& Sref{0,1} & (mga) Rirel{0,1} & ¥ Rpeifo1} L0
[

Corolario 2.26. Sean f,g:Y — X aplicaciones homotopicas por medio de
una homotopia F : Y x I = X. Seayg €Y, zo = f (o) ¥ 21 = g (¥0)- Sea
a: I — X la trayectoria de 1y a z; definida por a(t) = F (yp,t) para cada
t € I. Entonces el diagrama siguiente conmula.

m (Y, %) _"jl"ﬂ'l (X, z0)

S

m (X + & 1)
Demostracion. Si [o] € ;1 (Y, %), entonces por ¢l lema 2.23 tenemos que go

o Ry @ (foo)a. Asique gufo] = [goo] =[a"!(foo)a] = a.[fod] =
as fy [0]. Véase figura 18.
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goo

Figura 18:

Corolario 2.27. Con las condiciones del corolario 2.26, f, es un isomorfis-
mo st y solo st g, lo es.

Demostracién. Sabemos de la proposicién 2.8 que , es un isomorfismo y
por lo tanto ;! también lo es. Del corolario 2.26 tenemos que g, = auf.
entonces si f, es in isomorfismo tambien lo es g,. _

También f, = ¢’ g, entonces si g, es un isomorfismo también lo es f,. =

Definicién 2.28. Una aplicacion f : Y — X se llama egquivalencia ho-
motdpica st existe f': X — Y tal que fo f' = Idx y f'o f = Idy. Entonces
decimos que X y Y son homotdpicamente egquivalentes.

Proposicién 2.29. X es contratble & X es homotépicamente equivalente a
{.’Eo}.

Demostracién. ==] Supongamos que X es contraible, por su definicién
tenemos que /dy = xp para alglin zg € X. Sea Y = {z3} sabemos que
Zo: X — Y seai:Y — X lainclusién, entonces ¢ (zp) = zy. Entonces

Tpoi= $0'Y ——_—Idy
Idy oxy = x9 = Idy

Entonces zy es una equivalencia homotépica y con esto probamos que X €8s
homotépicamente equivalente a {zg}.
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» <=]Supongamos que X es homotépicamente equivalente a {zp}. En-
tonces existen f : X — {zo} v f' @ {zo} — X tal que fo f' = Idiz ¥y
f'of = Idx. Sea x; = f'{z,), entonces como f' o f = z; se tiene entonces
sustituyendo que z; &~ Idy y por definicién X es contraible. m

Corolario 2.30. 5i f : X — Y es una equivalencia homotdpica entonces
Je:m (X, z) = my (Y, f (z)) es un isomorfismo pare cualquier z € X.

Demostracién. De la definicién de equivalencia homotépica tenemos que
existe f':Y — X talque fo f/=Idy y f' o f = Idy.
Utilizando el corolario 2.26 tenemos que

m (X, 2) L (X, £ 0 £ ()

\ Ia.

m (X, z)

Donde o : I — X es una trayectoria de = a f' o f (z} definida como en el
corolario 2.26. Entonces tenemos que f. o f. = a,/d, = a.. ademés o, es un
isomorfismo entonces f es sobreyectiva.

De manera andloga, se tiene que f.o fl = Id,x = fB. donde 8 : I —» X
es una trayectoria de z a f o f' (x) luego tenemos que f, es inyectiva. Asi que
f es un isomorfismo. =

Proposicién 2.31. Sea X conexo por trayectorias, entonces son equiva-
lentes:

1. X es simplemente conezo.

2. Toda aplicacion de S en X se puede extender a una aplicacion del
disco cerrado E? en X.

3. 8io, 7: I — X son trayectorias en X tales que o (0) = 7(0) y
o (1) =7(1) entonces o ~ 7 rel {0,1}.

Demostracién. 1)==2): Sea o : I/ {0,1} —» X seap': [ - I,/7{0,1} la

proyeccién candnica. Sea zo = o ([0]).
r !
Sea 0, =cop : I — X entonces g, es un lazo basado en z, pues

04 (0) = 0 (0) = o ([0]) = 20 = o ([1]) = 07 (1) = 0, (1)

29




2.2 Homotopia de Aplicaciones

Como X es simplemente conexo se tiene que m (X, 7p) = {0} y entonces
J:Bu ~ g rel {0,1}. Sea F” su homotopia entonces F' : I x I — X es tal que

F (S,O) = I
F'(s,1) = g, (s)
F0,t)y=F(1,t) =z

Definimos p : I x I — I/ {0,1} x I la proyeccién canénica, esto es, p(s,t) =
(i5),9)-

Entonces F”, p son continuas y ademds F” es constante en cada fibra de
P ya que las tinicas fibras de p con méas de un elemento son los de la forma
p 1 ([0],%) = {(0,%),(1,t)}, y tenemos que F’ (0,t) = F'(1,t). Esto nos da
derecho a definir F = F' o p~! y ademés por el teorema 2.25 (Teorema de
transgresion) F : I,/ {0,1} x I — X es continua y ademds F' = Fop

I T 21,001} x I
x/
Ademads
F((5,0) = F' 057 (],0) = F/(5,0) = 20
F(ls],1) = F op~([s],1) = F'(s,1) = 0y, (5) = o 09/ (s) = o ([3])
' F([0],t) = F'op™1(]0),2) = F'(0,t) = x
Ahoraseall: I,/ {0,1} xI — E; donde II([f], h) = (2x8, h) en coordenadas
polares.

Figura 19:

Est bien definida pues II([0],h) = (0,h) = (2m,h) = (27 (1),h) =
w([1],h).
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Ademés F' es constante en cada fibra de w, pues la unica fibra de 7 con
“mas de un elemento es 11! 0 =A{(¢],0):0€l}yF ([9] 0) = zo. Asf que
podemos definir la funcién F: E2 — X tal que F=For! y por el teorema
de transgresion tenemos que F es continua, y Forn=F.

1/{0,1} x I " g2

| A

it X

"1 Entonces, si ﬁ(@,r) = F(276,7) afirmamos que F es la extensién de o
1 buscada, pues

F(6,1) = F(2r6,1) = F (x71 (276, 1)) = F ([6],1) = o ([6])
y F es continua asf terminamos esta implicacién.

2)==1): Sea [¢] € m (X, z,) probaremos que x4 = o rel {0,1} y con esto
m (X, zo) = {0} y como X es conexo por trayectorias tendriamos que X es
simplemente conexo.

Sea p’ : I — I,7{0,1} la proyecién natural, entonces o es constante
en cada fibra de p’ ya que ¢(0) = o0 (1) = zo por ser un lazo basado en
Xg. Entonces podemos definir la funcién ¢’ : I,/{0,1} — X donde o' =
oo (p ) ; por el teorema de transgresién obtenemos que ¢’ es continua y
ademés o' o p' = ¢.

i Asi que por hipétesis podemos extender ¢’ a una aplicacién G : E? —
| X, tal que G|; 101yxq1; = ¢'- Consideremos (/,/{0,1}) x I /¥, donde *

g relaciona los elementos de la forma ([s;], 0) con ([s2],0). Sea 7 la proyeccién
3 '“’{il natural p: I,/ {0,1} xI — ({7 {0,1} x I) /*, que es continua, asf definimos
i H p:IxI—(1/7{0,1}) /% con laregla p(s,t) =P (p' (s),t) continua pues p
y p’ son continuas. (Notemos que (I {0,1} x I) /* restringido a t = 1 es
una copia de S

Sea F'= G op. Vemos que G : 2y = o rel {0,1}.

F(s1)=G(p(s,1)) =0'([s]) = o (s)
F(5,0)=G(p(s,0)) =z

aft) = F(0,t)=F(1,t) =G (p(0,1))

aplicando el Lema 2.23 tenemos:

o~ o 'zia rel {0,1} .
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Figura 20:

entonces
o la~ o rel{0,1}
luego
T, ~ o rel{0,1}

y como zg = o (0) = z, entonces

zp = o rel {0,1}

1)==-3): Supongamos que X es simplemente conexo, sean o, T tales que
o = ¢(0) =7(0) y 21 = 0(1) = 7(1). Como X es simplemente conexo,
en particular su grupo fundamental es trivial y tenemos que o7 = xz¢
rel {0,1}. Usando la proposicién 2.6,(c7!) 7 & o7 rel {0,1} y por un lado
tenemos '
(v ~o(r7lr) rel{0,1}

entonces
(ar_l) T & oz rel {0, 1}
y luego
(o) 7 ~ 0 rel {0,1}

y por otro lado
zoT = 7 rel {0, 1}

¥y entonces
o= T rel{0,1}
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3)==1}: Sea [0] € m (X, zo), ahora o y z¢ son trayectorias con el mismo
punto inicial y final, se tiene entonces por hipétesis que o =~ zo rel {0,1}
entonces X es simplemente conexo. ®
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2.3 El Grupo Fundamental del Circulo

2.3. El Grupo Fundamental del Circulo

En esta seccién encontraremos el primer grupo fundamental no trivial, el
cual nos servird como base para obtener incluso, todas las superficies com-
pactas y conexas en R3. Imtuitivamente,el grupo fundamental de S* es el
grupo ciclico infinito, ya que podemos enroliar al circulo con trayectorias en
alguna direccion y desenrrollarlo en sentido contrario, y ademés lo podemos
enrollar tanto como queramos siempre una vuelta mas y nunca va a volver a
desenrollarse. Probaremos estas dos ideas en S en forma rigurosa, primero
que efectivamente que su grupo fundamental es ciclico y después que es de
orden infinito, pero antes necesitamos algunos resultados de espacios métri-
COS.

Los lemas 2.32, 2.33, 2.34 est4n basados en las pruebas en [5) pag. 198-200.

Lema 2.32. Sea f : X — R continua y X es compacto entonces existec € X
tal que para cualquier x € X se tiene que f (c) < f(z).

Demostracion. Sea A = f (X) entonces A es compacto por la continuidad
de f. Mostraremos que A tiene un minimo. Procedemos por contradiccién, Si
A no tiene un elemento minimo entonces la coleccién de abiertos {(a,o0)},. 4
es una cubierta de R tomemos una subcubierta finita {(a:, 00)}.; de ella, sea

Om = _Inin n{a,} entonces am, & (am, 00) = U (as, 00) entonces {{a;, c0)};,
= dykiyriny =1

no es una cubierta de A que es una contradiccmn asi que A tiene un elemento
minimo m y como f es sobre A entonces existe ¢ € X tal que f{c)=m. ®

Lema 2.33. Sea A una cubierta abierta de un espacio métrico compacto
(X,d), entonces existe ¢ > 0 tal que para cada subconjunto A de X de
didmetro menor que € se tiene que A estd contenido en alguno de los ele-
mentos de A. a ¢ se le llama un ndmero de Lebesgue.

Demostracion. Si X € A entonces el resultado se cumple trivialmente. En-
tonces supongamos que X & A entonces de la compacidad de X tenemos que
A tiene una cubierta finita {A;, As, ..., A, } paracada i = 1,2, ..., n definamos
C;=X— A,,, claramente éste es un subconjunto cerrado de X. Definamos

flz )——Ed(x C;). Veamos que f (x) > 0 para todo z € X. Como {A;}1,

€8 una cublerta de X entonces hay un ¢ tal que z € A; luego A; es un conjun-
to abierto, o sea que existe § > 0 tal que B;(z) C A; entonces si y € C; se
tiene que y & B; (z) y entonces d (z,y) > 6 y entonces d (z, C;) > & entonCes

34




[

2.3 El Grupo Fundamental del Circulo

n
o (z) =1%"d(z,C;) > 1d(z, C;) > 16 y como f es continua pues la funcién
n < 1 3 n n
J:

d lo es tenemos por el lema 2.32 que f alcanza un valor minimo £ probemos
que éste es un nimero de Lebesgue.

Sea B C X tal que Diam (B) < € sea 2o € B entonces B C B (zo)
entonces sea m tal que d (zg, Cy) = j_r1n2é.x i {d(zo, C;)}

£< f (IB) < d(z(])cm)
Entonces B C B, (xp) C Am. B

Lema 2.34. Sea f : X — Y una aplicacion del espacio métrico compacto
(X,dx) al espacio méirico (Y,d,) entonces f es uniformemente continua.

Demostraciéon. Sea £ > 0 entonces {Bg (y) :y €Y} es un recubrimento
abierto de ¥y entonces A = {f~ (Bg (¥)) :y € Y} es un recubrimento
abierto de X sea ¢ un nimero de Lebesgue de esta cubierta. Entonces sean
z1, T3 € X tales que dx (z1,22) < § entonces Diam ({z1,12}) < & entonces
existe y € Y tal que {z1,2,} C f! (B (y)) o bien {f (z1), f (z2)} C Bj (y)
asi que dy (f (z1), f (z3)) < € por lo que f es uniformemente continua.

Teorema 2.35. El grupo fundamental m, (S, (1,0)) es un grupo ciclico in-
finito generado por [f] donde f (t) = (cos (2nt), sen (2nt)).

Demostracién. Sea g un lazo en S basado en (1,0), estoes, g: J — St es
continua y ademds g (0) = g (1} = (1,0) Vamos a probar que g ~ f™rel {0,1}
para alguna m € Z
Consideremos
Ui={(z,y) €S 1y > -5}
Up={(z,y) €8 :y< &

Entonces U; y Us son conjuntos abiertos de S? y §* = Uy U Us. Es claro que
tanto U; como U, son homeomorfos a (0,1} as{ que ambos son contraibles.

Supongamos primero un caso trivial. Si g (I) ¢ U7 o g(I) C U, entonces
g es homotopico a un lazo constante en S! entonces por ser éste conexo
por trayectorias, se tiene que g es homotépico a f%. Entonces supongamos
que no son validas ninguna de las contenciones anteriores. Afirmamos que es
posible divdir a I en subintervalos [t;,¢;41] para i = 0,1,2,...,n — 1 donde
D=ty <ti < - <ty_1 <it, =1 tal que

1. g([ti,ti+1]) C Uy 0 g ([ts, tir1]) C U, para cada 4
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2. g([tic1,t]) ¥ 9 ([t:, tit1]) no estan contenidos en el mismo U;

Para probarlo por el lema 2.33 sabemos que existe un nimero de Lebesgue
¢ de la cubierta abierta {g™* (U;), g (Uz)} entonces dividimos el intervalo [
en una cantidad finita de subintervalos de longitud menor que ¢ entonces se
cumple la primer condicién, pues por la forma en que fueron contruides los
subintervalos /; usando un.nimero de Lebesgue tenemos que cada elemento I;
cumple I; C g7 (U1) o I; C g™ (U3) entonces g (I;) C Uy 0 g(L;) C Uz Ahora
si dos subintervalos contiguos son tal que ambos estan contenidos en el mismo
U; o Uy simplemente consideramos su unién, hacemos este proceso para cada
par de éstos (aqui usamos que fueran una cantidad finita) y entonces es claro
que cumplen la primera y la segunda condicién.

Consideremos para cada i = 0,1,...,n — 1 la trayectoria g; : I — S*
tal que g; (s) = g (s (tiy1 — t:) + ;) es simplemente considerar la trayectoria
de gl[t.-,tm]' Entonces es claro que g = gog;1 - - - gn—1 ademds cada g; es una
trayectoria en U; o en Uy Afirmamos que g (¢;) € U1NU;, pues si g ([t;-1,%]) C
U, entonces por la condicién 2 se tiene que g{[t:,t;41]) C U, entonces en
particular g (¢;) € Uy N Uy, Geométricamente observamos que Uy N Uy tiene
2 componentes por trayectorias, la que contiene a (1,0) y la que contiene a
(-1, 0) entonces podemos tomar para cada i una trayectoria y; : I — UyNU,
que empiece en g(t;) y termine en (1,0) 6 (—1,0) si dependiendo en cual
componente por trayectorias de I/;N\U, se encuentre el punto g (¢;). Definamos
entonces

b0 = goo
5,' = 'y,-__llg;’n si0<i<n-—1
8n-1= Tpl20n1

Notemos que cada d; es una trayectoria en U; 6 en U, entonces tenemos que

[g] [9091* * - gn1]
= [90 (’Yo’YE 1) 51 (’Yl’h— 1) *tGn-2 (’Yn—z’)f;_l.z) gn_l]
[(9970) (70—19171) T (7;23911—2711.—2) (’Y,:ngn_1)]

= [6o01 - bni]

Notemos que si d; es un lazo en U o en U, entonces por ser éste contraible se
tiene por el teorema 2.22 se tiene que 4; es homotdpico al lazo constante de
valor (1,0) o (—1,0) seglin sea el caso entonces podemos ignorar estos casos
y considerar que §; no es un lazo, simplemente una trayectoria con distintos
puntos inicial y final. Sea 7; una trayectoria en U; de (1,0) a (-1, 0) aderl4s
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2.3 El Grupo Fundamental del Circulo

es Unica salvo homotopfas pues si 7] fuera otra trayectoria como 7, entonces
miny" es un lazo basado en (1,0) y como U, es simplemente conexo tendriamos
que 7;n;! es homotopico (relativo a {0, 1}) al lazo constante (1, 0) y entonces
m = 1y relgo 1) Andlogamente, sea 7; una trayectoria en Us de (—1,0) a (1, 0)
que es Unica por las mismas razones que 7; notemos que f ~ mns relyo1y ¥
ademss para cada % tenemos uno de los siguientes casos

5i=771
6:':771_1
51=772
5z=n2-1

y ademds, por la condicién 2, si & = ni* entonces d;y; = 75" y i & = 3
entonces 0;11 = 7L’ entonces tenemos sélo uno de los tres casos siguentes
para g y para alguna m > 0

g (1,0) 2 fO I'e].{o'l}
g = MmNz =~ f™ el 1y
o g1l 1 —~1 =1 1 =1 o Fm gl
g N N N g Ny = (mmmne..mme) T~ T re {0,1}

Con esto probamos que m (S%,(1,0)) es un grupo ciclico. Ahora veamos
que m (S, (1,0)) tiene que ser infinito para esto consideremos S!' como
subconjunto del plano complejo S* = {2z € C:|z] = 1}. Sea h un lazo en
S1. Entonces por el lema 2.34 se tiene que h es uniformemente continua
asi que si tomamos € = 1 entonces existe § > 0 tal que si [s—¢| < § en-
tonces |h(s) — h(t)] < 1. Entonces dividamos I en intervalos [ty, trs1] tal
que tr41 — tx < &, entonces si t,t' € [ty, txi1] se tiene que |h (1) — A (t')| <1

Ahora para cada ¢,1 < i < n sea §; = Arg ( h?t(t:)l)) entonces de la desigual-

dad |A(t;) — b (ti-1)| < 1 se tiene que

m kis
L <l
g <Hi<3

n
Ahora definamos el grado de h como sigue, Grado (h) = 5= 3 §;. Este ntimero

i=1

k13
es un entero pues . 6; es una determinacién del argumento del niimero com-
i=1

1 . n
plejo Hl %ﬁ)ﬁ = ’,tg‘;g = 1 asi que 219,: = 27k para alguna k € Z entonces
= ) 1=
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2.3 El Grupo Fundamental del Circulo

Grado(h) = k es un entero. Ahora veamos que el grado de h es independi-
ente de la eleccién de los subintervalos de I, Notemos que si tomados dos
particiones de intervalo I podemos encontrar una particién del mismo I que
ademds es un refinamiento de ambas divisiones tomadas inicialmente, por
lo que sélo es necesario mostrar que si tenemos una division de I entonces
cualquier refinamiendo de éste genera el mismo valor para Grado (h); para es-
to sélo es necesario considerar refinamiendos donde sélo se agregue un punto
5 que “corte” un subintervalo [t;_1,%;] y los demds refinamientos es repetir el
procedimiento una cantidad finita de veces. El refinamiento que consideramos
esl=fg<thh < <t <8<t < - <t, =1. Reemplacemos el valor #;
correspondiente al subintervalo [t;_q,t;] por &} + 6/ por los correspondientes
a los subintervalos [t;_;, s] ¥ [s, ;] respectivamente, o sea

g = Arg (ﬁ—%)
o1 = Arg (24

y de 1iuevo

2

Asi que Arg (h(TL)) Arg (Z((t;)) + Arg ( h(}:ii)l)) = §/ + 8, y ademaés por
las desigualdades anteriores tenemos que

_E<0{"<£

<@ 48 <n

pero el hecho de que Arg (h?%%) = 6 + &, nos dice que estos difieren en un

multiplo de 27 luego tenemos que necesariamente se da la desgualdad

i oo T
_E < 6.,; + 9,‘- < 5
asi que 6; = 6} + 6. Ahora mostraremos que ¢l grado de un lazo es invari-
ante bajo homotopias, asi que supongamos que g, h son lazos basados en 1
homotépicos relativo al {0,1}. Sea F': I x I — S! su homotopia y tenemos
que
F(s,0) =h(s)
F(s,1)=g(s)
FO,t)=F(1,t) =1

38



2.3 El Grupo Fundamental del Circulo

. De nuevo usamos el lema 2.34 de manera andloga a como se hizo anterior-
mente para afirmar la existencia de subdivisiones de I x I en rectdngulos de
la forma [s;_1, 8;] X [t;-1,¢;]; donde {s;} y {t;} son particiones del intervalo,
y que F manda los intervalos a subconjuntos de S* de didmetro menor que
1ie., si(s,t),(s,t) € [si—1, 8] x [tj—1,1;] se tiene que

L F(s.4)~ F(s,¢)| <1

0 = Arg (mletl)

F(si-1,t-1)

’ . Ahora sean
M' (ﬂ | 8! = Arg (————-”—F(s"'t ) )

F(ss_1,t;)
n n
B con |6{] < Z y |6/] < Z. Si probamos que >_ 8 = ¥ 8 podriamos repetir
i=1 i=1
el mismo argumento para cada j = 1,2, ..., m y tendriamos que Grado (h) =

Grado (g) Sea @; = Arg (M) con |¢;| < T Ahora 8/ — 0, y ¢; — i1

F(sit;—1)
son ambos determinaciones del argumento del mismo nimero asf que éstos

difieren en un milltiplo de 27 y por las mismas razones anteriores concluimos
que 0 — 6 = @; — p;_1. Ahora podemos sumar sobre la ¢ obteniendo

n

ZB” Zef 26’;’—9; =Zn:‘Pi—‘Pi—1 = Pn — Qo

i=1 i=1 i=1

Ahora si calculamos p, ¥ g

L _ Fan,ty) _ F(1,t;) _ 1y
Ll on = Arg (Fony ) = Arg (7agty ) = Arg (1) =0
. . _ Flsot;) Y _ P(1t) y _ 1y

1
asf que llegamos a que ) 8; = E 07 que es lo que querfamos. Definamos A,
=1 i=1
cos (2mmt) +isen (2mnt) se puede calcular que tiene grado m asi que el orden

del grupo fundamental del circulo es infinito. Con esto hemos demostrado que
7 (S4,(1,0)=7. =
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2.4 Retractos y Aplicaciones

2.4. Retractos y Aplicaciones

Como hemos visto, no es facil encontrar grupos fundamentales en general,
pero esta proposicién nos dice que el el grupo fundamental de el producto
de dos espacios topoldgicos, y por lo tanto de una cantidad fintta, es la suma
directa de los grupos fundamentales de cada espacio.topoldgico.

Proposicion 2.36. Sean X, Y espacios topologicos y seanzo € X yyo €Y.
Entonces m (X x Y, (zowo)) = m (X, zo) X 71 (Y, %0)-

Demostracion. El isomorfismo se obtiene como sigue:

X xY
X ' Y
Sean p., py las proyecciones p; : X XY - X yp, : X XY — Y. Estos

inducen los homomorfismos (pz), : m1 (X X ¥, (Zoy0)) — ™1 (X, 20) ¥ (my), :
m (X X Y, (zo,0)) = m (Y, %0). '

m (X X Y))

Y

m (X) m (Y)

Sea ¢ : m (X x Y, (zo.40)) — m(X,20) X m (Y, %) tal que si ¢ es un
lazo en X x Y basado en (zg, y) dlgamos o (t) = (05 (t), 0y (t)) entonces

definimos
¥ ([0]) = ((po). [0], (By).. [0]) = ([oa], [4])
Notemos que ox es un lazo en X basado en zg y oy es un lazo en Y basado
en yp y ademds, si 7 & ¢ rel {0,1} donde 7 (t) = (7 (t) 7, (t)) tenemos que
¥ ([7]) = ([r:], []) = ([oa] [ow]) = ¥ ([o])

Asi que 9 estd bien definido.
Probemos que 3 es homomorfismo. Sean [o], [7] € 71 (X X Y, (Zo 1)),
entonces

= ((pe). 7], (py). [o7])

= ((po), [0] (pa), 7], (py), l0] (). [7])
(o) [o], (py), []) (), [7] (p2). [7])

¥ ([o]) ¥ (7]

¥ (lo7])
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2.4 Retractos y Aplicaciones

» Ahora probamos que 9 es biyectiva encontrando su inversa 1.
Sea 1 71 (X, zo) x w1 (Y, 10) — 71 (X % Y, (zo,40)) por la siguiente regla

w(le],[r]) :=[(c@®),7 )] Vtel

Afirmamos que ¢ = 1~. Veamos primero que ¢ esta bien definido. Supong-
amos que Fi : oy & oy el {0,1} y Fy : 7y = 7 rel {0, 1} entonces (o1, 71) =
(02, 72) Tel {0,1} puessea F: I x I — X x Y como F (s,t) = (F1, F3) (s, 1)
donde (Fy, Fy) (s,t) = (F1(s,t), Fa(s,t)); pues

F(5,0) = (F1(s,0), i3 (s,0)) = (091(5) , 71 (5)) = (01, 7) ()
F(s,1) = (Fi(s,1),F(s,1)) = (02(s) , 2 (8)) = (02, 7) (5)
F(0,2) = (F1(0,2), F2(0,2)) = (z0,50) = (F1(1,2), F2 (1,8)) = F (L,1)

Por tanto " es la homotopia deseada.
.Veamos que ¢ = 1~!. Calculemos Yo @ y p o9

Yop(lo].lr) = ¥[(o7)]

= (@) (o, 7)), (o), Mo )
([p2 (o, 7)), [py (0, 7)])
= (lo],[7])

i

povlo]l = w(lpsol. lpyol)
(00, 2,0)]
_

Definicion 2.37. Sea A C X. Diremos que A es un retracto de X st existe
una aplicacién f: X — A tal que f|, = Id,.

Intuitivamente A es un retrato de X si X es puede deformar continua-
mente a A dejando los puntos de A fijos.

Teorema 2.38. El circulo S* no es retracto del disco cerrado E°.

Demostracion. Supongamos que si es un retracto, enfonces existe una apli-
cacién f : E* — S! tal que flg = Idgs.

Sea ¢ : S' — E? la inclusién entonces f oi = Idg pues si z € S* entonces
foi(z)=f(i(z)) = f(z) =z = Ids: (). Asf como % es continua induce la
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2.4 Retractos y Aplicaciones

funcién i, : 71 (S, (1,0)) — 71 (E%,(1,0)), v f induce f. : m (E?,(1,0)) —
m1 (S, (1,0)). Por otro lado, tenemos f, 0 i, = (f o), = Id, pero no puede
ser ya que f, o4, 1o es uno a uno, pues si g € m; (ST, (1,0)) entonces como
71 (E?,(1,0)) es simplemente conexo se tiene que f, 04, (9) = fu (4. (g)) =
f. (0) = 0 y sabemos que 1 (S, (1, 0)) no es trivial por lo que f, o4, = Id,
no es uno a uno esto nos lleva a una contradiccion. m

Definicién 2.39. Sea A C X. Diremos que A es un retracto fuerte de defor-
macién de X si existe una aplicacién F : X x I — X tal que para cualquier
z€ X, a€ A se tiene
: F(z,0)==z
F(z,1)e A
F (Cl, t) = IdA

Hay que observar que cualquer retracto fuerte de deformacién es un re-
tracto, pues la aplicacién f (z) = F (z,1) nos dice que A es un retracto de
X. '

Proposicién 2.40. S? es un retracto fuerte de deformacién de E*—{(0,0)}.

Demostracién. Sea F: E2 — {(0,0)} x I — E? — {(0,0)} dada por
F((r,z),t)=(1-t)r+t,z)

con 0 <7 <1y0<z<2n (en coordenadas polares.)
F es continua pues sus proyecciénes son continuas. Ahora

F((r,z),0) = (r,z)
F((r,2),1)=(Lz) € &
F((l,z),t)=(1—t+t,z)=(1,z)

Esto nos dice que efectivamente que S? es un retracto fuerte de deformacién
de E? — {(0,0)}. =

Una. aplicacion a esto nos da una particularizacién del teorema del punto
fijo de Brouwer.

Corolario 2.41. Cualquier aplicacién f : E* — E? tiene un punto fijo.

Demostracién. Supongamos lo contrario, que f no tiene puntos fijos y‘l’le-
garemos a una contradiccion.
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2.4 Retractos y Aplicaciones

Figura 21:

Definamos 7 : E2 — S de la siguiente manera, para cada = € E? por
hipotesis sabemos que z % f{z) asi que definen una semirecta que va de
f(z) ¥y que pasa por x, entonces sea r (z; el punto de interseccién de esta
semirecta con S como se ve en la figura 21. r es continua.

Ahora como 7| = Idg:, esto quiere decir que S es un retracto de E?
que como ya demostramos en el teorema 2.38, no puede ser. |

Se puede probar ficilmente para el caso n = 1.
Corolario 2.42. Cualguier aplicacién f : [0,1] — [0, 1] tiene un punto fijo.

Demostracién. Supongamos que f(0) > 0y f(1) < 1 pues de lo contrario
ya habriamos terminado. Consideremos la aplicacion Id : [0,1] — [0,1] en-
tonces f(0) > 0=1Id(0) y f(1) < 1 = Id(1) entonces por el teorema del
valor intermedio existe zo € [0, 1] tal que f (20) = Id (z9) ='z¢ y entonces zg
es un punto fijo de f.
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Figura 22:



. 3. Grupos Libres y Productos Libres de Gru-

pos

Esta seccién del trabajo estd basado el los libros [4] y [2].

3.1. Producto Débil de Grupos Abelianos
Definicién 3.1. Sean Gi, Ga grupos. Definimos
G1x Gz ={(g1,92) : 91 € G1,92 € G2}

v definimos el operador en el mismo por la regla

(91,92) (91: 92) = (9191 9292)
Observacién 3.2. G, X G, es un grupo.
Demostracion.

Cerradura Sean (g1, 92}, (g1, 95) € G1 X G2, entonces por definicién tenemos
que ¢1,91 € G1 Y 92,95 € G» entonces g197 € G1 y 9295 € G asi que
(g, 9205) € G1 x G

Asociatividad Sean (g1, g2), (41, 95), (1, 2) € G1xG3, entonces (g167)} 71 =
g1 (9171) y analogamente (g29;) 32 = g2 (9392) asf que

((91,92) (91, 92) @1.72) = (9191, 9292) (77, 52)
= ((9161) 71, (9292) T2)
= (91(9177) 92 (9292))
= (91,92) (9157) , (9282)) -

Neutro Sean 1; y 1, los elementos neutros de los grupos G y G2 respecti-
vamente, entonces (11,12) € G x Gy y ademds es su elemento neutro
pues si (g1, 92) € G1 X G5 entonces

(11,12) (g1, 92) = (1141, 12, g2) = (1, 92)
(g1, 92) (11, 12) = (g1 11, 9212) = (g1, g2)
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos

Inverso Sea (g1,92) € Gy X Ga, entonces también (gfi,gé“l) € Gy X Gaq,
veamos que (g7, 95") = (g1, 92)

(9% 92") (o1 9) = Eg{ Y91, 95 193; = (11, 12)
(91,92) (g1, 921) = (91977, 9205 ") = (L1, 12)

u
De manera andloga podemos definir el producto de los grupos {G;}_, de-
1
notado por [] G; o por G; X Gz X ... X Gy,. También el producto de una familia
i=1
numerable de grupos {G;};-, éste denotado por H G en ambos casos defin-

imos el producto componente a componente. Ahora definimos el producto de
familas arbitrarias de grupos.

Notacién 3.3. En futuras ocaciones denotaremos 1 al elemento identidad
del grupo G, en cado de haber una familia {G;},.; de grupos denotaremos 1,
al elemento identidad en el grupo.G;.

Definicién 3.4. Sea {G;},.; una familia arbitraria de grupos. Sea [] G; su
' iel
producto cartesiano, es decir,

'HG’,-={f:I—>UG,-_:ViEI, f(z')EG,}

iel i€l
Y definimos el producto componente a componente,(f - g) (i) = f (i) g (¢) para

cadaicI. A | T][ G| sele llama producto directo o producto cartesiano
icl

de la familia {Gi},,. |

Observacién 3.5. Si {G; },e ; €8 una familia de grupos abelianos entonces

IT G; también lo es.

icl

Demostracién. Sean f,g € H G entonces veamos que fg =gf. Seai € I,

entonces fg (z) = f (i) g () —g( Y F(E) =gf(i). m
Dada una familia arbitraria de grupos {G;},.;, su producto débil se define

como el subgrupo de su producto directo ] G; formado por los elementos g
il

tales que g (i) es el neutro en G; excepto para una cantidad finita de elementos

de I. Formalmente lo definimos asi
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3.1 Producto Débil de Grupos Abelianos

* Definicién 3.6. Sea {Gi},; una familia de grupos y sea

G= { fe H G; : f (i) = 1; excepto para una cantidad finita de elementos de I } .
il

Entonces llamaremos a G el producto débil de {G;};.;.

Observacion 3.7. El producto débil es un subgrupo del producto directo.

Demostracién. Sea {G;},.,; una familia de grupos y sea G su producto
débil, entonces sélo tendremos que probar que para cualquiera dos elementos
f.g € G, se tiene que fg~' € G.

Sean f, g € G entonces digamos que F}, Fy son los conjuntos finitos de [
tales que para cualquier i € Fy, f (i) = 1; y para cualquier i € Fy, g (i) =1;,
asi el conjunto de elementos i donde ¢! (i) # 1; es F, también. Por otro
lado hay que notar que F} U Fy es finito, y ademés si ¢ ¢ Fy U F, entonces
como i ¢ Fy se tiene que f (i) = 1; y i € F, tenemos g~* (¢) = 1; con esto
probamos que para cualquier i ¢ FfUF, fg~! (i) = 1; entonces f¢~ 1 €G. =

Observacion 3.8. Si los G; son abelianos y la operacidn de los grupos es
aditiva, al producto débil suele llamdrsele suma directa y se denota por @.

Observacién 3.9. 5i {G:},.; es una familia finita de grupos entonces su
producto débil y su producto directo coinciden.

Proposicién 3.10. Sea {G;},.; una familia de grupos y sea G su producto
débil, o producto directo, entonces para cualquier i € I, la funcidn ¢; : G; —
G definido de la siguiente forma, para cada j € I, y x € G;

e ={ 7520

1 es un monomorfismo.

Demostracién. Tenemos que probar que ¢; es homomorfismo y que es uno
a uno.

@; es un homomorfismo. Veamos ambos casos si § = ¢ fenemos que

(i (zy)) (7) = zy = (wi (2)) (5) - (s () ()

Si j # ¢ tenemos

(pi(z9)) () =1=1-1=(¢: (2)) (§) - (¥: W) ()
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p; es inyectiva. Como ; es un homomorfismo, es suficiente con mostrar
que ;' (1) = {1;}. Sea z € ;" (1), entonces ¢;(z) = 1 o bien
(i (z)) (7) = 1; para cualquier j € I. Si tomamos en particular j = ¢
tenemos que = = (; (z)) () = 1;.

Definicién 3.11. A los ¢; como en la proposicidn anterior se le llaman
monomorfismos naturales.

En el caso de que cada G; sea abeliano el teorema siguiente da una car-
acterizaciéon importante de su producto debll y de sus monomorfismos natu-
rales.

Teorema 3.12. Si {G;},; es una coleccién de grupos abelianos y G es su
producto débil entonces dado un grupo abeliano A y dada una coleccion de
homomorfismos {i; : G; — A},.; existe un dnico homomorfismo ¢ : G — A
tal que para cualquier ¢ € I el siguiente diagrama conmuta

G,‘LG

A

A

Demostracién. Si f € G, sea {i;}_; C I el conjunto finito donde se cumple
que f (i;) # 1 que existe por definicién de producto débil, entonces definimos
¥ : G — A de la siguiente manera

=[] (f ()

=1

1) estd bien definida ya que el producto es finito y A es un grupo abeliano
asi que no depende el orden en el que se tomen los {%;}.

Podemos observar que si {k;};—; D {i;};_; entonces ¢ (f) = H i, ( I (km))

=1

pues para los elementos k; ¢ {i;}}_; se tiene que f (k;) = 1 y asi tambien,
por ser ¥;_ un homomorﬁsmo, i, (f (4;)) = 1 y entonces no afectars en el
producto.

Ahora probamos que 1 es un homomorfismo. Sean fi, f € G y ses, {zj,}
los indices para los cuales fiy (i;) # 1 o fa(i;) # 1.

J=i
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- Por la observacion anterior tenemos
¥ (f) = [ [ s (1 ()
j=1
¥ (f) =T vy (£ (55))
?!i‘ii Ahora calculemos 7 ( f1f2)

Y{(fife) = f:[lbij (f;fz(ij))
= H":bi,- (f1 (&) f2(35))
=1
= T (s () 9 (o )

= JTwy, (RG] ¥ (26)
J=i J=1
= ¥ (f1)¥(f2)

Ahora veamos que el diagrama conmuta, tenemos que probar que para cualquier
i € I se tiene que Yyp; = ;. Tomemos x € G entonces por definicién tenemos

dl ' N _ ] zmsii=]
ﬂal“! | @i (2) () { lsiis#j
[
! entonces aplicando ¢ tenemos que

Yo; (z) = i (z)

asi que el diagrama conmuta.
Ahora la unicidad, sea 9’ : G — A un homomorfismo que hace conmutar

el diagrama.
Sea f € G probaremos la siguiente ignaldad
F=]I () (1)
i€l
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para ello tomemos 7 € I arbitraria, notemos que
ORI

luego

(H i (f (i))) ) =TT (F O G) = £ ()

il ief

para cada j € I por lo tanto probamos (1). Entonces

V() = v (Hc,a,-,(f(i»)
icl
= v
= JJ# (G
el

= ¥{f)

Se sigue que ¥ = ¢ y el teorema queda demostrado. m

Al teorema anterior se le suele llamar propiedad universal del producto
débil de grupos abelianos.

La siguiente proposicién establece que el teorema 3.12 caracteriza el pro-
ducto débil de grupos abelianos.

Proposicién 3.13. Sea {G;},.; una coleccidn de grupos abelianos y G su
producto débil. Sea G' un grupo abeliano arbitrario y ¢} : G; — G’ una
coleccion de homomorfismos tal que el teorema 3.12 sea vdlido al sustituir
G y ¢; respectivamente por G’ y ¢, entonces existe un tnico isomorfismo
h:G — G' tal que para cualgquier i € I el siguiente diagrama conmuta

G 2> (2)

al A4

G‘I

Demeostracion. Por el teorema 3.12 tenemos que existe un homomorfismo
h que hace conmutar el diagrama 2. Por otra parte, el teorema 3.12 también
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+ Se aplica a G’ y ¢! por las hipétesis de la proposicién 3.13 asf que tenemos
- ¢l siguiente diagrama conmutativo

G (3)

g 4

G

Si unimos los diagramas 2 y 3 tenemos

y por lo tanto los siguientes diagramas conmutan

!

G 2> G —>

e A

G G
Por otro lado, es claro que
G, -2
‘Pil A@
' G
conmuta. Y por la unicidad del teorema 3.12 tenemos que
kh = Idg
hk = Idg

Con esto & posee una funcién inversa asi que A es un isomorfismo. m

Observacién 3.14. Puesto que cada ; es un monomorfismo, podemos iden-
tificar G; con su imagen en G por ;, y considerar @; como una inclusion
cuando sea conveniente. Asi que en este caso diremos que G es el producto
débil de los grupos G; entendiendose que ; es una inclusidn.
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3.2. Grupos Abelianos Libres

Definicién 3.15. Sea G un grupo. Sea S C G. Se dice que S genera a G si
todo elemento de G puede escribirse como producto de potencias de elementos
de S. Ademds si S es finito diremos que G es finitamente generado.

Observacion 3.16. Si G es un grupo, y S C G entonces S genera a G si y
solo st S no estd contenido en algtin subgmpo propio de G.

Demostracién. Sea (S) = {s/s]? ... s™ :m; € Z,5; € 5,k € N}
Supongamos que existe un subgrupo propio H de G tal que S C H. Por
las propiedades de ceradura bajo producto e inversos de H tenemos que

(SYcH

como H es propio de G tenemos que existe g € G tal que g € (S) asi que g no
se puede escribir como producto de potencias de elementos de S y entonces
S no genera a G.

Ahora supongamos que S no genera a G entonces (S) # G y es claro que
S C (S} y ademss que {S) es un subgrupo de G asi que ya acabamos. ®

Ejemplo 3.17. Si G es un grupo ciclico de orden n, a saber
G:{mi:iez,x":l}
entonces {z} genera a G.

Si el conjunto S geners a un grupo G, cierto producto de elementos de S
pueden dar el neutro de G, por ejemplo

a) siz € S entonces zz~! = 1.

" b) si G es un grupo ciclico de orden n generado por {r} entonces z™ = 1.

a un producto de elementos de S que sea igual al neutro se le llama
una relacién entre elementos del conjunto generador S. Podemos distinguir
entre dos tipos de relaciones, triviales y no triviales, las primeras que son
consecuencias de los axiomas de grupe como en a), y las no triviales que son
las que dependen de la estructura del grupo G como en b).

Estas observaciones nos llevan a la ”definicién” siguiente, si § es un con-
junto generador de G decimos que G est4 libremente generado por S si todas
las relaciones entre los elementos de S son triviales.
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3.2 Grupos ABelia.nos Libres

También estas nociones nos llevan a la idea de que podemos determinar
completamente un grupo por los elementos de un conjunto generador y las
relaciones no triviales entre ellos.

Para poder dar una definicion precisa de la idea anterior, nos basaremos
en las siguientes observaciones

Observacion 3.18. 1. Sea S un conjunto de generadoresde Gy f : G —
G’ un epimorfismo, entonces el conjunto f (S) es un conjunto generador
de G', ademds cualquier relacidn de G entre los elementos de S es
tambien una relacidn en G’ entre los elementos de f(S), asi que G’
satisface al menos tantas relaciones como G.

2. Sea S un conjunto generador de G y f : G — G’ un homomorfis-
ma. entonces f estd completamente deferminado por su restriccion al
congunto S, sin embargo, es falso que toda aplicacion g : § — G’ pue-
da ertenderse a un homomorfismo f : G — G, ya que puede que g
no “mande” la identidad en lo identidad (suponiendo que la identidad
fuese un elemento de S).

Ahora daremos la definicién de grupo abeliano libre.

Definicién 3.19. Sea S un conjunto arbitrario. Uno grupe cbeliano libre
sobre un confunto S es un grupo abeliano F junto con una funcidng : S — F
tal que para cualquier grupo abeliano A ¥y para cualquier funcion ¢ : § — A
eziste un unico homomorfismo f : F — A gque hace conmutar el siquiente
diagrama

s§2-F

"7

A

Demostraremos que esta definicién caracteriza efectivamente a los grupos -
abelianos libres sobre un conjunto S dado.

Proposicién 3.20. Sean F y F' grupos abelianos libres sobre un conjunto
S respecto a las funciones ¢ : § — F y ¢’ : § — F' respectivamente.
Entonces existe un dnico isomorfismo h : F — F' que ademds hace conmutar
el diagrama siguiente
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3.2 Grupos Abelianos Libres

S—2-F

| A

F!

Demostracién. De las definiciénes de que F, F' son grupos abelianos libre
sobre S respecto a ¢ y ¢’ respectivamente, tenemos que

ﬁa’

§—t §—2»

A A A
_ F F
para algunas funciones A, .

A partir de estos diagramas tenemos que los diagramas siguientes con-
mutan

St F S’—(P;F'
(’9] Ak “”IJ A;
F F’

Pero la funcion identidad en F' y F’ respectivamtente tambien hacen
conmutar dichos diagramas y por la unicidad se sigue que koh = Idp, hok =
Idy asi que en particular A es el isomorfismo buscado. m

Hasta ahora simplemente hemos dado una definicién; dado un conjunto
S no sabemos si existe algin grupo abeliano libre sobre S ademés no sabe-
mos si la funcién ¢ es inyectiva ni que F estd generada por ¢ (S). Asf que
mostraremos primero que ¢ (S) genera a F.

Proposicion 3.21. Si F es un grupo abeliano libre sobre S con respecto a
w entonces F estd generado por ¢ (S).

Demostracién. Es claro que el diagrama siguiente conmuta,

§—5> (0 (8S)) (4)

|4

F : ’
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donde i : {¢(S)) — F es la funcién inclusién. Por otro lado, F' es un
grupo abeliano libre, asi que existe un homomorfismo f : F — (¢ (S5)) tal
que el siguiente diagrama conmuta

L

s—*F | %)
VSt
{0 (9))
Por los diagramas 4 y 5 tenemos
F
f
T
F

ademds la funcidén identidad Idr también hace conmutar este diagrama,
a.51 que i1f = Idr asi que 7 es sobreyectiva y entonces 1 = Idr y luego

=(p(S5)). m

Consideremos la siguiente situacién, si {5;},.; es una familia no vacia
de subconjuntos de S ajenos dos a dos, cuya unién es S mismo, ademas,
para cada ¢ € I, F; es un grupo abeliano libre sobre S; respecto a la funcién
w; + 8; — F;. Sea F' el producto débil de los grupos F; denotemos por #;
; ':““H al monomorfismo natural de F; a F. Como {.S',-},.E ; SOL ajenocs por pares,
)gzi podemos definir ¢ : § — F' de la siguiente manera,

ols, = Mipi

Proposicién 3.22. Bajo las hipdtesis anteriores, F' es un grupo abeliano
libre sobre S respecto a ¢.

Demostracién. Sea A un grupo abeliano arbitrarioy ¢ : S — A una funcién
cualquiera. Para cada indice ¢ € I definimos

¢1 = ¢lsi

39




3.2 Grupos Abelianos Libres

ahora como por la hipétesis F; es un grupo abeliano libre sobre S; existe un
inico homomorfismo f; : F; — A tal que el diagrama siguiente conmuta para

cadat €1 ‘
S, 2> F, (6)

"

A

por el teorema 3.12 existe un dnico homomorfismo f : FF — A tal que
para cualquier ¢ € I se tiene que el diagrama siguiente conmuta

F—F (7)

"4

A

de los diagramas 6 y 7 y del hecho de que ¢|g =m0 y ¥ = ¢l
obtenemos el signiente diagrama conmutativo

ls,

Si""'—*'F

¢Is,¢ /

A

Dado que S = |J 5; tenemos que el diagrama siguiente conmuta
i€l

S F

|7

A

Sélo nos falta probar la unicidad de esta f. Sea f' : F — A tal que el
diagrama conmuta

S—2>F

7

A
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Definimos f] : F; — A por f| = f' om;, luego tenemos que el diagrama
siguiente conmuta

P4
§; ¥~ F;

"&'fil P
A

ya que

fioe = s
f (‘Pls.-)
f "Pl 5
¥lg,

=

Ahora dado que £} es un grupo abeliano libre sobre 5; respecto a ;, tenemos

que f! es tinico tal que el diagrama anterior conmuta y por (6} tenemos que
fi = f! para cada ¢ € I y ademés el diagrama siguiente conmuta

il

ft

5i=1
‘ l%

A

luego obtenemos que f = f’ por la unicidad en {7) pues habiamos definido
fi=Ffon =

La proposicién anterior significa que el producto débil de una coleccién
de grupos abelianos libres es un grupo abeliano libre. Vamos a utilizar este
teorema para demostrar la existencia de un grupo abeliano libre sobre S.
Supongamos que '

S = {x‘i}iEI

y definimos S; el subconjunto de S con un sélo elemento
S;={z:}
sea F; el grupo cilico infinito formado por todas las potencias de z;
| F={a}:neZ}

denotemos por g; : S; — F; a la inclusién, esto es, @; (z;) = z}.
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Proposicion 3.23. F; es un grupo abeliano libre sobre S;.

Demostracién. Sean i € I fijo, A un grupo abeliano y 4; : S; — A una
funcién. Definimos f; : F; — A de la siguiente manera

filz") =i (e)™
fi es un homomorfismo pues-

fi@lap) = fi(aP™

1

T m+n

f
‘»[ft( )
= ¥ (ﬂii)m i(mi)n

fi (27 fi (=)

Veamos que f; hace conmutar el diagrama

Si—>F,

"

A

fiowi(z) = fi(z})
= o (z;)

Probamos ahora la unicidad de f;. Sea f] : F; — A un homomorfismo que
haga conmutar el diagrama. Entonces

fiowi =1
= fi (z;) = ¢ (z:)
= fi (&) = fi (@)™ = ¥ (z)™ = fi (=)

para cada zI* € F; con lo que probamos la unicidad. =

Corolario 3.24. El producto débil F' de los grupos F; es un grupo abeliano

libre sobre S = |} S; respecto a .
i€l

Demostracién. Es un resultado directo de la proposicién 3.22 y 1a proposi-
cién 3.23. m .
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3.2 Grupos Abelianos Libres 5

Observese que el cardinal de I es el mismo que el cardinal de §, esto
significa que F es el producto débil de tantas copias de Z como elementos
tenga S.

Abora probaremos que ¢ es inyectiva. Tenemos que p|g = n; 0 @i

Sea z; € §, luego

L

@ (x:) =m0 i (i) = i () /
entonces 1 aig ]
. D . = xi sl = ]
© (-T‘l)j =T (x‘)i { :cg- gltk g

Ahora sean z;,x; € S tales que z; # z; entonces
N R R
¢ (zi); = 27 # 75 = ¢ (25);

asi que ¢ (x;) # ¢ (z;) entonces ¢ es uno a uno.

Como ¢ es inyectiva, podemos identificar a cada z; € S con ¢ (z;) € F,
entonces S se vuelve un subconjunto de F. Ademds es claro que podemos
expresar a cada elemento g # 1 de F de manera tinica, salvo el orden de los

factores de la forma

g=aoiay - T
donde los i3, 23, . . . , i Son distintos y 71, ng, ..., 7 son todos enteros distintos
de cero.

Observamos que si F’ es otro grupo abeliano libre sobre S respecto a
la funcién ¢’ : S — F’, entonces ésta es también inyectiva ya que por la
proposicién 3.20 tenemos que existe un isomorfismo h tal que el siguiente
diagrama conmuta

§——F
o\ A
FI
de aqui ¢’ = p o h entonces ' es inyectiva.
Recapitulando lo anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.25. Dado un grupo abeliano libre F' sobre un conjunto S respecto
a una funcion ¢ : S — F, entonces F es isomorfo a un producto débil de
grupos ciclicos infinitos, ¢ es inyectiva y ademds ¢ () genera a F.
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Observacién 3.26. Otra manere de abordar el tema de los grupos abelianos
libres seria decir que un grupo abeliano F es libre sobre el conjunio S =
{si}icr C F sitodo elemento g # 1 de F' admite una expresién de la forma

Tl

g=z,°x

EH

2 R
ia

Nk

xik

unica salvo el orden de los factores. Aunque es mds fdcil de enunciar nos
conviene mds la otra.

Una razén para la importancia de los grupos abelianos libres es la sigu-
iente

Proposicion 3.27. Todo grupo abeliano es imagen homomorfa de un grupo
abeliano libre; es decir, dado un grupo abeliano A eziste un grupo abeliano
libre F' y un eptmorfismo f : F — A.

Demostracién. Sea § un conjunto generador de A (podriamos tomar por
ejemplo S = A) y sea F' un grupo abeliano libre sobre S respecto a la funcién
@ : S — F entonces existe un homomorfismo f que hace conutar el siguiente
diagrama, '

S~ F
7
A

donde ¢ es la funcién inclusién, probamos que f es sobreyectiva.
Sea a € A entonces existen z, g, ...,Zx € Sy My, My, ...,y € Z tales
que a =z a5 -2y * sea g = @ (1) @ (x2)™ -+ (Tx)™ € F luego

e) = fle@)™ (@)™ ¢ (z)™)
= fle(@))™ f (o (z2))™ - f (p (ze))™
= i)™ i (z)™ i ()™
— $T1$$2"'I?k

= q
entonces f es un epimorfismo. M

Gracias a la proposicién anterior podemos dar la siguiente -
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Definicién 3.28. Sean A un grupo abeliano, S un congunto generador de A,
F un grupo abeliano libre sobre S y f 1 F — A un epimorfismo, entonces
a los elementos de ker f — {1} se le llaman relaciones no triviales entre S.
Si {r;};c; es una coleccidn de relaciones no triviales entre S y si v € (i),
entonces se dice que la relacidn r es consecuencua de las relacionds 7;.

Observacion 3.29. §i la coleccién {ri},., genera a ker f entonces el grupo
A estd completamente determinado, salvo isomorfismos, por el conjunto gen-
erador S y el conjunto de relaciones {ri};.; pues A es isomorfo al grupo
cociente £/ (ri);c;-

Si S, §' son conjuntos con el mismo cardinal y F, F' son grupos abelianos
libres sobre S y 5 respectivamente, entonces F' y F¥ son isomormos, esto se
debe a que cada uno de ellos es isomorfo al producto débil de tantas copias
de Z como elementos tenga § o de igual manera, S'. Veamos que, en el caso
finito, el recfproco es tambien cierto, para ello primeroc pasaremos por la
signiente

Definicién 3.30. Si G es un grupo y n € N, definimos G™ como el conjunto
generado por {g" : g € G}, en otras palabras

G"=({g":9€G})

Observacidén 3.31. En le definicion anterior, si G es abeliano, entonces es
claro que {g" : g € G} es un subgrupo y por lo tanto G* = {g" : g € G}.

Lema 3.32. Sea F un grupo abeliano libre sobre un conjunto de k elementos
entonces '/ F™ es un grupo finito de orden n®.

Demostraciéon. Si
F={a'--aff:p1,..,;p € Z}
entonces
Fro={(ef - 2V ipy, o € 2}

Sea aF™ € F/F" entonces af™ = (zf* - - - 21*) F™; por el algoritmo de la
divisién tenemos que p; = g;n + r; con O < r; < n de aqui

xﬁ’l___mzk

Igln+r1 . mgmwk

(a7 - 2y*) (21 -

il

-af)

= (@) )
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3.2 Grupos Abelianos Libres

ademés (zf'---z%)" € F™ por lo que aF™ = (a---z};*) F*. Ahora si
probamos que los elementos de {(z7'---z;*) F™: 0 < r; < n} son distintos
entre si habremos terminado. _ '

Supongamos que (z7' - - - z}*) F* = (z* - - - zi*) F™ con 0 < ry, 8; < n para
toda 7 = 1, ..., k entonces

(2 (5t -af) e P

luego
1 Tk 81, . 861 b, Rt
(a1 zf) (a3t -~ - 2y = (e -rz) € F?
asf que £ 7. gk = g% ... 7%, Como estamos suponiendo que los z;

son distintos, nt; = r; — s;. Se sigue de las restricciones de r; y de s; que
|r; — 3i| < n pues 0 < r; < n implica que —n < —r; < 0 y también sabemos
que 0 < s; < n sumando estas desigualdades tenemos —n < s; —r; < n lo
que implica que |r; — s;| < n, ademéds |r; — 5;| = |nt;| entonces |nt;| < n y
entonces t; = 0 y se concluye que r; = 3;. ™

Corolario 3.33. Sean S y S’ conjuntos finitos de distinto cardinal, y F y
F' grupos abelianos libres sobre S y S' respectivamente, entonces F' y F' no
son isomorfos.

Demostracién. Supongamos que F y F son isomorfos, luego veamos que
|F/F*| = |F'/F™, pues si h: F — F’ es un isomorfismo, consideremos la
composicién o h : F — F' /F™ donde 7 (f') = f'F'™ para cada f' € F'.
Probaremos que kerm o h = F™. Sea z € kerm o h entonces 7 o h(x) =
F™ entonces h(z) € F™ luego h(z) = =™ para algin ' € F' luego = =
h=t (™) = h71 (z')" con A1 (z) € F se sigue que z € F". Reciprocamente,
sea z € F™ entonces h (z) € F™ y luego moh (z) = F'™ entonces = € ker woh;
entonces F,/F" F' /F™ son isomorfos, en particular, |F,/F*| = |F' /F"| y
por el lema 3.32 n!¥! = n/S'l luego | S| = |9’ lo cual contradice la hiptesis. m

Definicién 3.34. Sea F un grupo abeliano libre sobre un conjunto S, defin-
imos el rango de F' como el cardinal de S.

Hemos probado que, en caso finito, dos grupos abelianos libres son ismor-
fos si y sdlo si tienen el mismo rango. :

Definicién 3.35. ¥ea G un grupo abeliano, definimos su subgrupo de torsidn

comao
L

tG={z€G:3IneZ\{0} tal que nz =0}
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ademds, si tG = G decimos que G es de torsion y si tG = {0} decimos que
G es libre de torsidn.

Observacion 3.36. el subgrupo de torsion {G si es en realided un subgrupo
de G.

Demostracién. Sean z,, 3 € G entonces existen ny,ns € Z ambos distin-
tos de cero, tales que

Mxr = 0
no%e =1

veamos que Ty — T2 € tG. Sea n = nyny # 0 entonces

n{zy ~ L) = nT;— NIy

' ng (n12:) — Ny (ngs)
o (0) - T (0)

= 0

i

I

- \
Proposicion 3.37. El grupo cociente G /tG es libre de torsidn

Demostracién. Supongamos que n (g +1G) = ng + tG = tG para algin
n # 0 entonces ng € tG Iuego por definicién, existe m # 0 tal que mng =0
y como mn # 0 se tiene que g € tG luego g+ tG = tG entonces t (G /1G) =
{tG} asf que G/t es libre de torsién. w

Observacion 3.38. Sean G y G grupos abelianos isomorfos, entonces iG =
Gy GG =2 G /G,

Demostracién. Supongamos que h : G — G’ es un isomorfismo, ses h' :
tGG — tG’ dada por A’ (g) = h(g) estd bien definida ya que si ng = 0 entonces
nh' (g) = 0, ademds es inyectiva pues ker b’ C kerh = {0} veamos que es
sobreyectiva, sea ¢’ € tG’ entonces, por un lado ng’ = 0 para alguna n € Z,
y por otro lado, existe g € G tal que h(g) = ¢’ veamos que g € {G.

nh(g) =nh(g)=n(g) =0

y de la inyectividad de h, ng = 0 en otras palabras, g € tG.
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Ahora veamos que G/tG = G' /tG'. sea h : G — definida por h(g) =
h(g) + tG' es sobreyectiva, pues es la composicién de h y la proyeccién
candnicaw : G' — G' /', ambas son sobreyectivas, si probamos que ker & =
tG ya habremos terminado por el primer teorema del isomorfismo, para ello,
sea g € ker & entonces  (g) = tG’ y por definicién, h (g} = h(g) +tG’ asi que
h(g) € G’ y ya que h es biyectiva, g € A~ (tG’) = tG. Reciprocamente, si
g € t@ entonces h (g) € tG y entonces h (g) = tG' y luego g € kerh. m

El reciproco de la observacién anterior no es cierta en general, no podemos
afirmar que G es isomorfo a G' i tG = tG' y G/tG = G /tG'. Sin embargo,
para grupos abelianos finitamente generados tenemos el siguiente teorema
que nos describe completamente su estructura.

Teorema 3.39. a) Sea A un grupo abeliano finitamente generado y T su
subgrupo de torsion. Entonces T y A/ T también son finitamente gen-
erados, ademds A es isomorfo al producto directo T x A/T. Por lo
tanto, la estructora de A estd completamente determinada por su sub-
grupo de torsion y de su grupo cociente libre de torsion.

b) Todo grupo abeliano finitamente generado libre de torsidn es un grupo
abeliano libre de rango finito.

¢} Todo grupo abeliano de torsion T finitamente generado es isomorfo a un
producto Cy X Cy x- -« X C,,, donde C; es un grupo ciclico finito de orden
g£; ademds para cada i, €; divide a €;1,. Ademds los enteros &; estdn
univocamente determinados por el grupo de torsion T y determinan
completamente su estructura.

Demostracién. La prueba se puede encontrar en [2] p4g. 88, 184. m

A los enteros ¢; del teorema anterior se le llaman coeficientes de torsién
de 7' y més en general, si T es el grupo de torsién de A, se denominan
coeficientes de torsion de A. Andlogamente, el rango del grupo libre A /T se
le llama rango de A. ‘

El teorema anterior también nos asegura que todo grupo abeliano finita-
mente generado es un producto directo de grupos ciclicos, pero nos dice més,
Obsérvese que un grupo de torsién finitamente generado es de orden finito.

Teorema 3.40. Sea F' un grupo abeliano libre sobre el comjunto S y F'
un subgrupo de F'. Entonces F' es un grupo abeliano libre sobre un cierfo
congunto S’ y €l cardinal de S’ es menor o igual que el de S.
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3.2 Grupos Abelianos Libres

Demostracién. Se puede encontrar la prueba en [2] pig. 183. m

Aun que las demostraciones de los teoremas 3.39 y 3.40 no son dificiles,
no las probaremos por que pertenecen propiamente al estudio del dlgebra
lineal y mddulos sobre un anillo de ideales principales.

65




3.3 Producto Libre de Grupos

3.3. Producto Libre de Grupos

El producto libre de una coleccién grupos arbitrarios es lo andlogo al
producto débil de una coleccién de grupos abelianos.

En esta seccién todo grupo considerado puede o no ser abeliano, al menos
que se especifique lo contrario.

- Definicién 3.41. Sea {G;},.; una coleccion de grupos y G un grupo y
supongamos que para cada indice i € I tenemos un homomorfismo ; : G; —
G entonces diremos que G es el producto libre de los grupos G; con respecto
a los homomorfismos @, st para cualquier grupo H y cualquier coleccion de
homomorfismos {1 : G; — H},.; ewiste un tinico homomorfismo f : G — H
tal que para todo i € I el siguiente diagrama es conmutativo

G’,--LG

|

H

Proposicion 3.42. Supongamos que G y G’ son productos libres de una
coleccion {Gi},e; de grupos respecto la los homomorfismos p; : G; — G y
@i : G; = G respectivamente. Entonces existe un tinico isomorfismo h : G —
G tal que hace conmutar el siguiente diagrama para cada i €

G 2>

A

GI'
Demostracion. La demostracion es andloga al teorema 3.13. m

Aungue hemos definido el producto libre de grupos y demostrado su uni-
cidad aidn falta probar su existencia.

También probaremos que los homomorfismos ¢; dados en la definicién
de producto libre son monomorfismos y ademés podemos saber més sobre el
producto G, éste estd generado por la unién de las imagenes o; (G;).

Teorema 3.43. Dada una coleccidn de grupos {G;},.; siempre eziste su
producto libre.
»
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+ Demostracién. Definimos una palabra en la coleccién {G;};.; como una
0 : sucesién finita (z1,%a,...,%n) donde cada z; € |J G, (notemos que es una
- el
= unién ajena), ademés dos terminos consecutivos de la sucesién pertenecen a
distintos grupos y no aparecen los términos neutros de algtin G;, a esta n le
llamaremos longitud de la palabra.

Consideremos también la palabra vacia, es decir, la de longitud cero y la
denotaremos ().

Denotamos W al conjunto de todas las palabras.

Para cada i € I definiremos la siguiente accién - : G; x W — W

Si z; & G; entonces definimos

!m ,33,...,.’]: Si 1
9 (x1,Z9, 0y Tn) = {(9 1, T2 n) Sig#1;

(z1,29,...,zn) sig=1

si 1;‘
g() = { ((g))si;iéli

ahora si z; € G; entonces

I

g (Ih T2 00 xn) (552, very $n) si g = 1{

{ (971,%2,..., Tn) Sig#1;
gu(x) = (}sign=1

veamos que -; es efectivamente una accion, para ello haremos un exdmen
exhaustivo de los distintos casos.
Primero veamos que

1;-;w=w para cada w € W - (8)

Si w = () entonces por definicién 1; ; w = w. _

Ahora supongamos que w = (zy,Zs, ..., Zp) entonces consideramos los
siguientes dos casos.

Si z; & G; entonces

1; 4 (9311 T3, ---,-’L'n) = ($1,-’T»2, ---,xn)
Ahora si x; € G; entonces
L i (21, 22, .o 2n) = (Liz1, T2, ..y Tn) = (21, T2, oo, Tn)

Ahora probemos que {(gg') -z w = g (¢’  w)

67
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Si g = g’ = 1; tenemos

!

(g sw=Lw=1 L w) =g (¢ +w)

la tltima igualdad se da por (8).
Sig=1lyg #1

(99) iw=g vw=1 (g w)=g- (g +w)
la Ultima igualdad se da por (8).
Sig#lyg =1
(99)iw=gxw=g-(Lisw)=g-(g +w)

la Gltima igualdad se da por (8).
Sig+# 1y ¢ # 1 analizaremos varios casos; primero consideremos la
palabra vacia, w = ()

o ou={ (IS

por otra parte,

g (g ww)=g-(d) = { (_gl(‘g')SiS;j’g’:%lili

ahora si w = (z1), si 2, € Gy

n o[ (99,71) sigg # L
(gg) Zw_{ (1;1) Sigg'=1,'

por otra parte,

(9¢',z1) sigg # L

(g .. =a-:{q =
g ‘t(g ,’U)) g 1(9 ’$1) { (-’El) si gg’=]-i

si z1 € G; tenemos

n_ . f (g9'z1) sl gg'z # 1
oo ww={ TSR
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por otra parte,

s _ (9'z1) si g’z #1,
9:(gww) = g { ) i g’y = 1,

(99'%1) sig'z; # L, g9’z # 1,
= (9) sigzy =1,
) s g'zy # li,gg'z; =1,
(99' 51) si g’z # 11’99 z1 # 1

= (99'zy) Slgml—lygt(g ;xl)%l
() si g’z # 1, gg'z, = 1,

- (99151) si gg'zy # 1
() sigyz =1y g/zy £ 1,
Ahora consideremos una palabra de longitud n > 1, sea w = (21, Zq, vy L)
¥ supongamos que ; ¢ G, '
Now=d (09,21,25,..,3,) si gg' # 1,
(99) s w { (21,9, ..., 7,,) si gg' = 1;
por otra parte,
i (d o — o (ot _ | (9d',z1,2,, ... ,Tn) Si gg # 1,
g (g H UJ) ) (g » Ly, Ty, -'-JITL) { ($1,$2, ,:Un) si gg — 1
De nuevo, & z; € G;
Yosw =4 997125, 2,) si g’z £ 1,
(99) s w { (@ . n) S 9g'zy = 1,
bor otra, parte,
i = o.. 0 @T1,29, ., 1,) si gr # 1,
9:(9 i w) g { (T2, Tp) si g2y = 1;

(99" -731a332: %) si g'zy # L, g9ty # 1,

9,:62, oTn) 8l gz =1,
ey Tp) si g'ty # 1, gg'z; = 1,

{ (ggml,xz, L) Slgm%lnggxl%l

(99’21, 29, ..., z,) Slgxl—lzygwl—l
(.’L‘g, 1'1:1’!,) Slgxl%luggxl"‘l

(ggrl,zz, :rn) 81993:1%1
2, ,SCn 81993:1—1
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Asf que -; es una accién. m

Ademids esta accién es libre para cada ¢ € I pues si g € G; es tal que
g - w=w para cada w € W podemos tomar w = () y tenemos g, () =() y
entonces de la definicion de la accién -; tenemos que g = 1;, lo que significa
que efectivamente, la acci6n -; es libre.

Ahora cada g € G; puede pensarse como una permutaciéon en W y G;
como un subconjunto del grupo de permutaciones de W que es lo que dice
la siguiente afirmacién:

Sea Biy (W) = {6: W — W : 8 es biyectiva} el grupo de permutaciones
de W y consideremos las siguientes permutaciones

by ('w) =g w
6, € Biy (W) ya que
0,01 (W) =0, (g7 vw) =g~ (g7 w) = (g9 vw=uw

Og-10, (w) = 0g-1 (g s w) = gti(gw) = (9—19) TW=w
Ahora para cada i € I sea y; : G; — Biy (W) dado por

vi(g) =0,

estas funciones son monomorfismos:

; es homomorfismo Sean g,, ¢ € G; y w € W entonces
0190 (W) = (9192) 1w = g1 i (g2 -1 W) = g1 1 O, (W) = B, 0 by, (w) -
¢; es inyectiva Sea g € G; tal que ¢; (g) = 6, = Idy asi que
O,(w)=gsw=wVwew

y como la accién es libre se tiene que g = 1;.

Sea G = <U ©i (Gi)> es claro que G es un subgrupo de Biy (W) y todo

i€l

elemento de G es producto de potencias de elementos de | ; (G;); ademéds
i€l

si dos elementos consecutivos estan en el mismo grupo podemos reempla,ze‘ulo

70
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por un sélo factor, asi todo elemento no neutro puede ser expresado en forma
reducida, es decir, no hay dos factores en el mismo grupo y no aparece ningun
elemento neutro de ellos. Ademas afirmamos que tal expresiénes Unica:

Supongamos que § = 0y, -0, = O, --- 6, donde ambas expresiones
son reducidas, entonces

9() = (gls"- '}gm) = (hl,...,hn)

asi que m = n y ademads g; = h; en otras palabras, la expresion es tinica.
Afirmamos que G es el producto libre de los {Gi},.,; con respecto a los
monomorfismos {g;},.;
Sea H un grupo arbitrario y {¢; : Gi — H},.;. Definimos f : G — H de
la siguiente manera. 5i § = @, --- 6, € G, donde 8 # 1, 8, € @, (Gi,) V
k=1,...,m estid en forma reducida definimos

£6) = Wi (91)) (i (9m))
F(1)=1

f esta bien definida pues la forma reducida es tnica V8 € G, 8 5 1.
Veamos que f es un homomorfismo. Sean 6; y 6; € G donde

4 =9§1°'-99m, ar EG.,'* Vk=1,..m
62 =6gm+1 "'egm Gk EGik Vk:m"'l:?n

son sus formas reducidas entonces

f(61) f (62) = (¥, (91))- (i (9m)) (Pimys (Gmt1)) - Wi (9n))

Consideremos 2 casos, primero si iy, 7 mp; entonces

f (91) f (92) = f (9g1 o "ggmggm+1 e ggn) = f (9192)

ahora si 4, = 441

F(0)F(62) = (i (9) - (Yim (9m)) (Piss (Gms1)) -+ (Wi (90))
= ('4% (91)) T ((’Gbim (Qm)) (wim“ (9m+1))) s (%‘n (Qn))
(¢i1 (gl)) T (lb‘im (gmgm-l»l)) (¢im+2 (gm-!-?)) T (%, (gn))

I
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81 im 7 tm+2 Obtenemos

f (01) f (92) = f (991 T 99m§m+199m+2 Tt an)
= [f(6:62)

en caso contrario repetimos el proceso como anteriormente.
Ahora veamos que f hace conmutar el diagrama para cada i € I

e LI

|

H

si g € G; entonces [ (p;(g)) = f (6y) = ¥i (g)-

Ahora f es 1dnico pues si suponemos que f’ tambien hace conmutar el
diagrama anterior. Bastard con probar la igualdad para los elementos del
conjunto generador de G por ser f, f’ homomorfismos. Sea 6, € G entonces
para algin ¢ € 1 ‘

f'(8g) = f' (i (9)) = i (9) = £ (v (9))

asi que f es tnico y asf G es el producto libre de los {G;},.; con respecto a
los monomorfismos {p;},.;.

Notemos que al ser y; monomorfismos podemos identificar a cada grupo
G; con si imagen ; (G;) y considerar G; como un subgrupo del prodcuto
libre G; entonces ¢ serd considerada como una inclusién.

Observacién 3.44. Los puntos mds importantes a recordar de la demostracion
del teorema 38.48 son los siguientes

1. Todo elemento g # 1 puede expresarse de manera dnica como un pro-
ducto en forma reducida de los elementos de los grupos G;.

2. Las reglas para multiplicar de tales productos en forma reducida son
obvias y naturales.

Ejemplo 3.45. Sean G, Gy grupos ciclicos de orden 2 generados por z;
y T9 respectivamente, entonces todo elemento de su producto libre puede ser
expresado de manera tdnica como productos de 1 y o de manera alternada,
por ejemplo algunos elementos tipicos del producto libre son

T1, T1X2, 12271
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3.3 Producto Libre de Grupos

Tg, Xali,TeL1Ta

hay que observar gue los elementos x1xz2 y 221 son de orden infinito.
Podemos notar una gran diferencia entre su prodeuto directo y su producto

libre, ya que su producto directo es el 4-Grupo de Klain, que es abeliano y de

orden 4, mientras que el producto libre tiene orden infinito y no es abeliano.

De ahora en adelante denotaremos al producto libre de {G},.; como
ILic; Gi, o bien Gy * G * G3 % - - - G,, para una cantidad finita.
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3.4. Grupos Libres

Como es de suponer, la definicién de grupo libre es andloga a la de grupo
abeliano libre.

Definicién 3.46. Sea S un conjunto arbitrario. Un grupo libre sobre el con-
junto S (o grupo libre generado por S) es un grupo F junto con una funcidn
@ : S — F tal que para cualquier grupo H y cualguier funcion ¢ : S — H
existe un unico homomorfismo f : F — H gue hace conmutativo el siguiente
diagrama

Sy

|

H

Exactamente como en los casos anteriores, esta definicién caracteriza com-
pletamente un grupo libre como lo enuncia el siguiente resultado cuya de-
mostracion es andloga a la de la proposicién 3.20.

Proposicion 3.47. Sean F' y F’ dos grupos libres sobre el conjunto S respec-
to a las funciones ¢ : S — F y ' : § — F' respectivamente. Entonces existe
un dnico isomorfismo h: F — F' que hace conmutar el siguiente diagrama

Falta probar la existencia de un grupo libre sobre un conjunte § arbitrario
y establecer sus propiedades principales. Usaremos el mismo método que en
el caso de grupos abelianos libres.

Proposicién 3.48. Supongamos que S = |J Si, que los conjuntos S; son
il ‘

ajenos por pares, no vacios y para cada i € I, sea F; un grupo libre sobre

S; con respecto a una funcidn @; 1 S; — F;. Si F es el producte libre de los

grupos F; con respecto a los monomorfismos n; : F; — F, 1;(g) = 6, y st

definimos ¢ : § — F como | s, = Mi o ;. Entonces F es el grupo libre sobre

el conjunto S respecto o la funcion . *
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Demostracién. La demostracién de esta proposicién es idéntica a la proposi- -
» Cion 3.22. w

De manera intuitiva, la proposicién 3.48 significa que el producto libre de
grupos libres es un grupo libre.

Aplicaremos ahora esta proposicién para demostrar la existencia de gru-
pos libres tal como se hizo en el caso de grupos abelianos libres.

Proposicién 3.49. Sea S = {z:},.; y para cada i € [ sea S; = {z;} el
conjunto que sdlo contiene al elemento x;. Denotemos por F; al grupo ciclico
nfinito generado por z;

F={zl:nel}
y sea ;1 S; — I la inclusidn. Entonces F; es un grupo libre sobre el conjunto
S; respecto a ;.

Demostracion. Es completemante andloga a la demostracién del caso abeliano.

|
Corolario 3.50. Dado un conjunto S existe su grupo libre.

Demostracién. Aplicando las proposiciones 3.48 v 3.49 obtenemos que F
es un grupo libre sobre S con respecto a la funcién . =

De lo conocido de productos libres sabemos que todo elemento g no neutro
puede expresarse de maners Unica de la forma reducida

— phl N2 L
G=Typ Zp" Ty

donde los z; € S y dos elementos consecutivos son siempre distintos y los n;
son enteros no nulos. A esta expresién le llamamos palabra reducida, y para
no tener excepciones, el elemento neutro estard representado por la palabra
vacia. Las reglas para formar inversos y productos son obvias.

Veamos ahora que ¢ definida anteriormente por ¢} 5, = Niow; s inyectiva.

Sean z;, z; € S tales que ¢ (z;) = ¢ (z;) entonces n; (p; (5:)) = 0 (@5 (55))
entonces n; {x;) = 7; (x;) esto implica por definicién de m; que 8,, = 6,
ademés ambas son palabras en forma reducida en F' asi{ que tienen que ser
la misma, asi que z; = z;.

Ahora probamos que F estd generado por ¢ {S). Sea fl € F 6 # 1 entonces
si su expresion reducida es

g 2991992”'99

™
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donde cada gx € F, = (z;,) V k = 1,...,n; en otras palabras, g = z7* con
mi # 0 entonces

9 = Gmml Bmma v Hm:':n

i iy
- 999:'1 (#)™ B‘Piz (215)™2 " Bt (min )™
= T (0i (i)™ iy (i (23)™) i (P (T
i (@i @i )™ Mg (03 ()™ - M (0 (20)
@ (i)™ (23,)™ - (2:,)™"

y entonces (¢ (S)) = F. :

Hemos demostrado que existe un grupo libre F' sobre un conjunto dado
S respecto a una funcién particular ¢ que es inyectiva y que manda a S
a un conjunto generador de F. Si dieramos otro grupo libre sobre el mis-
mo conjunto S respecto a otra funcién ¢’ entonces por la proposicién 3.47
obtendriamos que ¢’ es también inyectiva y ademés (¢’ (S)) = F'.

Concluimos esta seccién estudiando la relacién entre grupos libres y gru-
pos abelianos libres. Recordamos que si z, y son elementos arbitrarios de un
grupo G, entonces [z, y] denota el elemento zyz ™'y~ y se llama conmutador
de x con y. {G, G] denota el subgrupo de G generado por todos sus conmu-
tadores y se llama subgrupo conmutador, se comprueba facilmente que es
un subgrupo normal y el grupo cociente G,/ |G, G| es abeliano, y no sélo
eso, si N es un subgrupo normal de G tal que G/ N es abeliano, entonces
[G, G] C N; la prueba de esta afirmacién se puede encontrar en [2] pg. 122.

)

)y

Proposicién 3.51. Sea F un grupo libre sobre S respecto a la funcidén ¢ .
S — F y denotemos por # : F' — F/[F,F] la proyeccion natural de F
sobre su grupo cociente. Entonces F/ [F, F| es un grupo abeliano libre sobre
el conjunto S con respecto a la funcidnmoyp: S — F/[F, F].

Demostracién. Sea A un grupo abeliano y ¢ : § — A una funcién. Dado
que F es un grupo libre sobre S respecto a la funcién ¢ : S — F' se tiene
la. existencia de un unico homomorfismo f : F — A tal que el diagrama
siguiente conmuta

S—2>F
3 (n
h v f

A
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ahora definamos f:F/|F,F] = A tal que

f(a[F,F]) = f(a)

veamos primero que estd bien definido, supongamos que a [F, F| = o' [F, F],
luego a (/)" € [F, F], observemos que cualquier elemento de [F, F] es envi-
ado al 1 bajo f, basta probarlo para los generadores de [F, F]

fleyry ™) =7 @) f@) )7y =1

pues A es abeliano. Luego
1=f(e(@)™) = @F (@)
y entonces f (a) = f (a’), y por lo tanto

f(alF, F]) = f (a'[F, F])

Asi que f esté bien definida.
Probemos que f es un homomorfismo. Sean a [F, F},d' [F, F] € F / [F, F]
entonces

f(a[F,Fld[FF)) = f(ad[F,F])

= f(ad’)
F@)f@)
f(alF, F)) f (' [F, F])

asi que f es un homomorfismo; ademaés hace conmutar el diagrama siguiente
por su misma. definicién '

fl

F—">F/[F,F]

fly
7

A

y es el tinico con esa propiedad, pues supongamos que f' : F/[F,F] — A
también hace conmutar este diagrama luego para cada a € F se tiene que

f'(alF Fl) = f(a) = f(a[F, F])
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luego f' = f
" Los dos diagramas anteriores inducen este diagrama conmutativo

S F/|F,F]
j (I11)
Y i
f
A

veamos que es f es el tnico que hace conmutar el diagrama anterior (III),
SUpONgamos que f también lo hace conmutar, entonces para cada r € 5,
Fom(p(x)) = (z) = f(¢(z)), la segunda igualdad es por el diagrama (I)
y como ¢ (S) genera a F tenemos que foma= [ pero por el diagrama (II) f
es la tnica tal que fom = f esto significa que f = f por lo tanto, F/ [F, F]
es un grupo abeliano libre sobre 5. m

Corolario 3.52. §5i F y F' son grupos libres sobre conjuntos finitos S y 5’
entonces F' y F' son isomorfos st y sélo si tienen el mismo cardinal.

Demostracién. Supongamos que F' y F’ son grupos libres isomorfos so-
bre los conjuntos S y 5’ respectivamente, digamos que h : F — F' es su
isomorfismo. Veamos que F/ [F, F|y F' /{F’, F'] son isomorfos

F-tep T F/F, F)

Si probamos que ker (7 o k) = [F, F] habremos terminado por el segundo teo-
rema del isomorfismo; probemos la doble contencién, sea zyz 'y € [F, F|
, entonces

hzyzy™) = h(z)h(y) h(z) " A (y) ™" € [F, F]

y entonces 7 o h (zyz~ty~!) = [F’, F'] entonces zyz 'y~ € ker (w o h).
Reciprocamente, si @ € ker (7 o k) entonces 7 o h(a) = [F', F'} asi que
h(a) € [F',F') = {{zyz~y™! : 2,y € F'}) luego podemos expresar h(a) de

la siguiente forma
n
_ P g |
= H TiZ; Yy
i=1

y luego

n

a=J[p7" @) R @) A7 (@) T T (1) € [FLF)

i=1
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y por la proposicién 3.51 tenemos que F/[F, F] y F'/[F', F'] son grupos
abélianos libres sobre S y S respectivamente y luego por el corolario 3.33
tienen el mismo cardinal. La prueba reciproca es idéntica a la de grupos
abelianos libres. m

Definicion 3.53. 57 F' es un grupo libre sobre S entonces definimos el rango
de F' como el nimero cardinal de S.

El corolario 3.52 nos dice que el rango es un invariante de grupos, al
menos si el rango es finito, se puede mostrar también se cumple si el rango es
infinito, la prueba de esta afirmaci6n es sélo aritmética, por lo que se omitira.
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3.5. Presentacién de Grupos por Generadores y Rela-
ciones

Empezamos con un resultado anélogo a la proposicidn 3.27 para grupos
arbitrarios.

Proposicién 3.54. Todo grupo es imagen homomdrfica de un grupo libre.
Para ser precisos, st S es un conjunto arbitrario de generadores del grupo G
y F un grupo libre sobre S entonces la inclusion i : S — G determina un
epimorfismo de F' o G.

Demostracién. La prueba de esta proposicién es andloga a la 3.27. &

Esta proposicién nos permite dar una definicién de relacién no trivial
entre generadores por un método analogo al de los grupos abelianos, la difer-
encia en es este caso general es que no cualquier subgrupo puede ser el nicleo
de un homomorfismo, sélo los grupos normales, asi que haremos una modifi-
cacion en esta definicién.

Definiciéon 3.55. Sea S un conjunto de generadores del grupo G y F un
grupo libre sobre S respecto a la funcién ¢ : S — F. Sea v : § — G la
inclusion y f + ' — G el dnico homomorfismo tal que ¥ = f o p, definimos
ung relacion entre los generadores de S para el grupo G como un elemento
no trivial r € ker f.

st —p

|7

G

Definicién 3.56. Si tenemos {ri},.; una familia de relaciones entonces se
dice que una relacion r es consecuencia de los {r;},.; sir pertenece al menor
subgrupo normal que contiene a los {r;},.;. Si cualquier relacidn es conse-
cuencia de {r;},.; se dice que {r:},.; es un conjunto completo de relaciones.

En vista de la definicién anterior es conveniente denotar por {{r;},.,) al
menor subgrupo normal que contiene a {r;},;.

Si {ri};c; es un conjunto completo de relaciones, entonces ker f estd com-
pletamente determinada por {ri};.;, ya que es la interseccién de todos los
subgrupos normales que contienen a {r;},.,. Asi que G est4 completamente
determinado, salvo isomorfismos, por el conjunto generador S y el conjunto

{ri};e; Pues G es isomorfo al cociente F/({ri};e;). ’
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

Defimicidn 3.57. Una presentacidn de un grupo G es un par (S, {Ti}ier)
donde S es un conjunto generador de G y {ri},c; es un conjunto completo
de relaciones entre los generadores. La presentacion se dice finita si tanto S
y I son finitos y el grupo G se llama de presentacion finita si posee al menos
una presentacion finita.

Nétese que culaquier grupo admite muchas presentaciones distintas, recipro-
camente dadas dos presentaciones es, en general, dificil saber si los grupos
que definen son isomorfos.

Ejemplo 3.58. Un grupo ciclico de orden n admite una presentacidn ({:c} ™).

Demostracién. Sea G un grupo ciclico de orden n, digamos
2 .3 :
G= {m,:c 0., xt = 1}

entonces por lo sabido de grupos libres tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

S={g}—>(p@)=F

¢l/

G

donde 4 es la inclusién y f es un epimorfismo por la proposicién 3.54. Como
F = {p(z)) es claro que F es €l ciclico infinito; y f (tp (:c)k) = z* Luego
kerf — {z%:f(z") =1)

= {90 (@) f (v»‘ («'v)") = 1}

= {rp (:c)k :Ime’Z fa.] que f (cp (:r)k) = :c"m}

= {(p (2)*: 3m € Z tal que z* = :c""‘}

= {cp(m)k 1 dm € Z tal que k=mn}

= (p()")

asi una presentacién para G es (z, (z)"), o bien, abusando de la notacién,
como lo haremos de ahora en adelante, aprovechando que ¢ es inyectiva
podemos escribir la presentacién de G asi (z,z"). ®
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

Proposicién 3.59. Las presentaciones ({a,b},baba™?) y ({a,c},a®c?) de-
finen el mismo grupo.

Demostracién. Sean F'(a,b) v F (a,c) los grupos libres sobre los conjuntos
{a,b} y {a, ¢} respecto a @y y @, respectivamente. Definamos los homomor-
fismos f : F(a,b) — F(a,c) yg: F{a,c) — F(a,b) de la siguiente forma.
Sean f: {a,b} — F(a,c) y g: {a,c} — F (a,b) por la siguiente regla

f(a‘) = Qog(a')
F(d) = @g(c)p,(a)
gla}) = p;(a)

9(c) = @ es(@)”

luego, por definicién de F(a,b) y F(a,c) tenemos la existencia de tnicos
f: F(a,b) = F(a,c) yg: F(a,c) = F(a,b} que hacen conmutar el
siguiente diagrama.

{a,b} —X> F (a,b) {a,c} —2= F (a,c)
| | 5
F(a,c) F(a,b)

Afirmamos que f y § son isomorfismos y uno es inverso del otro, vamos a
probarlo en los generadores

g (f (¢r(a))

I
Q w o

Il
L)
.
~—

=
—

g(fler () = (£ B)

asi que go f =1d
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

hagamos lo mismo para fog

F@(eg(@)) = fla(a)

(a
g(c))
(pr ) os(@)7)

(07 O f (5 (@)7)
®) f (@)

(c) @y (a) pq (a)—l

——

7
f
Py
Faleo@) = F
f
7
f

|
3S)
)

luego f o g = Id con esto probamos que tanto f como § son isomorfismos y
que son inversos uno del otro.
Ahora afirmamos que

(pg (@), (@) =T ((cpf (b) @5 (a) ¢y (b) 05 (a)'1>)
Note que

g ()’ 105 (c) =g (€)' F (05 () 1 (a) s (b )7) @q(c)

pues

2

Py (a)2 pg(c)” = ¢ (c)*l Pg (C) g (@) g (a) g (€) vy () oy (a)_l g (©)
= @7 O @) (@) 00
= 0, () F s (B) 0y (a) s (B) 05 (@) ™) g ()

luego v, (a)’ ¢y ()" € (f (s (0) 07 () 5 (B) 1 ()77)).
Ahora como (cpg )? 0, (c)?) es el minimo subgrupo normal que contiene
a g (a)® ¢, (c)? entonces

{¢q (a)® o, (c)z) C (f (7 (b) 91 (@) oy (B) 5 (a)_l))

y como [ es un isomorfismo entonces

(Flos () w1 (@) e ) 0r (@) = F({or ) s (@) s ) s (@)7T))
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

y con esto terminamos la primer contencidn, la otra es andloga,

F(er 0 r (@ e ) pr (@) = g (&) 0y (@) 0 ()" 94 (€)

ast que F (i (6) oy (a) 07 (0) 01 (a)™) € (i (@)2 0y (97) ¥ por la misma
razén anterior

(F (or B er (@) 2r ) 07 (@)7)) € (0, (@ 05 (0)°)

v luego

T ({pr ) s (@) pr 0) 95 (@)7)) C (4 (@) g (<)7)

lo que prueba que

(10g () 0 ()*) = (F (107 (b) 01 (@) 5 (B) 05 (a) "))

lo que prueba nuestra afirmacién. De manera andloga podemos probar que

(o1 ()07 (@) 07 ) (@)Y =7 ({4 (@) 4 (e)7))

por lo tanto, el subgrupo normal de F (a, b) generado por

s (b) os (a) os (b) oy (a)

; v el subgrupo normal de F'(a, ¢) generado por
¢y (@)" g (c)”
se corresponden por los isomorfismos f y g. Entonces tenemos un isomorfismo
Fi F (a.b) . F (2a, c) :
(pr (B er(a) s B ws(a)™)  {pe(a) v, ()?)

Note que la escencia del razonamiento anterior estd contenido en dos
simples calculos: '

1. Si b= ca entonces baba~ = ca’c y a?c? = ¢~ (baba ') c.
2. 8i ¢ = ba~! entonces a%® = a?(ba”?) (ba™!) = a®c® (ba1) ' = o? =
(ba~1) a2c® (ba~1) ™" = baba~". ’
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

En el siguiente capitulo veremos que estos grupos anteriores son el grupo
fundamental de la Botella de Klein.

Ahora encontraremos una presentacién para G,/ [G, G| en términos de la
presentacién de G

Observemos que si tenemos un conjunto S y una funcién 2 : § — G tal
que ¥ (S) genera a G, si F es un grupo abeliano libre sobre S con respecto a
p: 5 — F, entonces por definicién existe un 1inico homomorfismo que hace
conmutar el siguiente diagrama

§—2=F

|7

G

atin més, dado que ¥ (S) genera a G, f es claramente un epimorfismo, ya
que si g € G entonces podemos expresar a g como productos de potencias de

elementos en v ()
g=[]w ()™

i=1

n
luego ] ¢ (s:)™ € F'y ademés por la conmutatividad del diagrama tenemos

H‘P(Sz : Hf(cp(s,))h’ H¢ 31 =

=1

que

asi que efectivamente, f es epimorfismo.
Podemos extender el diagrama anterior al siguiente

§—* -~ F/[F F]
(1)

oI
G 7 (111)

Dado que por la proposicién 3.51 se cumple que F, [F,F]} es un grupo
abeliano libre sobre S con respecto a la funcién 7rp o : § — F/[F, F)
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

lo que nos da la existencia de la dnica funcién f que hace conmutar el dia-
grama grande (III) anterior, ahora con esto veremos que el trapecio (II) en
el diagrama también conmuta, para esto hay que probar que fong = wgo f.
Primero sabemos, ya que (I) y (III) conmutan que fompoy (x) = mgot (z) =
76 f o (z) para cada z € S, o bien, f o T¢ (¢ (£)) = 16 0 f (1 (z)) para
cada ¢ (z) € ¢ (S) con F = {p(S)) asi que fomr =7go f y por lo tanto el
trapecio (II) conmuta. _

Ahora afirmamos que f(a[F, F]) = f(a)|G,G] en efecto, sea a € F
entonces o e (a) = 16 0 f (a) y ast F (a|F, F]) = f (a) [G, G].

Veamos que § es epimorfismo. Sea ¢ [G,G] € G/ [G,G], entonces g € Gy
lo podemos expresar como productos de potencias de elementos de S digamos

T

g=]]ws)"

=1

luego

f:[ga (s:)" [F, F] € F/[F, F]

i=1
asi fenemos que

7 (Hso (s F, F])

=1

(Hao(sz ) [G, G

=1
n

= Hf o SO(Si)hi G, G]

= H Y (Si)hi [Ga G]
= g [G’ G]

que es lo que queriamos probar.

Veamos ahora que ker f = {a [F, F] : a € ker f}. Sea a|[F, F] con a € ker f
entonces f (a [F, F]) = f () [G,G] = [G, G] pues f (a) =1 asi que a[F, F] €
ker f. Reciprocamente, sea a [F, F] € ker f entonces f(a[F,F]) = [G,G],
pero por otro lado, f (a[F, F]) = f (a) [G, G] lo que implica que f (a) € [G,G]

entonces N
_ -1, ~1yh
= H (-Tiyz'xi Y; ) »
im=l

86



3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

con x;,%; € G; por ser f un epimorfismo existen z},y; € F tal que f (z}) = =;
v f &) = y; v sustituyendo y usando el hecho de que f es homomorfismo

n

OB (H (ol @)™ (y:)-‘)’“)

=1
y asi

n

1 = f(a)f(H (et (@™ (y:)‘l)'“)-

i=1

= fa (H (vl (2)™" (y;)‘l)"")‘

i=1
Z 1 AN |

lo que quiere decir que a (H (i ()™ W)™) ) € ker f asl entonces,
i=1

como (g (g (=)™ (y:)"l)"")*l € [F, F]

n \ -t
a[F, Fl=a (H (wiat (=) (y;)*l)"’) |F, F] € ker f

=1
esto prueba la otra contencién y por lo tanto la igualdad

ker f = {a[F,F] : a € ker f}. (9)
Ahora con estas observaciones podemos encontrar la presentacién para G/ [G, G|
Proposicién 3.60. Sea (S, {ritic _,) una presentacion para un grupo G, en-
tonces una presentacion respecto a un grupo abeliano libre F (S) para
G/[G,G] es

(79 (8) | {r:[G, Gl }er)

Demostracion. Sea F () un grupo libre sobre S con respecto a la inclusién,
entonces G = F (S) /{{r:},.;) y ademés tenemos un diagrama conmutativo

|
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

donde 7 es la proyeccién natural, y por la conmutatividad del diagrama, tam-
bién lo debe de ser f, y ademés es claro que 7 (S) genera a F (5) /({ri};c;)
por lo que podemos usar las observaciones anteriores.

Afirmamos ahora que
- m
(ritier) = {Hwi—c_lr:::kxk rzx € Firy, € {rikie; e € Z,m € N}
k=1

dado que {{r:},c;) < F(S) entonces ker f debe contener a los productos

[T z;'r*zx y tenemos la contencién
k=1

m
{riticr) 2 {H Tprikay  ax € Fyry, € {ni}ie; e €Z,m € N}
k=1

=3 PR

$ad

m
ahora { 1 =z ri*ze : 2k € Fyry, € {mitiey,m € L,m € N} < F (S} y adems3s
k=1

BT AT

este subgrupo contiene a los {r;},.;, entonces por ser ({r},.;) el menor sub-
grupo normal con estas propiedades tenemos que

m .
({riticr) C {H :c,:lr:-?:vk 1z € Fyry, €{ritic; e €Z,m € N}
k=1
y por lo tanto la igualdad, hay que notar que

({ri}ies) =¥er f .

{

k

{

ya que f es la proyeccién natural y de (9) y de la igualdad recién obtenida 1{
tenemos que i
H

kerf = {a[F, F]:a € ker f}

= {H:c,jlr;":r:k [F,Fl:ox € Fyry, € {ni}ic; e €Z,m € N}

k=1

= {H (;c;l [F, F]) (r;:’:‘ [F, F]) (a:k [F, F]) € Fimy, € {Tﬂ;}iel,nk eZ,m E,N}

k=1

= <{Ti [F, F]}iEI> g
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3.5 Presentacién de Grupos por Generadores y Relaciones

efitonces una presentacién para G/ [G, G} es (m (S), {ri[F, Fl}i;)- ®

Enfatizamos que la presentacién dada para G,/ [G, G} en la proposicién
anterior es respecto a un grupo abeliano libre puede ser distinta a una pre-

sentacién dada respecto a un(} grupo libre.
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4. El Teorema de Seifert y Van Kampen so-
bre el Grupo Fundamental de la Unién de
Dos Espacios. Aplicaciones

Los resultados y definiciones de este capitulo estan basados en [4].

4.1. Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

Teorema 4.1. Sean U,V abiertos, conezos por trayectorias de un ESPAcio
topologico X tales que UUV =X y UNV # 0 y UNV también es conexo
por trayecyorias. Elijamos un punto xo € UNV para los grupos fundementales
que cosideramos. Sea H un grupo arbitrario y py, p2, p3 tres homomorfismos
tales que el diagrama siguiente conmute

™ (U)

AN
\W/

FEntonces existe un dnico homomorfismo o : w (X) — H tal que hace conmu-
tar los tres diagramas siguientes

r(UNV

()L (X)  a(V)Eer(X)  a@NV)Er(X)
p11 / | / | /
H H H
donde los p; y los 1; son los homomorfismos inducidos por las inclusiones.

Proposicion 4.2. 7 (X) estd caracterizado salvo isomorfismos.

Demostracién. Sea G un grupo y 9}, ¥4, ¥4 homomorfismos con las sigu-
ientes propiedades:
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! 4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

*. El diagrama siguiente conmuta

7w (U)

/\

r(UNV)

7 (V)

2. Dado un grupo H arbitrario y una coleccién de homomorfismos pi, 2, 3
tales que hagan conmutar el diagrama siguiente

(Um/) - H

m (V)

Entonces existe un tinico homomorfismo ¢’ : G — H tal que los tres
siguientes diagramas conmutan

.o aWPeg  rUnV)Ear(x)

=)
=

Probemos que G = 7 (X). Por funtorialidad tenemos el siguiente diagra-
ma conmutativo

/\

r(UNV) v

\/
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

que es inducido por el siguiente diagrama conmutativo de inclusiones

o

N

Por hipGtesis tenemos que existe un tnico homomorfismo &k : G — 7 (X)
que hace conmutar los diagramas siguientes

X

r(NEsg s reg  aUnVEg

NI P
7 (X) 7 (X) ™ (X)

Ademaés por el teorema 4.1 existe un \inico homomorfismo A : w (X) — G tal
que los siguientes tres diagramas conmutan

() Len(X) r(V)LBrr(X) a@NV)Esa(X)

w;(l; / wa(j} / «;i /

Luego juntando los diagramas anteriores tenemos estos diagramas con-
mutativos

) Eee  w(v)Es

%!;A wal% w&l/

dado que la Idg : G — G también hace conmutar estos tres diagramas, y
por hipdétesis, hk es el dnico que hace conmutar los tres diagramas, entonces
tenemos que hk = Idg. De manera andloga, podemos obtener que kh =
Ldn(x)

aU)Ln(X)  a(V)Ler(X) a0NV)Ear(X)

N R P R

7 (X) 7 (X) m(X)
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

de ambas tenemos que k y k son biyectivas y por lo tanto isomorfismos que
era lo que se queria probar. ®

El teorema 4.1 afirma que 7 (X) esta determinada de manera tnica por

el diagrama
7 (U)

y

7 (UNV)

S

en el sentido de que 7 (X) completa el diagrama anterior de tal forma que
hace conmutar al siguiente diagrama

/“\
\W/

siendo 7 (X) el grupo m4s libre que puede hacer esta completacién.

Ahora establezcamos la versién general del teorema de Seifert-Van Kam-
pen. Supongamos que tenemos las siguientes hipétesis:

X es un espacio topolégico conexo por trayectorias y zp; € X, ademds
tenemos una familia de conjuntos abiertos {Ux},., tales que cada uno es

conexo por trayectorias, xg € U, para cada A € A X = |J Uy; también
AEA

{Us}sea es cerrado bajo intersecciones finitas, es decir Uy, N Uy, € {Uy} ACA-
Consideremos ahora los grupos fundamentales de los subgrupos U, con re-
specto al punto base zo; para Uy C U, definamos ¢y, : 7 (U) — 7 (U,)
inducida por la inclusién, y para cada U), definamos ) : #(Uy) — 7 (X)
también inducido por las inclusiones. Podemos observar que para U, C U,

m(V)

n({UNV
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4.1 Enunciado del Teorema de Seifert y Van Kampen

el siguiente diagrama conmuta por functorialidad

7 (Uy) 27 (X)

7 (Uy)
pues el siguiente diagrama de inclusiones conmuta trivialmente

UA—-“-*X

Ve

Uu

Teorema 4.3. Con las hipdtesis anteriores, w (X} cumple la siguiente propiedad

~ universal: Sea H un grupo arbitrario y py : w(Uy) — H una coleccidn de ho-
momorfismos definida para cada X € A tales que si Uy C U, entonces el
diagrama siguiente diagrama conmuta

entonces existe un unico homomorfismo o : w (X) — H gque para cualquier
X € A hace conmutar el diagrama siguiente

7 (Uy) 2> (X)

s

H

De manera andloga a la proposicién 4.2, este teorema caracteriza a 7 (X)
salvo isomorfismos. '

La prueba de este teorema se dard en la cuarta seccién de este capitulo,
primero introduciremos algunas aplicaciones de este teorema para calcular
grupos findamentales de algunos espacios.
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4.2 Primera Aplicacién del Teorema de Seifert y Van Kampen

4.2, Primera Aplicacién del Teorema de Seifert y Van
Kampen ‘

Supongamos que X = UUV,UNV 3 0 ademds U,V abiertosy UNV es
conexo por trayectorias vy ;,1; con el mismo significado que en el teorema
4.1.

Teorema 4.4. SiUNV es simplemente conezo, entonces w (X) es el producto
libre de w (U) y w (V) respecto a los homomorfismos 1 : w(U) — 7 (X),
Py (V) = 7 (X).

Demostracién. Sea H un grupo arbitrario y sean py : # (U) — H, py :
7 {V) — H homomorfismos arbitrarios, tendremos que demostrar que existe
un dnico homomorfismo ¢ : 7 (X) — H tal que los diagramas siguientes
conmuten :

r(U)Ler(X) 7 (V)-Ber(X)
m}lj / piir /

Como por hipétesis 7 (U N'V) = {1}, sea el homomorfismo p3 : 7 (U NV) —
H definido por p; (1) = 1. Entonces el signiente diagrama es trivialmente con-
mutativo

7 (U)
2N
(U NV) H
k‘\ P2
7 (V)

y por el teorema 4.1 existe un tnico homomorfismo ¢ : 7 (X)) — H que hace
conmutar los tres diagramas siguientes

r(U)Lon(X) aW)Ler(X) c0NV)Er(X)
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como el tercer diagrama conmuta independientemente de cual sea el ho-
momorfismo ¢, entonces o es el Unico que hace conmutar los dos primeros
diagramas, y por lo tanto, 7 (X} es el producto libre de 7 (U) y de « (V). =

Recordemos ahora algunas definiciones del primer capitulo.

Definicién 4.5. Sea X un espacio topoldgico y A C X, se dice que A es
~un retracto de X si existe una aplicacion r : X — A tal que r (a) = a para
cualquier a € A (entonces v se llama retraccion).

Un subespacio A es un retracto de deformacioén de X si existe una retrac-
cién r : X — A homotépica a la identidad en X, mas precisamente:

Definicion 4.6. Si A C X es un retracto de deformacidn de X si eziste una
aplicacidnr : X — A y una homotopia f : X x I — X tol que para cualquier
reX, oA tel

7 (2,0) =
f(z,1)=r(z)
fla,t)=a

Proposicién 4.7. Sean @g, 1 : X — Y aplicaciones homotdpicas relativas
a {a} Entonces (pq), = (¢1), : 7 (X, z) = 7 (Y, 00 ()

Demostracién. Como g = 1 rely,; existe una aplicacién ¢ : X X I-Y
tal que

¥ ($1 0) =0 (-’C)
@ (z,1) = 1 (z)
¢ (a,t) = o (a) = 1 (a)

luego sea [o] € m(X,a), ahora @o(0) = @1 (0) pues sea F' : I x I =Y
definido por

F(s,t)=p(o(s),1)
y luego
F(s5,0) = (0 (s5),0) = a0 ()
F(s,1) = (0(5),1) =1 (0 (s))
F(0,t) = (0 (0),t) = v(a,1) = 9o (a) = p1 (a)
F(1,5) =¢(0(1),t) =¢(at) = (a)
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4.2 Primera Aplicacién del Teorema de Seifert y Van Kampen

askentonces [pg (¢)] = fip1 (0)] y tenemos que
(o), [o] = [0 (0)] = [ (#)] = (1), [0] € 7 (¥, 00 (a)) -

Teorema 4.8. Si A es un retracto de deformacion de X, entonces la in-
clusin i : A — X induce un tsomorfismo de w(A,a) en w{(X,a) para
cualquier a € A.

Demostracion. Soélo hay que probar que el homomorfismo inducido por la
inclusién es biyectiva. Por definicién de retraccidn r o ¢ = Id, entonces 7.i,
es la identidad en 7 (4, a) y por lo tanto 4, es inyectiva, veamos ahora que
547« €5 la identidad en 7 (X, a). La definicién de retracto de deformacién de
X implica que para cada a € A, v = Id rely,). Ademds i or=r:X—Ay
entonces tor & Id rel(, entonces por la proposicién 4.7 tenemos que i o1, =
(¢or), = (Ida), entonces i, es sobreyectiva y por lo tanto es un isomorfismo.
|

Calculemos ahora algunos grupos fundamentales usando el teorema 4.4,

como el de la figura de ocho y més generalmente, la rosa de n pétalos.

Proposicion 4.9. Sea X un espacio topoldgico tal que X = AUB, ANB =
{zo} y A y B son homeomorfos a S* entonces 7 (X, xy) es el grupo libre de
dos generadores.

Figura 23:

Demostracion. S5i A y B fueran abiertos podriamos utilizar directamente el
teorema 4.4, pero no lo son. Sin embargo haremos unas modificaciones ligeras
para obtener conjuntos abiertos. Sea a € A — {zo} y b € B — {zo} entonces,
definamos

U=X—-{a}
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Figura 24: a) El espacio U . b) Espacio homeomorfo a U. ¢) La retraccién de
U al circulo.

V=X - {5}

Entonces ambos U, V son abiertos y son homeomorfos a una circunferencia
con dos antenas y ademaés

UNV =X —{a,b}

es contraible. Por otra parte A, B son retractos de deformacién de U y V'
respectivamente, y por el teorema 4.8

F(a) =n(A,z0) =7 (U, zq)
F(B) = 7 (B,zo) = 7 (V, z0)

donde o, 7 son clases de lazos que recorren A y B una sola vuelta. Ahora,

podemos utilizar el teorema 4.4 sobre los conjuntos abiertos U/, V para obtener -

que 7 (X, o) es el producto libre de F (o) y F (5), asi que

T(X,z0) =F(a,f)=Z+Z *

98




i

4.2 Primera Aplicacién del Teorema de Seifert y Van Kampen

[

*Sea E? el disco unitario cerrado en R2, sean a,b puntos distintos en el
interior de E?, sea Y = E? — {a,b} entonces podemos encontrar X C Y tal
que X sea la unién de dos circulos y cada circulo rodea a cada punto a, by X
es un retracto de deformacién de Y asi que 7 (X) = n (Y) es el grupo libre
de dos generadores. Podemos aplicar el mismo razonamiendo si consideramos
el disco abierto menos dos puntos, o todo el plano menos dos puntos, etc.
o en lugar de quitar un punto, podemos quitar todo un disco pequeiio y el
resultado es el mismo.

Proposicion 4.10. Sea X la unidn de n circunferencias con un sdlo punto
Ty en comun, e€s decir,
n
X =|J4

i=1
y cada A; es homeomorfo a §* y AiNA; = {zo} sii # j. El espacio topoldgico
X puede dibujarse como una rosa de n pétalos. Entonces w (X, zp) es el grupo
libre de n generadores.

Figura 25:
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4.2 Primera Aplicacién del Teorema de Seifert y Van Kampen

Demostracion. Procedamos por induccion respecto a n, en la proposicién
4.9 se mostrd que el teorema es valido para n = 2. Supongamos que

SUPONZAINOS que
: 7 {Xn, To) = F (0, a9, ..., )

luego hagamos un razonamiento andlogo al de la prueba en la proposicién
4.9, Sea ay € Ay — {z} para cada k < n +1 y entonces definamos

U= Xn+1 - {a'n+1}
V= Xn+1 - {a‘k};:;l

ambos son abiertos en el espacio topolégico X, 11 y también UNV = X1 —
{ak}:ﬂ es contraible; Ademds 7 (V, zg) = 7 (S') = F (@y41) y donde oy €s
la clase de un lazo que dé una vuelta alrededor de A, 1, pues V es un retracto
de deformacién de S'. Ahora podemos usar el teorema 4.4 y obtenemos que
7 {Xny1, To) €s el producto libre de 7w (U, zo) y 7 (V, 2o)

W(Xn-i-laxﬂ) = ﬂ-(U: 330)*71'(‘/, :EU)
= F(al,ag,...,an)*F(anH)
= F(a11a21“'san+l)
= ZxZ*x--x1

n+-1 veces
lo que prueba esta proposicién. =

Si consideramos el espacio topolégico Y = E? — {g;};_; donde los a; no
son bordes de E? entonces podemos tomar un conjunto X C Y tal que X es
unién de n espacios homeomorfos a S que intersecten en un sélo punto, y
ademés X sea un retracto de deformacién de Y, entonces 7 (¥) = n (X) = ;
F(oy,as,...,0n) donde cada «; es la clase de un lazo que da una vuelta al i
punto a;.

Estos cédlculos en las proposiciones anteriores nos revelan un punto im-
portante sobre el uso del teorema 4.4, se necesita usar, en la mayoria de los _ it
casos, propiedades de los retractos de deformacién, por lo que formalizaremos '
esta idea de la siguiente manera.
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Lerpa 4.11. Sea {U},c, como en la hipdiesis del teorema 4.5, y suponga
que {Ax}ycp una familia de subconjuntos de X que cumpla las siquientes
condiciones:

1. zg € Ay para cada A € A.

2. Ay, C Uy para cada A € A y ademds, la inclusidn iy : Ay — Uy induce
un isomorfismo (2y), : 7 (Ax) — m(U)).

3. UycU, = A, CA, para cualquier A, u € A.
denotemos por ¢, : m(Ay) — w(X) y ¥, : T(A\) — 7(A,) los homo-
morfismos inducidos por las inclusiones, entonces pare cualquier grupo H y

para cualquier coleccion de homomorfismos tales que si Uy C U, entonces el
diagrama siquiente diagrama conmuta

ﬂ'(AA) LH

/
‘p.,\.u.j Pu

7 (Au)

entonces existe un unico homomorfismo o : w (X) — H tal que para cualgquier
A € A hace conmutar el diagrama siguiente

7 (Ax) 7 (X)

| 7

H

Demostracién. Sea H un grupo arbitrario y py : 7 (Ax) — H homomorfis-
mos cualesquiera tal que si Ay C A, entonces el siguiente diagrama conmuta

m (A)\) —-’-m H

'
'P)ml A

™ (Ay)
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4.2 Primera Aplicacién del Teorema de Seifert y Van Kampen

entonces la coleccién de homomorfismos py o (z’;\);l : w(Uy) — H tiene la
propiedad de que el diagrama siguiente conmuta si Uy C U,

7 (Ux)
i 1
(m)-ll )
T (A,\) Px H
: [ /
FPape
™ (Au)

T (Uy)

Veamos que

(iu)y © Phu© (i2)." = oau
para ello sea [o] € 7 (U,) entonces, como (4,), es sobreyecyiva, existe [o’] €
m{A,) tal que (35), [0'] = [0] v entonces

Paulo] = pau 0 (in), [0] = [ixu 0 ir 0 0] = [0]

donde %y, : ™ (Uy) — 7 (U,) denota la inclusién.
Por otra parte,

(B0 Phuo @) l0] = (), o @0 ()7 0 (ia),[o']
(1), 0 5 1]

= [isoitu 00

= [0

donde 7}, : m (Ax) — w(4,) denota la inclusién, asi que se cumple la afirma-
cion.

Entonces la coleccién de homomorfismos py o (iy)."' : 7 (Uy) — H hace
conmutar el diagrama siguiente si Uy C U,

A -l
P (UA) P)\( 4\1:) H

Y

g (U#) ’
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y por el teorema 4.3 existe un dnico homomorfismo ¢ : 7 (X) — H tal que
para toda A € A el siguiente diagrama conmuta

™ (Up) 2> 7 (X)
Px(ix.)_ll (I)a

H

luego es claro que
7 (Ay) =2 (Uy)

o]
palia,) ™t

H

conmuta, y uniendo los diagramas anteriores (I) y (II) y por funtorialidad
tenemos que

7 (Ay) 2o 1 (X)

| 18

H

conmuta. _
Ahora veamos que o es el unico homomorfismo que hace conmutar el
diagrama (III) para cada A € A, supongamos que ¢’ que hace conmutar

7 (4) 2 7 (X)

N

H

entonces

ooy = o othro(iy), o0 (in)."
= o’ ot} o (ir);"
- y—1
= PAO(%A)*

entonces para cualquier A € A tenemos el siguiente diagrama conmutativo

7w (Uy) 2> 1 (X)

Px(ix.)_ll /

H
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pero ¢ es la Unica que hace conmutar el diagrama anterior, asi que ¢ = ¢’.
|
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4.3* Segunda Aplicacién del Teorema de Seifert y Van
Kampen
Asumamos nuevamente las hipétesis del teorema 4.1: U, V, U NV subcon-

juntos abiertos y conexos por trayectorias de un espacio topolégico X tales
que X =UUVyzgoelUnWV.

Teorema 4.12. Supongamos que V' es simplemente conezo. Entonces v :
7 (U) — 7w (X) es un epimorfismo, y atn mds, su nicleo es el menor subgrupo
normal de w (U) que contiene a la tmagen w1 (w (U NV)), en otras palabras

ker i, = {¢1 (w(UN 1)),

Note que este teorema determina. por completo la estructura de 7 (X)
pues éste es isomorfo al cociente w (U) /(i1 (w (U NV))).

Demostracién. Veamos primero que 1; es un epimorfismo. Tenemos que el
siguiente diagrama que es conmutativo por functorialidad

™ (U)

>N

1
r(UNV) v -7 (X)

N

a(V

y dado que 7 (V) es trivial tenemos que

Yaopr=thopi=13=1

_notemos que Imip; C ker vy, lo usaremos més adelante en esta prueba. Ahora,

el siguiente diagrama conmuta

m (U)

T(UNV) Yy (n (U))

1
R %:

7 (V)
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as{, se cumplen las hipdtesis del teorema 4.1 entonces existe un tnico ho-
momorfismo ¢ : 7 (X) — ¢ (7 (U)) tal que los tres siguientes diagramas

conmutan

7 (U) 2> 7 (X) 7(V)—2o1(X)  wUNV)"r (X)
“1/4/ “J/4/ | “ﬂ1/4/
P (m (U)) P (m (U)) Y (v (U))

y por otra parte, los tres siguientes diagramas tambien conmutan

() —By @)  w(V)YE@) A UNV)ESy @)

R

m (X) 7 (X) ™ (X)
entonces los diagramas siguientes conmutan

AU LX)  a(V)Ler(X) wUNV)E—r(X)

v1 j, ioa %l ioar ¢3J ioo
7 {X) 7 (X) | 7 (X)

pero el homomorfismo identidad también hace conmutar estos diagramas
asi que 20 o = Id y entonces ¢ : 3, (w (U)) — 7 (X) es sobreyectiva, lo que
implica que 9, (7 (U)) =« (X) y entonces 1y es un epimorfismo.

Ahora probemos la segunda parte del teorema, que ker ¢y = {ig; (w (UNV))). -
Ya hemos visto que I, C ker ¢y denotemos N = (i, (7 (U N V))) entonces
como ker 1 es un subgrupo normal de 7 (U) se tiene que

N C ker 1/}1
veamos la otra contencién. Sea p; : w(U) — «(U) /N la proyeccién nat-

ural, po 1w (V) =1 -« (U) /N, ps : 7(UNV) — = (U) /N los tnicos
homomorfismos, pues 7 (V) = # (U NV) = 1, entonces el siguiente diagrama
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conthuta
™ (U)
r(UNV) m(U) /N
kw‘(lf) 2—1/2‘Y

por lo tanto se cumplen las hipétesis del teorema 4.1 que nos asegura la
existencia de un homomorfismo ¢ : 7 (X} — 7 (U) /N que hace conmutar

este diagrama
¥

1 (U)——7 (X)
x(U) /N

entonces
kery C kerpm

pues si a € keri; entonces p; (a) = 0 093 (@) = o (1) = 1 asi tenemos que
a € ker p1 v ademas es claro que ker p; = N entonces

keryy C N

vy probamos el teorema. m
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4.4. Estructura del Grupo Fundamental de una Super-
ficie Compacta

En esta seccién usaremos el teorema 4.12 para determinar la estructura
del grupo fundamental de una superficie compacta. Por ejemplo el toro, que
es el producto S* x S'. La proposicién 2.36 nos garantiza que su grupo
fundamental es Z x Z pero obtendremos el mismo resultado usando el teorema
4.12 con la ventaja de que este método podrd ser generalizado a cualquier
superficie compacta y conexa en R3.

Proposicién 4.13. Fl grupo fundamental del toro es Z x Z.

Demostracién. Representemos al toro T° como el espacio obtenido al iden-
tificar los lados opuestos de un cuadrado. Los lados a y b se convierten bajo
la identificacién en circunferencias que se intersectan en el punto zy.

»
-
':%‘E;}:
R
Figura 26:

Sea y el centro del cuadrado, U = T — {y} y V' la imagen del interior del
cuadrado bajo la identificacidén, dado que T' es Hausdorff, U es abierto, V tam-
bién es abierto, pues V es el complemento de la unién de las circunferencias
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4.4 Estructura del Grupo Fundamenta] de una Superficie Compacta

a y#b bajo la identificacién que es compacta y por lo tanto cerrada. ademaés
U,V,U NV son conexos por trayectorias, pues son imégenes de aplicaciones
sobreyectivas de un espacio topoldgico conexo por trayectorias; también V'
es simplemente conexo, pues es homeomorfo a un disco abierto.

e

Zg

Lo

Figura 27:

Sea 1 € U NV apliquemos el teorema 4.12: ¢; : 7 (U, z1) — 7r(T, z1)
es un epimorfismo y ker ¢y = (p1 (# (U NV))}), donde ¢; : 7 (UNV,z1) —
7 (U, z1). La unién de los circulos ¢ y b es un retracto de deformacién de U

entonces
7 (U,z,) = F (e, 8)

donde a, f son clases de lazos determinados por a y b.
sid:I — U es una trayectoria de zy a x; en U y § = [d] entonces

7 (U, zy) _F (o, 3

donde o' = §7'ad y B = 67135, pues por el teorema 2.8 d, : 7 (U, z,) —
7 (U, 1) tal que d, o] = [d"'od] es un isomorfismo.

Por otro lado, una circunferencia es un retracto de deformacién de UNV
asi que w (UNV) = Z estd generado por v = [¢] donde ¢ es un lazo que
da exactamente una vuelta alrededor del punto y (ver figura 27). Afirmamos
ahora que

p1(y) =B
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Figura 28:

pues por asociatividad tenemos que

p1(7) = @[}, [denUNV,z)

le] € 7 (U, z1)

[d " aba~ b7 d]

= [d'add *bdd  a" dd b7 d]
[dad] [d~'bd] [d~ e d] [d'b~d]
— alﬁlaf—lﬁf—l

It

fl

y dado que vy genera a w (U NV, z,) entonces [o] e 1 (UNV, ;) = [o] =
~™ para alguna m &€ Z, entonces

o1(lo]) = o1 (") = 1 (1) = (/BT )"

en otras palabras

o1 (m (UNV,z0)) = (/' Fa10")

y entonces

(o (T (U NV, 20))) = [ f o151y

y entonces por el teorema 4.12 « (T, z1) = F (¢, 8') /(&' F o/~ 15~ 1).
Cambiando al punto base xq vamos a probar que

™ (T, z0) = F (e, B) /AaBa'871)
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

en &ecto, el siguiente diagrama conmuta

W(U,zl)—vl:-?r(T,a:l)

d:lle gld;l

™ (U, Io) -lpi—> T (T, Ig)

pues si [o] € 7 (U NV, 1) entonces

v od.” ([o]) = ¢ ([dod™]) = [dod"]
y
duthy ([o]) = d, ([o]) = [dod™]

pues 1, y ¥} son inducidas por las inclusiones. Esto induce el diagrama
conmutativo siguiente

m (U, 21) / ker 1/)1@*—*7"(71, 1)
Zle
7 (U, x9) / ker qb{"b—l—-wr (T, zq)

entonces

keryy = d,” (keryn)

pues si [o] € ker v, entonces ¥} [¢] = 1y por la conmutatividad del diagrama,
d;l o1y od,|o] = 1 entonces 9 (dy [0]) = 1 asi di[0] € kerypy y [0] €
d; ! (ker ). Reciprocamente, si o] € d,! (kert,) entonces ¢, (difo]} =1y
luego ¥} [o] =d; o9 o d, [o] = d;! (1) =1 entonces [o] € ker ¢}.

Dado que ker¢; = (a/f'a/~13'~1) tenemos que

kergy = d;* ({oBa1fT))
= (7' (afa141))
- TTE

y por lo tanto

m (T, x0) = F (e, B) /ker o} = F (e, 8) /(efa1f71)
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Ahora probaremos que F (a, ) /(afBa—15-1) es abeliano. Es suficiente
probarlo para los generadores @ = a{afo~15-1} y g = f{afa1471). Note-
mos que

aff (Be)”" = afa'67" € (afa 1Y)
lo que implica que L
aff = aff = fa=Pa
por lo tanto F (a, B) /{afa~1371) es abeliano, y ya que [F (a, 8), F (e, 8]
es el menor sugbrupo normal de F (a, ) que hace abeliano al cociente ten-
emos que
[F (e, 8), F (e, 8)] C {aBa=257)
y por otra parte, afa=187! € [F (q,f), F (o, 8)] y como {afa~16-1) es el
menor subgrupo normal que contiene a afa~13~! tenemos que

(efo™1f~1) C [F(a,0), F (o, B)]

y por lo tanto

(@fa=1f71) = [F (. f), F (a, §)]

y entonces

7 (T, 20) = F (2, 6) / [F (@ B), F (, B)]

y por la proposicién 3.51 F (a, 8) / [F (a, 8), F («, 8)] es un grupo abeliano
libre de dos generadores y por lo tanto isomorfo a Z X Z y entonces

T(T,z20) =Z X Z

Proposicién 4.14. E] grupo fundamental del plano proyectivo real es el
grupo ciclico de orden 2.

Demostracion. Consideremos el plano proyectivo real P, como la identifi-
cacién de las antipodas de un poligono de 2 lados. La arista a se convierte
bajo la identificacién en una circunferencia y zp es un punto sobre ella. Sea
y el centro del poligono y sean U = P, — {y} y V' la imagen del interior del
poligono bajo la identificacion.

Dado que P, es Hausdorff entonces {y} es cerrado en P, y por lo tanto
U es abierto. Por otra parte, como la circunferencia o es un compacto en P,
entonces a es cerrado en Fy, asi que V es abierto en P, v no sélo es#, V

112



4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

a

Figura 29:

es simplemente conexo pues es homeomorfo a un disco abierto y sea 1, €
U NYV. Entonces se cumplen las hipétesis del teorema 4.12, U, V' son abiertos
y conexos por trayectorias en Py, P, = U UV z; € UNV con V simplemente
conexo.

Figufa 30:

La circunferencia a es un retracto de deformacién de U, asi que 7 (U, zo) es
un grupo ciclico infinito generado por o = [a]. Sea d : I — U una trayectoria
de Tp a z; y sea d = |d] entonces por la proposicién 2.8 d, : w (U, zy) =
7 (U,z1) = F (') con & = 610d.

Finalmente, 7 (/ N V, z1) es un grupo ciclico infinito generado por la clase
v = [¢] de unlazo ¢ que rodea al punto y exactamente una vez, pues la imagen
de ¢ es un retracto de deformacién de UNV. adem4s por la figura 29 tenemos
que

pr(7),r=[dexrUNV,z)
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= a’z

y dado que y genera a 7 (U NV, ;) significa que si [o] € 7 (UNV,z;) es

cualquier elemento arbitrario entonces [o] = y™ para algun m € Z. Asi,

erlol =1 (V") =1 (1) = ()"

vy entonces
e1(m(UNV, 1)) = (o)

ademds como {a) es abeliano y (&%) es un subgrupo de {¢/) = 7 (U, z).
Entonces tenemos que el menor subgrupo normal de « (U, z1) que contiene a

Imep; es el subgrupo generado por (a?), es decir,

{1 (m (UNV,21))) = ()

y ahora, por el teorema 4.12,
T (Pg,.’L'l) = (Od’)/(&m)

Haciendo un cambio de punto base como en el caso del toro tenemos que

7 (Poy3o) 2 (0) / (0?) 22,22 = 2,

Teorema 4.15. El grupe fundamental abelianizado de la suma de n toros es
2

n
isomorfo a [] Z.

i=1

Demostracién. Calculemos la suma conexa de n toros de la misma forma
que a los casos anteriores. Consideremos la suma M de n toros como un
poligono de 4n lados con las aristas identificandas por pares. Las aristas
a1, b1, ..., Gn, by, se convierten, al hacer las identificaciones correspondlentes

en c1rcunferen01as que se intersectan dos a dos en el punto z.
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Figura 31:

Sean y el centro del poligono, U = M — {y} y V la imagen del interior
del poligono bajo la identificacién, que es homeomorfo a un disco abierto, sea
z3 € UNV. Note que UNV es homeomorfo a un disco abierto menos es centro
del disco. La unién de los 2n circulos a;, b; es un retracto de deformacién de
U y podemos llegar de manera andloga al caso de toro (proposicién 4.13) a
que :

7 (U, z9) = F (e, b1, -, On, Br)

con oy = [a;},0; = [b]. Sid: I — U es la trayectoria de z; a x; de la
figura 31 y 6 = [d] entonces w (U, ;) es isomorfo bajo d, a 7 (U, z;) entonces
7 (U, z1) es un grupo libre de generadores o = §~1a;6, B = 671 5;0.

Ahora U NV es del mismo tipo de homotopia que una circunferecia, y
como antes, m (U NV, z;) es el grupo ciclico infinito generado por v = [¢}, la
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Figura 32:

clase del lazo ¢ que da exactamente una vuelta a y, por la figura 31 obtenemos

w1 () = pild; [ en(UNV,z)
= [ en{Ux)
= [d7! (a1b1a7™d7" - - anbna,'b71) d
= [d7add bydd a7 dd M d - d " andd Mbadd e dd 0 d]

= [d7'ayd] [d7'byd] [d7 a7 d] [d7077d] -+ [d 7 and] [d70nd] [d 0 d] [d7205d]
= (67%1d) (671618) (67 0y 8) (672676) - (6 nb) (67 Ba8) (67 Y07 20) (6716,15)

=[]l

=1

y dado que «y genera a m (U NV, z1) entonces para cualquier [o] € 7 (U NV, z1)
arbitrario tenemos que [o] = ™ para algin m € Z y entonces

wi1(lo]) = o1 (?v™)
= o1 (M)"

= (H [a;,ﬁ;])

i=1
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4.4  Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie: Compacta

y per lo tanto
k(]

p1(m(UNV,z)) = [] o4, 8]

i=1

y entonces tendriamos. que

(pr(r(UnV,z1))) = H o, 5]

i=]

y por el teorema 4.12,

F (o4, B, ., 2, 5,)
(et )

y haciendo un cambio de punto base como en los casos anteriores obtenemos

(e st
<1I::£ [C!,‘, ﬁt]>

es decir, 7 (M, xp) tiene una presentacién formada por los generadores {a, 5y,
n

W(M, xl) =

'.'ﬂ'I'(JM-,.'I(_'))"=\J

y la tinica relacién [] [, ;] que para el caso n > 1, no existe alguna de-

i=1
scripcién intrinseca sencilla de este grupo, mas sin embargo

7 (M, ) ﬁz

[W(Maxﬂ):w(MaEO)] =

i=1
para demostrar esta dltima afirmacién necesitamos los lemas 4.16 y 4.17

Lema 4.16. Si G es un grupo y N, H son subgrupos normales de G entonces
HN es un subgrupo normal de G. Ademds N < HN y H < HN.

La prueba de este lema se encuentra en (2] p.144.m

Ahora usaremos €l lema 4.16 para probar el siguiente

Lema 4.17. 5t G es un grupo y K <1 G entonces
[G,.G]|K
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

Demostraciéon. Notemos que

G/K.G/K] = ({[=ll][e] ™ [y)" : [4],[4] € G/K})
= ({xyz"ly_lK rr, Y € G})
= {cKeG/K:ce |GG}
= U {ck: k€ K}
SleNe
= {ck:ce[G,Gl ke K}, ~
donde ck ~ 'k’ si ck(c'k')™" € K pero ~ es la misma relacién que la que
induce K en el sentido de que g ~ g’ si y sélo si gK = ¢’ K; Entonces

[G/K,G/K] = {ck:c€lG G|, ke K}/ /K
G, G| K
K

Otra forma de demostrar el lema 4.17 es el siguiente:
Notemos que por el lema 4.16 que K < [G,G] K ya que K y [G, G] son

ambos subgrupos normales de G. Entonces ~~~—— es un grupo.

Consideremos ¢ : [G/K,G /K] — —[—G—-’%]—IE dada por
¢(a) = [a]
primero veamos que estd bien definida, sea @ € [G, /K, G,/ K] entonces
aK = @

= Ha‘:,-g@;lgf para algunos Z;, 3 € /K
el

= [l=wa v K
icF

-1
ademds los productos son finitos; entonces ( I =z - 1) a € K luego
: iEF

-1
a = (H :ciyi:ci_lyfl) (H xiyi:ci_lyi_l) a

ieF icF
: -1
= J[zwz vt (H:ciyimzlyf) a] €[G,GIK
tEF : EF
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

. Ahora supongamos que a7 = @ entonces a1a; lek

. G, G| K
K

entonces [a] €

y entonces [a;] = [ag).
Ahora probemos que ¢ es un homomorfismo

¢ (@maz) = ¢(amas)

= [a109]
= [a1] [a]
= ¢ (@) (@)
veamos que ¢ es inyectiva. Sea @ € ker ¢ entonces ¢(@) = 1 asi [a] =1 y
[G,G1 K

llegamos a que a € K y luego @ = 1. Ahora ¢ es sobre pues si [ck] €

donde ¢ € [G,G] y k € K, probemos que ck € [G/K,G /K]; es claro que
ck € G /K y tenemos

ck = ckK
= cK
= Hwiy,-:ci‘lyi_l}'{ donde ¢ = Ha:,-y,-s:i_lyfl para algunos z;,%; € G
icF el
= [lza# 5" € lG/K,G/K]
ieF

y luego ¢ (ck) = [ck] y por lo tanto ¢ es un isomorfismo. m

Continuemos con nuestro anslisis de la suma conexa de toros, denotemos

G - F(alaﬁla'--aanaﬁﬂ)

K = <f:[[ai:)8i]>

i=1
entonces tenermos que

G/K = G K por el lema 4.17.

C/K,G/K] ~ (G.GK) /K
G/K
m por que K C

[G,G] en este caso.

G . ' .
——— por el primer teorema del isomorfismo.

[G, @]

IR
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superﬁcie'COmpacta

y regresando a la otra notacion concluimos que

7 (M, xp) ﬁz.

[ (M, zo) , 7 (M, 20)]

i=1
]

Hemos obtenido el grupo fundamental abelianizado de la suma conexa de
n toros y esto es suficiente para establecer el siguiente resultado.

Corolario 4.18. 5t m # n entonces la suma coneza de m toros y la suma
conezxa de n toros no son del mismo tipe de homotopia.

Demostracién. Por el corolario 3.33 el grupo fundamental abelianizado de
la suma conexa de m toros y el grupo fundamental abelianizado de la suma
conexa de n toros no pueden ser isomorfos y entonces los grupos fundamen-
tales no son isomorfos. m

Figura 33:

Ahora calculemos el grupo fundamental de M, donde M es la suma conexa
de n planos proyectivos. M puede obtenerse como la identificacién de un
poligono de 2n lados, tal como.lo muestra la figura 33. Siguiendo el mismo
proceso de la suma conexa de toros llegamos a que su grupo fundamen-
tal = (M, o) admite una presentacién formada por el conjunto de gener-
adores {ay, &z, ..., n} donde o esté representado por el circulo a;, ; = [a;]
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta.

y urea relacién ofe3.... De nuevo para n > 1 (M, z,) no admite una de-
scripcién intrinseca sencilla, pero abelianizéndolo, tenemos por la proposicién
3.60 que 7 (M, zo) / [x (M, zp) ,m (M, zp)] tiene una presentacién de gener-
adores {a; [ (M, mo) , w (M, zo)]}i_; v la relacién afod...o? [F, F] donde F es
el grupo abeliano libre sobre el conjunto generador que no nos dice mucho.
Busquemos otro camino: Por el teorema L7.2 en [4], una superficie no
orientable M de género n admite una de las dos presentaciones siguientes

1. Si n es impar, M es homeomorfa a la suma conexa de una superficie
orientable de género k = % (n — 1) y un plano proyectivo; véase figura
34.

Figufa 34:

2. 8i n es par, M es homeomorfa a la suma conexa de una superficie
orientable de género k = % (n — 2) y una botella de Klein; véase figura.
35.

En el primer caso, usando el mismo esquema que hemos usado para cal-
cular los grupos fundamentales para la suma conexa de espacios topoldgicos,
una presentacién para el grupo fundamental de M es

({alnﬁl: ---:ak:ﬁkss} f [al,ﬁl] [sz,ﬁg] [ak:ﬁk] 52)
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4.4 Lstructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

Figura 35:

y por la proposicién 3.60 podemos encontrar una presentacién para el grupo
abelianizado de (M), w (M) / [x (M), 7 (M)] que est4 dada por

({[Oq] ? [/Bl] 3een [ak] ) [ k] ) [5]} I [al} ﬁl] [0525 ﬁ2] [ak: ﬁk] g2 [F: F])

En el caso dos, existe una presentacién de 7 (M) dada por

({ala /81) ey O, ﬁk! E} l [0!1, ﬁl] [(12, ﬁZ] [ak: ﬁk] a’k+15a;.|]:15)

y nuevamente por la proposicién 3.60 encontramos una presentacién para el
grupo abelianizado 7 (M) / [7 (M), (M)] que resulta ser

({lon] 18], -, o] 184, [T} | oz, 1] [o2, o) .. [e, 6] €2 [, F)

la misma que en el caso anterior por lo que basta concentrarnos en el primer

caso.
Sea I el grupo libre sobre el conjunto generador, es decir,

F=F ([0‘1] 3 [ 1] AL {ak] : [ﬁk] ! {5])

entonces

(M) Uoa]) x ([Ba]) x - x (Jeu]) x ([8:) x ([e))
[ﬁ (M) » (M)] ([CVI, 161] [az, rg?] [aka ﬁk] 52)

IR
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

veanfos que el lado derecho de la expresién es isomorfa a

({[ea]) x ([Ba]) x ---(>< ()[ak]) x {[Be]) x ([e]}

SeaG=F (0{1, ﬁl: very g, ﬂk, E) y K= ([al,ﬁl] [Cr.’g,ﬁg} [Czk,ﬁk] 62). Observe-

mos que

K = {[o, Bi] [ag, Ba] .- [t Be]) {€2)

la contencién C es clara pues {[oq, 01] [o2, B2) .. [k, Ox]) {€%) es subgrupo
normal de F'y contiene a [oy, £1] [og, O2) ... [, Ox] €2. Para la otra contencién
notemos que si tenemos un elemento arbitrario en ([, £1] [, Be] .- [a, B} {(€2)
entonces es de la forma

(g1 [oa, )™ g7+ -+ gx [ook, Be™ 977) (k18”05 00) para algunos 7;
y entonces este producto es un elemento de K; entonces tenemos que

G/ K & % por el lema 4.17.

[GK,G/K] [G.GIK

K
G

G K
G/ (G G]

“GaK por el primer teorema del isomorfismo.
eXe]

F/IFF

w{’F/‘F[ ]—’—2-] por definicién de G y K. (10)

[F.F]

R

por el primer teorema del isomorfismo.

[

o~

y por otro lado, tenemos ei epimorﬁsm6 canénico ¢ : F {aq, By, ..., dk, Ok, €) —
(o) % (Br) % - x {og) x (Br) x () tal que ker p = [F, F] o sea, p induce
un isomorfismo

5 F(al,ﬁ}};‘,’.}?kjﬂk,g) = (o) X (By) X -+« X {og) % (Bg) X {€)

por el primer teorema del isomorfismo y tenemos qgue
_(IEFIED _
@ (W = (%) (11)

123




4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

pues ¢ ([e7]) = (7). _
Usando (10) y (11) y el isomorfismo inducido por @, @

G/K . F/IFF]
G/K.G/K] [F[,Fg_]é‘gz_)
| Z (o) x (B1) X -+ x (o) X (Bi) x (&)

=
() % (B1) X -+ x (o) x () (—(l)

112

m(M)
entonces rrm =

de torsién de orden 2.
Acabamos de probar el siguiente teorema

es un grupo abeliano de rango n — 1 y un coeficiente

Teorema 4.19. El grupo fundamental abelianizado de la suma de n planos
proyectivos es isomorfo a L X L X --- X L XZ>.m

~
n—1 veces

Podemos resumir estos resultados sobre los grupos fundamentales abelian-
izados de la siguiente manera.

Proposicién 4.20. 5i M es la suma coneza de n toros entonces su grupo
Jfundamental abelianizado es un grupo abeliano libre de rango 2n. Si M es la
suma conexa de n planos proyectivos entonces el grupo fundamental abelian-
izado es de rango n — 1 y tiene un coeficiente de torsién de orden 2.

Corolario 4.21. Toda superficie coneza compactae y orientable no es del
mismo tipo de homotopia que una superficie conexa compacta no orientable.

Demostracion. Por la proposicién anterior, el grupo fundamental abelian-
izado de una superficie no orientable contiene un elemento de orden 2 mien-
tras que en los orientables todos sus elementos tienen orden infinito, asi que
los grupos fundamentales no pueden ser isomorfos. m

Corolario 4.22. Sim # n entonces la suma coneza de m planos proyectivos
y la de n planos proyectivos no pueden ser del mismo tipo de homotopia.

>
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4.4 Estructura del Grupo Fundamental de una Superficie Compacta

Demostracién. Supongamos que hay un isomorfismo h : Z X Z X «»- X L X2y =

-

T veces

Z X Z X ---xZxZ, entonces h manda al elemento de orden 2 al de orden

m veces

2, asf que
RiZXTx - IXIXLy/ Ly RE XL X ZxZxLy,/ 7y

entonces m = n por €l corolario 3.33. &
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

4.5. Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

En esta seccién se hard una demostracién del teorema de Seifert-Van
Kampen en su forma general (4.3). Consideremos una cubierta de conjuntos
abiertos y conexos por trayectorias {U),} sea de un espacio topoldgico conexo
por trayectorias X tal que esta familia sea cerrada bajo intersecciones finitas
y ademds xg € U, ;Usemos la mismo notacién, ;,1; denotan los homo-
morfismos inducidos por la inclusiones. El teorema de Seifert-Van Kampen
afirma que para cualquier grupo H y v cualquier coleccién de homomorfis-
mos py : 7 (U,} ~ H tales que si Uy C U, entonces el diagrama siguiente
diagrama conmuta o

7 (Uy) 2> H

entonces existe un nico homomorfismo o : 7 (X) — H que para cualquier
A — A hace conmutar el diagrama siguiente

7 (Uy) 2> 7 (X)

s

H

Probemos unos lemas antes de esta prueba

Lema 4.23. El grupo w(X) estd generado por la unidn de las imdgenes
¥ (m (Uh)) A€ A

Demostracién. Sea o € 7 (X) y f : I — X una trayectoria representante
de la clase a en 7 (X). Entonces la familia de imégenes inversas

{f_l(UA)IAEA}

es una cubierta por abiertos del compacto {0,1] pues f es continua y la
familia {Ux},c, cubre a 7 (X). Sea ¢ el nimero de Lebesgue de esta cubierta
y escojamos n € N de tal forma que % < e. Dividamos al intervalo [0, 1] en

subintervalos

1 i+1
non

5= |2,
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4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

para 0 < i < n — 1. Por la manera que se escogié n, podemos afirmar que
para cada J; existe un U,, tal que

f (Ji) - Ul\i
ahora, Uy, , NU,, es conexo por trayectorias y ademés f ( ) el ,NUy ya

i
f . . . n .
que como 1 € [ 4] n [%, "—t—l] = J;_1 N J;; entonces existe una trayectoria

gi: I — U,,_, NU,, tal que
i (0)

Ca(l) = f(i—)

y sea h; : [0,1] — J; el tnico homeomorfismo “lineal” que preserva ori-
entacién. Entonces definamos f; : [0,1] — X para cada i € {0,1,...,n— 1}
por la regla

[
g

fi=f|,j'.°hi

es una trayectoria que representa el recorrido de f en el intervalo J;.

Las trayectorias fogi ", 91f165 ", .., n-2fn=29p1, n—-1fn—1 Son lazos y ca-
da uno vive en su respectivo U, pues

fogl_l ©0) = fo (0) = f'Jo (ho (0)) = fl_]o (0) = zo
fogi' (1) = 47" (1) =g:1(0) =0

91£i951(0) = g (0) ==

9ifi95 (1) = g5 (1) = g1 (0) = z0
gn—lfn—l (0) = Gn-1 (0) = Ig
gn—lfn—l (1) = fn—-l (1) =-(hn+1 (1)) o fIJ,,_H (1) = Tp

y como f;, gi, gi+1 toman valores en U, entonces también su imagen. Llamem-
05

ap = Jogr !
a; = gif, igi_.|-11
Un-1 = Gn-1fu—1

asi que oy € Yy, (7 (Uy,)) y ademds
Q= CQglyy * - Cep—1

lo que prueba el lema. m
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Lema 4.24. Sean Uy y U, dos conjuntos abiertos de la cubierta de X y sea
h:1—-U,

una lazo en xy. Denotemos como a € 7 (Uy, o), 8 € 7 (U, 30) , las clases de
equivalencios de h es sus respectivos subespacios. Entonces

P (a) = P (6)

Demostracion. Sea U, = Uy NU, que por hipdtesis, también pertenece a la
cubierta de X, ademds, h representa un lazo v € 7 (U, zy) entonces

o = oy (7)

pues
. Pur (7) = Pur [h‘] = [(Pv)\ (h)] = [h] =

y entonces por hipétesis tenemos que
pr (@) =propu(7)=pu(v)

y de manera analoga que
i (B) = py ()

v entonces
pa (o) = pp(B)

que es lo que queriamos demostrar. =

Este lema que nos relaciona nos permite ser un tanto “descuidados” con
la notacién sin miedo de ambigiiedades y podermnos denotar

p(h) = pr(c) = pu (B)
sin preobuparnos de haber tomado A como lazo en U, o0 en U,.

Lema 4.25. Sea §; € 7 (Uy,) parai=1,2,...,q tal que
W, (B1) s, (B2) b, (Ba) = 1

entonces el producto

p1(B1) pa (B2) -+ pg (Ba) =1
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Degnostracion. Sean

q g
un representante de 5; para cada i = 1,2, ...q entonces el producto

fi: [Z_lai] - Uy

f[ ¥ (Bi)

i=]

es un representante del lazo f : [0,1] — X que est4 bien definido por

Flpzr, g = £

fi (g—) =1y = fin1 (g)

y por hipétesis f es homotépico al lazo constante xy por lo tanto existe una
funcién F: I x I — X tal que

F(s,0) = f (s)
F(,1)=F(0,t)=F(1,t) =zp
esto nos induce una cubierta por abiertos {F~! (U,)},., del espacio métrico
I x I, sea ¢ su niimero de Lebesgue. Podemos dividir a I x I en pequefios
rectdngulos de didmetro menor que € como sigue. Escojamos particiones
{s:}i2,, {t:}.—; de norma menor que 7% tal que las fracciones £ € {s;}}7;

para cada 7 = 1,2,...,q — 1. Ahora introduciremos una notacién para varios
vértices, puntos y rectdngulos de esta subdivisién.

pues

Vértices:
v = (81, 15)
parald<i<my0<j<n
Subintervalos:
Ji = [si-1,8i]
K = [tia,t]

paral<i<myl<ji<n

129




4.5 Prueba del Teorema de Seifert y Van Kampen

Rectangulos:
R,gj = Ji X Kj

paral<z:<myl<ji<n
Bordes:
a; = Jix{t;}
bi; = {5} x K,
para0 <i<my0<jiji<n
'I‘I'ayectorias:

Ay Ji—=X
Bij : KJ-'-}X

Ay (s) = Fls )
By () = F(sit)

i

Para cada rectangulo R;; existe un Uy ;) tal que
F(Ri;) C Uy

y se puede pues el didmetro de cada R.,J €8 menor que £ por construccién,
Cada vértice v;; es vértice de 1,2 6 4 rectdngulos Ry; Sea U,;(,, 5 la inter-
seccién de estos U,y entonces

F (vy) € Upgi)
y por hipétesis, como Uy ;) es uno de los de la cubierta de X entonces
%o € Upig)

sea gy : 1 — Uy g) una trayectoria de xg a F (vy), si F (vy) = z entonces
g:; €5 la trayectoria constante zg.
Ahora sean

;= p(Gi-15A45;5") | »
By = p(%5144595)
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estdn bien definidas por el lema 4.24. Aseguiamos que para cada R;; se
cumple la siguiente relacién

ai‘j—lﬁi,j = ﬂi—i,jai,j (12)

para probar esto primero consideremos el homomorfismo “lineal” que preser-
va orientaciéon n de { x I a R;; y sea

Fij=Fon:IxI—Uy;
y apliquemos el lema 2.23 y obtenemeos que
Asj ~ By jAij-1Bs;

y entonces
Ai,j-lBi,j R Bi-—l,in,j (13)

; : —1 —1 -1
ademds las trayectorias gi-1,;-14i;-19:j-1> 9i5-1B8i39:; » §i-1,j~1Bi-1,9"1 j»
_1.;A5.,g; 3 son lazos, ademés cada factor vive en Uy sy asf que también su
Gi-1,4,59; 5 | s A(d.5) q
producto. Por la relacién 13 tenemos que

Gi1,i-1A55-10i1915-1Big 955 =~ Gi-15-1Bi-159i 5 j9i-15A:59;
v obtenemos que
[Qi—l,j——lAi,j—lg;:,_jl-qgi,j—lBi,jgile] = [gi-1;-1B '—1,j9;-11,j9’i—1,inJ9i_,j1]
y aplicando p,(;;) tenemos que
PxG) [Gi-15-1A0j-1905190,j-1Bi3957 | = PGy [Gi-1j-1Bim1591 ;9i~1, 40 595 ]

y ya que p es homomorfismo tenemos que lado izquierdo de la igualdad es
igual a a;;_18;; y el derecho es 1 ;o;; y probamos 12.
Ahora probaremos que

f[ Q0 — HP,\,G (ﬁk) (14)

k=1

notemos que g;_1,0, gi,0, Ai,0 viven en Uyg,1y, asi que
PAG,1) [9;'-1,0145,09'5701 ]
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est bien definido y ademds si definimos w (r) tal que sy = %, que existe
por la forma en que se construyeron las s;, tenemos que

Uniioy © Uy
paracadai=w (i ~1)+1,...,w(i) — 1,w (¢). Por el lema 4.24 tenemos que

P [9i-104109:0] = Py [9i-1,0440850 ]

enfonces tenemos gue

m m
]:[CL‘,;‘(] = HP,\@,G) [9i—104i0970 |

i= i=}1

q w(7)

= H H P26,0) [9«;~1,er,09;{£31]
F=1 i=w(j=1)+1
w{3)

q
= H H pa; [gi-1,04i0070 ]

F=1i=w(i~1)+1
g w{7)

— H H [9;4,0441‘,095,_01 ]

=1 \i=w(j-1)4+1
g w{i)
= HPA,- Ju(i-1),0 H Aip 9;(1,-),0
=1 = {j~134+1
ahora bien sabemos que para cua_lquier j tenemos que

Gu(i-1)0 = To

pues .
F (vugi-1y0) = f5 (1) = zo
y continuando la cadena de igualdades

m ] wig)
H gy = H £ H Aip
=1 =1 mw(i—1)41
g
= H PA; (B) ’
j=1
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y con esto probamos 14.

otemos que
Yin = 1 (15)
Boj = 1 (16)
fOmj = 1 (17)

para mostrar 15 basta probar que [g,-_l,nA,-,,,,g;‘” ,f] = [zp) lo cual es claro pues
como F (v;,) = F(s;,1) = 74 se tiene que g; = Zg; de igual forma. se obtiene
que gi—1 = 2o ahora A;, (s) = zp lo que muestra [gi_1nAin0 ] = [Zo] ¥
entonces 15. Podemos obtener 16 v 17 de ]a misma manera, sélo que usando
que F(0,t) = F(1,t) = xz,. '

Veamos ahora que
m m
]__I aiij_l = H ai,j

i=1 i=1

pues, aplicando 17 vy repedidamente 12 y por dltimo 16 tenemos.

m
Ilai,j—l = 0,102,451 Qm -1
i=1

Q1 410251 " " 'lem,j—lﬂm,j

Q1 i-1092,5-1" " Ofm—l,j—lﬁm—1,jam,j

= fo,j®,i02; " Cm,;

I

0y 505 - Omj

m
= Hﬂfi,j

i=1

y a partir de este resultado es claro que

™ m
Hﬂfi,o = I l Ctin
i=1 i=1

pero par 15, el lado derecho de la ecuacién es la identidad, as{ tenemos que

ﬁ&i,o =1

i=1

133
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y por 14
q
HPAk (Be) =1
k=1

que es lo que gquerfamos probar. m
Con estos lemas probaremos el teorema 4.3

Dermostracion. Tenemos que dar la existencia de una idnica ¢ que haga
conmutar el diagrama

™ (Uy) 2> (X)
prg /

lo podemos hacer de la siguiente forma, si tenemos que a € 7 (X) entonces
el lema 4.23 tenemos que

a =y, (a1) Ya, (@2) -+ ¥a, (o)
donde a; € 7 (U,,) entonces podemos definir
o (a) = px (@) pra (@z) -+~ P2, (o)

veamos que esta bien definido. Supongamos que

a =1y, (01) ¥a, (02) - P, () = 9h; (@) g (@) -+ ¥nr, (o)
entonces

1 = oy, (o) ¥, (0g) < -, (o) (g (0)) Wy () -+ -t (a:n))_l
=, (1) Yag (@2) -+ Yoa, (o) Wy, () ™ o=ty (@) ™ 9oag ()™

pero por el lema 4.25 tenemos que

1 = pa (00) prg (@2) - P, () o, (@) 7+ g () poag (@)™

=, (1) pag (@2) -~ o, (@) (g (@) ooy () -+ o, (@) ™
y de aqui que

P (1) 3y (02) -+ - o (0t} = pag (&) oy (0g) -+ - o, ()
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asi quesr estd bien definida, y es claro que hace conmutar el diagrama.

La unicidad de signe inmediatamente del lema 4.23, sea ¢ : 7 (X) — H,
que haga conmutar el mismo diagrama que o, y sea « € 7 (X ) mostraremos
que ¢’ (@) = o (). Sabemos que

a= [ ()
=1

entonces

o (a) = o (H’(b,\i (ozi))
=TI G (@)

=1

y por la conmutatividad del diagrama tenemos que o’ (U (@i)) = pa, (i) ¥
entonces '

7 (@) = [Lon(e)
~ o()
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