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INTRODUCCTION

bad 4

- EL teonema de Radon-Nikodym juega un papel fundamental en La teo-
ria modeh.ml de probabilidad; un papel que Le asigné Kofmogorov en su
histénico Ribro "Foundations of the Theony of Probability” (7)*. EL
teonma tal y como Lo usb Kolmogorov permite definin fa esperanza con-
dicional en su forma mis genenal; sin embargo, f£a definicién es pura--
mente descniptiva y no es clane el enface que existe entre La defini--
cién de esperanza condicional en el caso elemental, donde se tiene una
definicifn constructiva, y el caso general, donde fa esperanza cond{--
elonal es una derivada de Radon-Nikodym. Este "punio obscuro” se debe
principatmente al hecho de utilizan el feonema como un resubtado ajeno
a fa teonia de probabilidad. '

Con el §in de esclarecen el enface entre La definicibn constructi .
va y La definicifn descriptiva, daremos una vernsdién probabilista def -
. teorema de Radon-Nikodym, obteniendo asf una deﬁim‘.ci&ri construetiva -
de fa esperanza condicional en su forma mds genenal.

En el Capftulo 1 damos una demostracién del teorema de Radon-Niko
dym (su versifn en teonfa de La medida) y desarrollamos ef concepto de
"oondicionalidad" hasta Llegar a La definicifn de esperanza condicio--
nal em.su foma mis genenal.

En el Capliulo 11, con el fin de mostran que el teorema de Radon-
I\u.kodym no es necedanio para definin esperanza condicional, obtenemos
La definicifn A.Lgux.enda un camino distinto, wtilizando el feonema de -
nepresentacin de Riesz y demostrando fa equivalencia entre £as defini
~ cdones obtenidas.

tn el Capltulo 1I1 damos La versiSn probabilista del teonema de -
Radon-Nikodym y algunos efemplos {lustrativos.

{*) Los niameros (1),(2),... se nefienen a £as nefenencias bibLiogndfdi
cas. )




Debo aghadecen a Los Progfesones Enrique Valle Flores, Fernando A-
vila Munillo y Marco Antonio Valencia, por sus consefos y sugerencias
en el desarrollo de este tnabajo.




CAPITULO 1

En el desawvollo de este trabajo, consideremos fijo un espacio me-
‘ We (L, @), donde Q2 es un conjunto abstracto y @ es un o -campo de -
conjuntos de 2. En Q definiremos una medida; es decin, una funcibn
i(-l_-—)ﬁ tal que: '
i) p$=0
w pEA)DEA , Ael

Notal: Z AL sdignifdca Hk cuando A-\{\A.-_-_¢ M i), Se Loama —--
uniln ajena.
Si pAcoo ‘&Ae&,éemequpu nita. St todo comr

junto de G es unifn numerable de conjuntos en G,pam!;ozscua,tu'.u.—
es finita, se dice que pes o -finita.

1-1 Definicifn.- Sea X una funcibn medible cuya integral existe (posi--
btemente infinita). La integhal indefinida \§ sobre Qestd dada pon:
Qw= [ X8 = [x T dp

Noia 2: EE indicador {o ﬁunuﬁn Andicatriz) de A, es La funcifn caracte
nistica de A definida pon:

1-2 Definicibn.- Una funcibn conjuntista § definida en @, se dice p-
continua 84 pA=0 4anplica LQ(A)=0.

1-3 Proposdicin.- La integral indefinida de una funcifn medible e una
funcifn  p-conlinua.

Demostracifn.- Sea X= 1, y sea BEQ tal que fAB=0




Se tiene fa afirmacibn para indicadones de conjuntos medibles, En
e&caAocnquaqunaﬁuuudnAmeﬂe, es decin, x-f:x_,hl, '

had 4

K(e)= &a( Z::\ish-,\c!p : 2\“‘3\ Lyedt)=0

Si X es una funcifn medible positiva, existe una sucesiln (X 1 de fun-
ciones siples tales que X T X. Aplicando el teonema de £a convergencia
monftona obtenemos:

gioy=§ xar=)x fadp b YTy =0

se Liene:

En el caso genenal, descomponemos X en su parte positiva y en su parte -
negativa: X = X¥ - X'y obtenemos:

L“B\:SBXA}L = &E)’(*A\,, —-S%('A\_L =0
-4 Proposicibn.- Lo integral Wﬂ&mddo ed g -aditiva; es decir,
‘ p( i‘:\hs\f- EQ(M\
Demostracibn: ' |
‘ﬂj:m S XA\* S(“'i‘,m\ét* =§(x B3 )ap =

Rt i b

VR0 an =T oo Yay = ZSXA\L ﬁw,\

1-5 Proposicifn.- S{ X es una funcidn medible integrable (su .integral es
finita) estonces es finita c.d. y La integral indefinida es finita. Si
X no es integrable, perc no obstante es finita c.d. y pes ¢ -finita,
entonces La integral indefinida es q -finita.

Demostraremos La primera parte para el ecaso en que X es una funcibn
medible simple. La extensibn se sigue de La misma manera como s¢ hizo -
3 en (1-3).
| (*} X:NoR simple en este thabajo significa simple y medible. Es decin,
X {0} es finito y X' (B) e 54 BER .

R T e e



"
X=§‘°‘3‘A§ 5 S)(;}-‘-zg\;x';\"hﬁ(oo @I:\(oo c.d.

Pana La segunda parnte, descomponemos () en conjuntos A de medida -
finita y obtenemos que:
o0

wzw v VAn g X gvaanl

y cada témino de La doble suma es ginito.

1-6 Definicibn.- Una funcibn conjuntista g definida sobre Q., se di--
ce que es P-sdingular, 84 se anula fuera de un conjunto p--nubo, es de-
cin, 44 exdiste un conjunto p--nulo N tal que

Ws (AN‘) =0

1-7 Definicifn.- Una medida con s4gno es una funcibn conjuntista §;Q->R

tal que _ '
1) \ toma a Lo mds uno de Los valores:

2) Yigko
3 9@ An)= 200 | Ales |

1-8 Proposicibn.- Una funcibn conjuntista es una medida con signo 84 y -
A0Lo AL o8 la diferencia de dos medidas, de Las cuales al menos una es -

inita.

Demostnacifn: Sea Y una medida con 84igno y supongamos que toma a Lo mds
el vator +0 (queda excluido -o@ ). Sean puy P, tales que:
{Qm A QNS0

ALV
BT L wneo

RIS ((NYAY
(= )
Phe QA A O
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Es clano que Q¥ pq son medidas, P @4 finita y
| e
Recfprocamente, sean py yk-..&o.b m@ en O con Pa<es-  Entonces, fa
. juncibn conjuntisia \P= Mi-Pa es tal que:

L) @ toma a Lo mis el valon 4o
L) R(P)=0 {por sen }L.y”fn‘edj.da,s).
2d) QUTARY= I(EAR) - P T AR) 2 T A ~Lipeha =

PACTT VRN SR E DI TN

1-9 Teorema (descomposicibn de Hahn).- Sea § una medida con signo defi
nida en Q.. Entonces existe un conjunto DPeB tal que para todo Ae©. . *

QAMIZ0  y  W(ATH)EO

La demostracibn puede verse en (1) o (3).

1-10 Teonema (descomposicibn de Lebesque).- Si &a medida p. y La funcibn
& -aditiva \§ definidas en Q son ¢q -§initas, entonces existe una y -

4620 una descomposicibn de P en una funcibn conjuntista p-continua y
G -aditiva ¥, y una funcibn conjtiﬁtt’.éta p-singular y g -aditiva Py

-\Q: \Qc,'*' \q$

Ademds \§, es La integral indefinida de una funcibn medible finita X de-
tonminada p-c.d. A X se Le Llama derivada de Radon-Nikodym: 44
ap

Demostracifn: Puesto que (U puede ser considerado como una unibn numera
ble de conjuntos medibles afenos para Los cuales Y y W son finitas, su
pondremos que @ y - don medidas finitas.

Probaremos primero La unicidad: Suplngase que existen dos descomposicio
nes:

\-Q:LQC%-‘QS:\Q.C# \Q;

)

R e AT T —




entonces B.- W = ML-\ =0 ya que -0 es una funcifn -conti--
nua y G-\ es una funcifn  p-singular. '
Para ver que el integrando eXTA definido p-~c.d., supbngase que para ca-
da A€ Q.,

L]

TOEAR S R

Esto implica que X = X' e.d., ya que 84 B = pUX-X'>€]50 enton
ces §Cx-xyAp>0 . AL, Las afinmaciones de unicidad se cumplen -
&4 probamos fa existencia.

Sea & ta clase de todas Las funciones integrables no negativas X
cuyas integrales indefinidas estdn acotadas por P :

SAXAP' LR ITNY ; AeQ

@ es no vaclo puesto que La funcibn medxibte X=0 pertenece a @ .. E~-
xiste una sucesibn {X 1 contenida en & tal que
[ Xndp —> s’:&ﬁxa‘» sk < UMY <

Sea X' = S(ﬂrfk , de donde 0 <X ' T V= Sup X .
Sea

A DXp= Xnl  pawa n gifo y sea
N,:A. ’ Ru:#?..-.!f‘—‘ Aw

Ast, é‘Ah:\é‘l\‘_:ﬁ y para cada A€Q. ,
b w
. = : = Agap € N =
IR = ’?.-:-..\L,ﬁ“a“ Z‘SM: DR EL N

Haciendo n—y ooy aplicando el teonema de convergencia mondtona, tenemos:
jﬁyar cumy oy §yapo

Por Lo tanto, Y es un elemnto maximal de t} . Eata propiedad nos ayuda-
Al pana demosiran que
L?sz q - L?c 20 s

donde . es La integral indefinida de ¥, es |r-singularn.

_ Sea Dn+ D: una descomposicibn de Hahn para La funcibn conjuntista -
Linita y o -aditiva




entonces:
WADYEO  y WWADL)ZO M AcQ

Sea D = fﬁvn y entonces 0°= {'jﬂi AsL, parna cada A y todo n,
2 L X

0< N (AD) & K+ AD)
Haciendo n-»> oo se sigue que Y [AD] = 0 y por Lo Zanto
LQSQA‘ = \QS (Abe\ .

Puesto que
Y (A= QEAY - s LAD") € R(A) —Rs(ADD) |

4e sdigue que
],} Y43 T, )= RelA) + HRADS )< M(AY -9 (ADK ) £ MY,
AsL que
O+ ulg)ed
Pero esto contradice el hecho demostrado que
= ol = Swp X4
ya xifs P

a menos que pvﬁ = 0 . Por Lo tanto, todos Los conjuntos Dﬁ son p-nu
Los y asl Lo es D . Puesto que W) (AD) = 0 ¥ A, se concluye que \{,
es p-singubar. //

En el caso particular de una funcifn P p-continua, el rnesultado ante-
rior se reduce a:

1-11 TEOREMA DE RADON-NIKODYM.- 8¢, sobre @, La medida p y La funcibn
conjuntista g-aditiva \f son @ -finitas y P es p-continua, enfonces
$ es fa Anteghal indefinida de una funcifn finita determinada ph-c.d.

§




la integnal .indefinida de una funcibn medible X no necesariamente §i
nita es @-aditiva y p-continua, pero no necesariamente O -finita. -
EL siguiente teorema provee una extensibn del teonema 1-11.

1-12 Teorema.~ EL teonema de Radon-Nikodym nesulda vdlido sl La ginitud
de X y La Q-§initud de Y se suprimen sumultdneamente.

Demostracibn: Sea p una medida ginita, \p una medida p-continua en @ ,
® La clase de todos Los conjuntos medibles tales que Y es G -finita -
en B y sea

Sz Sup 8
Ses

Existe una sucesifn {B 3}, B <@ tal que
's'-"-""\_}*ev\

y por Lo tanio,
B: UBI\GB be | P’B"S

Si existe Ce @A ,Act}tal que 0 <\Q(c)¢oo, entonces:

3+l e ® , nCH0
4
SIp(RrC)=pB A pC>S

Por Lo tanto, méentras \§ es @ -finita en {BA, A €6], ¥ puede tomar -
s6L0 Los vakones 0 0 o en §{ B°A, A-¢Q].
Ademfs, es imposible tener
Re>0 gy WiC) =0
porque entonces B + C)e @ y tendniamos, como antes, S)S. Puesto que §
es  p-continua, tambin es imposible tener
PC=0 gy Qc)> 0.
AsL, para cada C € §B%A, A€ QY nos quedan dos posibilidades:
RC>0 ¢ Y€)=
(o)

MC=0 g 4ic) =0




En otras palabras, Y en § 8%, A€ @] u-&a&ntegmﬁmdeﬂwx.dadeuna
funcidn X =00 detferminada p-c.d. y por otno Lado, por el teorema ---
1-11, Yen { B4, Aeﬁ}uhmggmtwdeﬁ,cmdadeumﬂumanen-
B detenminada P-c.d. Estos valores de X en B y B® fa determinan en £

y para cada A € Q,
= | xdp 4| Xdp = WIAR) { Q(ARY) =
§ xar j“ b+ § Xan )+ Q(ABY) = Q(AY |

CONDICIONALTIDAD

Sea { 1, G, ) un espacio de probabilidad, & c @ un G-campo.

Defininemos probabilidad y esperanza condicionales empezando por ef
easc mds simple: Probabilidad del evento A dado el evento B, esperanza --
condicional de una variable aleatoria X dado ef evento B; Luego el caso
Pdado e G -campo ® ", cuando @ es el @ -campo genenado por una parn-
ticibn numenable de L2 y por Gltimo el caso general (@ cualquien sub-

G -campe de & ). )

1-13 Definicibn.- La probabilidad condicional de un evento A dado un e-
vento B no nulo, denotada pon PBA, se define por La nelacidn

PlAB)
P(8)

PBA =

> PB£O

Pp es una medida de probabilidad en Q. y podemos hablan del espacic de -
probabilidad (£, Q. ).

1-14 Definicibn.- La esperanza de una variable aleatoria X en el es

pacio de probabilidad (£, Q, ), 4¢ denomina La esperanza condicional

de X dado B y se denota pon
Eo X =) XdP,

10




Peno como PB = 0.en {ABG, AeGL] , tenemos:

EgX =§-Xa0
y coma Py =~$—BP en {AB, A e @] , ftegamos a
L
EgX =5 ISP .
En particulan, _ _
PB-Ea1, ={ 1,47 = Plre) B
3
La esperanza condicional | y probabilidad condicional) adquiere su g
significado completo cuando se Lnterpreta como valones de funciones de fa 3
siguiente manera: EL nimerno EgX se asigna ya no a B, sino a cada elemen- A
2o de B y simifarmente, EBcheaAigmacadademento de 8°. i
A

AsL, considenandc el @ -campo @.-.—igf, B8, B'; ﬂl' queda definida -
£a variable aleatoria: :
EEX = (EeX )1y + (B X) 1

Mas genenatl, sea iBj] una pa)uuudn numerable de 2 y dea @ el G -cam :;‘
po generado poxr esta particifn. Consideremos fa funcibn elemental

®
E X _E‘JKEB&X)XEJ ) ] Ywavrnecobig ,XEE
donde ¥ es La familia de Las variables aleatlonias cuya integral existe.
S{ algunos de Los B; son nulos, Los conrespondientes valones EBJJ( - .

estdn indeterminados. Asf, EBX no estd detenminada en ef evento nulo el
cual es La suma de Los Bj nulos.

Considenando esta posibilidad y La definicifn de Eai)(' , LLegamos

11




1-15 Definicibn (Constructiva).- La funcibn elemental ESx definida --
P-c.d pr '
8, .V (A
B X = §3 ( 0 SBiXA?)KBJ N XGE

es La esperanza condicionol de X dado @

Particulwizando a indicadornes, definimos La funcibn ® -medible -
A =E%1, | Ao fa cual send La probabitidad condicional de A
dado @&

En Las definiciones anterdiores decimos, "dado el « -campo 8 " y
no "dada fa panticibn. § Bj} " ya que E% determina £a esperanza condi--
cional de X dado un evento no nubo anbitrnarnio Be® . Obsérvese que 44
B es no nulo, existe K< J tal que

8=2, Be
RelK

3
PBE,X = [0 = X[ XaP =3 Po,E, X ={(E%\0p

AL, 8L PpBzPB N Be® « PR>0 , 4a expresitn de La derecha
vendrd a sen §(E9X)dPq , mientras que La expresibn de La iz --
quiernda sabemos que es ngap

Hemos ju.&téﬁk‘.cado La terminologia, pero ademds hemos cobtenido una
pwpiedad de La esperanza condicional que perumite caracterizarba, como
veremos enseguida. N6tese que E®X es una variable aleatonia @& -me
dibe.

1-16 Proposicifn.- S{ Y es una variable aleatoria @-medible tal que
Jovde = xap % Bew

entonces
PLY=E®x]1=1\

Demostracibn: Si el evento B:1Y< E®X]Je® fuera de probabitidad posi-
Ziva se tendrnia:

12




— -

Por Lo zanto, PLY < € x}=0 . Similwmente, PLY SE®x]=0./.

Esto nos LLeva a "redefinin" {(ahona descriptivamente) La espenranza
condi{cional nespecto a un G -campe numerable (generado por una parti--
cibn de £1 a Lo mas numenable}.

1-17 Definicibn {Deserniptival.- La esperanza condicional €% de una va
niable aleatoria X € E  es La (nica variable aleatonia ® -medible -
que satisface La relacifn

{xae =1 (%% % sec®

donde ® s generado por una particibn a Lo mds numerable de 0} . la
unicidad es en el sentido de que*existe otra variable aleatonia ®- me
dible Y que satisfaga esta relacibn, entonces,

PLY#E%X]1=0 .

EL siguiente paso es extender fa definicién de esperanza condicio-
nal af caso en que el sub- @ -campo 63 no necesariamente es el @ - cam
po genenado por una particifn numerable de £1 . Lla definicibn que cld-
sicamente se extiende es La definicibn descniptiva (ver (A)Y ). Una -
manera de Loghan tal extensifn es utilizando el teorema de Radon-Niko--
dym. Otra posible forma de extender La definicidn es uiilizando el teo
nema de representacifn de Riesz para funcionales Linecales acoladas en

v (n,e.,e).

Para §inalizan estfe capitulo extenderemos fa definicifn de esperan
za condicional, justificando tal extensifn por medio def teonema de Ra--
don-Nckodym.

1-18 Definicidn.- La espernaza condicional ( €E®X) de X € E dado & -
es una funcidn @ -medible deginida P -c.d. por La nelacién

13
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S‘B(EBX—}.APG: SBXA? , De®

Para justificar La definicifn, obsérvese que fa integnal indefini-
da \§ de X, es ¢ -aditiva y P - continua y por Lo tanto, su nestric--
cibn Ypa ® es @ -aditiva y P -continua. Aplicando el teorema -
de Radon-Nikodym extendido [1-12}, La funcibn @- medible E% existe y
estd definida P -c.d.

En el caso que Yges G- W, aplicamos el teonema de Radon-Ni
kodym (1-11) y en este caso, €% es finita excepto en un evento nulo an
bitranio perteneciente a ®

La nestriceibn de B® a fa familia Yo de indicadones de eventos es
La probabilidad condicional dado ® y se denota por ©®. Enotras pa
Labras, % es una funcifn en O cugos valores son funciones - medi-
bles PPA definidas P -c.d. pon P®A=zE®Is o dinectamente por

§ .\ PN IR, = \ SEPINVAR, = | JadP=ag).

14

W oE TN F S e ek Mk W R M M YR Mk be mmom e




CAPITULO I1

-~

En este capltulo definiremos esperanza condicional a través def teo
rema de nepresentacibn de Riesz pana funcionales Lineales acoladas en --
v (0,8,0). Demostramos primeramente el teonema, definimos esperanza
condicional de una variable ateatoria en U (£1,8,P) y extendemos La de
ginicidn al caso genenal.

2-1 Definkcibn.- Sea (L1,Q,1) un espacio con medida. Defininemos L(0,8,0)
como el espacio de Las funciones Q. -medibles X para fad cuales.

I\lec\.r <00 , 1<Pgo0
Si {n, e, P) estd §ijo, escribinemos simplemente L¥ . | :

Considenando iguales a dos conjuntoa-que digieren en un confunto -
p-nulo damos La siguiente definicifn.

e T

Sea S el conjunio de nfmeros reales o tales que
ply™ (o, =]]=0

2-2 Definicibn.- Deginimos en \f(_ﬂ_) Q, 1 una noma porn medio de fa - !
nelacibn o ' + g
[ 4 A

\\x\\gU‘"‘AV} E

2-3 Definiciones.- Supbngase Y: 0 —10,01 e _medibee. j
¢

y sea = in§ S. Puesto que .
Y'(p,o)= U Y (pah o)

y puesto que La unibn numerable de conjuntos de medida ceno, es de medi-
da cerno, B€S. A P se Le denomina el supremo esencial de Y y se denota
P = sup esa VY.

S¢ X es una funcifn Q -medible, se define W W, por Larelacidn:

TR -

RS

X W = Ang e ix\

15




\T(ﬂ) Q, ) denotard el conjunto de Las funciones X Q.- medibles £g-
£es que
Xy <0

" A fas funciones X € (0, @, ) se Les denomina esencialmente acotn
das. =

2-4 Proposicibn.~ Si P es una medida §inita, entonces:
R L€ P<q o0

Demostracifn: SL | < P9 <co entonces:
IxiP< L+ i}

Integarando ambos Lados de La desigualdad y pon La monoonta de La inte-
ghal se Liene:
I‘X\vc‘t" < rg_Q_ » K\X\qér

de donde se deduce que i X€\} entonces X eff
8¢ Xe€ I entonces, '
_ e o
o0 > p AL (pwg aariX\) -}-S x4

2-5 Definicibn.~ Sea E un espacio Lineal. Un producto interion o produc
to escalan denotado { X , V), es una funcibn definida en el producto --
E x E y con valones en campo de escalarea W tal que:

i) (X +BY,Z)=dlx,2) +p(Y,z) V¥eL,BeR wXyekE

i) (6, y)=(Y,x)
ii) X#0 = (X,x)>0 .

Nétese que &4 E es un espacio con producto interion, E se conviente en un
espacio nonmado definiendo _ \
Xt =(%,X%) N Xet

2-6 Definicibn.- Un espacio de Hifbert es un espacio £ineaf con produc-
to interion que con £a nomma inducida es de Banach.

Observacibn.- La nowma definida en L® , induce una métrica para el espa-

16
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cio If deginida pon
d(":)’*‘“ X")’“p ﬂ' X,ye\‘_’ 3 \$?-‘.-.00

.2-7 Definicdibn.- Decimos que {Xn} ’ Xn e1f converge en I a X, &4

Bx, - Xlp—0 cuando n>o y escnibimos X LEs X,
pos . » | 4 .

2-8 Definicibn.- Decimos que ixnl , X, el , cowerge en La p-Goima
media a X (X, 2, X) st

En Lo sucesivo 8680 se considerardn espacios de probabilidad ----
( L, Q,P) y esenibiremos EX en Lugar de fxde .
Nota: Lla convergaencia en L¥ es equivalente a La convergenacia en fa -
p-&sima media.
2-9 Teonema.- EL espacio tf(n , &, P ) es completo.

Demosthacibn: Sea X, una sucesifn de Cauchy en LFin, e, P);
‘Xm?_x“\-Lo

Por La desigualdad de Markov,

de donde \X, - X | £, 0 y entonces
X, —£> X

para alguna X € L.

Existe una subsucesifn xn, tat que:

K > X,

Puesto que
S\xw\-xW ¥ —>o
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cuando m, n'—se0 , 82 sigue pon el fLema de Fatou (Royden pdg. 226).

S\XM—X\Q.‘Q L;V’V;\;M}\XW\—X“\\?—“;O cutmds A
_pon Lo tanto, X %> X.

2-10 Teorema.- EL espacio L* n,e, P ) es un espacio de Hilbent con
el producto interior dado pon

{X,Y)=E(XY)

Demostracifn: Las propiedades del producto interion, se obiienen directa
mente de fas propiedades de ta integhal. Por otno Lado, L2 nonma induci-
dapoadp/wduotouzwonummnmademdapamL , asi que por el
teorema anterion, L* es de Banach.

2-11 Definicibn.- Una funcional Lineal en L° o8 una funcion F: 1F>R
dal que
Blx ABY)=FX) A FLY) ¥ XY ¢, w,BeR

F es continua 8¢ F (X} —>F(X) cuando X Lo, x

F es nonmada o acotada 44 existe M < oo , independiente de X,tal que
{0} < MUK |

La nowma de F es el ndmero dado pon £a nelacibn

- FOO - pog \RGOY
WEN= 4»0 Wxi \\X\f:&
2-12 Definicifn.- En un espacio Lineal H con producto interion, dos vee-

tones X, ¥ son ontogonales 8L { X, V) =

Para todo subconjunto M de H, ef conjunto Mt de vectores Y que son onto
gonales a todos Los vectones X € M es el suplemento ontogonal de M.

2-13 Teorema.- Sea H un espacio de Hilbert, M un asubespacio vectornial --
completo |de Hilbert). Pana cada X€H, existe un punto y 86Lo uno ----
V= Py (X) | tal que

W -yh =a0wY,

18



EL punto ¥ = Py (X) es ef dnico punto ZeM tal que X - I es ontogonal
a M. La aplicacibn X —>> PyiX] de H sobre M, es Lineal, continua y de
norma 1 84 M # {0} 5 sundd¥er M'=T)'(0) es ef subespacio ontogonal
a M.

Demostracidn: Sea ol=d(%M} por definicifn, existe una sucesifn {}‘n\de
puntos de M tal que

fim IX->ullzot -
N -0 4

demostraremos que 1Y} es una sucesibn de Cauchy.

Aplicamos {La propiedad del paralefogramo {vdlida para todo espacio con
producte L{nterion): | -
R v+ i 4 W - v W= 21wt o)

para el caso o= X —Yn 5y W= ¥ = Yo y obtenemos:
W Yo = Yor Wz 2K = Yo W+ WY ) -2 = O

Poro L (Ye-Ya)e ™ de donde WX ~% Ve~ Y)W 2o
luego, 84 N es tal que para m 2 N, Wx—Ya X" & o*4 €
se Liene,

WY =Yl < HE  posn am3W, 2N,

Pon Lo tanto, {Vm'i es de Cauchy y como M es completo, iVm\ converge

ay &€ M para ef cual
“X"'Y“: A(XJM) -

Ahona supbngase que V' € M es tal que UX-Y'W=d(X,\m)
Aplicande La propiedad del paralelograme al caso
P, XY
obtenemos:
Ry -y W= Qe —AWX -3 (Y FYON

Y puesto que
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sYayyem, Wy-yvitzo |
es decin ¥V = ¥V,
Sea Ahora, Z#0 un punto cualquiera de M. Tenemos:
UX—(YAAR)W D™ ¥2AF0

ApLicando fas propiedades del producto interion obtenemos
—2a(x-Yy,2) + XU=W S0 N2A{o

Si (X - ¥,2) #0, Llegarfamos a una contradiccifn escogiendo convenien-
temente a A . En consecuencda, :

X -y,2)0
de donde X - ¥V es ontogonal a M. Sea V' € M tal que X - ¥' es ontogonal
a M; entonces para TF# 0 en M se Liene por el teonema de Pitdgonas:

WX = (Y a @) = -y i* vued

Y esto demuestra que Y =V' en virtud de £a caracternizacibn de V.

Esta altima caracterizacifn de V= Fy(X] demuestra que Py et Lineal,
pues 84 X -V y X' - V' son ontogonales a M, entonces AXR-AY

e4 ontogonal a M y también Lo es

(XA4%X)~(YA+Y'Y= (X=YY 2 (X -7) ,

En vintud def Leorema de Pitdgoras,se tiene
T
X W= WO, W A WX =R O0W,

Lo que prueba que P, (X) €WKW\ y por Lo tanto P, es continua y tiene
noama € 1 {ver Dieudonné pag }, pero porn sen Pu{X} =X para X e M,-
se tiene Byl =1 44 M no se nreduce a 0.

La definicitn de P, 4mplica que M'z PHO) estd fonmado por Los-
vectones X ontogonales a M. Ademds, porn sen
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X= B +(X-Ru0) 4 X-Rux)e™W
se tiene : H=M + M',° o
Finalmente, s{ X &€ H e ontogonal a M' se tiene en particulan

(X, X -Px))=0 ,

pero también se tiene
(R(X), X -Bu))=0
porn Lo Lanfo,

W -Rool=20 » es decinr, X=Bulx)e™M -7/

Nota.- A La aplicacidn Lineal R, se Le denomina La proyeceibn ontogo-
nat de H sobre M. .

2-14 Conolanio.- Si M# H, existe Y e H, V# 0 al que VLM
Demostracibn: Sea Xe(H - M) y sea ,

2-15 Teonema.- Sea F una 5unulon&£ Lineal continua definida en un espa-
cio de Hitbent H. Entonces existe Y € H dnica iaf que

F{X) = (X,Y]).

Demostracitn: S{ FIX) =0 N X € H , tomamos Y = 0. De otrz manera, de-
§inimos

M=i)(\ FLX):O}

La Linealidad de F demuestra que M es un subespacio y La continuidad de

F muestna que M es completo.

Puesto que F(X) :f; 0 para algin X € H, el corolanio 2-14 asegura que M -
contiene puntos distintos de ceno. Por Lo tanto, existe T € MY con WzW=A
Sea am=F(X)Z-F(zZ)X.

Puesio gue
Fl) = FOODEZ) - FO)=0
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tenemos que M-&M ¢ en condecuencia
O=(x,2)= FUx)(z,2) - FL2)( X, 2)

= Fe) = FOO(Z,2) = Fz)X, Z),

Hacemos V= x 2 con o= F(ZY,

Para probar La unicidad: Si (X,Y)=(X,¥') N Xef, sea
Z=VY-y';
Entonces (X,Z2)=0 \‘XGH;enpafuticuEa)L, (2,2)=0 y por Lo tanto -
Z=0.

2-16 Proposicién.- Una funcional Lineal en un espacio nonmado es conti-
nua A% y 86Lo 84 es acotada.
Demostracidn: Sea F una funcional Lineal. S{ F es acotada,entonces es -
continua puestfo que

iFLXn)*FlX)\'—'\FLX“'X“"‘- MUK -XE=>0 omda Wxa-X1—0.

S8{ F no es acotada, entonces no es continua puesio que para foda n exis
Ze un punto x, fal que

‘ F(Xh“ > i\
¥ haciendo '

Y :’_Zﬂ..._
“ i xa\

tenemos |F(Y | > 1 mientras que
WYull=y —0 ./

En base al teorema 2-10 y af teorema 2-15, tenemos el siguiente ne-
sultado, que es el Lfeorema de nepresentacidn de Riesz para funcionales -
Lineales acotadas en L*.

2-17 Teonema Sea F una funcional Lineal acoiada en L*(01,Q@,P) . Exis
te un elemento Gnico ¥ & L*{ 01, Q, P} tal que

BO= Joonnd® ¥ xe 0(,6,P),

Vamos ahora a aplicarn (2-17) para definin La esperanza condicional.

Sean Xel'(N,Q,P) , B un sub- G -campo de Q. y F:(Q,6,P)>R

72
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definida por

F(2) ‘-‘j(xz)d? )

Porn La Linealidad de La integral, nesulta que F es Lineal y por La desdi-

" gualdad de Schwarz,
(FLzn < ixanzi

nesulta que F es acotada. ApLicando ef teonema 2-17 se sigue que existe
vyel’{Q, ® Pl 1al que
FZ)=[(z)dP % zeB(Q,8,9),

es decin,

foxzyae ={oraae
En-panticulan, 8L 221y, Be® ,obtenemos:

- Jxae=fve vece .
Sea X positiva [no necesaniamente integrable) y sea
X, = min(X,n)
Es ctano que X, ¢ [*(£,0,P) v X 1 X. Para cada X,, existe ¥,€L10,8,P)
tal que: ’
: SSX“AP :jB‘I“AP ¥ 8e¢® y Plosy, é Yau )=

Se sdgue que existe una variable aleatoria V< N, &, P) tal qua --
P[Vnt Y}=1 y,aplicando el teorema de Lo convergencia monftona,

SX&Pz IYAP N Be® .
B %

Ahona, en el caso en que X=X" - X es casé integrable, pon Lo -
menos una de Las variables aleatorias positivas X' o X o4 integrable-

Y, por Lo tanto, al menos una de Las variables aleatorias positivas y
& -medibles Y, o Y_ tales que

SBX*AP=53Y+AP , sz-a%L‘LaP N Bec®
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24 dntegrable. En consecuencia, Y=Y, - V_ ‘eé'td definida casi dondequie
na, es @ -medible y ademas, '

e =fye 4 ecs

La siguiente proposicibn nos demuestra que La funcibn ¥ obtenida an
terionmente, es fa esperanza condicional con nespecto a ® de La varia--

ble Xde La definicibn 1-17.
2-18 Proposicibn.- Una variable aleatornin ® -medibfe Y es La esperan-
za condicional con nespecto a ® de La variablfe aleatoria X &4 y 8dlo &4

x(zx)AP =S(zy)¢\?

Demostracibn: S{ Y=E® , ta definicibn 1-17 nos dice que
S(zx}A?:S(zy)c\P

siempre que Z=Tg , Be®. Pon Lineakidad, se obtiene La iguatdad para

Z variable aleatornia s.imple positiva y medibfe; por el feorema de La --
convengencia monftona,se tiene ef resuliado para el caso en que 7 es una
variable aleatornia positiva y @ -medible.

Observese que,en [ 0,6.,P) ,la esperanza condicional no es mds -
que La proyeccibn de L ,@.,P) en su subespacio de Hitbert (N1, ®,P)
Esta popdad permite definin La esperanza condicional en Li€L,Q., P) -
(ver por ejemplo (8)]).

Lo anteniorn se justifica ya que 84 Y = PL,L n&é entonces
al veliQ, ®,e)
b) j(x -Y)ZdP =0 o I[XZ]dP = IIVZ)dP N 1e¢f(Q,@,P).

ESPERANZA CONDICTIONAL DADA UNA FUNCION

2-19 Definicibn.- Sea ¥ una funcibn de {,3,P) al espacio medible --
(S, Q). Deginimos Los G -campos inducidos pon ¥ en X' y LY, respec--
tivamente,de La siguiente forma: @‘-, @  es el ¢ -campo de todos Los
conjuntos de @ cuya imagen inversa bajo V son eventos (€ Q.) y By &4
el @ -campo de esos eventos. Py y R, son Las probabifidades inducidas -
por ¥V en 8 y &), nespectivamente definidas por
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PyB=PB , Be®y; PB=PE 4L B'e®, y B=V(B').

S e=8, , escnibirenps E'X en fugar de % y a EX La Lbamare-
mos La esperanza condicional de X dada ¥ . Para justificar fa terminolo-
gla, demostraremos que efectivamente, E'X es una funcién de La funcibn V.
Pana ello usanemos el siguiente resulfado.

2-20 Proposicibn.- Pana toda funcibn numrica medible g definida en [ £,

e. PI); v L3
L j;;&?, =j‘;swmt’, s> Be@ ,a:y'(e),

en el sentido que &4 una de Las integrales existe, existe La otra y son-
Lguales.

Demosinacibn: Sea g=1, , A< @;, .Tomamos A =Y YA’} y obtenemos g{V) = I,
de donde '

LIA. 49 = B e =Ruw = | 14

Si{endo vdbida para indicadones, La {gualdad es vdlida para funciones g-
simples y,por el teonema de fa convergencia monbiona,para g medible no-
negativa. La agirmacifn se sigue descomponiendo fa funcifn g medible en
Au pante positiva y en su parte negativa.

2-21 Proposicifn.- La esperanza condicional de X€ E dada ¥ es una fun--
cibn de La funcidn V.
Demostracitn: Si \§ es fa integral indefinida de X y @' en G:, esid
definida pon

yis') = \{{B) , B'e ® , B=Y 18"
entonces ' es G-aditiva y B -continua. Aplicamos el feonema de Radon-
Nikodym extendido (1-12) y deginimos una funcibn medible g en (Q,@) por

[24%) = Q@) = [xae

Puesto que

jaxav = L(’E‘x)q\? ,

se sigue aplicando 2-20 que
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L‘SLY) A’P\,:- js"SA?,‘ "-LK'EVXBA? ]

Pon Lo tanto, Eas integhales indefinidas de Las funciones ®ymedibles
gl¥) y E'X son fLas mismas, y asl, La afirmacibn estd probada. //
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CAE'__';:TULO 111

En Los capltulos anteriores, definimos La esperanza condicional.
en su forma mds genenal auxilidndonos de dos nesultados “ajenos" a La
teornfa de probabilidad: EL teorema de Radon-Nikodym y ek teonema de -
nepresentacibn de Riesz, '

En ambos casos, fa definicibn obtenida es puramente descriptiva:
Pana toda X€ E existe una funcibn (B-medibfe EDetal que

jéEGXIdP = IBXdP ¥ Be® oo 5-1

Esta deginicifn se obtiene como una generalizacién de La definicidn de
esperanza condicional en el caso elemental:

B = ?‘Eej"”aj e Y

donde {Bj} es una Mdn a Lo mds numenable de ) que genera a ©,

Consideremos La definicibn de fa espenanza condicional como se -
obtuvo en el capliulo 1 (La esperanza condicional es una derivada de-
Radon-Nikodym). No es §dcil "ven” fa nelacifn que existe entre £a de-
§inicifn en el caso elemental (3-2) y fLa degfinicidn en el caso mas --
genenal (3-1)

Para esclarecer el enface que existe entre (3-1) y (3-2) enuncia_
nemos y demostraremos el teorema de Radon-Nikodym como un teonema de-
probabitidad, obteniendo de esta manera una definicibn constructiva -
de La esperanza condicionalen su foruma mds general.

W3

Versibn Probabilista del Teorema de Radon-Nikodym.

Sea [ £, O,V un espacio de probabilidad, @3 un sub-a -campo de @
g Y una funcifn @ -medible de SL a [-00,00] cuya integral exis-
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te. Considénese el espacio de probabilidad {'Q) 8, 1) donde Py es La nes
thiceidn de Pa ®& y La funcidn confuntista P deginida por '
e)=| VP | ge®
8
© Recuérdese que ) es @-aditiva y Pe-continua.
TEOREMA.- Existe una sucesifn creciente § 8, ; n<1,2,...%  de sub- o -
campos de B , cada uno generado por una parnticién numerable {Bnk; k=0,

1,2,... % de £} Zal que fa sucesibn § Esnv} tiene un Limite puntual
F, satisgaciendo para todo Be 8,

j B( E@\n YT, —->I :A’Pa Y L} & y)A’P@ —»jg&? =Y(e8) |

AsL, E®Y existe y es el Limite de esperanzas condicionales definidas cons
Zructivamente. :

Demostracifn: Probaremos el teorema para Y no negativas, puesto que en el-
caso genenal podemos toman 8y =& - E®y. '
Sea La familia de medidas con signo

- Fe{g-at ;A>0}
Pon el teonema de descomposicibn. de Hahn, existe un conjunto Ay €8 tal-
que para cualquier Be® , '
BC Ay => [ §-x,){B)20
Bo Ay => (|-a€y) (Bl 0

o equivalentemente,

BeA,—> jsmp 7 olP(B)

Bo A = IanPS, oAP(B) .

Por supuesto, £os A 's no son dnicos [ver teorema 1-9). Sin embargo, pa-
ra una coleceidn numerable de of's (usarnemos ef conjunto {% ; k,n=0,1,
2,... }) podemos escoger Los Ay de tal manera que sean crecientes. Em-
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pezamos con cualquien sucesibn { ALY y definimos
Au= A7 - L) A - AD)
V<
Esto es vhlido ponque P{AY - Al)=0 54 w>v . Ademds, puesto que Y20,
podemoA toman A=) . Sea A, el Limife [{nterseccifn) de fodas nues -
o (PlAwg) =0784 YV es integrable) y nétese que Ay es Lambiln ef Li-
mite de cada subsucesifn

A_%n; h=0;1,...} .

AsL, para cada n,‘ La sucesdidn
(B..:{B“R:A%;.— A%s“ ; k=0,1,...; A,;j

es una particibn @ -medible de

Ahona,Las esperanzas condicionales de ¥ dade el @ -campo @, don-
de ., es(abusando de fa notacibn} el O -campo generade por fa parti -
edlbn @, esldn dadas pon:

Cuy
£y -g?(EMV)IB“E +ooly

donde

EL hecho clave es que para cualquier BE@®

puesto que

Siendo Las ®a encajadas, concluimos que { EG“V} converge puntualmen-
te a una funcibn @ -medible F satisfaciendo para cada n y k,
REPLF € (Re1)27" en By
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Si P(BARI >0,

(E®Y)dP, =oo= deP = [ var
L ¢ 8 .L_, 2

mientrnas que AL P{BAp)= 0 , se verifica que

HB(E@“Y_ ~F)af | € % jaéf“*/ -7 \df, =

2oL gy -Fld%g 7 2mpiemaee”
R Benp_ R

J

”B(Een\/ -Y)4e \: \Zn: Hh:g&%é]ﬂse@ 'éss‘ﬁ: \é

A SIS LA

Como un easo parnticubar, consideremos (3=GX) donde X es una va-
niabee ateatornia y G(X)= {X "(A) : A es un Boretiano} .
Sea B.l:x"[}ﬁ ’ 5:—\‘-] y sea @, el g-campo generado pon La particién-
de 01 {Byy ik=0,1,...}

Definamos
Xn:Z
R
la esperanza condicional de una variable ateatoria ¥ dado X, E{V]X,},

e el caso elemental ya que @ (X)) estd generado por una particidn-
numenable de L1 y asf, obtenemos La definicifn construetiva:

sls

l[ﬁsxsm]

E(YIX)= LimE(YIX,)

Ny
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Considenemos el caro especial de probab.ibidad condicional: Reem-
plazamos Y por Ipy, o donde B ws algdn conjunto de Borel y E(VIX) se -
neemplaza por P(VeBIX). Para el caso particular P{YeB|X=x} (EL valon
comin de P{VeB|X) en el evento X 1{x})),tenemos fLas tres definiciones
siguientes:

P(YeBlX=x)=Lim P(VeB|Xy=x,) , =------------ (3-3)
N ’

donde fas X, son funciones efementafes que convergen a X c.d. ¥ x, es
el vaton de X, cuando X=x. Porn ejemplo,

er Zé(‘-%)l[%\s X <. R;&']

Xy |
50y e mn)
Otna posible definicifn es:

P(YeBlX=x}=Lim P{VeB| xsXgx#h] ----------- (3-4)
h->0

La tencena definicibn se aplica al caso en que Za distnibucibn conjun
ta de X y ¥V es absofutamente conlinua con respecto a fa medida de Le-
besgue, es decin, para alguna densidad F,

P{XeA, V&B) = ”F(x,yldxdy
Axg

para cada nectdngulo de Borel AXB . Lla definicibn es:

F
P(VeB|X=x]= L(x,‘s)clg S (3-5)

Pana justifican La tercera definicibn:
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P(YeB|xx)= fim PLYBI e X $3x00)
—- >0

= L j;:: (J\g(%%&)é}h -
h~o J (S:;UL,%)&%)AJL

ax

Ak

o AL (o).
W0 T‘n‘ﬁh(rﬂws}a d ‘
Y Jap

a
Si jaF{u,y)dy es continua en u cuando u=x y FX(u)=j Flu,yldy es
-G .

continua en u=x obtenemos

J Flouwdy
Be ()

P(YeB)X=x)=_-

EJEMPLOS TLUSTRATIVOS

1.- EL problema de La mejon elecceibn. Se tiene una baraja de n carntas-
distintas (pon ejemplo n=52), fas cuales estdn anbitraniamente ghadua-
das. lina persona, extrae Las cartas una por una e informa solo una co-
sda: la canda extralda es. o no es"la mejon hasta ahona". Oyendo esto, se
debe decidin .inmediatamente 84 se acepta ¢ no La canta. Se puede escogen
a Lo mis una canta y 4e gana i y 8680 a4 La canta escogida es La mejon
de fas n cartas.

Para n ghande, puede parecer que Las oportunidades de ganar son -
muy escasas, perno esto no es asl como Lo demuestra La siguiente solu--
eidn.,

Se escoge un eniero k entrne 1 Yy ny se usa La sdiguiente estrategia:
Dejan pasar Las k primeras cantas no imponta cuales sean. Después tomar
La primena canta, La cual es La mejon hastfa ahona. Sea B el evento de -
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"ganan ef juege” y pana £i=1,2,...,n , sea Gy el evento que fa mejon de_
Las n carntas es Ea {-8sima, Nbtese que en G, para L>k se gana 84 y 50680
54 £a mejon de Las primenas {-1 cartas estd entrne Las primenas h.Enton-
ces se tiene que o

R®)= zP(B\G.)P(e) ZP(B\GQPLGD E(—r-J(

Rusicwn Rl &N
Para k- uta probabilidad es al menos L ‘* , no imponta que Zan grande
sea n. Et valor Optimo de k=k(n) satisface
- .-‘
T eyt
Reidn, Relawn 2
de Lo cuat concluimos que
Rin) - -

2.~ Problema de Diagnosiico. Supbngase que una persona puede tener una
y 4620 una de fas enfermedades en ef conjunto A=%S.,8.,... %

[ §, pana safud perfecta’). Sea ¢ un sfntoma (o coleceifn de sfntomas).
Una persona escogida al azan tendnd fa enfermedad &y con probabilidad
Qf &i ) 4guat a La gnecuencia nelativa de La enfermedad en fa poblacién.
Las probabilidades condicionales, R(S LS;), Sesf, donde € es wn @ -
campo de subconjuntos de Z. (el conjunto de sintomas) se conocen pox
medio de estudios clinicos. Lo dnico que un médico observa es algdn -
sintoma @, con Lo cual 68 trata de diagnosticarn al paciente su condi-
cifin; es decin, trata de evafuar Pl &ilc).

S¢ Y, es numerable, esta probabilidad esid bien definidas
Ps\e)= Biam)

&onde
PUEO=AWRIS)  , PE=LASRGLY) .

8L 7, es no numerable, definimos en el espacio medcbﬂe
(2, 8)=(ax%, 2°xL)

2a medida de probabilidad
PLEx5) = ALSIR(SIS)

Adentificando PIST ) con P Sxiol) y P{a ) estd dada ponr:
Plo)=7 P1s3x463)
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3.- Problema X-Y. Escogemos aleatoriamente un ndmero Y en (0,1}, es de-
cin, PlYsyl=y &L 0<y<].Despuls escogemos aleatoniamente un nimero-
X en (Y,7).Sokamente 42 observa X. Dade su valonr, jcual es La distrnibucibn
condicional de Y7

En este caso usaremos La definicibn (3-5).

Sea La distribucibn conjunta de X y V:

PXeA,Ye®) =J L‘fg-:‘s\ A:x.als
con La densidad

|
.. 0Lk
)= 4 3 W<

. O ew r.om\c\u\er eteo co50

entonces, paffgiodo xe(0,1}, .
Plyee X ::r..): Jé\(‘i\m\é‘j

donde ; . F (X, "S.)
(3(‘5\39' 5‘ T (o, DAz
o

-1

I
T Graylotixy  0%sda<)
=0 en cualquien otno caso.

4.- Paradoja de Borel Suplngase que un punto es escogido aleatoriamente
en La supengicie de La tierna La cual consideramos esfénica. Encontrar:
a) La distribucidn condicional de La Longitfud del punto, dado que cae -
en el ecuadon.

b} La distrnibucitn condicional de £a Latitud del punto, dado que cae en

el menidiano de Greenwich. (Kolmogorov (7) presents una versifn de este
problema bajo el titulo: "Explicacibn de una paradoja de Borel").
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Puesto que el punto de £a esfena, se escoge de acuerdo a una distribu -
cifn unigorme simetnica, si&<da parte a) tiene nespuesta, La parte b) --
Lendnd La misma nespuesita.

Ahona tenemos fa paradoja: Lafongitud \p y La Latitud © son va -
rinbles aleatorins pergectamente definidas. Lla distrnibucibn de P es de
hecho uniforme, mientras que La distribucién de © no Lo es (su densi -
dad es proporcional a cos € , como Lo veremos despus). Ademds, 6 y
son {ndependientes, asl que fas distribuciones condicionales de cada -~
una dada La ofra, Aon sdimplemente sus distrnibuciones (no condicionales]).
De esta manera tendremos hespuestas a La parte a) y a La parte b), jpero
no son Las mismad!. Lo anterion nos indica que La respuesta depende de fa
descomposicidn: Cinculos meridiancs con polos comunes en el efrealo dado _
nos LLeva a La distribucifn uniforme, mientras que clrculos formados pon
La internseccidn de fa supernficie esgérica con Los planod paralefosy al pla
no determinado por el cinculo dado (ecuadon) Bleva a La distribucidén uni-
gorme.

Lla distacbucion de § estd dada pon:
-,
PosPew)= =5

mientras que La distrnibucibn %"' B es: ..

2

L‘Z\TFE'CQ&AQ _ LS ede
=7 ) e

P(0,£046.)= J“

AT e,
Pana demostrar La independencia:
. o
2 eiwf'-b.)RicueAe _
PR sbew, ,0,00¢0)= e :

B2 8.
g z(\h-\\’.)?fsa.““"&&_ _‘E_z_:_;_%\’_)-‘ix Costdo
- - e.

AR

= P(B.cwew\Plo,coc0:) |
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