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INTRODUCCION

E/ teorema de Radan-Whkodym juega un papel ¿fundamental en la tea-
n La Moderna de /nabab/Wad; un papel que /e a4.4nd Kolmogoko y en su
hiatótíca R,i.bno "Foundatton4 ol the Themy og Pxobabítity" (7)*. El
tunameta/. y como lo uz6 Kolmogollov permite telliza la esperanza con-
dícLond en zu &mima más general; zín embargo, la defiLníeit es puta--
mente deactiptíva y no ez Claro el enlace que exÁzte entre la delín/--
adn de esperanza candicíonat en el cazo elemental, donde se tiene una
delbacOn constructiva, y et cazo general, donde la ezpetanza concit-
es/anal ez una derivada de Radon-Wkodym. Este "punto obscuro" se debe
ptine/Palmente al hecho de utíttizak el teorema como un xezuttado ajeno

a ta tecoaa de ptobabítidad.

Cok el ¿.in de esclarezca el enlace entra La deliníción conztsucti .
va y La del-bu:can deacnipttva, daremos una vetzídn jokobabilizta del -
teorema de ladon-Nikodym, obteniendo oil una delinican constructiva -
de /a esperanza condfrionat en zu 'Soma más general.

En el Capitulo 1 damos una demoztraeldn del teorema de Radon-WLko
dym (4u versan en temía de La medida) y dezaticallamoz el concepto de
"condícionalidad" hasta /Legan a /a delaleión de esperanza condicío--
nal musa 'Sonora más general.

En el capítato 71, con el lin de mozttax que el teorema de Radon-
Wkodym no ez necear/tío pata delínít esperanza condicional, obtenemos
/a de~6n zigulendo un cambio d'atina utilizando el teorema de -
4eptezentaafin de Rhezz y demostrando /a equívatencía entre Las delíni
cionez obte_níctaz

En el CapLtwto 111 damos ta vetzL5n pubabítízta del teorema de -
Ixdon-Whodym y algunos ejemplos iluzticatiyoz.

(*) Los números (1),(21,... se nefiaiten a taz ke6enenciaz

caz.
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Debo aoadeeen. a /as Pho6e¿sme4 EnAíque Valle Flokes, Fumando A-
vilft Monilla y Marco Antonio Valeneía, pon. mts con4ejo4 y zugueneja4
en el demwtotto de este trabajo.
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CAPITULOI

En et dehavalin de táte thabajo, conaídenemo4 lijo un espacio me-

.date 	 donde f2 eh un conjunto abatnacto y El ea un a--campo de -

conjuntoa de _Cl. En EL delSínínemas una medida; ea decía, una lanchón

P.:(1411.tat que:
.41 14.56):0

	

1/4) :t 	 11/410-
n1	 n,

Notal:	 A: áígnitShca ink, cuando knAl ----95 4 L4j.
tmt

unión ajena.

Se llama ---

Sí ttaz,o4D ssf ke (3- 1 ee dice que ),, ea tíníta. Sí todo con--

junto de CC ea unían numerable de confuntoá en EL pana hoz cuale4 p- -

ea &atta, ze dice que y- ea

1-1 Delinición.- Sea X una lunch:5n medible cuya integlial exiAte

btemente hnlíníta). La :integral índelínhda q áobxe Cte.stA dada pan.:

Wit@ I X	 1X1›.(11"- .•

EL indicadon (o ¿unción Lndicofliz) de A, e6 la ¿unción caracie
de A deéhnída. pon:

4 OJEA.

14,,Lw17- 
O Asi-

1-2 Delathatón.- Una ¿unción conjuntissta 	 delínída en 9,...se dice tx-
contavla ah p.A=0 aplica LICA1.0.

1-3 Pxopozíción.- La integul indelinida de una ¿unch5n medible ea una

¿unción p.-continua.



Se tiene La ad/Amación pana índícadoitea de conjuntos medible& En
et cazo en que X ea una ¿unción óímple*, ea decir, X= 01311.,1 3

.57-%

¿e .tiene:

R(53),19(
izt	 3

Si X ea una lunción medible positiva, exL4te una uccsión í Xnl de &In-

atontó eiptes tala que Xn t X.	 Aplicando et .teorema de la convemencía

monótona obtenemos:

k/c9)= x Av- t5 Y La, ar- =1A-4Z,acky- tel

En et cabo genenal, dedscomponowió X en óu pante positiva y en su pante -

negativa: X = X t -	 obtenemos:

guntl
xav.=	 —)Bár :zet

e.	 e.

1-4 ~posición.- La late:peal indefiinida ea cr-aditiva; ea decijt,

11(t1/41\

Demaatnach5n:

9(1,M) r- \gay- = 1((111,1 )	 \(x RI„)áp=

\ (x1,41)ar....-¿	 =	 u( ik^1)

1-5 NopozícíA5n.- Si X eó una luncíón medible íntegnable (su integnat ea

tiníta) cstonceó eó dinita c.d. y la Intelytal índelaída ea ISíníta. Si

X no ea integAable, peno no obstante e4 linita c.d. y p,. ea

entonces /a integna/ indeginida ea

Vemostnaxemas /a pnimexa pante pana el cazo en que X ea una flunción

medible zimpte. La extenzan óe sigue de /a mama manera como óe (Uzo -

en (1-3).

(") X:11-41k zimpte en ate trabajo ecgrúbica óimpte y medíble. Ea decir,

X (rl) ea ignito y X-/ (13)€a	 .

•
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X = 2 Xilks	 ,5>a)s-r-p>rirks<ot)	 :escoto cal.

Pana la <segunda pante, descomponemos Si en conjuntos An de medida -
Vita& y obtenemos que:

y cada Unirla° de la doble zuna ea

1-6 De4íníci6n.- Una liman conjuntata qs dela-ida ¿ohne et, se
ce que ea 1A--zíngutan, a.F. se anula buena de un conjunto 1L-nulo, ea de-
ca, s.í existe un conjunto y--nulo N tal que

gs (1,V1`)

1-7 Pedalean.- Una medida con zígno ea una luncan conjuntí4ta thek-a
tal que

4 toma a lo más uno de las valones:
(*0

3) 14(Tsn % thaN)=-1:R(Pva)	 ka e e.

Nolooáíción.- Una ISunaldn conjuntata ea una medida con zílno 44: y -
Ano 441 ea la díguencía de dos medidas, de las rqcle4 al menas una ea -
Uníta.

Vemostnacíán: Sea 4, una medida con áígno y supongamos que toma a lo más

et valora +Do (queda excluída -00	 ). Sean msy yl tale4 que:

	

lilkÑ	 Al •i/C1.Y30
1.1%lh)r.

O	 Al qui.) ces

R(pA	 At t(Rv..-0k..
ix ttNN-r-	 '

o	 ht qui.) > o
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E4 dam Que 1.4 y 1.1/4 ¿son medida/4 yt e4 linita y

thh — Y1 .

Ru-lpxocamente, sean y.y p-td.04 medida4 en 11 con y,<ao. Entonces, la

Iuncíón conjuntata	 e4 tal que:

1.) tq toma a lo md4 et valox +co

R(91);49 (PM 49A iks tintexlídan •

La) te Cttz	 -	 01/4...) "E y-. kv, 'E

	

-E kynk, -	 .E	 .

1-9 Teoxema (deacompossío-Mn de Hahn).- Sea L una medida con 4ígno

vida en Q. Entonces exate un conjunto DE8. tal que pana todo AcEl.

	

(1•b)	 si	 (mt O ,

La demo.struw-l6n puede vense en (1) o (3).

1-10 Teoxema (de4compo4ící6n de Lebe4que).- Sí la medida y. y la ISuncídn

cr-aditiva tQ detraaia4 en la ken 6 -líníta4, entonce4 ex ate una y -
46/o una de4compozíci5n de tp en una éunch5n conjuntata )k-continua y

6-aditivalk y una 'Suman conjUnt24ta p--eíngulax y T-wittiva

viscir tqs

Además M/c e4 la íntegna/ índelínída de una Ifunci6n medible liníta X de-

tt&móiada r.-c.d. A X 4e le flama detivada de Radon-Níhodym: 51.2
d r

DemoztAac,i6n: Pauto que r/ puede 4eh consúlmado como una unión numuta

ble de conjuntos medíble4 ajenos pana loa =tea ty y is son 6íníta4, 4u

pondxema6 que tQ y mezan medida4 línita4.

Pxobaxemo4 pkinteno la unícídad:	 Supóngase que cm:Aten dos de4compo4ícío
ne6:

	

tz	 tes 7 vtic 
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entonces qc -	 u/st -'Q 5 =0 ya quetQc teci es una lunción r- -conti-

nua y II-	 es una linean	 r--45Ángutait..

Pana ven que ce íntegkando e. -472E de6ínido p.-c.d., supóngase que. pana ca-

da A m

`&(m_	 51%xlk-

Esta implica que X = X' c.d., ya que 4.1.	 p.8 = JAIX - > 1.1 >0 enton

ces S C x - x• 	 ar->0 • Mí, ¿tu aliiunaeione..8 de unicidad 4e eumpien

malgama& la existencia.

Sea § La clase de -todas taz lune-Unta ategnabLez no negativas X

cuya& intewuzte4 índetSini.daa están acotadas pon k :

Xar 	IQU1/41	 3 hc

43 a no meto pauto que La ¿unción medible X50 pertenece a

Late una sucesión Ixn1 contenida en	 tal que
5 )(hay,-	 sztet 5 xar- = el q(n) oo

Sea X'.. Sup Xk , de donde O 6 Xn: t	 Sup Xn.
Sea

Alas-	 x,,,,11 pana n fijo y sea

A, y	 gs • • • AA /1/4 P.

A4-t,	 y pana Parla A tek. ,
It.?%

j ár	 É 1 Cali-	 t 5 ?Sar-114(p,pk).-:
hh:Yt	 pczt	 n1.7-%

Haciendo n-soo y aplicando et teorema de conveAgencia monótona, tenemas:

¡ya ), 4(N)	 y	 Yc1f- :0(

Pon LO tanto, Yes un etemnto maximal de el . Esta propiedad nos ayuda-

rá patua demostrar que

5

donde 4, e.6 la 1..ntegnae indelinida de Y, a I.+--zingulan.

Sea D
n 
+ De una descampas-tejón de Hahn pana La luncibn confuntata -n

frinita y r -aditiva

7



••nn ••••

entonces-

o	 y Len(P1/413.):0 'C- Aca

SeaD=AD yentonee6 De= De . Aót, paxa cadaAytodo n,"La n	 ta n

o tt(ht.)_-1, v y- (m>)

	Haciendo n- 	 he higue que tIL(AD) = O y pox lo tanto

%Osa= 'es (kif) .

Puesto que

Ile(A)= 9(t1/4\ - qs(Mt) 4 1-2(A)-95(M):,)

¿e higue que

	

( y 4-	 9c(A)	 p--(kbe,	 (P1/4) - 9 ,4 ( t<9,,,) ti(A)

Ahí que

+ LAO

Peno uta contAadLee el hecho demoWcado que

SYk=c17-141Xdr-

a menos que p-DI = 0 . Pox lo tanto, todah /o4 conjuntoh DI zon

tea y aea lo e4 De . Pacato que VAD) = O YA, be concluye que

e4 r.-4Lneutax. //

En el caAo pantecataA de una /unción 19 continua, el kezultado ante-

hiOX .se xeduce a:

1-11 TEOREMA DE RADON-NIKODYM.- Sí, hobke El, la medida fi- y La guncíón

conjontista w-aditiva ( han cr-64Áita4 y y ea prcontínua, entonce4

te CA la integral índeáLnída de una ¿unción flinita deteAmínada

8



La íntergui/ índedínída de una gunción medible X no neeemAiamente
/Uta e.46 e-aditiva y y.-continua, peno no necuaiaamente Cr-ltwtta. -
EL siguiente teorema pkovee una. extensión del teorema 1-11.

1-12 Teoremas EL teorema de Radon-Nikodym resulta válido si La línZtud
de X y La cr- linítud de y 4e zupia/nen umuttaneamente.

Demo.~.6n: Sea ti- una medída fialta, 	 una medida p.- -continua en Q ,
Oil La claee de todos loe conjuntos medatea tales que tf e6 Cr -Olí& -

en LE y 4€4

Existe una sucesión 1E13 , 13n E LE tal que

s -z Van !Alta

y pon Lo tanto,

UB " e 1B y	 p-13=5

Si existe C E tecA j„Galtal. que O <9(c.)‘00 , entonele:

% + C E ed . ., ti-C )0

S ?s.-y.(51 st c)-zr8	 pise >S

PCn lo tanto, mientras tq es Cr lisato, en {BA, A Eaj , q puede toman. -

	

46to /04 valones  O o och en	 (A, A E	 .
Adenia, e4 .1.mpo4a.te tenex

	

}AC > O	 y kr(c) = O

porque entonces (3 +	 y tendLano4, como antes, S> 8. %cato que
ea pk-contútua, también es impozate tosa

	

ite = O	 y	 4(C) > O.

ML, pana rada C E [85, A E 0.1 nos quedan dos poeibitidadee:

	

> O	 y	 4(C) =co
o

	

N. e = O	 y	 te) = 0

9



En otnaz patabnaz, 14 en [J'A, A€	 la ategnal índelintia de una
¿unción X =00 determinada f.L. -e.d. y pon otro lado, pon et teonema

1-11, Mpen	 BA, A €	 t6 Zflntegnat adedalda de una /Sanción X en -

B-deteonínada	 Eztoz valones de X en B y Be La detuunaan en S2

y paica pada A t a ,

S
xar Shlay- -V 11191'- = thk51) q u1/461-) = (-qcm

COND1CIONALIDAD

Sea _fl l a) PI un ezpacío de pnobabílÁdad, eac a un Cr-campo.

Dedalkemo4 pnobabltídad y esperanza condleicynalea empezando pon et

cazo meta zimp/e: Pnobabitidad de/evento A dado et evento 8, esperanza --

eondínhonal de una vanhible aleatonla X dado eL evento B; luego eL cazo

"dado el cr-campo S ", cuando e ea eL	 Q-campo generado pon una pan-
tlean numenabte de £1 y pon daimo e/ cazo general	 eualquía 4ub-

a-eampo de Elt. I.

1-13 Pedalean.- La pubabílidad condicional de un evento A dado un e-

vento B no nulo, denotada pon P8A, ze deltne pon la /atacan

PBA 
_ P(AB)

P(B)

Ps ez una medida de pnobabílldad en a y podemoz hablan del eapacío de -

pnobabílidad (12 0.) Pe ).

1-14 Dedínican.- La esperanza de una vaniable aleatonía X en el

par-lo de pubabíthdad	 ze denomina /a esperanza condielonal

de X dado 8 y ze denota pon

EB X	 XdfPc,

P1 3 l O

10



a
z'
O

t

,

Qi

PM como P = 0 en 1 A8c, A E (1.1 , tenemo4:

; X g--PX

y como P8 = -hP en IA8, A	 Itegamo4 a

Es X r- Pe leXcl?
En panttculax,

B•E2,	 it,á9 = ?(IkS)

PI, ---- E2,

La eapvtanza condicional ( y pubabílidad condicional) adquLexe au

signilloado completo cuando ae íntexpketa como vatoxea de lunctonea de la

aZgatente manera: El nCunexo E8X 4e asigna ya no a 8, 4ino a rada elemen-
to de S y aímllanmente, E8cX 4e asigna a cada elemento de 8c.

kat, conaídeundo el S" -campo II 49S i	queda delinida -

la vaxiakte aleatoxia:

e a X = (EsX )le, t cX)11

Ma4 geneAal, AUL	 una paktíción numerable de f2 y 4ea e eL o--cam

po genexado pox cata patttean.	 Comídexemo4 la 4unción elemental

E
	
(l es Xnsi )

donde	 ea la &maja de taz va/diablea aleatoxia6 cuya integAal exizte.

Si aLguno4 de loa 6. aon nutaa, toa conheapondtentea vatokea Es"

están indetexmisuwbs.	 kat, EsX no está deteruninada en el evento nulo el

cual ea la ama de 104 Bj nulo4.

ConsideAando tata poaíbíltdad y la dedinición de E BI X , llegamos

a:

11



1-15 Degnición (Cona-blue-tima).- La fiunch5n elemental E a X degínída --
P - c.d. pon

Eex •=-E
3
 \ )(á? )i , XE E

1E3	 Si

ea la esperanza condicional de X dado a .

Patticulaitízando a indicadores, defiínimoa la lunclAn	 -medible -
P a =	 , A e a la ron! autd La probabilidad condicional de A

dado

En las deirtníci.onea antextonea decimos, "dado el cr -campo 63 " y
no "dada La poztíción si "1 ya que CX detelunina la upesanza condí--

canal de X dado un evento no nato aithibtaitío B €63 . Obaénvesse que
8 ea no nulo, existe K c J tal que

9= E 9k
ksbc

PBEsX =SrItaP 	= IIPst EsitX t-fett"x Nap

Así, AL Pe	 P% V 13€ 63	 y 953>o , la expresión de La dettecha

vendrá a 45elt.	 Ssl Es X ) á Pe	 , snientiutz que la expresión de la íz --
quanda aabemoa que a StX.19 •

Hemos juat4icado la temnaologia, puto ademán hemos obtenido una
propiedad de la eapenanza condicional que penmíte canacten.ízanta, como
vercemo6 enseguida. Nótese que E!5< CA una variable aleatoria	 $ -me

dale.

1-16 Pnopoafr_an.- Si Y ea una va/dable aleatoria 3-medible tal que

vá? = SLIP 44 € e ,

entonces
PLY= Esx1=1.

Demoatnacan:	 Si el evento tt:V_Y< E0)(1113 &uta de probabilidad pea&
.tiva ¿e tendría:

12



Pon lo .tanto, P C y < E9 X	 . Si.mammente, PLy > E oxlz

Ezto roa Lleva a "kedelinan (ahora dezetíptívamente) La ezpetanza
condícinnal xeapecto a un o--campo numexabte (genexado pox una pahtí--
c416n de fa a Lo maz numehabte).

1.-17 Delínícién (Dezwaptíva).- La eovuutza condIcional E ex de una va	 4

híabte aleatonía X	 ez La anica variable ateatoxía e -metate -
que 4ataíace La Aelaclñn	 :D

IX AV e.( E9X).We 34 8€$
n ;)

donde O ez generado pox una pm-Fíe/En a Lo md.6 numerable de 12 , La	
1)0

unicidad ea en ti <sentido de que ssezíste otna vaithable ateatonha O- me

dale y que zaliz iSaga ezta he-tachón, entonces,	 e
ny 4 exi o	 1

	E.L. 4.íguiente paco ea extender La delp¿tizilón de upe/lanza condizio-	 11

nat al cazo en que et sub-cr -campo 63 no necesahiamente eh e/ o-- cam
po generado pox una prtlicLen numerable den. . La del/Ale/U que
zícamente ze extiende ea la dedínición descrapliva (ven. (I) ). Una -
manera de Inflan tal extenzíñn ea utilizando et teohema de Radon-Nao--

dym. Otca pozíbte ¿ohms de extender la de llInícíán ea utilizando et .teo

/tema de xephezentaci6n de Rasz paha áunclonale4 líneale4 acotadas en

Paha &mazan ente capituto extenderemos la dela-Ie.-65n de esperan
za condícional,ju4tI 1 .lcando tal extenaLón pon medía del teorema de Raj-
don-Nhkodym.

1-18 DelínicIón.- La tepe/maza condicLonat ( EsX) de )( e l" dado S -
eA una ¿unción 43 -medale delaída P -c.d. por La xetacan

13



	

^ gcEtax-ap®_ l axa?	 BE ern ,

Pana juztilican la deflíníeión, obzénveze que la íntegnat índe llíní-

da kt de X, en cr-adítíva y P - contínua y pon /o tanto, zu XCAthíe--

ción kis a ® ea tí-aditiva y P -contínua.	 Aplicando e/ teoxema -

de Radon-Wilodym extendido (1-12), /a dunción 61- medibte elk extate y

eztd definida P -c.d.

En e/ cazo que qtl ess Cr- trinita, aja4ícamo4 e/ .teorema de Radon-Ní
kodym (1-11) y en este W240, t ez lacta  excepto en un evento nulo ax

hítnanio petteneeLente a tla .

La xeztAicción de lE 43 ata &majare. de índicadom4 de eventoz ea

la pubaLlítídad condicíonal dado e. y ze denota pon 9'. En otnaz pa

labnaz, 1°u una juncíón en 9- cuyoz valonen zon ISuncLone4 IN- medí-

blez P.A delimidaz P -e.d. pon riv,E.4, o directamente pon

	

Sok P4IA ) a? = ( 1.4\ Wee =	 c")=9(m3,.

1

•
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y ¿ea p= íné S. Pueó.to que
an

y`( col = U v -l o * 4A- 001

CAPITULO /1

En este capítulo degnínemoó upe/unza condi:e-tonal a tAave4 del tea
ama de xeptuentaWn de Ríe4z pana 6uneLona/e4 fineate4 acotadas en --
L (11,9.9 ?). DemostAamoz pnimenamente el temema, degnóno5 emetanza
condiaiohat de una vatZabie aleatoAía en e C11, 119 1)) y extendemos /a de
Ouleíón a/ cabo genital.

2-1 De:gatean.- Sea (11,001) un espacio con medida. De lfín:Immo:6 CUI.,(414

como el e.6pacío de las Itoteione4 0.-medibless X pana .las cuales.

S1 Xrar <00 3 14..?coo

Sí I n,	 P) estd hijo, e¿citatAemoz 44:niptemente L" .
Comídertando .:guatea a das conjuntas que digeicen en un conjunto

F"-nulo damas La 44w/ente delLnLean.

2-2 Degnícíón.- Degatmas en t!	 Q., ) una norma por medio de la

r 1.1
x Me = 1_11511'11i

2-3 Deign.Lelonea.- Supóngase Y: 11---119, °°3 G- -medible.
Sea S el conjunto de númeito4 xealez oc tate¿ que

(ot,r41 O

Aestacan
ti

rt

y puesto que la unión numeitable de conjuntos de medida ceno, e4 de medí-

da cuco, 9 E S. A 9 ¿e le denomina e/ supremo e6enaa/ de Y y 4e denota

p = 4up taz Y.
Si X a una 6una.6n 0--medible, ¿e define t IL„pox laitetación:

X11,„ = Als.g.valky\

9
4

15



denottvuí el conjunto de Zas flancíone6 X II- medate4 ta-
/u que

55.3(	 < ce

A las ¡Sanciona X e crin,a, N1 ze /es denomína ezenciatmente acota 
das.

2-4 Pxoposícíón.- Sí ts es una medida liníta, entonces:

"D	 iS4‘c“.00

Demozttacián: SL	 1 s P S 4 <ao entonces

IXIP ‘ 14-1%11

Integanando ambos lados de la desigualdad y pox La monotonta de la ínte-
gxal se tiene:

de donde ¿e deduce que sí X tt entonces X ce

SL X E r entonces,

ci° > ha_ put taxk)fl. 	xks'a.r-

2-5 Deítnlet6n.- Sea E un espacio Lineal. Un ptoducto íntetíoh o pxoduc
to escala* denotado ( X , Y 1, e4 una 6uncl6n deflínída en et producto --

ExEycon va/oha en campo de eacalaxea. IR tal que:

.L) (00( 4 p Y, z )=01ax,2)+p(y,z) 401,o cia y x,Y G E

iíl (x,Y)=. (Y, X)

./Áj X	 (x,x)>0 .

Nótese que 41. E eb un espacio con medita° inteAtox, E se convíexte en un

espacio normado delíníendo

gm-::(x)x)k 4 x€E.

2-6 DeSíníctón.- Un espacio de Kítbeht es un espacio lineal con pxoduc-

to ínteAion que con la no/una .inducida u de Banach.

064ehvación.- La norma delimida en L P , induce una méthica pana e/ upa-

16



cío LP de/i.n.ída pox

a Cx,tts	 x,yeCi	 Ulcoáo

. 2-7 De~n.- Dechnoa que 1Xnj ,	 X E e*	 convene en LP a X, 44:

Xn - X lip	 O	 cuando n- 	 y ea lcimibbnaa Xn 	X.

2-8 17e~n.- Deanum que 1Xnj ,	 Xn 	, conveAge en la p-16.iina

media a X (Xn 	X) zi

skx.„-x11--, o,

En la suceaívo a5to ae conteíduuznán eapacioz de pnababítidnd

0.) p) y eáenaínemod EX en layan de SXcIP .

Mota: La convagaencia en 1.9 ea equívatente a la conveitgenaela en la -
p-faima media.

2-9 Teorema.- EL eapacío L P (IL	 P) ea completo.

Dentoatnactón: Sea Xn una auca-1án de Cauchy en LE (11., 6y P );

tx,„ — x„1 --t-› o

Pon la de-aguardad de Man1zov,

PUL— ex, us. El II; E n x„.„ - X„ SP.-4

de. donde Sxm -	 cp y entones

X, —2-->

pana alguna X e L 1 .

Exíate una aubuteehan Xn , tat que:

›I've l'E*	 .

Puesto que

11



cuando m,	 , Le Ligue pon el lema de Fatou (Royden pág. 226).

5 IxM — X19po
	

— X,„„ 51_,0 C Utocn	 -.CO

pon le tanto,	 Xm 	X.

2-10 Teorema.- El espacio L t (1't., ck, e) ea un eópacio de Hitbekt con

el producto intuían dado pon

(X,Y) =E(X Y)

Demoztnacíón: Laa pxo•"ededu del producto bite/Líen, ae obtienen dixecta

mente de Las pxopiedadu de ta intesnal. Pon otro lado, la nonma inducir

da pon e/ producto intuían ea la nomina del/Aída pana Lt , a6i: que pon el

teorema anteníox, Lt ea de Banach.

2-11 DeitiAición.- Una éuncienal lineal en LP C.4 una fluncion F:

tal que

V(cit X 4PY) =0(nX14 P Y(`I) 14- x,v	 ,	 est

le
F ea contima	 F (Xn)--,F(X) cuando Xn ---Y X

F ea normada o acotada 4i existe M<Do , independiente de X, tal que

La nonma de F ea el número dado pon la relación

n11 ,_ Ax7.0 1FCxX:11 trivr,a

2-12 Delinici6n.- En un eápacío tima/ H con producto intuían, dos vec -

tonta X, Y con ontogonalea U ( X , Y ) = 0.

Pana todo subconjunto M de H, el conjunto MI de vectoxea yque zon arto

gonalea a todas Loa t'uta/tea X d M ea el auplemente ortogonal de M.

2-13 Teorema.- Sea ti un espacio de When& M un eubezpacio vectorial --

completo (de Hitbent). Pana cada X€H, extóte un punto y ato uno

Y = P
m 

(X)	 tal. que

18



Et punto Y = Prx (X) ea et único punto ZE M .tal que X - Z es witogonal

a M. La aplicación X —> Pm(X) de fi sobre M, ea .Lineal, continua y de
norma 1 a.i M 1{0} ; zu núcleo ht-=VC(o) es el aubeapacío ontogonne
a M.

Demostración: Sea ottacx,m1; pon dellníciAn, existe una suces/án kYlde
puntos de M tal que

I írn.	 ->-„,11=0(
NA-400

demastAammos que 17,3 es una »sucesión de Cauchy.

Aplicamoa la propiedad del panaletognamo (vWsla pana todo espacio con

puducto "Atenían):

11.»_ ly 	u y- - ru-Ut 	 (y p.	 v-e)

pana el caso „As.= x -yr, 3	 nr, x _ y	 y obtenemas:
201x -Y e + I X -Y.S .1- 41X -1/2.(3-4/-a112

Peno 2( Ve" —	 be\ de donde IX -ket„..-‘1,4111"
Luego, <Sí 14 ea tal que pana n	 N, 11 x — Yr. se- L oe-y e
¿e tiene,

11 v„, -Y„.11-1	 €

Pon lo tanto, kml ea de Cauchy y como M es completo, 111:1	 converge

a Y G. M pana et ruar 

u x - Y11 z: as(x., t.") .

Ahora supóngase que Y' c M ea tal que	 kW-Y% r:“..X.A4)

Aplicando la pxopiedad del pcutaletogiutmo al caso

P- t- X -Y'	 'kr= X -Y

obtenemoa:

IY-Y s ke= lk	 - ItCY -nne

y puesto que
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4(Y-I-VUtit 	 lv--)11111-..t O

ea decía Y = Y'.

Sea Ahoxa, Z*0 un punto runlquiexa de Al. Tenemos:

11X —(V4).Z)12 >oe- # 1#O

Aplicando las propiedades del producto intexiox obtenemos

7t1• 1 7.11
2
>0 ND1/440

Si (X - Y, 2) � O , tlegax.Camos a una contnaticciffn escogiendo convenien-

temente a X . En conzecueneía,

	

(X -	 O

de donde X - Y ea ortogonal a M. Sea Y' E. M tal que	 X - Y' ea ortogonal

a 14; entonces pana Z # 0 en ?A ae .tiene pon e. teoxema de Pitilgonaa:

ti X (st-v z)le= x -Y' le -t u ze

y esto demue.saa que Y = Y' en virtud de la caxactexización de Y.

Esta átUma caxactexizalii5n de Y= PM(X) demuestna que Pm ea linera)

pues a.i X - Y y X' - Y'	 son ontogonatta a M, entonces

ea ortogonal a Al y también lo es

	

(X +XI s t`l	 NON	 (.x -vl	 -y1)

En v.Ottud del teorema de Pítágonaa,ze tiene

lt x 1st	 Ps (x) e 4 x -

/o que piuteba que Pv,(X) .4_1X11/4 y pon lo .tanto Pm ea continua y tiene

ncouna El (ven Dieudoruté pag	 ), peno pon. z eit Pm(X) = X pana X c /4,-

ze tiene	 3/41Pm il =1 .sat M no ae reduce a O.

La de4.inici6n de PM implica que M i PM(0) tata ¿ornado pon &m-

ute-tones X ortogonales a M. Adenia pon. a ex

20



X = Psk (X) +(X - P14(x))	 y X -(3i,, (x) e tvl‘

4se. tiene : H = M + M' . •

	

Finalmente, .6.Z.Xeil	 ea witogond a M' ae tizne en paittículaA

( X, X -1),..,Cx))=.0

puto también ¿e tizne

PIA X ) X 2K(k))t-- O

por lo tanto,

	

II X —1,(Alltz. ,	 deciit,	 X = PM (x) E m	 .1/

Nota. - A la apticaulón linea/ pm ze le denomína la puuveccián mtogo-
nat de fi zofne M.

2-14 Consta/cío.- St M fi, exate Y a ti, Y � O tal que Y j_ M.

Demastnación: Sea X e (ff - Al) y sea

y= x P,„01.3 o . 1/

2-15 Teorema.- Sea F una. Ifuncioní I lineal continua degínida en un capa-
cha de. What H. Entonces existe Y 6 H única tat que

F(X) = (X,Y).

Demaatt.aciAn: Si F(X) O \I X E H , tomamos Y = O. De otea manexa, de-
-4	

t4=1X1 (X) tal

La lineatídad de F den:uta-tu	 que M ea un zubeaparía y la continuidad de
F ntueatJuz. que Mea campee-tia.
Patato que F(X) 	 pana alean X e. fi, el coxolanio 2-14 aseguna que M -
contiene puntos cratinta6 de CCAO Pon Lo tanto, ex tate Z E Mi con 1ZIP1

Sea a. roo Z - F(z)X

Patato que	
FO(IF(z) - Ft.iNFexyzo
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.tenemos que P-1M y en consecuencia

cr.:(3.3.,z):--rkx)ez 2)— naCX,z)

Ftx11-- VLx)(z,2)-= V(z)(x,z) .

Hacemos Y = a z. con oz	 (

Paxa probar la unicidad: Si	 (X, Y) (X, SP )	 XIII, sea

Z	 Y - Y' ;

Entonces (X, Z)= O rF Xcif; en paxticulvt., 	 (Z,Z)= O	 y por lo .tanto

Z=0.

2-16 Pxoposich5n.- Una iSuncionat lineal en un espacio normado ea conti-
nua 4i y 46to si ea acotada.

Demostración: Sea F una lune-Lona/ lineal.. Sí F e6 acotada, entonces ea -
contínua puesto que.

I (xn ) — F 00k = (xv.—x)1‘. M	 1.1/41.34a	 .

Sí F no ea acotada, entonces no es continua_ puesto que parta toda. n exh
te un punto xn tal que

P (X4 > """1
y haciendo

y
."	 X..1

tenerlas IF(Yn)t > 1 naentnaa que

1 Y„ =	 . 11

En Liase al teorema 2-10 y at teorema 2-15, tenencia el siguiente ne-

ma-fado, que ea el teorema de neptezentaeÁln de Ríen pana ¡funcionales -

linealez acotadas en L2.

2-17 Teoxema Sea F una ¡funcional lineal acotada en L2 111, Q, P 1 . Exis

-te un elemento aníco Y E L2 (S2, Q, P) tal que

( X ) --;'10( YkiP	 n e ( n-se.,P).
Vamos ahora a aplican (2-17) parta de lfinit la evenanza condicional.

Sean X € 1.1 (S1, Et, PI ,	 un sub- CI" -campo de	 0... y F:e(0.,(11/21)) -111

1/4

gC

1

IE
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de~a pon

fk-la=1(xz)cl?

Pon la linear-U:fruí de la íntegut, neautta que F ea Vcneat y pon la dezd.-
guniclad de Schwanz,

1F(2)1-‘ I1x1111z11

neaulta que F ea acotada. Aplicando el teoxema 2-11 ae aígue que etate
YEL2 (S2, 13.1 P)	 taL que.

	

(z)=1 (2)f )(115 	z etn,1,P) ,

ea ded.x,

SO( z)dP	 hz)cl?

En.-pantícutan, al. 2 = 15 , EGO , o btenesnoa :

leXdP 
=Sò kW Vete

Sea X positiva (no neeeza/damente íntessabte) y ¿ea

(X
n

mas X,n)

Ea eta/to que Xn c LZ ( A et, pi y Xn t X. Pana rada Xn, exate Yncejska,p)
.tat que:

xnelP =Pina?	 ,ES	 y	 p	 y,4%)::e
Se aígue que etíate una va/dable ateato/da	 Yc mil, 63, 15 ) tat que --
P(Yn t Y) = 1 y,apUcando ei teokeina de. La convengencia monótona,

%á? =	 yd?	 4 ec .
13	 1S

Ahora, en et. caso en que X=X+ - X- ea casí. atenabte, pon /o -
mema una de taz vaniabtea aleatolda.6 po4ítiva,6 X+ o X 	 ea -¿Meg/cable-

y, pon lo tanto, at menos una de Ras van-junta aleatoldats poativaa y
El -medate.6	 o Y_ tatea que

)(M í) tl y4a? ,	 rci	 :p.. a? S+ ge) tsa

S
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ea integnable. En cometí/ene-lit, Y= Y+ - Y_	 está de6inida casi dondequíe
na,	 -medible y ademas,

5a9 5d?	 a

La ziguiente pnopaaición nazi dernuests.a que. La lune-L(5n y obtenída an
terzionmente, ca La tapenanza condicional con nespecto a 63 de la varia
ble Me la del~ci..án 1-17.
2-18 Pnopozícián.- Una vaniable aleatonía	 -medíble Y ea La espenan-
za condicional con teapec-to a 63 de La ~dable aleatonía X sí y sólo ai

1(z.x) á? tl(zy)a?

Demostnacibn: Sí Y= E tIX , la. deifinícii5n 1-17 noa díce que.

j(zx),127-*Stzv)cle

ziempxe que Z r-/B %%Gas. Pon Lútea.Urlad, ae obtiene La igualdad pana
Z vaniable aleatonia zinipte pozítiva y medible; pon el teorema de la --
convensencia mon5tonar4e tiene el resultado pana el caso en que Z a una
vaniable atento/cía poUtiva y CR-medible.

Obsexvese que,en 1.2(nse.,9) ,La eapenanza condicional no es mía -
que. La pxoyeccibn de 12( /I, P) en au subespacio de Hilbest L2111, 63, P)

E4ta pu9pLilad permite de.~ La espexanza condicíonal en 12(11, a, P ) -
(ven pon ejemplo 18)).
Lo antexZox -se ju4ti..41.ea ya. que a). Y = P‘Luk.e." entonces

Y e 12(	 63,P)

5 (X - V) ZdP O o	 I (XZ)dP z	 (YZ)dP	 1/211 	 Z e e.“1,61, P ) •

ESPERANZA CONDICIONAL DADA UNA FUNCION 

2-19 Degníción.- Sea Y una ¿uncíón de ( 0.,P) al eapacío medible
Defiíninias las tr-campoz .inducidos pon Y en SÉ y n, 4e6Pec-

avamente,de La siguíente Sonora: tilly Cal e.4  el 4- -campo de todas Loa

conjuntos de al cuya tnagen Lnvasa bajo Y son cuentea ( e 'a) y 13y es

el e-campo de esos eventos. Py y Pyi son taz pxobabilidades inducidas -
pot Y en ey y 42:,xespectívamente delinidas pon.
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Py13=PI3 , 8143y; F4B s=1713 a.L B i cilay	 y 13.= V1131).

S41 e = By	 ezenibiiumpa	 E YX en lugcut de. E411 y a E YX	 tlamoute-
mas la espenanza condicional de X dada Y . Pcuat. jcusti61..ccn La tnminolo-
gia, demoatcanernas que electivamente, E YX ea una lunción de la lunción Y.
Pana ello uaanernoa e/ siguiente matado.
2-20 Pupas-Cc-1.6n.- Pcuux toda	 unción nurné.itica medible g de6inida en (

i Me; =Faena?, 3 51. E "	 r. rtssI ) 5
V	 e

en el <sentido que ai una. de Zas integnatea exiaste, existe la. atiza y aon-
Lgualea.
Demostnación: Sea g = IA. ,	 c ely .Tomamos A = r i(A s	 y obtenemos g	 = /A
de donde

I 1/4 á	 SI ) ey (AB) = I, Ri

Siendo vertida pana laclicadon.es, la igunidad ea válida pana 6unciones g-

simples yo pox el teoneina de /a contingencia monetonajpana g medible no-

negativa. La apt.maciÓn se sigue descomponiendo la &nace' n g medible en
au pante positiva y en au pante negativa.

2-21 Pnopoaír.h5n.- La eapenanza teondia.onat de X c 	 dada Y ea una &n-

et& de la 6unclin Y.

Demo.s.tnacan: Si tt ea la integnal indelinida de X y	 en 41101 está
deíaida pon

B'	 -= 4(8)	 , 13 1	(13;	 , B _Y'(8')

entonces 4' ea r-aditíva y Ty-continua. Aplicamos el teorema de Radon-
W.Lkodym extendido (1-12) y degittimos una flunción medible g en lite) pon

	

Tqcw;	 queatt-Ixae

Puesto que

	

xav	 i cE Y x)cre ,
e,

ae sigue aplicando 2-20 que
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S cscy as), = sa?; S (ox )a?
8'	 8

Pot la tanto, taz íntegitate6 índelimídats de taz 6uneanez

g(Y) y E VX zon taz nlízmaz, y a4L, La atiAmací6n uta pxobada.//
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CAPITULO III

En loe cap/tu/oh antesionzA, delínimoz la upe/unza condicional
en hu pana mdh genera/ auxílidndonoh de dr:y.6 nesultadoz "ajenos" a /a
temía de probabilidad: E/ .teorema de Radon-Nikodym y el te/mema de -
AepAehentacit de Ríthz.

En ambas caeos, ta deíínícan obtenida eh puramente ductiptíva:
Pana toda X e 1E existe una ¿unción 63-medible "U/ que

I(E45)dP =1. .XdP	 s€43	 3-1
e

Uta den.irición ae obtiene como una geneulizact6n de la dentición de
esperanza condicional en el cazo elemental:

E43X = "(
	

3-2

donde {ES) eh una pi:atta-Z.6n a lo mdh numerable de ri que genera a e.
Conzidetemoz la dennición de /a esperanza condicional como he -

obtuvo en el capítulo I (La ezpenanza condicional eh una derivada de-
Radon-Nikodym). No ea ISdcil "ven" la nelación que exate éntm la de-
ntición en el cazo elemental (3-2) y /a de•níción en el cabo mah --
general (3-1)

Pana eactzucen el enlace que exíhte en.tte (3-1) y (3-2) enanca_
nemoA y demoztnammoz el .teorema de Radon-Nikodym como un .teorema de-
probabilidad, obteniendo de esta manera una dentición castrar-Uva -
de la esperanza condieLonatten au ISomna mdó general.

Venzión Pxobabítizta del Teorema de Radon-Nikodym.

Sea (SI 9.,s1 un espacio de probabilidad, él un sub-v'-campo de EL
y Y una &Ación Q.-medible de II a U-040, 0.4] cuya integnal exih-
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te. Cona-140;24e el espacio de ptobabiLidad (Q, (9) P43 ) donde Pe ers la teh
titiceión de P a 63 y la gunciAn con/unas-tu lP delinida pon

1P(B):-.1 Ycl.P	 z e e

Recuérdese que 14 es (y-aditiva y Pe.-continua.

TEOREMA.- Exlste una auces,15n eiteeitnte	 03, ; ntl, ...	 de. sub- T -
campos de (8 , cada uno generando pon una pattíc,i6n nummable £134; k=0,
1,2,... 3 de n tal que la sucesión	 EÇY} tiene un límite puntual
F,,sat4:1fiaciendo pata todo B e 43

f
El% y Mps —>IFd?ca	 1( eta YM9,0 —> 1 %15):-=	 .°e	 e	 e

Mí, ESSI exate y es el limite de espvtanzaz condicionales del-inicias eons
timetivamente.

Demostración: Phobatenias el Leo/Lema pana Y no negatívas,puesto que en a-
caso genetal podemos toman Eal, c EI3V+ - EN.

Sea la &una& de medidas con aisno
F-1 11-01S0 ; ol

Pon. el .teorema de descompasle2,5n.de Hahn, existe un conjunto &,,E.8 tal-
que para eualquiett BES ,

	

8 Ast	 (	 - 0( 1). ) (5)3 0

	

8 clec(	 I LIZ	 (ELE-. O

o equivalentemente,

	

A it	 jeYdP olP(13)

	

c Acot	 re	 ..5ydP	 ckP(13) .

Por zupuesto, las Aja no .son dnicoa (vem. teorema 1-9). Sin embargo, pa-
rta una colección numehable de cd.. 1 .6. (usaremos el conjunto -jk ; fe,n=0,1,
2,... 3) podemos escoge/t. las A cd,	 de tal maneta que <sean enteíented. Em-
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pezamoz con cualquiert zuee)sión Art 1 y delinimoz

Ar- U	 - Al)
v.zu.1

ato ea válido pingue P(Att -	 O a.t w>v, . Adema, pauto que 5/.- O,

podemo4 toman.	 Sea A00 e/ limite fíntenzece,t6n) de toda)s nuez

.buza Au MAG.) =0 "4si Y ea íntegnab/e) y nótese que Ac., ea tambíln el li-

mite de rada zulmueezlÁn

tAs ; k=0,1,...1	 '-
2"	 e	 e

1:

A66 pana rada n, la zuceulán	 C,
Ird
1.,L..	 e

	

61.-48,„?. A .1 - A Lit	 ; k= O , 1 , ... ; A1,1	 ,....4

	

"	 2"	 2+L	 h-
1:1

ea  una pcintición e -medale dell,	 O

Atto/cartas espeAanzas condicionalez de Y dado el a' -campo ra„don-

de 43,, es (abusando de la notación) et 6-campo generado pon la partí. -	 a
C

catón sa„, után dada.6 pon.:	 t

E*/ ..-- E (4.41)1841 no1/400
it r 

c.

donde	 wi-1

434 - .i. P( h a)

	

•	

..
in

	

0 1/4	 S/1 la)

El hecho clave ea que pana. cualquieA REO,	 e

/ 
	Id' 'S.	 S. p 

•(ál)
s8.4.0
 < k+ 1 ) 2 -n	 1 

II

thImit	
141

patato que	 91
...0

8IgtC 	 8„lic Éti.tL

Siendo tu On eneajado-6, conclubno4 que	 Eenv) conveAge puntualmen-

te a una ¿unción 43-medate F 4aLt66aeiendo pana cada n y k,

	

krn	F	 (k+1)2 -n	en 1344z
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Si. P(840,1 > O,

1
(E41/4 1/1dPs-:-..sootdP= IVO
8	 o

ntLents.az que, &C. P(13A,,,,):-. O , ,se, vallyza que

15 (E .53"V - n clea \ .1 len y - FIclee, -=   

CI    
I, 1 \ Ese Y -F IM:19 C 7 , f in PteBytt)

9

II (EP" -V)a9 1 :: 1 Z 11
B" 

)-3gT)-let"*O-Viet‘e

	

z r p ozselmtic	 . //
s.

Como un cazo pantículan, consaytemoz 63 -400 donde X e4 una. va-
/dable atea-ton-La y (f(X)-: 	: A es un Boiteflano 3 . .41
Sea /3,Q1X i [ lk- It"W") y 4ea 63,4 el T-campo gene)uzdo pon. La pantích6n-	 a
de II (8,11e ilz.0,1,... 3	 b I

Delinamaz

X	 In	 [t �..)C541"-11	
a
-;

La upe-unza condlelonal de una vaníable aleatonía Y dado Xn

ea et casa elemental ya que	 T(Xn) ezfrti generado pon una pan-tic-4:6n-	 :5
numerable de ,C2. y a4L, obtenemos la de ación conatzuetíva:

E(VIX)=túnE(VIXn)
ni. cc
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Coruslduemas el caso especial de, pxobabitiolad condíclonal: Reem-
plazarnos Y poi/. Ity4ei donde 8-ta algún conjunto de Boxel y F(Y)X) ¿e -
keempiaza pon P(YESIX). Pcva eQ caso paticulaA. P(VeSIX=x) (El valen
común de P(V€131X) en el evento Xitxj)),tenemo4	 titea delíníclones
eíguíentez:

P(V6BIX=x)=Lim P(YEBIXn=xn )	 	 (3-3)
n-'Go

donde /az Xn <son 6uncionez elementales que convergen a X c.d. y xn
el valox de Xn cuando X=x. Pon. ejemplo,

X =E1n	 ( -n.,	 <	 le 11
"

Xn= E EkIla	 11"-i

Otea pozate delfín-U. 65n u:

PlY€131X----x1=lán P(M/31x£1C:lx+h) 	 	 ( 3-4)

La tencua d4tnLción ze aplica al caso en que la dísbabucan conjun
.ta de X y Y es absolutamente contínua con neapecto a La medirla de Le-
bague, ea decir, pana alguna densidad F,

P(XcA, Va) jp(x,y)dxdy
Ase

;wat rada tectingulo de &Ad Ax . La defiinícián

PWISIX=x1=
isRpsts)cly

(3-5)

Pana just26.Lcan. la tercena degnícan:

w.
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P(Ye SI X trx-) -L-	 P(YeZItc. Xzi-k)
in -s0

S_ ( ley( ti9 v0,43 ck».
Ver,  a-

k-c
3".""(Se°

019 ,6) %)cip-
-S_	 -o,

(

Sí SF(u,y)dy ea contínua en u cuando u=x y Fx(u)=S F(u,y)dy es

continua en u=x obtenemoz

P(Vc8)X-x)-_	
(.7-sIgdy

FX (a.)

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

1.- El problema de la mejor eteccl6n. Se Vine una baraja de n cantaz-

díztíntaz (pon ejemplo n=52), taz maleó eztán anbítiutniamente gnadun-

daz. Una pu/zona, extrae tan ~a una pon una e ínIonma noto una ca-

za: La can-ti exthatda e& o no u nta mejor huta ahona". Oyendo uta, ae

debe decidí/1 hunediatamente z.í he acepta o no la canta. Se puede encogen

a to md4 una canta y 4e gana 44: y 4610 41. la canta acogida e.6 la mejor

de tan n cantas.

Pana n grande, puede parecen que taz opoAtunidadez de ganan non -

muy encanan, peno eáto no e4 así como lo de:mut/La la .6íguíente zolu--

can.

Se acoge un entenokentne 1ynyze una la ziguíente estnategia:

Dejan pasan taz k phimeAaa canta-6 no .importa cuata atan. DeApué4 toman

la primen canta, ta cual C4 la mejora hasta ahora. Sea 13 el evento de -
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"ganan e/ juego" y pana	 , sea G t el evento que la mejon de

taz n cahtaz ea la. 2.-ézírna, Nótese que en G ., paha L>k se gana ,61. y adlo

mejoh de tu phimehaz L-1 caxtaz está entice 	 phirnehaa k.Enton-

ces ze tiene que

fiMr- I PuAGi.) ?(G,)	 P(.18kGi3 P(GO IT 1-13=1 )(9.: ) .
ty.

Pah.a k= y ,esta phobabaidad ea a/ mena , no impoxta que tan gh.ande

sea n. E.. vatox óptimo de k=k(n) zatiz6ace

de. lo cual. conchamoz que

12C^^)

	

C-1	 .36

2.- Phobtena de tUagnoztico. Supóngase que una peAzona puede tener una

y 46111 una de taz enleiunedadea en e/ conjunto	 6.450,5%) .	 5.
( s. paha %alud pe/tac-tal. Seatrun zíntoma (o coleceíbn de zíntomaa).
Una pexhona eacogída a/ azax tendkt la enlehmedad át con pxobabítidad

QA	 ígual a la ¿ifecuencía helativa de la enlehmedad en la pohlacíón.

Las phobaLlaidadeá condícLonalea, R(S 140, Set, donde i ea un 6-
campo de zubconjuntaa de E (et. conjunto de aíntomaa) ze conocen pox
medio de estudios canicas. Lo único que un médico obaehva ea algan -

antoma cr, con lo cua él thata de diagnozticax a/ paciente zu condi-

ción; ea decrh., tirata de evaivax P(ádcr).

Sí 5: ea numeAable, esta puha/pi:Wad está ()Len delinida:

PUke") = 21)(%)
donde

?()Str)r- Qa.1)12(cs. 15)	 ,	 el(gt)'Ruslst)

Sí'	 ea no numerable, de6ínímoa en el ezpacio medate
ay-:(zsx	 2°,4,f )

la medida de phobabaLáad

	

9(1 x	 CI(I)R(.StS)

1..dentilicando P(Scs ) con P( Sxko-1) y P(a- ) está dada pox:

ust---Ip(‘&3463)
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En este cazo azaftemoz la deáinición (3-5).

Sea /a Usa/bac/6n conjunta. de X y Y:

PCX Q_ fr.., y ca) n.11 no-3 's\ ax.aus
Axg

con La densidad

YeaCNI-a=
	 o c Ls .c.. x.<1

. O	 ev. CAsak <Vi ex' Otro ca.so

entonces, pcuta todo x a (0,1),

PCvcs%tx =x q (Littc) a y

donde
(..3c, 

cg,11.x)-	 tx,z.)áz
o

-1

°‘-`5Z.a‹.

=0	 en cualquien. oteo cazo.

4.- Paradoja de Boxee Supóngase que un punto ez ezcogído ateato/damente

en la zape/LIS/cíe de la tima la cual considenamo4 esférica. Encont/taA:

La datnihución condicional de la /ongítud de/ punto, dado que cae -

en e/ eruadon.

La distnibucien condicional de la Latitud del punto, dado que cae en

el mexidiano de Greenwich. (Kalmogotov (7) phezewt6 una ve/tzan de este

problema bajo el .titulo: "Explicación de una paradoja de Boten.

1), e. de-

un nameno-

da:JE-ilación

3.- Pnoblema X-Y. Escogemos aleatoxiamente un número Y en (O,

P(Y£iy)-ty ¿L 0<.y4:L.yeApUéb tscogemoó ateatoníamente

X en (11,1).Solamente se obzekva X. Dado bu valor, ¿cual ez La

condicional de Y?
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fe2
( W7.--1/4Vje,le,"thecte

%cato que e/ punto de La eslens, ¿e escoge de atuendo a una ctiAt)bibu -
can usagotune aímettica, ahrt_a pante a) tiene teapuesta, la pante b) --
tendná la mama teapueata.

Mota .tenemos la paradoja: LaZongLtud 43 y La latitud e aon va -
;dable& ateatotíaa petáeetamente degnidaz. La. di-atm:bac-C.6n de 	 es de

hecho unilonrne, mtenttaa que /a (1-tabulación de E> no Co es (zu dewsí -
dad ea ptopotrionat. a coa 9, como Lo veitemo.8 después) . Ademán, g y (4)
aon indepentientea, ahí que las dattibueLones condícíonales de cada -

una dada /a atila, aon aínipLemente aun de attibucíonea (no condiciona-leal.
Ve esta manera tendxemos tespueataa a la pa/rte a) y a. la pante. 5), ¡peles
no aon	 InUrnad: . Lo anteniox non íntica que /a teapu.eata depende de /a
desumpoWión: Caculoz meiticlianoz con paca comunes en el caculo dado
roa /Leva a. la diztnibución unilonme, mierWuts que caculo& iSofitmados pot.
la intenaección de La aupet“eie e2161.4ica con Las pianoz pa/La/e/as at pSa

no detemninado pon e/ camilo dado (prundon.) /Leva a /a dizflibución uní-

La díattibucZón de	 está dada pm:

núent)uaz que la datnibucien de 6 es:

r a p(9,4.01.-.01.) 1 	 e ' twitcr-beae

Pata demoatAcut la Independencia:

re,.

7—
-	 \ c-aele

 e,

P(9, U? <	 ,	 2.) e, "L-4.)gichsecle
Hits

1

e,

y
- \ ccaecle

e,

z P(u?,(--1/43?“)...\ PU3,4.-.e. 4-int)
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