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INTRODUCCION

El cálculo fraccional nos proporciona un bello ejemplo de cómo se van

desarrollando las teorías matemáticas. Puede trazarse su desarrollo des-

de el siglo XVII hasta la actualidad, y en él puede contemplarse cómo Orla

inquietud intelectual puramente formal, la posibilidad de extender el or-

den de derivación a fracciones, encuentra una aplicación en un problema

de mecánica antes de que hubiera algún desarrollo significativo de la teo-

ría.

En el capítulo cero hemos hecho una breve reseña histórica del cál-

culo fraccional que, partiendo de Leíbniz y pasando por los formalistas del

siglo XIX, nos permite llegar a la parte principal de este trabajo, dando

cuenta de los avances logrados por distintas corrientes en lo que va de este

siglo, y dando un panorama general que permite comprender y situar la teo-

ría de integración fraccional para funciones generalizadas que posterior-

mente presentamos. Para la redacción de este capítulo nos hemos basado

principalmente en [11, [9] y 1111.

Si el capítulo cero.l es el antecedente histórico necesario para ubicar

nuestro tema, el capítulo primero da los antecedentes matemáticos necesa-

rios para comprenderlo (y que generalmente no se incluyen en el curriculum

de la Licenciatura en Matemáticas); en él se presentan los espacios de

funciones que habrán de manejarse, precisándose el sentido en que han de

entenderse los conceptos de función generalizada y operador, así como algunas

de sus propiedades. Esta parte descansa en la notación y presentación que

se hace en [12] de estos temas.

Los capítulos segundo y tercero forman la parte central de este traba-

jo, y siguen la exposición dada en [8] ; en el primero de ellos se introdu-

cen los operadores de Erdelyi-Kober y se desarrolla su teoría, llegando

hasta algunas leyes de índices que permiten el manejo algorítmico de los

operadores. El tercer capítulo presenta la solución de una ecuación di-

ferencial utilizando los operadores estudiados.



Por último, se anexa un capítulo cuarto con el fin de presentar una pa-

norámica de los diversos campos de aplicación de la teoría y de dar una idea

del tipo de problemas que todavía quedan por resolver, y se concluye con un

apéndice sobre la función gamma. Como el cálculo fraccíonal está fuera del

curriculum de la Licenciatura en Matemáticas, se pretende con el apéndice

facilitar a los estudiantes no avanzados la lectura del capítulo cero, que

con el capítulo cuarto formaría una buena primera aproximación al cálculo

fracciona]. El capítulo cuarto se apoya principalmente en [1], que es una

colección de trabajos presentados en 1974 en la Conferencia Internacional

sobre Cálculo Fracciona' efectuada en la Universidad de New Hayan.
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CAPITULO CERO

ORIGEN Y EVOLUCION DEL CAIrULO FRACCIONAL

A) PRIMEROS INTENTOS

El Cálculo Fracciona] tiene su origen en la extensión de sig-

d
n

nificado de la expresión conocida 	 de la notación de Leibniz usada en
dnyx

Cálculo Diferencial. Es decir: /Tiene sentido extender los valores de n a

fracciones, irracionales ó complejos en dicha expresión?

La primera persona de quien se tiene noticia que indicó esta

extensión fue G.A.L' Hospital en 1695, quien en una carta preguntó a Leibniz

respecto a la notación para la n-ésima derivada de una función:

/Qué [sucedería] si n fuera 1/2 ?, a lo que Leibniz replicó "esto conduciría

aparentamente a una paradoja pero de ésta algún día serán extraídasconsecuen-

cias útiles".

El mismo Leibniz en 1697,	 refiriéndose al producto infinito de

Wallis para T, afirmó que podía haberse usado el Cálculo Diferencial para obte-

,ner el mismo resultado y utilizó la notacion d y para denotar una derivada

de orden 1/2.

L. Euler mencionó interpolaciones entre órdenes enteros de una

derivada, en 1730. P.S. Laplace, en 1812, definió una derivada fracciona], pe-

ro la primera discusión de una derivada de este tipo apareció-en 1819, en casi

dos páginas de las 700 que constituyen el texto de Cálculo de S.F. Lacroíx,

quien aparentemente consideró este tópico como un mero ejercicio matemático.
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Lacroix partió de y=xm con m entero positivo y calculó la

n-ésima derivada:

dny _

mm^)^

	 m-n
Usando r , el símbolo de Legendre

dxn
para factorial generalizado (función

gamma), obtuvo

(1)	 	
x
m-n

;	 y reemplazando n por 1/2 y m por
dxn r(m-n+1)

cualquier real positivo a, de mane-

ra típica en los formalistas clási-

cos de este período, Lacroix obtuvo:

1,_
d	 y . r (a+1)  xa-112

dx%	 1"(a+±/2)
que expresa la 1/2 derivada de y=xa.

También dió el	 resultado para y=x:

= r(2)	 x 1 /2	 1:x1/2 
. 2 Ir 

dx1/2	 f757)
	 1/211(1/2)

J.B.J.	 Fourier, en 1822, fué el siguiente en mencionar de-

rivadas fraccionales, pero al 	 igual que Euler, Laplace y Lacroix, no apor-

tó ninguna aplicación.

La primera aplicación se debió a Niels Henrik Abel, en 1823,

cuando aplicó el Cálculo Fraccional en la solución de una ecuación integral

que surgió en la formulación del problema de la tautócrona. Este problema,

llamado a veces el problema de la isócrona, consiste en encontrar la forma

de la curva sobre un plano vertical, 	 tal que un objeto, al deslizarse sin
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fricción sobre ella, llegue al final del recorrido en un tiempo que es inde-

pendiente del lugar en que comience el movimiento.

Probablemente la elegancia de la solución de Abel para este

problema, llamó la atención de J. Liouville, 	 quien dedicó mayor atención a

dar una definición lógica de derivada fraccional, publicando tres largas me

morías en 1832 y algunas más en 1855.

El punto de partida de Liouville fué un resultado conocido

para derivadas de orden entero positivo, que extendió en forma natural pa-

ra órdenes arbitrarios:

d 
m

e
ax 

= a
m
e
ax	 d

v extendiéndola para v>0:	 — e
ax
= a e

dx m

ax

dx
v

a x
desarrolló f(x) en la serie f(x)= 13 ce n	 y manejó la y -derivada de f(x)

n=0 n
COMO:

d
v

V 
a
nx

f(x)= / ca 
n
e

dx
v

n=0 
n

definición de Liouville".

Esta se conoce como la "primera

Esta primera definición de Liouville tiene la clara desventa-

ja de que v está restringida por la convergencia de la serie.

Usó un segundo método para definir una derivada fracciona],

aplicada a funciones de la forma x -a con a>0, de la manera siguiente:

j 
u
a-1

e
-xu

du.
Y	

la transformación xu=t da el resultado

1 j	 a-1	
r(a)u

a-1
e
-xu

du = -	 t	 e
-t dt
	 , de donde

x O	 x
a
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x
-a	 1	

u
a-1

e
-xu

du	y tomando la v-derivada en ambos
O

miembros:

o,	 co

dv -a	 dv	1 a-l-xu
dul - 

1 a-1	 d
v 

, -xu-- x	 = --	 u e	 -.7)ke ) du=v	 v	 fIrj)	 fr() .50

u
dx	 dx	 dx

co
= 1 j	

w
.rica_)	

(...0v J
0

T'(a)	 o
ua-1(_iNve-xudu.

_ (-1)v r (a+v) 
r(a) xa+v

u
a-PJ-1

e
-xu

du=

de donde obtuvo la relación

-a
dux	 (-1)

v
 r(a4.0  )

x
-a-v

conocida como la "segunda defini-
dx v
	 r(a)

ción de Liouville".

En esta segunda definición, el término (- 1 )
v
 sugiere la necesi-

dad de incluir números complejos,y de hecho Liouville consideró tales valores,

aplicando con éxito el Cálculo Fracciona] en problemas de Teoría del Potencial..

También trató de resolver ecuaciones diferenciales con esta herramienta.

Entre 1835 y 1850 hubo controversias respecto a las definicio-

nes de derivada fraccional 	 dadas por Lacroix y Liouville. Estas corrientes

fueron apoyadas por George Peacock y P. Kelland, respectivamente. Sin embar-

go, Augustus de Margen juzgó que ni una ni otra corriente podía considerarse

superior y que ambas formas de definir derivadas fraccionales podían ser parte

de una más general.

En 1850, William Center observó que la discrepancia entre las

dos versiones se centraba en la derivada fraccional de una constante.,

De acuerdo con la versión Peacock-Lacroix, la derivada fraccio-
,

nal de una constante da un resultado distinto de cero, a menos que la constan-
_
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te sea precisamente cero, mientras que en la versión Kelland-Liouville la

derivada fraccional de una constante sí es cero, puesto quell1(0)=	 Y 

1

IW
puede tomarse como cero.

Center concluyó que cuando se conoce la forma de encontrar

la derivada fracciona] de una constante, entonces se puede saber qué siste-

ma adoptar.

Bernhard Riemann desarrolló una teoría de operaciones frac-

cionales durante sus días de estudiante, en 1847, misma que fué publicada

en 1876, después de su muerte. Usó una generalización de una serie de Tay-

lor para deducir su fórmula para integración de orden arbitrario:

d
-v

1
f (x) r(v) j -t) v-1 f(t)dt + T(x)	 sobre la que,

dx
c

en 1880, Arthur Cayley comentó que la función complementaria T(x) es de na-

turaleza indeterminada pues contiene una infinidad de constantes arbitra-

rias.

Los matemáticos de la primera mitad del siglo XIX no pudie-

ron precisar una definición apropiada al no analizar en el plano complejo

las consecuencias de sus definiciones.

S) PRIMERA DEFINICION ACEPTABLE

Fue Laurent quien clar'ficó la manera de calcular derivadas

de orden arbitrario, en 1884. Su teoría, analizada en el plano complejo,

fué la primera aceptable para el gusto de los matemáticos modernos.

Para ampliar un poco, de acuerdo con la notación de Harold
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T. Davis (1936):

D
-v

f(x)	 v>0
c x

c x	
,D

v
f(x)	 v>0

denota la integral de orden v de la

función f(x) a lo largo del eje real,

c y x son límites de integración.

significa diferenciación de orden v

para f(x).

En términos de esta notación, lo que requerían los matemá-

ticos para encontrar una definición apropiada de derivada de orden arbi-

trario y obtener una teoría manipulable,es brevemente lo siguiente:

Para toda función f(z) de variable compleja de una clase

suficientemente amplia y cualquier número v, irracional, fraccional o com-

Alejo, la función Dv
cz

f(z) = g(z) debería definirse de modo que satisficie-

ra lo siguiente:

Si f(z) es analítica, la derivada cDvzf(z) es analítica en v y

z.

La operación cD\( f(x) produce el mismo resultado que la diferen

ciación ordinaria cuando v es entero positivo.

Si v = -n , n natural, entonces cD7f(x) produce lo mismo que

integrar ordinariamente n veces la función f(x) y cD; r1 f(x) de-

be anularse con sus n-1 derivadas en x=c.

O
La operación de orden cero no altera la función 

c 
D 
x
f(x)= f(x).

Los operadores fraccionales deben ser lineales.

-u c
5) La ley de índices debe cumplirse 

c 
D
x
	D x-v
	

c
f(x)= Dx

-u-v 
f(x).
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Como se mencionó anteriormente, Laurent obtuvo la primera

definición que satisfizo estas propiedades. Publicó un artículo en 1884

que es considerado como definitivo para los fundamentos del Cálculo Frac-

cional.

Para ello, partió de la fórmula de Cauchy para funciones

complejas analíticas:

f (n) (z)	 ,If(n) 

25i
(n-z)

dn donde C es el contorno de in-

tegración en el plano comple-

jo, ahora llamado Lazo de Lau-

rent, que se muestra a la iz-

quierda.

La generalizacion de n! no presenta problema dado que

v!=7/(v+1); además, poniendo la integral en forma exponencial y haciendo

n=t, z=x se obtiene

f(v)(x)_11(0+1)  tí
 e

(-v-1)1n(t-x)
2fi	 f(t)dt;

en la parte AB del lazo tenemos t= x+ce ie
 ,de donde

`S'A
5

e
(-v-1)1n(t-x)

f(t)dt=f e
(-1)-1)1n

ie
if (x+r e ie)e ielede

in[eeiejR-I)
e.Ele

le
 f(x+Ee

ie
)d(3=

-5
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I. (c e iO ) -V -16 ie re f (x+seie)d0=

f E-v e-iv0. f(x+cere)d0

Si tomamos v<0 entonces la integral anterior converge a ce-

ro cuando e -* o. En la parte CA del lazo, ln(n-x)= ln(x-t)-ili y en la par-

te BC' del mismo, In(ri-x)= ln(x-d+ill, de donde

(1)-1)1n(n-x) f(n)dri = Jr A e(-v-1)[1n(x—t)- 11] f(t)dt +

1::(-v-1){1n(x-t)+i5] f(t)dt + I e (-v-1)1n(t-x) f(t)dt
A

Al tomar v<0, y límite cuando c	 O, la integral en la parte

AB del lazo se anula y obviamente A- 3- x , B4- x y C-› C' ,por lo que
x

r (vi-o  [ e (v+1) I
25i CI

(x-t) -v-i f(t)dt - e --(v+1)i5	 (x-t) -v-I f(t)dt
C1

r (v+1)-e-PIT(v+1) 1 (x-t)-v-if(t)dt
2i	 FC'

77(v+1) 
5	 Sen(v+1)11 

J
x (x-t)-°-if(t)dt =

T7(0+1) (-Sen 5v)	 (x-t)-v-if(t)dt
C'

c'



De acuerdo con la fórmula de reflexión de la funciónr

- Sen lv r (-u)
-	 	 r(v4-1)	 y esto nos conduce a

f
(u)	 T'(V+1)1

r(-9).1" -(-v) r(v+1)	 (x-t)v- f(t)dt= 	 1 
c'

Finalmente, mediante un cambio de notación para emplear v>0

en lugar de v<0, obtenemos la definición de integración de orden arbitrario

v>0 obtenida por Laurent, que en notación de Davis es

c	

x

 v
	 1

D
x
 f(x)

rJ
	(x-t)

v-1
f(t)dt.

c
kv)

Esta definición también se conoce como fórmula de Riemann-

Liouville porque si C =0 ó C=-OD obtenemos las definiciones de Riemann y Liour

ville respectivamente, aunque en esta expresión no se considera la función

complementaria W(x) que 	 incluyó Riemann.

Esta fórmula de Riemann-Liouville para intecración fraccional,

no se puede usar directamente para diferenciación de orden arbitrario; sin em-

bargo, mediante un pequeño truco se puede encontrar una expresión adecuada:

Sea v= m-p donde m es el mínimo entero mayor o igual que v y

0<p<1; entonces para diferenciación de orden arbitrario

d
m

m

c
D
x	c x
vf(x) = Dm-Pf 	

cx	 c
Dm	D

x
	d
Pf(x)=	 D-43f(x) =c x

x

dm	 1. 1 	 fx(x_t	
l f(t)dtl	 donde el supuesto

dxm	11 ( p ) c

Dm-P =	 Dm	 D-P se puede justificar de 	 la manera siguiente:c x	 c x	 x

- 9 -



1 
Sea 0(v,x)= D-v f(x)=(x-t)v 1 f(t)dt (es convergente

0 X	 1-11.V	
O

para v>0),

00,x) = 007( 0D7 f(x)- dm1-7-, .1(x-t)P-if(t)dt
dxm ni)) o

donde -0= m-p con m= 0,1,2,...

Cuando v>0 escogemos m=0, entonces v=p, S(v,x)= 0(v,x) y po-

demos escribir:

°10(0,x) = c17(	 [ 	 1	 1 (x,tr i f(t)dt 1
O T'O) 

O	
dx usando la fór-

	d 	 1 
	0 (V X ) dx	 (v +1 )

ro

mula de Dirich-

let,

(x-t))f(t)dt	 que es convergen-

te para v>-1,

entonces tenemos que para m=1	 $(v,x)= 0(0,x) y este proceso se continúa

hasta que 4)(v,x) = *(v,x) para m=n y v>-n, donde n es natural.

Luego 0 es analítica en R 1 donde v>0 y 0 es analítica en R2	 pa-

ra v>-n; como (1) = 0 en Rin R2 con un punto límite en el semiplano derecho,

c	

en-

tonces 0 es continuación analítica de S; esto justifica el escribir Dm c D xP=

-DmP
C X

C) OTRAS DEFINICIONES

Desafortunadamente la existencia de f (P) (x) no implica la rela-

ción f (P) (x)= DP f(x). Para que esto se cumpla se requiere una restricción
X
O 
X

suplementaria: la continuidad de f (p) en el punto x0 .
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Esta restricción ocasiona que	 la definición de Riemann-Liou-

ville sea en algunos casos inadecuada, impulsando el estudio de otras defi-

niciones con el propósito de solucionar tal inconveniente.

Frecuentemente es útil la	 idea siguiente: el desarrollo en

serie de una función f para formar la derivada fracciona] término a término

de la serie, sobre la suposición de que la derivada fracciona] de cada uno

puede ser dada por interpolación directa.

Para el caso de una función analítica f, tenemos la defini-

ción de Hadamard, empleada con éxito en sus investigaciones sobre series de

Taylor en 1892:

de convergencia esencialmente igual al de la expansión de f en serle de

Maclaurin.

Otra de las definiciones,	 aportada por Weyl en 1917, se pasa

en series de Fourier como sigue:

Sea f una función 1-periódica con I f(t)dt=0, entonces la in-
O

tegral de orden v>0 es

_oolvxf(x) =
 2n 1 

(2n5) -v [a nCos (2nx-v/2)5+OnSen(2nx-o/2)1],donde
=

01

an= j f(t) Cos(2nTt)dt	 y S =	 f(t) Sen(2nIft)dt, y
O	 n	 O

xW:f(x) = fv-IF) 	 (t-x)v-1 f(t)dtx 

para v complejo con Rev>0.

"(Integral de Weyl)

0 x	 n	

(n)
Dvf(x)= É

0 11f(n-v+1
(°))	 xn-v cono arbitrario y dominio

= 



Otra de las ideas es que la integral de Riemann-Liouville es

una función,holomorfa de orden v. Sobre esta base, M. Riesz y seguidores,

entre 1933 y 1949, desarrollaron'el método	 llamado "continuación analítica

de la integral de Riemann-Liouville".

Este proceso, en la teoría de la diferenciación fraccional, se

aplica también a funciones de varias variables, sobre todo en espacios eu-

clidianos y espacios métricos de dimensión grande y se usa en Física Nuclear

(Potenciales de Riesz).

Erdelyi y Kober, entre 1940 Y 1941, investigaron sobre la gene-

ralización de las integrales de Riemann-Liouville y Weyl, quedando este tó-

pico prácticamente adormecido hasta 1960, aproximadamente, cuando Miklos Mi-

kolas estudió el caso de derivadas e integrales fraccionales de orden comple-

jo para funciones Lebesgue-integrales, basándose para ello en el concepto de

Weyl.

Resultados de Mittag-Leffler y M. Riesz en el campo de teoría

de funciones, permitieron entre otras cosas, una completa caracterización

del dominio de existencia de la derivada fraccional; esto íntimamente re-

lacionado con la teoría de funciones Zeta de Hurwitz.

Otra manera de definir derivadas fraccionales de orden arbitra-

rio, después de algunos intentos (Grtinwald en 1867, E. Post en 1930 y publi-

caciones de los últimos 30 años), consiste en una representación directa de

Dv f(x) como límite:xo x

n-1v
Dv f(x) = lim (:=111 )	 E0 (-1) k ( 9) f(x-k x-x°)

n

v -v k=

conocida como integro-derivada, pues es una generalización común de deriva-

das e integrales iteradas en el caso de valores enteros de v.

xo x
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D) INTEGRALES FRACCIONALES DE FUNCIONES GENERALIZADAS

En forma independiente y paralela, el concepto de función es ex-

tendido, creándose el concepto de función generalizada.

Sobolev en 1936, estudiando la unidad de soluciones del problema

de Cauchy para ecuaciones hiperbólicas, fué el primero en usar explícitamente

funciones generalizadas (Distribuciones).

En los años 1950-1951 aparece la monografía "Teoría de Distribu-

ciones" de Laurent Schwartz, en la que sistematiza la teoría de funciones gene-

ralizadas, basándose en la teoría de espacios lineales topológicos. Esto ayuda

a definir y utilizar las "derivadas" de funciones localmente discontinuas al

extenderse la noción y el concepto de función.

Las integrales fraccienales de Riemann-Liouville para distribu-

ciones pueden ser obtenidas de la teoría de convolución de distribuciones con

soporte acotado por la izquierda. Es más difícil definir integrales de Weyl

para distribuciones; además, la multiplicación por potencias de la variable,

no es factible en el marco de trabajo de la teoría de distribuciones y apa-

recen frecuentemente en aplicaciones.

Una forma de resolver este problema es considerar que el opera-

dor de la integral Riemann-Liouville es adjunto del operador de la integral

de Weyl y viceversa. Construir un espacio de funciones prueba en el que uno

de estos operadores es continuo, permite definir el otro para una clase corres-

pondiente de funciones generalizadas. Además, tales espacios pueden ser cons-

truidos de manera que la multiplicación por una potencia de la variable y la

integración respecto a una potencia de la misma, sean permitidas.

Ampliando un poco:

a) Dende e/ punto de vi4ta de convolueLonez (Gellfand-Shilev).

- 13 -



1 
La integral de Riemann-Liouville l af(x) = T, 1a-r- ) f(x-Y) a 1 

f(y)dY
O

con x>0, a>0 y f localmente integrable, púéde ser considerada como la convolu-

ción de f con la función p
a
 definida mediante

a-1
pa (x)-4h-jr	 si x>0

si x O.

Se puede extender la función p
a
(x) para cualquier valor com-

plejo de a y se torna una distribución con soporte en [0,00), excepto en los

casos a= 0,-1,-2,... en que p_ n (x) = 6(x)[delta de Dirac] con soporte (0).

Ahora existe una teoría de convoluciones para distribuciones

con soporte acotado por la izquierda,por lo que I
a
f= p

a
lef puede emplearse

para definir la integral de Riemann-Liouville de orden arbitrario (real o

complejo) para todas las distribuciones con soporte en [0,0110).

La teoría resultante tiene sus limitaciones:

Por una parte, la integral de Weyl

kaf(x)=1	 I ( - x) a-i f(y)dy con a>0, f localmentefT07) x Y

integrable en [0,00), puede escribirse como la convolu-

ción kaf(x) = pa(-x)*f(x), pero el soporte de pa (-x) es-

tá en (-00,0] y es difícil encontrar una clase satisfac-

toria de distribuciones para las que la convolución an-

terior tenga significado útil.

Por otro lado, en algunas aplicaciones se tropieza con

- 14 -



las integrales fraccionales de x il f(x) y f(xm) respecto

a x, ó integrales fraccionales de f(x) respecto a una

potencia de la variable.

Como la multiplicación por xP (excepto u= 0,1,2,...) y

el cambio de variable x÷xm no son permitidos en espa-

cios de distribuciones, podemos concluir que la teoría

de integración fraccionaria, para cubrir estos obstácu-

los, no puede ser extendida en términos de convolución

de distribuciones.

b) Dude el punto de vízta de rtan4loAniadkó de Mellín (Rooney 1972).

Esta posibilidad se basa en la conexión de integrales fracciona-

les con Transformadas de Mellin:

f A [s]= S x
s-1

f(x)dx; entonces, bajo condiciones apropiadas,
O

(lanAtsj- r(1 -s
77(1-a)-s) /f(s+a) y ( kaf) A rs] - r	 ?(..,e+a).

Como las Transformadas de Mellin han sido extendidas a funciones

generalizadas, esto puede usarse para definir integrales fraccio-

nales de funciones generalizadas.

e) Dude el punto de vísta de opetadota adjuntals.

Esta manera de acceso a la definición de integrales fraccionales

de funciones generalizadas está basada en la fórmula para inte-

gración fracciona' por partes elaborada por Love y Young en 1938.
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Bajo condiciones apropiadas y el teorema de Fubini,

	

j

r'	 r'
laf (x) g (K)dx= j	 j pfl(x-y)f(y)dy g(x)dx.

	

O	 O	 O

1 [ irPa
(x-y ) g (x) dx f(y)dy= If(x)kag(x)dx, de donde

O	 y	 O

l a y ka son operadores adjuntos y podemos escribir (laf,g)=(f,kag).

Ahora bien, al encontrar un espacio de funciones prueba que sea

mapeado continuamente en otro bajo alguno de estos operadores, entonces el ope-

rador adjunto mapea los espacios dueles que son espacios de funciones generali-

zadas.

Este método tiene una clara ventaja sobre el anterior dado que

f se puede definir sin restricciones de crecimiento al infinito y k
a
f sin res

tricciones en cero, mientras que las Transformadas de Mellin requieren restric-

ciones en ambas partes.

Kober, en 1940, en el artículo "Sobre integrales y derivadas

fraccionales" extiende los operadores l a y ka de tal forma que

I naf(x) = mx-mn-maf 

x

 pa (xm-ym )ymn+m-if(y)dy
x
m	

O
Y

kv '
m
af(x) = mxmv f p( ym-xm)y-mv	 f(y)dy,

x

- 16-



los cuales son operadores adjuntos si v=n+1- 1— ; además demostró, entre

otras propiedades, la relación I n ' a xSf= xI I I"'uf.De lo anterior podemos

decir que Kober integró respecto a una potencia de la variable e integró

el producto de una potencia de la variable por una función.

Actualmente se estudian estas extensiones donde se integra

con respecto a x
m 
en lugar de x. Estas extensiones sobre las cuales gira

el presente trabajo son los operadores

n'a0(x)-	
m 

x	 y
-mn-ma f , 

x 
m 
-u /

m,a-1 
u 
mn+m-10(

f.T5D	 u)du

x
m	 O

CO

m it x mn S (um-xm)a-Iii-mn-ma+m-14)(u)du,kn ' a 0(x)=. 	t_re
x
m

llamados operadores de Erdelyi-Kober, y los operadores

1
a
m0(x)=	 m	 (xm-um)a-1 um-I0(u)du

r a o

k
m
oxa	 )= 

J
(u
m
-x

m
)
a-1 

u
m-1

0(u)du que en el caso 

m=1 son respectivamente las integrales de Riemann-Liouville y Weyl de orden

a de la función O.
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CAPITULO PRIMERO

ESPACIOS MULTINORMADOS Y OPERADORES ADJUNTOS

A) ESPACIOS MULT/NORMADOS

DEF. 1.01.- Sea V un espacio lineal. Una aemínoAma r sobre V, es una
función que a cada	 13é V le asigna el real 3"(0)›.50 y satisface

27 ( 0( 56 )= l a d Y(0)

d'1 ( 11 -1-9	 ) S	 2r ( q5 )+ vN (	 )	 para crée;q5) WeV cualesquiera.
Sea S= la;./ una colección finita o infinita de seminormas sobre V;

AwA

se dice que la colección es 3epaturAbha si bma (	 ).0 P/ eAt , =0.

DEF. 1.02.- Una multinorma sobre V es una colección separadora de se-

minormas sobre V.	 Si además la colección es numerable, entonces es una

multínototia numerable.

Topología generada por una colección de seminormas.

Sea S= Pqm4A una colección de seminormas sobre V. Dados cualquier
subconjunto finito	 c)^ 	 de	 S y	 los positivos arbitrarios	 E,,E2)...)41,rki 

n
k.,../

definimos una bola con centro en "V como el conjunto de los 	 Oe V
tales que 25k (0-1-9.5Ek. ki,,z)!,..,n y llamamos una vecíndad de r acualquier
conjunto que contiene una bola con centro en Le.

DEF. 1.03.- Un e6pacío multínotmado es un espacio lineal con una to-

pología generada por una multinorma M.	 Si la multinorma es numerable enton-

ces es un empacío numetablemente multínotmado y abreviamos espacio NM.

DEF. 1.04.- La 4uce4L'én {d;

	

rv	 es convetgente en V si 0,,EV
.1.tz I

para toda V=1,2,..	 y existe 156 V tal	 que para toda vecindad -Jade 1545ded2
Ivi v?..N. Escribimos {00 i--i0.0 en V cuando	 V	 eo	 y decimos quesiles el lí-
m¿te de /a 3uce4íón	 (0,1 .
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LEMA 1.01.- Sea V un espacio multinormado con multinorma M. Ists,j_r9s

en V si	 y sólo si para cada	 XeM,	 ?I< (93 — $4,)--9. 0 cuando V--"c' . El

límite es único.

Dem. i) i# 3-1# en V si para toda bola B con centro en # y cualquier
subconjunto finito id;‘, 	 14,4, 00- ) :5-	 ki	 Nic	 ; entonces

5

arr ( 00 —	 If? Pl• { E k i	 V	 mía ígki, y entonces	 20(04,-4)-->0 cuando
v rém

Si	 34 (4,-931--Y0 cuando 0-roo ti Yen , como cada vecindad de O con-
tiene una bola con centro en 0, entonces #J, está en cada vecindad de a par-
tir de alguna Ek , de aquí 1 9s4—► 0 en V.

Supongamos que 56 y	 son límites de
	

cuando y-7•00

luego	 a ( 91 - 1̀1 ) =0, y como la colección de seminormas M es separadora,s6=111#

DEF. 1.05.- Una zuceban de Cauchy en un espacio multinormado V, es

una sucesión	 504 de elementos de V tales que para cualquier Yth 12

201.-0,4) —► 0 cuando y-a,co	 y fi-roo independientemente.

DEF. 1.06.- En un espacio V con topologlas Ti generada por una multi-
norma 9?--dr LA 

y Tz generada por la multinorma

	

4-Le	
, decimos que la

AA 

topología T, es mía débil que la topología Tz si toda	 T -vecindad es también
Tz -vecindad y denotamos	 T, CTI

LEMA 1.02.- Una condición necesaria y suficiente para que la topolo-

gía T, sea más débil que la topología Ti es que para cada sen exista un
conjunto finito de seminormas 	 �r,̀,n)...,4,	 de M tales que para toda Ide V

(	 c Ir" f 06), nao, ...) tr„60i, donde c y n dependen de „
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Suficiencia:	 En la topología T,	 sea	 la bola con centro en el

origen A= t 	 f	 (lh )5 Et. 7	 k	 .»11,	 donde _f, 4 	 son arbitrarios; para

cada Sx_ escogemos J 	 ig,k7 2 4,.EM tales que

fx. (	 )	 c k mcix	 gr•,(9)24,(00,..., 0;9, 6P) j.

Sea Bk = l o I al; 	( 0 )	 -� Esick 	j=1,2,...,n}	 ,	 entonces 8 1, es una

T2 -bola con centro en el origen y contenida en A, 	 y por lo tanto T, C T2 .

Necesidad:	 Para	 la seminorma arbitraria	 fe In	 considerarnos la
T, -bola A= {pi f(P )si} .	 Como T, CT27 entonces existen un número finito

de seminormas ó,, 202 	 r„ e M y En, tales que la bola
B t { el 7,(9)<E, n( e )< e , . . . ,	 ( e )<C}	 es de T, y BCA.

Sea Ot	 tal	 que máx f	 ( 0 )	 dr,. (	 • • • , 4 (515	 )	 -� O y construimos
es- 	 tí) 	 entonces	 e'e BCA, de donde 1( Ir )41.

máx {31(0 ) • —"Usé

Así,)

,,c 1a,	 	

(máxia4,(0),...,	 (0 ).)

	

960.1. máx .1"; (.1),	 091,
Í(#	 )SCl máx f a4,( 45 ),...,	 ).}	 y hacemos C=5-1.

En caso de que	 maixír,( 0 ) ,	 din (	 =0, entonces para a>c) arbi-
traria y toda k,

(	 ) = a ¿tic (	 ) 2:0 • Luego	 a ll escA, 4(al) 5 1, y ( . )5*, Y

entonces	 y	 =0	 y se cumple la igualdad./

BI DUALES DE ESPACIOS NM

	DEF.	 1.07.- Sea V un espacio NM. Una lune/Dna/ f sobre V es una fun-
ción que a cada 01 V le asigna un único complejo	 ( 71 ) . La funcional

f es Lútea!. si	 (Lafi+fi ce)=0((f ) 15) +	 (I, y)	 /0,9)Ev Y e?" complejos.

	

DEF.	 1.08.- La 6Ltrteional f es contúuta en 96E V si 177 En, existe una ve-

cindad ft de	 0	 , en V,	 tal que	 I(	 ) — (1 , 0 )I<t. siempre que 51102.
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LEMA 1.03•- Sea V un espacio NM. Una condición necesaria y suficiente

para que una funcional f sobre V sea continua en 	 es que para toda Oe V y

toda sucesión	 0,0J que converja en V a	 suceda lim	 f	 )=(	 )
Y -S 00

Necesidad: Es inmediata de las definiciones de convergencia y con-

tinuidad.

Suficiencia: Sea la colección B,,Bz „... de bolas con centro en so

tales que toda vecindad de 95 contiene al menos una de las S. Sea la co-
n

lección C, = 13, , C2 = B/1132 	 C.,T	 ; obviamente	 CpC3D... y toda

vecindad de#contiene al menos una C.J. y las siguientes.

Supongamos que f no es continua en alguna #CV, esto es, existe en) tal

que no existe vecindad alguna 11 de # con la propiedad i(j) 41 )-(f# )1<e.

Y (IJ é	 , es decir, existe E>0 tal que para cada C Con centro en Sí,

existe al menos una Oi l 5 con 1( f, 16j )-( J, 16 )1	 , o sea

hin (	 1,0 ).
ció

Por otro lado, como 4e5 entonces ft(	 -ir 0 cuando j--Ircra; por lo

tanto f debe ser continua por reducción al absurdo./#

LEMA 1.04.- Sea V un espacio NM.	 Una condición necesaria y suficien-

te para que una funcional lineal f sobre V sea continua, es que para toda

sucesión	 01,1 que converge a cero en V, suceda lim ( flft)=0.
Y~00

La necesidad es inmediata.

Sea 5fréV y {9112 } -p 9) en V arbitrarias.

Sea Áo = cija '92 entonces Iba -->0 en V cuando

luego 1( f, 'Po ) - ( f l iP )1 = 1(i,(1,-1)1 = 1(5, 41v)1-40 cuando

por el lema anterior, f es continua en (pé V arbitraria.Ñ7

V-, 00
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DEF. 1.09.- Sea V un espacio NM. El espacio lineal de todas las fun-

cionales lineales continuas sobre V es llamado dual de V y lo denotamos V'.

Asignamos al espacio V' la topología generada por la multinorma 10/1tV

donde para cada 91e V tenemos una seminorma 10 sobre V'definida por

) 6 w= 1(1,95 )1.

Una bola con centro ,ge V'es cualquier conjunto de la forma

li f I f4 V1i 	 l(f-9, 05x)1 15.-E ic 	k=1,2,...n1	 donde n es estero positivo

arbitrario,	 los 014c son elementos arbitrarios en V y los e, son positivos

arbitrarios.

Una vecindad de g en V'es cualquier conjunto qué contenga una bola

con centro en g. La colección de todas las vecindades en V'es llamada la

tupologia débil de V'. Así, V'es un espacio multinormado, no necesaria-

mente NM.

Una sucesión {foil en V'es convergente si y sólo si existe fa' tal

que para cada iNV, ( ffit )-*C) cuando 1)--9- .v

{ FÁ) I	 es 6ueeZícín de Caachy en V' siy sólo si para cada yle V,

( ;0 _4 � )-÷0 cuando 9-1-ce y /m-p. co independientemente.
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TEOREMA 1.01.- Si V es un espacio NM completo, entonces Ves también

completo.

Dem: Sea 11„f una sucesión de Cauchy en V 1 ; por la completez del

plano complejo, para cada gle V existe un único complejo ( ;Al ) tal que

I in1( ffr, ) 56	="(	 ).
)1-1•120

La funcional f, así definida, es lineal y vamos a

demostrar que es continua en el origen. Lo haremos por contradicción.

Supongamos que existe una sucesión 140	 en	 V que converge a

cero en Vi tal que la sucesión correspondiente {( 1. 2 164 )} de complejos, no

converge.

Escogemos una subsucesión -1.954 de 1411	 tal que

f,	 )1?-c›0	 para	 =1 ,2, . y c fijo y

234k ( Os, )5. if 	 para k=1,2,...y, donde	 E M es la multinorma sobre V.

Sea	 5„ = 2 1)4!„; entonces,

›: ( t-0) =34,.( "/"., )=	 21950 )=2 1)33 (0„ )5.2w 4 12-9+0 cuando

de acuerdo con el lema 1.01, {Sapj--*-0 en V y la sucesión

V a CO

1 (f,9y )1-1	 = { 21“, OY 1/diverge cuando

Ahora escogemos una subsucesión 	 14),:i	 de

sión lil,' de	 , como sigue:

—3> ce0

y una subsuce-

Escogemos 9; 1 tal que 1(1, 4),' )1,4	 ;

- 23 -
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f, puede también escogerse de manera que I(
/

)1,1 , entonces suponiendo

que los primeros Y-I términos han sido escogidos, seleccionamos Vial tal que

I( f.; ti I< 219 j=1 ,2,	 , V-) (esto porque para cada 5:

(ft 9? )-. 0) y kui);)1>	 2J.	 y' )1+	 (porque para"

fija,

cada

(f„,96)-*(1,0 ).

ser escogido como un elemento de iry tal que

P-t

q),,' )1>	 2 l ( 1, ,Y" )1+ v	 y considerando la serie

con m>n > k, tenemos
00	 CC

-v
V(42:	 r 9);	 2 -3•0 cuando n

Y=n	 w=n

sumas parciales 1.1:,= Z- y3 	 forman una sucesión de
Cauchy en V. Por la completez de V ti)eV.

Finalmente,

f,	 ( f -e); )	 -0 ) -

Para cada OEV,

Ahora f: puede

=

)
1,17,1

lo que prueba que las

h<

Y 1

•
( 4'„, g) ) = r (f„ Co

t)+	 (	 )	 Y

, o.	 ,	 o.
1 z4) 4 )1 <129»- .1

mr_114-/
por (a).   

Usando la propiedad loc+/+kil fixl-01- /91 para complejos en la

igualdad (c),

1( fi, sP )1 ?.._ - i z. ( is: 7 9,),: )( +	 I ( iii, yi )1-	 1 2 ( fk,' , vi,: ) 1,..,
04

a
1( f , j, , f )1 > - 1t ( f,,' j *) )1 +	 2_ 1 ( f ; , 50; ) 1 + 9-II( f J , 5/,'„' )1

....,	 .�-9	 Az:-..4-,

I( 1.: 7 q) )1> - DT: 9),:)1 + i ( f1; 7 j,L )1 +12- 1 4±( 1,: i ii-ji )( Y
mst	 Acr-Y-ii

1( f	
".y.,

y i , Lfr )1 > y.-1	 por (d), y esto prueba que /(fyi),P)/-->00 cuando
1,--1 0.5 , lo que contradice que { f y 1	 sea una sucesión de Cauchy en V.

- 24 -
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Entonce s f es una funcional lineal continua en cero y por ende continua don-

dequiera. Por consiguiente V' es completo.

C) OPERADORES ADJUNTOS

DEF. 1.10.- Sean U y V espacios multinormados. Un opexadot T de u en

V, es un mapeo que asigna un elemento T(95 )é V al elemento OeU.

Decimos que T es cOnanuo en Ite U si para toda vecindad Ac V de T( � ),

existe una vecindad _a c u de	 tal que T( '+' )€ A siempre que 4)612 .

•
Un operador lineal es continuo cuando es continuo en el origen.

DEF. 1.11.- Sea T un mapeo lineal continuo de U en V; definimos T . como

el ope/tado& adjunto de T de manera que T': V' -w 11' con (TV/ )=( 1, 74 ).

LEMA 1.05.- Sean U y y espacios con multinormas 
/?•Y ms- illité8* A

respectivamente. Sea T un mapeo lineal de U en V. Una condición necesaria

y suficiente para que T sea continuo es que para toda fl n	 corresponda un

número finito de seminormas 	 Ft,	 yC, 0 tales que	 d 4fre u

( 1- ‘11 ) t c máx	 (	 ) 	,

Dem.- Se hace de manera similar a la demostración del lema 1.03.47
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DEF.	 1.12.- Sea I un subconjunto abierto de (ko e n. Un conjunto

V(I) se dice que es eópacío de 6uncionez prueba sobre I si:

V(I) está formado por funciones suaves definidas sobre I con va-

lores en los complejos.

V(I) es un espacio NM completo.

3)	 Si {02,1-, o en V(I) entonces todas sus derivadas de todos los
órdenes convergen uniformemente a la función cero sobre cualquier subconjun-

to compacto de I.

DEF.	 1.13.- Una fluncíón genetalízade sobre I es cualquier funcional

lineal continua sobre cualquier espacio de funciones prueba definido sobre I.

Es decir f es función generalizada si está en el espacio V 1 (1). (Dual de

algún espacio de funciones prueba V(1) ). 	 Se dice que la función generali-

zada f es Aeguiat si I f(t ) 41,(t)JV -->	 o en el sentido de Lebesgue para

toda sucesión J,,3 que converja a cero en V(I).

TEOREMA 1.02.- Si U y V son espacios NM y T es un mapeo lineal continuo de

U en V, entonces el operador adjunto T'es un mapeo lineal continuo de V'en U:

i) Sean tfr iff E U; allIcomplejos; 3411/g

	

k95,5H= (I, r(-0 79 90)= (f, xTr40t,9 r	 ) =

	

e< T(0) )	 fil5 114) =	 (	 PIS)) # (	 78))=

	

.ch, ( Ty,4) ) 	),
lo que muestra que T'f es una funcional lineal sobre U.
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Sea 1/m í—o-Oen U cuando	 ;

(	 0„, ) = (	 TO ) = (Ty, o )

implica que p f es una funcional	 lineal	 continua en el origen, por lo que

es cont inua dondequiera y T I mapea V'en U:

( -nac í +/4 .5)	 ) =	 -959 	 TO )=	 77-19÷ (fi irriv)=

=1:((1 7-4)	 ) + /ti( 5	 )= «(rA 95 )+,e(r5 , )=

= (cy, 4' )+	 rig 	 ) = Go-y+147j,0),

por lo que T I es lineal.

iii) Para	 4 E U fija, en !ti, 95 1 I	 11 IT. ) , la magnitud de

la izquierda es el valor de una seminorma en U t y la de la derecha es el valor

de una seminorma en V'; entonces, por el lema 1.05, T 1 es continuo.///

TEOREMA 1.03.- Si U y V son espacios NM y T es un isomorfismo de U so-

bre V, entonces T' es un isomorfismo de V'sobre 1.1'y (y)~= (Ti'.

Dem.- T es un mapeo 1-1, lineal y continuo de U sobre V y su inversa T"'

es un mapeo lineal de V sobre U. El teorema anterior afirma que Ves un ma-

peo lineal	 continuo de V'en u' y	 ( T -9' es un mapeo lineal continuo de U'en

Sea (P= TO e V. Para cada fé V I , (T'Y T' f= f porque

( Ç,	 ) =	 ( 1, -FT"' p	 ) = ( T'f 7.-V) = ( (Tl ri f , .4)	 )

( 	) =	 (f,	 ) =	 (Tilf, y9, ) = (	 )

entonces (	 = ( T') ' y T'es un mapeo 1-1 de V'sobre U'. ///
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CAPITULO SEGUNDO

LOS OPERADORES 1T» t9'
x n7 I rn	 ,vn	 A 'n

A) LOS ESPACIOS Fty,,, Y

Sea C°° el conjunto de funciones infinitamente diferenciables sobre

( 	) y sea Lp el espacio de funciones p-integrales sobre

de manera que

_17 ?<Go con	 „

93110, 	e.ss 3 Ir 9(x)<..0 
s i	 p 00 con létoo.

E(5go )

Lp con las operaciones usuales de adición y producto por escalar, es un

espacio lineal completo.

DEE.	 2.01.- Sea	 < p	 , para cada p defin imos

Fp= frpE C °cli c 0/	 cf_t,	 ;	 = O, 1,2, ...)
drt

LEMA 2.01.- Para toda p, 	 , Fp con las operaciones usuales

de adición y producto por escalar es un espacio	 lineal.

Fp c: C' (espacio lineal)

Dem. Sean
	

Fp	 oca complejos

0	 Para	 1.11)4 oti

	

Kcl"( # 9) ) (1,)=	 94-1-)1
i
p 	 0116 Fp

de dxX d.xt	 '`
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Fp contiene a la función O

i) Para 4 Fp; A k-• ¿PAJE Lp	 y para -56
dXfr-

= (-1 ) /(x t cc/LOW é Lp	 -

xfri-cr(4)w=
cl

Fp

XK J k (	 )(9= c'exPdk 96(r) E Lp	 ,(16 E Fp.
ír,-k

Las demás propiedades son consecuencia de FpCre. 	
00

)14 Cit	 7t.

0 Sea ¢€Fp;	 isp-eo° , definimos para k=0,1,2,... 2,,r(	 )=)11 	7, -,„ T tal]

y si	 p=	 definimos(	 ) = ess sup	 (x).
K (o o.0)

LEMA 2.02.- Para	 la colección Mp= fifí	 I es una

multinorma numerable sobre Fp.

Dem. i) Sea isp< oo;

r
(c.“6 ) =111 211 •El±-(a07	 =

aX1o

0, ti) é Fp, a complejo

IwA l er optirrsx.

xj Yr
= br ix-i x 95/ pci il" = laL;oí	 ot,:(99

) = /al	 d')( 95 	)	 ;	 usando	 la desigualdad de Minkowsky

para integrales:

Per'
5;<P( 75-t-9.0= U/1-zi`LA (1+11.9/ Gir(	 / .4	 1 -1- jet 5-.1

z 	
r Ci X I ^S:.

o	 clx`	 dRic	 clx

r(Qc*	 ;5;
=	 lz"Li'461fizt +	 f xg1-1 *Kix] =2145 )+ a41:(J	 )

o	 eh'	 c xo-
o

er-f-f):	 j[ ( 54 )	 + Yr( 1/41-/ ).	 De acuerdo con la definic ión 1.01,	 Mp

re'	 77P
es una colección numerable de seminormas. Como 	 ( 715 )=	 /0(x)/ 01X1

es una norma y la colección Mp,al contenerla, es separadora.

í ) Sea P= co. Para cada k=0,1,2,..., sea 1C( oi 04 ) con/2(2) =0:

ess sup	 ( tzq5 )= inf	 -Hi cx4OL// j	 --,-inf	 { S up (a: l í95(v/ } =
x -(0,0-)	 2 C (á, ac9 1' ( 2c	 ?Cuy.> x t zC

=	 inf	 { 1,I	 Sup I #00 / I	 = Ni inf	 jsy, /95(z21 = I° c i ¿k'( 96 )
zcl.‹,,...)	 Aezc.	 tc-(e}) X( 2'

	

341,:a ( 56 +50 ) =	 inf	 { Sup 1 ¢(a)+W-Vi 1 S. inf	 -1	 Sup	 rísésfr.li 1- I Wfr.)Iii=
e c (o..o)	 1c et	 ¿C(t5—)	 Re

)
 inf	 T i .", 141,,,;,,...p ii.P4--	 ' ,I	 .{- s.i, 1 1504? _fr.," .{,o.r niaill=

	

tc (-»—)	,, e c	 -1 ,,e' r c	 cirate)	 1	 Ilf ?‘	 J 2c( >G)

= C ( 96 ) -4- if:0(1iii

de donde para k=0,1,2,...es una colección numerable de seminormas
K

)7( 4 )=

-7q -



sobre F oo . •

Sea 0 = O

): Tí) f	 /109ii c)
	

para cualquier k,

de donde la colección es separadora.

De acuerdo con la definición 1.02, Mp es una multinorma numerable

sobre Fp para I ‘2 p c 04

TEOREMA 2.01.- Fp es un espacio de Fréchet para / .9,,c0 .

TEOREMA 2.02.- Fp para	 es completo.

Esto se deduce del 	 teorema anterior y el teorema 1.01."7

Para considerar operaciones como producto y diferenciación respecto

a potencias arbitrarias de la variable, 	 se requiere generalizar los espa-

cios Fp Y Ft).

DEF. 2.02.- Sea	 15p � .0 	 , para cada ),a, compleja definimos

Fp".= +# i x?"� (x) e Fr-

LEMA 2.02.- Para cada p, isp	 ,	 Fp,,	 es un espacio NM.

Dem.- Para cada #E Fp, definimos 	 Y:14 (	 = ?:,rf

Sean	 0 V) 6 Fp,/ 	y a compleja; entonces para cada k=0,1,2,...

o dtket	 = licr( 1-140( 	 )=	 12(	 erff ,C14Ø ) cie I 347 (	 )
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( 96 9- =	 z-Á4 í	 )= ir(	 -/y) 51:1 x - 0	 +

=	 ( ) + e ( )

Como bft	 es una norma en Fp:

i i)	 O= 2f rm (s6 )= °i( FAA	 )	 itAy	 Ot FP	 = IFP),,,

por lo que ¿Y:111,4 es una norma sobre Fp,, y la colección Mpit=

d'ir k=0,1,2,...) es una multinorma numerable sobre Fp . 	 De donde

Fphs es un espacio NM y le asignamos la topología generada por Mpr ///

LEMA 2.03.-	 El mapeo T	 = Za.� 	es un isomorfismo de Fp sobre Fp,? ,

	

donde e	 exp [ft 1nd	 con In x real.

Dem.-	 Sean	 0 , tp é Fp,	 oc," complejos:

	

=	 ip	 =eq)	 =p47,/-)	 q5=1) (Tes 1-1)

T (Di	 )=	 d	 s )= ec* .	 +	 =	 xulfr +45	 =

.c< T(	 ) -FitsT( IP);

como .X!" nri=	 XAV	 T	 ) = X'fra	 y T es sobre.

Sea I 1- 1 --70 en Fp cuando Y—no; entonces para toda k=0,1,2,...

por el lema 1.01, 't'( 0,, )	 O cuando
	

C?el
	

Ahora para toda

rfrr:14 (	 ) = 211/1/1	 )=	 (-Y-tlxfr`Op )=

74,[(r6„)	 O cuando Y 00.

Entonces T es continua en el origen y por ser lineal, es continua en todo

Fp . /1#

Teorema 2.03.- Para !<_p<..0 y cada complejo A.4,	 F1)4/Á es un espacio

de Fréchet y Fit:y. es completo.
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Dem. í) Fp y Fp,), 	 espacios NM y Xses un isomorfismo de Fp sobre

Fp l ; coma. Fp es completo, Fp,,  también lo es, de donde Fp,f 	es espacio

de Fréchet.

dores

ii) Por el teorema 1.01, F5/µ es completo.0

Ahora definimos algunos operadores sobre Fp," .

DEF. 2.03.- Sean m>0 y A cualquier complejo; definimos los opera-

( »116 ) ( x) =	 tk(x)	 )(xl	 95(x) )

56 	 = X "15-6 	(-)”,	 ) (x)	 1—», /64)

1. n
	

TEOREMA 2.04- Sean m>0,p jf .A complejos y isp	 ; entonces

a)	 X1 es unisomorfismo de Fp2p sobre F-57+A	 con inversa X

son mapeos lineales continuos de Fsp	 en FP,p

e)	 Dm es un mapeo lineal continuo de rss en

Dem.	 a) Por el lema anterior, XP *4 es isomorfismo de Fp sobre

f',/` ra y Xr es un isomorfismo de Fp)? sobre Fp, entonces la com-

posición X'*4 X 2m = XX es un isomorfismo de Fp /4 sobre Fp1/4*A.

Además X - XAO = Xt=	 .

b) Sean	 15, 4  e Fp)t. off pcompl e jos:

3 1- Id ti)) =

sly((x) 	 <

dz
cf�(,)+ 'kW y cr es lineal.
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Sea en Fpg,_ ; entonces { 5; 1„1-4. Oen F pyo- Y

qs	 )< 

• 

x
clic

pea continuamente Fp..., 	 en

de donde	 1 es cont inuo.

Por otra parte el / = í+1 ,

t inuos de Fpit en Fp,„„4.

•
composición de mapeos, y como X ma-

entonces	 (411,(x)}-pt) cuando

r
de donde d es suma de mapeos lineales con-

•

es una

c) ju	 95(x) . 99— Sx
dx r^	 cix	 c/xm

de donde DITF /n K 
nni
	 que

cont inuos de Fpg, en Fp,fi-m.1/47"

Para definir los operadores

operadores adjuntos.

-I- X nlo 96(z)	 e." x	 'z)
Sr	 el X

es una composición de mapeos lineales

correspondientes sobre Fp,f	, usamos

DEF. 2.04.- Sean m7-0,	 A complejos y i
— •

Para f e !--P I/ 9

para	 56 E

511 é F
P, AL

56 E r

j)„, " ,	 ) = (	 --);, 3 rinn	 ) ;	 56 E rp,.m-fr)-7-

La motivación de esta definición es tomar f e Fpg. como funcional regular,

16 ( .52) 	, e integrando por partes

°`f x A0)=-. 1
'ye

11 4.1.) 91/2)	 =2 f/ 96

r
)= P2)11-,(94x= —frik)z ol(z)	 —	

de
j 	 (x) zi=

o

xAT, t	 ) =	 I, A A0 )

d r,	 ) =	 f, -Gro )

l'f,	 ) =(19, -J0 )

•

=1 x 211 (x) 5/ ( I) da =
o d K

fijkl)91(91),
o

a!,
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Efectuando el cambio de variable m =xt en (1) y (2) ,

I" 995 (x)=	 ( xt ) tn" x 96(xt)dt
x».1	 T(.<1

= 77 (*) fo l	 c.	 a
( 1- t- )- -I	

t om ri + ni --1	
91(xt)dt

?•-t

k i 1 t el 0 ( x ) =	 Ir.-' -- X im l	 ( i ni én - - - i nT - I ( Xtr" -1"<*1-1"- xi 96( Xt) dt =...
X"'	 IN.‹)

roe	 ,,

( í ) -J 	 )= 1 A) [ti d'IWidx r_ _fpx}x 96(x) L - j qbw I. cid_.(6,/, - FA)
I.-

= _I (17-291,,s6t2) =(): = IDA) ? -.t,/ 0,,,,, . ( j'y; � )
( 	)=(¿-	 )= (Jf	 x-ingS	 )= ( I, -s-1,-;,x-"Ø.1)=

= ( I,	 t-(g x"""q5) =	 f	 7 	 trt 56 ) •

TEOREMA 2.05.- Sean m>O, AA y A complejos y	 sp	 no, entonces:

X es un	 isomorfismo de Fj3„,. sobre FP ,,,,A-a	 con	 inversa X
-.X

J , 1	 son mapeos lineales continuos de F
t
pi/Á en sí mismo

e) Dm es un mapeo lineal continúo de Fp(pen

Dem. a) Es	 inmediato de los teoremas 2.04 y 1.03.

byc) Se deducen de los teoremas 2.04 y 1.02.4/

B) LOS	 OPERADORES f2 	 Kg"	 SOBRE Ed,--x-

DEF. 2.05.-	 Sean m'O,	 Re(a)>0 , ycomplejo , O e Fpil...	 . Definimos

los operadores de Erdelyi-Kober como:

(1)95(9	 x"7" f	 )a	 gS (A4)
x-	 71(m)

DO

(2) K i2te" 0(0 =	 fi
1 	 kl

riftr" 1+-1 15644) ciAt

dll

[I'

o

„tija- - Jni

P(4 j
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y podemos redefinir los operadores como

fi
(i	 J4 )(x) =	 (

1"(0)
t

Mbrth, —1
0(xt)dt

o
p..

(2,	 0 (PA) = /2-1-
r 

jet-- r) t "17	 f5(xt)dt.

Kober, en su artículo "ON FRACTIONAL INTEGRALS AND DERIVATIVEn1940),

Teorema 2, demostró que

es un mapeo continuo de Lp en Lp cuando Re(o)> 0 y Rei+/

k if" es un mapeo continuo de Lp en Lp cuando Re(oc)> O y Re7

(Kober usa la notación: 	 31., =1,, equivale a Ir y

4- 	= k.,70‹ 	 equivale a 1:4)." )
-

Lo anterior da lugar al lema siguiente.

TEOREMA 2.04. - Sean 15.92 seo , Re(oc)›. O. IX:
	 k	 son

mapeos lineales continuos de Lp en Lp cuando mRe( ) + M >	 y

mRe( ) --L	 ,	 respectivamente.
P

Dem. i)	 La 1 ineal idad de ambos operadores es inmediata por 	 la li-

nealidad de las integrales en (1) y (2).

ra que

ii)	 La continuidad para w=1 fué demostrada por Kober, de mane-
ix

rfr I o
IX	 >Cr'	 ( x- r-12" /1(2,hd /	 es continua

cuando Re(1 )>. f) ; efectuando el cambio de variable 1= tnix,

1 X r(-1 ( 11.1 .07 (L"-t) 	 tin-/X	 rr-

1"""1 05(e114	 rt GS Ccni6Pre.),.?

1- "#(^) = -1- y:1
P(x)
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cuando Re(),77 t )17 — )	 >	 ,	 i.e, mRe( 7 ) rn > P .

IrI" 9) (1) =	 I ('- t frn )	 tint "TI-1	 (Xt)dtp^	

11.1

luego

Por (1'),

Dia'	 (t n— y< ).

P o

M

n ot, o
»11+1,7 - 1 (t—..)dt

I" 16 (x) y como	 /frifil

ra mRe(1 )+m > -L

En forma análoga,

kibtek.).
71(4

es continua entonces
	

es continua pa-

1:14 (1-x
,

)	 2_7 o(z )ert es continua si

Re( 9 ) > -
P

Con el cambio de variable 2=t"1 x	 (para Re(m1)>-7:: ),

r(d)
-	 cetr 17- °1	 (enz ) xmtsridt=

f Len--/	 t'47-"-"n"-' (-t-% )dt,
r can

1

que es continua cuando Re(mw)>—„r 	. Luego, KxM	 es continuo porque

sv ( -t--ix ) = fr,?/°<95(x) -ort6t) o

TEOREMA 2.06.- Para /	 ció	 , Re(	 ) > O,	 es un mapeo

lineal continuo de Fp ,i.	 en Fp, cuando Re(mi +y- ) + m

Dem. i) Casom=0:

x d IVId(x ) =-' 1 x 0-e-L‘,/, ( - )ctr t" -#"Iq5(xt)dt=
jg	 r1x)

t•-	 x f6	 é 9i7xt)
o
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( t-tm ) _1 tM/f/n-1 
xt Oxt)dt=

(	 r	 090 A e) °ft =>
P(d)

I 1,11,: 91(x) =	 .1),:cfrox).

Proseguimos por inducción sobre K:

" 1-1 -11791 (x)=	 xkseff(x)di?

La igualdad es válida para k=1 por (3).

Supongamos que X".2.11 11"141(x) = .1-"gx"23-1:1(x) ; ap 1 i can do é
dx"	 s'en clx"

TX" i"
dx" Xi"

rijc	 1(4 = 1-141 1 [X "I Le é (-0 =5>dx"	 x"'	 cinn J

X
x” J.,+/ riegri4.nxnlin rawx)/
jx flto V"	 dxn xpn

IV( x (xn Jrit 46(x) n -Id si ixy

)( I"	 cbc mit	 ate'

n+1
Xj"

dx"ti
n-91 TI"ekx)+,,x sw — / 0(x)
dx"

j el .x ti" =/17 Cb(x)	 "	 IlS(X) =-"=>
ai )( ^X P" 	 eh( ntr

x n-f(171" / 	 #4) = 11 °5( n+rer4/ (b(z) , de donde,k1"	 dx n4/dx nil X"

(4) es válida para toda k=0, 1 ,2,

Supongamos que /L =O. Fpi o	 FpC Lp, y el lema anterior muestra que

fxT li	 es un mapeo	 lineal continuo de FpC Lp en Lp. Además
X "4

°( EY<	 )=
Xt"

tyl I II ffix 0 )= x t	 710/
x t"	 dxs x— r
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f	
+4,-, 9 ":4, tí -1 j2

= X'	 ( I- Z ) Z(con t >" = )

o

donde M depende de 1, oc y m. Entonces el teorema es válido para fi =o.

•
) Caso general :

l• 7 4/^/.
X 1x7" 9141 = xn M	 ( - )t ir	 (xtr S(xt)dt=

x""
17k) o

o

N- J et t	 1- " -Px"9- IS (xt)dt=

= r(s) /,	 t-ii---/ 0(xt)dt= /".:475(x)

de donde (5)
-	 c1(

-1-111°‘	 = XAA	 KA19660Xn1

S i c e Fpda entonces X7a0 E Fp,,,	 Fp y el operador ji /31,“ r

pea cont inuamente Fp en Fp	 Fp,o (para Re( +	 ) -Frn	 por el

lema 2.04) . Finalmen te ti"' es un isomorfismo de Fp,o sobre Fpp.. Luego

l i
V
bm es un mapeo lineal  cont inuo de Fp,,t en Filpsi Re( in, r"
"

Esta restricción es necesaria porque para 96(X) = X fi y p= oo ,
/

net) /VI x¡` = mf U- e" r -1 tnt" -1	 (xtr dt =
vi, o

1

f
= Xm ( 1 - - -e" )a-i t ni (11-N9	 mt 'e"' dt =

)+ro>2-.

(función Beta)	 = X'a B( ÷/4,4, ti , ce) ;



de donde	 Ilic< )("4 = Í ( i t. ,/ + i ) xg.

Esta igualdad requiere de las siguientesrestricciones:

Re(	 4-/Yrn +I	 )> 0 y Re( ot+ k7 +,54, +/ )> 0;	 i.e.

	

Re( m.7 )+m >O	 y Re( ma-rm7-,./4. )+m >O, donde la segunda

restricción es redundante mientras que Re(oc) >O.

	

TEOREMA 2.07.-	 Para Li	 o , Re(a) > O, 1<:*(i:	 es mapeo lineal

continuo de Fp,/A en Fp9u. si Re(*-11-/-

Dem.	 i) Casofr= P
CO

crkl/ c4 J 	 »1
q(r) =	 [	 f e"—

	 t _„, -Mari,
incrrin-1
	

( xt)dt
17(4

	

x	
oe-o
)	 t	

a-ron-1
45(xt)dt =

7-76()

-7741i

	
ice	

xt 951(xt)dt =

/

(14 
(	 )

7114 I

(39 I 51,4' 466x) = 4:46(x)

(.45 ) (xt) dt

Por inducción sobre k:

l tsÉ ic:C0(1) = k".. 	 *,)(As

La igualdad (41) es vál ida para 	 k=1	 por (3'). Supongamos que

	

kx r"	 'n
4— 0(t)= k" x	 (73 ( .)	 y aplicamos

d'Ea	 d x"
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( y "	 k	 fk›) ) =	 4( 7/ . 	d't �(2.) ) = eta'J
ydx ." )1-	 dx"

(84) ) ,_>
sx-

	

,9	 c.,

	

x x"cti_ 	 chx) xnd"11 kl,mit

Álj

j. kit«

xmn
x E x"=1 " Ski) x"	 q5(x)) =-,dxn	 dxnn

¡A o( m,
X)— 	 rIcixn

,n+/
k "' ay 	 k 71 " n " cl# /6A )-t- icl"reirdniv*,,)*

X

fe"	 jxwen

Xn" 11#1 It()C4
ciAnt(

xn./ cí n*/ k	 i„,za
cixné,	 TOO = w.

por lo que (4) es válida	 para toda	 k=0,1,2,...

Supongamos que fi= O . Por el 	 lema 2.04, fe::: 	 es un mapeo lineal

continuo de FpCLp en Lp. Además,

Cl°( iÇ1714	 )= <,;(17 (q." 93 )=	 k"01 =
sx" 

	

=	 Lite( ›C 	 #I S NIX 	=	 N Fix.t. (91)dxk 	 p

donde N depende de 1, oc, m. Luego el teorema está demostrado para

/"-= ° •

II) Caso general:

KAA/C"/"/.‘ -» «41) = )(frt	 t	 rit--(77-/-)--4---(Ixt/A-15(xt)dt =
776x)

= Xis M(tm-f )1'-‘ ("T."4-"s19"-9v	 cfr (xt)dt=
Ty«)

Tia)	
)	 t	 6(x-e )dt	 =11>

(5')	 1011( ek (X)	 =	 kti-i):."4(	 )
X"'	 X'"	 )1

dxftr,	 x",

..1
r_
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X"51 E Fpjo e_	 Fp y K i•riet mapeaS i 4i e Fpils , entonces

continuamente Fp en Fp cuando mRe(1-/ Akei)>"-i-r. 	(lema 2.04).

Como X ia' es un isomorfismo de Fpa.r Fp,	 sobre F5 /Á. , tenemos que KI)“

es un mapeo	 lineal	 continuo de Fpg.,_ en Fp,p. si Re(mi-p. )>-

Respecto a la restricción, sean 15(9. X" y p=00;

)
.tc-/	 _
)	 t »,7-n, """' (xt) ,“ 

dt =1( 1/ ' 	 X IA =	 m f	 (-e "- I
x'n

f 

po

X)"	 (-t ."- I f`- '	 (" 19.-415" mt"'"' dt

(cambio t"=w)

(cambio de variable 7=1-1

= X S I(
1- a

Nct-1

o

-= x` 	 (i- z. 
) T -tx„ -	 d2 

= X fr.f3(a, -/44/m)
o

K1'°`	 15(x) -
x-

P(ry -Pim) xfr,

r(7-7•47

que involucra las restricciones

Re( vi - /a/rm	 O, y Re( -.",+ ot) > 0,0 sea Re( >mi -fi. )>0 y

Re( m	 -r> rrt 	 O, donde esta última restricción es redundante cuando

Re(o0 O. 8

A. C.	 Mc. Bride, en su tesis doctoral (1971) demostró que, sobre

, 1:2 es analítica con respecto a tx para Re(ot)> O y

fe( mi	 +	 ; y K frbares analítica respecto a e< para Re(a)› O y
xm
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Re(mi-,a)> -	 , dando la definición de anal iticidad como sigue.

DEF. 2.06.- Sean U y V espacios NM. Suponiendo que para cada a

en algún dominio D del	 plano complejo corresponde un mapeo lineal conti-

nuo Tm: U-9 . V, decimos que Tm es analítica con respecto a a en D si existe

un mapeo lineal	 continuo	 á 7; :	 tal que para cada II	 U fija,
aw

Uth
-	 0 7 _	 # o en V cuando el incremento

4	 I	 01.7‘

complejo h--1.0 de cualquier manera.

Ahora se pretende extender analíticamente para a arbitrario.

LEMA 2.05.- Sean 16 Fpg,4 , Re (0t) > O y Re (?), 9 rAt ) +m	 ; entonces

	

01 91 ' 1 45(x) =	 .105 = m IP.n 96(A) -(ml+mdtm) I2:7 -" 0 (x).

Dem. Usando (1),
ir

I T 11441-1 'S (x) = x	 x-mr('''')
x."	

m jr(x"“

drx	 Trd-ts)

o

¿el 9."	 oll4

o

[X - »yr (X"....¿LinnX)."( "11 +1" 4H-llida (017 t ing<	 ) X	 -"f41-1"."
May)

I
• (cl-te-ru nr" -` 0 (u)dual
o

&int -Mh-mol
X 	 frn- ) ¿Cr"' 0(u)du-	 x

-Int -siga< -hl

r(, f)
o

/
- (x"7-24-rx-7*---sys(u) du

=  1,11 x 7	 (xm-um")«-iri'm-10luidu- (m 7 +'"+40m X 
**:i 	

'

1- in 4(.1)	 umpA» +ni

Otto da11 (01)
D

Í

17/.1	 i
rr) 4-	 <	 - in 7	 11).<1.191/ Ijen	 SI/

O

- 42 -



(im_, sb(xt)dt - amfielj)
joa	 00=	 u frn, frrio,

1

Reacomodando el 	 resultado tenemos

(6) in _IX 91(x) =	 11(x) +( mit-- -) I xIL-4-1

LEMA 2.06.- Sea Re(or)> 0, CE Fp,v.t y Re( mi	 )	 ; entonces

(61) ►t7 j":	 = n1 # mai ) K	 (x) -K	 ( x) ;

usando (2')

A: leh"-"
x- 95(9= x	 [	 j" (t

dx 	 T1(,eti)
t	 ti
t-,„7-,.."-' 0 (xt)d;

ce

= x	 (t-ir	 ,g(x-t) dti.=
71(9/41)

roo
j ( i m- 1 ) " 1 ""7-inct x #'(xt) Jt

récw)

=	 (en —1 rt-Pni—ms
r(014-1)

,+ (-m y - kno, )t

ot-4

(xt)/ -	 en-1 ) RIC •  t-
i

/

(	 Ø(xt)dt] =

I- Mol

'"7"'""' (xt)dti

= ( m 7 t.-a()	 (É--1 t--7 ---10(xt)dt-
(e4- In--	 •

• t
	 -rn ti -I- •••	

et, (xt)dt=( 1-7 -t- nnx )K •41"	 (x) -m	 .1	 (x),

y reacomodando obtenemos (0,
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TEOREMA 2.08.- Sea	 p s Do y Re( .b.7 7 	 )+m

i) Para todo camplejo a, i" es un mapeo lineal continuo de

Fpr. en Fpv .

i ) Para 7 fija,	 .[T' 	 es entera respecto a cx sobre

iii) Si además Re( m 7 ÷ "1 °4 AA +M -7	 , 1,11 '„,ac	 es un automorfismo

de Fp y (	
r

)	 =	 •

Dem. i)	 0	 Por el teorema 2.06,	 `1/ 19(	 es mapeo lineal conti-
X^'

nuo de Fp?. en Fp"). para Re (a) >O, y es analítico respecto a a para

Re(ot)> O ( Mc.Bride).

)1"( )-n -I. In o( -I- 7+7

X"

Por el lema 2.05, m l' ae45(x) = .11:":".19�(4
)(ni

(x), donde el lado izquierdo es I ineal, con-

tinuo y analítico para Re(oc)>0. Luego el	 lado derecho es lineal, con-
0.

tinuo y analítico para Re(a+1)>O, 	 i.e. Re(a), -1. Iterando tenemos

que el lado izquierdo es lineal, continuo y analítico para Re(a)> -1,

lo que implica que el lado derecho es lineal, continuo y analítico para

Re(a+1)> -1, sea Re(a)> -2, y repetimos el procedimiento extendiendo por

continuación analítica el que Ft,	 es mapeo lineal, continuo y ana-
lítico para Re( »9 / frt ) +M > S y a arbitrario.

iii)	 Usando laprimera ley de	 índices para 1, 1 ' a 	 tenemos
x•-•

que era válida para

Re(a)> 0, Re(p )> 0, Re( 7,77	 )+m>	 ; ahora por continuación

analítica es válida para Re( m i 4-/“. ) +m >15 y Re( rni >vio<	 )+m).

Haciendo 0:=0 en (6) ,

( 9 = lx471,: Cí 56 ( 9 + (	 + »7 )	 � (x)

1 1," 1� (x)=,,-1/"..1,	 (x) t (l e') II... 94(X)
x"'

14	 •4) (x) = 1i79 ,9) ( x)
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11—
° (75(x) =	 (	 (xt) 05(xt)dt+ (yi )17,» #( x)=

e

I
t

tl"(7+1)
PO o

x 4'(xt)dt + (

(Integrando por partes)

(111.1) 	 X t )1
11()

—
rI

 m (7+1) t-1"""
o

*(xt)dt J+

(1) (x»

= —2— 0(x) m( 7÷/ )t
ro) 77'7i) ),

tni ÷rn -I (xt ) d t +

+ (7+ 1)	 95 (x)--

=	 (x) — ( 7+ /	 I (xt)dt +

+ (7* ,) r:t-1) en,""' 16 (xt)dt

0

( 7) I ll ° 4)(x) = $( x)
x•Pt

Luego,	 (15 (x) =	 Ilf„) 95(x) = 0(x)

	

rr' 
1 1:Zri ( x)	 i ?" -« .1,"7*-`7"<(.)= Ix ",:, °00( ;	 (x)

de donde

	

/ I	 = itiotra

	

)	 X",

TEOREMA 2.09.- Sea	 it p ció ,	 Re( »' j	 >	 . Entonces para

toda a compleja,

(8)
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es un mapeo lineal continuo de Fp fr, en Fpdfr,_,

Para	 fija, Ch'
x^"

es entera respecto a a sobre

iii) Si además Re()>-'=7 7 ...r -IP

I
Fpo,„, y (	 V I` )

x`r.

KV" es un a q tomorfismo de

Dem.	 i, i) Por el teorema 2.07 K i,°<	 es un mapeo lineal continuo
x-

para Re(	 )>---1-	 y Re(oc)>0 , y	 la anal iticidad para Re(oc)>c

mostra	 por Mc. Bride, haciendo uso de	 (6'),

mK1)°1	(�) (x) =	 (H+7r m	 )(x)	 dr	 (x),
." 	 "—

donde el lado izquierdo es un mapeo lineal continuo y analítico para

Re(ot)>O; en consecuencia el lado derecho lo es para Re(oc+1)> 0, 	 i.e.

Re(oc)> 1. Repitiendo el	 proceso como en el	 teorema anterior, x-
es un mapeo lineal continuo de Fp �, en Fp»,,., y analítico respecto a a para

Re(mi-A )>

i i i)	 Haciendo a=0 en (64) e integrando por partes,

mK lxis.,°	 0 (x) = m i Kfl,:,	 4) (x) -KI-L	 S $(x)
K lxi: 41(x) = 7 K I.,,,„'	 # (9 -	 2- K lb' x	 si 16 (x) .

m	 X..	
Ctlf. '

= 1 K 11;,..:	 41 ( X )	 -1- re"-- 1	 )° t - "1 -"Ithl-1	 (xt) 95I(xt)dt=ni )

1

ro
t, AT,/ 96 (x) -	 I	 ("7	x 11.'(xt)dt =

x^	 ,

7 kxM	 95 (x)	 r795(x-Or- f	 "tal-19;frerctd=,

7 k ki/.,.; 9s0,9 - 9/#2. 	0y- 9 0(a) +00--,71 42- 1-Yfr1)dt=

= 0(x) - lim 56(xv)	 = Ø(x),
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_1"( 95(x)- »7 f
)c "	 7-16/)

o
�(u) du

que combinadas con las

/T'al 94(x)=

kjit: # (x)=

Ktrt 95 (x)=( u >"—x" )
7'60 a.

definiciones (1) y (2) nos

X -al - "al I .' X mi ¢.( x)x-

A -1 K` -4"7-"d0(X)

u" - ' 91(u) du,

dan

de donde

(75	 K	 56 (x) = 9Ç,(x)

Haciendo uso de

K1/—

la continuación

la primera ley de índices para lebatx""

K"<'/4475(x) = K T/"A ck(x), tenemos que de acuerdo con
x fri	 x”,

analítica efectuada, vale para Re( mi --/A4	 >	 y

K 1 '`'" K	 (x)= K1''	 (x)= 4 (x),Re( 7n7 +m =¿ 	)>)>	 , además

Ovv-g )( 17,^ q (x)= K7Fv,
x"	 x"	 x-

por lo que

� ( x) = 0):::, • 1200 = 0(x),

(8) (k4):

C) LOS OPERADORES	 , -t 'Yx- SOBRE F

DEF. 2.07.- Sea
	 > o y Re(a) > O. Para .ré é Fp11 definimos los

operadores

y haciendo 7=0 obtenemos

(9) xm, (X) =" )<°" 41 .1-4)/c	 (X)
X"'

(99	 k
xn	

( x) = k>("I X""‹ 	(x)n 
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1/
1

Es posible desarrollar una teoría para I: y k:	 basándose en el

concepto de convolución de distribuciones como en el libro Funciones Gene-

ralizadas, Vol I., de Gel 'fand-Shilo , 	 pero no se puede extender para >117i .

Aquí deducimos las propiedades de r y C., de las relaciones (9) y ( 91•xr^

TEOREMA 2.10.- .1:5,, es un mapeo lineal continuo de Fpr en Fp,j..-1,not

si Re(p)+m > -!-- . Si además Re().4 +ni« )+m >	 ' , 41	 es un isomorfismo
I I I	 P	 P

de Fp9,4 sobre Fn-,--vm49-7er 	 y ( Te' Y = -,
ii
II:	 I xcl	 •

DEM. Usando la relación (9) y el 	 teorema 2.08 i)	 ; para todo ex

>en-	 es un mapeo lineal continuo de For, en Fp,iz	 si Re(/...)+m>

Como X Mk es un isomorfismo de Fpg, sobre Fpi#4,7 01 , entonces rx

es un mapeo lineal  continuo de Fp ),..	 en Fp9g4.m.,	 si Re

01

1..11

Por el teorema 2..08 iii) fc'elxn,
Re(m 4,ofq)+m >	 con inversa

una composición de isomorfismos  de Fp/J...

X"?
	 . De (9) ,	 11;1.,	 es

sobre Fpf),“#»70( cuando además

1-0, 0C

X",

es un automorfismo de Fp d• 	si

se satisface	 Re(/u +n a )+m >	 .	 Por otra parte,

1 i

=(.1	 (Xt	 )- 9 	(1 	 )
X", 	X".

(5) confr = 	 , =o	 ,	 a= -cx:

145-1(X) = A ".11:::els- ""Y(X),
A"
Ct-ar

de donde	 0,,r) =	 = I

De (9) deducimos que la	 identidad es	 Is 	• 17

ri	 II
y usando

Si desarrollamos la teoría de IK sin antes desarrollar la de k m. '
ren O (x).	 'ten_ u", r 01 0(u)dui =

cho*
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/ 
X

= jr—	 e<Lx --u'll r -I u h'' 0(u)du =
-77(mr9 ,

x

#(u) du= 1—« $(x)
ar(w) o

y usaríamos (10) 2EL .1 1“ : 16(x)=	 1(x)
dxm xr"	 Xn

para extender para cr.¿

arbitraria, por continuación analítica.

Empleando (10) Con a 	y repitiendo el proceso,

-7 -1̀ 	 (x)=	 � (x)=	 ié(x)
oit'xs",

(II- 1 209= dxM IX„	 ( x)=(X)=	 1-Zxwn	
(X), etc., para obtener

(11)	 fd-
9 r

its (4=	 lx,„	 (x)	 k=0,1,2,...
td4n

TEOREMA 2.11.- Si 	 Re (i4.44-nitx)<-1.	 , A^	
es un mapeo	 lineal continuo

de Fpr. en Fp,),-4-»1«.	 Si además Re ("4 )< 2- ,	 Kh'"  es un
	 isomorfismo de Fp ,A.il

sobre Fp)».+met 	con	 (Kx ,n 	=
t./

Dem.	 Sea t é e Fpj... Por el teorema 2.09, 	 k ce< X n" ,� (x) es una com-
X"'

posición de mapeos cont inuos de 	 Fpni. en	 Fpoa.,.„,nt s i Re(-(),“-• >no. ) )>-t, , i.e.

Re(r»ne)<A., y es una composición de isomorfismos de FR, /..t sobre

Fp)rtnIs si además	

-I

Re( hl of - Gm 4- ri-7•0 )> -2- ,	 L e .	 Re y< ).<, -I- . Además,

	

P	 P
- t

ni	
=
	 x-^". 	. -1

	

( i<7,4-
t

 ( K :
se
n X e" )	 - (	 ) (kx, 	 X	

K ,.,' -«

h'fr•

sustituyendo 56	 por X-msfb ; ex por-a;» por -met y 7=0 en (5'),

X mi les / - 	X"'	 X-m °` 9-' = KÑrm	 X"( 1-'	 , de donde proseguimosxn"

0< x-	 =	 por	 (9) .x"x».	x•-•
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J3
Usando (9), hacemos a=0 y IC:,3,(x)=

K"	 es la identidad.

IFS (x) = 1(x), de donde

En (6'), hacemos 1=0 ysi5=-2 7 C'ÇU , donde YE Fp /, y Re(i.‹++,,,..e)<

mKs "' L x-41 1-911 (X) = MaCe7t1	 x m'	 ) ( x)
..1"1

lC' 'cm " 50(x)=aK:':',Hria'y(x)-}e:.-"2,-,i.{».relp(x)+C"ELTI
dx

rex, (if (x)= c<K,Z" x >"	 x"".4)(x)-K°"<±11 x i" -4 x ay'
»,	

x

pero	 d = mxi"
dxm

KX, ,P(X)=	 x'"" x"' J CP (X) = 	 kfr(x) ,

y por	 (9),

(10')	 K -et' 4_ *(x)
)1, cer,

Sea ot =1 en (10),

K-xl„, +1 (9 =	 tP(x)=	 (x) con Re(/.4-	 )<	 ,

P(x) = - K
x	

Y(x)= [ 51-- l-(x) con Re(,4<-2,,-, ) ,Ç 	,
— 

y así sucesivamente para obtener

para Re("-mnn )o r)	 (X)r"	 )"/ 	 i nt (X)
leiXen

DI LOS OPERADORES 1 ,1; , SOBRE F'f5r

Ahora ya se puede desarrollar la teoría de integración fraccional

sobre los espacios de funciones generalizadas Fp,p . Las definiciones

están motivadas considerando funcionales regulares y operadores adjuntos.

DEF. 2.08.- Sea f e	 ; para	 ft .0 y Re(a)>. O definimos

K« 15 (x)= -1("5`r '	 X"'" al	 (x)

X"	 de-1-
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( .T1:” I, 9)	 li, kri-'-''''(�)x—	
para	 936 Fp,,,.A 	.

( k,,,:( I, 99 = (1), f-xtitz,cv)	 para	 Ø e Fp,/,‘ 	.
(14)=( 1,,:.,/, 0)	 ( A-21-',.::,,k-nopara 	 O e F p}4 - Inq

( 1 5 )	 ( i xal., 1, 1) = ( 7, x	 ixtx-"W para 	 Øe Fp9,4_,,,,,,‹

TEOREMA 2.12.- Sea 1 5tp !lar) yo< cualquier complejo.

I" es un mapeo lineal continuo de Fpila en Fpg.t. si. 	'X,

Re(m 7--/4- ) +m> 
4

Si además Re(m7nnary4)+m> -I- ,
Fpr y	 (.1 x.,,)	 ITx s, °`1-	 .	 es la identidad.

Dem. i) Por el teorema 2.09 K? "»1 , °` es un mapeo lineal	 continuo de
xn•

en Foy... si Re (wartn	 > - , i . e.	 Re(tn7)	 +m>	 .

Como Fp," es un espacio NM, entonces el operadoradjunto es un mapeo li-

neal continuo de FP?,	 en FP," 	(feor 1.02).
ii) K9 -" -1,«	 es un automorfismo de Fp fµ si	 se cumple la

restricción Re(w,(,,i - iiit 	 )>-±, i.e. Re(),77 -teno-A4)+m> 4_ , y

por el teorema 1.03 el operador adjunto es un automorfismo de FP#9,.. .
Además,

h	 V9(1 ):::1 1	 = 't[1. 7-11-11.11711	 =
xm

fkr #1- 4 ,-q = 1.7*<,-«

donde' denota operador adjunto. La identidad es I I° por lo siguiente:

(1 x°1«:	 )="	 IC7n-i'''?	 )="
lo que implica =1*

TEOREMA 2.13.- Para I N,	 y cualquier complejo ot,
K tb " es un mapeo lineal continuo de Fp 	 en FAJ., si

-4

111« 
es un automorfismo de
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)	 Si además Pe (kni-rx-,,‹ 	 )>-4,	 es un automorfismo de

Fp,,„ y (0):: ) =	 .	 K IT, '	 es la identidad.

Dem. i)	 Por el teorema 2.08, es un n'apeo lineal continuo 'id F

Fp,„. 	 5 i Re( Pra(yr,h,-,j4-.Ax- )+m> I 	i.e. Re(~74/4 )>-11-. , y
P

por el teorema 1.02 K i, "	 es un mapeo lineal continuo de

Fpg, en Fpit. .

ii)	 Si además Re(m[7-t-i--;,4÷~,4+m>-i , i.e.

entonces f rit"' tele es un automorfismo de Fp f 	y por el

teorema 1.03 K is: es un automorfismo de Fus il, . Además,

usandolbadjuntos,
et ) = {(119 a i+.. 7	 = Tref - t4 s,	 =	 ros _c.,

4 .91	 le"

y obtenemos la identidad

f	 ). f , /"Z ° 5,1)= Ti	 f= f./7/

TEOREMA 2.14.- Para	 ps p co y a cualquier complejo,

es un mapeo lineal continuo de 	 en Fp„/"..»,..	 s i

m-Re(p.)>

i i) Si además rrri-Re(m	 , entonces	 es un isomor-
i

fismo de FP)), sobre Floss_„	 ( I' Y1 VI donde fc es la identidad., x"

Dem. i) Sea le Fp,,,,.-,„,=X-"7"0	 Xnin es isomorfismo de

Fpdx-„,„g sobre Fp,,,,—,„„,e_s+1. 	 Por el teorema 2.11,	 es un

mapeo lineal  cont inuo de Fpn“-~4._,„„,., en Fp,/.4,-..14., s i Re (1><-...,.,-,Tr ,flor <

i.e.	 m-Re(itz ).>1 entonces seguimos por el teorema 1.02 que I:, es un
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mapeo lineal continuo de FA„,,.. en Fp

ii)	 Si además se cumple Re(ip-m#,J )<i'
	 V

i.e. m-Re(/.4 )> 4 , entonces
P 

X m-' le< X 1" */	 es una composición de isomorfismos de Fpv..-,,,« sobre Fp,,,, , de

donde r es un isomorfismo de Flp11 
en FP? --rn .‘..	 Además

)11"   
ll 7 	 9re< 	 -

1,1,” /
V =	 r( X4.-1 k::, X -1".1 )

t 
j = [x"-' K::: X -1"41= ri	

x <s, .	 Para la

identidad, ( .1J, � )= f xir ik,,,I,i"0=	 )= (1, 96.///

TEOREMA 2.15.- Para Ps..ptsos y o< cualquier complejo,

KZ,„ es un mapeo lineal continuo de Fki., en Fb ,p„mot 	si

Re (~= 7,A, ) < 4

Si además -Rey ).<- 7 , K es un isomorfismo de Fp„),	 sobre

Dem.	 1) Sea O E Fpilt-" . Como X	 es un isomorfismo de

en FP,,41 -• ›flN-M -ki y como es un mapeo 1 ineal continuo de	 en

Fp utt-m,/	 si ReU;«-inv-d- P”oe 	 )+m>i , i.e. Re(inen• -,4 	 )<-1 , y X	 es

un isomorfismo de Fp,)“..,„4./ sobre Fpd, , se sigue que X ?" -'41rnrwes un mapeo

lineal continuo de Fp,/,-,,,c<	 en Fpv,,,. Por el teorema 1.02,	 es un

1
mapeo lineal continuo de	 en Fp,),,,_m«.

ii)	 Si Re

x)n_J'XM+' es un ix-/

teorema 1.03, Kx es

(K,7„,r= 1( X n1:,

i. e.	 -Re(iw)<-1 , entonces

sobre Fpga .	 De acuerdo con el

sobre Fp,	 x. Además

= K-ecXm

somorfismo de Fpv(A-m«
I

un isomorfismo de Fp,m

-in ti ri = ber
X'"

Flp,,,,“-~ y	 (- K —	 . La identidad es I(" .X
)(4‘ 
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y para la identidad

,50 (f X in-/ X -"1+110 ) =	 • ///

E)	 LEVES DE 11PICES

TEOREMA 2.16.- Sea ode Fp,fi. Entonces:

o II-9 I" p (9=xe. 1"/", ( x) si Re (.,9,,,,,m+/-) ÷,n>17, ; Re (m7	 )4m >

k:7#'5##x)=. 1( 	 45( )	 s i Re (

	

x	 s	 "7	 -p )> - 	; Re (,-.7 -/A )	 -r,„k 	)1'1

x- .P4 4(x)-- A"	
(x) /: 1):: '(x) si - Re 94 -Tm <	 fo..,~2.yn 254

iv)	 K°` K
4

x- té( x ) = K:24 0 (x) = 	K:,„ 95(x) si 2- -Rep > máxibiEtayn Re" n, (•,-,A

9

y) 1-1
A"	

( = X (X)	 _ Rem.	 <	 "o, e al y1) 

oe.,+ r
vi)	 x--,	 (pOlj = X m i k fi x'—` ,ni/ 1.x„	 _ e„,“	fo) rn re ir) yx>”

^-i-75 • a^

Dem. i)	 ( =	 °1(7"e)-'n,	 (	 m.y-ek„,„	 „„
M "I	 4.	 r 91)	

u 7

o

	

( --71-n-c-j9/41 ( X ." 	 )fi-1 u..,-'Tfr"P"	 " #1" —1 45-t	 1) t	 7	 r(t)dti du=
r Coq r• ("0 o

/X
„, 	„,

n-tr(g)	 t 7#	 15(t) 	

(x	 (14"	 mu"-' dui dt

efectuando el cambio de variable ge" = x"' - rx 1"- tiw tenemos

u

f	 1(C—enr e t'"?+"'"'	 46 (t)dt du
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(if)(el÷m-')[
1-1 ( cdT7(,) 0	

0(t x rx m- (	 Ye/

. (¿)"- x ›,) ddit =

x

Tic

í
k-m1-.7(oosif

o()
7,9)
	 o

g)	 W M	 ( Xm -t"Ir (	 .

	

. X m_ t	 altdick

/,
»1411/4 

)/(x"--tmr sfi-1	 ( t) f	 w13-1 (- w )4
7(a) "T(A)o	

'n dwl dt =

n.o 77» 
/4)

7
_ 	 	 ()en- thpo-it-74	 ,,,,,--,	 B(	 ) gs(t)dt =

m x-7 -'" 6":0	 (kx in-• ti ni +A - 1 t in 71- Pn - 1	 0(t) dt= .E 7)- ÷fi d ( )=	 x„,	 r X e

77 (a.+73)	 0

La demostración es para Re(a)> O, Re(/' )>0.	 Una vez efectuada la

continuación analítica para 11'4e
	

se remplaza la	 restricción por

Re( 'ny 4' " IX	 )+m

00

Knt«nd
x01

0 (x)=	 x"7(um-xm 
imT

1'(-r(q )
.,_m«,_	 y

7/ 
u

(le)
»I( -F•[

X

,00 00

VY2 X I
( ten -	 X "3 ) 17n11.1-4

71(4) P93) ix z4

Y71	 ni 7	 - M 7 - Ir" -14'4X 3" -.1 11 ( t )

1"(0( r?) x

efectuando el cambio de variable um=t>"--(r-x-t) w
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de,

 ( tm- um)
	

—9n) m71*/ "	 =

064
)	

t -Mí +0) -)105+ns
( en-	 43(t)dt du=i

ti"
(4.1.X.9 In 11 Y4,111,1 Chi} d t =



, 1(.d) r(4)

o.
I	

ro
c.- I	

1 .3 - 0

t--7--'(-4,0)*--'0(t) j 1-t--(é--x-91,/-x"9 lii".--A-9-1 •

A

s "t - -"7 --)nktighs" -1 0 ( t )	 x—J	 — ,il) (ts"—x-i)g-ihvfi-1-
7íct i 71Q0	 o

(e"

" A- 1	 6.-^7 -	 --
— P(.07-7Ça)

co/

—	 (3frt.) (o cié=
T1 ( • 7-Vis) er
,Y7 X f.' 7	

x-- t")°">'-'	 t..."9-"<"fmt--1#(t)dt= K `	 (x).xn,1(art.")

La demostración para Re a> O, Reg> O, Re (m7	 )>-'—	 y al exten-
P

der K T, °` analíticamente para cx arbitrario, incluimos	 la restricción
A»,

Re( n-17 >n ir< -( 4 ) > -	 en sustitución de Re a> O y Refi.> O.

= jence 
X"

rtelk im
91

plZ (s
„1” Refi+m >	 ; Re 1,44.:-."6 ) +m > 	 ) 

=	 xrp,wififix-txm, / 5,6 1s
-1"	 )(f."

= x	 (41 tA)	 0,

xn, j AM 7
=	 óxtfi)	 1'90	 .

xen	 r	 X"'

yer (5)       

Intercambiare/Grey/9 , tenemos	 IA r 	 = /Me< $	 con
ri kr"	 .r."

De donde	
7 .„ 1 8 4., = i „y
--..„- .„.„5-	 n''''

" Re,'" "< O, -_-I, - Re .e.. -~ < .47 4,
-

mi nfo, ..nEecic , ." evi.

Re» +m I y Re (A + frn 	 )+m >

i j4 1° 95
con las restricciones z

A . " ".
Y

Í /t/A,	 "(	 Re CIC ; .e.1-4,/44-m<
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iv) let kís =	 XI"'K. 	 - K 51 X '43

= K °'
.<
 X" x-" xm,

K°%, x-(",)4(te
Jrn

= KIt'°`

y)	 Sean los

I ratX"^

complejos oc,, ,t tales que a-E/O+114 = O.

imiar ig)(4 Xn4 Ic>ne/6 s i Re
Jen	

p+rn > -

=	 )11 °' x	 • -1)x I" 51 etgA lErt)C "	 4)Xn•	 Ah"	 •

X 
ri-lr

	si Re(-m/s	 )›.-1 ;

(-)73,0 - »7«-A4) _s -

X .”14	 por (5

= r—A	 1s<90/ = Ketlytt

¿Kin	 X." 7-

Intercambio  oc y )9 tenemos que

Kx.t. 	 = K fin.,÷° 56 	 para Re(->na	 ; Re (-mis-m-4	 ) >

de donde

K°' KI6	 = K:1;1.1	 =
.)1^ Ant

con las restricciones

Re AA , r 12</8 ; - ,eff4 >MRe( 0( 770 )	 y 7-; - Rya > mRe ; i . e.

2- — /29, > máx fm 12e9',», Re/ , mgc(x-V) j

por (5)

x 
in_ 10,-«-Yr xrn.095

= X Incit	 15/S x''16x ""

Entonces
-2r1 x-175 IX	

x arnot	 x»nr,;6
si

_	 < o	 y
_ h„.„ "¿etc

- -124,4 .< hl Re ( -

min 0,mReál.

) 2=mReit 	i.e.

v I)

-
K x„, X

Sean a, Y complejos tales que 0C+fi + = O.

K -14 73 =K) 	 K `7"-v'"J'O	si Re (-	 - main> - 71,	 y

	

ltc (	 -n,r-	 - nue]) -

= X - frica 4,21 ) k	 R-mr� ;	 r e s' (59
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= x n' r k
oe"."

k '7' A k, al (4 K13	 xn.rK .6

De donde K	 K	 56 =	 K#
-4 

x'"°<4;t5 con las condiciones
x

- +Reia < mRe,	 y -	 +Rey. < mRe (	 i.ar) = O, i.e.

+Re 4..t. <- mi n (O,	 mRed4	 ffi
r

TEOREMA 2.17.-	 Sea lee Fiu, entonces

o I"5"1"/ = 1-" 1711x—	 xin 	x-
s i Re(~7	 )-En1 >1 Rcímrnarthfrn >1

i) K'1' K r54	 K".11	 si Re( •i 	)	 Re (n77-nn ix-,4) >

iii) I cc l f f	
xmo	 xi=14 1- -1 s i 4 -m+Rep min /0,mRe

xin 	 ag xft
,mRefil

i V) lec K's  f = K it-94 1 = K )In kfixtj 	 si	 +Refi> máx	 áC	 P *in iet ('1.1754

si

SIx »e crislidin )(ny

y)	
-	 A	 e

I )(--.1	 = X mcg	 f

e
vi) 1Cx- x--, K	 p

-rn+ReAt< mi n fO,mRerj y

-.10'=o

ol Rit r J y

az-s- a...o.

Dem. Sea 4S	 :

- 58 -



4, > 3/4 y	 m-Re("A-n-545)>	 ; además

las condiciones m-Red..>	 y PIu '	 f, 7 46 ) requiere

o (rxi-<,,E,,-(1)495) = 	 =
"'	 x

fr	 ( 0 )
1.1

=	 k"" +- )-1 % 99
X "I

= (12" 5j Apj
›", 7 "Ti

si Re(m(7,-/-7j..7„)7,

y Re(nir1i1-7,,3-....r-At

(por (ii) del teorema anterior)

De donde
1-2-$.5 16 7
4-'	 -t

j47.,•€

,x".
cuando Re( »77

y Re( »77 + »1« -714- )+m->1- 1- =1-

i )	 kl-e,„5/
	 )= t K lz,K),4 ItHL,y )=

jesr

.( I).
41-

Si Re (m1-1-11.,<,1-nna' 	 #fr.7 >
p

Y Re ("11-17-ty. J -y+) I rn >

(K
M-1/0 t
X"	

(por (i) del teorema anterior)

X"'

De donde K7':	 = Kr541

y Re( »bri-4>p, -1 _3/4•

cuando Re(m7 .1.7.€ 1/.? ) > - I "r- aj-

í.

'

el	 ,
ii)	

xn. 

„
j-	 por el teorema 2.14 requiere las restricciones

Luego,

I ixt	 cfr )=	 fe, x--1(;„	 ) =

= (i gn, 
ka6 -Sf1-4

1071
X	 X"
	

x"' K-"11C� )--:

.= U 

(i x _-i	 K---no)____fr í .0) con las restricciones
x0,
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1
2_ +Reja -m < O y A +Refr -m < mReg . 	 Intercambiando d y A tenernos la

restr icción g + 
ReAc 

-m < �), Re , de donde

I d 7 = 1 %8 I = 1,1(11,117-k"

+Rem -m < min 0,mRea, mReidi

con la restricción

por el	 teorema 2.15 requiere las	 restr iccc iones

Re (>79-2«) < 4-	 y Re(m«-	 4.

( k:kAts, C,	 ).	 )=

=	 x-113

=	 r" I: I x1,2(

( 4	 X14-1 Ik-"1-1 � )	 (ti::e CI 7 56) •

bntercambiando ,V y /6 bajo la restricción adicional	 Re( ~( /A ) <	 ,

tenemos

r
- K K'n K	 f =K oly- A

ri /5 e'=	 K	 I	 con las restricciones

	

k ir	 ,e5

-3 +Re/4- > mRe1A ,	 +Re/../_ >	 mRe(°<-7 ) y	 +Re/.< >	 mRea, i . e.

+Reft	 > máx	 mRear, mReg,mRek +ieg 	.

y) lx,” I 2 con	 ay+21` =O 	 por los teoremas 2.05 y 2.14

requiere las	 restricciones

m-Rep-	 y m- Re (m. + »-n-c -1-»73)›. 	, i.e.

+Re
1 

-ni < O	 y 4 .1-Rem -m <	 -A )= mRet
4

.x— , 7	
) =	 X-78 1,,„	 x 3"-'

—r	
=

yn 5

›.„ 	 <	 -r
x k k

'„, x	 xxlc

41"
X. 

K ,c, x-"-HCS)

i y ) K°¿x•-•
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0 )( --/x-rk, Xerha<X"'"I'�».-)

= Í1) ,x "'rx rn= k ig	 +ix,“.¿,16)
=	 kis

(
j' 
fi!, x"w9s)=(xm-41., x-i iii 3 ) • De donde

81"

Ix." X -niel;	 =	 Xmlf si +Ret -m < min
X"' ll

vi)	 Sea ot+73+ Por los teoremas 2.05 y 2.15, K xny x-

requiere las restricciones	 Re( 3-1(-r)-yet )<	 y

Re(m(-0c. )-/A4ntr-o.․)<'
	

i . e.

-	 - Ret< mRe ?si y --1. -R54<m Re( orive-1-21( )=0.

-3,11 k-1 # ) = X -2", 1C-xm f	 I -G1 4"715)=X"
X	KnI 	)	 Xj"-' 

m"

=	 k x-r, f y	 x" --•,16 )=

=(

=( f,

=(	 y-- 4/4„,x r #5(	 f#)=

=(	 x-y, xm r #	 ) =	 x"1,1)

	De donde	 C/4 Cx:	 = X>nrlds x01 si

	

-	 < min	 0,mRe2' j

- 61 -



CAPITULO TERCERO

UVA APLICACION

A) SOLUCION DE LA ECUACION í -/--12-11-"	 =
x dx

DEF. 3.01.- Sean Ly, y complejo arbitrario, el 	 operador sobre FP.,"

definido por Lvg5(x) = af.f.t t 2.1_/41LI.
dx 	 dx

Podemos redefinir el operador Ly como X -srifif 2+ 241 , y de acuerdo con el
teorema 2.04, Ly es un mapeo lineal continuo de Fp7 en Fpe-le

TEOREMA 3.01.- Si Re(2)1,54-4 )* k y	 Re/t/t	 , Ly	 esinvertible.

Es decir, para cada 06 Fpv.4-2. ,	 L y Cji = so tiene una única solución

lb e	 FpotÁ de la forma

i) trb = 141 x -"1- 11 xi3-n 	 si Re( 2P +fi- ) > 1 , Reme	 ex

ir)	 = - 1<.‘ x-e9-1 so	 si Re( tv -4t ) >

iii) = _ T' x-iv-1	 ,„

-ix	 '‘x	 r	 si Re( 2p 4/gt ) <

Rep- <

Red >

iv)	 =	 x-2)1-/ K i xt"'

Demostración:

i Re( 2, i-r /m )	 — , Re,' < —p •

a) De la relación (11), 21-16-1s y por el teorema 2.10, 11:
dw	 4	

es un

isomorfismo de Fp»,._ en Fpri , con inversa r
.1'a:	 si Re(/'-' )-1-1>t

y Re,$+l > 1 , satisfaciéndoce ambas restricciones con Re/4.>.! .
r	 P
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Si D= ck entonces
-1

D	 i x si Rer

De la relación (11' )
dx	

= -K
x	 y por el teorema 2.11,

KX es un isomorfismo de Fpn•.,.	 en Fpri	 con inversa K iA 	 si
Re (p-• 1) < r

7	
y Re/u < -4- , donde Rem.< 2—r	 p	

satisface am-

bas restricciones. Si 	 D= ci
dx

Por el teorema 2.04, 	 es un isomorfismo de	 sobre

con inversa X-2»"'

La ecuación cje_í + 22±1 c11-- =
SO'	 c/X

se puede escribir como

d_ 
(
x t114. • c1.1) = xv.ti tp

41,1< l	 dx con	 e Fpjt.

i)	 Sea Rep >	 en la ecuación cont inua
(x 1 #) = xl".5°

X . Si además Re( I3 	 )>	 , entonces

FI
x.2>zo

y usando (a) se tiene

)13.949 T -4 4
	 JI x2P-1-1

l x r

i-r	 Xx
x _29-111 eY4,/p

x 

0 er	 x _20-1	 ilLf, ti,x

i)	 Sea Ret <-1 y Re( 2.0 -,474A )>.!

Xr	 (—K;' 95 )= X29t/5/)

La ecuación queda

, y usando (a) y (b),

el + I	 =W+1
X	 (	 )=	 X	 V2

2O+I
= x	 x

= - k i x -19-1Ixt xl" 1).

, entonces 15-4= - K ix s i Rei« <
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pero -te ( #)= X 11(
dx

Sea Re/c>--2. y Re( zi--y--)< --1

t.14-$ U) I-

k 4 x	

-"x

i x 	 = x

T'O = - k:

La ecuación queda

y usando (a) y (b)

2y k x z n.;r-r_L, = - x

=
x,Y-t, (I)

•

Sea Rei,“ <	 ,M
r

.-1-- y Re( 2 n) l- . ) < 1	 . La ecuación queda

_ k,: : „..., ..y* , f_,,- , 0 ) = : Lp#,,4,
1 	 .-x

x 2i"/ 
(-K 

w-i 4 9 = _ k, x• x 2 P. r t y)

	

<1 =
	 x 1)ti 5b

	

=	

x	 /	 h)*	 /il

X	
x

8) SOLUCION EN EL ESPACIO DUAL

Para definir el operador Ly	 sobre el espacio de funciones general i-
f

zadas Fpp. usamos operadores adjuntos:

X Ly	 = x [ "1 7: (.‘ 4,) ÷ 241,5_1_6421.
dx

=	 eix2 (,#) ÷	 (xi)± 20__c,#)
gr,	 etc

	

t	
i

	

y l i (	 ) = X 1.5-ir	 x	 )+	 Xsb ) , de donde
cul

L v 	 ( 5d )+2 Ven	 ).

f.	

91 

	 ,	 f
Corno	 =c1 +2	 ,	 =Si 2Y4J	 y S y	 son

operadores adjuntos (Def. 2.04), tenemos que 	 C-2-. ), y	 xl.. ),xr 	 son

adjuntos. Hacernos •9‘ = X 2 5d con	 4e Fp/4.	 y tomamos	 TE FP,J4.

(	 # )=	 L„ f', xty )=	 tf, )=	 (	 kz	 x - I sh )
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DEF.	 3.02.- Sea	 fe FE;il,	 , para V complejo arbitrario definimos

el operador Ly como	 ( ivr, 94 	)= (1, xi_j,x-i# ) con	 � E Fp,i4+2.

Como XLyrY6	 es un mapeo lineal	 continuo de F pnuni en FP,fr , entonces

por el teorema	 1.02, L.	 es un mapeo lineal continuo de F ip/4 en Fbilci-2.

TEOREMA 3.02.- Si Re( 29 -AL 	 ) # "Á	 y - Reu	 --ni 	, L y, es in-
7-	

/	 i

vertible.	 Es decir, para cada	 9 e FP, , la ecuación	 L,5 = y tiene
una única solución f-E FP,p de la forma siguiente:

f=	 s	 zPi-/a)	 T= ix X	 X	 9	 si	 Re( 2 V 	 u )>	 -Refi

--O- , 	 2-ut/
f=	 x	 ix X 3

si Re( 2i) -"C )>	 , -Refi <

f= I xvzok-f,

	

rsx X 2 	 '9	 si Re( 2 0 74 ) <	 , - Red.> -1

f=	 x -10-1 jel I	 Y44

	

r•A 	 5	 si Re( er• -"t ) < 2- , -Rem <

Demostración:

En el teorema anterior sustituimos», P .

Por ( i ) , si	 Re(/.4.-# / - 2-0 ) < 1 .	, Re( pi. / ) < 1
P	

i.e.
P'

Re( 2 y 7" ) > 4 ,	 -Re..<>,-(e

k--7-

	

1---Y	 x	 .x

Por ( i i i ) , si Re(p-/-t - 2)) < .11,- , Re( m 4- 1	 )> 1	 , i. e.
P

	

Re( 2 Y —,"- )> -1-	 ,	 -ReA.4. < -L

	

1 	 ,	 Y

	

_,	 1-	 .20_, k., x - 2.0_,_,
L --- -	 X

	

-Y	 g 
A
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a)	 Si Re( t a -p) >

usandc /7" de e'nkca
=	 ro-21) . TzP7s

IX	
,x, f j

X 
l
x 

X	 =..I

= .1 l 21* X-3 I "11 X	 =X	 XX

1 XI ( Ix-"X-1 1x 201X ==

--1

4 x- e9 2 xtv,c	 = 1n K-2"-11>e x"'+' , lo que
=

x-

implica que L y f= g	 tiene como solución

L-
y -Rep > -E ,

xl K ' x e.P-4, f x -2,24-, so
x	 nx	 I X =

=	 x..• v --Lkir/ I I x l-9- it	 ,
1‘	 X	 X

=	 x-e9/ 1 x2it-s1 1 x	 =
X	 x

Por (ii), si Re( ifre -H. - esd 	)>2-	 L,	 Re(p+. ) < -
P	 r

Re( 2 I) "1-'1	) < 
q-
I-	

1-

, -Rep > In

L
, 	 ZY-, l i	 -2y#1= - K .,„ x	 x	 .x

,	 Re(frti).>±
P

Re( 2 1) -At ) < , -Rep <

L	
29-s r

X X

Por el teorema 1.03, Lj = E x	 ji = ix L.
-v

Por ( i), si Re(p	 - 2 1) )>_L

x

f= /
4 X -2i-e	 29-,n
x	 X	 9•

b)	 Si Re(	 I/	 ).>	 y -Re/4_ <	 ,

L

• 

=	 [X 1--1 x-f12	Por	 iii),

'	 a- y
=	

ix
3 212-* < 1 X -29+1 X -1 =	 Azp-i k x

[_ x	 n2>1-#
„c_e94.,	 x-tY-H xtb,_

i‘	 xX

i oi l	 tri-i» 19	 Y

X1	 x	 -51 a 'tR	 I X

Uxtx2.1,-/i,..	
X

ZW-/-(ZP-t4/ ,_24) T g.	 Dri	 Ta.,i 1
'`x	 xf\x	 . 

xZni	
X	

1)XX -1 X 1-2 -11
X ” = -j X

y por consiguiente f= - K	 x 2.9r ,	 xvit
x 

	
9•i
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(c)	 Si	 Re( 2v -7“) < 	)	 y	 -Rep- >

1:411 = 	X Cy X -1.	 Por (i i),

Ly

	

L..1	 2.11.-1	 T i	-2Q +1 x_I
J=	 x	 lX N X	 Xex = X

1.9

o I	

11 j 9= {- x	 x x 2 ''x ri -2

0, 	 90 / 2.4)f /	 '	 —11)1
—	 K X

k	
x_tvi 5

?I•	 X

—2.3i-1	 I	 9o/
1k:	 x	 -=	 x

-	 + ( 2-11+ 1 )	I	 01

	

3	 2- L i Ic"

= I- X X 2))41 IX I. ), X

K°'
1 

X I

01

1.-y.£14.2 1 x-ttLI kX x 1
9

[—X 2142 X—I 11 x— 129— 4
=	 x

ty-H
- x	

T I	 I
x

%

—211—/ N I _214-1

Z.V-1-1 9
lo que implica que f-= 	 x

Si Re( 2V7YÇ

[x	 x-17	 por (i)

y -Rep. < 4

x —2.14/ „—e rx IX
lx 14+2.111:2x-1-1	r	 x'
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2üll
x	 Ti y x 7»2—	 Ti

k =

y entonces
= t	 X 

-20-1 L.„1
K

f= KXx-20-/
1% X A	 3 //7
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J1-Y-1

1,(1_,..".„,)	 ri)	 s_yff=If^l
al % I	 - e'

te:

dx '*J

CAPITULO CUARTO

CAIPOS DE APLICACICN Y PROBLEMAS ABIERTOS

En este capítulo mencionamos, a manera de ejemplo, tres campos de apli-

cación del cálculo fracciona, y terminamos planteando algunas preguntas de

interés para el avance del tema y que se encuentrakaún(Posiblemente)sin

responder.

A) TEOR/A DE FUNCIONES.

Los operadores diferenciales e integrales generalizados desde el pun-

to de vista más reciente	 n-I

D"Ç 	 y"	 (-0	 )	 _ x_a?--")
n-1•00	 k-c o

brindan una marcada extensión en la técnica del	 Cálculo, de manera tal que

las reglas más importantes de integración y diferenciación de funciones

elementales quedan involucradas en otras más generales.

Thomas J. Osler ha extendido la regla de Leibniz de la manera siguien-

dondetes arbitraria; posteriormente, en 1972, la expresó en forma
00

ci4n' PI)	
dx1	 - 04 TI(1- r	 () TI(34,Ari)

-1 t'a

d K9-114
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También ha obtenido una generalización de 	 la serie de Taylor:
od

.>4	 'fin

)	 	  1-1 (zsin9-6(4-/)	
# 
Ex)/	 (2-4)	 Ve

Xa

donde reses un complejo arbitrario y 	 O< v gil.

Usando la fórmula de Faá di . Bruno,
ft ( t)

(9 j'O()) /ti 21 3 ( "")	 [ f
dxn	 ki I

donde /E se extiende sobre todas las combinaciones de valores enteros no

negativos de p,	 P,	 tales que	 kpR =n y	 2Lfw	 = m; y la regla
X+,	 k./

generalizada de Leibniz, 	 se puede obtener	 y	 r

rci(x_Ar cp(io())	 L_____cL	 4)(/(44	 Z°D (	 ((7)-7-7	 rt 0(ny

(,-1)	 j=i	 .77,,)	 k,	 t!

donde a es el	 límite inferior de integración. 	 Esto es una generalización

de la regla de la cadena.

También se han obtenido nuevas relaciones entre derivadas fraccionales

y funciones trascendentes (como por ejemplo las derivadas fraccionales de

logF(x) y la función Zeta de Hurwitz), así como se hanencontrado repre-

sentaciones de funciones especiales como las funciones de Bessel, 	 Legendre

e hipergeométricas,ofreciendo nuevos puntos de partida para su discución.

	

Sobre transformaciones	 integrales, la expresión

x0 D,	 tr'cit
71 (4 ,

con el cambio variable w=x-t se transforma en un caso especial de Transfor-

	

mada de Mellin,definida por	 MIJO= fpw)	 conduciendo por la
0

llamada fórmula de inversión a una contraparte 	 integral	 de	 la expansión de

Laurent.
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Erdelyi y Kober descubrieron en 1940 que versiones apropiadamente exten-

didas de dicha expresión para x, 	 , son útiles para la investigación de

transformadas de Laplace, hipergeométricas y de Hankel, a tal grado que los

operadores fraccionales en cuestión establecen mapeos importantes entre las

clases de transformaciones mencionadas.	 Por ejemplo, la totalidad de la

teoría de la transformada de Hankel puede obtenerse así de la bien conocida

teoría de transformadas de Fourier.

8) ECUACIONES DIFERENCIALES E INTEGRALES

La primera aplicación del Cálculo Fraccional (Abel 1823), se reduce hoy

a resolver la ecuación integral x...k7=‘,6(x) con .9<.),<1 . La solución ex-

plícita de tal ecuación puede obtenerse aplicando el 	 operador inverso 
X., '1'1X

en ambos lados. Durante las últimas tres o cuatro décadas, muchas ecuaciones

diferenciales e integrales han sido tratadas mediante operadores fracciona-

les. Entre los numerosos ejemplos de teoría del potencial, electrodinámica,

hidrodinámica, aerodinámica, cinética química, etc. 1 1os más conocidos e im-

portantes son:

i)	 M. Riesz dió la solución para el problema de Cauchy para el es-

pacio m-dimensional de Lorentz-Minkowskr por medio de la integral de tipo

Riemann-Liouville

17(,) =TI 1-5 
2 I il
 [Pd)	 s f(Q) 57.7-1/2

donde P es un punto fijo en el espacio y Q un punto variable, 50 es su

distancia en la métrica correspondiente, dQ es abreviatura de cit i ci tz.. "y
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Sp es el dominio de integración.

2)	 La teoría generalizada del potencial axialmente simétrico, de

	

o13-1/	 -t - á tltErdelyi y Weinsten, está basada en la ecuación	 d-- + 2 —
dr'	 Y 

Dr	 � 2'

con U ( Yj a) donde ryz denotan coordenadas cilíndricas en el espacio eucli-

diano (ZY+3 )- dimensional y esta ecuación requiere integración fraccio-

. nal respecto a una función estrictamente creciente y diferenciable W(t) en

el sentido

II' 160 =11(P) 
xf	 f ,e(x) - vi)] * 'U di.

 X.

ej DIFERENCIACION GENERALIZADA

Desde 1950 han sido encontradas dos formas totalemente diferentes para

definir y utilizar las derivadas de funciones localmente discontinuas. Una

de ellas es una extensión de la noción de función que ha sido realizada por

las teorías modernas de funciones generalizadas como las distribuciones de

Schwartz y los cocientes de convokción de Mikusinski. La otra consiste en

una modificación del concepto de número real de tal forma que la derivada de-

bería existir en el sentido ordinario para ciertas funciones discontinuas

como la función de Heaviside en X=0.

Un poco después fue propuesta una tercera vía de acceso para abordar

dicho propósito. En ésta se mantiene el concepto clásico de funciones Y

números reales, pero se extiende el proceso de diferenciación en forma

apropiada. Entonces las derivadas, de funciones discontinuas, vuelven a ser
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funciones en el sentido clásico y se puede trabajar enteramente en el marco

del análisis clásico. El area de acción es más restringida que cuando se

usan distribuciones o cocientes de convulción, no obstante que es lo sufi-

ciente amplia para abarcar los casos que surgen en la práctica.

Partimos de la fórmula de Riemann

xDu T =	 , 3 o frn

y la escribimos

mínimo entero mayor que/

x

)(el- 1(x) - ir (N- x -)	 i=1 "' I 1-P() Is-irr 'ct y
7' ( », 74..)	 anal X.

de la que se desea obtener la derivada generalizada en x c a partir de

x.D I f(x) , tomando límite cuando E --9. 0' de manera que

el resultado posea carácter local; es decir que debe depender

sólo de los valores de la función en una vecindad arbitraria pequeña de x.;

después de tomar límite sobre E se debe tomar otro límite cuando

x -. x, y su iteración debe asegurar la existencia de la derivada generali-

zada para una adecuada y amplia clase de funciones.

	

iii)	 si f(x.+0) y f(x.-o) existen, entonces la derivada generalizada

debe relacionarse con el salto If(x.+0)- f( x.-o )1.

Todas estor características son satisfechas si
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existen y son iguales. Entonces decimos que f es J5-diferenciable en X. y

el valor Ame —	 r- xri)	 es llamado la Y)-derivada de f en X..

DI ALGUNOS PROBLEMAS ABIERTOS

¿Posee el teorema del valor medio del Cálculo Diferencial un análogo

que relacione diferencias de orden fraccional con derivadas del mismo orden

fraccional?

¿Se puede dar una	 interpretación geométrica para una derivada fraccio-

nal de orden particular?

¿Cuál es el análogo del teorema de Lebesgue sobre la diferenciación

casi dondequiera de funciones monótonas para derivadas fraccionales?

¿El teorema de Fubini sobre	 la diferenciación casi dondequiera, término

atérmino de una serie de funciones monótonas puede ser extendido o derivadas

fraccionales?

¿Una función que no posea derivada ordinaria, puede poseer derivada (s)

fraccional as)?
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Estas preguntas y otras más fueron planteadas en la conferencia

internacional sobre Cálculo Fraccional efectuada en Junio de 1974 en la

Universidad de New Hayan, y las investigaciones que generan éstas y las

ya resueltas, dada su aplicación en campos importantes, aseguran el fu-

turo del Cálculo Fraccional.
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APENDICE

LA FUNCION GAMMA

Fue introducida por L. Euler en su deseo de encotrar una función con-

tinua que tomara el valor nl en los enteros. La 6ancián gamma 'de Euler es•

T'(x) = )( x/
e cit para /0.0.

O

Consideremos ahora la integral compleja T7(1)
DO

entonces Ir(z)ir	 1-t' iletit=	 <0+
filo 	 o

de donde la función -r(i) está definida para Reno.

Jo

para X= Rel>0 ;

Sean Reoc>0, Re f9 ..,- O entonces tenemos la relación :	 71(a)
P6(1-fi)o

donde a la integral	 se le denomina ganeL.5n beta,que denotamos p ( wi p ).

Demostración:
ice

	

T1 (0?) Ty (% u« -/ e - ues/z¿	 (hacemos u=x t y v=yz)
o	 o

feo

KI-Y91,<",1 :2-ar-2 e -)1 2 X 4)(1 7 45-2 C .12270),» 4fix u`- 'y  'o 
I- coi	 61 sen 2/9-9 Zot-IM -2 E 1. 

Cr
i de =

4.	 zpc-I	 ,	 -vi

o o

Ti
2

f	 -s cn	 9	 er
ac,

	

— 4	 cos	 o'	 2,- (ir 2~ e- lliír) da -

o	

---
o	 (hacemosít= w )

	

4	 co,	 4-3-4.2/5-1G(41 n/cidel-fe-‘19.91) de
 o
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zer-1 
san t,- 'e de r.-= 2 71(ete+A) f 1372

ea<

o

= z 11-,12,93) a<-10-tr-r9tcryio-Pdat.

(hacemos Cose= t'-;

Sene = (

de = - Z	 (i--é ) .1 dt)

f(1-dft'icté.
o

Reacomodando la igualdad, tenemos una de las relaciones importantes:

B(oe,, ) — 1.11 :(A)
r(at49

Como caso particular ot=a, /43=1-a, en	 desarrollo anterior obtenemos:

4	 pl
ro)-1-7,_ a) = Z.11( i ) f o--4" -16, Jen -la-11Q 0;9 r-- 2 i	 e-0 1 1.1-1e do -=

o
	(hacemos x= Cotas,	 ; de = -ii- x-ya

-- 2/ .14-± (-f) x ( -14-10/x	
-. 2 r

o*

= 1  X  dx.
- 	 I i-X

O

a - g

	Para integrar esto último notamos que 	 x	 es la restricción de
r+x

2d--1

al eje real, escogemos la rama principal la cual es univaluada

en el plano cortado de 2 =0 a 2= 00 en el eje positivo real. Para usar el

método de residuos necesitamos una curva cerrada que coincida con el eje X

para 0< x <00	 Tomamos para ello el contorno de "ojo de cerradura"

Para 0<a<1,

(x+, )-' dx)
o

I + e
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f

zff

d X -+ 	 (Ren9	 .k.e.-6 ei&tf<en%
J+ 12 e'

El residuo de
	 - /	

en 2 = - i
I r a

es	
eir;

o

a*eie)
	  de= eAn, e ff,-(&)9a-'

- / dX

zrr

dx + (eur
pf	 flr

x d 	 O

dx	 (ei e  a/	 f 	 	 Tría -71;offe 2/7i e e+"	 + ked•
o

( 1 	 Z17ii 2 _nr
R
„ya

X

	

ke-1	 (de 'a

	

i+ Re s 	 f-t-Je•-• i rx
27r

Tomando límites cuando J-0 o y	 oo	 las dos últimas integrales convergen

a cero porque 1 21 j icell. le de l ± iza e de t.- 2 1F Ral
J 1-i

o

--,0 Si g—. =	 k'ecr = a < 1)

(Je9- .	 .0	 cuando	 ,Jur I +Je°

.	 IT
^	 d)(	 7 Pea, de donde
I 4- IS

y análogamente

y nos queda

(/- e217;i91(
o

ka-1
i

C1,7(

Ir ía
1T c C

a
C e — 1

-.r
2irr

.2en - e 771 ide n

y entonces tenemos la lotopLedad de kegezíón de la ¿unción gamma:

r(a) J(1-4), para Oca <1 .
Ser, 77c2
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CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE 1-7(1)

Como t
l-1 

es analítica en z para cada t, O< tcoo, su derivada es
ao

t z int y además	 _f Int	 ; entoncest	
, -t d

dt 	 J1 	 tx e	 tcce=2-1	 -ti-

la integral f Int	 t1.4 Eri dt existe e integramos respecto a Z :

T i(t) = f li t t;-re-tedi
o

para ke 2 >o	 lo que hace der(2)

una función analítica en este dominio.

rPor otra parte,r(2+/) = it t el dt = /4.9.1 -ilf-tz t I-1 1ft dt
o	 J-300

implícar(i+, ) = zi7(2), y reacomodamos la relación funcional como

7/ ( e )- 77:+0, donde ambos miembros existen y son analíti-

cos para Reno.	 Comor(a) y 77 (Z*/ ) existen y son
z

analíticos e iguales entre sí en un dominio común, entonces son iguales

en dondequiera que estén definidas 	 ( extensión analítica).

Repitiendo el proceso, obtenemos

"Ni)	 PO-1.n +,) 
)	 (?÷»)

para cada entero n, de manera que

T 	 ) es analítica en cada semíplano Rei > - 	 ) con polos sim-

ples en	 2= 0,-1 	  -n y con residuo  Fir en z=-n.
ni
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