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INTRODUCCTON

El calculo fraccional nos proporciona un bello ejemplo de cdmo se van
desarrollando las teorias matemiticas. Puede trazarse su desarrollo des-
de el siglo XVI! hasta la actualidad, y en &) puede contemplarse cdmo ina
inquietud intelectual puramente formal, la posibilidad de extender el or-
den de derivacidn a fracciones, encuentra una aplicacidn en un probleﬁa

de mecadnica antes de que hubiera algin desarrollio significativo de la teo-

ria.

En el capitulo cero hemos hecho una breve resefia histdrica del cdl-
culo fraccional que, partiendo de Leibniz y pasando por los formalistas del
siglo X1X, nos permite llegar a la parte principal de este trabajo, dando
cuenta de los avances logrados por distintas corrientes en lo que va de este
siglo, y dando un panorama general QUe permite comprender y situar la teo- ’
ria de integracion fraccional para funciones generalizadas que posterior-

mente presentamos. Para la redaccidon de este capitulo nos hemos basado

principalmente en [l], [9] y [11].

Si el capitulo cero,es el antecedente histdrico necesario para ubicar
nuestro tema, el capitulo primero da los antecedentes matemdticos necesa-
rios para comprenderlio (y que generalmente no se incluyen en el curriculum
de la Licenciatura en Matemiticas); en é&] se_presentan'los espacios de
funciones gque habran de manejarse, precisandose el sentido en que han de
entenderse los conceptos de funcibn generalizada y operador, asi como algunas
de sus propiedades. Esta parte descansa en Ia notacidén y presentacidn que

se hace en PZ} de estos temas.

Los capitulos segundo y tercero forman la parte central de este traba-
jo, v siguen la exposicidn dada en [8] ; en el primero de elloé se introdu-
cen los operadores de Erdelyi-Kober y se desarrolla su teorfa, 1legando
hasta algunas leyes de Tndices que permiten el manejo algoritmico de los
operadores. El tercer capitulo presenta la solucidn de una ecuacidn di-

ferencial utilizando los operadores estudiados.



Por Gltimo, se anexa un capitulo cuarto con el fin de presentar una pa-
noramica de los diversos campos de aplicacion de la teoria y de dar una idea
del tipo de problemas que todavia quedan por resolver, y se concluye con un
apéndice sobre ia funcion gamma, Como el cdlculo fraccional estd fuera del
curriculum de la Licenciatura en Matemdticas, se pretende con el apéndice
facilitar a los estudiantes no avanzados la lectura del capitulo cero, gue
con el capitulo cuarto formaria una buena primera aproximacidon al caiculo
fraccional. EI capitulo cuarto se apoya principalmente en [1], que es.una
coleccidon de trabajos presentados en 1974 en 1a Conferencia Internacional

sobre Calculo Fraccional efectuada en la Universidad de New Haven.
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CAPITULO CERO
ORIGEN Y EVOLUCION DEL CALCULO FRACCIONAL

A) PRIMEROS INTENTOS
£1 Calculo Fraccional tiene su origen en la extensidn de sig-
n
nificado de la expresidn conocida gﬁl de 1a notacidn de Leibniz usada en
d x
calculo Diferencial. Es decir: (Tiene sentido extender los valores de n a

fracciones, irracionales & complejos en dicha expresidn?

La primera persona de quien se tiene ﬁoticia que indicd esta
extensidén fue G.A.L' Hospital en 1695, quien en una carta prequntd a Leibniz
respecto a la notacidn para la n-ésima derivada de una funcidn:
10ué [sucederfa] si n fuera 1/2 7, a lo que Leibniz replicd "'esto conducirfia
aparentamente a una paradoja pero de ésta algin dia serdn extraidas consecuen-
cias Gtiles'. -

El mismo Leibniz en 1697, refiriéndose al ﬁroducto infinito de
Wallis para ¥, afirmd que podia Baberse usado el C3lculo Diferencial para obte-

1
ner el mismo resultado y utilizd 1a notacién d Azy para denotar una derivada

de orden 1/2.

L. Euler menciond interpolaciones entre &rdenes enteros de una
derivada, en 1730. P.S. Laplace, en 1812, definidé una derivada fraccional, pe-
ro la primera discusién de una derivada de este tipo aparecié en 1819, en casi
dos paginas de las 700 que constituyen el texto de Cadlculo de S.F. Lacroix,

quien aparentemente considerd este tdpico como un mero ejercicio matematico.
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Lacroix partid de y=x con m entero positivo y calculd la

n-ésima derivada:

.d_l =- m. -
" mx ’ Usando | » el sTmbolo de Legendre

para factorial generalizado (funcidn

gamma) , obtuvo

d"y T {(m+1) m-n
s “lo-n+1y 3

y reemplazando n por 1/2 y m por

cualquier real positivo a, de mane-
ra tipica en los formalistas clasi-

cos de este periodo, Lacroix obtuvo:

R
/2 _1
4y =T'(a+1) x@ /2 que expresa la 1/2 derivada de y=xa.

dx'b T a+ /)

También did el resultado para y=x:

1 1
/2 1 /2
d’2y T() ' 1lx L —
PRyR o €7/ Bl T/ A M
/T

J.B.J. Fourier, en 1822, fué el siguiente en mencionar de-
rivadas fraccionales, pero al igual que Euler, Laplace y Lacroix, no apor-

té ninguna aplicacidn.

La primera aplicacion se debié a Niels Henrik Abel, en 1823,
cuando aplicd el Cilculo Fraccional en l.a solucién de una ecuacién integral
que surgid en la formulacidén del problema de la tautdécrona. Este problema,
llamado a veces el problema de la isdcrona, consiste en encontrar la forma

de la curva sobre un plano vertical, tal que un objeto, al deslizarse sin
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friccion sobre ella, llegue al final del recorrido en un tiempo que es inde-

pendiente del lugar en que comience el movimiento.

Probablemente la elegancia de la solucidn de Abel para este
problema, 1lamd la atencidn de J. Liouville, gquien dedicé mayor atencidn a
dér una definicion 16gica de derivada fraccional, publicando tres largas me
morias en 1832 y algunas mas en 1855.

El punto de partida de Liouville fué un resultado conocido
para derivadas de orden entero positivo, que extendi® en forma natural pa-

ra dérdenes arbitrarios:

AV

m
d x m_ax .. d a
L a ea , extendiéndola para v>0: — e *= éueax H
m v
dx dx
a_x
- . ® n .z .
desarrollé f(x) en la serie f{x)= 2% c.e y manejd la v-derivada de f(x)
n=0
como:
) a_x
d Y .
S_f(x)=F ca’e™ . Esta se conoce como l!a "primera
dkv n=0 " "

definicidon de Liouville',
Esta primera definicidén de Liouville tiene la clara desventa~

ja de que v estd restringida por la convergencia de la serie.

Usd un segundo métode para definir una derivada fraccional,

= . —a K - -
aplicada a funciones de 1a forma x = con a>0, de la manera siguiente:

(sv]
o a=1 -xu ..
u e du 3 la transformacidn xu=t da el resultado
0 .
(re] 0
|§ ua-Te-xudu = —l-j ta-Te‘tdtﬂ.[EEl-, de donde
a a
0 X 0 X
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j ua—]e_xudu, y tomando la v-derivada en ambos

i OIS
miembros:

o (=]

\) \Y; N
d -a_d 1 S a-1 ~xu ] 1 S a-1d ~Xu
—_— = e [§] e dul = u -, \& )du=
o d;)%ﬂa)‘o T(a) 0 Y ‘
oo & o]
v
=Tj1-5') JD ua ](_])\)u\)e Xudug%Jo ua'h) ]e XUdu_—_ ,
v .
= ;,1) 1ﬂ£i:v) , de donde obtuvo la relacidn
(a) x

Vv _~-a Y -
d\)’( = (-;l(;r;(aw)x a-\), conocida como ]a 'Isegunda defini-
dx |

cién de Liouyville!,

En esta segunda definicion, el término (-l)\J sugiere la necesi-

dad de incluir nimeros complejos,y de hecho Liouville considerd tales valoreg

aplicando con &xito el C3lculo Fraccional en problemas de Teorfa del Potencial.:

También tratd de resolver ecuaciones diferenciales con esta herramienta.

Entre 1835 y 1850 hubo controversias respecto a las definicio-
nes de derivada fraccioﬁal dadas por Laéroix y Liouvilie. Estas corrigntes
fue?on apoyadas por George Peacock y P. Kelland, respectivamente. Sin embar-
go, Augustus de Morgan juzgé que ni una ni otra corriente podia considerarse

superior y que ambas formas de definir derivadas fracciona?es'podfan ser parte

de una mas general.

En 1850, William Center obseryd que la discrepancia entre las

dos versiones se centraba en la derivada fraccional de una constante..

Pe acuerdo con la versibn Peacock-Lacroix, la derivada fraccio-

&>

nal de una constante da un resultado distintoc de cero, a menos que !a constan-
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te sea precisamente cero, mientras que en la versidn Kelland-Liouville la

derivada fraccional de una constante si es cero, puesto que T'(0)= Yfﬂ%}

puede tomarse como cero.

Center concluyd que cuando se ccnoce la forma de encontrar

la derivada fraccional de una constante, entonces se puede saber qué siste-

ma adoptar.

Bernhard Riemann desarrolié una teoria de operaciones frac-
cionales durante sus dias de estudiante, en 1847, misma que fué publicada
en 1876, déspués de su muerte. Usd una generalizacidn de una serie de Tay-

lor para deducir su formula para integracidn de orden arbitrario:

-\

d
dx-v

f(x) = ?q%T-J“ (x-t}V"" £(t)dt + ¥(x) sobre la que,
c

en 1880, Arthur Cayley comentd que la funcidn complementaria ¥(x) es de na-

turaleza indeterminada pues contiene una infinidad de constantes arbitra-

rias.

Los matematicos de la primers mitad del siglo XIX no pudie-
ron precisar una definicidn apropiada al no analizar en el plano complejo

las consecuencias de sus definiciones,

Bj PRIMERA DEFINICTON ACEPTABLE

Fue Laurent quien clarificd Ta manera de calcular derivadas
de orden arbitrario, en 1884, S5u teorfa, analizada en el plano complejo,
fué ia primera aceptable para el gusto de los matemidticos modernos.

Para ampliar un poco, de acuerdo con la notacidn de Harold
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T. Davis {1936):

cD;vf(x) , V>0 denota la integral de orden v de la
funcidn f(x) a lo largo del eje real,
c y x son lTimites de integracién.

Cbif(x) , V>0 significa diferenciacién de orden v

para f(x).

En términos de esta notacidén, lo que requerfan los matemi-

ticos para encontrar una definicidn apropiada de derivada de orden arbi-

trario y obtener una teoria manipulable, es brevemente lo siguiente:

Para toda funcién f{z) de variable compleja de una clase

suficientemente amplia y cualquier ndmero v, irracional, fraccional o com-

plejo, la funcidn ¢sz(z)= g(z) deberfa definirse de modo que satisficie-

ra lo siguiente:

1)

2)

Si f{z)} es analftica, la derivada CD\;F(z) es analitica env y
z.
La operacidn cD\;f(x) produce el mismo resultado que !a diferen

ciacién ordinaria cuando vV es entero positivo.

Si v = =-n , n natural, entonces cD;nf(x) produce 1o mismo que
. ' . . .. ~n
integrar ordinariamente n veces la funcién f(x) y CDx f(x) de-

be anularse con sus n-1 derivadas en x=c.

La operacidn de orden cero no altera la funcidn céif(x)= fix).

Los operadores fraccionales deben ser lineales.

P . -u -\ _ —u-v '
La ley de Tndices debe cumplirse D = D f{x)= Ly f(x).

-6 -




Como se menciond anteriormente, Laurent obtuvo la primera
definicidn que satisfizo estas propiedades. Publicd un articulo en 1884
que es considerado como definitivo para los fundamentos del Cadlculo Frac-

cional.

Para ello, partid de la férmula de Cauchy para funciones

complejas analiticas:

n ]
f( )(z) = ;,“ Sf(n) dn donde € es el contorno de in-
tegracion en el plano comple-
jo, ahora llamado Lazo de Lau

c' e B T
i Bt 4 \\\ rent, que se muestra a la iz
o

T
N \ ,/ quierda.
[ —_— -A\.._ s

La generalizacion de n! no presenta problema dado que
v!=T"(u+1); ademds, poniendo la integral en forma exponencial y haciendo

n=t, z=x se obtiene

f(u)(x,zggm D In(Ex)

en la parte AB del lazo tenemos t= :-(+eeIe ,de donde

B i i
6 . .
J e(-v-l)ln(t-x)f(t)dt= J e(-'u-l)ln[e:ei ]f(x+se'e)€;e'8d@ =
A =1

i
igy(~v-1) . .
=J‘ eTn[ee ] gie'ef(x-lﬁe'e)d8=

-1
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q
f(ae'e)“’"eie'ef(me'e)de=
-1

T
f Ve M8 fixice P)do
—q

Si tomamos v<0 entonces la integral anterior converge a ce-~
ro cuando € +» 0. En la parte CA de! lazo, In(n-x)= In(x-t)-iT y en la par-

te BC' del mismo, In(n-x)= In(x-t)+i¥, de donde
' f (VD Int=x) g g o J‘ VN b)) ey g0
i c c' :

' B - _
1‘:&(—\)'1)[]n(x-t)‘i'iﬂ]f(t)dt + J e(-v—I)In(t-X)f(t)dt
B , A

e

S e

Al toma-r-\J<0,.y 1Tmite cuando €+ 0, la integral en la parte

! AB del lazo Se anula y obviamente A+ x, B> x y C~ C' ,por lo que

X X

r .
£6) () = ___ré‘;:f]) 1) if j (x-t) Ve (0)at - o OOFIIT J (x—t)-v"1f(t)dt]=
b CI c'

T (v+1) eiﬂ(u-v—l)_e-iﬂ(\)ﬂ)] r (x-t)w-lf(t)dt -
L] 1 21 c’

: X
T'--—-qg“'”) Sen(u+1)1 J (x-6) VT (t)dt =
CI

X
.r'_#"_ﬂ.)_ (—Sen 'T\)) I (X't)-v-If(t)dt
'




De acuerdo con la férmula de reflexidn de la funcidn T‘,

y esto ros conduce a

_ 7
e W T TS T

£ (= I#.\(’:l) o r (x-t) "V e () de= Wr (x-t) V7V (1) dt

Finalmente, mediante un cambio de notacién para emplear v>0
en lugar de v<0, obtenemos la definicién de integracidn de orden arbitrario

v>0 obtenida por Laurent, gque en notacidn de Davis es

-V

.4
Dy f{x) =T'_(157g {(x-t)"~ T f(t)dt.

C

Esta definicf&n también se conoce como férmula de Riemann-
Liouville porque si C=0 & C=-00 obtenemos las definiciones de Riemann y Liou~
ville respectivamente, aunque en esta expresidon no se considera ta funcién
complementaria Y{x) que incluyd Riemann.

Esta férmula de Riemann-Liouville para intecracidn fraccional,
no se puede usar directamente para diferenciacidén de orden arbitrario; sin em-
bargo, mediante un pequefio truco se puede encontrar una expresidn adecuada:

Sea v= m-p donde m es el minimo entero mayor o igual que v ¥y

0<p<1; entonces para diferenciacién de orden arbitrario

m
-y - m~p - m -p - S_“ -p \ -
cDx fx) Oy f(x) cDx CDx f{x) G [CDX f{x)

d” 1 \p-1
=2 fTE_ (x-t)7 "f(t)dt donde el supuesto
p) T¢

D = D D se puede justificar de la manera siguiente:
=9 -



X
Y _ 1 -t .
Sea ¢p{v,x)= ODx f(x) %) go (x~t)" 'f(t)dt (es convergente
para v>0),

X
. = M -p - d" 1 p-1
¢I(J ,x)— ODx ODx fx)= 'C“I‘XF .'?('p‘) '{0 {x-t) f{t)dt

donde ~v=m-p con m= 0,1,2,...

Cuando v>0 escogemos m=0, entonces v=p, ¢, x)= p{v,x) v po-

demos escribir:

. pX X
¢bv,x)= % g [—T.—‘ﬁ)-) g (x,t)v-‘f(t)dt] dx wusando la f6r-

0 )]
mula de Dirich-.
let,
X Vv
. 4d 1 f (x~-t) f(t)dt que es convergen-
pv,x)= x P 0

te para v>-1,

entonces tenemos que para m=1 ¢ ,x)= ¢{,x) vy este proceso se continiia

hasta que ¢{v,x)})= y{v,x) para m=n y v>-n, donde n es natural.

Luego ¢ es analitica en R; donde v>0 y 1 es analftica en Ry pa-

rav>-n; como p=y en RyV R, con un punte limite en el semiplano derecho, en-

tonces ¥ es continuacidon analitica de ¢; esto justifica el escribir CDE CD;p=
m-
D P
c'x

T
s

C} OTRAS DEFINICIONES

(P)(

Desafortunadamente la existencia de f x) no implica la rela-

cién f(p)(x)=x Di f(x). Para que esto se cumpla se requiere una restriccién

0 (p)

suplementaria: la continuidad de f en el punto Xq -
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Esta restriccién ocasiona que la definicién de Riemann-Llou-
ville sea en algunos cascs inadecuada, impulsando e)] estudio de otras defi-

niciones con el propdsito de solucionar tal inconveniente.

Frecuentemente es Gtil la idea siguisnte: el desarrollo en
serie de una funcidén f para formar la derivada fraccional término a término
de la serie, sobre la suposicidn de que la derivada fraccional de cada uno

puede ser dada por interpolacibn directa.

Para el caso de una funcidn analftica f, tenemos la defini-
cién de Hadamard, empleada con éxito en sus investigaciones sobre series de
Taylor en 1892:

(n)
Y @ f77(0) n-v . . -
ODxf(x)= n-—Z-OT‘ — X con v arbitrario y dominic

de convergencia esencialmente igual al de la expansién de f en serie de

Maclaurin.

Otra de las definiciones, aportada por Weyl en 1917, se pasa

en series de Fourier como sigue:

1
Sea f una funcién 1-periddica con I f(t)dt=0, entonces la in-
0
tegral de orden v>0 es

-oofif(x)= zngl(znﬂ)ﬂ)[anCos (2nx-v/2) 148 _Sen(2nx=/2)1], donde
1

1
o= f f(t) Cos{2nit)dt vy B = f f(t) sen(2nTt)dt, vy
" Y " %

[s.¢]

XH:)f(X)= T;%Tﬁ gx (t-x)v-]F(t)dt {Integral de Weyl)

para v complejo con Rev>0.

- 11 -




Otra de las ideas es que la integral de Riemann-Liouville es
una funcion holomorfa de orden V. Sobre esta base, M. Riesz y seguidores,
entre 1933 y 1949, desarrollaron el método llamado '"continuacibn analitica
de la integral de Riemann-Liouvillie'\

Este proceso, en la teoria de la diferenciacidon fraccional, se
aplica también a funciones de varias variables,-sobre todo en espacios eu-
clidianos y espacios métricos de dimensién grande y se usa en Fisica Nuclear
(Potenciales de Riesz).

Erdelyi y Kober, entre 13940 y 1941, invéstigaron sobre la géne-
ralizacidn de las inteérales de Riemann-Liouville y Weyl, quedando este t&-
pico practicamente adormeéido hasta 1960, aproximadamehte, cuando Miklos Mi-
kotas gstudié el caso de derivadas e integrales fraccionales de orden compie-

jo para funciones Lebesgue-integrales, basdndose para ello en el concepto de

- Weyl.

Resultados de Mittag-Leffler y M. Riesz en el campo de teoria
de funcibnes, permitieron entre otras cosas, una completa caracterizacion
del dominio de existencia de la derivada fraccional; esto Tntimamente re-
lacionado con la teoria de funciones Zeta de Hurwitz.

Otra manera de definir derivadas fraccionales de orden arbitra-
rio, después de algunos intentos (Griinwald en 1867, E. Post en 1930 y publi-
caciones de los Gltimos 30 afios), consiste en una representacidn directa de

D\) f - - :
xo Ox (x} como limite

_y N

oY = 1im (EXe -k X" Xe
XoDx f(X) - T]l-larmm ( n ) kEO ( 1) (k) f(x k n )

conocida como integro-derivada, pues es una generalizacidn comin de deriva-

das e integrales iteradas en el caso de valores enteros de V.

- 12 ~
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D) INTEGRALES FRACCIONALES DE FUNCIONES GENERALIZADAS

En forma independiente y paralela, el concepto de funcifn es ex-
tendido, credndose el concepto de funcién generalizada.

Sobolev en 1936, estudiando la unidad de scluciones del problema
de Cauchy para ecuaciones hiperbdlicas, fué el primero en usar explicitamente
funciones generalizadas (Distribuciones).

En los afios 1950-1951 aparece la monografia '""Teoria de Distribu~
ciones'' de Laurent Schwartz, en la que sistematiza la teorfa de funciones gene-
ralizadas, basandose en la teoria de espacios lineales topologicos. Esto ayuda

a definir y utilizar las '"derivadas' de funciones localmente discontinuas al

extenderse la nocidn y el concepto de funciodn.

Las integrales fraccicnales de Riemann-Liouville para’distribu-
ciones pueden ser obtenidas de la teorfa de convolucidn de distribuciones con
sopdrte acotado'porrla izquierda. Es mis dificil definir integrales de Weyl
para distribuciones; ademds, la multiplicacidn por potencias de la variable,
no es factible en el marco de trabajo de ta teorTa de distribuciones y apa-
recen frecuentemente en aplicaciones.

Una forma de resolver este problema es considerar que el opera-
dor de la integral Riemann-Liouville es adjunto del operador de la integral
de Weyl y viceversa. Construir un espacio de funciones prueba en el gue uno
de estos operadores es continuo, permite definir el otro para una clase corres~
pondiente de funciones generalizadas. Ademds, tales espacios pueden ser cons-
truidos de manera que la multiplicacidn por una potencia de ia variable y 1a

integracifn respecto a una potencia de la misma, sean permitidas.

Ampliande un poco:
a) Desde el punto de vista de convofuciones (Geldand-Shiov).
— 13 -



La integral de Riemann-Liouville [af(x)=T;%i) J:(x-y)u-jf(y)dy

con x>0, a>0 y f localmente integrable, pliéde ser considerada como la convolu«

cidon de f con la funcidn p, definida mediante

a-1
_d.x :
pa(x)— ey si x>0
0 si x<0.

Se puede extender la funcidn pa(x) para cualquier valor com-
plejo de a y se torna una distribucidn con soporte en [0,00), excepto en los

casos o= 0,~1,-2,... en que p__(x)= 6(x)[delta de Dirac] con soporte {0}. ¢
-1 X i

Ahora existe una teorfa de convoluciones para distribuciones

con soporte acotado por la izquierda,por lo que | Ff= pu*f puede emplearse

para definir la integral de Riemann-Liouville de orden arbitrario (real o

complejo) para todas las distribuciones con soporte en [0,00).

La teoria resultante tiene sus limitaciones:

1) Por una parte, la integral de Weyl

Huf(x)=f;%i} jx(y~x)a-lf(y)dy con a>0, f localmente

integrable en [0,0D), puede escribirse como la convolu-
cidn K (x)= pa(-x)*f(x), pero el soporte de pa(-x) es-
t53 en (~00,0] y es dificil encontraf una clase satisfac-
toria de distribuciones para las que la convolucidn an-

terior tenga significado atil.

2) Por otro lado, en algunas aplicaciones se tropieza con

- 14 -




las integrales fraccionales de xMF (x) y f(x") respecto

-~

a x, & integrales fraccionales de f(x) respecto & una

potencia de la variable.

Como la multiplicacidn por xu(excepto p= 0,1,2,...) vy

. . m - .
el cambio de variable x*x no son permitidos en espa~

cios de distribuciones, podemos concluir que ia teorfta
de integracidn fraccionaria, para cubrir estos obsticu-

los, no puede ser extendida en té&rminos de convolucidn

de distribuciones.

b) Desde el punito de vista de Thansformadas de Melfin (Rooney 1972).

Esta posibilidad se basa en la conexi6n de integrales fracciona~ |

les con Transformadas de Mellin:

o0

fr[s]= j xs-!f(x)dx; entonces, bajo condiciones apropiadas,
0

(P00 [s]- T Flor) v (E0[s]= T 2lsia).

Como las Transformadas de Mellin han sido extendidas a funciones
generalizadas, esto puede usarse para definir integrales fraccio-

nales de funciones generalizadas.

¢] Desde ef punto de vista de operadores adjuntos.

Esta manera de acceso a la definicidén de integraies fraccicnales

de funciones generalizadas estd basada en la férmula para inte-

gracion fraccional por partes elaborada por Love y Young en 1938,

- 15 -




Bajo condiciones aprobiadas y el teorema de Fubini,

J iuf(x)g(X)dx=j rpa(x-y)f(y)dy g{x)dx=
0 0 0
J [Pa(x“y)g(x)dx f(y)dy= I fEx)kag(x)dx, de donde
0L vy 0

1% y k¥* son operadores adjuntos y podemos escribir (1%F,g)=(f,k%g).

Ahora bien, al encontrar un espacio de funciones prueba que sea.
mapeado continuamente en otro bajo alguno de estos operadores, entonces el ope-

rador adjunto mapea los espacios duales que son espacios de funciones generali-

- zadas.

Este método tiene una clara ventaja sobre el anterior dado que
o ' _ G. .
I"f se puede definir sin restricciones de crecimiento al infinito y K f sin res
tricciones en cero, mientras que las Transformadas de Mellin requieren restric-

ciones en ambas partes.

Kober, en 1940, en el articulo "Sobre integrales y derivadas

Q

fraccionales' extiende los operadores 1 y K~ de tal forma que

b
—-rn- -
0
o0
K\)r,“af(x)___ mxm\) j‘ pa(ym_xm)y-md-m+m-l f(y)dy,
X X

- 16 -




. . 1 - .
los cuales son operadores adjuntos si v=n+l- H-; ademas demostrd, entre

. - + .
otras propiedades, la relacion Ig,a x8f= xels M%f De 1o anterior podemos

decir que Kober integrd respecto a una potencia de la variable e integrd

el producto de una potencia de la variable por una funcién,

Actualmente se estudian estas extensiones donde se integra

m . .
con respecto a x en lugar de x. Estas extensiones sobre las cuales gira

el presente trabajo son los operadores

X
n,o _m_Tmhema M_ mya-1 mn+m-1
!xm d(x)= ‘fﬂE}x Io(x ul) u ¢(u)du

n,o - m mf o m_moa-1 __ -
K m ¢ (x) Flax J‘ (u"-x 4™ ma+m lq)(u)du,

Tt

X x

11amados operadores de Erdelyi-Kober, y los operadores

X

1% 9(x)= F?ED fo xM-u™E T ™y () du

kam¢(x)= i;%t) I (um_xm)a-l um-l¢(u)du que en el caso
x x

m=1 son respectivamente las integrales de Riemann-Liouvilie y Weyl de orden

a de la funcidn ¢.

-17 -



CAPTTULO PRIMERD

ESPACIOS MULTINORMADOS Y OPERADORES ADJUNTOS

A] ESPACIOS MULTINORMADOS

DEF. 1.01.- Sea V un espacio lineal. Una seminoima ¥ sobre V, es una
funcidn que a cada Pe V le asigna el real 3"(¢)7/0 y satisface
Fxg Y= fjo| >(g)
F(g+¢ YS ( ¢5 )'+ () para ﬂtéf;gﬁ)‘ﬂé\l cualesquiera.
Sea 5= {D;.‘Lmuna coleccidn finita o infinita de seminormas sobre V;
se dice que la coleccidn es separadora si &, ( @ )=0 V/ué4=> 44" =0.

DEF. 1.02.- Una muliinoima sobre V es una coleccidn separadora de se-

minormas sobre V. Si ademas la coleccidn es numerable, entonces es una

multinouma numehable.

TopologTa generada por una coleccidn de seminormas.

Sea §= 7[5}'»}/"‘_4" una colsccién de seminormas sobre V. Dados cualquier
subconjunto finito {a/;‘k ot de S y los positivos arbitrarios €,£, ...,6,
definimos una bofa con centro en P€V como el conjunto de los Pe V
tales que b;‘k (P-¢)< €, k=423..mY 11amamos una vecindad de ¥ a cualquier

conjunto que contiene una bola con centro en Y.

DEF. 1.03.- Un espacio muliinormado es un espacio lineal con una to-
pologia generada por una multinorma M. Si la multinorma es numerable enton-

ces es un espacio numerablemente multinommado y abreviamos espacio NM.

DEF. 1.0k.- La sucesidn {¢”j:; es convergente en V si @,eV
para toda Y=1,2,... vy existe ¢V tal que para toda vecindad f1 de ﬁ,;éyefl
YVzN. Escribimos {;ﬁ,,}—-?gﬁ en V cuando Y—»oo y decimos queges el £{-
mite de fa sucesidn {¢,j .
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{EMA 1.01.- Sea V un espacio multinormado con multinorma M. {ﬁ,}—rﬁ
en V si y sélo si para cada JeM, > (¢ - ?5‘,)—)-0 cuando V—>e . E|

limite es Gnico.

Dem. 1) {45),}‘—-7515 en V si para toda bola B con centro en ¢ y cualquier
n
subconjunto finito {d}"f s &;ﬁ(ﬁu—f)é Ex V¥ v> N,l_, ; entonces

I, ¢)S min {E,‘} Vouz m;',.{NK}, y entonces X(@,-9)=0 cuando
Y= oo VJ‘GM .

i) si F(#y'ﬂf’)—'ﬁ cuando v—roo ¥ XM , como cada vecindad de ¢ con-
tiene una bola con centro en 95, entonces _ﬁ, estd en cada vecindad de ﬁ a par-

tir de alguna €, , de aquf {15,}-995 en V.

{ii) Supongamos que 95 y ¢ son limites de {96},}, cuando Yy —>0° ;
luego a‘(st‘—*P )=0, y como la coleccién de seminormas M es separadora,¢=<ﬂ///

DEF. 1.05.- Una sucesibn de Cauchy en un espacio multinormado V, es
una sucesidn {g&f de elementos de V tales que para cualquier YeM,

X(}éy‘éq)“’o cuando y-—»e ¥y m-»oo independientemente.

_ DEF. 1.06.- En un espacio V con topologias T, genérada por una multi-
norma ??={£Lmy7; generada por la multinorma #{%LGB , decimos que la
topologia T, es mds débif que la topologia T, si toda T, -vecindad es también
T, -vecindad y denotamos 1,C T, .

LEMA 1.02.- Una condicidn necesaria y suficiente para que la topolo-
gTa T, sea mas débil que la topologia T, es que para cada ge?{’ exista un
conjunto finito de seminormas _2‘},)‘,1.,.,3‘; de M tales que para toda ¢el/

f(¢) < € max {a“@)/ _;:(,g)’__.)a;[;}}) donde ¢ y n dependen de ¢ .

- 19 -



i) Suficiencia: En la topologia T, sea la bola con centro en el
origen A“[¢ ’fg(¢’ )s€, k;z,z,...m}, donde ¢ ¢ 7-?_ son arbitrarios; para
cada §_escogemos a1 Koayes 7, €M tales que

LK}

PLP) = ey mix { ,,,c(¢),'a:,._(¢.1,...,a;,,\(wj.

Sea B _= {525/ d})k(¢ ) £ ‘c"‘/ch j=T,2,...,n} , entonces B, es una

T, -bola con centro en el origen y contenida en A, y por lo tanto T, C T,.

ii) Necesidad: Para la seminorma arbitraria pe ?22 consideramos la
T, -bola A= {‘P _f(‘P } Como T, CT,,entonces existen un nimero finito
de seminormas |, %, ---> 7€ My £>0 tales que la bola

B= { -1 3‘(9}<£ 3"(9 <€ ,..., (& )<£} es de T, y BCA.
Sea ¢€ V tal que max { (@) 3’(45) L5 (é )}#chonstruimos
8'= £ . entonces 6'€ BcA, de donde ¢(8') £ 1.

méx {31(45),..., r(¢ )}

AsT, ¢ £ )51,
max {7 ($),..., 9% ()} |

eplple max {5:(4), ..., %(B)],
f(¢ e max{f{:ﬁ), R P ) )} y hacemos (=g
En caso de que max{)‘,(gﬁ Yoeuns S # )_} =0, entonces para a»o arbi-
traria y toda k,
K(ag )= adi($) =0. Luego ageBen, ¢(ag ) =1, p(Plst, v
entonces 37(45 ) =0 y se cumple la igualdad.///

etk A

B) DUALES Dt ESPACIOS NM

DEF. 1.07.- Sea V un espacio NM. Una funcional f sobre V es una fun-
cidn que a cada ¢€ V le asigna un Gnico complejo ( f,¢ ). La funcional

f es Lineal si (Lo{f +p‘|u)=o<(f)§5) +_;5(f,‘f’) {/gb)tf’e\l yor;/s complejos.

DEF. 1.08.- La funcional f es continua en P€ V si P ¢>0 existe una ve-
cindad f1 de ¢ , en V, tal que ,( f}LP ) - (f,¢ )[(t siempre que well,
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LEMA 1.03.- Sea V un espacic NM. Una condicidn necesaria y suficiente
para que una funcional f sobre V sea continua en ¢ es que para toda ¢e V y

toda sucesidn {;ﬁy} que converja en V a ¢ suceda lim ( £, 3 Y= f£,$).
Y>oo

i} Necesidad: Es inmediata de las definiciones de convergencia .y con-

tinuidad.

ii) Suficiencia: Sea la coleccidn B,,B,,...de bolas con centro en ¢

tales que toda vecindad de ¢ contiene al menos una de las B,. Sea la co-
' n

leccidn C,= B, , C;= BB, ,..., Gz()Bx,...; obviamente (,2C,DCD... y toda

vecindad de#contiene al menos una (‘1 y las siguientes.

Supongamos que f no es continua en alguna ¢c\.‘, esto es, existe £»otal
que no existe vecindad alguna{l de ¢ con la propiedad |(;,,‘i")'(‘f,¢)|<£
Y vedl, es decir, existe €>0 tal que para cada Cj
existe al menos una é.e(j con l( f,ﬂ?] )-(/f,ps ) z€ |, o sea
lim (f,¢ (£, ¢).
j«-voo

Con centro en ¢,

Por otro lado, como ,L?,é% entonces #I—"ﬁ cuando j-»oo; por lo

tanto f debe ser continua por reduccidn al absurdo.///

LEMA 1.04k.- Sea V un espacio NM. Una condicidn necesaria y suficien-
te para que una funcional lineal f sobre V sea continua, es que para toda

sucesion {gﬁp} que converge a cero en V, suceda lim (f,¢,)=0.
Moy 0

i) Lla necesidad es inmediata.
ii) Sea YeV y {%}—-r‘f‘ en V arbitrarias.
Sea 9, = %"P entonces 515‘, —>» 0 en V cuando ¥ -»-o,

tuego (£, %)= (£,9) = [(£,4-M] = [(4, >0 cuando v e ;

por el Tema anterior, f es continua en YeV arbitraria./y/
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DEF. 1.09.- Sea V un espacio NM. - E] espacio lineal de todas las fun-

cionales lineales continuas sobre V es |lamado duaf de V y lo denotamos V' .

Asignamos al espacio V'la topologia generada por la multinorma {E¢}¢¢V

donde para cada $€ V tenemos una seminorma §¢ sobre V'definida por

ffg(})= | ¢ £, 9 1.

A L aa T Tt T A s Lo

Una bola con centro ge V'es cualquier conjunto de la forma

{f | fev; ’(f«g, o) <¢e. , k=l,2,...h} donde n es ewtero positivo . u
arbitrario, los ¢_son elementos arbitrarios en V y los ¢, son positivos

arbitrarios.

Una vecindad de g en V' es cualquier conjunto que contenga una bola
con centro en g. La coleccidn de todas las vecindades en V'es 1lamada la
topologin débif de V'. AsT, V'es un espacio multinormado, no necesaria-

mente NM.

Una sucesidén {f,} en V'es convengente si y sblo si existe feV' tal

que para cada ¢eV, (fu-f., 53 )0 cuando V-,

{)Lyf es sucesiin de Cauchy en V'si y sélo si para cada ¢eV,

( )fﬂ-ﬁ-m J?ﬁ )—»0 cuando v-*)-coy /LL—-?GO independientemente_
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TEOREAA 1.01.- Si V es un espacio NM completo, entonces V'es también

completo.

Dem: Sea {f,} una sucesidn de Cauchy en V'; por la completez del
p]and complejo, para cada ¢ ¢ V existe un Gnico complejo (;f)¢) tal que
Lim{ £,,,¢) =( §,¢ ). La funcional f, asi definida, es lineal y vamos a
Y-po0

demostrar que es continua en el origen. Lo haremos por contradiccién.

Supongamos gue existe una sucesidn {¢,} en V que converge a

cero en V,tal que la sucesidn correspondiente {( {,% )} de complejos, no

converge.
Escogemos una subsucesiodn {915,,} de {@} tal que
I( )c, ¢'J )IZC >0 para ¥=1,2,... yc fijoy

Z‘k(¢y )< 4" para k=1,2,...,V, donde 2, € M es la multinorma sobre V.

Sea ‘r'},, =2v¢,; entonces, 7
, ] ; o
X (4,-0)=5( ) )= %(28,)=20 (¢, )52 W20 cusndo v eo ;
de acuerdo con el lema 1.01, {4’,}—-—0 en V y la sucesidn

{ , (f;- ¢, )l}"{,( 5,2’¢,)I} = { 2"( {‘, 95,; H}diverge cuando Y-roo

Ahora escogemos una subsucesidn {\P,,'} de ftf,,} y una subsuce-~

sidn {{u} de {f,} , como sigue:

Escogemos l}{' tal que ,(f, Y’ )'>¥ ; como -V We V ({p}\}’).,( f) Yy,

- 23 -



f,' puede tambi&n escogerse de manera que [( f,’ﬁ",‘)/}l , entonces suponiendo
ot
que los primeros ¥-I términos han sido escogidos, seleccionamos ¥, tal que
{a) ]( J(J "K,)|<2"y j=1,2,..., v—: {esto porque para cada ‘13.' fija,
(JC.N% }=0) vy |()f, l> Z '(f )|+ ¥ (porque para cada
Para cada ¢eV, (ﬁ,; ¢ )—-r(f)f ).

Ahora f:, puede ser escogido como un elemento de {f,,} tal que

{b) ’ jf )'> Z '(fy, ! ){+ y y considerando la serie

P = Z 5‘{) con m»n>k, ternemos

M=t o
-y
iqﬂ ) < Z Zf‘('P )= Z‘r(‘)"p “-ZZ-“O cuando n —poa,
= =
lo que prueba que las_ sumas parcnales M= % forman una sucesidn de

Cauchy en V. Por la compietez de V, YeV.

Finalmente,

f 2t i f / J = 1 +
(c) (£,¥)= 3 (f ¢+ (;,,4;,)+AZ” (£, 2y
/l‘-"l =Yt
(d) { ), ZZ”’“ =1 por (a).

ﬂ I

Usando la propiedad /od+/3+7/ala(f‘4£/~/7/ para complejos en la

o g T e AR m 42 Vo A S b ek e s

igualdad (c),
I(;y,wb..{z(;:,,‘){ f;,ug;){ {éjﬁ',‘l,ﬂ)l, |
I fy ¥ )l> ’i. (3{” Z— ’()[y 7 Taa .+u”];:.?;‘+(fj_[‘;/ y;*’ )I por {b),
(45, ¢ > - it(f + zm,v; | +v- 15 0,00,
1( fy , P )‘ > p~f por (d) y esto prueba que /(fy)‘f})/—awoo cuando

Ve . o que contradice que {{yf sea una sucesidn de Cauchy en V.

- 24 .

i
4
3
§
i




entonces f es una funcional lineal continua en cero y por ende continua don-

dequiera. Por consiguiente v es completo.

C) OPERADORES ADJUNTOS

DEF. 1.10.- Sean U y V espacios multinormados. Un operader T de U en

V, es un mapeo que asigna un elemento T( gﬂ YeV ai elemento ¢e u.

Decimos que T es conlfinuo en ¢eU si para toda vecindad ACV de T{¢),
existe una vecindad L2C U de QS tal que T(Y .)eA siempre que Wedd .

L

Un operador lineal es continuo cuando es continuo en el origen.

DEF. 1.11.- Sea T un mapeo lineal continuo de U en V; definimos T' como

el operadon adfunto de T de manera que T': V'—»U' con (T';,¢)=( ,f’ Té ).

LEMA 1.05.- Sean U y V espacios con multinor = { } ‘ H={)"}
5 e y paci mu mas ‘R _ﬂl)‘“\ y ﬁﬁeB
respectivamente. Sea T un mapeo lineal de U en V. Una condicidon necesaria

y suficiente para que T sea continuo es gque para toda ge ?'E corresponda un

1

9(Té) = ¢ mix { AR IR T

nimero finito de seminormas & FL’,..,J,'. €M yC>0 tales que b/ $ecu

Dem.- Se hace de manera similar a la demostracion del jema 1.03.///
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DEF. 1.12.- Sea [ un subconjunto abierto de R ¢". un conjunto
V(1) se dice que es espacic de funciones prueba sobre I si:
1) V(I) estd formado por funciones suaves definidas sobre I con va-
Tores en los complejos.
2} V(1) es un espacio NM completo.
3) Si {¢,,}-—>0 en V(I)} entonces todas sus derivadas de todos los
brdenes convergen uniformemente a la funcién cero sobre cualquier subconjun-

to compacto de I.

DEF. 1.13.~ Una guncidn generalizada sobre I es cualquier funcional

lineal continua sobre cualquier espacio de funciones prueba definido sobre 1.

Es decir f es funcidn generalizada si est3 en el espacio V' (I). (Dual de

algin espacio de funciones prueba V(I) ). Se dice que la funcién generali-

zada f es negular sif f(t) ¢y(t' )Jdt —» 0 en el sentido de Lebesgue para
1

toda sucesibn {fﬁ,} que converja a cero en V(I).

TEOREMA 1.02.- Si U y V son espacios NM y T es un mapeo lineal continuo de

U en V, entonces el operador adjunto T'es un mapeo lineal continuo de V'en U!

i) Sean 4 ¥ ¢ U; wpcomplejos; g,feV’
(T, xboap)= (f, Txpspt))= (f,xT(#+8T¥) =
< (fxTW) + (f,pTH) = « (£, Tg))+ £ (£, TH¥))=
=x(TY, ) +5(TY,¥),

lo que muestra que T'f es una funcional lineal sobre U.
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Sea {g!‘,}—,o en U cuando V-»eo ;
(TIF,¢u) = (f,_r¢y )—-—'r(f,TG ) = (T”{, 0 )

implica que T'f es una funcional lineal continua en el origen, por lo que

es continua dondequiera y T'mapea V'en U’

(«f+pg, T# )= («f ,T#)+(s9,74)=
A f, TP ) +£(q,T¢ )=a(Tf, ¢ )+p(15,¢)=
(«Th, ¢ )+ (£TG, & ) = («TF4874,8),

i) (T'(«f+9), ¢ )

L}

1 por lo que T' es lineal.

iii) Para ¢e€ U fija, en I(T'f, ¢ )’-—= [(4, T4 )|, 12 magnitud de

la izquierda es el valor de una seminorma en U'y la de la derecha es el valor
q Y

de una seminorma en V'; entonces, por el lema 1.05, T' es continuo. Jjff

TEOREMA }.03.~ Si U y V son espacios NM y T es un isomorfismo de U so-

bre V, entonces T' es un isomorfismo de V'sobre U'y (' = (7.

T es un mapeo 1-1, lineal y continuo de U sobre V y su inversa T~

Dem. -~
es un mapec lineal de V sobre U. El teorema anterior afirma que T'es un ma-

peo lineal continuo de V'en U'y { T es un mapeo lineal continuo de U'en V'

Sea W=T¢ & V. Para cada jfe v, (T7') T'f= f porque
(£, 9) = (f,TT 9 ) = (T}, T'P) = (T4, ¢)
(J,9) = (f,7°T¥ )= (T, Te) = (T, )

—-f
entonces { T = ( T') y T'es un mapeo 1-1 de V'sobre U'. /i

I
fi
]
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CAPTTULO SEGUNDO

LOS OPERADORES Ij’f F S

x™ 2 Ty Ty

Al LOS ESPACTIOS Fpu V Fp

Sea ™ el conjunto de funciones infinitamente diferenciables sobre
(e, ) y sea Lp el espacio de funciones p-integrales sobre ( ©, == },

de manera que

//(P//P = [f ¢(Ij/dl.]<05 s 1£p<o0  CON P qu

//¢17w"¢55 3y d()qao s = con -
{F(o//::} N preocon ged

Lp con las operaciones usuales de adicion y producto por escalar, es un

espacio lineal completo.

DEF. 2.01.- Sea [(P.f.)ﬁ , para cada p definimos
Fp= {gt:eC / ‘d'qfei ;£=0,I,2,...f

Sk
LEMA 2.01.- Para toda p, }g/a-gc-o , Fp con las operaciones usuales
de adicién y producto por escalar es un espacio lineal.
Fp< ¢* (espacio lineal)
Dem. Sean @, ¥, ¢ Fp A8 complejos
i) Para jE€pe oo
:cd (d+¢) Y= X c/ &(L).px Wf{?e /" = ¢+jﬁ6|-'p

dl Sk
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Fp contiene a la funcidon O

: . xEd"S - xcd " ( -

i) Para ¢ ¢ Fp; =x ;&.?tx)(: Lp y para 5?5 , dx&-é)(d
= (- )Lx"§;“¢(r.)é lp =>-¢ ¢ Fp

ok 45w Y= axtdt Ple) € Lp = af € Fp.
i ' ox &

Las demds propiedades son consecuencia de Fpc €™ i

. .. £ /""éf, ‘P}”
ii) Sea ¢efFp; Jep<eo, definimos para k=0,1,2,... Tld )=, L

-

y si p=o0 definimos a’f( &} = ess sup ¢ (x).
¢ (o,o0)
LEMA 2.02.- Para 1¢ptee la coleccidn Mp= -{);f‘/,-::e,;z...jes una
multinorma numerable sobre Fp.

Dem. i) Sea 1ep< oo ; k=0,1,2, , ¢ P Fp, « complejo

' . /.
f = 45 ( c/] 2[ wxkd rC/K] "o
X (wf) U/ ()| dlx f}' o ¢l
w, x* ’ m(g = y
AL tgtlalt o [F5 e -
= {Q«gﬂ) = Jaf &(:Q( ® ) ; usahdo la desigualdad de Minkowsky

para mteg rales:

o= [l ww’d g Lona] s

. ol . ,Aéifﬂ/ ’[‘90 J ’. f’,’" F ;
=) el oy RN IETACIER MG D
o dx = LJo k.

=> JLP( $+¥) < J;f (B) + ,):F( ¥+ }. De acuerdo con la definicion 1.01, Mp

oo byt

P

es una coleccidn numerable de seminormas. Como &°F { [ )=[/ /¢(z)/Fa//(] ,

B"j es una norma y la coleccidn Mp,al contenerla, es separadora.

ii) Sea P=¢0. Para cada k=0,1,2,..., sea ‘ZC(O oo ) con/,c(z) =0;

)’ it ) = ess sup (@@ )= inf §3upfain)/ -lnf 5Su lacl {P(xA
¢ Ke{o, om) ¢ 2<e, -a){re/: } o e Ke?‘ }
= inf -{ jon | Sup [ = (=f ipf {Jvf Idigf= lex} 5‘ {(¢)
&<l w) X&3pc ?C(c o=} ' K€ 2

(45,“,4))- inf { SUPiaﬁ{x)ﬂP{a}[} inf -S Sup [!c,ﬁwfrl?»‘(x)ljj—

Zclooe) T oscpt 2 (u, =)

ot L ot vtk ol (o 1 m:;;/ foop 100
= 7)) + 5™ (p)
de donde Jfr;')ara k=0,1,2,...es una coleccién numerable de seminormas
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sobre F_, . *

Sea gf =0
d:’c( fﬁ ): z(nf) {;‘_:/;‘/iéa)/jqﬁo parar cualquier k,

de donde la coleccidon es separadora.

De acuerdo con la definicidn 1.02, Mp es una multinorma numerable

scbre Fp para i ﬁ/’)f-__oﬂ .
TEOREMA 2.01.- Fp es un espacio de Fréchet para 15/:: <00 ,

TEOREMA 2.02.- FE; para |:=f<oo es complieto.
Esto se deduce del teorema anterior y el teorema I.OT.///

Para considerar operacicnes como producto y diferenciacidn respecto
a potencias arbitrarias de la variable, se requiere generalizar los espa-

cios Fp Y Fp.

DEF. 2.02.- Sea (%P <oco , para cada « compleja definimos
Fop= 1% p)c Bl

LEMA 2.02.- Para cada p, /%p <oo #p# es un espacio NM.

Dem.- Para cada $éFpu definimos yH(p) = X~ B).

Sean gtﬁf‘é Fpps y & compleja; entonces para cada k=0,1,2,...

) O g )= KN Hup V=l 5T (MG )=l ()
- 30 -




i) O ()= (1P [Bee] Y= G 37 sarg)edla?g ) + X ary)
=afM(F) o)

Como zr es una norma en Fp:

o

fim - .
iii) 0= ﬁ; { H )= 4’1/)(1/‘*;5 ) = .1:"¢=0¢Fp,—-:7 ¢=o€F_pJ/u,
por lo que 3:;/",/4 es una norma sobre Fp)f,l y la coleccidn Mpw=

{Jf)’# { k=0,],2,...} es una multinorma numerable sobre Fp . De donde

Fp,m es un espacio NM y le asignamos la topologia generada por M,l’,/- ///

LEMA 2.03.- EIl mapeo T¢p = X*¢ es un isomorfismo de Fp sobre Fpu s

donde x* = exp[/;/nx] con In x reatl.

Dem.- Sean ¢$qu & Fp, 0(,’5 complejos:

Tg = T = X¥¢ =1F¢ =>uln x$ =plng =P p=p (Tes 1-1)

T(“‘?gﬁ‘gﬁuh Ko +p¢)= Xxgp+1ByY = XFP+sI4¢ =

=x T(¢ ) +2T(¥);

como X* X*g= X x*¢ = T($) =x" y T es sobre.

Sea [ga{,}qo en Fp cuando ¥—» o0 ; entonces para toda k=0,1,2,...
por el lema 1.01, J;f( 95‘, ) —> 0 cuando »—>e ., Ahora para toda
k=0,1,2,... T (B,)) = XM (xtg, )= 5P (amx Py )=
= x"(4,) — 0 cuando Y.

Entonces T es continua en el origen y por ser lineal, es continua en todo

o f

Teorema 2.03.- Para Icpsgeo y cada complejo M Fp.« es un espacio

de Fréchet y FE}/\ es completeo.
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Dem.i) Fpy Fp,u son espacios NM vy X”es un isomorfismo de Fp sobre
Fp,u 3 coma, Fp es completo, Fp,u también lo es, de donde Fp,/,(, es espacio
de Fréchet.

ii} Por el teorema 1.0}, FE}# es completo. //

Ahora definimos algunos operadores sobre Fp)ﬂ, .

DEF. 2.03.- Sean m>0 y A cualquier complejo; definimos los opera-
dores
(x4 )y = X Hx) (J& Ny = < (xpe )
(43¢ ) ='zj_% (3 ¢ )y = im bta)

TEOREMA 2.04- Sean m>0, /AJA complejos y l¢p soe ; entonces
A Lo : ' . : e
al X" es unisomorfismo de Fp,u sobre Fputr  con inversa X
/ . . .
b) J,J son mapeos lineales continuos de Fp/}; en Fp}/u
c) Dm es un mapeo lineal continuo de pr en Fpﬂu-m-

Xﬂ""l{

Dem. a} Por el lema anterior, es isomorfismo de Fp sobre

F},ﬂfa y X es un isomorfismo de Fp,# sobre Fp, entonces la com-
bt

posicién x*** x*= X' es un isomorfismo de Fpu sobre Fp,uta .

Ademds XX = XY=¢ .

P) Sean e Fp,u q”g,complejos:

(vg+8¢) = X d(afray )@= X[’-‘t’j—-f(a)tﬁ”j-’—g(‘f}]:

-fo—?{(i} x < 1) =
—adx +/£’< “ﬁé—{)

- dJ¢(,)+/AJ€P&) y 4 es lineal.
- 32 -
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Sea {?5,,}——’ © en Fp, ; entonces {j: ﬁé,}a-@en FP,sa-s y
( 0'95;/ )‘ = x?_'__‘ﬁy(,, es una composicidn de mapeos, y como X ma-
dx

pea continuamente Fp/ﬂ-, en Fp, entonces {Jq{,u}}»ﬂcuando {ﬁ, ;-» 0,

de donde J es continuo,

4 '
Por otra parte J =J+I , de donde J es suma de mapeos lineales con-

tinuos de pr en Fp,/,.

- —d pw) = dE.dx L XTYE Ly em, dE
VDb G P = T T TR W SR,

de donde Dm= ;E. x™J , que es una composicidn de mapeos lineaies

continuos de Fpu en Fp,/,(—m.///

- - - i
Para definir los operadores correspondientes sobre Fpp , usamos

operadores adjuntos.

i

DEF. 2.04.- Sean m»0, s, A complejos y itpxee . Para fé F;’,.f"

(M b )= (£, %) para geFpn
(4 ¢ Y= (4,-4%) P feky,
CJf# V= ( f -d8) D Pl
(3. 4,8 )= (f £ )5 Felpurm.

La motivacidn de esta definicidn es tomar f¢ Fp,. como funcional regular,
pe D , e integrando por partes

e

( ;r XA¢ )= f?(z)lasf(x/‘o’)? ‘-=j ,{‘Q/(_:L/d/z) = ('{A]c ¢ )

7

, /% . © I _
( {,-d¢)- ff /(z)/-i(xfrxﬂh:—[}u)xém/o —[ntm 5{-,(1151 =

-
<

=f ) j—;ffl) 5‘(("‘/ dx = fJ/(l)¢(l) o/ = ( ‘j}P/ ¢/‘j
[ x
c
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]

Cf a0 ] fo [x 2l

e

[,f(x)xqbw/ j¢(x)[x IE up+ f00) ]
fv(Jrl)/ﬂyﬁmax /,J/ﬁ, hasoa = (J'f, 7 )
(D.f,¢ )= Gxdfy & D= (If, 477 )= (f, 4 15x"31)

( f -+ ;{:(Kx'"&)) =, -5 DR ).

i

TEOREMA 2.05.- Sean m>0, « yAcomplejos vy /<£px oo, entonces:
A . - i Pl . —_

a) X" es un isomorfismo de Fp//u sobre Fp,/u-A con_mversa X
J J i i | i mi

b) 3 son mapeos lineales continuos de Fp}/u en s1 mismo

c) Dm es un mapeo lineal continuo de Flsfen Fé/,(r,.,

Dem. a) Es inmediato de los teoremas 2.04 y 1.03.

byc) Se deducen de los feoremas 2.04 yrl.02. /4
B LOS OPERADORES I%Z% V k%= SOBRE ./ ..
X7 X

DEF. 2.05.- Sean m>0, Re{x)>0 , y complejo , ¢6Fp}/,. . Definimos

los operadores de Erdelyi-Kober como:

(2) KJ:)::( ¢(x) = _;1 |-1|7 ] (M _ x )m-'M-m7-Md+H_‘¢(A)JI“

Efectuando el cambio de variable m=xt en (1) y (2), ,
17' P (x)= -*-—; X1 (}"‘ ot T (et YT g pixt)de =

= T'fad f (-tm )" gt #(xt)dt
K;"H (=)= -—(-‘ X'"'?ﬁl"f"—f-'")"‘ (xt) 7T glxt)dt =

T'=t) A

=5 [ Tlem )T e ) ot
! - 34 -




y podemos redefinir los operadores como

f
h,= = M- _am -t Mkt —|
(1) Ixm ¢(x) e !(a t™) ot ¢ (xt)dt

- -.n,]_nq-nﬂ‘f

@ kw2 [ f (xt)dt.
=2 | ¢
Kober, en su artfculo ''ON FRACTIONAL INTEGRALS AND DERIVATIVES'(1940),

Teorema 2, demostrd que

qﬂ“ : :
Ii es un mapeo continuo de Lp en Lp cuando Re{x) >0 y R37+’>F
k’;’f“ es un mapeo continuo de Lp en Lp cuando Relx)> 0 y Rey >-f—‘,

F3

(Kober usa 1a notacidn: 3;“ =I’h°‘ equivale a Il‘“ Y

1,;}“ = K,;o( equivale a K:" ).

/

Lo anterior da lugar al lema siguiente.

TEOREMA 2.0h.- Sean I1Spses, Rel)>0. IPT 'y k%5  son
mapeos lineales continuos de Lp en Lp cuando mRe(q) + m->-;— Y

mRe(ﬁ))—_f‘; . respecfivamente.

Dem. i) La linealidad de ambos operadores es inmediata por la 1i-

nealidad de las integrales en (1) y (2).

ii) La continuidad para m=1 fué demostrada por Kober, de mane-

X
ra que I:"(tf?(x} = f‘i;,x-q-“ / (x-2)" Z2"(2)d2 es continua
- L]

cuando Re(n )> 1t ; efectuando el cambio de variable Z= t™x,
1

1
I”'“¢(}~;)u “’f(x—‘tmx y (") (€7 2) e ¢ ™% St =

T'( ) /(" m)"‘ 'f'”'}*"‘" @(zl )-‘:/f 7&2 es Cpnférnf,q
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cuando Re(m7+ m—-/) + & >_‘f; , ie. mRe(7) m>-LP .

Por (19, A JCVE f"(H) [ -y e wixt)dt,
4 ‘
o u"f +7 -
luego _[::(\P (¢77"'x )= _,7( ) / (t-¢7) 1777 ¢ (f”’x)dt =
1, .
le ¢(X) y como I:'M es continua entonces Iz‘: es continua pa-
ra mRe(n ) +m > L
En forma andloga,
oo
Lo I ol =1 -t .
Kx ’¢(X)= T’__) X‘!/ (2-x ) . Z277@(2 )iz es continua si
Re(n})>-L
7>
Con el cambio de variable z=t™ x (para Re{mq)>——~ ),
‘ﬂ‘
K éw= L x /(t"‘x T T ey ) e
)
"1 - a -
T f(f"‘—-l ) m7 mEAETT 4 (7% )dt,
que es continua cuando Re(mp,) > -'F . Luego, K)?;\q _ es continuo porque

) et _ =t Mgl - - - X/
(0 @ (47 x )= szﬂ)/(f LYY plame) dt = K00,

TEOREMA 2.06.- Para | spres Re(ec)> 0, I:f es un mapeo

lineal continuo de Fp . en Fp cuando Re{my 4+ 40) + m> L.
M M A P

Dem. i) Casom=0:

I"’ $(x)= r; "'/ (i) "7 Blxt) de=

Kf('_tm)d-r{nv-rmw{ ¢/(11“) d/{;__
’ - 36 -




!
I ex-f _
= A / (=tm) ™7 xt Bxt)de=

o
i
! -
= — T bl sl J a ;/2" ,.._->
Tx) /(I'f N (9’{)(1‘)

; o« ot
(3 JI$x) = LIdg0.
Proseguimos por induccidn sobre K:

(4) x‘:f-; I70= 17 x4 4(x)

xe

La igualdad es vialida para k=1 por (3).

. " o -
Supongamos que x.j- ]::.4&) = l:"x"ff(x} ; aplicando
xn . M. x"

xnd? O  [= JIVL Sy - h " o]
J[ dx,,lx,n $x [ = Jl;mx-;"-;‘(x) = I [ ;“/If(‘{/:?

n nx? " dix
[(x j)tnﬂ¢(X)+ * c;’—;_"’/( {]#

[ L T I e |
Axnﬂ

xrad I”’ (1)+n)("‘/ IVte) = L xm L e+ LT n" L ) =

JK”’ XM dx”” C{x"

xmd" f b= I DX met ™ pla) | de donde

dx"*" X dxnd'l

(4) es vilida para toda k=0,1,2,...

Supongamos que/u=0. Fp o

o = FpClp, y el lema anterior muestra que
I
.

es un mapeo lineal continuo de FpC Lp en Lp. Ademas
51FO( Thx R = fxmdE [ /
L= il g = [ L ¢F
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= B e < x J* = r
{Ixhxi;&fﬁﬁ [ % Z*é/p ML)

donde M depende de h, ety m. Entonces el teorema es valido para u =o.

ii) Caso general:
‘

X'“I::ﬂ/wqx""‘?‘(ﬂ = X" 22 ('--t*’)t”"?’—‘“/"‘)"’"" (xty" $lxt)de=

{
- x,‘m / (,-—t”')ﬂ—t th-.r,+/.-4-m-'l'/"‘x-/‘ ¢'(Xt)dt=
Tx) A

/
) / (mem 7 e gt LTP0)

= 2
F{ot A

7!

X j?*/‘/m ol
xm

de donde (5) _[;:',: P/ = x“blz)

Si 456 Fp,. entonces X7P € Fpo = Fp y el operador Il:ﬁ/”'m ma-
pea continuamente Fp en Fp= Fpo (para Re(l,-f/"/m) +m -;_‘F por el
lema 2.04). Finalmente X* es un isomorfismo de Fpo sobre Fpe. Luego
I:’: es un mapeo lineal continuo de Fp,u en Fpusi Re(my+ )+m>i'.-.
Esta restriccidn es necesaria porque para ¢(x) = x*y p=oo ,

! -
T IV s = m_[ (=™ ) 1 (xt)* dt =
X o
[

A oot b+ vt 3 b

= x#/'( -ty pmlrtrem) mt™”dt =

o

R A Pt

{con t" =2)

x* /( P P A AP

[~

(func'ion Beta) X~ B(7+f‘/m t, =) ;




de donde I:: x#* = T1 (n+Afm +1 ) x*.

Esta igualdad requiere de las siguientesrestricciones:

Re{ 74-/“/»»7 +1 )>0 vy Re(cx'+_7 Py + 1 Y>0; i.e.

Re(m7 }4m>0 y Re(mwa+m7y+ . )J4m >0, donde la segunda

restriccion es redundante mientras que Re(x) >0.

TEOREMA 2.07.- Para tps a0, Re(x) > 0, Kz',: es mapeo lineal

continuo de Fp,/. en Fpy si Re(rn — s )>——F-.

Dem. i) <Caso /u-

It - x5 / T gl =

o X / ({m’, )Ci" t-)mrmcd-fm-'l {¢'(Xt)dt -
i

oo
_ -_):,- m oLt —M9~Mw+’”” t ! dt =
T / (¢7-1 ) ¢t X .45 (xt)

F’%} f (¢7—y V7 T (B ) (xe) dt =
(39 6{ k”d b)) = k:’: c/¢(x/ . Por induccidn sobre k:

(W) xed" (7P = KT x5 4,
c/x"‘ ' oats

La igualdad (4) es vdlida para k=1 por (3). Supongamos que

x"dn Kq'a¢(1)= k" x F.J ¢(A; y aplicamos J
2 Kym o A
dx" a x
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n

SO L KM go) = Skns wmdt pen)= k1L S (0L d60 ) =
x x* : ol xk

X[nxr}-dfc/ K?l ¢(1) ,.;"J 4, ] " &
N : _ i/ " nd "
- K g | 3 x(m 2 $a) ¢ x :/7_ qs(,c)) =,

CJX- LYRRY sod
X ney

nx"O/ kq'q { net 7 y /
X g !,ar _ ,q . 4 n r
d " ¢ ) o d’x"f'lkx"" ¢("‘/ - k_:’h h X C?;"'ﬁ(l).* K:/ f‘/xnﬂ'd(x)@ .

nes of ¥ 7o MR s
X =z .K*m ¢(x} = /(“_?M X C/ ¢(K/

oxnes
ax*re

por lo que (k) es valida para toda k=0,1,2,...

Supongamos que A#4=0. Por el lema 2.04, Ki’: es un mapéo lineal

continuo de FpClp en Lp. Ademas,

o , = P , =
FEKYE § )= 7 (KIS § )= dH,,,qb/

= lkﬁfx‘f;i?% 5_N/x‘%‘i¢/= N B (4)

donde N depende de N, %, M. Luego el teorema estd demostrado para

/u=0.

ii) Caso general: -

xﬂkf‘z“/mr x @5(,‘) = XM M (¢7- ,) - ‘*"(7/‘/-) AR m(xt) fs(xt)dt =
X T'(at) .

o
-1 - - - -
= Kf‘__r:t__ / (tm‘l )-f t:m;p-r/‘ e -l RA Xﬂ¢(xt)dt=
T'(“f) }

/ @) T pxt)de =

(5)  KKe) = x* KT erg(
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Si ¢pe Fp,a , entonces x™g € Fpo = Fp ¥y K'i":u/”‘ mapea
continuamente Fp en Fp cuando mRe(q-/A/m)‘;’—'i; {(1ema 2.04).
Como X* es un isomorfismo de FpZFpo sobre Fp)/.,; , tenemos que Kf':
es un mapeo lineal continuo de Fp . en Fpu si Re(miy - )>—-'5;

Respecto a la restriccidn, sean P(x)= ¥ y p=co;

T K1z = m [ (=g 7 e G g =
/

o

7

’ a0
K-t g -
{cambio tT=w) = X"'f(w-! Y owh M dw
{
{cambio de variable 2’=1—-\';, )
i _ ' . "““"/"/m
-t R L Oy 4o
X o(-;—é——) (1*1) (+= ) d=

x‘“/( -2 )P XCBlos, =/ Y) =

K rr
x T (7%, +=)

, que involucra las restricciones

Re ( V] — Mfm )20, y Re - A4+ a}>0,05ea Re{my-m )>0y
Re ( m +ma) >0, donde esta Oiltima restriccidén es redundante cuando

Relot) = 0. ///

A. C. Mc. Bride, en su tesis doctoral (1971) demostrd que, sobre
%]
Fp,fx. . I:,:., es analitica con respecto a o para Re{a)>0 vy

Pe(mq ‘/4) + m> —;;-; y KxTeé analitica respecto a o para Re{x)> 0 vy

- 41 -



Re(my—p) > - —'P~ , dando la definicién de analiticidad como sigue.

DEF. 2.06.- Sean Uy V espacios NM. Suponiendo que para cada &
en algln dominio D del plano complejo corresponde un mapeo !ineal conti-
nuo Te: U-+V, decimos que Tox es analitica con respecto a  en D si existe
un mapeo lineal continuo 33_“7;. : U—»V tal que para cada #el fija,
T’,'[-Eﬂ.é - Tq qS] __O%.T,(¢--Oen V cuando el incremento
complejo h -»0 de cualquier manera.

Ahora se pretende extender analiticamente para & arbitrario.

LEMA 2.05.~ Sean ?56 FRm s Re(x)> 0 vy Re(m7+/u ) +m>-'l;; entonces
ottt i ) o, L, &t
JIV' @) = IHT d¢ =m IV fix) - (muprmarm) T25"" g8 (x)

Dem. Usando (1), .

J I’,’,:” ¢ (X) = X é_ [.K-MT""‘@T") m_ ﬁx"?_ u*')”am? -l ¢(¢{)={R] =
x dx T{d-ﬂ) o .

x

[‘ —"Tq..m‘-" (!(KJ - ) mx 7 E (}-&( —(M7 + e + )x- 7-}![«_”_’ .
i'(ﬂﬂ) w7 '451: -y
X

./(xﬂ_“,..)“um;lfm—-f #(M)du]

o

X .
o m? x-m?—maﬂ /(x"".. o )q“{a’"'?"”" ¢(u) du_(w”’-mx—k? - -p7
T+ 1) ‘ (AT )

o
x

'/( xm_urn)‘"um7+m-lp(u) du
]
x _ X
__I’V_l,: x_”"f-mo{/(km_um)ﬂ"”"q-rm-l ¢(u)cju— (Mr)+mq+m)m x‘me(q*’%X"-k.')-k"?*"'

T () / 4

— g, ‘f}.(f.f
= m LM @lx)— (myemarm) LD ).
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Reacomodando el resultado tenemos

(6) m Jj: d(xj = _ZX?:”J-¢()<) +(m7 + vy ot 4."1) I;?:e+:¢

LEMA 2.06.~- Sea Re(o()>0,q56 Fpu ¥y Re(myg ~p )= fi’ ; entonces
(& mKl P - (my+ma )RV Bx) kDT [ (x) 5
usando (2)

"CIRRL {x)= o’ m_, J (tm Y e (xt)dt];
SIS plx)= x [mm | $

= LN LT ) S =
T'(oHl)/( ) *

N T X k) It =
T'('t*') H )" )

= 22 (¢m-1 ) ™M (xt) %"/"’(1"”-1 F e
T (x+1) [ 45 g /f ,[

+ (—m7 -moc )t-nq‘*ﬂd‘f (2™~ )ﬂ} ?(Xt)dt] =

= T_IZ‘H)&(M)? S+ )[ (_tm-_’ )ﬂkt-h‘r?vm-(—l ¢(xt)dt "ﬁm’ (fm_,)ﬂ-f,

ta‘m7-mo(+)ﬂ——l ¢(xt)dt] =

it

(mp 1) 2 (e7=1 5 ™" (x) de- T,(q)/,(f"’") )

_MV-MH-*"‘"_I'

-t ¢ (xt)dt=(rmy+m= ) K"’ "P(x) -m kT & (x),

y reacomodando obtenemos (6).
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TEOREMA 2.08.- Sea jepseey Re(ry »4 J+m >4
i) Para todo camplejo x, .[j::( es un-mapeo lineal continuo de
Fp)f,L en Fp,/.
ii) Para y fija, I:’: es entera respecto a « sobre Fp, s .
iii) Si ademas Re(»«7+""°‘ +,,M)+m7_{‘; . I:': es un automorfismo

B = -l__ B, ot
de Fp)/,y (le‘" )_Ix”‘ .

Dem. i} i) Por el teorema 2.06, _If::( es mapeo lineal conti-
nuo de Fpu en Fp,u para Re{x) >0, y es analitico respecto a o para
Re(x)>0 ( Mc.Bride). Por el lema 2.05, m I:;:fp(x) - Ij’:[ﬂJgﬁ(x)"'

+ iy 4 m +om )sz:“d ¢(x), donde el lado izquierdo es !ineal, con-
tinuo y analitico para Re(a)>0. *Luego el lado derecho es lineal, con-
tinuo y analitico para Re{x+1)>0, i.e. Re{x) -1. iterando tenemos
que el tado izquierdo es lineal, continuo y analitico para Refx)> -1,
lo que impl.ica que el lado derecho es lineal, continuo y analitico para
Relex+1)> -1, sea Ref{x)> -2, y repetimos el procedimiento extendiendo por
continuacidn analitica el que Ifﬁ: es mapeo lineal, continuo y ana-

17tico para Re(mng+m ) 4m> L y o arbitrario.
P

[~ ]
iii) Usando la primera ley de indices para 11’,_,, tenemos

Iqw, e 4, (x) = IZ::«’ ¢ (x) que era valida para

x™ xm

Re(x)> 0, Re(s ) >0, Re( S R )+m>—,‘; ; ahora por continuacifn

analitica es valida para Re(m'y + 4L )+rn>? y Re( mr]+m=x + 4x )+m>_;; .

Haciendo x=0 en (6),

mli’.i ¢(X)= IZ;: J¢(x)+ (?hu? PP )fj: ¢(x)

I:’: ¢(x)=;’LIZi SP(x)+ (get) IZ’,’, Px)
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IZ’: ¢(x) = ?.,'!‘(") ( l-—t'"")a ™7+ (xt) ¢'(xt)dt+ (vg+1) ]z”i ¢(x)=

t
= T_;!ET) ]t*n(yﬂ) x qﬁ'(xt)dt + (7-+I )I:’:! qﬁ (x).

{Integrando por partes)

. !
1—,;'—(*') [ g™+ ¢ (Xt)lo - [m(7+l)t"'"*‘"" ¢(xt)dt]+

+{n+ YIT ¢ x)=

0) T )

L@ (x) i / m( N+1 Yot @ xt)dt +
o

w (e I% $o=

/
(x) -« ) 2 / T @ (xt)dt +
@ (x VAL 7 | t ¢ (x
+ (9+) -F%o/t”*”’" f(xt)dt =>
(I ) = B

Ltuego, I.lf”“ l:,: ¢(x) = I?{’: 95(3() = P(x)
I IV gl = T [ o= Nty = 40,

de donde

@ (1) - I

TEOREMA 2.09.- Sea i‘.:Psoc, Re(»-r»? —/u;) >-.!';— . Entonces para

toda & compleja,
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i) KE;‘ es un mapeo lineal continuo de Fpu en Fpu,
ii) Para " fija, K;?:: es entera respecto a & sobre Fp ...
iii) Si adem3s Re{ mn ymra—w)>-L, K’ es un atomorfismo de
7 /“ Fl X
-y ) R
F K 1% e, -
p’# Y ( xm ) = me. -
Dem. i, ii) Por el teorema 2.07 KZ':f es un mapec lineal continuo
para Re( PR )>-—;; y Relot)>0 , y la analiticidad para Re(x)>c de-
mostra por Mc. Bride, haciendo uso de (6}, _ :

MDD P ) = (mygrmu ) K2 $ (x) kL2 J @ (),

e

donde el lado izgquierdo es un mapeo lineal continuc y analitico para
Relx)>0; en consecuencia el lado derecho lo es para Relx+1)> 0, i.e.
"Re{x)> 1. Repitiendo el proceso como en el teorema anteriow, Kl:
es un mapeo lineal continuo de Fpu en Fpu vy analftico respecto a « para
Re(mn - > =,
( 7oA ) P
iii) Haciendo &=0 en (6) e integrando por partes,
mK 12 P ) =gkl P () Kl 4 Bx)
o = g, -~ L / o
S I TO R g
-~ - U
WKL () - e (e PO (xt) #(xt) des
nu T’(l) ,

- pKY G- [T x e

r

n K #(x) {f“"mxf)f- J et )t ]:

1t

7 Kz’,.’, ¢‘(x} —P/i:‘ow V-M7¢(xv) +@(x) -M7/‘f -M7-,¢(x'f)¢/lf—'=

il

¢(x)—lim VT pixy) = dx),
p

e D
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de donde

(M KM S = $

x

Haciendo uso de la primera ley de indices para Kf;: ,
N, N+, p = K A
Koo k20 B(x) = K7™ ¢{x), tenemocs que de acuerdo con
la continuacidn analitica efectuada, vale para Re(m»y - )>-$"- y
- - = y '? - <
Re ( wrg e = ) > I.—’ , adem3s Kz: K7*%"% 4 (x)= K"fﬁ qﬂ (x)= 4 (x
K'Jf-:-u ’?) ,;5 (x)— K‘?-fq' 2 K9+=<-=v = ¢(x) 7+~ °¢(xj qé(x)

por 1o que

@ (KI)- kI

C) LOS OPERADORES I, , Kgm  SOBRE Fp ...

DEF. 2.07.- Sea M>0 y Relx)>0. Para ¢ e Fpu definimos los

operadores

X
I3 4= 22 [Omaar ¥ ) a

o0
kd = 2 / m Y e
xm B (x) T@)x(u ~xm ) um F(u) du,
que combinadas con las definiciones (1) y (2) nos dan
IV )= 717 I k"1 Bx)
KB )= K 7 g(x),
y haciendo 7 =0 obtenemos
(9 Iy A= X ITT pix)
(9) k:.. ¢ (x)= k:)r: x™ @ (x)
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Es posible desarrollar una teoria para _[: y k: basandose en el
concepto de convolucion de distribuciones como en el libro Funciones Gene-
ralizadas, Vol |., de Gel'fand-Shilo , pero no se puede extender para m=1.
Aqui deducimos las propiedades de I:n y K:,,, de las relaciones {9) y (9.

TEOREMA 2.10.- l“ es un mapec !ineal continuo de pr en Fp, s $ma

3 G
si Re(/u)+m>-‘é . Si ademds Re( i +mx )+m>T" , l:__ es un isomorfismo
a 4! ~e

de Fp),l. sobre Fp,/udv.mqa Yy (IX”") = Ix"" .

DEM. Usando la relacidn (9) y el teorema 2.08 i) ; para todo &

I:’: es un mapeo lineal continuo de Fpu en Fpu si Re(u )¢m> —'{;
Como X" es un isomorfismo de Fpyu sobre Fp y+ma , entonces I:....

es un mapeo lineal continuo de Fp,. en Fpusma  si Re(/u)+m> ;,‘— .

Por el teorema 2.08 iii) I:’: es un automorfismo de Fp,u 51
- X —a
Re(ﬂ+mq)+m>;§ con inversa (I:::) = IX‘L’ R De (9), I:,., es

una composicion de isomorfismosde Fp,/.( sobre Fp w«+ma cuando ademis

se sa‘tfsface Re(/u +mx JHR S .1!; . Por otra parte,
o\ v =! _ o.()--‘ e Y G e
o) = e Ion )7 = (1) () = I,

y usando (5} con u=ma ,n=0 , &=z -
177300 = x5 Sem i,

~ —mar e, -
de donde (I ,,,) = X I&/m = Ix"*

- - - ‘
De (9) deducimos que la identidad es J;(_“ . ///

) . « . o«
Si desarrollamos la teoria de ‘Tx'" sin antes desarrollar la de IZ(’,,, ,

L 1™ B (x)= < [’" '/.Ex""-u"'f “""¢(U)dU]=

o X oxm T’(,(_H)
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X

it o-c(x""u”“)x—l ¥7 ¢(u)du =
Tlcts) J,

1

- X

= X / (x"‘»u‘”)wr u”t ¢ (u)du= I‘; ¢(X)
«T{x) / *

y usariamos (10) ch"'l Idﬂ ¢( )= I:" ?—‘(X) para extender para

arbitraria, por continuacidn analitica.

Empleando {10) Con ® vy repitiendo el proceso,

J al =] - -1

b= L0 #- I $W)

4 71" Y -2

[J;m] P (x)= j;m Ixm ¢ (x)= Ix»\ ?‘(x), etc., para obtener
. K -k
(11) [ﬁ]wxh I #x k=0,1,2,..
A
TEOREMA 2.11.- Si Re (/q+mq)<Ff , K:... es un mapeo lineal continuo
de Fpu en Fpu+my. Si ademds Re{u )< L, K¥ es un isomorfismo de Fp

o 2 /“ P F el i

b w \7H e
sobre Fp)f,...rmd con (K,\m) = Ko

Dem. Sea ¢e Fppu . Por el teorema 2.09, K:’: X”""qS(x) es una com-

posicidn de mapeos continuos de Fp,uen Fp Ju,;,.,,{m Re (-~ (u+ 7<) )>- i.e.

Re(/«.ww)< , Y es una composicion de isomorfismos de Fp,u  sobre

Fpp+ma  si ademés Re( met —~ (i +m«) )>—.i;, i.e. Re(/u)<-£; . Ademas,
-1 -—l
a oa( e _ mﬂ( o K _ ” haVial 1
(key= (kg xm= ) = () (k)" = e K

)("!
sustituyendo 95 por X""";b ; & pOr-&; u por -mely '7=0 en (59,
x e “:ﬂ_“ ) Gl G K‘;z:\" X"y , de donde proseguimos

-

(K:")"f._: Xm-M‘ K“}'“‘ = Ke'—'( X‘Mﬂ - K_x.“ por (9.).
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T2

Usando (9), hacemos =0 y K7 _ $(x)= K" gﬁ (x)= ¢ (x}, de donde

K” as la identidad.

En (6), hacemos =0 y¢=ix"’"‘tp , donde #€ Fp y Re(wmtm=)< —;;
W (= S 0K S (A X ) ()
Ko xm= ¢ (x)= ok 25" X7y (x)-K2 2L [,,, <" ‘fJ(x)+X'""9.I_‘P]

Ko P {x)= k22" XM () =K7Y & X7 #—’(x)-K::“i X7 x d¥

d x
d..\“l"(x)= K‘::' ;’ =S (x) pero J= mx"’_j_._.
o
K%, Plx)= Koo x™ X7 d Wx)= ko= xmCg p(x)
X A . o
y por (9),
(10) KT Hld= K L w(x)
xm XM e

Sea o==1 en (109,

~ _ d' R l-
Kom Fx)= -KS ,.\_ \P( )= #(x) con Re{-m )< &,
'.L.., Plx)= -K - d_ yix)= j—— ] con Re( w-2m )< -{—'; ,
y asT sucesivamente para obtener
(11) K—XL W x)= (- )n[im}ﬁ‘f(ﬂ para Re( x—mn )<?L-

o -

D) LOS OPERADORES I%, KT2 , I , KI.

" X

SOBRE Fp
Ahora ya se puede desarrollar la teoria de integracion fraccional
sobre los espacios de funciones generalizadas F,')”M . Las definiciones

estan motivadas considerando funcionales regulares y operadores adjuntos.

DEF. 2.08.- Sea f‘rF;‘),ﬂ ; para repseoy Relx)> 0 definimos
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I

(2) %2 £, 4)

(13) (k”" £ é4)
(1) (% f,4)

(5) (K. f, ¢)

(/, /(7:_7;" qﬁ) para e Fp,u

(£, I7077%4) para e Fppm
(f. 5 Kx g para B e Fou-mq

( f, x ! _[)‘:’mx-m-ég)para pe Fp, s ma

TEOREMA 2.12.- Sea jspLes y e cualquier complejo.
i) IZ: es un mapeo lineal continuo de F[‘J,,.\ en Ff)//.g si
Re(rmy-m ) +m > Ji
ii) Si adem3s Re(m7+m«/4)+m>- _['1' es un automorfismo de
Fb,’u- y ( x:") =IZ:’ - I:’:f_ es la identidad.

Dem. i} Por el teorema 2.09 KZ:""'T;-"

es un mapec lineal continuo de
Fpp en Fpu si Re(m[»]+:-g~ﬂ]74)>—-r‘;, i.e. Re(m»]—-/u ) +m>.'§ .
Como Fp,u es un espacio NM, entonces el operadoradjunto es un mapeo li-
. ¥ , I
neal continuo de Fp,. en Fpu  (Teor 1.02).
ii) Kzﬂ'ﬁ"" es un automorfismo de Fp,. si se cumple la
restriccidn Re(m [pr-2 Jrmu - )>-;';, i.e. Re()n7+mq-,u)+m">-% , Y

por el teorema 1.03 el opera'dor adjunto es un automorfismo de Fi))/,.

Ademas,

= (e = [rgzeese] - 1

donde ? denota operador adjunto. La lidentidad es I:f: por lo siguiente:

Iaq)(’ = (1f’, ki“;‘#,a ?g )= (J(" ¢), lo que implica l?:f =f///

TEOREMA 2.13.- Para (ap<=c ¥y cualquier complejo «,

i) K'L',‘: es un mapeo lineal continuo de Fp. en Fpau si
Re (mn ) > —é
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ii) Si ademds RE(M?+ML~( > )>-L1, KI: es un automorfismo de

Fb,u y(K:r:)" = K1 L KIS es la ident idad.
| Dem. i)  Por el teorema 2.08, I:"""” es un mapec lineal continuo de };’;ﬂe
Fpu si Re(m[y-rrt J+u0 )+m>%>, i.e. Re(my+ )>——+1, y

por el teorema 1.02 K" es un mapeo lineal continuo de
b Ll

F‘lﬁlﬁ en Flpb.u

Pi) Si ademas Re(m[7—r+-£,,,]+m7)+m >-é , i.e. Re('-'q-f»-rav-t))'é-,

"+‘ 14 - i
7 es un automorfismo de Fp,. vy por el i

entonces I
teorema [.03 K:{:‘ es un automorfismo de F;'),/.,L . Adem3s,

usando adjuntos,

) -l T Ly e,

y obtenemos la identidad

g S LRG0 (g s A ey

TEOREMA 2.14.- Para l=pscoy & cualquier complejo,
. o . . » I .
i) _[)(,_1 es un mapeo lineal continuo de Fp. en Fp)/,‘-..,a si
m*Re(/u)>_‘_
q-

ii) Si ademds mtRe(mw=-u.)> L , entonces I es un isomor-

’ o o~ - =
fismo de FE)}/A sobre Fp u-m. y (lx"')= ‘[x: , donde Ix"' es la identidad.

-

Dem. i) Sea #e Fp,_,u.~»..e=X'm"<,’f)e Fp,p-muames » X7 €5 isomorfismo de
Fp,u-m« sobre Fp,,,‘,,,,‘__h“. Por el teorems 2.11, K;,. es un
mapeo lineal continuo de Fp,u-memss N Fpu-mer 5T Re(fuomes]t me )<—;- ;

i.e. m-Re{sm )>L; entonces sequimos por el teorema 1.02 que I:_‘ es un

9
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mapeo lineal continuo de Ff:},‘, en F;)w_,“d.

ii) Si ademds se cumple Re{[m-mwi] )<F’, i.e. m-Re(/u)>é , entonces
o —-tn

X" KT X es una composicidn de isomorfismos de Fpu-mx sobre Fpu , de

xm

donde I:-. es un isomorfismo de Fhf" en FfJ”,,.,m.z. Ademds

(I::, -l= [(xm.,k:m X )"‘:{ - [xm-r K;: x'h—:«]; I;: . Para la
identidad, (I) f,# )= (f,x""k_ x"g= (fx~"x"vg)= (£, ¢ ).y

TEOREMA 2.15.~ Para 1sp=ze y cualguier complejo,

i) K:,., es un mapeo lineal continuo de FE;/“ en Fb}ﬁ_m,,t si
Re(mra o ) < L
3
ii) Si ademds -Re{m)< L , K:m es un isomorfismo de F]I:}/,,L sobre

7
T =/ - -
Fp,/,_,,,,( y (k:.,,) = K;f" . La identidad es me .

-

Dem. i) Sea $ € Fp,u-m. Como X es un isomorfismo de Fp . mu

o> - -
en Fp,u-mx-m+sy COMO Ix'" es un mapeo lineal continuo de Fp, u-me.m+s en

Fp,pomei  Si Re(fu-mer]-ma )+m>-f§, i.e. Re(me -t )<§ s Y

X™ es

. . . -1 +
un iscmorfismo de Fp u-m4+ sobre Fpu, se sigue que X I:M x"""es un mapeo
lineal continuo de Fp,u-ma en Fp,u. Por el teorema 1.02, K:_ &5 un
mapeo lineal continuo de F;D)}.L en Fb,/u—m#-
ii) Si Re [(/A-m-w!-md)-rm_]'i'm;-}’: , 1. e. -Re(/u)<—'§_ , entonces
X'""I:,., X" es un isomorfismo de Fpps-ma sobre Fp,u . De acuerdo con el

teorema 1.03, K:,,. es un isomorfismo de Ff:a}_,u sobre F]'.f)”u.—ma(. Ademas

ko= [Tl 5] = pe e e ks
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PN A

y para la identidad

(Kinfo#) = s xmg) = (f,xmoxmngd ) =l 0) -y

E) LEYES DE INDICES

TEOREMA 2.16.- Sea @eFpyu Entonces:

i) I::’# I:’:gﬁ(x)= f:,’:*’é¢(x) si Re(m7+rno(+/¢)+m)-";; Re(»v7+,w-)+m>u‘r?

ii) 7’” }/7“ ﬁé(x KX7::4/G¢()() si RE(M?v—mu-/(" )>";', M Re(ﬁq?-/-t);'---';

iif) Id If‘ #(x)= [::’6 ¢(x)_-:[:: ‘Ix: ¢(x) Si?-—RE(/i)'M(m;n{a’)—!Ef«lm&/A}

xm FLe

i iv)

x ™

45(;()- Kou»/ 95(x)— k? ‘. :,. ¢.(x) si .;-Re/,. > méX{h—;E«()mEc/A)M&(“fﬂt

"L @)= x™T X" H () si %= Repamm <min fomen ]y

of+/‘=7+5‘ =0

s PR — N r m .
vi) K o X K. $x = x"'"k " $ix) Si -k Rep < min fo m&er} y

'1 - . xS =
1|‘ Dem- i) I‘?""’ﬁ .1'7“ ¢ (X)_T'(/é'} (?”) ~ /()‘ *“h) &"”(7*«‘)*»: t[_;_(_;}a WAL
'/(l(m- t,.,,)-r-r S Al é (t)dt] du
_m,)_,,,_(_.mﬂ x
=7 1 (x"‘-u"’)-p" / (u™-t™) i A (t)dt] du=
TH=)T7(8) % *

- ’”—‘2:7 "7'”"15(:){ / (xm=um)" =t d“] at
T&IT(s) ¢
efectuando el cambio de variable «™= x™ - [x"‘- t"]w tenemos
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o

x {
o "= ) -~ -
= ﬂ_i_l__(_i”ﬁ'"f*“"cﬁ(t)[ / (xm_[xm-(x”'-f"p])‘“ (x7=[x™— "),
° (2 d [t 2

T T(A)

=iy <m (w24 * : -1 et ol
. mX Z t""F*"’"é(t) {'/ (x“'—-r.‘”'f A R N G T

T'(‘U T'(/) 5 o
. (x'”_ f"’)a’w]J{‘ =

—rn— w1 {ary, } X e / -
= —-—-—————;(X ;( ) }/(x"--t”’) Kl Rt ¢(t)[/ WP (fow ) dw] dt =
ot ) /5 / 2]

m - s, X -
- ‘7‘”%?17:'7/‘)/ (e e fPTempem Bl ) Bledat =
o /ﬂ o

¥
<iveep ~ 197 (X4 B o+
m X1 [ gy e gy ae T1 T i,
T (s,8)
La demostracidn es para Relx)> 0, Re(£)>0. Una vez efectuada la
continuacion anaiftica para IZ’: se remplaza la restriccioén por
1

Re( m7 +mra 0 )4m > T

oo

- o ” vt m i) i V] — P20l vy _:."'_-
ii) Kz;‘f K?‘:‘/l" ¢(x)= _I-l_"‘-’f(;)x 7/(u -xm) W™ * ’[—,—-;gg)
>

L ”1(7-&;‘)

e

. PR S PR Y PSP Py
Z(f-u) L e h1pt e =
Ti() T'e) Jx(u x7) - my [u (em-um) @(t)dt { du
et t o =t -t
T'(q)rlfé) X )

efectuando el cambio de variable u™=t"-{¢t""%x") w

-~ K5 -



?
A .

o o
= ‘—*———*_m X7 / t‘m7'-m(qf‘!}+m—l¢(t) [f[’fm‘ (¢ x*) r\-"-xm] [zfm-x")wj'd-:
i) T g)

.[-m-w)JJw]# =

' /
= ht X Mq / t-'"7—-"!(d¢}+m-'f ¢ (t) [ﬁ "
Ty T8 ’

15 " xMJ-(-al’ (‘ _W)“‘f(t‘"’xh)"”wp'{.
X

- (fm-)(”') d'w]CJ{ =
mxTT fﬂ —"'7"”{“16}“"" w g ) / ;n““(/..d)m—c’fw' St
) T'(8) (< ) ¢t/ J '/

"

m x4 /{X"lf"‘ "?"‘:(“”?""(""/6)#»1-/'5( ~ (f}a/f::
TR)T(e) 4 o ) 7~ ) 4

- nr X™1

=Ty / (e o)™ AT Y (Y de= KL EY P (),
T

]

La demostracin para Re x>0, Reg>0, Re(m7 -t )>-L y al exten-

der K7f analTticamente para & arbitrario, incluimos la restriccidn
A

Re( P A o )>-—; en sustitucién de Re x>0 y Rejé‘)o.

iii) .[:q I:,,,, ¢ = xmlxzuxm,ﬁ‘l;iﬂé (si Re s+m > ?':. ; ReLarrzﬁ)+m > -’L—’ )
m, ”m f"q =, } ) f-’”d .
= X" x "’]me !’xf"'lxmgé por ()

= mlers A to
= x ‘« p)[xm jx:‘,t;é
mie+g) Jo. xtd & o ‘*’
X 7 IX"" ) ¢ Ix-\ ¢ *

it

Intercambiands @ y g, tenemos [f,. [;, ¢ = ff:q ¢

el . e
. De donde l:,,, Ixm(p =17

~con
Reqst+m > Ly Re(/u-+ »pre¢  }tmo> L
' P

4 em

:Iﬂ I:,,?S con las restricciones f-;-&?p\um.<o) J‘A@g.u—-m<‘;’,/d/a
A‘h r

P
_/_:7__,2,_/‘_,, < wr R o ;l'.e.;-%/—m< min{o, mbes | M&/Sj
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iv) KX kA g= KT XTY K XY si Re(-»-,.s_,«)-_--.*r,;
Re ("’,’«9‘”“-/‘).>~$

= K27 xTT xTEREE X X7@ por (5

n

KO KA Xl

*D’l xm

- O i/ = ot
Srniall S ad BE ol

Intercambio & y 8 tenemos que

L]

K2 k= =K’::“¢5 para Re(-n-:ac—/u. )>-..;;. ; Re(-'»,d‘*?“-;«)>‘-;

xm Dxm
de donde
K:ﬂ K’:ﬂ (b= K‘;fcﬁﬁ = K:i K:»'ﬁ con las restricciones

- Re pr > ,.-./Qe/e ;-;T—E%Mﬂ.e(o(f/a) y 7"——}29;() mRe ; i.e.

r
7,; — Repe > max {»,chf, m Re g, mKe(a1) } .

v)  Sean los complejos &, 4 .8 tales que a+@+¥'= 0.

- - - LA . 3~ . .
];:x"?‘]x_ ¢ X :m X x “j:,,,.:ﬂs si Reutm> &y ng/‘—mc-:-/s)f-m*;-!,-'—
| - =~ O 8 e A%, - —on i
= ¥ f‘{x; rx fs Jxmy-\‘-d)]xj X (ﬂf'/;‘)¢ P f’°r (5)
. o~ T-¥-
= X J'Ix/” Ix:"*xhi‘¢

= x—ma‘_[:;;"“"'x m’é

]

T S ) —-‘”6 'y — 2 oy
= k™[ X" = X777
-r T s m¥ .
Entonces Ix-- X -"?"Ixm ¢ =x" lx“ x" 7 i
;_-',._,,.-/?.7“ <o y £ -m-Ruu < mRe(-a-F J=mRe . i.e.

Lom- Ao < min{0,mRexf.

vi) Sean &, , ¥ complejos tales que e+4 +¥ = 0,
. -x'. —a anr - . \
me X g me ¢ =K‘::m “X s Ki,hb'x r¢ si Re(-[/},‘-ma“])>—-}'; Y
Re (‘ [/“*mé‘—»-f,e-m«]);» - flp

_ iy JCEY Y ats - ) ~ B ,
= X /A k,‘m) ,\”’7("1"‘/5 X-marx-.?e Kfmd'x 3‘13‘¢ P /_;c.,- (5)
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- ""r -J"— oj-f AP
= k kx-- X g(
AR S
= xMTK T =
- my e,4 (St a5 -t o
X KX,,, X ézﬁ = X /(X,HX gb’
De donde K;:x""-‘"’ K;: b = x”‘”Kfmx”“"¢ con las condiciones
- L +Reuu < mReer y -+ +Res. < mRe( = +a8 +2) = 0, i.e.
A P A e

P
I a i - .
F +R,/,~ < min {0, mRe&'} ///

TEOREMA 2.17.-  Sea fe Fpu, entonces

0 IS £ [ st ey o o 2 Relmgema)emn s
1

]

"i) K'Il K’Ifﬁ)ﬁf K?z“’fs si Re('»? +/'-'~ )>'%‘- > RQ(M7+M°(4/-(4J>-§L

K'l"

iii) x-" x'- f I#“{ [ 43 si -m+Re/4'<min {O,mRe ,ngﬂf

iv

-!;Re/«> max {m &rx‘,maﬂ, m Ko @‘«73)}

-~
]
»
ﬁ
I%
Sy
-~
™
b4
3
S
[¥;]

4
q

v) I;j*ﬁh’lj;:; = x"’“_[;ix""y si L -mtReu < min {O,mRe)"] y

7
=(+/5+d"-=0
. - - 'y Y - _4 ’e‘ ; {
v|) K){“l X ik Kx"‘ = xmykxmij‘[ 5 ? Tl S o},,,pl_f] y
J" a<+/3-rr=o_
| d
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0 (LI ) = Uf KR -
(f i g

(f Kl’-\h’-.—“ -\‘}4¢) s RE(*”[?"'"‘#] —/u)) —fl’

1]

Y Re(""[ﬂ*f"—r‘;‘]*ma{-—/é{ )>—F”

0

a s
(17’ r/ 45,/ (por (ii) del teorema anterior)

24, BT b= N/ ad _ _ _ 1
De donde ‘[x*nl fx_‘ / —_/)(,, cuando Re(»y —o )+m > ;_-7» =3

Y Re(my +m= 4t Jam>1-p =g
i) (}(31: k::ﬁﬁf} ¢ )= (Kzz-s,sﬁ]f-wf.ﬁib):
=(f, ]7:*-'*‘,—;,/6_[7"*" = p )=
=({, j_q-m e )= si ge(””[f?"*i?*'"“p«)wwé
y 'Q(’"[*J—u{]v“j,‘m;.;;
= (k%7 ) (por (i) del teorena anterior)

7.% KA = K2 | =t
De donde K/°' Kl. )( K g cuando Re(h7 + st -:7-:)> i | = 7

y Re( »:7+/4)>?,~. = -‘37'

P’

-3
ii} Ix'- 12,,‘} , por el teorema 2.14 requiere las restricciones

1 - - L - adema
,,,../?%>a y m-Re{a _,5)> % ; ademas
If,_. Ix_f, # ) requiere las condiciones m-Re,u>% y mu‘&:ﬂ“—"’?d)%fi-

fLuego,
(L2 ., @)= (I xm Ko xf )=
= (f, xmife xR ) =
= (5K K ) -
= (f xmikA )= (]ﬁ /) con 1as restricciones
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_‘?_* +tResu -m<0 vy E'}+Re_)u =m < mRes . Intercambiando «x y £ tenemos

restriccion -% + Rew -m < mRe , de donde

‘[xw-{.:iff - ﬂh/‘S ][ ﬁ—[:mj[ con la restriccién
?" +Rew -m < min{O,mReu, rnRe/s} ;

e("”ﬁ?‘d(-’- Yy Rc()nd-[ﬂ.-m/gf){‘%.
(’<...1‘*f"s f e )-(K J{, W,j"fx-m+r¢)=

= ( { X JI/G X-m+!xh-r]x*x"""¢.)=

(£, x~ Sy x"‘*'¢)=
= (_f)xmnl‘ﬂ‘f" -m-rl' Kﬂ""f 4,)

‘Intercambiando ¥y 8 bajo la restriccidn adicional Re(mef - ) <

2
9
tenemos
b Kfm .f = K;?f Jf = Kﬁ,,, K:M; con las restricciones
+Re i > mRe , - +Re > mRe(x+4 ) y 2
/ 3 7o 3

*Rep > max .{ mReax, mRe/A,mRe(oc-f-/A y .

~al= of-

I;i x " ]-;: f) con o(+,3+3‘ =0,

por los teofemas 2.05 y 2.th
requiere las restricciones

m-Re e >.“.+ ¥ m-Re(/u. - 7T o rm/s):- -%_ s i.é.
2}-+R§‘M-m<0 y é-}-Re/u -m < mRe{-=«-& )= mRed

( I—xi x'“‘/“"I;‘: F, Sf’ ) = (x~"? I;: f/x’”"k;:f”"iﬂ _
(I8 foxramiit med)

1

= ( JC) lm—:k;:x'"f’x*f"x""k;: X“'"Hé):
- (_][; X-t-—(k;:‘ X-M‘AKX—: x-h-rid)
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st fmf, por el teorema 2.15 requiere las restriccciones

+Re/q, > mRex, i.e.

la

]



W

(£, =5~k f )
= (o x4
()(ml“ X kﬂh X'M*’xm“¢j -
;( 125, x8) = (=10 xf 4) . ve donce
I;:x"?’_[;z f = x"'qt_[xfi sz:'/ Si .%-E-Re/u-m < min {O,mRer}.

-l

vi) Seaac+/3+a“=o. Por los teoremas 2.05 vy 2,]5) " X‘HAK;:; f

xm

requiere las restricciones Re( m(-y)-x )<é y

. Re (m{ = o )-Dﬁ+my+m/g_])<_‘§. -
| - % - Rex< mRe ¥ y *'-fi-Rg,u<m Re(’“‘ﬂ‘f?‘ )=0.
(K x™?K2L ¢ = (x‘“/‘KX,.,f ot [ X
= ( K"; -"/ [ X"
=(f xm—t x —mllxm-ij '”*’¢)=
S, e Tt [ o)
=(f X™ 'y Md.[/a p & ""“’¢)"
=( F) xmﬂxm |If_ M-rlxma‘¢ )=
=( xmdf X,,,-,Ifmx-muxma‘¢)=
| -(I" xS, xmr ) = (x’"’fix’"“/;? ).
De donde ;.—- x4 K‘r f = xmrlfmxmjf

- 7?” ~Reu < min { O,mRe?‘?'- i
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CAPITULO TERCERO

UNA APLICACION

A} SOLUCION DE A ECUACTON ¢ 2080 & = ¢
7 .

DEF. 3.01.- Sean Ly, ¥ complejo arbitrario, el operador scbre Fp,

definido por L»(ﬁ(x) - d¢ 1—2_&,}(-*—’_@

dx? ox

. . alc2
Podemos redefinir el operador L, como X [J+ ZVJ] , ¥ de acuerdo con el

teorema 2.04, Ly es un mapeo lineal continuo de Fp)/« en pr-z._

TEOREMA 3.01.- Si Re(2v+« )#%_y Rewm 4.-;;- , L, es invertible.

Es decir, para cada qﬁe Fp}/u-z . Lyqﬁ =‘P tiene una Unica sclucidn

¢ E Fp,/u de la forma

. T4 -2y [ . - _
i) ¢=J¥X Lx“’f’%” si Re{ 2V +4¢ )>-'f; , Re;,u>iP

ii) ¢> = K, x'""']; X' s Re{ zw +44 )>—"; . Rep < =

—I! x‘zv-:k;xzw"]u o Re(2y4/¢4 } < P » Rem >Jf;

.
I

X
iv) @ = K xT KX si Rel 2y e ) < 5 s Repe < e

Demostracion:

a) De la relacion (11), }f:];‘qﬁ y por el teorema 2.10, I; es un
| 4

isomorfismo de Fp. en Fpu-t , con inversa Ix si Re(m-1 )

Repu+i > L satisfaciéndoce ambas restricciones con Rew> L .
Y /“ P ’ /“' P
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4

Si D=J_>entonces - lx siRe,u>-;—,

dx
b) De la relacién (H') d $ = -—K_I?S y por el teorema 2.11,
dx x
K;' es un isomorfismo de Fp”u. en Fp,#—; , €on inversa K; si
Re(pt-1) « A Y Rews< £ | donde Reuu < - satisface am-
) 2 7 S b
bas restricciones. Si D= i... , entonces D= -k’ si Re s < +
dx X r
c) Por el teorema 2.04, X**™ es un isomorfismo de Fp,p-i sobre
Fp,u+rzy  con inversa X727 |
z
La ecuacion ‘_J_é + 'a—j)i'd-é— = ‘P se puede escribir como
dx* X dx
d (x”’“ié) - x¥
ﬂ I o = ‘P , con ¢e pr..
| i) s ‘ Rext > L en la ecuacidn ‘continua d (x”“_["CfJ) = x*H
i ea Rext > — enla ecu c o x
X . S'i ademas Re( 24‘4'/1 )>?i , entonces -
I" x*t I:¢ =y W y usando (a) se tiene

X

i

xsi’-ﬂ I: ¢
I¢
$=1I

x

b aV+e
I x ¥

2P~ Tl 2V
x? 'I,( S 4

’
-2V-1 2R
XAy,

W

i) Sea Re m <-"; y Re{ 2V + )>7;_ . La ecuacién queda

I:x-z_vw (-K qg )= X"””';U , y usando (a) y (b),
oy - (v rY
X (“K, ¢ )= Ix X }U
iy -2V~ ri v
-K, = X _1; X ‘)U

£ oV T wH
-k, x2 L x Y

¢




iii)  Sea Re/oc‘}?; y Re( Zl~+/'“)<?"— . La ecuacidn queda

Loaver T g wa y usando {a (b
_K& X lx ¢ (P, 7’ ( ) Y 3 ))
sper T4 -
Xt 'ix P 'kx x yru,U
o vt ! e ¥ \
-!—xd; = - x I'CK X W

- _-" Pravey ! (24 ‘
=L xK Y,

LIl

v} Sea Re/u<it; y Ref ZVt.M)<
-k (\“K;'?S ) =
X2 (*K;' $) =
P = KX P
AR Tl W

I
i
x
X
e
¥
<

X

B] SOLUCTON EN EL ESPACIO DUAL

Para definir el operador L, sobre el espacio de funciones generaili-

4
zadas ij/u usamos operadores adjuntos:

o = x | L)oo

3 .
- xi;(x¢)+3’;(x¢)+zw5;(m) vero 4'(4)- f&( d)
Y ..J'L(QJF Xi—; (:‘é }+ i (x¢ ), de donde
xlyxg= 4 (¢ )1e2vd ().

z >
Como Kz'/_y =J+2W§ R X/-.px =J'-2YJ{ ¥ J y '-J, son
operadores adjuntos (Def. 2.04), tenemos que X*L, y XL_,,X son

adjpntos. Hacemos 95 = XZYJ con He Fp)/q_ y tomamos fé FE)}F.

(Lo, d)= (Lf,x¥)e (L f, 8 0= (f, sLyx @)= (fxd ')
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BEF. 3.02.~ Sea fé F[:'J//. , para ¥ complejo arbitrario definimos
el operador Ly como (Lyf, ¢ )= (f, xl_},x"‘.}ﬁ } con ¢5e Fp,u+2
Como XL,X“% es un mapeo lineal continuo de Fpusz en Fp/u » entonces

por el teorema 1.02, L), es un mapeo lineal continuoc de Fg,u en Ff:,,u-z.

TEOREMA 3.02.~ Si Re( zv - )ae-?i y *R(;u.#-%— , L, es in-

vertible. Es decir, para cada ge Fa‘:o, , la ecuacidn L,,:F = g tiene

una dnica solucidn fé F[‘J’/A de la forma siguiente:

-

a) f= I):x‘”‘];x"”*’g si Re( 2¥-u )>—7L -Re/.<>é

t.)) =K, x"”"],:xz’””g si Re(ZU—/{. )>?4 . -Re/u<_;’i

l ,
<) f= _Ix x-zv-lk; xqw-ng s Re{ 2V - )< i , —Re/,.. >;

..:.v-lk z;H-o

d) f= si Re( 2¥- y< L, .-Re < £,
7~ 7 2]

Demostracidn:

En el teorema anterior sustituimos u, V
. - - _L l -
Por (i ), si Re( sesr- 2V )<P ,Re(/ﬁ‘f )<P, i.e.
Re{ 2V -p )>—1f- , —Re/u>-5
L K xzv-fk ~TV+}
Por (iii), si RE(/‘&+I-21))<-F-; , Re_(/u-f-f )> i i. e.
Re( 2¥—pt )> L , -Rese < =

i’
L, I X2k, T
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Por (ii}, si Re(/«d-f-z" )>-- /u+-)<— o, e,

]

Re( zv - )<i , 'RE/.L>€

V-1 ] c2pet
l X L

L._y = - KX X X L
Por (i), si Re{ wuw1-2¥ ).>-f—'3— , Re(/u+f).>—; , i.e.
Re{2p-t Yol | -Reuw < =
7 0
2V~ ~ It
X
U= Lox¥[ xo+ , ,
~ BT P - -
Por el teorema 1.03, Lv‘ = [(xi_px 'J =[x L_,yX’i] = X ’(1-,;) X
a) _ SiRe( ZU:,“)) "é Y 'RE/“>‘%:, .
L: - X K' xzy’-rkx‘ X-zu-a-f)’x -
- N X2 3 X! ' _
X x ],' I,x = é
' E
= K—zp XZ"-I x — £ S "i
I I usonde /f]d de Sntess 3
g
k.

= [;. z»x Izy X
_ I’: zv » zy] x
- (I -

' )
_ -t iy Tl I -2¥ =i 244
= '{x X"t "_[xx"x = lx X jx)( , lo que

implica que L ,f= g tiene como solucién

+ o SV t 2y
lx X ]x x*g.

b) SiRe( 2¥-4 J>L  y -Rew<t,
- ~t - > - $
L5 = [x L x“} ) Por iii),

Pt
- - ) .
S SV TS

’ : ”
o4 WA .2y 2 Vi gVt LB -W V-i
= [-xx [7x¥' K. xx ] [~x . Xt gt K, x* =

X
’ .
- L‘_sz:,: K:m,;] _ [_x sz ;I ]’ _
= [ xzxzv-rKZV-:-(zu-:} / .-zul‘"'] P 'S Ot 1w ]—Ov ]
X
- [ 2¥+ k gyt T ] -:-zu‘(x x ¥ ,

¥
xl 1

9.

Y por consiguiente f= - K; x"'z'vI
x
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i

(c) si Re( zv—/t)<§) voRep > g
- b
iy [xL_,, x'j . Por (ii),

i

i 2
! - -y
[-X kx XZV JIX Xt ]

y ]
‘ zu—r T I
I e ]

’ . 50,18
g L] ke ]

X X

Kl Y ¥ ’
xko" 21J+IX¢{Z)J+:)I Z-I-le J _

x

[k
-
-
ke T = L KO-
:
5
-

1]
i
]

’
-z)’«l-l -2p-1+ 2V, ! -zy,jk"»’ Xi}
X X x

ol e, P i ’
¢.V+?- -zlf— V42 — =l
A k ] [ s X ]x X x| =

1
xﬁ”ll’ X-—zy i k;] _ I: x'”" K; xzw—

YTV I L R SV
lo que implica que f= ‘Ix X Kx X ‘3

(d)  si Re(2V-u)< _%. y -Rem < _%_
L'; = [x l:-lv x"], por (i)

! I ? i oy s
L, = [XIX XW'IIX x “2VH ] - [x ‘[x x?Y 'jx x Y ] _

[x.[x I;_-,)x_.fxa—zv Ja

I
]

[x I;-l-zvx-‘ ;QP‘I’: ]!
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X Tt NEEE 3T ’ = & v - ’
(oL T - [l

Kl

X

-2V~ ! ¥ :
X /{x x 7™,y entonces

Fx K 2Pt L 2W
x X Kyx®g. /4

x
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CAPITULO CUARTO

CAMPOS DE APLICACION Y PROBLEMAS ABIERTOS

En este capitulo mencionamos, a manera de ejemplo, tres campos de apli-
cacidn del calculo fraccional y terminamos planteando algunas preguntas de

interés para el avance del tema y que se encuentranmaiin {posiblemente) sin

responder,

A) TEORTA DE FUNCIONES.

Los operadores diferenciaies e integrales genéralizados desde el pun-

WF = fm (2207 S0 f (e )

brindan una marcada extensidn en la técnica del C3lculo, de manera tal que

to de vista mds reciente

las reglas mas importantes de integracidon y diferenciacion de funciones

elementales quedan involucradas en otras mas generales.

Thomas J. Osler ha extendido 1a regla de Leibniz de la manera siguien-

- -rl) ?-T'j 3,:]
J¢ j’(a Ty d] g
;;—1 [Fa] Z- ((‘[' J+t) I (5'4-‘] 4-!) cl g- YJ olx’*‘j s

la expresd en forma

-r-A I3 A
dq | (f}-rl) ""_I_j_ J
dx? ”a] Z T’(g}- ¥-A-1) THF+ar) d,(?-v-{ o/,(aws dA.

=~—a°

donde ¥ es arbitraria; posteriormente, en 1972,
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También ha obtenido una generalizacién de la serie de Taylor:

-t n+)" iy I

)('(x — T (Fnsaer) f(" '/K:.a. 1-a) 4

n--oé

donde & es un complejo arbitrario y o<¥ 1.
Usando la farmula de Faé di Bruno,
c/ ) £ A
=t (m HL_ I
sted= o F o3 o [ L]

donde 2{ se extlende sobre todas las comb:naciones de valores enteros no

Fo] Lad
negativos de P,Py 5. -5 Fa tales gue Zk/’,‘_ =n Y Zf’z =m vy la regla
K=y k=/

generalizada de Leibniz, se puede obtener

[J(X—ayg T'(J--?-f ey

donde @ es el |imite inferior de integracidn. Esto es una generalizacidn

de la regla de la cadena.

También se han obtenido nuevas relaciones entre derivadas fraccionales
y'funciones trascendentes (como por ejemplo las derivadas fraccionales de
togT'(x) y la funcién Zeta de Hurwitz), asi como se hanencontrado repre-
sentaciones de funcion_es especiales como las funciones de Bessel, Legendre

e hipergeométricas, ofreciendo nuevos puntos de partida para su discucién.

~ Sobre transformaciones integrales, la expresion
X
-p { ELT N
X‘,Dx}’:—_‘-——-- _/f{f}(z-f) ot
con el cambic variable w=x-t se transforma en un caso espemal de Transfor-
mada de Mellin, deflnlda por M, [f]-= [f(w) wt o, conduciendo por la
Ilamada formula de inversidn a una contraparte integral de la expansifn de

Laurent.
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Erdelyi vy Kober descubrieron en 1940 que versiones apropiadamente exten-
didas de dicha expresidn para X’JZ:y , son Gtiles para la investigacidn de
transformadas de Laplace, hipergeométricas y de Hankel, a tal grado gue los
operadores fraccionales en cuestion establecen mapeos importantes entre las
clases de transformacionesrmencionadas. Por ejemplo, la totalidad de la

teoria de la transformada de Hankel puede obtenerse asi de la bien conocida

teorfa de transformadas de Fourier.
B) ECUACIONES DIFERENCIALES E INTEGRALES

La primera aplicacién del Cédlculo Fraccional (Abel 1823), se reduce hoy
P J)‘P - .
a resolver la ecuacidn integral xf—gf)(x) con o< ¥<t . La solucidn ex-

-, - - - - J
plicita de tal ecuacidon puede obtenerse aplicando el operador inverso xgi&
en ambos lados. Durante las Ultimas tres o cuatro décadas, muchas ecuaciones
diferenciales e integrales han sido tratadas mediante operadores fracciona-
les. Entre los numerosos ejemplos de teoria del potencial, electrodinamica,
hidrodindmica, aerodindmica, cinética quimica, etc., 10s mds conocidos e im-

portantes son:

i) M, Riesz did la solucidn para el problema de Cauchy para el es-
pacio m-dimensional de Lorentz-Minkowski por medic de la integral de tipo
Riemann-Liouville .

1 A2 iV iy i P em ) 7 e
IV fipp=n"22 [’ (3) T(252 1)) [ He)rp e
N e
donde P es un punto fijo en el espacio y Q un punto variable, Y}Q es su
distancia en la métrica correspondiente, dQ es abreviatura de At,dﬁn.éimy
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Sp es el dominioc de integraci6n.

2) La teoria generalizada del potencial axialmente simétrico, de

FA
i T

or? Yoar S

con u(vyz) donde ryz denotan coordenadas cilTndricas en el espacio eucli-

Erdelyi y Weinsten, estd basada en la ecuacidn

diano { 2¥+3 )- dimensional y esta ecuacién requiere integracién fraccio-

-nal respecto a una funcidén estrictamente creciente y diferenciable ¥{t) en

el sentido

¥ f x r Y-t , .
L ftr - U&)[w-wm] Pl dt,
C} DIFLRENCIACION GENERALTIADA

Desde 1950 han sido encontradas dos formas totalemente diferentes para
definir v utilizar las derivadas de funciones localmente discontinuas. Una
de ellas es una extensidn de la nocidn de funcidn que ha sido realizada por
las teorias modernas de funciones generalizadas como tas distribuciones de
Schwartz y los cocientes de conveolucidén de Mikusinski. La otra consiste en
una modificacidon del concepto de nimero real de tal forma que la derivada de-
beria existir en el sentido ordinario para ciertas funciones discontinuas

como la funcidn de Heaviside en X=0.

Un poco después fue propuesta una tercera via de acceso para abordar
dicho propdsito. En ésta se mantiene el concepto clisico de funcicnes y
nimeros reales, pero se extiende el proceso de diferenciacion en forma

apropiada. Entonces las derivadas de funciones discontinuas, vuelven a ser
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e B L

funciones en el sentido clasico y se puede trabajar enteramente en el marco
del andlisis cldsico. EIl area de accidn es mds restringida que cuando se
usan distribuciones o cocientes de convulcidn, no obstante que es lo sufi-

ciente amplia para abarcar los casos que surgen en la practica.

Partimos de la formula de Riemann

“ m i ..
J(_-Dx f = Cj_x»- h_[:"f"‘; ,M20,m minimo entero mayor que st ,

y la escribimos

.x,,DM?[(x) . Sgn (x=x-) %’_:_m[ Flay Lot 1770t

T (o) X,
de la que se desea obtener la derivada generalizada en x a partir de

x D"‘E f(x) , tomando ITmite cuando § —> ©7  de manera que

i) el resultado posea caradcter local; es decir que debe depender

s6lo de los valores de la funcidn en una vecindad arbitraria pequefia de x_;

ii) después de tomar limite sobre g se debe tomar otro i1imite cuando
X —»X, Y SU iteracion debe asegurar la existencia de la derivada generali-

zada para una adecuada y amplia clase de funciones.

iii) si f{(x,4+0) y f(x.-0) existen, entonces la derivada generalizada

debe relacionarse con el salto 'f(x.+o }- f(x -0 )f,

Todas estas caracteristicas son satisfechas si
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x.,J@.,_ f = fim /x. -Dht‘/.(.xod-i) - xﬂ—p-&jq(i’u t—_)J7

{209

X, «9,7[ = Jima [x. kb"s___f‘(x..-z) ~ . D_y/‘u?‘ijj

Fao+

existen y son iguales. Entonces decimos que f es j)-diferenciable en X, Yy

el valor x_ﬁf:&\@*fz&ﬁ)( es llamado la 9-derivada de f en X..

D) ALGUNOS PROBLEMAS ABTERTOS

iPosee el teorema de! valor medio del Cilculo Diferencial un anilogo

que relacione diferencias de orden fraccional con derivadas del mismo orden

fraccional?

iSe puede dar una interpretacidn geométrica para una derivada fraccio-

-nal de orden particular?

{Cual es el andlogo del teorema de Lebesgue sobre la diferenciacitn

casi dondequiera de funciones mondtomas para derivadas fraccionales?

LE] teorema de Fubini sobre la diferenciacidn casi dondeqdiera, término

atérmino de una serie de funciones monbtonas puede ser extendido o derivadas

fraccionales?

iUna funcidn que no posea derivada ordinaria, puede poseer derivada (s)

fraccional (es)?
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Estas preguntas y otras mas fueron planteadas en la conferencia
internacional sobre C3lculo Fraccional efectuada en Junio de 1974 en la
Universidad de New Haven, y las investigaciones que generan &stas y las
ya resueltas, dada su aplicacidon en campos importantes, aseguran el fu-

turo del Cilculo Fraccional.
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APENDICE

[A FUNCION GAMMA

Fue introducida por L. Euler en su deseo de encotrar una funcidn con-

tinua que tomara el valor n| en los enteros. La funcifn gamma "de Euler es

T(x) = j f*"e‘i/_f para X>0.

Consideremos ahora la integral compleja T7(2) =/
o oo . o
entonces ]T“’(z)ls//ff*"/f"f/h / LY et < o para X= Re2>0 ;
(~] i)
de donde la funcidn T'(z) estd definida para Rez>p.

o e)7a)
INCY Y

donde a la integral se le denomina funcién beia, que denotamos B{ «~, 8 ).

[
Sean Re«x>»0, Re,a>0 entonces tenemos la relacidn : f{d-'(.- ) ot

Demostracion:

THee) T’(fi) = (/ &“"ﬁ’—uof“) (/ U’/a"e'ra/v'): (ha;:emos u¥x'y v=y?)

( XM—zf_x}Xc//{)( )" YZ//) 4’[] 2, z,.q, [x*f)a&/

e oo
= 4 ze-4 241 2o+ 2
Ces @ fe P H r¥ErE2 o ,O/,C/sz

- %l e 2424 e Jr -
4.[ cas {/r ()haCEmos\’ =w)

W,
%

. ) o
= 4 Cos zd-b S'bhzﬁ"@ (7:/ wq’)‘g-,F— O/V) Js =
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k7,
%
2 2Top) [Tl s oo
o

£,

(hacemos Cos &= 4

Sen9= { 1-4¢ )4;

2 Tlers) [ 455 Vit % - do =-2 tE(-e )% gp)
"T’(w)[f )t o ‘

= o) [ 4t (-0t

)

Reacomodando la igualdad, tenemos una de las relaciones importantes:

s(wg ) = [ Ts)
T’(cw-{g)

Como caso particular er=a, /5=1-a, en desarrollo anterior obtenemos:

Para O<ax1,
| | % % e
T{a)T(1-a) = z,]"(:)f cos®™ Y sem Vo do = 2 | ot T G e =
o

(hacemos x= Cot®s ; de = -'-i" x% (x+r ) dx)

L=}
’ P Al .
=2 / XTE( )k (xer) o = [ X
o

e I4+Xx
- - - a_‘ . - - .
Para integrar esto Ultimo notamos que X es la restriccidon de
' 1+x
22
al eje real, escogemos la rama principal la cual es univaluada

(+2
en el plano cortado de 2=0 a Z =<0 en el eje positivo real. Para usar el

método de residuos necesitamos una curva cerrada que coincida con el eje X

para 0< x<oo , Tomamos para ello el contorno de ''ojo de cerradura''
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a-/
El residuc de _% en 2=-1
I+ 2 .

-~

es (e™)?

fe T 20
X-a-‘ H e - '
dx + (Re®) f 2mi .
e d'x (e’ Je
A 1+l€'e‘ dﬁ* ( J) +/ ) c/B_zm(f' )d!

J 1+ x
L4 r =t d =t
) dx+(e) / X Jg_,./‘(‘e‘i’e)c/a [ (Je)a, T2 _mi
s P+ x / 1+ Pe® Tidee © =27 F £

R Eal
(l—ezm.ze—zm)/ia‘: Jr + /MJG +/__(i6:)_ ——--urr'fﬁ-l
d . ¢

1+ Ret® (+fe"

Tomando limites cuando J— o y K—>» o ,. las dos dltimas integrales convergen

: 2
a cero porque ’ :(ﬁ?e ’2 afel J _Je 27 R >0 s Brpon, O Kea =a < 1,
£-

1+Ee’® - R~
. (J’e:ﬂ!
y analogamente [: P d9 —»o ° cvando J—o ,

vy nos queda

. i a- . u‘
(,_ ezm-a)[ Xy = -2 6’”‘, de donde

LIk PN

<
oo . )
f x2 dx = 2l e‘«ma = 247 p= S —

- g wod -~ i Se,
‘__l 6’ __€ en Fa

. ttx- e

y entonces tenemos la phropiedad de reffexién de La funcibn gamma:

T(a) f(r-a)z_sl"_w para Dcac<l.
L ¥4]

7a
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CONTINUACION ANALTTICA DE T(z)

Como t¥ es analitica en z para cada t, O<t<ee, su derivada es

. :
t®”' Int y ademas If Int ' &° dt' E f-‘llntl t*"' et dt<eoo ; entonces
o [

]
la integral Int t¥@©% dt existe e integramos respecto a # :

/ [ [int ¢ e t]e = [[[ 1t ¢t ]etse = [T 2,
de lo cua? podemos decir que7' (2 ) tiene una derivada continua

T"(ﬂ:f/?f {He'tc/ll para Re2 >o, = lo que hace deT(2)

una funcidn analitica en este dominio.

o
- 2 -
Por otra parte,T"(Z+!)} = ’ tt e it = fiwg =17€ Qzﬁe/ e L
o ta 0 L
implical (2+/ ) = 2T%(2), y reacomodamos la relacién funcional como
T(z )= I’-%td, donde ambos miembros existen y son analiti-
cos para Rez>0, - comoT'(2) y lflziff ) existen y son-

analiticos e iguales entre sT en un dominio comin, entonces son iguales
en dondequiera que estén definidas { extensidn analitica).

Repitiendo el procesc, obtenemos

T .
iz ) = M para cada entero n, de manera que
2(2#1) ... (3+n)

T (£ )} es analitica en cada semiplano ReZ > - {#+¢} con polos sim-

g
ples en Z=07l,..., -n y con residuo _@‘_ en z=-n.
n
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