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cApiTULO

INTRODUCC ION

A) Nacimiento de	 cofia a em ica de la I nformac ión 

Ee1 m	 otta:	 a, ConynnICaC i ert al estudia, de todas las par-

tes y procesos e esquela 1 	 Tamb ánse usa el nombre de Teoría de la. In-,

formación, aunq está- denomina flan se re ringe a° veces a unicamente el estu-

dio estocástic6'de	 s• 'MensajesM entras que Va- Teoría de la Comunicación

'abarca además modulación,	 ruido,	 detección, estadística,: fi jtraje, predicción.
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E4quema de. un SZ,stema de Coman-tau-c. n.	 (1)

El, esquema considerado es tan general que se puede aplicar la Teo-

ria de la Comunicación a dominios muy diferentes, como la Física (Termodinámi-

ce, Optica), Biología . (Neurofisiologli, Genetica, Endocrinología), Psicología

(Memorización) Lingüística, Criptografía, Reconocimiento de las formas, etc.



Hay que disntinguir en la Teoría.de la información una componente

Matemática y una componente de ingeniería (eléctrica, .Me;ánica o electrónica).

La- Teoría :Matemática de 'la Información nació en 1948 Con el 	 trabajo del inge-

niera-matemático norteamericano t 1 dudé E . h._nnon,..y desde luego es un modelo

abstracto que sirve de referencia para lo k s	 t effla 1 de comunicación concretos.

'Por ejemplo, comparando la eficiencia de un 1 dm con el modelo ideal, podemos

determinar si vale o no l a, pena tratar de Hé orarlo

.01 trabajo de, S h 1 nnon ápid r ec 6-0-reSknIblenkile -en la revista técnica

de la compañía de teléfonos B E 11 ci	 bl	 numbr c ch_: "Una Teoría Matemática de

Fa Comunicación". 16

-	 •

Vale la pena Observar que el.. trabajó original de Shannon plantea
.	 •	 •

.	 ,	 •	 .

todos los aspectos esenciales de la TeoríO Matemática de 1-a Información.

•
_

B) Una presentación heurística del cofficepto-de..entropia. 

Para construir la Teoría Matemática de la información, hay que em-
,

pezar- por dar una definición adecuada de la Cantidad de información, que se de-

. 	"

notará por H, llamada entropía, ya partir de ésta, la definiciórl de Capacidad

de Canal C.

Uno de los -principales resultados de la Teoría dice que en un ca-

nal con ruido de Capacidad C que acepta información de una fuente dé entropta

N, si C>F1, mediante codificaciones apropiadas se puede reducir tanto como se

quiera- el error al recibir el mensaje, pero esto es imposible si C<H, y este-

error o equivocación será >H-C, pero se puede acercar a H-C tanto como, se quie-

ra usando un código adecuado.

Las fuentes de información pueden ser discretas o continuas; 'son

. 	-
discretas si forman Tos mensajes con un con junto discreto de símbolos. Muchas



fuentes continuas se pueden trata. como discretas o aproximarlas con ellas,.
 -	 -,--	 '

como se:hace por ' ejeülpto r- en- las transwii s iones de rad lo' o televisión.	 La de-

fk l-14 clon dé en roPle de SIleanc)"; como medida de la cantidad de iriformacIón

fue fue dada' para fuente d l sPre as	 o terlormente ha sida extendida al casó.
.	 ,	 .

continuo y, definí	 por varios matemáticos..	 .

una estrecha relación entre información e indeterminación pa-Hay

r dar una definí :alón: adeciiada de la cantidad' de información de un mensaje

-	 .

'
"

(una sucesión  d	 b es, de la fuente) es necesario considerarlo dentro de l

egnien 0 ,1„de tede&las- mensa es que pudieron generarse. En otras palabras, no

nos	 interesará 'a InforMación que contenga el mensaje, sino la que pudo con-

tener.,

por toY	 información macion es lo contrariorano de „indeterminación,

en el sentlfdb d	 nue macion elimina una` ndeterwrinác on. En. efecto,
..,	 ,	 .	 .

u	 experiencia  R	 Ill	 ral 	 a o	 se; sabe'de3,áritemaho el re-

rartnSU	 a mayor	 e.	 aco	 er nCi	 :de é á correslion-

der una , mayor,tant	 ad e ii 	 .orma OR ,criando 	 conoce- el resultado.),..,	 ..

Consideremos un. experlmento cuye, , resul tade va a sd transnii ti -

ea. Sea f(n) ,la fun-do, y supongamos' que tiene n resultados igua lmente robabP 

ción que da la cantidad de i n formaP ión que	 lona al saber el resultado,  

de X. Es claro que si X está compuesto por, dos expervmentos< independientes

X I , X 2 con nx y n 2 resultados igualmente probables, una definición adépüada

de la cantidad de información deberá cumplir que f(n) = f(ni) + f(n2), donde

n = n i n 2 • Hay muchas funciones que satisfacen esa condición; por ejemplo,

f(n) = número de factores primos de n. Sin embargo, una medida de la cantidad

de información deberá ser creciente en n, y se puede demostrar que eso obliga

a que f(n) = c log n (c una constante).



log n = H +log n + --log
n	 n

tn1	 n1	 n1
n - .
	

log -a--
n + — log n

n 	 n

n	 nn	 n1	 2	 2	 -
=-	 109lOg	 = p/ togp

n	 n	 n	 n 

EI:e>cperiMento:mas.,,SIMOIej,,es :el ' de tener dos resálté,dos'egéi5roba-'
bles; la .'información asociada a este experimento es 1 unidad y se llama BIT

(de binarY drgit)1 por lo ta n
to f ) = c 1°9 2 = 

1, y si hacemos*c = 1, ¡él In-

en1	 Vente._ TentmOsMQ .debe tomarse en baje 2 cOme 30 harem9s:de ahora

entonces, que f(n) = log n. Así f(1) = O lo que indica que' u n	vente' seguro no

proporciona información.

Para resultados que no son igualmente probables,, dividimos los .n

resultados equiprobables ,de X en dos grupos con nl y n2 'resultados, respecti-

vamente.

Entonces n = nt + n2 y las probabilidades de jos grupos son

P/ = n'in y P2= n2/n. La,. definición de cantidad de información deberá satisfa -

cer: información asociada a uno de los n mensajes = información de que resulte

uno de los dos grupos + información asociada a uno de los nl mensajes por ,la

probabilidad de que sea del- primer grupo + información asociada a uno dé los

n2mensajes por la probabilidad de que sea deI segundo grupo. Es, decir,

,

—109

	

(:2	
--
 n2

	p 	 n

Esto sugiere que si X tiene n resultados con probabilidades•

p2,...,pn de ocurrir (E P1=1), definamos
U=1



la entropía de pi, p	 llamada así por analogía con una expresión que

aparece en termodinámica. Esta es una definición adecuada de la cantidad de

información



A P ITULO

EL CONCEPTO DE ENTROPIA

—

A Definición y propiedades de la entreoía. 

Consideremos un espacio de probabilidad finito An formado de n

eventos elementales A1, A2,... ,A y sean Pi, P2,-.. P las probabilidades-co-

rrespendien es a e tos eventos, donde evidentemente

t P
=1	

=

tt. n 1.I-A. $e llama Entropía del espacio de probabilidad

finito "An, denotada por 1 (An) la expresión

N (An) = N P29 P10P 1.I.A)
k=1

donde la base del logaritmo es 2.

Puesto que

ogbm= ogb a log m,
.	 a

si se. pasa dé los logaritmos de base 2 a los logaritmos de base 10 la expre -

sión de la entreoía será

p2,...,pn) = - 109210 E pklog pk.
k=1

En lo sucesivo , será la relación (1.I.A) la que utilizaremos.

La entropía dada por la relación (1.I.A) puede ser considerada'



PAapíadad 2.- Sip.=1, p1	 k
para k	 i; entonces

como la medida del grado de indeterminac ión contenido en

babilidad finito An y posee las siguientes propiedades:

el espacio de pro-
,

7

PitopLerlarl	 Tenemos

P

(Resulta que la entropía es, como toda medida, no-negativa.)

Demoztrtación:

Como O< p.
—

finición. I/

1, log p i , y el resultado se obtiene de la de-
'

(Esta propiedadtde la entropía- corresponde al hecho de que si un

espacio de probabilidad contiene un evento elemental de probabilidad una,

el resto de eventos elementales tienen probabilidad cero, y no posee inde-

terminación alguna.)

Demoat)egeL6n:

Se sigue de la definición haciendo O. 	 = O. //

PkopLedad 3. -t La entropía satisface la desigualdad

%	 I	 1%
( p i, p 2,..., p i< H rI k7 ,	 n 1 ... ,-159

(Esta propiedad muestra que la entropía alcanza su máximo cuando

todos los eventos son aquiprobables.)



7lE	 p
	n 	 n

	

k < 
-E	 —p log ( E r-

—	 n k
k=1.	 • -k=1

ya que

E Pk = 1,
k=1

(Esta propiedad pone en evidencia él hecho

contiene la misión indeterminación.)

P/opLedad 4.- Tenemos

cios de probabilidad finitos

...,,sea y= f(x) una fUncjón cónvexa definida en el intervalo la,b1
FI	 ,

..	 S	

1
n 	 ,	 ..

de la recta real. Si xl, x2,	 ,x son n várores, arbitrarios del argumento
. 

pertenecientes al intervalo !a-,121.., de acuerdo a la desigualdad de J.L. 	 Jen-
:

sen,-cualesquiera que sean los números no negativos X1,X2,...,X
n
, cuya su-

:

ma...sea/iguaJ	 a 1, tendremos

n

E X L f(X ) < f( E XI( Xk).
k=1 -	 k=1

,	 -
.:Apliquemos ahora está desigualdad a.	 .. 	.

,
• Á

k =
	 -	 Á	 =—'--(1	 < k < n); f(x) = xlogx.

Obtenemos

(2.I.A)

resulta que

1	 1	 1	 1	 1
— H	 Hn(-17 ,	 /7
n n



La probabilidad. de que suceda!	 'eventos

sigue de la defirItcion haciendo O.

Consi,deremos,,ahora das esp cios de probabilidad finitos inda-

` pendientes. An

La totalidad de eventos

con las probabilidades wkl forma un

que denotamos por A x .
n	 m

(Ak Bt) ( < k	 rc	 1 < / < m),

nuevo espacio de probabilidld' finito

Pnopíedad 5.-' S 0 son dos espacios de probabilidad

tos independientes, tenemos

hh.ril (An	 0m) = H n (An ) + Hm(13111).

(La probabilidad 5 muestra que la indeterminación del producto

de dos espacios de probabilidad finitos independientes es igual a la suma

de las indeterminaciones de los dos espacios considerados.)



rá

Teniendo en cuenta la ftimu a de la entroptía y las relaciones

(4.1.A), se puede escribir

El	 (A >('	 =	 -Erim n	 „nr	
t -1

= -E	 E P	 (109 P + log q) = -EP 16T P	 1 g g/
k=1

Çák ) + H (e ).	 ti/

Supongamos ahora que los espacios de Probabilidad finitos A y

O
m
 son dependientes y sea q,„ la probabilidad de que sucede  el evento ele-

"-

mental B en el espacio O a condición de que en el espacio A haya suce-

dido el evento A	 En este caso, la probabilidad del evento (Ak' B ) se-/

= Pk gkr

og 7F

La entropía del espacio de probabilidad

evento elemental Ak del espacio A será

H (O IAk ) = -E q log
m m

/=1

finito e condicionada
rn

(6. .A)

mientras que la entropía del espacio. de probabilidad O condicionada por

todo el espacio A será

H (O IA )= E p
k=1	

H (S IA
m m n	 m. m k

(7.I.A)

	

PhopLedad 6.- Si A	 y S son dos espacios de Probabilidad fini-

tos cualesquiera, tendremos

	

H (A X	 = H (A ) + H (H ik ).
nmn	 m	 nn	 mmn•

(Esta propiedad pone en evidencia el hecho de que en el caso de dos espa-

,
clos de probabilidad finitos cualesquiera, la 	 indeterminación de la reali-

tl



zacion de los espacios,es , igual•a.lga indeterminación de un espacio más

la indeternitnacton del otro espacio, condicionado por la realización del

 n

og Pk E q	 P
l2,=1	 k=1

ara, cual k, tenez los que

= Hn (An )	 H rii ( O ril lA r1 ) . 	 //

P)topLedad 7.- Dados dos espacios de probabilidad finitos cuales-

quiera
	 Om se tiene

•

Hm ( Om iA n )	 < Hm(0m)•

(La propiedad 7 muestra que el conocimiento del resultado del es-

pacio de probabilidad finito A	 no puede más que disminuir la indetermina-



clon del espacio de probabilidad finito

DemobtAct

liguemos la desigualdad (2.I.A) para

n). Se tiene

1°9 Rk2, <	 ( E Pk q
k=l

logx, x

Sumando enseguida sobre 2, se obtiene

m
q	 < -E q

--	 log q
2=1 

PA0Píedgod 8.- Dados dos

Y	 e tiene

7 resulta inmediatamente la

espacios de probabilidad finitos cuales-

x 0 ) <FI(A) + H (0 ).
man	 m—nn	 mm

Se tiene también la

Pri-opíedad 9.-Dados dos espacios de probabilidad finitos cuales - •

An y Omp se tienequiera

Hn(Ani0m) = Hm(01111An) + H(A) - Hm(0m).

Demaótnacíbn:

Para la entropía del espacio

siciones idénticas,

x 0 se pueden dar dos descompo-
m



Hm(OmlAn)= H
111B(An' x

= Hm (13m )	 Hn (A n iSm) '

donde la propiedad 9 resulta inmediatamente. //

B) El Teorema de Unicidad. 

De las propiedades de la entropía que hemos probado, podemos con-

siderar como básicas las dos siguientes:

n'
Para n dado y para E p k = 1, la función H

n(
pl,...,p

n
) toma

k=1
1

su valor más grande para pk = 7.7 (k=1,...,n).

H(AB) = H(A) + HA(B).

Agreguemos p estas propiedades una tercera, la cual obviamente

debe ser satisfecha por cualquier definición razonable de entropía. Ya que

los espacios

Y
	

"n	 n+1

P2
	

P
n
	 P I 	 P2
	

P
n	O

claramente no son en esencia diferentes tenemos

3.- 14(p / , .... p n ) = H(p i ..... p n ,0) (si se agrega el	 evento impo-

sible o cualquier número de eventos de probabilidad cero a un espacio, no

cambia su entropía).

Probaremos ahora la siguiente proposición debido a A. Ya. Jinchin

(1953), qUe muestra que. estas 3 propiedades determinan la expresión para la

entropía, salvo el producto pon una constante.

1 3



donde X es una constante positi-01-trar

Tea/tema:4.13w" ea	 P	 p	 una función definida para cual-
II

quier entero positivo n Y Para to4os :los valores pi,„ ,p tales que pk > O

(k=4,	 ,n)' X 	
Si para cualquier n esta función es continua con res -

k7x1
Pecto a todos sqs argqmentos,. y sr tiene las propiedades 1,2 y 3 entoncél

donde X es una constante positiva.

la expresión para la entropía de un es -

ener una sola forma si queremos que tenga ciertas propie-

Este teorema, muestra que

pecha finito debe

eservas en vista del significado de la entropía (como una

ad de 1-información)..

Orjir

dades generales,ne

medida de incertidumbre

va, por las propiedad

L(n)

enemo

-
de modo que -1(n) es una función no descrecrente de n. Sean m y r enteros

positivos. Consideremos M'espacuos mutuamente independientes SI,...S , ce-
,

da-uno de los cuales contiene r eventos igualmente probables de modo que

H(Sk ) =	 -)	 L(r),
r	 'r

< m)

por la propiedad 2 (generalizada al caso de m espacios) tenemos, en vista

de la independencia del espacio S
k'

e can



ss

H(S x S x	 = mL(r).

consiste

equiprobables, de %modo , que su entrop< la es L(rm). iEn

L(rm)`	 111L(r),

cualquier otro par de

L(Sn) = nL(S)

igual forma, para

onsecuenc la tenemos

enteros positivos n

Sean los enteros positiYost r

sea m el número determinado por la deSigualdad

S y n dados arbitrariamente, y

r < Sn < rm+1

por consiguiente

m log < n log S < m+1) log r

m < log S < m + 1 ,
n	 log r	 n	 n

sigue de (4. I .B) , por	 la monotonía de la función L(n),

L( ) < L( Sn) < L(rm+1)

y consecuentemente por (2.I.B) y (3. I .13)

mL(r) < nL(S) < ( m+1) L(r)

de modo que

m < L(S) c m+1
	

(6.I.B)
n

Finalmente se sigue de (5.I.B) y (6.1.B) que



I  L(S) 	 -	 log S
I L(r)	 log t

ya que el lado izquierdo de esta desigualdad es independiente de m y ya

que n puede tomarse arbitrariamente grande en el lado derecho,

	

L(S)	 log S

	

ITTIT	 109 r

L(S)	 L(r)

	

logS	 logr

lo cual en vista de la arbitrariedad de r y S quiere decir que

L(n) = Xlog n,

4
donde X es una constante. Por la monotonía de la función L(n), tenemos

X > O, y nuestra afirmación' queda probada.

Esta aseveración representa el caso especial pk = — (1 <k < n)
n — —

del teorema a probarse. Consideremos ahora el caso más general, donde los

p
k
(k=1,...,1) son cualesquiera numero racionales.

Sea

(k=1 ..... ),

donde todos los gk son enteros positivos y E gk = g. Sea el espacio fi-
k=1

nito A consistente de n eventos con probabilidades pi,...p . Nuestro proble-

ma consiste en encontrar una expresión para la función H evaluada en este

espacio. Para este fin consideremos un segundo espacio B, el cual es depen-

diente de A y está definido de la siguiente manera: El espacio B contiene

g eventos B1, B2 ..... B' los cuales dividimos en n grupos que contienen
9

91, 92,...9 eventos respectivamente. Si el evento Ak ocurrió en el espa-

cio A entonces en el espacio B todos los g
k
 eventos del k-ásimo grupo tie-



Así el espach) A x B consiste de g eventos equiprobables, y en

es obviamente — =
gk

misma para todos los eventos.

Finalmente, la relación (8.1.B), la cual hemos probado para

consecuencia

racionales p i ,, . ,, pn' es válida para cualesquiera valores reales de sus

nen la misma probabilidad 1/9 k y todos los eventos de los otros grupos

tienen,probabilidad cero. Así, dado cualquier suceso A k del espacio B se

reduce a un sistema de g eventos igualmente probables de modo que la en-
,

tropía condicional es

1
• • . ,n .- L(9k)	 Xlog gk'

lo cual significa que

( B) = E p u	 (B) = X E p log g
k=1	 k=1

= X E pk log pk	 X log g.
k=1

(7.I.B)

Regresemos ahora al espacio producto A x B, consistente de los

eventos Ak B	 < k < n,	 1 <	 < g), un; pvento tal es posible solamente

si B pertenece al k-ésimo grupo. Así el número de eventos posibles en el

espacio A x B es " E g = g. La probabilidad de cada evento posible A B

Usando la P roP iedad ( 2) Y la re 'ación (7.I.B), hall-amos

Xlog g = H(A) + X E pk 109P + Alog g,
k=1

en consecuencia

H(A = H(Pi,..•,pn) = - X
n
 E pk log pk.

k=1



Por otra parte, H. Hatori 1 5 ) e

cidad para el caso de distribuciones continuas

endio el Teorema de uni-

e probabilidad, del modo si-

guiente:

Sea	 rt(Ei.

densidad de proba ilidad-,

leatorro s -dimensional con

p(x) dx	 I).

Urr v.çtor

(pbc

OPVC.Vc	 entropía	 561.6'.09peri é de

lb ce	 se	 ibiimoS H(p) en lugar de H(C) 	 )

ea DeR tabesgue medible Y de medida positiva e la densidad

un i forme sobre-

Axama 2.-	 p es una densidad de probabilidad en R	 ypO cp

casi seguramente respecto a 1 medida de Lebesgue y si soporte de p c D,

se tendrá H(p) < H(c )

Sean c la densidad del vector (11,...,1 ) Y IP	 la densi-
k	 xy...,x

k
dad condicional del vector (E	 )	 bajo la hipótesis de quek+1	 s

El = xl,...,Ek = xk•

Az-loma 3.- Se tiene la relación

ir 5-

argumentos debido al postulado de continuidad de la función 	 p ) y

la densidad de los racroneles. Ast la prueba del Teorema queda completa. //

r) Algoi más sobre el Teorema de Unicidad.

Después de Jinchin, algunos matematicos han simplificado

supuestos del teorema de unicidad; por ejemplo, D.K. Faddeev (1956), H.

Tverberg (1958), A. Rényi (1959).



es una constante positivo.donde

se tiene

H(p) =	 X	 p(x) log p(x) dx,

Rs

H((1.-.,5)) = H(I;I'	
k)) +	 S)1(1,••,1k)),

es decir,

H(0) = H(t)
	

x1
	 ) dx 1 ,...,dx .

Axíema 4.- Si p toma un número finito de valores ci,...,cz

P4
= A dx,

donde	
= {x[ p (x) =
	 <

entonces H(p) es una ftintion solamente de c 	 c	 y de p i ,	 ,pt , y no

depende de la dimensión del espacio S, donde E	 cjpj = 1.
K=1

Ten/tema.- Bajo las hipótesis fde los axiomas 1, 2, 3 y 4,

iii) R.S. ingarden y K. Urbanik (1962) dieron un enfoque nove-

doso a la axiomática de la entropía al prescindir de la probabilidad. Para

cierta familia de álgebras booleanas, definieron una función H que llamaron

información, y demostraron que para cada subálgebra A de la familia corres-

ponde una única probabilidad P
A
 definida sobre A, de modo que

P ( ,	 BES,

para toda subálgebra 0 de A y que

H(A) = - E PA (Aj ) log PA (Aj),
J1

donde el logaritmo se toma en base 2 y A l ,, . ,, A
n
 son todos los átomos de A.

aa



REFINAMIENTOS •DE LA ENTROPIA

A) Entropía d-dimensional 

Sea (2,F,P) un espacio de probabilidad, n una variable aleato-

ría (v.

decir

que ,toma los valoresY	 1 C k < 00, con probabilidades q	 es
k'

< k < , Y qb = 1.
k=1

Delínamo4 la entropía de la v.a. p como

(n)	 qb log

	

k=1	 qk

en el caso de que la serie converja. En caso contrario, diremos que la en -

tropía no existe.	 -

Sea E una v..a.

(°)
Delíníción 1).11.A.- Si H '(II) existe y si H() = d	 logn+1

h + 0(1) (0(1)÷ O cuando 'n	 pii), diremos que la	 dimen4í6nd(E) de E (o de la

distribución de probabilidades de la v.a.1) es d y que la entkopía d-dímen-

aíonaZel
(d)

(E) de E es h.

Se tiene que	
(°)H	 (In)

4(1) = Hm	 log nroce
(1.11.A)



Se puede hablar de dimensión in-
'

si el limite existe. En caso contrario,

'ferior

d (1)
) 

log n

Y de la dimensión superior

H(°)(E ) utur. lim
r140, 1°g n

Se sigue que tiene dimensión finita si Y sólo si d(a = UTUT.      

Si el limite

	

1-1(°)(1_	

d(C)lim 
log nn

existe, ponemos

d(E) 
=

	

	
)	 - d(E) log n

n->e0

.	 •
No siempre están definidas la dimensión inferior ni la supe-

rior, por ejemplo si N
(a) (1 ) es	 infinita, ni d(/) ni ZI.(1) están defini-

n

dos. Sin embargo, si H (°) (111) es finita, entonces d(1) y d(E) siempre

existen y

o<d'(1)	 71(1)	 < 1.	 (2.11.A)

Para demostrarlo, pongamos

k	 k+1
Pnk= P 71 S < n '

n > 1,	 < k < 03.

Valiéndonós de la desjgualdad de Jensen en la forma



que vale para toda colección finita de números no negativos a 	 de

manera que

(3.11 .A)

(4.1I .A)

los valores de 2., se

(.0)
)(C ) < R	 (El) + log n,

tiene

oN
j(11)	

( ) 
(111) es finita, entonces

se tiene la desigualdad (2.11.A).

TecoLema 1.II.A.- Si / es una v.a.

con probabilidad p (1 < k <

d(E) = O	 y	 H(1(1) =	 p log 
1

k=1	 Pk

co)

discreta que toma valores

se tiene que

Tenernos de (3.1I.A)

que indica que si

nita para toda a,

suponiendo que la serie .del segundo miembro es convergente.

DemObttacían:-Antes de demostrarlo observaremos que si 	 es una

v.a que tiene una distribución discreta de probabilidades, y si f es una

función cualquiera, se tiene



-dr arriba- será una desigual-

tendremos

log

1
log

Pk

(°)	 w	 ( )
H	 (In ) = 11 Pk

k=1

Se sigue, pues, que

N
E p log

k=1

	

log —r-t-1 	p
knj -	 k

	

p 	 k=1

para cada N tendremos

H e') (E 
n 
)< lim H el (c )<	 pi,. 
-

n	 k=1	 "	 Pk

pl

lo que implica

ilm H	 (E ) = 11 (°) (/). //
n-»03

(6.11.A)

de arriba tendremos el sign o i eá-;

función biunivoca, en la desigualdad

sien embárgo, si existen x i	xj ta-(

les que f(>‘•-•)	 ft-	 entonces- le matar;

dad estricta y para x > 0, y >

Volvamos a la demostraci del teorema.

Evidentemente podernos arreglar los valores de / de manera que

designando las probabilidades correspondientes con p k (n) , 1 < k <	 ten-

garbos para cada k dado.

(n)
lim Pk	 = Pk.
n->03

De acuerdo con la densidad (6.11 .A) , si la serie

log
k=1"	 Pk

es convergente, tendremos



ongamos 9 Pulstife ate ton,e7 las v.a cuya -disribuCién

de ,p robab i 1 idade es-;absolutamente 'con
	

Demostremos el siguiente

eo
	

Si	 es	 abso•utamente continua cen

densidad p-y ,,entoP4es-

(1)
d(1) ° 1 y H,	 (E) . P(x) iog	 dx

si existe la integral.

Demaótucíón: En primer lugar demostremos que

d(E) = 1.

Pongamos

(x)
k+1

k+1
= n n p(t)dt = npnk 	

— < x < —
'	 n —

de lo cual deducimos inmediatamente que

P(t) dt =j	 (7.1I.A)

En est

1 
p(x) 1 g

(x)	
x. (8.11.A)

En primer lugar, consideremos el caso en que existe la inte-

ic=1
	 ri

gral

1
p(x) log 75-mc dx.

Valiéndonos de la desigualdad de Jensen en forma integral, po-

demos escribir



1 im S(A) = 1.	 (11.11 .A0
A-*

Pongamos ahora

g (x.) log:Mx): :dx	 g(x): h(x) dx,
E 	 og  E	 ' 

g(x) dx	 g(x) dx
E	 E/'

(9.11.A)

para .toda función medible g no ,negat iva y • pará tódoCcenj unto medible E

donde existan las Integrales .51.. donde- la Integral - de loSHOenómínadóres sea

positiva. En estas cOndic rones se deduce de.las relaciones (8, 11.AY . y
(9.11.4 que

ify (x)
1 -	 p	 log	 1	 —	 p(x) log 	  Lix

nk	
n nk	 P(x>

por lo tanto

(x)dx=0,

1 + log n < H
(°) (1dt ((o• I t

Resulta de (5.11.A) y ,dé (10.11:A) que

(°)
1 1m H	 (E )
nico

log 
n	 1.

En el caso general, pongamos para todo A>0,

p(x) -	 si p(x) < A,

A
(x) =	

0	 si p(x) > A.

Es.evidente que haciendo

tendremos



Escojamos ahora una n suficientemente grande para que a cada

k corresponda

Teniendo en cuenta que x log --es función creciente para

1'1	 (A)
k=-0, nk

es convergente y tenemos

(In) - S(A) log n >

00

	Alá9
1 	 1	

n
k	

-
1) (A)	 PA (X) log	 dx.

	

1.t	
1p
n
(A,

x)

En este caso tenemos

Es virtud de la relación (9.11.A), deducimos

00
1 

PA (X)	 n,x)	
x

O log	 dx >	 PA(X) log P 1-- dx > S(A)logtp (A	 —
A 



P2

Como podemos e coger A tan grande como queramos, resulta de

la última de 9uelded y de le ,rel eci6o (11.1 I . A) que d(1) = 1, es decir

que d(

Demóstremos ahora la segunda, parte del teorema (2. I I.A). pis-

casos, según que la desigualdad de distribución p sea aco-

una funcion acotada, digamos que p(x) < B y pongamos

Por otra parte, designando con F la función de distribución de

1, tenemos

F(x) =
x

 p(t) dt
-m

y por consiguiente, para k < x Ck+1 , tenemos
n

Deducimos que la función n es acotada



u	 uramq.171t que

,
tendremos también casi seguramente que

En este caso, resulta del teorema de Lebesque que

1

	

L	 t

Hm	 E	 log	 -	 p(x)lop-.1:cdX. (12.1,	 nk	 -pog
ntó0 -Ln < k < Lm	 n p	 -L_

Por otra parte, valiéndonos de la desigualdad (3.11.A) obtenerrids

E	 p , log	 < E	 pl log	
1

,14<-Ln	 nk	

1

n	 Pnk	 371

k>Lo	 2,›L

(13.11.A)

y de la desigualdad (9.11.A) deducimos

1 
E	 log	 P(x) log	 dx >

nk	

1

o	
1R (x).nk	 lx1>L	 n

k>Ln

p(x) log
(x)
	(14.11.A)

lxi > L 

Para toda e > O podemos escoger .L = L(s) suficientemente grartda



p(x) iog	 dx
Ixi > L	 • P(X)

1
p	 log	 < E.

Piz

Procediendo así, deducimos de (12.II.A) - (16.II.A) que

03

11m
n—*

(H (1 (Cp ) - log P(x) log p(x) dx.

El caso general podemos reduáirla al caso en que la densidad

p es acotada, de la mañera siguiente. Pongamos

r (A) 	 p	 (A)
nk	 nk	 •

En este caso, con la notación

R(A) = Y	 r .(A) = 1 - S(A),'
k= -03	 n

lim R(A) = O.



30

basta,	 oelft

En lo4Ó concierne al
.	 •

ción de más arriba que

Para el segundo término, sirviéndonos de la desigualdad

109 (1 + x) < x log e,	 x -> O,

(A) log	 1 (20.1I.A)

En fin, respecto al tercer término tenemos

primer término, resulta



Por *consiguiente s i R(A) < — , apl Icando nuevamente (3.11 .A)

al último término, obtenemos

nk (
A) log 	

k=-co	" 1

	 <	 E

Pnk	 Lel L.

1.
pu log 1 

+ R(A) log T
2
rIT . .(21.1I.A)

De (is.	 .A), (19 .1i .A), (20.11.A) y (21. 	 .A) deducimos que

p	 1 og	 <	 p(x)_log	 dx +	 (A)n
k=_.	 nk

Pnk	 C°	
P

1	 1
+

	

R(A)	 log 2L + log + 	 E
R(A)	

pit 1 og
12.1>L	 Pu,

(22. I I .A)

en donde

CO

ti^ (x) lo

de manera que, , conforme a (18.11.A) ,

1 im 6,,(A) =
rr›..	 -

Evidentemente,

pA	 P
(x) log --r-r dx =

. A

CO

p(x) log	 dx.
P( x)03



20,

Ahora una L suficientemente grande para que

E	 p1	
1	 'log	 c.	 (23.11.A)

12.1 1.	 P12..

Escój4mas

,Después de haber determinado L, escojemos A suficientemente ..

grande para que

(24.II.A)

(25.1.1.A)

n0 suficientemente grande para que

idn(A)I < e

y en fin, escojemos una

(26.11.A)

para n > n0 en- donde n, sólo -depende de t. pe (22.1I.A) y de (23.11.A) -(26.11.A),

p(x) 1 g	 /	 dx + 4E.
7276T

Como podemos escoger E>0 arbitrariamente pequeña, obtenemos

deducimos que

log	 <

k=-co	
n p

nk 
—

,

(17.11.A).//

Pasemos ahora al caso de una v.a. cuya distribución de proba-

bilidad está formada por una componente discontinua y una componente ab-

solutamente continua.

33



GED es finita yTeoxema 3.11.A.-	 unawv.a. tal que

F la función de distribución de 1,	 rep	 én da por:

F

en _donde F. es la componente diécontinua r	 decir, que hay una sucesión

de valores diferentes	 y una sucesion correspondiente p i , P2 9 • • •

para las cuales p k .10, 1	 k <	
cp

 O, y kr..Ei pk=1, tales que

F o (x) = E	 pk ,
x < x

siendo F i la componente absolutamente continua, es

mientras que O <

F1(x) =	 • Pi (t)dt,

d < 1. En este caso la dimensión

d(E) = d.

i, además, la serie

Pi(x) logd
Pitx)

son convergentes, la -entropra d-dimensional de 	 la, da la fórmula

(d) 
H	 (E) = (1 - d)	 pk log	 +	

03 p
i (x) log	 , dx

k=1	 Pk

+ d log 1 + ( 1-d) log 

	

d	 1-d



En este

general, para a>0 b>0 se flene

a log	 b log(a+b) loa 1
a	 b	 a+b)

Designando por 1. y Ei las v.a.

F1 respectivamente, y poniendo

cuyas funciones de distribución.

obtendremos

. O < H	 (1-d) H	 )

(27. II .A)

Escojamos una E > O. Sea A (c) el conjuntó de índices k para el 	 -
n

cual Xn-k _< e, y B(c) el conjunto de índices k para el cual 1-Xnk < e. E

cojamos ahora un número Ni = N1 (e), tal que



así como dan niimero,

sea 	 -conjunto de indices k para los cuales el

vntluáta Ruede contener a lo

nc ntr r una	 , al que si n> N3,

contenido- en el intervalo '
n	 '	 n	 '

mis una
=

ke Cn(é)

entonces,

por consigo. ente

En consecuencia, para n > 3, el conjunto 	 (e) es un subconjun-

to de A ( E ) Designemos con D= (e) el conjurtto de los índices k que no per-
'

fenecen a la unión A (E) U B (s) . Es evidente que si k e D (e) , tenemos

y por lo tanto

1 (1
Pnk _< 7 Pnk •

La inclusión

C (c) c A
n
(c)



,3 A

. 	•
•	 ••

(con i gua fdid s i y s.& amen te
. 	.

•

d'educnn-b;Hque1-) =

E	 p k (Ánk) <1 P

keDn (e)	 II-	 1)(s,) 

(28.11.A)

Por otra parte, como

max
O<A<E

(X) = me?(
17e<1<1

deducimos que

E
Pnk

kE.An (e) U13n (e)

(29. I I. A)(Xnk) <

•
De (27.11 .A)•- (29.11.A) deducimos que, para n N3(c),'

(1-d) 11(°)(Incol) + d 14(1(111111)	 ( 101-111): •

(d) < E +	 ( E) (30.11.A)

de lo que resulta

1

9



Puesto que, si las ex resiones

y según el teorema (2.11./)

lim H	 - loa n)
n-

como podemos escoger E > rb.itrariamente pequeño, resulta d	 II.A

lim H
n-

Observemos que una' función de distribudión cualquiera F puede

representarse en la formasiempre

F = pF. + qF 1 + rF2	, r > , p +	 + r= 1,

son convergentes, tenernos

en donde F. designa la componente discontinua, F i la componente absoluta-

mente continua y F2 la componente singular. Sin embargo para una función

de distribución que también admite una componente singular (r s 0) i aun

no se han establecido criterios capaces de asegurar la existencia de una.

dimensión y de una entrqpla d-dimensional



Los resultados Igur presentados podemos general F2arlos a varia-

bies al	 orlasT.''.vaFI:tóriales (vectores ale	 1.=	 1.=. ítii s el	 e	 gs 0e-
.1

ci-r-1 funciones  4 diítrrbución en-11	 le euclideanodimensional,	 ..,
-, -

..,

Sí	 es un vector aleatorio s-dimens tonal, ponemos

es evidentemente un vector aleatorio de distribución de probabilidad dis-

creta, y por lb tanto su entropía H(II) es finita, la cantidad H(c)(1n)

sera también finita para.toda-n > 1.

ra,

. 	.
- Definimos la dimensión superlipr e inferior de la siguiente mane -

(°)
H	 (1 )

7—a- (1) — lim 	 '	 nlog n

lim	 >1`ln)
n40a	 log n

_	 .
Si d(E) = 4(E), diremos que el vector aleatorio tiene una dimen-

sión, que designaremos con d(1),

d(1)	 = hm
n÷00

si este limite existe. Se demuestra con el mismo procedimiento que en el

caso unidimensional que

(E)

Tog n

O<

Si



introducida por A. Renyi

cofincide con la dimensiónen 1959. Obsérvese

s i el limite de l s egundo m	 iste. Se „demuestra de la misma manera

que para al teorema (2.11.A), el s. guiente?resultado:

Tea/tema 4. I I .A.

s > 2, cuya distribución sde probabiid

(°)
sidad p , y si H	 (I I) es finita

sol
,
otamente continua con

d	 = s, y tenénios

den-

de su imagerm. O Pa ra puntos e i sra dos, 1 para Segmentos, s para conjuntos

se intro duce laen r9Pe

si la integral del segundo miem( 	 exist

onceptos de entropía y dtmension.

B) La e-entropía 

interior no Ya¿ío . de Rs . Esto establece una relación estrecha entre los

Ahora nos ocupamos de v.a. con valores en un espacio métrico abs-
-

tracto. Para tales variables aleatorias, A.N. Kolmogorov y V.N. Ti jomirov

introdujeron en 1956 lo que se llama e-entropla. Nosotros seguiremos la

versión simplificada de A. Renyi (1959) para obtener la E-entropía.

Sea X un espacio métrico, de métrica d y totalmente acotado. Es- 

to significa que para toda e>0 podemos dividir X en, un número finito de

juntos ajenos, cada uno con un diámetro menor o igual que e. Designemos

con-



un	 can'', un sisema de conjuntos ajenos cuya unión esT,
-

s que cada uno tiene un diámetro menor o igual que E. Supongamos

que esta	 artición es asintÓticam'ente mínima, o sea que

Supongamos, además que los conjuntos <1 (6), t c k c n(c) per-

tenecen	
<

enecen a la menor a-álgebra de subconjuntos 'de X que contienen todas las

esferas1:-eS,decir los conjuntos S (r) de puntos x_que satisfacen la qondi-. 	 <

donde we es un subcon-son arbktt ríos; en otras palabras

ano d X.

-
habilidad {51 k

Sea 1 une v.a. con.valores en X definida en el espacio de pro-
-

cr,99	
1

emos las— .a. E para los cuales 1 (S (r))ck
a

para u	 er, r > amos

P E	 E»

- DeáLníciAn 1.I1.8. - A H(c,1) se le llama la c-entkupta de la

variable aleatoria E con respecto a la e-partición	 : (E) .d
n ÇeJ



'Fi(E4) < 1 ‹:?9 n(E),

. 	,	 _	 •

Pongamns herl..	 '	 -, 	 .

,	 _	 .	 • ,	 ..	 .

1.i: in	 411, ,; •• • • '
D ".(t) 	 '

0	 liCig •fi<E)	
-

.•

lim	 	

NO	 1001; (r)

Val i éndonos . ye-1 a desi0paraád .(3. I 1.A) , resulta inmediatamente

que

D(E) - Pim 116 ' 1)	 	 lim
NO 109'11(0	 NO	 log N (

La definición dada por A. Renyt de la E-entrOplib e cnns,idera.-
-f.

blemente más simple que la dada por A. N. Kolmogoroy. Pero:per _c! ltra: parte

de la definición de Renyi da la e-entropía con respecto a un.. L7part rción

dada en el espacio métrico X. De, aquí se sigue que le E-entroPt-a-arriba in-
,

traducida depende de la e-partición considerada. Sin embargo se puede demos-

trar  (y nosotros lo haremos para un caso particular) que ésta dependencia

es muy débil.

Por otra parte la E-partición de X puede escogerse a veces de

manera que la evaluación de la e-entropía se simplifique, lo cual en cier-

tos casos puede constituir una- verdadera ventaja.



'I(

n (e)
H(c,E) = E p

k=1
(4.II.B)

Para poder demostrar cuan poco depende la...1.e-entropla H(6,1),
,

de la elección del sistemae	 conjuntos eige constituyen la e-partición del

espacio métrico X, constderemosen. detalle-el caso uílidimensional.

Tea/lema	 unav.a. con_malore en_ el Intervalo_

10,11. Supongamos que la distribución	 bbab i 1 idád- de' 1 es absolutamente

contínua, con -la densidad de d s trf buC Sea para e>Cr la e-partición

(3.11.8)

Demobttación: En, este caso X = 0,1). Con las condiciones del '
,

teorema (1.11.B) , tenemos	 dentemente



Si	 (e)	 k -1(c),	 (e)), entonces conforme a la condición

2 11	

a c-P4rticmn X	 (6)(eta 3. II.B) , (4.11 .B) , tenemos

es admisible.,Teniendo en cuen-

Y

H(E,E)	 log n(E)

por consiguiente, de (2.11.8) deducimos  

—
D (E) =	

H(E '
	 <1 im 

log n(E) 

c4.0	 log 1	 6,0	 log 1
e

(5.11.B)

Con la notación

d (e) =
	

(E) - Xk_1(E),	 1 <

	
< n(e),

puesto que

dk (e) < 
E,

tenemos.

m(e)	 dL(E) n(E)
H(6,1) = kE 1 p (e) logPk
	

+ k1 Pk(E) log
` ei	 =  

> A(e) + log
é 7 (6.1 1 .B)

en donde

n(E)	 dk(e)
A(e) = kE

1 p
k (e) log	 Frri	 •

rk=

Con los mismos argumentos utilizados para demostrár el teorema

(2.11.A), obtenemos



Por lo tanto, d (6.11.1l) y (7.11.B) deducimos que

lim U(C,1)	 >	 1	 (8.11.8)
E	 log 1

En lo que concierne a la diferencia

D(E) = 1.	 //

existe. Supongamos dada para toda e>Q, una e-partición

del intervalo 10,1), tal que

Y

en donde

vamos a demostrar el

reonema 2.11.13.- Sea E una'vta. con valores en el intervalo

10,1).- Supongamos que la distribución de probabilidad. de / es abaoluta-
..

mente continua con densidad de distribución p, y que la integral



€1,5

> 1 es una constante positiva que no dePende de

x (c)

P(t)dtP (E) =

y si

n(c)
H(c,E) = E p (e) log . 77—GEF ,

k=1

DEmobtActeL6n: Poniendo

A(e) -	
K

P.(c) log
d ele	 Ic

n(e)

A(c) = E p
k=1

se tiene

entonces

lim ( H(c -,E) - log 1—) = H (1) (I).
e÷0

H(c,O = A(E) + A(c) + log E

Valiéndonos de dos mismos razonamientos que para la demostra-

ción del teorema (2.II.A), obtendremos

lim A(E) = H (1)
(E) .

c+0

Resulta que para la demostración del teorema (2.II.B), es sufi-

ciente demostrar que



Ilm	 is.(	 (10.11.8)
€4»0

Para esto, sea una 5 > O arbitraria

d (e) para los cuales

lo que implica

ni(6)

Se sigue que si E(e,(5) designa la unión

1(c) , xk (e) ) , en los cuales

d (e) =	 (e) -'xk-1 (e) < t+d '

tendremos de (9.11.0

iimP(E(E,(5)) = 0,
c4-0

Tendremos pues

en donde p es la medida de Lebesgue. Puesto que

A(E) < log (1+15) + log C	 P(x)dx,
E(c,d)



resulta de	 continuidad absoluta de la medida

< -, 1 1m, A 99-

Y como 6	 O es arbitrario, °resulta que la relación (10. 11.8)

ocurre. //

De nuevo tenemos una gonexión entre entroPre- Y 4rTerisión, ahora

a través de fa E -entropía. Primeramente, el teorema 1 - 1 :al: Muestre que

dimensión Vía ' 6,-entrOpía :también es, 1-paep , v.a. absollitamertte,tprItAnuas.

Por otra parte, el resultado del teorema 2-11.B. podriamos reeser t trlo

1,	 109 	 )(E)	 0(1)

(con 01(1) -> 0 cuando '&40), lo que nos da la misma expresión dela defini -

cj ón de entropia d-dUmensiona (definición 1.11.A).

C) Algo más sebre la entropía 

Se habla de entropía no solamente para distribucionls,de-probabi-

lidad (discretas según Shannon, absolutamente continuas según Hatori y ca-

sos intermedios según Renyi) y variables aleatorias 	 (tomando el espacio de

probabilidad inducido por la v.a.), como veremos enseguida,

i) Considérese una fuente disCreta (proceso con tiempo discreto),

cuya salida consiste de una sucesión de símbolos tomados aleatoriamente de

un conjunto finito de símbolos A,	 llamado alfabeto. Los símbolos se llaman

letras y una sucesión bilateral de letras x = ( . ..,x	 xo,xl,



concepto de fuente se debe a MeMillan (1953) Pues Shánnon sólo consideró I

fuentes< con el carácter de cadenas de Markov,estacionarlas.

Consideremos ahora el siguíente operador T sol>.

presenta un "corrimiento? de una unidad de tiempo.

donde x' = Kk+.,1
	

,-0 < k <	 Si ScAz y TS = {TxixES} es claro que
k	 —

para todo SEOA y que TAZ =

Si pA (TS) = P '(S) para todo SEO se dice que la fuente es esta -
A	 —

-:.-
cionaria (no cambia con el tiempo la próbabilidad con que se escogen las

El conjunto ScA es invariahte si TS = S. Por ejemplo A és in-.

z	 k
variante y para cada x EA el conjunto {T xiksz} también lo es. La fuente

IA, piell se dice ergódica si todo Se0A invariante tiene probabilidad O a 1.

u) DesdeDesde el punto de vista de la te6rTa de la información, la

característica más importante de toda fuente es larapidez con la que emite

información, es decir, la cantidad promedio de información dada por cada
-



Tomemos n símbolos sucesivos xt , x	 x	 emítidos por
t' t+1'	 t+n -1	 -

la Fuente. Si A contiene a letras, tenemos an sucesionel de n términos, ca-
,

da una de las cuales genera un cilíndro C de 0 A de probabilidad pA (C).Es-
„

tas sucesiones y probabilidades determinan un espacio de probabilidad fini-

to de entropía

Hn = -E p (e)	 log p
A
 (e

Si la fuente es estacionaria, H n no depende de la "posición -

inicial" t, sino únicamente de n y de la naturaleza de la fuente. Entonces

n
n

es la cantidad de información por símbolo que en promedio proporciona la

fuente en una sucesión de n símbolos. Definimos la entropía de la fuente 

- mediante

Un."
n4co -

En caso-de exi stir , este limite depende unicamente de la natu-

raleza de la fuente (i.e. del alfabeto A y la distribúción de probabilidad

PA

El hecho de que la entropía realmente existe para todas las fuen-

tes estacionarias es el primer teorema fundamental de la teoría general de

las fuentes discretas.

iii) Siguiendo este orden de ideas, A.N. Kolmogorov introdujo

en 1959 la noción de entropía de un sistema dinámico por unidad de tiempo,

la que fue perfeccionada por I.G. Sinai en ese mismo año y demostraron que

es un invariante del sistema dinámico.



Dos espacios de probabilidad* se dicen isd-

TC
i 2

r-1
T	 C. ).—ir = P(Cil

Donde C corre sobre todas las particiones medibles finitas del

Entonces

. 
r	

log p.	 ...iir	 r

se llama entropra por unidad de tiempo del sistema dinámico (X,P,T).

No es difícil demostrar que si dos sistemas dinámicos (X,P,T) y

(Y,Q,S) son isomorfos, tiénen la misma entropía, es, decir, le entropía es

morfos existe una funclón	 X `( !›	 Iva tal que .(.)C19„ .,“b	 (0)04,

= Q(B) yP(4)(A)j = P( , en este caso 0-es un isomorfismo, 11a

:;.11	 c

mado automorfismo en el caso de que Tos dos espacios sean uno mismo.

Consideremos el espacio de probabilidad (X,O,P) y un automor-

fismo T en él. La terna (X,P,T) se llama sistema dinámico. Tomemos una par-
,

tición finita C = {Ci,...,C } de conjuntos medibles y hagamos

un invariante. En 1970, D.S. Orstein demostró que para corrimientos de Ber-

noulli que son sistemas ergódicos) el invariante es completo, es decir, si

dos corrimientos de Bernoulli tienen la misma entropía, son isomorfos.



CAPITULO	 III

EL CONCEPTO DE DIMENSION

A) Dimensión Topológica 

En los cursos de licenciatura, el concepto de dimensión con el que

casi exclusivamente se trabaja es el de dimensión algebraica: la dimensión

de un espacio vectorial. Esto puede compararse aproximadamente con la situa-

ción que imperaba antes del advenimiento e la teoría de conjuntos, cuando

la idea de dimensión era bastante vaga pues se decía que una configuración
•

era n -dimensional si el número mínimo de parámetros reales necesarios para '

describir sus puntos, de alguna manera no especificada, era n. Se esperaba

que esta noción de dimensión tuvieron un, significado topológico.

Dos acontecimientos pusieron en entredicho esa idea de dimensión.

Por una parte Gtorg CantOr estableció una correspondencia biunívoca entre

los puntos de la recta y los puntos del plano, y por la otra Giusseppe Pea-

no	
.

 estableció su mapeo continuo de un interValo sobre todo un cuadrado. El

primero contradecía-la creencia intuitiva de que un plano tiene más puntos

que una recta y hacía ver que la dimensión podía alterarse mediante una fun-

ción biyecti-va. El segundo contradecía la creencia de qtle la dimensión de

un espacio podía definirse como el mínimo número de parámetros reales con-

tinuos requeridos para describir el espació, y mostraba que la dimensión po-

día aumentarse mediante una trasformación continua.



dimensión tenga un significado toPO16-

1ante-homeemerfiSmns, es decir funciones biyectivas'

funciones que cumplan a la vez las características de

la, función de Cantory:de la función de Peano. Fue hasta, 1911 cuando seYcle-
.

lbeSteó-que-lbs-éspaelos euclídlanos n dimensionales y los espacios euclidla-,

nos m-dimensionales no son homeomorfismos, a menos que m=n. Fue Brouwer -

quien dió la primera demostración de este hecho, pero ésta no revelaba ex-

plícitamente propiedad topológica simple alguna que fuera responsable de -

la no existencia del homeomorfismo.

En 1913, Browner introdujo una función de valores enteros topo-

lógicamente invariante que para los espacios métricos separables localmente

conexos es equivalente a la utilizada actialmente, 11dinada "Dimension grad".
,

El, artículo de Brouwer pasó Casi desapercibidor,y fue hasta 1922 cuando Men-

ger y Urysohn, -de manera independiente entre sí y de Brouwer, reconstruyeron
,

y mejoraron ladefinición de Brouwer, elaborado con ,ella una útil teoría que

unificó y ordenó esta gran rama de la geometría.

La definición de Menger dice que

el conjunto vacío tiene dimensión -1, y que

la dimensión de un espacio es el mínimo entero n para el cual

todo punto tiene vecindades arbitrariamente pequeños cuyas

fronteras tienen dimensión menor que n.

Esta definición .es intuitiva y sencilla, y tiene un carácter in-

ductivo. La definición de Urysohn, del mismo tipo, será dada más adelante.

lálcántyn'.

Actualmente hay diversas vías para definir la dimensión topológi-



ca, pero nos interesa el enfoque dado por H. Lebesgue, quien observó que

un cuadrado puede cubrirse con pequeños "ladrillos"de modo que ninguno de

sus puntos quede contenido en menos de tres de esos "ladrillos", pero si

los "ladrillos" son suficientemente pequeños, al menos tres tienen un pun-

to en común; de manera similar, un cubo' en un espacio euclidiano n-dimen-

sional puede ser descompuesto e n ladrilles arbitrariamente pequeños de mo-

do que no se intersectan más de n+1. Lebesgue conjeturó en 1911 que el Fui-
/

mero n+1 no podía reducirse más y Brouwer lo deMostró en 1913. En esta pri -

mera parte del capítulo trataremos de ver la equivalencia entre los enfo-

ques de Urysohn y Lebesgue para la diMensión topológica. Los espacios que

se trabajan aquí son espacios métricos separables o compactos debido a las

grandes dificultades que se encuentran @I ,t ratar de extender la teoría de

la dimensión a espacios más generales.

Del¿níci6n (Urysohn). El conjunto vacío y solamente

vacío tiene dímen&Lán topoi6gxect -I.

. 	.

Un espacio X tiene clipiruSeibn toológioo < n (n > O) en un punto

p si p tiene vecindades arbitrariamente pequeñas cuyas fronteras tienen di-

mensión topológica < n-1.

X tiene dímeniSan topol5gLeu < n, dtX < n, si X tiene dimensión

topológica < n en cada uno de sus puntos.

X tiene dímen4L6n topoL4Lect n en un punto p si es cierto que X

tiene dimensión topológica < n y es falso que X tiene dimensión topológica

< n-1 en p.

el conjunto

X tiene dímenzLón topoUgíca n si es cierto que dtX < n y es fal-

so que dtX < n-1.



ene dLmttst6k -topot6gLcct cosi es falso que dtX < n para ca-

fi

'raciones co

t r e esta definíci4n, no el muy complicado demostrar afir-

nvaríante topológicodirnens ort, opologtca es un

i) dtX < n sí y sólo si existe una base de abiertos puyas fron-

teras tienen dimensión topológica n-1.

i) Si dtX = n,n finito, y -1 < m < n, existe un subconjunto m

dimensional de X.

Todo subespacio de un espacio de dimensión topológica < n—

tiene dimensión topológica < n.

dt)( < n si y sólo si todo punto pcX puede ser separado, 11-tedian-

te un conjunto cerrado de dimensión toOológica < n-1, de cual-. 	—
quier conjunto cerrado C que no contenga a p.

con la teoría, se demuestran proposiciones

Si A y B son subesPacios de X, dt(A+B) < 1 + dtA + dtB—

vil) Un espacio que es la suma numerable de subconjuntos cerrados

dimensión, topológica < n tiene dimensión < n._
Un espacio tiene dimensión topológics < n, n finita, si y só-

lo si es la suma de n+1 sLubesnacios de dimensión < O.

Si A x B denota el producto topológico de dos espacios A y B
-
(producto cartesiano con la base dada por los conjuntos de la

forma U x V, dónde U es abierto de A y V es abierto de 8),

entonces

dt(A x B) < dtA + dtB.

Síguiendo adelante

mas elaborados como

•de



Sea X un espacio métrico compacto con función de

Si U es subconjunto de X, su dametto es

6(U) = sup {p(x,y)lx,y c u}.

distancia

gue la idea de Lebesgue.

mensión topológice < n si y sóloUn espacio compacto tiene di

si dos cuatesquiera de sus puntos pueden

junto cerrado de dimensión < n-1.

El espacio eucltdiano n -dimensional tiene

separarse con un con-
,

dimensión topológi-

ca n.

No damos las demostraciones de estas afirmaciones porque nos

alejaríamos del propósito de este trabajo., El lector interesado puede con-

sultar 121. Pasaremos a la caracterización de dimensión topológica que si-

Por la compacidad de X, sólo consideraremos cubiertas abiertas

finitas. El orden de una cubierta es el máximo entero n tal que existen n+1

conjuntos de la cubierta que tienen intersección no vacía, y la malia de la

cubierta	 es el número.

suP{ó(U)1U6 }.

La cubierta
	

es más fina que la cubierta	 si tecla miembro de

está contenido en algún miembro de	 .

Teorema.- Un espacio métrico compacto X tiene climensión topoló-

gico < n si y sólo si para cada n > O existe una cubierta abierta finita de

malla < n y orden < n.

La demostración será dividida en dos partes:

a) Si dtX < n, entonces tiene cubiertas abiertas de malla arbi-_



trariamente pequena y orden

b) sr X tiene çub
	

as de malla arbitrariamente pequeña y or-

den < n, entonces dtX

ema.„- Sea X un espac.La	 Sean III y U2 dos 	 abiertos

de X que cubren M. Entonces existen dos abiertos 1/1 y V2 que cubren M y sa-

tisfacen

ViV2= (1)

Dernastización.- Si dtM = -t, es inmediata. Sea dtM

Podemos suponer que X. U1 + U2.	 Entonces

Ci = X	 U2,	 C2
	

X - LI1

son conjuntos cerrados ajenos. Como dtM 	 O, existe un conjunto cerrado 13

que no intersecta a M y separa a C1 y C2	 Esto implica la existencia de los

conjuntas V I y 5/2.	 ñalados. //

Lema 2.- Sea X un espacio, M c X con dtM < O y lbs, U2,...,Ur

una cubierta, abierta de M. Entonces existe una cubierta abierta VI,V2,...,Vr

de M tal que

i =1,2,...,r,

i = J.

•
DemazStitaciárt.,- Se hace por inducción, utilizando el lema 1. //

Lema .- Sea X un espacio, dtX < n y	 una cubierta de X. En-

tonces existe una cubierta 	 más fineAue	 de orden < n.

Demoatmacíón.- Si n = u el resultado es inmediato. Sea n finito.



es una cubierta para cada A., usando el

ema -2 obtenemos'n+1 colecciones finitas'	 de conjuntos abiertos:

es una cubierta de A. y V
i

de las subcubiertas y estos dos conjuntos son ajenos).

Teahema a).- Sea X un espacio métrico compacto de dimensión < n.

Sea	 la cubiertade X formada con todos los conjuntos Vi
J'

,...,h+1, J = 1,...,r(i), Entonces tiene orden < n, ya que si to-

mamos n+2 miembros de	 , nécesariemente,contienen dos conjuntos de una

Entonces X tiene cubiertas de malla arbitreriamenIe-peqpeña y orden < n.

DemobticaeL6 .- Para cualquier e >.0, consideremOs la colección

de todas las vecindades esféricas en X de radio e/2. Puesto que, X es compac-

to, existe una cubierta finita cuyos elementos son conjuntos de esa colección,

y por lo tanto su malla es < e. Por el Lema, 3, esta cubierta tiene un refina-_
miento de orden < n.

Pasamos ahora a la segunda parte

Temema 6).- Sea X un espacio . métrico compacto. Si X tiene cu--

biertas de malla arbitrariamente pequeña y orden <n,

entonces dtX < n.



= inf	 j&(U1)I,
i=1

Idea de la demostración

n-dtmen4Lonal se dice unAlvemat si todo espacio de

n puede sumergirse topológicamente en él.

Sea 'p -	 el conjunta-de:todos-4os Puntal de E	 que tienen

a lo más n coordenadas racionales, sea t	 el cubo unitario en E2'"1.

Entonces x	 pn	 , 1	 es un espacio n-dimensional universal, y re-
.

suite que si	 toda cubierta de un espacio Y; tiene un refinamiento de orden

< n, entonces existe un homeomorfismo 11.)»12n44 tal q 	 n

como x tiene dimensión n, entonces dtX'<'n. For Gltimo, las hipótesis del

teorema b aseguran la existencia de eses .refinamientos de orden 	 n. //

La demostración prueba tambiell el siguien

TeoAemdt Un espacio tiene dimensión topo

toda cubierta tiene un refinamiento de orden < n.

6) Dimensión de Hausdorff

Hausdorff (1919) estableció una medida p -dimensional (0<p eR)

para espacios métricos arbitrarios. Este es un concepto métrico, en tanto

que la dimensión es puramente topológica. Aqui se dará la definición de di-

mensión de Hausdorff y en el inciso siguiente se compararán ambas dimensio-

nes; estas conexiones se deben a Szpilrajn y datan de 1937.

telírtíctión: Sea X un espacio y p un número real-, O< p < co. Dado

+ U + ... es una descomposición de X en una colección numera-

dimensión topológico <

c>0, sea



e	 subconjuntos de diámetro menor que e y p denota exponenciación.

Ea meekída p dxnwiscovfa2 de-X es el número m '(x) = sup me
P	 Pe>0

ecI T0P que X tiene	 en4 tán de Haubdot66 p si y solamente'si

= sup	 (X)	 o},

y 10 denotamos	 dh(X) -

Como m = O implica que dh(X)	 p, podemos dar la siguiente de-

DelSíníeí6n: X tiene dimensión de Hausdorff < p

para cada n > O existe una cubierta abierta finita {U.} de

z (5(u.)p < n y en este caso ponemos
1=1

dh(X) = ini {pidh(X) < p}.

C) Dimensión Topológica y Dimensión de Hausdorff.

Teorema.— Para todo espacio métrico compacto X se tiene

dt(X) < dh(X).

Lema 1.- Si X es un espacio tal que m
P÷I

,(X) = 0, O< p < w, en-

tonses para casi toda r los cascarones esférjcos S(r) = {xid(x,x 0 )= r},

*.eX fijo, tienen 0-medida O.

Demobtneión.- Sea E un subconjunto arbitrario de X. Sea

que

r 1 = inf d(x,x0),
xeE

r2 = sup d(x,x;)
xcE

r2- r 1 = 6 (E)



Estamos dando que m

dé descomposiciones de X

(X) = O. Se ve que existe una sucesión

X = A 1 	 A2

de (1) y (2) se sigue que

tal	 que

lim

	

	 15(A?) 113+i =.
n-1.00 1=1

De (3) y (4) tenemos

Hm	 T	 Is(s(r). Ani)Ip
1-1->w	 1=1

Cada una de las integrales es no negativa; consecuentemente po-

demos	 intercambiar integraciones y suma, y entonces

liM	 I Id(S(r). A7)11),
n+00	 i=1

esto es

hm	 I	 16(5(r). A7)1" =
n~	 1=1

nk
Por lo tanto existe una sucesión A. de descomposiciones de X

tal que

liffill~/5!»<W) = o
	

para casi toda r.

k4.0.	 =



Lema2.- Sea X un espacio tal que mr1+ (X) = 0, 0< n < . Entob-

DemadstAagOn.- Como mG(A) = O implica que A95, el lema se sigue

por Inducción del lema 1. //

Lema 3.- Sea X un espacio tal que dtX = n, O < n < co . Entonces

m
e
 (X) >

DemaótAaul6n .- Sustituyendo n por n+1, el ,lema 3 resulta el con-

trapositivo del lema 2. /I

Aho ra sí Podemos demostrar el teorema:

Sea n = dtX, entonces m (X) > O por el lema-3 se tendrá que

dh(X) > n por la definición de dimensión de Hausdorff. Es

dh(x) > dt(X). //

decir,



CAPITULO	 IV

A) Dimensión métrica.

ENTROPIA Y DIMENSION

Del¿nícíón 1.IV,A. X tiene dimensión métrica < r si y sólamente

si para cualquier r > O existe una cubierta abierta finita de tamaño N y -
,

De esta definición y de la definición de dimensión de Hausdorff,

eviterna 1.1V.A. Para cualquier espacio métrico compacto

Demoztnación.- Para cualquier cubierta abierta de tamaño N y ma-

s, 6(u1-) < e y entonces —

malla E tal que Ner < h. En este caso escribiremos

por lo tanto, si dm(X) < r se tiene que dh(X) < t y se sigue la conclusión

del teorema. //

De este resultado y el del capítulo anterior se sigue que para



todo espacio métrico copipacto X

dtX < dh(X) < dm(X).

el capítulo II se definió la e -entropía de

una E-partición de X como

	

n(e)	
1

H(e,) =	 pk(é) log	 -r .

	

k=1	 PkE)

y se llegó a que

H(e,l) <-1og n(6):

donde lim- 11) x) - 1 y N(c,X) es el mínimo número de conjuntos en una
40

e-partición de X.

De manera símilar, se define la e-entropía para un espacio mé-

trico compacto X mediante

H(c,X) = log N(e,X).

Así la e-entropía de X resulta ser la máxima entropía posible

para el número mínimo posible de conjuntos,, de la e-partición.

Es posible verificar directamente que la dimensión métrica está

relacionada con la E-entropía mediante

dm(X) = inf{rIN(c,X) < const (41)



C) Dimens on métrica, dimensión de Hausdorff y dimensión 

lógica.

Hemos visto ya que dt(X) < dh(X) <-dm(X); el propósito de elte
—	 —	 ',..-

inciso  as demostrar que siempre existe una métrica equivalente en el espa,-

cio compacto X tal que

dt(X) = dh(X) = d (X).

Antes de enUnciar y 'demostrar nuestro Teorema daremos algunos

conceptos útiles para nuestra demostración:

Si A y B son subconjuntos de X, entonces decimos que A es denso 

A	 B. A se llama denso en todas partes si T.= X. ,Esto significa

cualquier xeX y e>0, existe un yeA tal que p(x,y) < E.

Si el espacio métrico X tiene un subconjunto numerable denso en

odas partes, se 1 ama un espacio métrico, separable.

Si (X,p) es un espacio métrico, un conjunto A c X es llamado

denso en ninguna parte, si su clausura -)!Z no contiene esferas, o equivalen-

-
temente si A no tiene puntos interiores.

Un conjunto A c X es llamado de la Primera categoría en X si es

la unión de una colección numerable de conjtMtos densos en ninguna. parte.

Un conjunto que no es de primera categoría es llamado de la segunda catego-

ría.

A las intersecciones numerables de conjuntos abiertos se les Ha-

ma conjuntos Grs.



Teorema 2.1V.C.- (Teorema de Baire). La intersección numerable

de subconjuntos densos abiertos de un espacio completo es densa.

Demo4tuto.26n: Sean D I , D2,•••, subconjuntos densos abiertos-de

X y D la_intersección de los D. Debemos mostrar que cualquier conjunto

abierto U de X intersecta a D.

Dado que D i es denso, existe un punto p l en U D 1 , y ya que UD1

es ab e o, es posible hallar una vecindad esférica S I de p i , de diámetro

menor ue 1 cuya clausura está contenida en UD 1 . Si ahora reemplazamos U

por"Sr y D1 por D ,:obtenemos un nuevo punto p 2 y vecindades esféricas S2

de-p: de:sfigmetrd) menor, que 1/2, cuya clausura está contenida en S 1 D 2 . Con -

tinuand-  de -e	 mane ac 1 Ie9amos a una sucesión

	

P ,Pz,.	 (4.1V.C)

taly que

	

S(Sn	
(5.IV.C)

• 

S- c
n- 1 n'	

c 
D1	

(6.IV.C)

Consecuentemente (4.IV.C) es una sucesión de Cauchy y se sigue

que tiene un punto límite p. Sé desprende de (6.IV.C) que peUD, lo cual prue-

ba el teorema.	 //

Teohema 3.IV.C.- Para cualquier espacio métrico compacto X exis-

una métrica equivalente tal que

dt(X) = dh(X) = dm(X)	 (7.IV.C)



Demobtítacíón.- Dado que dh(X) está entre dt()) y dm(X), basta

on demostrar que dt(K) 	 d	 )

Si dt(X) es infinita, no hay nada que probar. De otra forma sea

consideraremos Par ' n la, clase Kr de todas las funciones 	 )

donde 12i.t-.:	 d	 1 Cribo unitario en	 , tales que dm(f(x)‹r. .

compacto por ser f continua y X compacto, existe para cualquier

na-cubierta abierta de taseffe N y malTa'e tal que N er < 11k. Sea

asé e todas las'funciones -f. para las cuales una tal cubierta exis-

(8.1v.c)

Se ve que Kkr claramente es abierto' en la toPológia de conver-
,

,
gencia-- uniforme en C(X, 12 41) Y que K es ur sub.o0o5unto Gis (dado f Y -

c (x, 12	
), existe n tal que Ig-fl< n ,19(x),_.,f(),S1-‹ n, tomando al aup

de estas distancias i.e. sup lg(x) - f(x)1 < n 'es,'abiertID K es la
xcx	 .	 r

intersección numerables de conjuntos abiertos lo que implica que K 	 es un -
,

conjunto G).

Consideremos ahora K* la clase de todas las funciones feC(X, 12

tales que f(X) está contenido en un polítopo n -dimensional en 12+1 En' con,n	 -

secuencia K* es denso en C(X,I2n+1 ), y dado que r>n tenemos K* c K . En con-

Sea ahora H la clase de homeomorfismos en C(X,I2
n+1

) (i.e. la

clase de funciones que son bicentinuas). Entonces N es también un subconjun-

G de C(X,I2+1') y entonces el conjunto
n 

to denso

Vi* = H
l=1	

Kn
+1,i

secuencia K
r
 es un subconjunto G de C(X,I2	 ).

8	 n+1

(9.IV.C)
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