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- Esquema de un Séstema de Comundegedfn. (1)

__El esquema consrderado es tan genera] que se puede apllcar la Teo-.
_r|a de Ta Comunncac10n a domlnlos muy dlferentes, como la FlSlca (Termodtnaml—
ca, Opttca) Blologta (NeuroflsnoTogfg, Genetlca, Endocrlno}ogla) Psicologfa

'(Memorizacron)5 Llngu:st1ca Crlptografla, Reconocnmlento de las formas, etc.



'qU|erawel error al reC|b1r el mensaJe pero esto es: |mposlble s
'error o equwvocacnon serd >H C, pero se puede acercar a H- C tanto como: se qU|e-

ra-uSando un cédigo adecuado.

Las fuentes de |nformac:on pueden ser discretas o continuas; 'son

dlscretas si forman Tos mensaJes con un. conjunto dlscreto de simbolos. Muchas




H pasterlormente ha srdo;extpndlda a] caso o

‘tgual ente probables, una deflnlcson adesuada:--

de 1a. cantldad de lnformac;onfdebera cumpl|r que f(n) (nl) + F(nz) donde 3

n=ning.. Hay muchas funcnones que satlsfacen esa CondlC n} por ejémplo;

f(n = nlmero.de factores prlmos de n. Sln embargc, una med:da de la’ cantldadg

de :nformacuon debera ser crecnente en n, y se puede demostrar que eso obllga

. a que-f(n) =c log n.. (c una constante)




pfOporcidna'inde¢ééf6n.‘L

Para resu]tados que no son |gua1mente pro'

' resultados equnprobab]es d' X en dos grupos con n1 y nz,_

vamente. RIS ur;uf :Uﬁ;;&".p.-

'Eﬁtbhﬁés n=n n1 + nz y Ias probablitdades de Tos grupos son

p; = n1/n y pz— n2/n. La deflnlc;on de cantldad de lnformac1on deberé satlsf
. . B :

'“.uno de los n mensajes = :nformaC|on de que re

cer;_lnformaC|on asocia

N mensaJes por.h_

.Tog

| Luegp--' - H

,':;.':n:;ﬁ = f L:'n_ '. .  i B 7 w; ?
Aob -—--+~—- o2 2 +_ﬁ_ __ .
log. n n“#]°g_n ]og n 109 - 109 o
| ; . :ﬁ1 :lné: ._-n2_¥ o -”} - o

== 7 log:qm = 7 Tog 7= = pilogpy = pylogp, -

Esto sugtere que sn X tiene n resultados con probabilldades

Py» PpseessP, de ocurrif (Z P —1) definamos
: ' |“1.-

13

H (pl’ pzs---’p ) p; log pi:

i'
—

1_5




Iac-_e:n'trqup'fa de p'l",-i'fpz-,..‘-....,..pn", .-I'-'_Tama'c:la' asT_ pOr‘_al}aliogT'a“‘_"t_:on -u_n'é expresidn que
apé-ré-ce en terrﬁo.d.ifném-iCa._'Es-ta e's"-'u-n.a-definii:ién' adecuada de la cantidad de

informacién, . . . - = B i o




defémbsaUhsespéciq_dé prqbébi]idad_anitd An formado de 'n

:};,Aﬁ_y seén pr, h£,;.,,pn Tas pfobabiiidadesfco?.—

rentos, donde evidentemente

'dohdé“la.base.del logaritmo.es 2.

Puesto que

logbm = lngé Iogém, :

'si_ée_pasa de los logaritmos de base 2 a Ib§ logaritmos de baée 10, Ta expre.

- . N -, ’ g ) \
sidbn de la entropia sera -

. n o
H{p3s Pyyeensp,) = = Tog,10 £1pk109 Py

k

"En lo sucesivo , serd la relacién (1.1.A) la que utilizaremos.

La entropia dada ﬁor_la relacidn (1.1.A) puede ser considéfada:




ey

nacién cortenido en el espacio de pro-

Jfentes propiedades:

:'i7f7iHE‘P¥;wp5‘**‘5ﬁﬁ)i37°f j;V1.
(Résﬁ?téfque la entropia es, como toda medida, ho—negativa.)
: D‘ejnob_aac;éﬁm '

.._Cdmo_Qi pi §_l, log P; <0, yel feshifado se obfiene de la de-

Finicisn. //

: VP&qpiedad;Z.f Si'pi=1, pkl=10;‘para k # i; entonces

‘hQCho de que_éi un

~espacio de probabilidad: in_evento elemental de probabilidad uno,

elﬁreéto46§ §v§ﬁ£é$ié1§mé6£ai§s'tféﬁéh ptoﬁaﬁiii&éd?ééﬁé,.y;hdpqgee.inde4'
terminaéféﬁ;éjéqﬁgﬂ). | | | |
':; :fb€m65¢%&?£3¢3  "
 'f- s¢ Qigéé_dé ja éefiniciénfﬁéciénd§;0.? 0. //
- é@opigd@dQB,;gLa entropfa satisface la desigualdad
o, (pas o, ._..,pn)g Lo,
(Esta:pfqueﬁéd muestra-que-la entropia alcanza su miximo cuando

todos los eventos sonxéquiprobables.) -

-?gmnsznaaiqng L




a 1a desigual

niimeros no negativos Xi,Az, cveyA s cuya su- "

.resﬁltaéque'

gy

'_Ha+ff9iép§ﬁ%éiPﬁ‘9?f=ﬂ”nﬁpl#P?a}1;€Pn’F

L (Esté'pfépiédad bdné5éﬁ eyidengia.el'hécﬁo de que lTos dos espa-

cios de probabilidad finitos

n

3 .

iy AL Ap LA




ciendoi0.o= 0. //

iy

ios de probabilidad finitos inde-

1

con las probabilidades-ﬁkz forma un nuevo ‘espacio de

que denotamos por Anrx Bm. - e

- Propiedad 5;4'57.AHUY Bﬁ'soh‘dosieSéa¢jo§fde pfﬁ¥_ﬁ Tida

-

tos independientes, tenemds__ -7
.'Hﬁmgﬁng*TSﬁ) = Hn(An)'+ Hm(Bm);
(La probabilidad 5 muestra que la indeterminacidn del producto °

de dos espacios de probébi]idad finitos independiéntes es igual a la suma

de las indeterminaciones de los dos espacios considerados.)

‘ _Demozgmcﬁri-; _




. :'L‘;:£3it;éi;ﬂlika;iFA-

k=l E=1 k z'._-.;k'.,fﬁ

N;;flnltOS A y
: Bm son dependlentes y sea q, la probabllldad de que sucede el eVento ele~
_menta] Bﬁ en el espacio Bm a condlcron de que en eI eipaplq_Ah—haya suce-
~ dido el evento A . En este caso, a probapilidad del evento (A, B,) se-
'ré j
Tep = pk 9 p ‘ _ .(5JI,A)

La entropla del espaC|o de probab|lldad flnlto B con&iéiohada7'
: por el evento elementa] A del espaC|o A sera
Hm(BﬁlAk) = ££1-qk£109‘QR£ y . .(GfIéA)
,:mienfras_qpe la entropfa del espacidee probabilidad Bm condicionada por

.,.Eddé ei espaéiowkn-séréf
H (B [A) = kilpk-Hm(smlAk), | (7.|.A)

Propiedad 6.~ Si An y'Bm son dos espacios de probabilidad fini-

tos cualesquiera, tendremos

'ty 'xs) H(A)+H(BIA)

“(Esta prop:edad pone en eV|denCIa el hecho de que en e] caso de .dos espa-

f,JCIos de probabllldad flnltos cua]equIera, Ia |ndeterminaclon de la reall-




i

nacion de un espacio .mis

0 T R
oo e e € =K _
y qséhdo (7.1.A) tenemos.

Hhm(An x Bm) =‘Hh(An?-+?Hh(erA%?““//x

Propiedad 7.- Dados dos eSPaCTQS de probabilidad finitos cuales~

quiera Aﬁ Y  Bm se tiene
H_m(ﬁ_mIAn) <H (B).

_(La_propiedad 7 muestfa'que.el conocimiento del resultado del es-

.- pacio de probabilidad ffnito;_An no puede.mSS que disminuir la indetermina— .
acla e probagytidan JIniten Ay, 0 RY > U It rmina




cién del espacio de.probabilidad finito B .)

) 13 .,"ﬁ.gés.'ikgl‘-‘_la'Il'd.ad.'-'_. ("2”--"-_’1_‘-) para f(x) = *x 1ogx, X\ =»‘c=.‘ki

)

)

- Pﬁgpég&édj9z Dades dos gspa@fosiae probabilidad finitos cuales-

~ quiera Ay B_; se tiene
Hh(AﬁLBﬁ)i?le(BmJAh) * Hn(Ah) ) Hm(Bm.)'
Demostracitn:
Para Ta entropfa'del'espacio Ah X Bm se pueden dar dos descompo-
siciones Tdénti¢a5,‘ﬂL" |

._/2.



il 2B = ) A

-Hhmp§n *f?h) % ngﬁm)'f'Hﬁcénlsm):
1'de:dqnde'la prcpjeﬂad‘S'fééﬁitaﬂiﬁﬁédiatémente;'//

 fB) Ei'Tebréma de Unicidad.

De las propiedades de la entropfa que hemos probado, podemos con~
siderar como basicas las dos siguientes:

n b

1.- Para n dado y para: L p, = 1, la funcién H (py,...,p_ ) toma
- k=1 k n n
su valor mds grande para p, = %-(k=1,...,n).

2.- H(AB) = H(A) + i, ().

. Agreguemqs'a estas propiedades una tercera, la cual cbviamente
debe ser satisfecha por cualquier definicién fazonable de entropfa. Ya. que

los espacios .

A;; Ag ceo A Y A1 Az . i A: A

Py P2 P : Py Po P 0

claramente no son en esencia diferentes; tenémos

3.- H(pl,...,pn) = H(p;,...,pnyo) (si se agrega el evento impo-
sible,o'cuaiquierfnﬁmero de eventos de probabilidad cero a un espacio, no

cambia su entropfa).

Probaremos ahora la siguiente proposicién debido a A. Ya. Jinchin
(1953), que,muestra}qUefeétas 3 propiedades determinan la expresidn pafa'la
entropia, $aivo;e}'produ6to pbﬁ una constante.



e -informacidn}.q -

onde A es-una constante positi-

da-uno.de—]os cuaiééicontieﬁéfr;eyentOS_lgualmente_probables de modo que
H(s)-H(,,...,‘) L(r), o (1 <k<m

por la propaedad 2 (generaltzada al caso de m espac1os) tenemos, en vista

de la |ndependenc1a del espac10 Sk

s - R




..'yfdé iguél"Ftha;ﬁpéfé"CUQIQUié;ﬁbfﬁblﬁd} déTéhtéfQ5 §5§T£Fvo§‘n_y S;"'
) LT COLES™Y = nL(s). L (3:5)

Sean los enteros p051t|vos v 2>2, S yn dados arbatrarlamente, y

- seam el numero determinado por la des;gualdad

o< st < r'";._l_ _— .. (s.1B)

por consiguiente
m log r < n log § f;(ﬁ+1) iog‘r
= . ’ (5- | -.B)'

m;i log S
n l r

Tog n

f=l§

_se_sjéue‘de {k.1.8), por Ia:ménotohfaide 1a funci6n L(n)3-qge
L(r’") < L‘?'f’ < L'trff*‘-) .
y.cqnsecuentehenté.pot‘(z;jtﬁ) Y i?;I.B)
L () ._i.._nL:'(S)'_<_;. (1) L)
de modo que

&

l—

(s

—

<mH . (6.1.8)
n .

n
n

5

Finalmente se sigue de (5.1.B). y {(6.1.B) que

/o

s



L(s) - log i< 1 ..
L{r) Togr | n’

ya qﬁe el tado izquiérdp déiéstéidééjgﬁéldéd'es independiente de m y ya
que n puede tomarse arbitrariamehte granHe_én el laddfderecho,_

L(S)'“'Iog-$ P

L(r} ~ log r
0
L(s) _ L(r)
logS " logr ’

To cual en vista de la arbitrafiedéd de .r Y=5.qui§re decir que '

L(n) = Alog n,
donde X es una constante. Por la monotonfa de la funcidn L{n), tenemos
A >0, y‘nuestra afirmacidén queda probada.

1

Esta aseveraci6n representa el caso especial P = (1<k<n)

del teorema a probarse. Consideremos ahora el caso mds general, donde los

pk(k=1,...,n) son cualesquiera ndmero racionales,

Sea
P =q/9  (k1,....n),
n
donde todos los;gk_son enteros positivos y Z. 9 = 9- Sea el espacio fi-

nito A consistente de n'eventos con_prdbabilidades pl;..,pn. Nuestro proble-
ma consfste en encontrar una expresiéh para ia funcidén H evaluada en este
espacio. Para este . fin consideremos un segundo espacio B, el cual es depen-
diente de A y estd definido de la siguiente manera: El espacio B contiene
g eventos Bl’,BZ""’Bg’ los cuales dividimos en n grubos que contienen

Q1 gz,...gn eventos respectivamente. Si el evento A ocurrid en el espa-

k

cio. A entonces en el espacio B todos los 9y eventos del k-ésimo grupo tie-

L7



- nen la mlsma probabnlldad l/gk y todos ]os eventos de kos otros gruposr

 ]t|enen“ Flldad cero Asl,_dado cuaquIer suceso A de] espaC|o B se

Lifred ce.a un 5|stema de gk eventos lgualmente probab]es de mod@ que la en-
'~"tropra_condyc|ona] es
W end, L) - L(g,) =Mog ],
Sk S ohg g TR TR
% Sk e
‘1o cual significa que'
- o N ¢
H (B) E p (B) A Z P, ]og g A p log p, + A Iog g.
SO A =1 _'_‘ K- kK
SR * (7.1.8)

Regresemos ahora al espacno producto A x B, consastente de los

eyentos Ak Bg

consecuencia

'ifL(g) A}og 9
Usando fa'pgopfedéd (2):¥ﬂlaLrg%§ci5n~(7;ILB), hal Tamos
llog g H(A) + A Z pk log pk + Alog g,
L k=1

en consecuencia

H(A) = H(Pls!'f’pn) = - A Z pk ].09 pk'
=1

Finalmente, la relacion (8.1.B), la cual hemos probado para
- racionales Plsse+sP,, €5 valida para cualesquiera valores reales de sus

 i 1y




cidad para el caso de distribuciones

© guiente:

- Sea

_denﬁﬁéa@}défﬁrﬂb§ "

_casi ‘segurament

se tendrd H@b)_§ H(é&): o
Sean z Ta densida
dad condicional del vector (&

‘Sl = Xl,.--,gk ='xk'

Ax,éd'mc; 3.~ Se tie

 %f{$;

miticos han simplificado los

:.féﬂdéng(1956), H, =

eihédfbwély-dg-ﬁedrda'bositjva,.en7la_densidad

- %fﬁﬁé5deﬁsfqadq§e.propabiridadfén 35'y p#ey

_h§;t¢‘afﬁafﬁ¢§}da dé Lébésgue y si soboffe'dé pcD,

d del vector (El,...,Ek) y w*l . la densi-
7 SEPR

k+T’?Tf’gs) bajo 1a hibétesis.de que

ne la relacién

2 Funcion H(pss.-op,) v

1édre@agqgedé'éompletéa_ //:-7

ns




B D) Mg rB) B B)),

1, 1Jd <8,

entonces . H(p} es una:‘dBcééh-sélahéﬁfé:de CrseessCy ¥ de Miseresly, Y NO

depende de Ia dlmen5|on del espacno S, donde z cJﬁJ = 1.
Tl K=1

.:Tédﬁé#i {é-?ﬁﬁlhfﬁétesfs#4e los axiom;s 1, 2, 3y b,
se tiehe'
p(x) log p(x) dx,
donde X.eétﬁﬁaﬁgbﬁsréﬁ%é}?ééffivo.

rﬂf iifﬁwhjs lngarden y K. Urbanik (1962) dieron un enfoque nove-

doso a la axromatlca de Ia entropta al presc:ndtr de la probabilidad. Para

cierta: fam:flé dalalgebras booIeanas, deflnleron una funcién H que Elamaron
lnformac1on, y demostraren que para cada subalgebra A de la familia corres-
~ponde una un|ca probabllldad PA defjnlda sobre A, de modo que
_ o PA (5)
PB(B) = ﬁx-Tﬁgy' , BeB,

para toda subélgehrahs de A y que
S n
.H(A) = -JE1PA(AJ) Tog Py (AJ),

donde el logaritmo. se toma en base 2 y Ai,...,A_ son todos los &tomos de A,

!

0

17



' REFINAMIENTOS DE LA ENTROPIA

':A)}Ehtrqpfa.&rdiméhsibnal

| 'Séa:(ﬂ,F,P) uﬁfgspacio de probabilidad, n una variable aleata-
ria (v;a) que -toma los valdreS'Yk, T<k < w, con probabilidades.qk, as
decir

P(n .'—". Yk) =' q‘k, qk =z

“Definamos 1a entropfa de la v.a. n como

Deﬁ&n&c&6n L bt A- Sl H( )(|E| existe y si H(O)(En) =d . logn+l

h + 0(1) (0(1)+ 0 cuandO‘n"ﬁ4«0,wdrremos que la dimensién d{€) de £ (o de la
distribucién de probab|1|dades de la v.a.f) es d y que la entropia d-dimen-

ALonaEH(d) (£} de £ es h. :

Se tiene qﬁe_' (a)( )
Lo E H I3 - .
R (1.11.A)

1
i



y'dé Ta-dfméhsf5ﬁ ﬁﬁbé

Si el limite

H) g )

Vim .1_09 ] ~—~ “ ‘_ RO

existe, ponemos

WO im0 ) - a(e) Tog ).

No siempre estéan. deflnldas la dlmen5|on |nfer|or ni ]a‘éﬂpe--
_rlor, por eJemplo si H( )(E ) es |nf|n|ta, ni d(E) ni d(E) estan deflnn-
dos. Sin embargo, si H( > (|£|) es f|n|ta entonces d(E) y d(E) 5|empre

existen.y

0 < d(g) < J&) < 1. o (2.11.8)

Para demosﬁrarlo;,pqngamos

Valiéndonos &e 1a desigualdad de Jensen en la forma

2%




‘I a, >0,
=t K
Tenemos de (3.11.A)
(£+l) n-1 1 R n
z P — < P Iogv-——-— y "< R Ko

suﬁandb‘(h.ll.A) szra-105'vajbkes de 2, se tiene

0w “m

nita para toda n, y se tiene Ta desnguaﬁdad (Z.ll.A).

Téokéma 1.11.A.= Si & es una v a. discreta que toma vaféfeS“Xk

(1< k < OD) con probablltdad p (1 < k < m), se tiene ‘que
ko

>

o (‘*) ; ;
d(£) = 0 (E) = E p, log — ,

suponiendo.gue la serie del segundo miembro es convergente.

Démdézxatidn‘—kﬁtes de demostrarlo observaremos que si & es una
v;aﬂ que tiene una; distrlbUC|on dlscreta de probabilidades, y si f es una

o funcnon cualqulera, se tlene

23




.

(6.11.A)

FE

*f”hhvaEa; éh la desigualdad

J

'ééféjﬁna_desigual4

f§i ¢xf$ten:*i % . tai.

VMvmmsaHE: 

'r los valores de E de manera que

(n)

designando. . las probabllldades correspond|entes con pk__ x 1 R k_< o0, ;en-,

- EVidehtémente”podemos ér%e§ 

i

“f'gamos para cada k dado 5

flim:bk(n)g'pk'

n—eo

?ﬁéfa;défapicqn la densidad (6.11.A), si la se?ig :

log ——
p

es convergente, tendremos

Se sigue,.pués,'que para cada N tendremos

g p. log-,;ii< lim H(o)(g )<TTHH(°)(5 )< ¥ .p log—l—-.
k=1 k - Ek‘ﬂ— N0 = s n'= 1 k -pk.

lo que implica

bim H(-o?l'(gn): --__H(-°) £y, 1/ -




o4

stribucién

. dén_s ldad, p

4@ - =1y H‘ ’(g) o) Tog S dx
si existe l1a ir"ll-t:efgré'l;

DemoAIhaQLJn. En primer ]ugar demostremos que

d(s) = 1

Pgngamos

. (7'|!_Af '

En primer lugar, consideremos el caso en que existe la inte-

gral

00

Cw :
= D(X) Tog mdx.

Valiéndono$ de la desigUaldad de Jensen en forma integral, po--

~ demos escribir




‘tendremos

—
*
St
.
x
0l

1

Tim S{A)
Arroo

Pongamos. ahora

tod G

(1141180




© " "En.este caso ténemos
o

- ¥, (Ax)dx = s(A};{;é ;.

-

Escojamos ahora una n suficientemente grande para que a cada -

k corresponda

_es cohvergente y tenemos .

W) - S(A) qu h.z,?f:fénkf3)f1§gf%égi:55y-=

T k=

-

@ _ 1 .
_ pA(X)IOQ—m;Tﬁfg)dx"

3 \ £5 Virtud“déhla relacién.(S.]l.A); deducimos

[}

o T L ]
QA.(X) log WA_,X)-— dx ke . pA(X) log W dx bl S(A) log '

=00

‘ {}.[F D3_§§tQ sefﬁtgbe_que




7

on’ (11 Il A) que d(E) es decur.

'Lla segunda parte de] teorema (2 il A) bis-~

< B.

'-béducimoé.quéjfa.fungién‘g _es]acotadau

Iog e, B{log Bl).

e W1 < ma;( (lege

Por otra parte,ldésfgnando con F la funcidn de distribucidn de

£, tenemos

: X
F(x) = p(t) dt

-0

y por consiguiente, para k < x <'k+l , tenemos -

=1
3



En este caso, resulta dei!teorema'de,Lgbesquefque

lim x i py log m—= p(x)]png—de;_ (12
e -ln < k < Lm nk - NPk L :p X -

Por ‘otra parte, valiéndonos de la desigualdad (3.11.A) obtenemos *

z P log — LI pyy log
kembn KU Py TaenL e
kLo L

, o 13.11.8)
Pig | A

'y_de_Ia désigua1dad (9.Lj.A)'dedpcimos_

L ..p, log = p{x) log Ty 9% 2
k<=Ln ﬁk N Pak _Ix]>L L o

k>Ln

> p(x) Tog —poy dx.  (1h.11.8)

' f'Pgra-tdda'e'> 0 podemos escoger L = L(€) suficientemgnte;graﬁ

2



¢

ot

odenios “reduirlo al caso en'gue’la densidai

limR(Ay = 0. ¢
Ay o

Ahéra bien,

co

co

1

__>_ D(X) log —F)—(;de, :




“En fin, respecto al tercer término, tenemos -

— <2 oop ]

k==co

z r'nk(m 19?!

L-1 (2+1)n-1 .
+ X I r k(A) Tog
=L k=t M

1

" Prk -




7'15;:Por'consrgu1ente si R(A) < é-; apllcando nuevamente (3 Ir. A)

o al ultlmo termlno, obtenemas

r . (A) log < I - py, log — + R{A) log - o H21.101.A)
ke K " Pak T et F Pig RGAY |

)

De (18.11.A), (19LIJ,A), (20.11.A) y (21.11.A) déageimds que

5] o & L l - -

) lo — < plx) 1o dx + &, (A) -

R L R

+ R(A) -~ log 2L + log =7=v + I Iog — (22.11.A)
~"en donde

o ' ' | . 1
6. (A) = ¥ 109 . #,(x) log v dx
T ke P (A ( Ve A pAIXF

de manera que,f@éﬁfofﬁé-a (18.II.A),

Tim Gn(A) = 0.

n-ree

Evidentemente,

: = 1 ® 1
lim x) log dx = x) 1 dx.
Ao -0 pA_(") Q'W 0 p( ) ,Og _D(ET

i ;3? '




g

‘suficientemente grande para que . -

109"1 < gl o - ’“(23:[1:#) 
;ij };Qgéﬁués de habéer determinado L, escojemos A suficientemente.

" grande para que

| -ﬁ&ﬁ)_}og_ﬁ%%y-< € (24.11.A)

- ‘ oo =N Il [s.«] .
| _;&ﬁﬁﬁ‘*) qurE;r;T dx » Q(%):Iog_ET;T-dx

‘3'8 -   :   (25.‘}.A)

y en fin, eétolemés7unéino sgficjentémgnte-grande para que .
o Jea(m ] <€ - (26.11.A)

‘para n > n, en donde no sélo depende de €. De (22.11.A) y de (23.11.A)-(26.11.A),

deducinos que

o i :
5 p < . p(x) log dx + h4e.
k=-co nk. . n_pnk - - . ptx; o
Como podemos escoger e>0 arbitrariaﬁente pequefia, obtenemos
(17.151.A).//
Pasemos ahora al caso de una v.a. cuya distribucién de proba-
‘bilidad estd formada por una componente discontifua y una componente ab-

solutamente continua.

,3;’



)
W

:Q.‘o)(f£|) es flntta y

de valores dlferentes x1, xz, ;., y,._ﬁ

para Ias cua]es pk >0, 1 < k < 0, y ¥

‘F_o (X) = X pk
X <X

‘siendo F;" la componente absolutamente continua, es deci

X :
Fi(x) =« pa(t)dt,

S ‘ a0 . _
mientras que 0 < d < 1. En este caso Ta dimensién de & es - .

- d(E)'#,d,;

~ §T, ademds, la serie . =

y la integral

. palx) }OQIEI%if.d*fEf' -

-

son convgrééntesQ“Ta;entrqpfé dfdimehsioﬁéﬂtdeagflawdé‘la férmula

H (g).f (1 - d) R?I pk ]og -::~-+ d "w.plgf) log E;-()—de

| - :_7; g
\ T

+

d log %¢+7(1-d)“log T%E :

_3(‘




tDénghandO'ﬁgr_éofyfgif]asfv,g .éuyas'fUnchQesfde;d tr

! respectivamente, y poniendo -

1 : + (1-p) l-_og-i:T-'E :

ocanlael) + () 0

T

- H(o)?(-'lj'nél:)ﬁ"" '('_a)_#ég_'. P Ok | (27.11.4)

k=~

Escbjamds una e > 0.'Sea'A6(e) el cohjgnto de Tndices k'paraief_'ﬁ

cual }nk f_e;'y'Bn(El'el conjunto dé:indices k'paFafel cual 1-X, < €. Es-

cdjamossghoraiun'nﬁgg}"iN1'= Ny {e), tal que.

EL




_téifquexsiﬂnziﬂ{;.
kT k1

n kS

‘subconjun-

to de An(é)'.- Des i gnemos, c6 1O e_":":;-653"1?“3“"3‘3‘?:9 “kique no per-

o

tenecen a Ia4unién'ﬁh(e}’iUth(e),-Es eVidéngégﬁqe;Si:k.e DHQ?“

o) < 5 oo,

y por lo tanto
1 (*)
< = .
Pok = € Pnk
La inclusidn

¢, () c A (e)

¢ s




Ahora bien, .
() lngs]) _

]im H ( ngl ) = .1
log n.

n<e

de lo que resulta




son, convergentes, tene

n-—)ioo'

~ .como podemos -escoger

que

Observemos que una funcaon de dlstrlbuCJon cualqulera F puede-*“*'

siempre representarse en la Forma

F=pFo+qF1'+_rF2 ’ 'P-;>__0, fli.o, r'._>_-_‘“03 p'+_q'.+r'=1,

en donde F, designa la compdhente discontinua, F; la componente absotuta= - -
mente continua y F2'la'componente singu]ar. Sin embargd'para una Funcién
de dlstrlbUC|on que tamblen admlte una componente 5|ngular (r # 0), ‘aun

no se han estableCIdo crlterlos capaces de asegurar la exnstencna de una

dimensiénfy'de-una#én-.g _a'd~dimehsional.




'Sera tamblen flnlta

. Definimos: la dimensién superipr e inferior de la siguiente mane-

ra,.-

1=

d(E)

5|on, que desugnaremos con d(g),

'si este limite existe. Se demuestra con el mismo procedimiento que en

.-gd (%j

para toda n > 1.

]
5.

Vim -
‘(E) e “Iég.n.V

ks d(£)= Tim

n+x

~caso unidimensional que

0<d () <T (@) <s.

’()(5}

log n

~dimen-



ra: de la misma manera

N .
torio con valores en R,

"méhtegqbnti

S

a cide con la dimensién

ara puntos aisfados, | para’segmentos, s para conjuntos de

interior ‘ho vacioide R”. Esto establece una relacidn estrecha. entre los

_conceptos opla’y. dinensidn.:

'[;'.EylLaiEwentrqpfa

-Ahora nos ocupamos de v.a. con valores en un espacio métrico abs-

tracto. Para télgs variables aleétdfiéé,'A,N. Kolmogorov y V.N. Tijomirov
introdujeron en 1956 lo que sé llama e-entropia. Nosotros seguiremos la

versién simblificada de A. Renyi (1959) para obtener la E-entropfa.

Sea X un espacio’mét?icd, de métrica d y totalmente acotado. Es-
to significa que para toda €>03hodemos-diyidif X en. un nimero finito de con-

“ juntos ajenos, cada uno con un difmetro menor o igual que e. Designemos

Aua con den- .

-éQ ?ﬁ::ﬁenyT;f;HJ'




 igual ‘que €. Supongamos

-HX:QﬁeﬂCQntiéhéh todas Tas

s x que satisfacen la condi- -

5 _Xk' ('EI-)'_._' es uq-':- :sgibcon_- '

finida en el espacio de pro-

€ para los cuales £ (5 (r))ek

H(E E) kz _Pk(‘a) log W '

Deﬁzéyb(céén 1-;Il*.:_B;— A H(:—: E) se Ie l]ama I‘a e- em()‘put de __la '




definimos.

La défrniciéhrﬂédaﬂﬁdr-A.‘an
blemente mas. sumple que la dada Por A N

de=la-definic n de Renyl da’ Ia £- entropla o'

‘tfar,'(y nosotros lo haremos para n’caso part:cular) que es;aquﬁendéﬁéia

es'muy débil.

Por otra parte la €= part1cuon de X puede escogerse a veces de

manera que fa evaluacnon de la e- entropla se s;mpllflque, lo cual en cier-

tos casos puede constltu1r una- verdadera ventaJa.




. “Supongamos

':'coﬁtfhua, con-la densi

del intervalo: |0,1)

Pongamos: -

nle)

~ Tenemos

Demostnacitn:.

teorema (T.II,B), tenemos. -

En'este caso X =

:whdentemente

'inﬂH( ;Efg T opef ) 1 |
€ | k_ pk € Og -_—(—-)

10,1).

A1+ 1.

(3¢Ji,§);'

Giir.8)

Con las condiciones del -

e:/ 4 |



=_'* .H..(_E_’.g.)_._f;_—"l‘a ]_MQ_ =  1. (5| | B) g

"Con la notacién .

"d_'g;.(.s)_ = % (e) ""'k-I(F).’__.--i ‘

- puesto’ que

4le) < &,

tehem;;‘w |
H( gi “(? (8) 1 4. n(§) CN 1
e —(—y+ lo SRR

> Afe) + 109-‘]5-_ .

en donde | .
| ()'"(8) (o) tog Skl

A z i
£ o1 ka Og——(—)—

Con los mismos argumentos utilizados para demostrar el teorema

(2.11.A), obtenemos _
o {7.11.B)




. por 1o tanto, de (6.11.B) y (7.11.8) deducimos que .

v'.{Eh'f.niﬁdélt5;t.;3),y (S.II.B)‘resuit; que

.D_(E) =1 1/

En lo ng-tongierne a la difgrenéié.
H (Exa)_ - IOg _E- ’
vamos a demostrar el

Taonama 2. II B - Sea E una vﬁa con valorés en el intervalo
[0 1) - Supongamos que Ia dlstrlbUCIon de probabilidad. de g es abaoluta-

mente contlnua ‘con denS|dad de dlstrlbUC|on P, ¥ que Ta |ntegral
(S) _ ;fP§X) 10q _BT;):dx..
existe. Supongamos dadh-para toda_e>Q,igha e-p§rpri6n_'
0 =x0(€) .< X1 (E) <,--~’<xn(€) (E:) ="
del intervalo |0,1), tal que

1im € n(e) =é1 - _ " ; : '(9.If.B)
g0 '

en donde

d, (e) = xk(E) - xk_l(E),




a5

" y.C >.1 es una constante positiva que no. depende dee. Si

y si

(e) -

H(e, &) =  bp, (e) log 'f$' ,
- k=1 K P (€]

entonces
¢

tim ( H(e,E) - Tog +) = (D ().

£

0

| 02m06inaé£3hr Pohiendo

Afe) = % pk(e)_log ‘
S k= S :
se tiene
H(e, &) = A(e) + Ale) + iqg%
Valiéndoﬁos de- los mismos razonamientos que para la demostra-

cién del teorema (2.11.A), obtendremos

im AGe) = (D (g)
€+0

Resulta que para la demostracidén del teorema (2.11.B}, es sufi-

ciente demostrar que




(1011, B).

Bl

L oKE 2y
Tendremds p;é§_

n(e)ﬁ-:fkf
L o

1+5 ("(5) = nl(s))i >
lo que implica

n 1(6) _<_ K "(S)s . 1)( 1+8) -

¢w§t

y entonces

Se s:gue que su E(E.S) dESlgj. a0 _jhfdé 1653iﬁt¢rya]os

|xk 1(8), X, (E)), ‘en’ Ios cuales
d#(e)l= X, (e) k ](e) < fig_-;-
tendremos de (9.11.B)

lim u(E(e 5))
e -

en donde 1 es la medida de Lebesgue. Puesto que

Ale} < log (1+8) + log C p{x)dx,
E(e,6)

77




cocurre. //

sos |ntermed|os segun Renyl) y varlab]es aleatorlas (tomando el eSpaCIO de

probablildad 1nducndo por Ia v.a.), como veremos enseguida,

|) Consuderese una fuente duscreta (proceso con tiempo dlscreto),

cuya salida con51ste de una sucesxon de sumbo]os tomados aleatorlamente de

un conJunto finuto de 51mbolos A, llamado atfabeto Los sumbolos se’ Ilaman

letras y_una suces|dn”b eral de letras Xe= ("“’x-i* xa,xx, X2ye




. concepto de-

fuentes. con el car

onsidereiios ahora el siguiente operador % so

i .

presenta un ''corrimiente!! de unaunidad de tiempo.

Co . " _= - -m . - o L
donde xj = xggy (= < k<) S
para todo SéBA”y que TAZ = A%, o e

A

cfonaria.(no.qambiajtbn'éJTtiembo la prébabi

Si pA(TS} ;Lpé(S) péraftqdb $eB, se dice que ]a‘fue“t¢¢§$:é$ta“__5

‘idad’ con que se escogen las

letras) .

El conjunto ScA” es invariante si TS = S. Por ejémp]o.Az es in-
‘variante y para cadé x eA” el conjhnto'{ka]ke;} también lo es. La fuente

|A, pA] se dice ergbdica si todo SSBA invariante tiene brobabilidad 0o 1.

ii) Desde el punto de vista de 1a teorfa de la, informacidn, la
caracteristica méas importante.delgoda fuenfe}és lé répfdez con la que emite
informacidn, es decir, Ta'dant[dad promedié de informacidn dadaiﬁor cada
sTmbolo émftqu_ |

97 -




T,

K

: Toyemos n stgq]os suces.ivos xt xt+1, t+n 1 emltndos por

T . 0 o .
la Fuente..Sl A cantlene a»letras, tenemos a suce5|one§ de n termlnos ca-

: da una de las cuales genera un cilindro C de BA de probabt!ndad pA(C). Es-

g;tas suces;ones y probablludades determinan un espaC|o de probab|1|dad Frnl-

to de entrop:a

H = -E palc) log p,(c).

Si la fuente es estacionaria, Hn no depende de la 'posicidn -

inicial” t, sino {inicamente de n y de la naturaleza de la fuente. Entonces
‘ _ ; s _ "

H
_n_
n

es la cantidad de |nformaC|on por S|mbolo que en promedno proporC|ona la :
L

'fuente en. una. su03510n de n snmbo]os. ef;nlmos la entropia de la fuente

rﬁmedlante

.

E] hecho de que la entropla readmente exnste para todas las fuen-

tes estaC|onar|as es eI prlmer teorema fundamental de la teoria genera] de

las fuentes dlscretas.

i) Siguiéﬁdb'este orden de ideas, A.N. Kolmogorov introdujo

en 1959 la nocién de entropia de un sistema dindmico por unidad de tiempo,

la que fue perfeccionada por 1.G. Sinai en ese mismo afic y demostraron que

es un invariante del sistema dinadmico.

S O



Con5|deremos el espaC|o de probabllldad (X B,P) y un. automor-*
Flsmo T en él. La terna (X,P,T) se llama snstema dinamlco. Tomemos una par~

ticién finita € = {Cl,..,,Cr} de conjuntos med1bles y hagamos

Wppeeebe =g, TE LT cir

Entonces

ibles finitas del

HZETésbééiq3'§é Tiaﬁﬁféhifo E: po;?Uﬁidqd}He?tféMpo dBl]sj__ :&}ném{¢o-(X,P,T)-

‘ o No es d|f|c11 demostréf ‘que si dos snsfemas dlnamlcos (X, P,T) v
(Y Q S) son tsomorfos, tienen la mlsma entropla, es. dec1r, la entropla es
un |nvar1ante. En- 1970, D.5, Orsteln demostro que para corrlmlentos de Ber-
'nouTll que son sistemas ergodlcos) el |nvar|ante es comp!eto, es decir, si

dos corrlmlentos de Bernoulll tlenen Ia mlsma entropua, son isomorfos.




CAPITULO III

EL CONCEPTO DE DIMENSION

A) Dimensién Topoldgica

En los cursos de licenciatura, el concepto de dimensidn con el que

casi exclusivamente se trabaja. es el de dimensidn algebraica: la dimension

de un espacio vectorial. Esto puede compararse aproximadamente con la situa-

cidn que imperaba5ahtes del advenimiento ?e la teorfa de conjuntos, cuando

la idea de dimensidn era bastante vaga pues se decia que una configurqgﬁéﬁ '
era n-dimensional si el nlmero minimo de pardmetros reales necesarios:para ' -

describir sus puntos, de alguna manera no especificada, era n. Se esperaba N

‘que esta nocidn.de dimensién tuvieron un significado topoldgico.

Dos_acdn#éﬁimfsntos pﬁsiqrdh en entredicho ésa idea de dfmensién._'
Por una ﬁarté.Géon-Eahtér;gStéb}é916 una correspondencfa biunfvéca entre
los pqntqsude fa'recta y516s puntos del.plaﬁo, y por la otra Gfusséppe Pea-
no establecid su'mapeb cont%huéfde un intervalo sobre todo un cuadrade. EI
primero'cqntradeﬁfa la creencia intuitiva de'que un piano‘tfené mas puntos
que una recta ¥ hacfa.ver que la dimensidn podia alterarge mediante una fun-
cidn biyectiva. El segundo cdntradecfa la creencia de qu la dimensidn de
un espacio podia definirse como el minimo nimero de pardmetros reales con-
tinuos requeridos para desﬁribir el espacio, y mostraba que la dimensién po-

d7a aumentarse mediante una trasformacidn continua.



cado -topolé-

rf smos es deCIr func o

_nos m]dlmensrona_es no son homeomorfismos, a menos que m=n.=Fue Brouwer -

'"rqulen le la prlmera demostracuon de este hecho pero esta no reveTaba ex-

' p]Tcntamente propledad topolognca s&mple alguna que fuera'responsable de -'”'

la no exlstencua de] homeomorflsmo

En 1913, Brouwer_&ntrbdujé dﬁa fﬁnéiéh.defvé]orés”enteroé.topé?

‘loglcamente lnvarlante que para los espaCIos metrlcos separables localmente

conexos es’ equrvalente a
-E]‘arthulp;de-Erquwer‘pas
. ger'y Urysdhn,f&e

¥ meJoraron la dan

un|f|co Y ordeno esta gran rama de ]a geometrna-;w‘{.js-ff

La dpfin}ﬁi@h dé_Méﬁgef dice que

a)_e]iébhiQnto;vag?o'tiene dimensién -1, y que
b) la dimensién de un espacio es el minimo entero n para el cual
todo' punto tiene vecindades arbitrariamente: pequefios cuyas

) _
fronteras tienen dimensidn menor que n.

Esta definicidn.es intuitiva y sencilla, y tiene un cardcter in-

ductivo. La definicién de Urysohn, dél mismo tipo, serd dada mis adelante,

Actualmente hay diversas:vfaé'para definir la dimensién topoldgi-




g
AT

Cé, pero nos interesa el enfcque d doipor H Lebesgue qUIen observo ‘que

mero n+l no podia redUC|rse mas y BrOUWer lo demOStro en 1913 En. esta pri-

mera parte del capitulo trataremos de ver Ia equnvalencna entre los enfo-

ques de Urysohn y Lebesgue para 1a'd1men516n topolognca. Los espacios. que

se trabajan aqul son espacuos metrlcos separables o compactos deb|d0 a las

ender']agteorla de

.ﬂn.espaqio X tfeﬁéHdZﬁén££5ﬁ.iépbﬂdgiéa' <n (ﬁ 2;0) en uﬁ punto

p si p tiene vecindades arbitrariamente pequefias cuyas fronteras tienen di-

mens ién topoldgica < n-1.

X tiene dimensifn topolégica < n, dtX < n, si X tiene dimensidn

topolégica < n en cada uno de sus puntos:

X tiene dimensddn topofbgica n en un punto p si es cierto que X
tiene dimensidn topolégica < n y es falso que X tiene dimensién topoldgica

< n-1en p.

X tiene dimensifn topelbgica n si es cierto que dtX < n y es fal-

so que dtX < n-1.




) s dtx Finito, 3 -1 “__ ", existe un sibconunto n
_dimensiona1 dé X.” t e | o

fv) fod; subesﬁatio de un.eépaci6 defdimgnsi6n3toﬁo§§giéa S!ﬁ.

*.-;tlene dlmen5|on topoioglca <n. H L

v) dtx < n s; Y solo 51 todo auntc peX - puede ser separado ﬁédfan;‘ 

. teun conJunto cerrado de d;men3|on tepologlca < n-T, de ¢u91F

” qu|er eon'untowcerrado C que no contenga a p
Slgutendo adelante ‘con la—teorla égﬁqéﬁuggtrah proposiciones
. mas elabor’ados gomo .

.vi) Sl A y B son subespacnos de X dt(A+B) < 1 4+ dtA + dtB

vii) Un espacro que es la_guma nqmerable de subconjuntos cerrados f
de dimension topoldgica < n tieme dimension < n.

Vifi)'Un.ésgaci6 tiene{Hfmen$i6n té?dTégi;a.f_n, n finita; si y sb6-
1o sfres la suma dé:n+1 gpbegéaciosfde diméﬁSién 5.0.

%) Si A x B denota el prodﬁcténfoﬁﬁlégitq de dos 9spacios AyB
(bréducto cartesiano éon la base dada por los conjuntos de la
forma U x V, donde U es-abiérto de Ay Ves abierto de B);

entonces

dt(A x B) < dtA + dtB.




No damos las demostracnones de estas aflrmaCIones porque nos
ale;arnamos del proposuto de este trabaJo El }ector |nteresado puede con-

suitar ]2| Pasaremos a Ia caracter|zacnon de d;mensuon topoToglca que 51-

 'gue la idea de Lebesgue.

Sea X un espacio métrico compacto con-funcién-de distancia p.

Si Ues subcdnjunto de X, su didmetro es

£l

_ o ST m
§(U) = sup {p(x,y)|x;y:s U}f -

Por la-compacidad-de X, sélo consideraremos'Cuhféﬁﬁas:abiertés

f|nstas. El onden de una cublerta es. eI maximo entero n . tal que existen n+1
conJuntos de 1a cublerta que tienen |nterseCC|6n no vacfa, y 1a maﬁ&a de la

cubserta . es el numqro. _ o
B o= sup{S(U)err}.

La cubierta  es mds fina que la cubierta si cada miembro de

estd contenido en algin miembro de .

Teorema.- Un espacio métrico compacto X tiene dimensidn topolé-
gica < n si y sblo si para cada n > 0 existe una cubierta abierta finita de

malla < n y orden < n,

La demostraci6n serd dividida en dos partes:

a) Si dtX < n, entonces tiene cubiertas ablertas de malla arbi-

we



le'malla arbitrariamente pequefia y or-

'?‘1¢Uz!dQ5mabieFtos

" de X que cub

:ébi§r§§$fVi’VjV£iq §;¢ﬁhfen-M:y sa-

tisfacen

o

Vi Uy, oV o Up y Vrvzéf¢f-

' Demostracifn.- Si dtM = -1, es inmediato. Sea dtM = 0.

Ui + Us. Entonces

It

Podemoéwsupoher:que X
| [C1 =.Xfi Us,y cz¢=1x - U, .
son cdnjuhibs:céfﬁéadsfa}éﬁosﬁ CbmofétM = 0, existe un conjunto cerrado B

 a3M y'§épéF§f§ﬁﬁ£,y'f2.‘Esto implica la existencia de los

r

-
fi
—

.

Demobiﬁ@éidnlﬁfséThaée por induccidn, utilizando el lema 1. //

Lema 3.- Sea X un espacijo, dtX < n y una cubierta de X. En-

tonces existe una cubierta _'7més fina. que de orden <n.

Demostnacién.~ Si n = », el resultado es inmediato. Sea n finito.



1 co eccuones flnltas

'de conJuntos abfertos:

{Vll’”-.":ul‘(i)'}-:"' i= 1, 2,...,n+t,

T T . ' es una cubierta de Ai ¥ VJ Vk = ¢
si J# Kk,
. . E d
Sea la CUbierta'de X formada con todos los conjUntos'Vj,
i'='1,...,n+1 4= ,...,r(l) Ehtonces tlene orden <n, vya que si to-
'mamos n+2 mlembros de ,, necesarlamente contlenen dos conJuntos de una
de las subcub|ertas . (y estos dos conJuntos son aJenos)

DemoAtnac&dn.— Para cualqu:er €. > O‘fcon51deremos la coleccqon

de todas Tas. vecnndades esfertcas en X de'rudlo E/Z Puesto que X es compac-

to, eXIste una cublerta finita: cuyos elementos 50n conJuntos de esa coleccidn, .

'y por lo tanto su malla es < €. Por el £ema 3 esta cublerta tiene un reflna-

thentO-de orden f;n;-
Pasamos ahora a la segunda parte

Teorema b).- Sea X un ‘espacio métrico compacto. Si X tiene cu-
biertas de malla arbitrariamente pequefia y orden <n,

entonces dtX < n.




}"-’“ de la demostracion: '

Un eApac&o n—d&mené onat ‘s

dice universal si todo espacio de

5,d|men5|on ton1ogtca < n puede sume sé“tOPOTﬁgféaﬁénte en &1.

2n+1
--quewtlenen

2n+1

Sea - 1 ef -con}
» | €3 Vopeq "L cond |
a lo mas n coordenadas raCIéhaTe‘ﬁ gel cubo unltario en. E

: Entoncesﬂx = u;n+1 1

sulta que si toda cublerta de u

2n+1

"< n,.entonces existe uh-hOmeemgrfi

como X tiene’ dimensidn:n, entonces dt

toda cublerta tlene un" ref namlento de orden < n._"

_ ;Laj’Djmeﬁs’on de Hausdorff

Hausdorff (1919) establecné una med|da p dqmensional (0<p eR)
para espaclos metrlcos arbltrarlos. Este &5’ un concepto metrlco en tanto
—que la d:mensron es.buramente t0polég|ca. Aquf se dara la deflnucuon:de di-
fmensnon de Hausdorff y en el inciso. sugunente se compararan ambas dlmenslo— f

N nqs; estas ‘conexiones se deben a Szpn]ga;n y datan de;T937.

Definicibn: Sea X un espacio y p un niimero Feal, 0<p< «. Dado

. €>0’ sea

me = inf ¥ |8(u,)|P,
P i=1 '

“donde X = U + U + ... es una descomposicibn de X en una coleccién numera-



ue € y p denota,exponenclacidn. -

X es el nfimero m (x) = sup m-
el _ sup my

' &F¥H¢uAa0A6ﬁ psiy solamentéf$‘

¥ Jo denotamos

Como.mﬁﬁéiaﬂimblita?dﬁefdh(k) 5;5:;@0&émb§7aax_}asS?éQjéhte de-

finici6n equivalente: ~ = =

‘9eﬁén£c£6n: X tiene'dimensién de-HausdorFFl<w§~si y,éélo si

para cada n>o exlste una cublerta ab:erta Flnlta {U } de X ta] que ﬁ_*., p

Z

T 8 (v, )P < Ny en este caso ponemos
=t
dh-(X)_-=_ inf {pldh(X) < pl.

i

“C) Dimens i n Topélégida.y Dimensidn de Hausdorff.
Teonema.- Para todo éSpac?o-métrico compacto X se tiene que -

dt (X) < dh{X).

" lema I.Q.'i X es un espacno tal que m. +](') = 0, 0< ﬁ < o, en-
_:f«tonsés para casi toda'r-lpsTcascarQnes eSfénjcos s(r) = {x|d(x,xs)= r},

x.€X fijo, tienen p-medida 0.

Pemostnacibn.- Sea E un subconjunto arbitrario de X. Sea

(1) ri= inf d{x,x.), r2 = sup d(x,xo)
xeE x€E

es clare que

_F?) ro- r1 = § (E)



_ Estamos dando que L 0. Se ve que existe una sucesidn

‘dé descomposiciones de X

tal que

1m £ |saD P! =0,
e f=1 3

T F0 T a(s(e). AP ar =

I
Lo

- Cada una de las. integrales es no negativa; consecuentémente po-
demos intercambiar integraciones y suma, y entonces

=]

o

Climo

[==]
[y ! o 1=

|8(s(r). AP dr = o
1 R :

esto es _
tim 5 Js(s(r). ADIP = 0.

n>e  j=1

. ) nk . .
Por lo tanto existe una sucesidn Ai de descomposiciones de X

tal que

lim % ]s(s(r). A?k)lp = 0 para casi toda r.
ko j=1 - |




]_EStafimpTi¢a"f

(S(r)) 0 para casi todo r. //

Lema 2 - Sea X un espacio tal que m X) =0, 0< n < =, Enton-

+1(

ces th < n.

Demosinagdibn.- Como mo(A) = 0 implica que A=¢, el lema se sigue

pér induccisn del lema 1. 1/

Lema 3.- Sea X un espacio tal que dtX = n, 0 < n < =« Entonces

'_hﬁ(x) > 0.

Demodt&ac&éh .- Sustltuyendo n por n+1, ei Iema 3 resulta el con-
; ¥

 3_Jtrapos|t|vo del Tema 2 /7

;jAﬁofafsf:deemégﬂdemostrar el teorema:

Sea n % '_ ,entonces m (X) > 0 por el lema 3 se tendra que -

dh(X) > n por*la def|n|c10n de dimensidn de Hausdorff Es deClr, :

dh(x) > dt(X). //
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ENTROPIA Y DIMENSION

" A) Dimensién métrica.

[

Definicifn 1.1V.A. X tiene dimensién métrica < r si y sdlamente

"si para cualquier n > 0 existe una CUBiertéiébTérta finita de tamafio N y -

malla € tal que Ne" <. En este caso escribiremos

dm(X) = inf {rlgm(x} < r}.

De estardefinfciéﬁ:y de la definiéién de dimensién de Hausdorff,

‘tenemos el
'51:;5Lr5¢ﬁo¢gM§;l;lVﬁA:;Earaﬁcualquierueébacio métrico compacto

 DemostraciGh.- Para cualquier cubierta abierta.de tamafio N y ma-

¢Té s;'6(Uif <evy éﬁtéﬁéeé

G(Ui)ri N?jsr -"

o~

i=1
par lo fanto, si dm(X) < r se tiene que dh{X} < r y se sigue la conclusibn

del teorema. //

De este resultado y el del capftulo anterior se sigue que para




En el capftulo !l se deflnlo la e entropia de una v a. g:X%R

con respecto a una g- part|C|on de X' como

. n{e)
H{e,&) = E pk(E) log -1-7-

y se 1legd a que

Hie,E) < log nle),
“nfe) -1

donde lim =
>0 N{e, X)

e-particién de X.

y N{e,X) es el minimo niimero de conjuntos en una

De manera similar, se define la e-entropia para un espacio mé-

trico compacto X mediante‘;::
H(e,X) = Yog N{e,X).

Asf la e-entropfa de X resu]téligr la mdxima entropia posible

para el nimero minimo posible de .conjuntos, de la e-particién.

Es-posible verificar directamente que la dimensidn métrica estd

relacionada con la c-entropia mediante

dm(X) = inf{r[N(e,X) j_const.(éJr}




ica, dimensién de Hausdorff y dimensidn Tog

Hemes v;sto ya que dt(X) < dh(X) < dm(X), el proposmto de este

3

InCISQ es. demastrar que,s:empre exaste una metrica equ;valente en el espa~

CIO compacto X tal que
- “dt(X) = dh(x) = dm(X).

Antes de enunciar y demostrar nuestro Teorema, daremos algunos

conceptos tiles para nuestra demostracidn:

Si Ay B son subtonjuntos de X, entonces decfm@sfqpe A es denso:

Egﬁaﬁsighifica'

Z,yén:B:-si,E' B A se Ilama denso en todas partes si _lﬁ X__

1_que para cualqu:er xeX y 'e>0 exlste un. yeA tal que p(x,y) < e._

- Si_el espacno metr[co X tléne un subconjunto numerable denso en

(X,p) es un espaclo metrico, un conJunto A c X es llamado

denso en nlngunaAparte,,S| su clausura A no contiene esferas, Jo! equlvalen-

e

temente sl.Azno¢t1ene pumtos~qnter|ores.

Un con}uﬁtbrA;cTX ééfriémado de”Eé.primeré‘tategﬁ éiéh-XiéT“és:'&

1a unién de una coleccuon numerabTe de conJuntos densos en nlnguna pau't:e.'=

Un conjunto que no es de’ prlmera categorla es llamado de la segunda_cateQO‘L'

ria.

i

A las intersecciones numerables de conjuntos abiertos ge les lla-

ma conjuntos Gﬁ.




:”, ;jT@@héﬁaf2}}v;c.?Q(Teorema de Bajre). La intérseccién'numerablé"“

3L fdé'§dbE njuntos densos abiertos de un espacio completo es densa.

. Demostnacdbn: Sean D1, Dz,..., subconjuntos densos abiertosde

nterseccidn dé_lpswbir_Debemos mostrar que-cualquier.conjunto:

":fi;éfsébtaia’ﬂ;

"*qpngng]‘es'denso, existe un punto p, en UD;, y ya que UD;

. i‘fﬁéé!blg}ﬁé]lér una vecindad esférica S; de p,, de didmetro

“ .. . ' . . - I - l
mos ‘un nuevo punto p; y vecindades esféricas S,

C(hav.c)
oo

S oes b, Siebi o (6.1v.c)

Consecuéntemente'(h;IV.C) es'un$~sUCeéf6n:de Caucﬁy Yy se sigue'
que tiene un punto 1fmite p. Se:desprendé dé'(G.IV.C) que peUD, lo cual.prue-.

ba el teorema. [/

Teorema 3.1V.C.- Para cualquier espacio métrico compacto X exis-

te . una métrica equivalente tal que

dt(X) = dh(X) = dm(X) (7.1v.¢)




De.mobmc,tdn. l;ifa'do‘qﬁé_-_"-'dh_j.(_x) estd entre dt(X) y dm(X), basta

oy

no; aY'nada qUe probar. Deiotta forma, sea

]axclase Kr de todas las func10nes

o'unitaruo en’ R2n+1, tales que dm(f(x Yi<r.

'_Jz +1), existe: n tal que |g f|< n +}Q(X_ 'itﬁﬁanﬁb'gl'sup'

-eth;Kf-¢$:13‘\

'de;estas dlstanCIas i.e. sup |g(x f(x)| <m
xeX- ‘ >
:nterseccuon numerables de conJuntos ablertos 10 que

implica que ‘!‘r; es un -
 _conjunto.G6);

Consideremos ahora K% la clase de todas las func:ones feC(X Iz

El .

”tales que f(X) esta contenido: en un pol;topo n- dlmens;onal en [2 +1 En ccn?ﬂQ

D

n+l

secuenc1a'K1 es denso ‘en C(X |2 ), ¥ dado que r>n tenemos K* c K gn conf_

n+ T

secuencia Kr es un subconJuntq Ga de C(X{12n+1).

Sea ahora H la clase de homeomorfismos en C(X,!2n+1), (i.e. la
~.clase de funciones que son bicontinuas). Entonces H es también un subconjun-

ﬁfftoideDSo'Gg de C(X,lzn+1), y entonces el conjunto

(S.IV.C)

Kn+1,i
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