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0. INTRODUCCION

0,1, UN POCO DE HISTORIA,

Durante el siglo XVIII, la integral de una funcidn fué general-
mente tratada como la "inversa" de la derivada, Esto es, una funcidn £(x)
era integrada encontrando una antiderivada o funcidn primitiva F(x) tal
que F'(x) = f(x): la integral de f(x) sobre el intervalo [é,ﬁ] era enton
ces dada por el Teorema Fundamental del Cdlculo, conocido entonces s8lo

de forma heuristica, y el cual nos dice que
b
faf(x)dx= F(b)-F(a)

Ai mismo tignpb, la idea de integral como cierta clase de limite
o como el Area de un conjunto de ordenadas bajo una curva era familiar,
pero generalmente se utilizaba en la aproximacidn de integrales en las
cuales era imposible o inconveniente encontrar su antiderivada., Ni los \\\\

™

1imites de sumas ni las dreas de conjuntos planos eran lo suficientemen— .
te bien entendidos para proveer las bases de un tratamiento 1l8gico de la

Integral. En particular, el concepto de drea fue completamente intuitivo,

aceptado como evidente por si mismo, e inecesaria su definicibn precisa.

Fue Cauchy quien primero marcd la necesidad de proveer una defi-
nicidn general y prueba de la existencia de la integral para uma concidera-
ble clase de funciones que pudieran entonces proveer una base para la dis
cusidn de integrales particulares y sus propiedades. La definicidn dada
en 1823 por Cauchy empieza con una funcidn f(x) continua (En el sentido
moderno) Sobre el intervalo [%o,i] v subdivide &ste en n subintervalos
por medio de puntos x., X)se0.5X =X, cOD ésta subdivisidn de [%o, x:]
asocia la suma aproximada

n
S =.I

i f(x. 1).(xi—xi_1) (1

1 i-
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.. ; x .
lo que llevaria a definir la integral fx f(x)dx como el limite de 1la
=]
Aximo de las longitudes x.-x. se aproxima a cero.
guma (1) cuando el maxim longitud %1 P
Fsta definicidn es completada mas tarde por Riemann. Quien elige un pun

i io x.=x. .+ €£.56. en el i-8simo subintervale [x. x. | de
to arbitrario x.=x, + €;0; e bint [:1_1. 1:]

ia particidn, i=1,2,..,n y define la integral como

ol
[2EGdx = lim (5 £G) (xpox, ) (2)
§+o

donde & denota el miAximo de las longitudes Gi de los subintervalos de
1a particidn de [a,b]. NStese que 8sta es una generalizacifn directa de

1a definicidn de Cauchy dada en (1).

La definicidn de Riemann (2) de la integral fué@ la m3s general,
no obstante, durante las ltimas tres d@cadas del siglo XIX &sta defi-
nicién fue reformulada en diversas formas que agregaron nuevas ilumina-
ciones para el desarrollc del conceptoc de Integral y que prepararon el
camino para las importantes generalizacioneé que se agregaron a princi-

pios del siglo XX.

Por 1870, varios matemAticos de forma independiente, introduje-
ron las asi llamadas "Sumas Superior e Inferion de Riemann" para la fun
cidn acotada en f sobre [a,b]

n n
SEI=EM Ogmxy )y TEI=pEymy (xyxg ) <

donde P es una particibn de [é,ﬁ], en n subintervalos y‘Mi y m; son los
valores miximos y minimos (hoy sup e inf) de f(x) en el i-&simo subinter
valo E%i—l’xi:]' Hoy &stas sumas son llamadas "Sumas de Darboux" vy es

fadcil observar que talessumas se acercan a limites S e I cuando &-0.

En 1880 Vito Volterra introduce el término general "Integhral
Superiorn” e "Integral Infenion”
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S e 1 con

- b
s = 7Pf (x)dx & 1= /EG)dx (%)
a —
Despud@s, Giuseppe Peano not8 que &stas integrales dadas en (4),
pueden definirse convenientemente como la minima cois superiof y como
1a mdxima cota Linferion de las sumas superior e inferior de Riemann,

respectivamente para todas las particiones P del intervalo [a,b]
b . b
faf(x)dx = inf {s5(P)} ¥ faf(x)dx = 8suP {1(P)1} (5)

la funcidn f es integrable, si, y solo si las integrales superior e in-

ferior son iguales.

Desde sus origenes la idea de integral habfa sido motivada por
el concepto de 8rea. En particular si 0f denota el conjunto de ordena-
das de una funcidn no-negativa f sobre el intervalo de el conjunto de
todos los puntos {(x,y) com a<x<b y O0<y<b, la idea era que el valor

de la integral f:f(x)dx debe ser el Area a(Of).

La primera definicidn formal de drea es dada por Peano en 1887,
Retomando las ideas de Eudoxo y su método de exhausidn como punto de
partida, definid el dnea interna Qi(S) de S como la minima cota superior
de las areas de todos los poligonos que estfn contenidos en S, y el
dnea exterion ae(S} como la mixima cota inferior de las dreas de todos
los poligonos que contiene a S, Es claro que ai(S) f_ae(S), pero pueden
no ser iguales. Por ejemplo si S es el conjunto de todos los puntos (x,y)
en el cuadrado unitario 0O<x,y<l tales que los nilimeros x,y son ambos irra
cionales, entonces ae(S)=1, el drea del cuadrado, pero ai(S)=0 porque

tinicamente polfgonos degenerados estdn contenidos en S.

Con la definicidn de Peano, de Area interior y exterior se esta-
blece que
b _ b, _
Jaf(x)dx a; (Of) y faf(x)dx ae(of) (6)




para cualquier funcidn no negativa f sobre [é,ﬁ]. En caso ai(S) = ae(S)

el valor comiin es el drea a(S) de S. Si f es integrable entonces (6) se

reduce a

PEGdx = a(0p) (7)

en este punto, el concepto de la integral viene a cerrar el circulo re-

gresando a su motivacidn original.

Este anterior concepto de Area es ahora referido como "econfenido
de Jondan" debido a que Camile Jordan le dio su tratamiento definitivo
con la diferencia de que €l usa finicamente poligonos hechos de pequefos
cuadrados con lados horizontales y verticales, Jordan define lo que &l
11amé contenide Lvfenion c&.(S) vy contenido exterion ce{S} de un conjunto
plano, equivalente a las Areas interior y exterior de Peano; sin embargo,
s5u tratamiento trabaja igualmente bien en todas las dimensiones y asi su
concepto de contenido generaliza simultfneamente los conceptos de longi-

tud, 8rea y volfmen. E1 1lama al conjunto S Medi{ble con contenido c(S)

si ci(S) = ce(S).

- Jordan procede a definir la integral de Riemann de una funcidn a-
cotada de n variables reales definidas sobre un conjunto medible E en un
n—-espacio Euclideano. Sea P una particidn de E en conjuntos medibles
El""’Em con interiores ajenos, y sea 5; un punto arbitrario de Ei

i=1,2,...m. Entonces

m

S(P) = ;£ £(7;) c (E)

es una suma de Riemann para f en E. La funcifn f es integrable sobre el

conjunto E, con tal de que

m
IE f = éi: ig f(xi)c(Ei) (8)

exista, siendo § el miximo de los diametros de los conjuntos El""Em'

En el caso unidimensional con E = [5,6], viene a ser

n .
b - L o (9
fEG)dx= lim 1 f(x;)e(E) )



que en comparacidn con (2), la particidn de [é,ﬁ] en subintervalos ha

sido genenaldfzada a una particidn de la,bl en conjuntos medibles.

Con estas nociones, se tiene nuevas caracterizaclones de la
condicidn de Integrabilidad de Riemann, Una basada sobre la visidn ''geo

métrica" de la integral de una funcifn en términos de el Area acotada

por la grafica para f definida y acotada sobre [é,ﬁ], sea E el conjunto
1 de puntos en el plano acotade por la griafica de 1a funcidnm f, las lineas
x=a, y=b ¥y el eje x. Entonces f es Riemann-Integrable si, y solo si el

conjunto E es Jordan-medible y

i

f:lfl = o(E), J':f= c(E) - o(E) (10)

+ - .
donde E y E denota las partes de E por arriba y abajo del eje x res-

pectivamente,

La introduccidn del concepto de conjunto medible trajo otra ca-

racterizacifn del criterio de integrabilidad por igualdad de las inte-

grales inferior y superior.

Considérese las sumas mas generales

n Tt
D=ymel®) vy 8 =5 MelEy)

donde Ei son conjuntos medibles, mutuamente ajenos y tales que'[é,§]=

U?=1Ei. Entonces 12 minima cota superior de las I y la mAxima cota in-
ferior de 1a S viene a ser las integrales inferior y superior de £, el
criterio de integrabilidad puede establecetse en terminos de estas su-

mas mds generales,

Las generalizaciones anteriores permiter ver que una generali-
zacidn de los conceptos de medida y medibilidad, permiten una generali-
zacidn de los conceptos-de integral e integrabilidad. Supﬁngasé, en otras
palabras, que M denota una clase de conjuntos medibles, la cual contiene
a la clase de conjuntos Jordan-medibles, y supSngase que una medida, '

m(E) ha sido definido para todos los miembros deJly en tal forma que
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oncépto de 1ntegrab111dad puede extenderse a cualquier funcidn acota-

= f;cnyos cozrespondlentes conjuntos E pertenecen aft. La integral de

£ pﬁédéﬁentoﬁces definirse por

+ —
Rf = m (E)-mED) | (11)
iﬁide forma semEJante la caracterlzaclon por igualdad de integrales supe—
ﬁ;rlor e 1nfer10r, suglere definir integrales superior e inferior *I £
y *f ‘con respecto a?ﬂn como la mixima cota inferior de S$* y la minima

”icota superlor de I* para las sumas

* x+ B
5 =i§1Mim(Ei} I =.z;m w(E;)
o5
a
. xrPe L avbe
..y £ puede definirse integrable siempre que -Iaf = Jaf.

Es claro que las definiciones anteriores, basadas sobre el

amplio concepto de medibilidad, representan generalizaciones de la in-

"tggtal de Riemanu.

Hoy la teoria de la integracifn de Lebesgue viene a ser (en
cierto sentido t&cnico) la #ltima generalizacidn del concepto de inte-

L |

dn fimsinnes de variable real, la cual a diferencia de considerar
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dada por Thomas-Jean Stieltjes en 1894 por un camino un tanto distinto a
los expuestos antes. Stieltjes quien empieza su carrera como astrdnomo
se da la tarea de hacer un estudio general de fracciones continuas

[:3, pag 26:] en donde usa un nuevo tipo de integrales que mas tarde a-
plica como integrales con respecto a distribuciones de masa total fini-
ta, incluyendo concentraciones puntuales. Introduce la nocibn de distri-
bucidn de masa continua, una distribucibr tal estd completamente deter-
minada cuando g(x), la masa total entre 0 y x es conocida para cada va-~
lor positivo de x. La funcidn g es entonces positiva y creciente. Define

el momento de orden k es definido como el 1limite de las sumas

n
k -

. .} - i

5t L) -etx, D] (12)

cuando {P|+0, donde P es particidn de [%,5] €ON 3a=Xa<s,u € xn=b y

ti'e [:xi_l, xi:]. Stieltjes mostrd que cuando f es continua y g es no

necesariamente positiva, el 1imite correspondiente de (12) existe y le

denotd por
b
Iy f(x)dg(x) .

Integral que posteriormente viene a ser caso particular del tra-

bajo de J. Raddn en 1913.

0.2.- Justificacibn de la Tésis.

A lo largo de la historia, la integral y su definicidn se han vis
to reformuladas un gran nitmero de veces, (seccifn 0.1) hasta llegar a su
sentido mi&s general expuesto en la teoria de Lebesgue. El sentido de la

generalizacién de un concepto matemi3tico, y su importancia, estd en las
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ilena con todos los requisitos.

En el sentido tedrico presenta varias ventajas sobre la defini-
cidn clésica. El tratamiento es mi&s general va que las funciones gue son
Darboux-Stieltjes en el sentido clasico (capftulo 2) son integrables en
géste nuevo sentido. Con la definicién generalizada se satisfacen algunas
propiedades que en la teoria clisica no se verifican, en particular, si
las funciones integrando f e integrador F tienen discontinuidades comu-
nes, entonces f no es integrable respecto a F; &ste incomodo resultado
desaparece en el tratamiento generalizado. Mostraremos (teorema 3,2,4)
gue toda funeidn f, seccionalmente continua & seccionalmente mondtona

v acotada siempre es F-integrable.

En la seccidn 3.2 ge define la integral generalizada de Riemann-
Stieltjes de forma semejante a como es definido la integral de Darboux-—
Stieltjes ensu sentido generalizado (seccibn 3.1) y se procede a comparar
las entre sI y con las definiciones clisicas dadas en los capitulos ante
riores. S{ una funcifn es Darboux-Stieftfes en el sentido cldsico enton-
ces ebd Danboux-Si;ﬂe.&fjeA Y Riemann-Stieltjes en ol sentido generalizado
y Las tnes integrakles coinciden, La férmula correcta para integrales de
Lebesgue-Stieltjes del teorema de integhacifn pon partes dada por Hewitt
[2]] es demostrada sin referencia a la teoria de Lebesgue-Stieltjes,

Respecto a la notacidn, la integral generalizada solo requiere
de algunos cambios minimos, y lps tecremas de caracterizacidn y de pro-
piedadés de la integral en el sentido generalizado se desarrollan sin al

guna deficultad.

T T L oL i ks Ma L miad A i - Arademd rmbme minimac Ao anfe



ix

gral de Riemann-Stieltjes (capitulo 3) en su sentido generalizado asi

como las comparaciones con las teorias clésicas, se anexan algunas a-
plicaciones (capftulo 4) motivadoras en Probabilidad, Variable Comple-
ja y en el Flujo de Fluidos Viscosos. La introduccidn pretende emmarcar

histdricamente el desarrollc de las distintas generalizaciones de la in-

tegral de Riemann.




CAPITULO 1

TEORTAS CLASICAS DE INTEGRACION.

1.1 INTEGRAL DE DARBOUX,

Definicidn 1.1.1.- Sea [é,é] un intervale dado. Por una particddn
F de [é,ﬁ] entenderemos un subconjunto finito de [é,ﬁ] ordenado, que es—

eribimos en la forma

Definicidn 1.1.2.- Sea f una funcidn real acotada en un intervalo

cerrado [é,ﬁ]. Para A © [é,ﬁ] adoptamos la notacidn

M(f,A) = SUP {f(x) ; xcA} y m(f,A) = inf {£(x): xeA}

La suma Supenion de Darboux S(f,p) de £ con respecto a la parti-

cidén P es la suma

n

y la Suna Infenior de Darnboux es

n
HEp) =2y wlE, Lo 6 D (g - g p

Es importante notar que

11



m(f, [a,b6]) (b-a) < I (f,p) <5 (f,p) <M (£, [a,b]}. (b-a) (i)

Definicidn 1.1.3.- La Integraf Superion de Darboux S{f) de f en
la,b] estd definida por:

S(f)= inf {S(f,p} : p es particidn de Eé,ﬁ]}
y la Integral Infenion de Darboux es
I(f)= sup {I(f,p) : p es particibn de [é,ﬁ]} .

En vista de (1), S(f) vy I(f) son nlmeros reales. Diremos que f es Darboux-
Integhable en [é,E] si I(f) = S(f); en este caso escribimos

0

)] é’bf =(D) ébf (x) dx = I(f) = S(£f)

‘para este valor comiin.

Una interpretacidn para el concepto de integral es el de conside-
rar a (D) £bf como el drea de la regifn bajo la grafica de f, cuando f(x)
> 0 para todo xe[é,ﬂ], ya que cada suma inferior de Darboux representa el
drea de una unidn de rectingulos que estiZn contenidos en la regifn. Mis
atn, (D) ébf es el finico nimero que es mayor o igual que todas las sumas
inferiores de Darboux, y mis pequefio o igual que todas las sumas superiores

de Darboux (figura 1).

ﬂt1 !-l.;-ll i l"'tn_1

at‘]‘-.'..--n-c-- ‘bn_1b a . B
L (r.p) Area bajo f{x) s(f,p)



o3

Mostraremos algunos ejemplos que, aunque elementales desde el pun
to vista del cZlculo integral, en nuestro caso servirdn para fijar mis los

conceptos ¥y terminologia antes senaladas.

Ejemplo 1.1.1.- La funcidn m3s simple, cuya integral no es obvia
es f(x) = x2, consideremos a £ definido en {é,ﬁ], b>0.

Para una particin

P={0=1t, <t <...< t =b)
tenemos
S(fP)=§su {xz- [t t. |} (t,- )—]’[4’:1 2( }:
e PRE L hep Bedle SRy’ Teen B Wb/

elegimos t =-%?, y usando el hecho de que

T2 n(otl)(2ntl)

k=1 6
obtenemos
T 4.2 42 3 B 3
- kb b,y _b 2_b n{ntl) (2n+1)
SR =Ly 7 (R =k e o 3 )

G\IU‘
W

1 1
(1+ ‘r'l') (2+ 'E).

Para valores grandes de n, S(f,P)} se acerca a b3/3, por lo que con

cluimos que

3
inf{S(f,P): P particidn de [é,ﬁ]} = 3(f) i.%“
Para la misma particidn calculamos
n n 3
e p (K=1)282 b, _ B3 -2 r(n~1)(n) (2n-1)
HED =8 == () = qv D =l .

_vd 1
= E*‘(I* E)(Z"'E),




a

2
o

=2

que para valores grandes de n se acerca a » por lo que sup{I(f£,P): p

es particidn de [é,ﬁ]} = I(f)

e

debe cumplir
ba
I(f)Y> — .
( )__3

Notese que las sumas superiores de Darboux se aproximan al valer

3 - -
5—- por valores mayore$ que éste (por exceso), mientras que las sumas in-
b . .
feriores de Darboux lo hacen por valores menores que —— (aproximaciones

3
por defecto}.

Como se mostrarid en el ler. teorema I(f)s< S(f), y podemos concluir

que I{f) = s(f) = %—3 es decir, que f(x) = xz es Darboux-Integrable en

[é!ﬁ] Yy

b2, _ b}
(D)f0 xdx = 3

Ejemplo 1.1.2.- En el intervalo [é,ﬁ] consideremos la funcidn f(x)

tal que f£(x)=1 para x racional en [@,5] y £{(x) = 0 para x irracional en

o, b].

Para cualquier particién P = {0 = t,< t, <,,.< tn = b} tenemos
] n
S(E,p) =2 M(E, [ g, 1, Do (gt 1) =5 L (gt ) =D

¥y

n n
IE,p) = 2, m(f, [t ;s t, D). (gt ) = 0lr-t_,) =0,

Se sigue que S(f)=b e I(f)=0. Las integrales superior e inferior

de Darboux no coinciden y por lo tanto f no es Darboux-Integrable.

Ejemplo 1.1,3.- Sea f(x) = x para x racional f(x) = 0 para x irra-




cional, =« [é,g]-

Para una particidn P={O=tn<t1<...<tn = b} tenemos

9 n
S(E,P)= 2y MCE, Lo s g Do (e -5 () 52y v (g - 6y s

y tomando tk =-%? tenemos que

n 2 T
Py~ y Kb b _ b° - nlmtl)y _ b 1y,
S(f"P)—k;l o n n’ kgl k ol * ( 2 2 a1+ n?
b2
para valores grandes de n (n+), S(f,P)+-€-mientras que
n ' ) hs]
E,P= 8 o, [ g g, Do G -e )= 2, 0 (g - 1 ) = 0.

Concluiremos que £{x) no es Darboux—Integrable en [é,ﬁ].

Demostraremos algunas propiedades de lz integral de Darboux Que nos

permitirdn caracterizarla,

Lema 1.1,1.- Sea f una funcidn acotada en [é,E]; 81 P y Q son par-

ticiones de EL,I:Z[ Yy P ¢ Q entonces
I(f,p) < I(£,Q) < S(f,Q) < s(£,P). (2)

Demos thacibn,- La desigualdad central se sigue de la definicidn de

sumas inferior y superior de Darboux. Probaremos primero que
I (£,P) < I(£,Q)

Supdngase que Q tiene Gnicamente un punto mis que P, digamos u.

S1P=1{a=ts < t] < .. < t, = b} entonces Q = {a = t, < t, <...< t,_ €

k-1

u<tk <haa® tn = b} para alguna ke {1,2,...,n}. La suma inferior de Darboux

para P y Q es la misma excepto para los té&rminos que involucran a tk—l y

tk' En efecto, la diferencia de sumas es



1(£,0)-1(E,P)=n(f, [ _p ul)de (e ) +o(E, Lo, g D (g -0)
e G UL R ) B G S

Basta probar gue esta diferencia es positiva. Usando las propieda-

des del infimo de subconjuntos de R, vemos que

—r
I

= m(f, [tk_l, £, D (g - w) +
(u - ty1)?

m(f, [u, tk :l). (tk- u) +

m(f, [tk-i' u ). (-t ).

[tkfl, t, Do (g, - €y

| A

En caso de que Q contenga mids de un punto que P, la desigualdad se

sigue por aplicaciones repetidas del argumento anterior.
Para probar que S(f,Q) < S(f,P) se sigue un argumento anflogo. //

El siguiente lema nos afirma que sin importar las particiones que
se tomen, toda suma inferior de Darboux ser3 menor 6 igual que toda suma

superior de Darboux

Lema 1.1,2.- Si £ es una funcidn acotada, definida en E,EI, y si

P,Q, son particiones de E,lﬂ, entonces
I(f,P) < S(£f,Q) (3)

Demos thaeibn.- E1l conjunto dado per PUC es a su vez una part:.c:.on
de El b:l Como PcPUQ y QcPUQ, aplicando el lema 1.1, 1 cbtenenos

I(£,P) < I(f, PUQ) < S(f, PUQ) < S(£,Q). /f

El siguiente teorema justifica lo utilizado en los ejemplos refe-

rente a que la integral inferior de Darboux es menor o igual que la inte-



gral superior de Darboux.

Teorema i.l.1.- Si f es una funcidn acotada definida en EL,I:ZI en—

tonces

I(f) < S(f}

Demostrnacddn.~ Tomemos una particidn fija P. El lemz 1.1.2 nos mues

tra que I(f,P) es una cota inferior para el conjunto

{s(£,Q): Q es particidn de El,b]}

de aqui se deduce que I(f,P) debe ser menor o igual que la mixima cota in-

ferior (inf) de este conjunto, i.e.
I(£,P) < S(f)

Esta desigualdad nos muestra que S(f) es una cota superior para el

conjunte
{I(f,P): P es particidn de Ei,lﬂ},

por lo que S{(f) debe ser mayor & igual que la minima cota superior (sup)

de este conjunto; esto es, se debe tener que
I(F) <s(g) -/

La importancia del teorema siguiente es que nos da un "Criterio de

Cauchy" para Integrabilidad de funciones en el sentido de Darboux.

Teorema 1.1.2.- Una funcidn acotada f, definida en E,}ﬂ, es Dar-

boux~Integrable si, y solo si, para cada e¢>0, existe una particidn P de

Ei ,El tal que

S(f,P) - I(f,P) < ¢ (4)



Demosthaciln.~ Necesidad: Supdngase gque f es Darboux-Integrable

y considérese una >0, Por las propiedades del sup e inf, existen parti-

ciones Py ¥ P, de Ei,tﬂ, que satisfacen

5 £
I(f,P1)> I(f)- 2 v S(f,._I‘E} < S{f) + 5

Para P = PluPz, y aplicando el lemz 1.l.1, obtenemos

s{f£,P)- I(f,P) S(f,Pz)- I(f’Pl) < S{£) +—;— - [I(f) - %]

| A

S(f) - I(f) + e=¢,
puesto que S{f) = I(f) al ser f Darboux-Integrable, Esto prueba (4).

Suficiencia: Supbngase que para cada e>0, la desigualdad (4) se

cumple pafa' alguna particiGn P; entonces
S(f) < S(f,P)= S(£,P)- I(f,P)+ I(f,P) <c + I(f,P} < ¢ + I(f)

puesto que & es arbitrario tenemos que S(f) < I(f) y por el teorema 1,1.1

concluimos -q"ué S(f) = 1(f), i.e., f es Darboux-Integrable. [/

Defipicidn 1.1.4.~ La nowmt de una particibn P es la mAxima longi-
tud de los subintervalos comprendidos én P y se representa por |P|. Asf,
si P= {a=_to‘<t1.<.;§< Fk—l<gk<"f< t = b} definimos |P|= pax {tk -t g’
k=1,2,...,n}. '

Con esta definicidn podemos dar otro criterio para Integrabilidad

en sentido de Darbbux.'
Teorema 1.1.3.- Una funcidn acotada f en El,b:[ es Darboux-Integra-
ble si, y solo si, para cada ¢>0, hay un §>CG tal que para todas las parti-

ciones P de El,'tﬂ con |Pl<6 se tieme que S{f,P)~I(f,P)<g,

Demostracifn.- Necesidad: Supdngase que f es integrable en E\,lﬂ,



sea £¢>0 y seleccidnese una particidn Po= {a = u.< u;<,..< um= b} de [a,b]

1 tal que

S(£,Pe) - I(E,Pa) < /2.

Puesto que f es acotada, existe B>0 tal que |f(x)[< B para toda
XE [;,E]. Sea ¢ = ¢/(8mB), en donde m es el nimero de intervalos compren-

didos en P,. Para verificar la condicidn del teorema, consid8rese alguna

particidn P = {a=t°<t1<...< t = b} con |P|<8. Sea @ = PuP,. Si Q tiene

un elemento mi@s que P, una ojeada en la demostracidn del lema 1.1.1 nos
lleva a que

IE,Q-I(,P) < Bt -t ) ~ (-B)(t, -t )

< Blp| + Bip| = 2 B|?].

Este es el caso en que Q tiene un solo elemento mis que P. En ge-
neral, puesto que Q tiene a lo mis m elementos que no estfn en P, tendre-

mos
I(£,Q)-I(£,P) < 2m B|P|[< 2mB&=¢/4.
Por el lema 1.1.1 tenemos que I(f,P,) < I(f,Q) y asi también
I(£,Pe) - I(£,P) < /4.

Similarmente, S(f;P)-— S(f,P,) < e/4, con lo que

S(£,P)-I(f,P) < S(f,P,)-I(f,P.) + e/2 < e.

Suficiencia: El teorema anterior (1.1.2) nos muestra que la condi-

{cidn ¢ ~ § en este casc implica la integrabilidad de f en el sentide de Darboux.
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1,2, INTEGRAL DE RIEMANN.

Definicidn 1.2.1.- Sea f una funcidn acotada, definida en [;,6]

y sea P = {a=to<t, <...< t = b}. Una Suma de Riemann de f asociada con

1a particién P es una suma de la forma
n
R(f,P) =2, f(xk)(tk - tk—l)
donde X E[:tk-l’ tk:] para k = 1,2,..,n

Nétese que la eleccidn de los x_ es enteramente arbitraria asi

que hay una infinidad de sumas de Riemann asociadas con una misma funcidn

y particidn.

Definicidén 1.2.2.~ Sea f una funcidn acotada definida en Eé,ﬁ] £
se dice Riemann-Integnable en [a,b] si existe un nimero r, con la siguien-

te propiedad:

Para cada c>o0, existe §>c¢ tal que !R - r|<s para cada suma de

Riemann R de f asociada con una particibm P, tal que |P[<8.

El nfmero r es la Integnat de Riemann de f en [é,ﬁ] y la denotamos

b b
R) J £ = (R) Ia f(x)dx = r
a

Teorema 1.2.1.- Una funcifn acotada £, definida sobre [é,ﬁ], es
Riemann~Integrable si, y solo si, es Darboux integrable, en cuyo caso los

valores de las integrales coinciden,
Demos thacidn., Supongamos que f es Darboux-Integrable, sobre El,lﬂ
en el sentido de la definicidn 1.1.3. Seanm e>o y 8>0 elegidos de tal for-

ma que la condicidn del teorema 1.1.3. Se cumple.

1 ) .
Para cada suma de Riemann R(f,P)=k§1f(xk)(tk-tk_1) asociada con una
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particiﬁn P, con IPl<5, tenemos

I(f,P)< R(f,P) < S(f,P)

y ademis

S(E,P)< T(E,P)+ e < T+ ¢ = (/0% + ¢

también

[}

I(f,P)> S(f,P)— E i S(f)_ e (D)sz -

con estas desigualdades tenemos

| R(E,2) - (D) Jof | < ¢

por lo que f es Riemann-Integrable y

b _ b
(R)faf = (D)Iaf

Ahora supdngase que f es Riemann-Integrable en el sentido de la

definicidn 1,2.2, considerese e>o0, sean >0 y r como se da en la defini-

- -
¢idn.
Seleccicnando alguna particidn

P = {a=t, <t <...<tn=b}

1

con [P|<6, Y para cada k=1,2,...,n selecciBnese X en [:tk-l’ tk:] tal

que

£, )< m(f,[tk_l, tk:] + ¢

la suma de Riemann R para &sta eleccidn de los X satisface

R(f,P)< I(f,P)+ e (b - a)

asi como



P R(E,P) — ¢ | < ¢

se sigue que

T(£)> 1(f,P)> R(f,P) - (b - a)> r -~ ¢ - elb - a)3

puesto que € €s arbitrario, concluimos que I(f)> . Un argumento similar

nos muestra que S{£)< ry, puesto que I(f)< S(f}, vemos que
I(f) = S(f) = 1,

lo que muestra que f es Darboux~Integrable y que
@2 = r = @O .y

El siguiente teorema nos presenta algunas de las propiedades que

cumplie la integral de Riemann,

Teorema 1.2,2.- Sean f y g funciones integrables sobre E.,lﬂ y
sea ¢ un nilmero real, Entonces
i) Pef(max = oPE(wax ;
a a

- b b b

ii) S [ fG+g(x) Jax = [2E(0dx + [og(dx ;
s b _ s b
iii) f(x)dx = faf(x)dx + fcf(x)dx (a <c< b);

iv) si £(x)< g(x) en E,!ﬂ, entonces

f:f(x)dx < f:g(x)dx R

v) | f:f(x)dx t< f:[f(x)ldx .

Omitimos la demostracidn. //
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Un conjunto N es "a {£o mds wumerable” si es finito o infinito nume-

rable.

Deginicidn 1.2.3.- Un conjunto S de nimeros reales tiene medida ceno
si, para cada €>0, existe una cublerta a lo mds numerable (IA)AEN de inter-
valos abiertos, tal que la suma de sus longitudes es menor que £, esto es,

si I,= (aA, bk) renemos que

ScUI, y T (bl - aA) <g.
AeN AeN

Teorema 1.2.3.~ Sea f yna funcidn real, acotada y definida sobre

[E,él. Sea D el conjunto de discontinuidades de f en [;,E]. f es
Riemann-Integrable en [é,@l si,y sblo si, D es un conjunto de medida ce-~

Iro.

Demosinacibn. Necesidad.- Definamos para Ig[é,ﬁ]
Qf(T) = Sup{ £(x)-f(y): x,yeT }

B(x,h) = { yeR: |y-x|<n }

we(x) = lim, 2. (B(x,h))1 [a,b])
f ot f

Notese que si xeD, wf(x)>o por lo que se tiene
- e 1
D = UD, , D, = Ixfuc(x) > 7k}

Si suponemos que D no es de medida cero, algin Dk No es de medida cero y

si P es un particidn de Ea,lg__[

n
S(E,P)-1(£,P)= 2, [wce, [ v, o & Dome [e oo, .

(-t ).
1 ¥ 5,28

[l
[7s}
+

i

donde en Sl estan los términos correspondientes a subintervalos gue conten—

gan en su interior puntos de D. Como Dk no es de medida cero, hay un
1
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e>o0 tal que toda cubierta a lo mids numerable de DL , tiene suma de longi-

_ tudes > e, Los subintervalos de Sl Lubren a Dk y en ellos
~ : .

M(fs [tk—l’ tk])—m(f,[tk_‘l, tkj) i"{c‘l as? que }.i q

por lo que la condici®n de integrabilidad no se satisface,

Suficiencia. Supongamos que D tiene medida cero.
Comc cada Dk tiene medida cero, lo cubrimos con intervalos tales que la
suma de sus longitudessea menor que l/k . Como Dk es compacto basta un
nimero finito de intervalos. La unibn de estos intervalos es un conjun-—
to abierto Ay, asi que B, = la,b]- A es la unidn de un nimero finito de
intervalos cerrados contenidos en [é,ﬁ]. Sea I uno de ellos. Si xel,
Ve (x)< %; Hay una subdivisidn de I en un pimero finito de subintervalos
T de longitud <& en los que Q (T)< T Construimos una particidn Pk de

[a,b] tal que si P es mis fma que Pk

b-a M-m
+S2 y Sz< e Slf_ "

S{f,P)~-I(f,P)= S1

donde S1 contiene los términos correspondientés a subintervalos que con—

tienen en su interior puntos de Dk Yy donde M y m son el sup e 1nf de f en

Eé E] Como esto vale para toda k>1,f satisface la condicifin de 1ntegra—

bilidad en [a,b].//



CAPITULO I1
INTEGRACION DE STIELTJES

2.1 INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES,

A continuacidn presentaremos la definicidn de la integral de
Riemann-Stieltjes, concepto mis general que las integrales del capitulo
anterior. Esta integral incluye dos funciones f y F en lugar de una sola,

y la integral de Riemann se presenta como un caso particular.

Al igual que en las secciones anteriores una particidm P de

fa,b] es un subconjunto fimito ordemado de puntos

P = {a=t°<t1<...<tn = h}.
La norma de P, |P|, es el mayor de los n nimeros £, ~t,_q- La par-
ticién P' de Ea,tﬂ se dice que es m8s fina que P (& un refinamiento de P),
si PcP'.

NGtese que si PcP', entonces |PY < |P].

 Definicidn 2.1.1.~ Sean f y F dos funciones acotadas definidas emn
Ea_,b:l. Sean P ={a.=t¢.<t:1<...<1:l_l = b} una particidn de El,iﬂ y X, un punto
del subintervalo Etk—l’ tk] para k=1,2,...,n. Una suma de la forma

n
Rp(£,8)=,2,£Cx ). [F(r )-F(e, )]
se denomina suma de Riemann—Stieltjes de £ con respecto de F,

Definicidn 2.1.2.~ Sean f y F dos funcionmes acotadas y definidas
en Ex,lﬂ. Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F
en El,lﬂ, y escribimos feR({F} en Ei,tﬂ, si existe un nimero r que tiene

la propiedad siguiente:

Para todo >0 existe una particidn Pe de El,]:ﬂ tal que para toda
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. e T P %« I
particion P mas fina que Pe y para tode x e t‘tkvi’ tki] tenemos

| R.(£,P)- « i< ¢,

El niimero r, si existe, es llamado la integral de Riemann-Stieltjes

de f con respecto a F en [é,E] v lo escribimos
b - b
(R—S)fade o (R“S)Iaf(x)dF(x}.

Las funciones f y F en la integral son llamadas respectivamente
integrando e integrador. Notese que en el caso de que F(x)=x tenemos el
caso particular de la integral de Riemann (seccidn 1.2).

Presentaremos solo algunos teoremas importantes de esta teoria.

Teorema 2.1.1.- (Propiedades Lineales de la Integral)

(2) 8i feR(F) y geR(F) en [a,b], entonces g+fecR(F), cfeR(F)

para toda constante c, ¥y

b o b b
(R—S)fa(f+g)dF = (R-8)/ £dF + (R—S)fang
b o« /b
(R-S)facde = c.(R—S)fade
(b) Si feR(F)) en [a,b] y £eR(F,) en [a,b]

‘entonces feR(c1F1'+ szz) en [E,gﬂ {para cualesquiera constan-
tes ¢, ¥ cz) y tenemos

oy b 4
1 + cz {R S)fade

be . : o (hecy (b
(R—S)fafd(olF;+c2F2) ¢, (R~8) S EdF .

Omitimos su demostracifn. //

Teorema 2,1.2,- (Integracidn por pattes); Si feR({F) en [é,ﬁ], en-
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ronces FeR(f) en [é,ﬁ] y tenemos

®-$)/TE@AFG) +  R-S)/TF GO () = £(b)F(b)=£ (a)F(a)

Demosinacddin. Tomemos un £>o, tenemos que (R—S)I:de existe, por

Jo que hay una particidn Pe de [é,g] tal que para toda P' mis fina que Pe

sSe ClImPlE | RF(f,P-) - (R"S)fzde l( € (1)

. . b
Tomemos cualquier suma de Riemann-Stieltjes para la integral (R—S)IaFdf,

gea esta
n

R (F,P) = L; Flx ) (E(e )-(t, _,))
0 n
=k Fl (e )= LiF(e, IF(e, )

donde P es mas f una que Pe' Tomemos A= £(b)F(b)-f(a)F(a) y asi tenemos
n

L i _F( )

a ,
A=k£1f(tk)F(tk)-k=

si restamos é@stas dos igualdades tendremos

n n

A-R_(F,P)= I £(e) [F(t)-Fle) 4z, V[ FG)-Flr )]

las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma de la for-
ma RF(f,P'), donde P' es la particidn de [é,E] obtenida tomando juntos
ios puntos % ¥t Asf P' es mis fina que P y por tanto mis fina que Pe.

Por lo que la desigualdad (1) es vilida, y tenemos

| A-R.(F,P) - (R—S)fodF |< e

siempre que PcPe, y de .acuerdo a la definicidn tenemos
b b
(R—S)faFdf = A - (R—S)Iade M

El siguiente resultadoc nos da una forma de reducir una integral

de Riemann-Stieltjes aunaintegral de Riemann,
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Teorema 2.1,3.- Sea feR(F) en [é,ﬁ]. 51 ¥ tiene derivada F' conti-

. . b .
nua en [a,b], entonces la integral de Riemann (R)faf(x)F'(x)dx existe y se

tiene
(R-s)f‘;f(x)dp(x)= (R)sz(x)F' (x)dx

Demos thacidn.- Tomemos g(x)= f(x)F'(x) y consideremos la suma de
Riemann
n n

R(g,P) = 2,80) [ -t, )= I, Fx F (x ) (t,~t, 1)

la misma particidén P y la misma eleccidn de X puede utilizarse para la

suma de Riemann-Stieltjes
n
R (£,P)=, I, £0¢). [[F(r)-F(t, ;) .
Aplicando el teorema del valor medio podemos escribir
= 1 -

F(tk)-F(tk_l) =F (vk)(tk t,_;) donde vke(tk_l, t,)

y asi
n

Ry (£,P)-R(g,P)= 2 £ ) [ F (v )-F' (=) J(r, -ty )

va que f es acotada, tenemos M>o tal quelf(xﬂjy para todo xe[é,ﬁ}. Ya que

F' es continua en [é,ﬁ] entonces es uniformemente continua. Asi, dado e>o,

hay un 8>0 tal que

o [x-y I<s  imlica [F'GO-F' ()]« sy

si tomamos una particidn P'ec de norma |P'Y<§8, .entonces para cualquier parti-

cién m3s fina P tendremos en la igualdad anterior

o 1 - £
[P v)-F' () |« ey
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¥
y para tal P tenemos

| R (£,B)-R(g,P) | €12

por otro lado ya que feR(F) en [a,b], existe una particién P"¢ tal que

si PcP''e entonces

b 4
| R_F(f,P)-(R-S)Iade |< "/2

y combinando estas 2 {iltimas desigualdades, vemos que para P mas fina

que Pe=P'e UP"e, tendremos

| R(g,P)-(R-S)/O£AF |< ¢

lo que demuestra el teorema, //

Es claro que si F es constante en [é,ﬁ] toda suma RF(f,P)=O ¥
esi (RS)I:de existe, y tiene el valor cero. Un casc mis interesante es
cuando F es constante excepto en un punto ¢ del intervalo, donde presen-
ta una discontinuidad de salto. En este caso, la integral no necesaria-

mente existe y si existe no necesariamente vale cero. Esto es lo que nos

afirma el siguiente teorema,

Teorema 2.1.4.- Dados a<c<b., Definimos F en [é,ﬁ] como sigue:
los valores F(a), F(c), F(b) son arbitrarios; F(x) = F(a) si a<x<cy
F(x)=F(b) si c<x<b . Sea f definida en [a,H de manera que por lo menos
una de las funciones f & F sea continuaz por la izquierda en ¢ y una por lo

menos sea continua por la derecha en c. Entonces f £ R(F) en [é,ﬁ] v tenemos

12%aF = £(e) [F(cH- F(cD ]

Demostracibn.- Si ceP, todo termino de la suma RF(f,P) es nuio

salvo los dos términos procedentes del subintervalo gque contiene a por c,

Pongamos pues
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R, (£,P)= £ [F(@-F(e) ] + f(xk)[fF(c+)-F(c):]

«¢< t, 1gualdad que también podemos escribir

-'? : doﬂde tk_l —_ k

=[G _-£() ] [r(-Fe) ] +[£06)-£() ] [F()-F(e) ]
con A=RF(f,P)—f<c)[jF(c+>-F(c“):],Luego tenemos
8] <l (e, )=E€) | [F(e)-F(e )|+ [£(x )£ ()| [F(c-F ()|
si £ es continua en ¢, para todo e>o existe un 6>0 tal que |P[<d implica
| £(x_p-f(0) |<e vy | flx)~f()]< e
En este caso, obtenemos la desigualdad

lal< e]F()-F(cT) |+ e|F(c)-F(o) ] (2)

pero esta desigualdad es vdlida sea f continua & no en ¢ por ejemplo, si
f es discontinua a la derecha y a la izquierda de c, entonces F(c)=F(c )
y F(c)=F(c+) y conseguimos A=(Q. Por otra parte, si f es continua a la iz~
guierda y discontinua a la derecha de ¢, debemos tener F(c)=F(C'_')y obte~
nemos Iﬂli s]F(c)—F(C—)f. Analogamente, si f es continua a la derecha y
discontinua a la izquierda de ¢, tenemos F(c)=F(c ) y IAIi eIF(c+)-F(c)|

luego (2) es valida en cualquier caso, lo que demuestra el teorema. f/




2,2 INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES.

Definicién 2.2.1,- Sea F una funcifn mondtona creciente en [a,b]
y seaP= {a=to<ty<.. <t = b} una particidn de El,bj. Adoptando la notacidn
dada en 1.1.2, para toda funcién real f acotada en [a,tﬂ definimos la suma

superior de Darboux-Stieltjes de f con respecto a F y 2 la particidn P de

.E,b:] como
n
SF(f,P)=k£]‘f(f, [tk—l’ tk:[)' [F(tk)'F(tk_l) :[,

y la suma inferior de Darboux-Stieltjes de f respecto a F y a la particidn

P de El,lg__l como
n . .o
Ip(f,P)= In(E, [y s .tkj). [r(tk)—F(tk_l) 1.

1a integral superior de Darboux—StleltJes, v 1a 1ntegral inferior de
Darboux-Stieltjes son ' g
Sg(f)= inf{S_(f,P): P,es particidn de [a,b]}
IF(f)‘-‘ suplIp(f,P): P s pgitieisn de l'_é,zﬂ}

'51 las integrales superior e 1nfer10r c01nc1den entonces se dice que f es
Darboux—StleltJes integrable y la 1ntegra1 de Darboux—StleltJes es dada

por el valor comiin:

b e s
(DS)/ _fdF = SF(,'f_)‘_‘_f IFr(f).

_ 8i la integral existe, 8&sto es, si SF(f)= IF(f) decimos que f es
integrable con respecto a F en el sentido de Darboux-Stieltjes y escribi-
mos fcD(F) en E,H,Tomando F(x)=x se ve que la integral de Darboux (1.1)

€s un caso particular de la integral de Darboux-Stieltjes.

Teorema 2,2,1.- Sea F creciente, y f acotada en El,?:ﬂ. 81 Q es un
refinamiento de P es

(D) < I(£,0) < Sp(£,Q) < S(£,P)
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pemostracibn, (Semejante a lo del lema (1.1.1))./

Teorema. 2.2.2.- IF(f,) f_SF(f,)

Demos thacibn, {Semejante a la del teorema (1,1,1)).//

Teorema. 2.2.3.- fe D(F) en [;,6] si, y solo si, para cada e>o0

existe una particifnm P tal que
SF(f’P)— IF(f,P) < B, (1)

En ese caso, decimos que f satisface 1la condicidn de Riemann res-

pecto a F en Eslﬂ

-

Demo»smac{(fn. Para cada particidn P tenemos
Ip(£,P)< TL(£)2 ()< Sp(£,?)
asi (1) implica

o< Sp(f) - L.(f) < ¢

~ por lo que sise cumple {1). para tedo e>0 tenemos

$p(8) = I(0)

Inversamente, supongamos que fe D(F) y sea e>o dado. Existen particiones

P1 y P2 tales que

£

b
SF(f,PZ)- (DS)fade )

b €
(DS)fade - IF(f,Pl) 5

tomando P como un refinamiento comiln de Pl y Pz.tenemos.



- . .f
s?(f,]_))i sF(f,P2)<(D-S)Ide + 5 < I(f,P)) + e< I(6,P)t € ./

'Teorema 2.2.4.— Sea F creciente, fe D(F), si y solo si fe R(F),

o as integrales coinciden.
[a t| en cuyo caso las
en ’]

Demosinacdiln: Necesidad. Sea P_una particidn de [é,ﬁ] tal que

S(f,P)—~ IF(f,P) < g,
Para cada suma de Riemann~Stieltjes tenemos
n
IR BRICHE Crled-Fle,_ D1 < sy(E,P)
.y como
I(£,P)< (D-8)/PfdF < S_(f,P)
F' 2 = a - TF?
tenemos que para P mis fina que Pg
: b
ER{CHE [:F(tk)—F(;k_l):]- (D~s)[ade |< e

. Como e>o es arbitrario y la desigualdad es vdlida para toda P mi#s fina que
p , por la definicifn 2.1.1 tenemos que fec R(F) y ademds se cumple
E -

®-5)/06aF = (D-5)/>faF |
Suficiencia., Supdngase que fe R(F) (definicidn 2.1.1). Sea e>o.
Seleccionemos una particidn PE= {a=t°<tl<...<tn = b} de tal forma que para
cada P mas fina que PE Se tenga que
| R (£,P)- r <
y tomemos x; en [:tk-l’ tk:] de modo que f(x) <m (f’[:tk—"tk:]) + e

La suma de Riemann-Stieltjes para esta eleccién de los xk satisface
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R (£,P) < I (EP) + ¢ (b-a). LF®)-F(a) ]|
y tambi2n
| R (£, B)-r [< €

por lo que

1.(£) > T(£,P) R (£,P)- e[ F(b)-Fa) Jor-e-e[[F(b)-F(a) ]
CFb)-F(a) ]

puesto que € es arbitrario, concluimos que

I(f) 2 r;
similarmente se 11¢ga a que
SF(f) £r
por lo que se concluye que
| IF(f) = SF(f) =r;

ésto es, que fe D(F) y ademis
b b
(>-5) S £dF = r = (R-5) ,rade.//

Deginicibn.- 2.2.2.- Sea f una funcidn definida en [é,ﬁ], si
P= {t,, tl"“’tn} es una particidn de [é,ﬁﬂ escribimos Afk=f(tk)—f(tk_1),

k=1,2,..,n. Si existe un nimero positivo M tal que

n
kgllﬁfkl <M

para todas las particiones de [a,b], se dice que f es de variacifn acota-
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en E"]ﬂ’

pefiniciBn 2.2.3.- Sea f de variacibn acotada en [a,I:Z[, y desig-

n . ;s

nemos por L(P) la suma.. lafk| correspondiente a la particidn
P= {tos tl,_.,tn} de |a,b], el nimero Vf(a,b)= SUP{Z(P): P es particidn

de E_,_,E]} se llama la variacidn total de f en el intervalo Ex,b:[.

Teorema 2.2.5.- Supongamos que F es de variacidn acotada en
E;,tﬂ designemos por V(x) la variacién total de F en Ex,:ﬂ si a<x<b y
tomemos V(a)=0. Sea f una funcidn definida y acotada en [a,b] Si feD(F)
en [,b, entonces feD(V) en [a,b].

Demostracidn. Si V(b)=0, V es constante y el resultado es triviai,
supongamos por lo tanto que V(b)>o. Supongamos tambidn que |£(x) | <M si
xgl_-a_a,lﬂ. Puesto que V es creciente, necesitamos tan solo verificar que f
satisface la condicidn de Riemann con respecto a V en Ei,lﬂ. Dado e>o,

eliismos PE de modo que para cualquier P mis fina y todo par de puntos

%y x'k en [tkvl’ tk] se tenga
n € n e
. - 1 = _
| 2 LEGI-E' D JaF, | < 7y V)< L, [aR | + T
para P mis fino que PE estableceremos las dos desigualdades

-
(G LME L g e, D-m@e, Ly g, v T (v, - [aF)d<

n
y LM e e, D-mte, e o £, Dory] < &

que al sumarlos nos dan Sv(f,)—Iv(f,P) < ¢ para demostrar la primer de-

sigualdad, observese que Avk—|£\ Fk|_>_ 0 ¥, por tanto

n n
oM e yoe, D=m(E, Le s £, 1V, - |aF, fx M, 2, (av, - |aF, )

Tt
= 1 - i < E
20(v(b)- 21oF, )< 3
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]

. ' unda desigualdad, consideremos
. par la seg
para pro

a@)= {k [8F, > 0}, BE={K/0F < 0] y

= 21’. e/V(b). Si keA(P) elijamos XY xk' de forma que

£(x)-£ (") PHLE, Lt ot Do Lyt 1-h pero si ke(P),
elijamos X, ¥ xk' para que .
f(xk')'f(xk)>ﬂ(fs[tk_ls tk:[)“m(f, Etk—l’ rtk])-—h entonces
n - - 1

A R t, D6, [ e s £, D] “"%'“k;m&(}k)'ﬂﬁ ) JoF |

+z B(P)Ef(x )-£(x ):[]AF [+

hkgl lAFkl
=k§'1 Lee)-£(x) ]

< £ +hv(b)- £

=&
&t 2

-l:-[n

por lo que se deduce que feD(V) en [a,b]l.//

Teorema 2.2.6.— Si f es continua en [E,E] ¥ F es de variacibn aco-
tada en [:a,tﬂ, entonces feD(F) en E,EI.

Demostnacibn. Es suficiente probar el teorema cuandc F es estric-
tamente creciente. La continuidad de f en [a,b] implica la continuidad uni-
forme, asi que dado e>o, hay un 8>0 { que sflo depende de e) tal que

|x-y|<6 dmplica |F(x)-£(y)|< ©

donde A= Z(EE(b)-—F(a)]. Si Pe es una particidn de norma |P€|<5, entonces

para una P mis fina que PE debe ser

M(£, l:tk*'l’ tk:l)’m{fa [tk_—l’ tkj) = E/A

3
El
3
B




N
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s, (E, )T (E,2)> [ MG, Loy pu e D-mte, [y ys 6y D] [FGe)-Fle) ]

puesto que cada término de la suma es >0. S5i c es una discontinuidad comin

a la derecha, podemos suponer que el punto x; se elige de manera que

F(x.)~F(c)> € adem8s, la hipbtesis del tecrema implica M(f,[ti_l, ti])-m
1 - _ R '

(f,[ti_l, t; 12> € luego S.(f,P)-I_(£,P)> ¢ y no puede satisfacerse la

condicién de Riemann. (Si c es una discontinuidad comiin a 1a izquierda,

el razonamiento es analogo.
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- = Syp! -
ya que M(fsl:tk—l’ tk]) m(f’[tk—l’ tk]) Supl £ (x) f(y)/x’yg[tk—l’ t:k:l}
multiplicando la desigualdad por AFk ¥ sumando, encontramos

n
€ - £
Sp(f,P)- I (£,P)s § L AF =3 <c¢

y puesto que se satisface la condicidn de Riemann concluimos que feD(F) en

[a,5]. #

Teorema 2.2,7.- Cada una de las siguientes condiciones es suficien-

te para la existencia de la integral de Riemann (R)sz(x)dx

a) f continua en [a,b]

b} f de variacidn acotada en [é;ﬁ]

demostracidn, aplicande F(x)=x y aplicando el teorema anterior, y la in-

tegracifn por partes. //

Teorema 2.2.8.- Supongamos que F es creciente en [é,ﬁ] v sea
a<c<b., Supongamos adem3s que f y F son ambas continuas a la derecha de
x=c, esto es, supongamos que existe un e>¢ tal que para toda §>0 hay va-

lores de x e ¥y en el intervalo (c¢c,c+8) para los cuales
[f@)-f(e)|> e vy [FO)-Fle)|> ¢

en tal caso no puede existir la integral (R—S)fo(x)dF(x) tampoco existe si

f y F son discontinuas a la izquierda de c.

Demostracibn, Sea P una particidn de [é,ﬁ] que contiene a ¢ como

un punto de subdivisidn y formemos la diferencia

n
sF(f,P}-IF(f,P)=kgl[M(f, Lty £, D ey s | t, 1) ]AF,

si el i~&simo subintervalo tiene ¢ como extremo izquierdo entonces



CAPITULO 3

OTRO TRATAMIENTO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES.,

3,1 LA INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES GENERALIZADA.,

Supondremos en todo el capitulo que F es una funcidn creciente en
[E,E], con F(a)<F(b). Usaremos la notacidn siguieate para los limites la-

7 terales (ademds de la ya establecida en 1.1):

F(t) = lim F(x) y F(£) = lim F(x)

+
X+t X+t

- para ios extremos, por facilidad de notacidn definiremos
- -+ -
F(a ) = F(a) y F(b ) = F(b).

N6tese que F(t ) §_F(t+) para toda t ¢ [a,b]. Cuando F es con-
‘fﬁinua en t, tenemos F(t ) = F(t+) = F(t). De otra forma F(t ) < F(f+) y la
‘diferencia f(t+) - F(t)) es llamado el saffo de F en t.

Definicién 3.1.1.~ Sean f una funcidn real acotada en [a,b] y una.

‘particidn P = {a=tn<t1<...< t = b} escribiremos

n
L -
IAEP) = I, £(e). [F(t) ~ F(r) ]

La sﬁma superior de Darboux-Stieltjes generalizada es
S*(£,P) = I_(£,P g M(f . [F(ED) - F(Er

v la suma inferior de Darboux-Stieltjes generalizada

n

* = +
I(E,P) = Jo(£,P) ) m(f, (g4 500 [¥(e) - Fe_ 0 1.




ey

Obsérvese que estas definiciones toman en cuenta los efectos del

salto de F. Notese ademis

x *
SF(f.P) - IF(sfP)

n - +
=&y (M, (e 1) - wlf, (g £, 1 [F() - Flg ) ] (1)

(g, [3,0D). [F®) - F) ] < 1(£,) < S_(£,P)

< Mg, 25D [FO) - F@ ], (@)

Puesto que
n -+ - n - + .. + CE Ry
E oL Fle)-F(e) T+ £ 1 [F(e)-F(t, ")) ]= F(b )=F(®)-F(a)
La integral superion de Darboux~Stieltjes generalizada es
* *
SF(f) = jinf {SF(f,P) s P es particidn de E,ﬂ}

y la integral inferior de Darboux-Stieltjes generalizada
* * o
T-F(f) = sup {IF(f,P): P es particidn de Ea,!ﬂ}

. * *

Mpstraremos mis adelante que IF(f) < SF(f). Por consiguiente diremos que

f es Darboux-Stieltjes integrable en el sentido generalizado, en EI,E[ con
: % %

respecto a F, 0 mAs brevemente F-{ntegrable en Eﬁ,lg—_{, si II_.(f) = SF(f),

en cuyo caso escribiremos
& ®
Prar = PEar@= 1,00 = s ().
a a B

Lema 3,1.1.- Sea f una funcidn acotada sobre El,ﬂ, ¥y sean P y Q

particiones de E:\,E[ tal,que PcQ. Entonces
PE,P) < To(E S(E,Q) < So(f

Demostracidin,- La desigualdad central es obvia, las pruebas de las
designaldades de la izquierda y de la derecha son semejantes a las del lema

1.1.1. Mostraremos que



N

* *
S5(£,0) < SL(f,P).

Basta con probar Bsta considerando que Q tieme exactamente un

punto mids, digamos u, que P, S5i

Seee b= b}

s~
n

{a=t <t

entonces

{a=t°<t1<.1.< SURAL LA PPRL I b}

2
it

para alguna ke(l,2,...,n}. Encontramos que

* * - +
S (€,2)-8,(£,Q) = M(£,(t, 1, £)). [F(e) - F(eg D]

- {f(u)-[:P(u+) - F(a) ] + MOE, (b s w))e [Fa? - F(I;-l):

- +
+ M(E, (u, t)). [F(t) - F@u) J}

y €sta es no negativa porque

- +
M(E, (b s 1)) [F(e)-F(e ) ]
= M(E, (t,_;, tk))'. EF(tl-c)-F(u+)+F(u+)—F(u_)+F(u—)'F(t;:_l)j

2 M(E, u,e)) . [Re)-PD) T+ £ [FaDH-r) ]

T

# ME, (e, s w)e [FGO-F(g,_DT. 7

Lema 3.1.2.~ Si f es una funcidn acotada en [;,é] vy si Py Q son

%
particiones de [a,b], entonces IF(f,P) < Sp(£,Q)

Demostracilin,- Po= PUQ es tambiBn una particidn de [é,@] y como

PcP,, QcP,; concluimos por el lema 3.1.1

*(f P *(f * F,P.) *(f P '
IF J)iIF aPo)iSF(!U isF 3}' !
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Teorema 3.1.1,— Para toda funcidn acotada f sobre [é,ﬂ], tenemos

* *
IF(f) < sg).

Demostracibn.- Tomemos una particidn fija P. El lema 3.1.2 nos ase

*

gura que IF(f,P) es una cota inferior para el conjunto
* - - o,

{SF(f,Q):Q es particidn de [é,ﬁ]}

* :
por lo que IF(f,P) debe ser menor & igual que la maxima cota inferior del

conjunto, por lo que

* * . .
I.(£,P) < S (f). ¥ de aqui se sigue inmediatamente la conclusidn. //

El siguiente resultado nos da un criteric de integrabilidad.

Teorema 3.1.2.- Una funcibn real £, acotada sobre [é,ﬁﬂ, es
F-integrable si,y solo si, para cada £>0, existe una particibn P de [E,Ej,

tal que
* * :
SF(f,P) - IF(f,P) <g.

Pemostracién.~ Necesidad: supOngase Que f es F-integrable, existen

entonces P1 v PZ’ particiones de Eé,ﬁ], con

* * * *
IE,P)) > I (F) - €/2 y Sp(E,P,) < S (f) + /2

¢

tomando P = P_uP

1% tenemos

*® * * *
IF(f,Pl) < IG(E,P) < So(£,P) < SL(£,B,)

* * * *
sF(f,P) - IF(f,P) g_SF(f,PZ) - IF(f’PI)

ST(E) + €/2 - I;(f) + /2

| A
L I

[l

%
(£} - IF(f) + e

%

5




* * * *
y puesto que f es F-integrable SF(f) = IF(f), SF(f,P) - IF(f,P) < E.

Suficiencia. Supongamos que para cada £>0 se cumple gue

* %
SF(f,P) - IF(f,P) < g.

Tenemos
* * * *(£.P) + L.(£,P)
* *
< E + IF(f,P) < E + IF(f)

*
por ser £ arbitrario SF(f)_i IF(f) por lo que el teorema 3.1.1 nos per-

mite concluir
% #* . i
IF(f) = SF(f) (i.e, f es F-integrable). /f
Pasaremos a analizar algunas de las propiedades de ésta integral.

Teorema 3.1.3 (linealidad)” Sean f y g funciones F-integrables

sobre [é,ﬁ], y sea c un nimeroc real. Entonces

a) cf es F-integrable y f:(cf) dF = ¢S fdF

[+ I =

b) f + g es F~integrable vy f:(f+g)dF = f7fdF + f:ng

Demosthacifn.- De (a), consideraremos por casos, c*o, c=-1Y¥ c<o,

c=0 es obvio.

i) Sea ¢>0, consideremos una particién P de [a,b]. Por la propie-~

dades del supremum tenemos M({cf, [tk 10 ¢ :[) cM(f, [t -1° k]) vy asi
*

S (cf,P) = ¢ S (f,P), por el mismo criterio § (cf) = cSF(f). Por lo an~-

terior y dado que f es F-integrable

* * * *
IF(cf) = ¢ IF(f) =g SF(f) ='SF(cf)

i
k



b b
i,e cf es F-integrable ¥y facde = cfade.
ii) ¢ = - 1, Para todas las particiones P de Eé,E] tenemos
*

s*(—f,P) = - I_(£,P) por lo que
F ¥

* * - - -~

SF(—f) = inf {SF(-f,P): P es particidn de [é,ﬁ]}

*
inf {- IF(E,P): P es particién de [a,b]}

[}

*
- sup {I;(E,P): P es particidn de [B,E]} = - IF(f)

* *
sustituyendo f por—-f, cbtenemos gque IF(-f)= - SF(f), y yva que f es F-inte-
grable

S

* * *
(-f)= - IF(f) = - SF(f)= IFGf) por lo que —f es F-integrable y
sP¢-fyar

b
- fade.

o

iii) e< 0, Aplicando los resultados probados a - ¢ Obtenemos

PPetar= - Porfars - (-c) Prar=  crPtar
a a a a

Prueba de (b).

Sea e>o y P» P, particiones de [a,b] tales que

%* * e * * J;
SF(f,Pl) - IF(f,P )€y SF(g.Pz) - IF(g,Pz) 72

por el lema 3.1.1

esto por la integrabilidad de f v g. Tomemos P = PIUPZ’

tenemos que ’
s*(f P) I*(f P) <%/2 s*( P I*( €/2 3
- - <
b A ) y ri8 ) F g,P) . (3)

Para cualquier subconjunto C de [é,ﬁ] tenemos que

inf {f{x) + g(x) : xeC} > inf {£(x) : xeQ} + inf {g(x) : xeC}

por lo que

* * *r
IF(f+g,P) 3_IF(f,P) + IF\g,P)




o)
&

pe forma similar
% * *
S_(f+g,P) <« S_(£,P) + 8 (g,P)
F —F F
y por (3) tenemos
*(f+g,P) - I.(f+g,P)
-— <
sF( g,P) ptfre, €
Zsto es, . (f+g) es F-integrable. Puesto que
ey

* * *
(f+g)< SF(f+g,P)i SF(f,P) + SF(g,P)

LR

f:(f+g)dF =5

< I (f,P)+ I;(g.l’)+s_<_ I;(f)+ Ig(g)ﬂ:

[ -

=fde+I:ng+E

y tambign
b -1 S (E+g,P)> Lo(£,P)+ Tn
[ (E+g)dF = Ip(f+g)> Ip(f+g,P)> I (£,P)+ TI.(g,P)
* * = sP¢ bed
2 Sp(£,P)+ S, (g,P)-e= f _fdF + [ gdF - ¢
v concluimos que
b _ b b
S (f+g) dF = [ EdF + f gdF L

Teorema 3.1.4 (aditividad).- Sea f definida en [a,b]. Si a<c<b y
f es F-integrable en E,c:l ¥y en E:,lﬂ, entonces es F-integrable en [a,b]

y

Pear = fCfar + SPfdF
a a C

Demosthaciln.- Puesto que f es acotada en El,c:[ v E:,b:[, es acotada en
Et,l:ﬂ. Sea e>0, hay particiones P1 y P2 de [a,cﬂ y E:,lﬂ tales que
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£ e/2
2 o R B2y (£,0,) - T (£,75) °
F,1a,¢ F,la,c F, [c,5] 2 F,[é,ﬁ]
El conjunto P=P,uP, es una particjgy, de [a,b] para la cual
* * %
F, E‘:ﬂ F,[a,c F!El,b](f,Pz)
(por la definicifn de los limites lateraleg Para los extremo 410 se
mos, SO
incluye una sola vez y el salto en c¢) ?
* *
1 (f,p) =1 (£,2,) + r .2
F’E":ﬂ F,Ei,g F’E!,]:ﬂ *t 9
por lo que £ es F-integrable en [é,]ﬂ, Por o]
bear % Lk teorema 3.1.2 y
fadf_S (£,P) = 3 (f:P)+* (£.7.)
F’ Esg F’E’-,C 1 SF E '[ﬂ st o
» L4
<1 (£,P,) + T
—_— *°1 (f,P c b
F, |a,c] F, 5,5 2) * €< JOEAR + f£dF + €
Similarmente

b c b
J‘ade > Iade + fcfd'f - e

. . b ¢
al ser ¢ arbitraria tenemos J_fdF = /¢
a 9+ Prap, gy

Teorema 3.1.5.~ 8i £ y g son F-4
b, ‘te8rables sobre
f(x)< g(x) para xe [a,lﬂ, entonces fade <

E"sg y si

/ 8dF,

para toda particién P,Y
asi

*
SPhdF = 1% (m)2o0

por el teorema 3.1.3 . //



b b _ b
Iang ~ fade = fahdF >0,
1o que verifica el teorema. [/

Teorema 3.1.6.~ Si f es F~integrable en [3,b], entonces ] es

F-integrable vy If:delf_ -lefde

Demostnacidn: Para cualquier subconjunto C de [a,b] tenemos M(|£],C)- m
(]fI,C) < M(f,C)- m(f,C) por lo que para toda P teremos

% *® % *
sF([fj,P}- IF(If!,P)f_ Sp(f,B)- I (f,P)<e

1a Gltima desigualdad por ser f F-integrable. Queda as{ demostrado que |f]

es F~integrable, ahora como -If]f_ f < {f|, el teorema 3.1.5 nos da
b b . b
- 1€jdF < .fade < [ lelaF

lo zue demuestra el teorema. //

Teorema 3.1.7.- Sea Fl v F2 funciones crecientes sobre Ea,f\__l. Si
f es Frintegrable y Fz-—integrable sobre Ex,ﬂ y si c>o, entonces f es

cFl-integfable, ¥ es (F'1+F2)-in't:egrabl'e; ademis

b o b
SJEA(cF)) = of TdF) (4

b b b
fafd(Fl-i-Fz)—- fadel + fadez {(3)

Demostrhaciln: Utilizando las propiedades de limites, tenemos que

+
(F, + F,)(t) 1im+[F1(x)+F2(x)] = lim F, (0 + lim+F2(x)
X+L ] X+t X+t

[}

f

+ +
Fl(t )+F2(t )



- + -
'y de forma semejante para (F1+F2)(t ), (cFl)(t Yy (cFl)(t Y.

por lo que para toda particidn P de [é,ﬂl, tenemos

F +F(f P) = (f P) + S (f P)
1 Fy
(£,P) = 1. (£,P) + z* (£.P) (6)
F1+F2 F1 ! F2 ’

* f,P . s I* £ P c *
SCFE > ) = C SFl(f;P) v Fl( * )" IFl(f’P)

de donde es claro la validez de {4). Existe una particidn P de [é,E] tal

* * & *
que Sp(E,B) - T(£,P)<E/2 y  S.(£,P) = I (£,P)<</2
1 1 2 2

de aqui que, utilizando (6) tenemos que (5) se sigue de

*

*  (£,P) - (£,P)<e
SF1+F2 F1+F

por lo que f es (F1+F2)-integrable, asi

)< 8 . (£,P)< I°  (£,P) +&

F1+ 7 F1+'F2

f fd(F 2

= Th(E,P) + L. (£ b bear, +
= Tp(E) +Ip (£,P) +e < JEQR) + [J6AF, +e

y similarmente
bEi F bElF bEiF . N
, fa ( 1 2)> Ia 1 Ia 2 :

Teorema 3.1.8.- Toda funcidn continua £ en Et,lﬂ es F-integrable
Demosthacibn: f es uniformemente continua en el cerrado E,El, por lo que

para e>o, existe 48>0 tal que
x, v e[a,b] v |x-y|<8implicaque |Ex)~£(y)|< ﬁ-ﬁ%ﬁ'—(—a-)" (7)

Consideremos cualquier particifn P con |P|<8. Puesto que f toma su miximo

v su minimo sobre cada subintervalo [:tk_l, tk:], se sigue de (7) que

4
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[
ut, Lo oo Dot Do 5 D < Foywm

para cada valor de k. Por (1) en la definicidn 3.1.1 tenemos

2

c - +
L1 FyarG LTl ) e

* ot e
SF( ,P)—' IF( Y )i

por lo que f es F-integrable./f/

El siguiente teorema nos da un mecanismo para calcular un gran

nimerc de "F~integrales"” usando integrales ordinarias de Riemann.

Teorema 3.1.9 Supbngase que F es diferenciable sobre [;,E] ¥ que

F, es continua sobre [é,ﬁ]. S5i f es continua sobre [é,E], entonces
f:de = IZf(x) F'(x)dx.

Demostracifn. Tenemos que fF' es Riemann-Integrable y f es F-in-

tegrable, por 1¢ que existe una particifn P= {a=to<t1<...<tn = b} tal que

S(EF',P)- I(FF',P)< 5/2 y S;(f,P).- I;(f,P)-: €42 (8)

Aplicando el teorema del valor medio a F sobre cada [:tk_l, tk:],
i z - = (- -

existe xkb(tk—l’ tk) para el cual F(tk) F(tk_l) F (Ak)(tk tk—i)’ por lo

que

T

it 1t

- = ! -
LiE ) DFee)-Fle ) J=5,f() F1(x). (-t ;)
Dado que F es continua, no presenta saltos y por la igualdad anterior

T (£,P) < S(FF',P)  y  I(EF',P) < S_(£,P)



phora, de  (8),

sPEdF > TO(E,P) > SI(E,B) ~ €72 > IGEEIR) - ©/2

> S(fF!P) - &/2 ~ /2 3ﬁR)IZf(x)F'(x)dx - ¢

. b ]
De manera semejante f:de<(R)faf(x)F'(x)dx +e., Puesto que e>0 es arbi-

trario, se cumple el teorema. //

Teorema 3.1.10. Toda funcidn f mondtona en [é,g] es F-integrable

Demostracidn: Podemos suponer que f es creciente. Dado que f(a) < f(x)
< f(b) para toda xs[é,ﬁ], f es acotada sobre [a,b]. Para e>0 aplicamos
el fema A.Z del apendice para obtener P= {a=to<t1<.,..<tn=b}

donde, para k=1,2,...,n

|
)]
~
t

£(€) - £(RT1) = £(5) ¥ mlE, (g5 £)) =

Puesto que

M(E, (e _ys £ ) = f (tk) vy mlf, (g, 4 £)) = £ (g )

tenemos

n - - +
S;(f,P) - I;Cf,P) =k§1[jf(tk)~f(tgf1):l-[:F(tk)-F(tk_l):]
n £ - +
“EFE T LTl ) e

por lo que concluimos que f es F-integrable

3.2, COMPARACION CON LA TEORIA CLASICA,

Antes de entrar a los teoremas, analizaremos algunas de las ven—

tajas que nos proporciona el tratamiento generalizadoe respecto al cldsico
usual,

En la teoria cldsica encontramos rapidamente ejemplos desafortu-

nados: "f no es integrable respecto a F si ambas tiemen un punto de dis-

continuidad comiin”.
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Ejemplo 3.2.1 Sea el intervalo Eé,é] fijo y definamos
- ] para t<u
6u(t) t 1 para t>u

para u>a; y hagamos

para t=a
1 para t>a

R
—_—
e)

éa(t)

$i f =F = Gu’ entonces (DS) f:de y (RS) f:de

no existen (teorema 2, 1.&)

Por razones como &sta, es que se abandona la teoria cl3sica de
Riemann-Stieltjes en favor de la integral de Lebesgue-Stieltjes que apli-
cada al ejemplo 3.2.1 nos da el valor de ! para la integral; pero esta re

quiere un conocimiento previc de la teoria de la medida.

Estos desagradables ejemplos desapareceﬁ en el tratamiento de la
integral generalizada que se presenta en la seccidn 3.1 que impone menocs
restricciones a las funciones tratadas, como demostraremos en los siguien
tes teoremas, en los que mostraremos que si F es una funcidn escalonada,

entonces todas las funciones acotadas son F-integrables

Ejemplo 3.2.2. Si Uy, Uy, U, SOD puntos distintos en [é,ﬁ]; dl, Cysenes

c,> son nimeros positives entonces

(donde 6u es como en el ejemplo 1) es uma funcibn escalonada creciente

con saltos cj en Uj. Como caso particular podemos considerar

O<as<l, b25, u)=2, uy=3, u;=4, u,=5y c,=1/12, ¢,=1/3, ¢,=1/6, ¢,=5/12. La
grafica de &sta funcidn esta dada en la figura 3.1. Parz cualquier funcidn

f acotada en Et,bj, tenemos

f:de -1 e +-% £(3) +-% F(4) + %E-E(S) (ver teorema 3.2.1)
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Teorema 3.2.1.- Sea F una funciOn escalonada creciente con salto

c. %xn u.. Entonces toda funcidn acotada f en [é,ﬁ] es F-integrable

b B

f(uj) ()

vy b - -
Iade 3 lcj

Demostrnacdldn, Sea P la particidn de Eé,ﬁ] que consiste de a,b y

todes los puntos Uy, u2"“uﬁ' Podemos suponer, sin perdida de generali-

+ - ' R —
dad, que a—u1<u2<...<qm—b. Entonces F(uj ) - F(uj ) = cj para j 1,2,

RS Rt AT E B A R NSLIEAE

N F(uj-) - F(ﬁj+) = (0 para j=1,2,...,m.

De aqui que

&
-_‘j‘h

*(£.2) = THED) = T (£ = 5 FGu)
SF f:P} = IF(f’P) = JF :P) “jél (uj . Cj

‘por 1o que concluimos que

*6) = T5(E) =505 Cu.)
SF ) IF ) jél uj . cj

7

v las conclusiones del teorema. . H

Teorema 3.2.2.- Sea (u“) una secesidn en [é,ﬁ] v sea (cn) una su—

0
cesidn sumable de nimeros positivos, Sea F = L, ¢ Gun' Entonces toda

funcidn acotada f en [é,ﬁ:les F-integrable

b ® .,
y sogaF = £ o £(s ) (2)

Demosthacién. Fijemos f y sea B>o una cota superior para [f|:.




i s o

- . =] .
Considérese ¢>o0 ¥y seleccifnese un eatere m tal que Ip=r+] e © E/(4B).

Sean

2 =ngm-!-lcn 6un

F, = I F
L,c un v
asi que F = F1 + F2 ¥y por el teorema 3.2.1, tenemos que
b m
fadel =n§l “a f(un) . 3

¥a que

Fo(b) - Fp(a) = F,(b) = %

B AL

la desigualdad (2) en la definicidn 3.1.1. nos lleva a
* %
g_IQ(f,P) R (£,P) <

(4)

por lo que

* *
S.. (£,P) - I (f,P) < °/2
F F
2 2
para todas las particiones P de [é,ﬁ]. Si seleccionamos P tal que
* * e
s_(£,P) - I_(£,P) < /2,
F F
1 1
entonces (6) en el teorema 3,1.7 y la igualdad F=F1+F2 implican
* *
SF(f,P) - IF(f,P) <g
asi es que f es F-integrable. De (4) tenemos que
| Pear, | < €74,
a 2 -

por el teorema 3.1.7 v (3) tenemos que



b _b b _—m _oa
[, £F = £dF, + [ £dF, = I, ¢ flu) - F .,

c £y ) + SPEdF
1 n n a 2

puesto que
| £ e f(u) | < BI . .c =
n=mtl n n — "n=mtln 4
por lo que concluimos que
| /DfaF - Fe flu) | < £
al ser ¢ arbitrario, tenemos la validez de (2),

‘El siguiente resultado no se cumple en la teoria clasica. //

Teorema 3.2.3.- Si f es F-integrable sobre [é,ﬁ] y g(x)= f(x)

excepto para un nimero finito de puntos, entonces g(x) es F-integrable.

Demostracibn, Supongamos que g(x)= f(x) excepto para un unico

punto x=u en [a,b], para e>o tenemos
k.3 E
Sp(f,P) = I(£,P) < ¢

para alguna P = {a=t,,<t1<...<tn = b} por el lema 3.1.1, podemos agregar

u a P gin invalidar la anterior desigualdad. Entonces u=t, para alguna
2 en {0,1,2,...,n}. Las sumas superior para f y g excepto para el termi-

no k=£ en JF v asi

* * + - + -
Sp(fsP) - 1.(g,P) = £(u) [F(u)- Fu) ] - gw) [F@) - Fu) ]
El mismo argumento es aplicado a las sumas inferiores y asi

*(£,P) - I-(g,P) = S.L{f,P) - S~

IF( !") - F(g! ) = SF\ L] ) - SF(gQP)‘

de aqui que

<
ot
%
3
5
:
.

a
L
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* _ r* _ o* 4%
sp(e,P) - I0(g,P) = ST{E,P) - T (f,P) <«
por lo que g es F-integrable. //

Notese que en el resultado anterior no se afirma que las integra-
les de f v g coinciden. El siguiente resultado se aplica a cualquier F

no-decreciente.

Teorema 3.2.4.- Si f es seccionalmente continua 8 seccionalmente

mondtona y acotada sobre [é,ﬁ], entonces f es F-integrable.

Demosdthacidn. Sea P una particidn de [a,b]| tal que se satisface
1a hipdtesis del teorems. ConsidBrese un intervalo fijo [t‘k-—l’ tk]. Si
f es seccionalmente continua entonces su restriccifn a (tk-l’ tk) puede
extenderse a una funcidén continua fk en [:tk—l’ tk:]. S8i f es seccional-
mente mondtona, su restriccidn a (tk—l’ tk) puede extenderse a una funcidn

mondtona £, en [:tk~1’ tk:lz por ejemplo, si f es creciente en (tk—l’ tk),

k
definimos

£.(t) = suplf(x): xelt)_,, £ )}

£ (e ) = inf{f(x): xe(t 1}

k k-1 k~1° %

en ambos casos fk eé F-integrable en [:tk-l’ tk:] {teoremas 3.1.8- y
3.1.10) puesté que £ coincide con fk en [:tk-l’ tk:] excepto posiblemente
en los extremos y el teorema 3.2.3 nos permite afirmar que f es F-integra-
ble en [:tk—l’ tk:]' Ahora por aditividad y un razonamiente inductivo mues
tran que f es F-integrable en [;,5]. i

En la teoria usual, el teorema de integracifn por partes, viene
dado por la formula {para F1 vy FZ’ crecientes y con derivada continua)

b b
(R-S) faFldF + (R-$) fandFl = Fl(b)Fz(b) - Fl(a)Fz(a)

2

A A i Wl 1 W G B,

N

3 i e
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y se cumple con la condicidn de que una & otra de las integrales exista,
Este teorema falla dramaticamente con F1 = F2 = é"u. Por supuesto falla
tambi&n para integrales de Lebesgue-Stieltjes. La formula correcta para

jntegrales de Lebesgue-Stieltjes fue dada por E. Hewitt en [:2:]- Su re-

sultado puede ser presentado sin referencia a la teoria de Lebesgue-Stielt-

jes como sigue:

Teorema 3.2.5.- EINTEGRACION POR PARTES]. Supdngase que F1 y
F, son funciones crecientes sobre El,]:ﬂ y definamos

* - % -
F (t) =-§- [Fl(t ) + Fl(t+):[ y F,(t) =—;— [Fz(t ) + F2(t+):[

para toda te E,?ﬂ. Entonces

Fl(b)Fz(b) - Fl(a) Fz(a) (5)

b *d bp*
faFI F, + /[ F, dF,

donde Fl(b+) = Fl(b)’ Fl(a_) Fl(a), etc.

Demos trnacidn. Ambas integrales en (5) existen (por ser funciones
monStonas)., Para una e>0, existe una particidn

P = {a=t,<t.<...<t = b}
1 n

tal que

%

SF P) < ¢

* * *
1 1

haciendo un desarrollo algebriico a partir de las defimiciones tenemos

que

Rav)
~—
I

= Fl(b)Fz(b) - Fl(a)Fz(a) (6)

y también

d
—
|

= Fl(b)Fz(b) - Fl(a) Fz(a) (7)

a .
- T

o T S W e
L e e LT o

T e el T s T T
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se sigue de (6) que

f sz + [ F

(A

b* *FP+ (FP
at2dFp = Sp (FiuP) + Sp )
2 F
F.3
<S(F P)+I(F P) + e
F, Fy

Fl(b) Fz(b) - Fl(a)Fz(a) + e
y de (7) obtenemos

% *
J‘b}? dr, + be dF
al

9 aFpdF; > T (BIF,(b) - F (@)F,(a) - ¢

como e €5 arbitraric tenemos la validez de (5)

Después de haber motado algunas de las ventajas que nos di el

tratamiento generalizado de la integral pasaremos a comparar las integra-

les,

El eriterio de integrabilidad de Riemann Stieltjes implica el

criterio usual de integrabilidad de Darboux~Stieltjes; estos criterios

no son equivalentes en general, pero son equivalentes si F es una funcifn i

continua.

Teorema 3.2.6.~ Si £ & D(F) en,[g,éj, entonces f es F-integrable ¢

y las integrales coinciden

Demastracidn. Para cualquier particidn P,

I (£,P) = £ u(f, [tk ot D DR = F () + Blep) = Flg, "))
1

+ N
+ Py, ) - F(Ck—l)]
n - n - +
<k£1f(tk)[F(tk) - F(tk)] +k£1m(_f,‘(tk__1, tk)). [F(tk)—~F(tk_1):[

n g
* T f(e ) [F(e +- F(e, )]
k=1



si sumamos la primer y tercer sumatorias obtenemos
E PRy 1+ E #e ) [P(e)-F(e) ]

n-1
= £(t ) [F(e)-F(t)] +kz1 £(t) [FED-F) ]
+ £(te) [ F(EL)-F(te) ]

n
= Zof(t) [F(ED-F(e) = I, (£,P)

U fE T A9

con estas observaciones y recordando las definiciones de I (£,P) nos mues— .
tran que I (f,p) < I (£,P). De la misma forma tenemos Sp (f P) > S (£,P) vy b

también k

* * }
Sp(£,B) - T.(£,P) < SL(£,P) - I (£,P) (8)

Si >0, la teorfa clidsica muestra que existe una partlclon P tal que S

(£,P)-1,(f,P)<e, por (8) tenemos tambiZn que S *(£,P) I (£,P)<e y asi f es s

F-1ntegrab1e. ‘ R
i
4
Para ver la igualdad de las integrales, obsérvese que h

(D-8) SPEAF < S_(£,P)< I.(F,P)+ € < To(f,P)+ € < SOFQF + ¢
a — “FT? P — IF ? - "a .
y de manera anfloga '

(D-5) f:fd‘r" > J':de -c ./

Defindeibn, 3.2.1.~ La F-norma de uma particidn P es

- +
FlPi: max {F(tk) - F (tk—l): k—l,Z,...,n}

va que F es una funcidn creciente, podemos reestablecer el lema A2. en el

apendice,




43
Lema 3.2,1.- Si {>0, existe una particidn P tal que FIP]-:a

Teorema 3.2.7,—- Una funcibn acotada f sobre [a,lﬂ es F-integrable,

si y s8lo si, para cada e>o0, existe &>0 tal que

. * *
F|P|<§ implica Sp(£,P) - L (£,P)< ¢ (9
para todas las particiones P de [a,b].

Demosthacibn. Necesidad: Supongamos que f es F-integrable sobre
[a,b]. Sea e>0, seleccionemos una particidn de [a,b]

P = {a= u,<u

<v..<u.=b} (10)
. 1 i

1

* * "
SF(f’Pl) - L (£,R))< 7/2

puesto que f es acotada, existe B>o tal que |f(x)|< B para toda XEEI:EI-

Ty
Sea &= iE‘I(SjB); j es el nimero de intervalos contenidos por F,.

-

Para verificar (9), consideremos cualquier particidn

P, = {a=t.<t

2

con F|P,|<8. Sea Q=P UP,.

como en la demostraclon del lema 3.1. 1 nos lleva a

Si Q tiene un elemento mds que P,, entonces tal

I.(£,Q) - I,(£,P,) < B F|p|- (-B) F[p|= 2B Fle]

puesto que Q tiene a lo m3s j elementos que no estin en P,, un argumento
- 2

de induccidn nos muestra que

* * A ) £
I (£,Q) - I_(f,P,) < 2jB, Flpf< 2iB 8="/4

R S S e

T A
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* *

por el lema 3.1.2 tenemos IF(f,Pl)g_IF(f,Q) vy también

(£, e >

— < G

-Gt V) IF( ,P2) /&

* *
analogamente SF(f’PZ) - IF(f,P1)< ef4

. * * * * £
y tambign Sp(£,P,) = I (£,P))< SL(£,P )= I (£,P)+ 5 |

¥ en vista de (10)

S;(f,P)- I;(f,P)< € con lo que se verifica (9) -
Suficiencia. Si la condiecibn e-8 se cumple, entonces para t>o (9) nos da
una particion P (lema 3.2.8) tal que S:(f,P)- I:(E,P}<s para toda e>o por
lo que f es F-integrable. //

A continuacifn se da una definicidn para la integral generalizada

de Riemann-Stieltjes
Definicifn 3.2.2.~ Sea f una funcidn acotada sobre [a,b] y sea

P = {a=t, <t1<...<tn=b}

una suma de Riemann-Stieltjes generalizada de f asociada con P y F es una

suma de la forma
. . . N .
Rp(£,B) = J (£,P) 1, £(x) [F(t)) - F(tk-l_):[

donde X, E(tkml’ tk) para k=1,2,...,n, La funcifn es Riemann~Stieltjes ge-
neralizada-integrable sobre [é,ﬁ], si existe reR con la siguiente propie-

dad. Para cada €0, existe §>¢ tal que
%
| RF(f’P) ~ 1 |<e

, ok
para cada suma de Riemann-Stieltjes generalizada RF(f,P) con una particidn




H
s

P con F]P[<6, Llamamos a r la integral de Riemann-Stieltjes generalizada

y temporalmente la escribiremos
: b
(R-5-G) fa fdF

Teorema 3.2.8.— Una funcidn f acotada en [é,E] es F-integrable
si s6lo si, es Riemann-Stieltjes generalizada integrable, en tal caso

las integrales son iguales

Demostracifn. Necesidad. Sea f, F-integrable, sean c¢>o y 8>0 tal

que se verifica (9) en el teorema 3.2.7.Tenemos que para toda suma de

Riemann-Stieltjes generalizada

*(50) = J(E,P) +. 2. £ - 57
asociada con una particibén P con F|P|<5 se cumple

" (£,P)< RG(E,P)< SE(E

I, (£f,P)< Ry(f,P)< S,(L,P)

¥ como

* * * b
Sp(f,P)< I (£,P)+ & < L (£)+ e = J £dF +e

y también

* * * b
];F(f,P) > sF(f,P)+ E > SF(f}— e =/ fdF - ¢
por lo que
| si(£,8) - fPfaF |«
Foo8 a €
f es Riemann—-Stieltjes Generalizada-Integrable y

(R-S-G) fPEAF = sPedF .
a a
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Suficiencia. Sea f-Riemann-Stieltjes Generalizada~Integrable y

sea r como en la definicidn 3.2.2. Considerese €0 v sea &>0 (como en la o
misma definicidn). Por el lema 3.2.8, existe una particidn

P = {a=t <t <...<tn=b} con F|P|<5. Seleccionemos, para cada k=1,2,...,n,

1

x, e (& tk) de tal forma que f(xk)< m(f’(tk-l’ tk)) + ¢, Para &sta

k k-1°
eleccidn de los x k ° la suma generalizada satisface

Ry (£,)< 1h(E,P) + ¢ [F(b)-F(a) ]
y también
%
| Rp(£,P)- & | < e

* *
por lo que I (f)> I (f,P}> r-g~ e[ F(b)- F(a) ]. Se

B " ) * .
sigue que IF(f)g_x v en forma semejante SF(f)Sr. De aqui que

* * :
IF(f) = SF(f) =1 y asl f es F-integrable y

b
a

/PEAF = (R-5-C) f:de




3.3 Integrales Impropias de Riemann-Stieltjes

Definicidn 3.3.l.- Supdngase que f es F-integrable sobre cada in-
tervalc [é,ﬁ] en R. Hacemos la siguiente definicidn cuando los limites

existan:

[PEdF = lim SPEdF;  OFdF = 1im  SOfdF
o [a ] - a
b+ a-r—co
si ambos limites existen y sus sumas no tiemen la forma = +(-«), defini-
mos

[7EdF = [OFdF + [ £dF

-

si esta suma es finita, decimos que f es F-integrable en R

_ Teorema 3.3,l.- Si f es F-integrable sobre cada intervalo [a,b]
y si £(x)> O para toda XeR, entonces f, es F-integrable sobre R & bien
ITEAF = + ® .

x

Demosthacifin.~ Sea h(b) = fgde para b>o, ndtese que si o<b<b'
b' b bt
t = =
h{b"') fﬂ fdF fode + fbde

por lo que h{(b)<h(b') y asi h es una funcidn creciente lo que implica que
1lim h(b) exista y

bre :

1im h(b) = inf {h(b): belo,=)}

boe

el caso lim S fdF es analogo.
ae 2

Teorema 3,3.2,~ Sea (un) una sucesidn de puntos distintos en R y
sea (cn) una sucesidn de niimeros positives tales que Ecn<w . (Usando 1a
- - o -
notacidn del ejemplo 3.2.1). Sea F = L ¢ Gu . Entonces toda funcidn acota

da f sobre R es F-integrable y



FFAF = F e f(u )
n=1

Demosthacifn.- Tenemos por el teorema 3.2.1 y. la definicifn que

it

= . ] b . ©
J_EdF = lim {bde lim n§1 cnf(un)

bt bt
= T ¢ £(u)
n=ln n
Teorema 3.3.3.- Supdngase que F es diferenciable sobre R y que
F' es continuo sobre R. Si f es continua sobre R entonces

[ £dF = [ f(x)F' (x)dx

Demostracidn.- Por el teorema 3.1,9 las integrales coinciden en

E-b,b :I , -asi entonces

[EGOIFG) = [PEGOF' (x)dx

por lo que

lin [PEGAF(D) = lim [E(OF (0dx

b= b=

esto es

 LE()AF(x) = [ EGOF'(x)dx .

siempre que los limites existan. //




CAPITULO 4,

Algunas Aplicaciones de la Integral de Riemann-Stieitjes.

4.1.- Una aplicacidn en Probabilidad-la definicifn de Esperanza Matem3-

tica.-

Con el concepto de Integral de Riemann-Stieltjes desarrollado en

el capitulo 3, podemos definir de forma unificada el concepto de Esperan

za Matemdtica para variables aleatorias con funciones de distribucidn dis
cretas, & continuas. Para ello recordemos algunos conceptos fundamentales

de 1a teoria de la Probabilidad.

Definicidn 4.1.1.- Un espacio de probabilidad es una terna
(2,A,p), donde @ es un conjunto no vacio, a es una o-algebra de subcoﬁqu

to de Q ¥ P es una funcidn real definida sobre a con las siguientes pro-

piedades
i) P(A)>0 para todo elemento Aea
ii) P()=1

iii) Si A, AZ""’An"" es una sucesidn de elementos de A, mutua

mente ajenos, entonces

E A.)= XIP(Aj).

Definicidn 4.1.2.- Sea (Q,A,p) un espacic de probabilidad y X, una
funcidn real definida sobre . Diremos que X es una vatfable aleatoria
neal (v.a), si para todo par de nimeros reales a,b, con a<b, los conjuntos

(a<x<b), (a<x<b), (a<x<b), (a<x<b) pertenecen a la c-algebra a de los cuen
tias.,

Diremos que la v.a. X es discreta, si tomaa lom3s un nimero infi-
nito numerable de valores. En este caso, la funcidn f(x)= P[:X=x:] es lla-

mada la funcién de densidad de la v.a X . Diremos que X es una v.a. conii-

nua si P(X=x)=0 vxeR.
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Diremos que X es una v.a. absofutamente continua (a,c), si exis- g

)
te una funcidn real integrable, que cumple *

i) £(x)>0 para toda x, real

ii) fRf(x)dx =1 5% 

i

1i1) Plasxsb)= fof(x)dx
una tal funcidn £, es llamada la funcidn de densidad de la v.a X.

Una v.a. continua no necesariamente es absolutamente continua,

aunque es claro que si X es a.c. entonces es continua.

Definicibn 4.1.3.- La funcifn distrnibucitn {§.d.] de una v.a.X
definida sobre (2,4,p), es la funcidn real F definida para todo nilmero

real x por medio de

F(x) = P(X‘§ x)= r f(x') 5i X es discreta 1)
x'<x
= [XF(x")dx" si X es a.c, | 2)

dqnde f es la funcidn de.densidad de X. Si X es v.a. discreta, entonces
f(x) = F(x)- F(x ) v xeR (3)

X es v.,a., continua si, y solo si, su f.d. es continua y en ese caso

P(a<X<b)= P(ﬁﬁﬁ‘b)= P(a<¥<b)= P(a<X<b)= F(a) y si X es v.a, a.c, entonces

en los puntos de continuidad de f

£ (x)= —j-;F(x) VxR (%)

Hemos definido las funciones de distribucidn en términos de varia

bles aleatorias. Pueden definirse directamente
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Definicidn 4.l.4.- Una funcibn de distnibucibn (£.d4),, es cual-

quier funcidn F que satisface las siguientes propiedades

(i) O0<F(x)< 1 vxeR,
(ii) F es una funcidn creciente,
(iii) F{(-=)=0 y F(4=)=1,
(iv) F(x+)= F(x) ¥ X.

Nbotese que si F(x) es definida como en (2) para la funcibn de
densidad f, es una f.d continua que satisface las propiedades (i)-{(iv)
de la definicidn anterior. Decimos que tal f.d tiene densidad f y aque-
llas funciones que tienen densidades son llamadas §.d absofutamente con-
tinuas,

Retomando la notacidn del ejemplo 3.2.1, a una funcidn como Gu(t)
se le 1llama distrnibucidén puntual concentrnada en u,f.d. que es de &ste tipo
se dice "degenerada”; en caso contrario "no degenerada”.

Todas las ﬁropiedades de las funciones crecientes dadas en el
apendice, son validas para una f.d. En particular, sea {ui} el conjunto

numerable de puntos de salto de F y cj la medida del salto en uj' Enton—

ces

F(uj) - F(uj ) =<y

ya que F es continua por la derecha. Consideremos la funcidn

Fd(x) = E ey Guj (x) . (3)

Ll

(notacidn del ejemplo 3.2.1) la cual representa la suma de todos los sal-

tos de F en (-»,x), Esta es creciente, continua por la derecha con

F (~=)=0 v F (=)= ;‘ ¢ 1
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Fd se llama la parte de saltos de F,

Teorema 4.1.1. Sea Fc(x)=F(x)—Fd(x), entonces Fc(x) es positiva,

creciente ¥y continua.

Demostracifn.— Sea x<x', entonces tenemos

F (x")-Fy(x) = I ¢j=1 [Fcuj)-r(uji)j

x<u.<x' x<u.<x'
i -
< F(x')- F(x)

de donde sigue que ambas Fd ¥ Fc son crecientes, vy si ponemos x=-«, ve-
mos que Fd < F y ast Fc es positiva. Fd es continua por la derecha pues-

to QUe cada 4 lo es v la serie que define Fd converge uniformemente en

u-
....J .
X; el mismo argumento nos demuestra que

F (x)-F (x) = {¢5 St =Yy
. 0 de otra forma

ahora, esta evaluacidn se cumple también si cambiamos Fd por F de acuerdo

a la definicibn de uj y cj por lo que obtenemos que para cada x
F (x)-F_(x)= F(x)-F(x )~ [F )~ F (x) ]=0

esto muestra que Fc es continua por la izquierda; puesto que lo es tam—

bi&n por l1la derecha, al ser la diferencia de dos fumciones tales, tenemos

que FC es continua.

Teorema 4.1.2.- Sea F una f.d.. Supdngase que existe una funcin

continua Gc y una funeidn Gd de la forma

Gd(x)= ? cj' 6;‘(x)
1 J

[[donde {u'} es un conjunto mumerable de niimeros reales y

T

Iy

£AT.

i

i
i

T
]

F-3




3.

entorices

donde Fc v Fd son como antes,

Demostracidn. Si Fd + Gd’ entonces los conjuntos {uj} y {ug} no
son identicos, & podemos remarcar los ué de forma que u& =13 para toda j

pero al + 2. para alguna j. En cualquiera de los casos tenemos para al

menos una j, y 4 = u:.I 5 u5

[Fd(ﬁ)-Fd(a")j - [Gd(t&)—Ga(ﬁ-) 140

puesto que Fc-Gc=Gd--Fd @sto Ultimo implica que

F (@)-6_(m- [F @-6,@) ] 0

en contradiccidn con el hecho de que FC—Gc es una funcidén continua. Por

lo tanto Fd=Gd ¥ en consecuencia Fc=Gc'

Definicidn 4.1.5.- Una f.d que puede representarse en la forma

z %
j ]

donde {u.} es un conjunto numerable de nimeros reales, cj>o v I cj=1,

se llama §.d discretn. 1

Supdngase que FC 4 0, Fd % 0 en el teorema 4,1.1 entonces pode-

mos hacer p= Fd(w) de modo que O<p<l,
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y escribir
F= pF + (1—p)F2 (6)

ahora Fl es una f.d discreta y F2 es una f.d. continua, y F es dada por
una combinacién convexa de ellas. Si FCEO, entonces F es discreta y ha-
cemos p=1, FIEF,F250; si FdEO, entonces F es continua y hacemos p=0

=F; por lo que (6) es valida en cualquiera de los casos extremos.

F,20, F

179 By

Con lo anterior podemos resumir los resultados de los dos teore-

mas anteriores en el siguiente.

Teorema 4.1.3.- Toda f.d puede escribirse como la combinacibdn

convexa de una discreta y una continua. Tal descomposicidn es finica.

Definicién 4.1.6.- Sea X una v.a., discreta con valores us Uy,

seestl 5e.. € R ¥y con funcidn de densidad £(x). Siempre que gxiaj,:cnverja
I

1a Esperanza Matemfiica de X se define como

EX = xlf(x1)+...+xnf(xn)... = Elx.f(xj)

=/ xdF (x) )

donde c.= F(xj)wF(x3)=f(xﬁ) de acuerdo con la definicifn 4,1.3 y F(x) es

dada como en.la definicifBn 4,1,5 y la Ultima integral de acuerdo al teo-

rema 3.3.2.

‘Definicibn 4.1,7.- Si X es una v,a absolutamente continua con

funcidn de densidad f(x), siempre que {:de exista definimos la Esperanza

Matemdtica de X como




EX = [ x £(x)dx = [ oxdF(x) (8)

donde F(x) es comoc en (4) de la definicidn 4.1.3 y la segunda igualdad

se deduce del teorema 3.3.3.

e
Ny
Ejemplo 4.1,1,~ Considérese el lanzamiento de un dado honesto ﬁg
y sea X la v,a que da el total de puntos obtenidos. La funcidn de den- Eﬁ
sidad es Eﬁ
*
1/6 i x=1,2 6 3
f(x)= P[X=x:[ ={ Sl X=Ll,l4404y lk":r
0 de otra forma ‘hi
[t
La funcifn de Distribucidn F(x) es ﬂ@'
~ _ .0 si x<1 P
Fx)= P[X=x]= I£(2) = (/0 i 1y L
= - .
2/6  si 2<x<3 o
1 si 6<x
cuya grafica es I
i I !—'—-'F(m)'—-l
3"' f ——
LN L —
"Z? [
ta ; p——
‘ll—{ | et
F (—«)=0 $ s N S | P -
1 z | L} ¢

Consideremos un juego donde la ganancia es 2 si X es par y -1 si

X es impar, La ganancia promedic es

EG(X)= S0P () = 16(x) [Fx)-F(x)) ]
1

EG(xi)f(x;) = 1/2
i o




Ejemplo 4.1.2.- Consideremos en los siguientes casos el inter-

valo [é,i] y sea f(x) dade por

si xeQ
si x&Q

_ 40
f(x)= {l

(a) Si la funcidn distribucidn es dada por

si x<1/2

0
Fi= 1] §f w12

entonces f es F,-integrable, asi que
E(£(x))= fifaF, =f£(@E) =0
G I 2

{b) S8i la funcidn distribucibn es dada por

P, ()= (0 six<1/V2
1 si xil/fip_

f es Fz—integrable
E(£(x))= fédez = fQN D) = 1

(¢) Sea {un, n> 1} cualquier numeracidn del conjunto de tedos los racio-

nales en [é,i].

Si la funcidn distribucidn es dada por

F. {x) =2 ~l—-6u (x) donde Gu (x)= {0 §1 x<uy

n n 1 s x>u
- n
f es F3—integrable ¥

E(E()) = [of ()P, (0=

-
L
n




4,2, Flujo de fluidos viscosos.

4.2.1.- FLufo Laminar.- Cuando un fluido viscoso fluye a través de un tu
bo cilindrico no lo hace con todo el fluido a la misma velocidad; el flui
do m3s cercano a las paredes del tubo sufre mids friccidn con las paredes
¥ apenas se mueve del todo; cuando el fluido es cercamo al eje central
del tubo, se mueve mis rapidamente. La velocidad del fluido se incremen-
ta constantemente cuando se incrementa la distancia a la pared. Debido a
la simetria circular, el efecto es de "tubos” concentricos de fluido que
se deslizan uno sobre el otro. Este efecto es llamado fluide faminat; ca
da lamina ¢ capa de fluido se mueve a su propia velocidad. Diferentes 14

minas se mueven a diferente velocidad.

La forma exacta de cémo se da el fluide laminar fue encontrada
por J,L.M. Poisewille (1797-1869) quien estudiaba la presidn sanguinea,
la cual logra medir por primera vez, queria conocer cuanta sangre fluye
a través de un vaso sanguineo en un tiempo dade. De &sta informacidn y
del andlisis de muestras sanguineas, uno puede decir cuanto oxigeno y nu
trientes esti3n siendo distribuidos a las c8lulas servidas por ese vaso.

El conocimiento del sanguineo es una parte basica del entendimiento del

cuerpo como sistema fisico.

El resultado de Poiseville acerca del flujo de fluidos viscosos
tiene otras aplicaciomes como el flujo de aire en la traquea, el aceite
en un oleoducto, el agua en un sistema de tuberias, los granos arrojados
Por un tubo en 1la bodega de un barco, etec, Las suposiciones involucradas
en el resultado le hacen mi3s aplicable a algunos problemas que a otros,
pero nos di una buena primer aproximaci8n de todos ellos. Otro uso impor

tante de la ley de Poiseville es medir la viscosidad relativa de los flui

dos.

4.2.2, ley de Poisewille.- Poiseville descubrif, v después otros
dedujeron teoricamente, que la velocidad de las particulas de un fluido

a una distancia dé r centimetros fuera del eje central del tubo es




V(r)= *Zgi” (R2 - 1) (cm/seg) (1)

donde

radio del tubo en cm, (AsT  O<r<R)

(i

= longitud del tubo (cm,)

la<)
0

cambio de presidn Pl-—P2 a lo largo del tubo,
. 2
(dina/cm”)

coeficiente de viscosidad

0

(ver figura 1) (recordemos que presidn es fuerza por unidad de 3rea).
Uno puede probar que la presidn decrece constantemente [:como funcidn
lineal:] cuando el fluido se mueve a lo largo del tubo. Esto es la dife-
rencia de presidn final vs inicial que entra en la ecuacidn. La unidad

cgs de viscosidad, el poise es llamado despiies Poiseville

entrada da fluido a - velocided. dsl flui
oresifn alta 7 N do v(r)

- \ del tubo S )

ke —_— - e e - —_—

" ! salide de fluido

presion bdje B

figura 1.,

Las diversas hip8&tesis que deben ser ciertas para que (1) sea

vialido son:

i) No debe haber furpulencia en el fluido, 8sto significa
que no hay remolinos; las particulas del fluido se mue

ven en lineas rectas a lo largo del tubo.

ii) La velocidad del flujo v se supone que depende unicamente
de r; v no cambia cuando el fluido se mueve a lo largo del

tubo, ni cambia con el tiempo.

g
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iii) El fluido es Conservativo, i.e, ni se crea, ni se pierde en
el.tubo, El fluido no escapa fuera a traves de las paredes

ni hay tubos alimentadores que pongan fluido dentro o fuera.

iv) El1 fluido es Incomprensible, i,e, hecho de particulas que

no pueden ser trozadas § aprisionadas unas a otras ( por las

fuerzas presentes),

v) El tubo es horizontal y los efectos de la gravedad son igno

rados. Para un tubo vertical (1) se transforma en
vr)= TEel @? - ()

donde g= 980cm/sec2 es la constante de gravitacidn y p es la den
sidad del fluvide, i.e, su masa por unidad de volumen. Para tubos
inclinados @stas velocidades horizontales y verticales deben su

marse vectorialmente. Por simplicidad usaremos (1)

vi) El tubo es un cilindro circular recto con dimensiones cons-

tantes Ly R

vii) Hay mucha friccidn en la pared, que el fluido no se mueve

del todo (nStese que r=R nos lleva a v(r)=0)

Viii) E1 fluido no es un #fuido {deal (las particulas friccionan

entre si)

Estas suposiciones son satisfeéhas en varios grados en las apli-
caciones mencionadas antes, es propenso que ocurran efectos turbulentos
) _
en tubos de diametro grande. Esto limita el usc de la ley en el estudio
de tuberias, oleoductos, tolvas de granos etc, las dimensiones de los
vasos sangufneos cambian un poco, la sangre es bombeada por el corazdn
por lo que el flujo no estid en estado uniforme, oxigeno y nutrientes aban

donan la sangre por Ssmosis a trav8s de las paredes del tubo, asi el flui

~do es aproximadamente conservado unicamente.

Desechando @stos v otros defectos priacticos, la ley de Poiseville

es una simplificacidn vilida del flujo de fluides viscosos. En cierto sen
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tido, esto es lo verdadero de la ley: v{(%) e4 cero en fas paredes def
tubo y se Lncrementa constantemente cuando 1 dechece y se acerca al cen
trno def tubo. Esto tiene bases tedricas sdlidas y bien entendidas. Pode
mos realmente calcular con ella, ¥ en el laboratorio las condicionés su
puestas pueden ser hechas realidad, dando un camino prictico para medir
el coeficiente de viscosidad k para cualquier fluido, propiedad fundamen

tal del fluido e importante en el disefio y trabajo de Ingenieria.
4,2.3.,~ Velocidad y Cantidad de Flujo.

Queremos usar la ley de Poiseyille para calcular el flujo total a
través de un tubo de radio R. El flujo F es el volumen total de fluido

que pasa a través del tubo cada segundo en unidades de cm3/seg.

Consideremos primero (figura 2) cualquier pedazo pequefio tipico
de &rea de seccidn transversal del tubo, consistiendo de AA cm? localiza
dos r cm fuera del centro. (Cuanto fluido dejard el tubo a través de €s-
te pequefio bocado de Area en un segundo?. El fluido se mueve v(r) cm en
un segundo; asi una cantidad de fluido v(r) cm de largo, de seccifn trans
versal constante AA cm? fluirgd fuera del tubo a través de AA en un segun

do, Esta cantidad tiene volumen v(r).(AA).

area AA

S vir) \\\h_' r

figura 2,

. . - 3
AsT el fluido deja AA a una razbn comnstante de v(r). AA cm /seg.

En la seccidn transversal del tubo circular de radio R, la velo-
cidad v(r) dada por la ley de Poisewille es la misma en todos los puntos
localizados r cm del centro. Si comsideramos anillos concéntricos de drea

(figura 3), la velocidad del fluido serd aproximadamente constante en ca-

‘‘‘‘‘‘
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da anillo. Podemos usar el resultado previo para calcular el #fujo fofal
a través de cada anillo, la suma de flujos anillo por anillo serd el fiu

jo total a través del tubo, el cual queremos encontrar.

Para identificar claramente estos anillos, partiremos el inter-—

valo (0<r < R) en n piezas usando puntos de particién

0 = rg<r,<,..<r =R
A N n

(no necesariamente igual espaciados), la primera, segunda,..., regiones

son elegidas como se muestra en el dibujo.

Para k=1,2,...,n, la k-Znesima regidén es un anillo con radio in-

terior vy exterior’rk__1 Yy T,V asi tiene drea

-.T(rk)2 - w(rk_l)2

si tomamos n grande y los r, cercanos unos a otros, la velocidad del flui

do que fluye a través de cualquier regidn serd casi constante, aunque di-
ferente de anillo a anillo. Que valor se aproximari a la velocidad cons-

tante en el k-&simo anillo? Tomando cualquier punto en ese anillo, diga-

mos uno que estd t unidades fuera del centro comn ro1s BTy Entonces

V(tk) es una velocidad para el k-eésimo anillo v lo visto antes nos dice




. - . . ' 2 2
f t del k- =V . -
que el flujo a traves de ésimo anillo (tk)' [:]'Irk Hrk-—l]'

Llamaremos a t:k un punto de evaluacidn para el k-2simo subinter-

valo Erk-l’ rkj .

Asi el flujo total a través de todos los n anillos es

o = 2 2
F R L V(e )-[r, - mr, ] (3)

Escribimos "aproximadamente'" en ves de igual porque hemos reemplazado los
varios valores de v{(r) en el k-ésimo anillo por el valor simple v(tk). En
efecto, tenemos una familia de aproximaciones de F en la ecuacidn (3) para
cualquier particidén P y éualquier eleccidn de los puntos de evaluacidn.

Como tomamos valores mayore de n y rﬂs ¥ tk's m3s cercanamente espaciados,
la teoria de integracifn nos dice que tales sumas se aproximan a un valor

1imite, la integral Rimann-Stieltjes de v respectd a A,
Sea la longitud de k-&simo subintervalo

3 — = 2

Ark T Ty 7 A(r) nre
si se incrementa n, r, ¥y T, se aproximan uno al otro.y su diferencia
Ar-o, Asi si niw, Arpo, por lo que tenemos que F es una suma de Rie-

k
mann~Stieltjes

F = fg r{r)d A(r)

152 @-r?) @ (nr?)

y por el teorema 3,1,9 al ser A(r) continua en E:,IE] con A'(r)=2rr conti

nua en E},lﬂ tenemos

. ,
F = IO 4; (Rz—rz) 2nrd= mRp,
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4.3, Una aplicacién en Andlisis (Teorema de Herglotz)

Considérese el problema de encontrar la forma general de una fun
cidn w = £(Z) la cual es andlitica en el disco unitario [Z|<l y tiene par
te real no negativa, i.,e, la cual transforma el disco unitaric en el semi
plano derecho. Primero notemos que watif (a>0) es una tal funcidn y tam-

bien lo es

donde t es q¥~nﬁmero r§%1 arbitrario, En efecto, para t fijo vy |Zl<1, los
puntos Zl=e1 +Z vy Zz=e1 T% estin dentre del circulo C de radio unitario
con centro en el punte el . Mis afin, 21 y Zzwestén sobre el mismo diame-
tro de C, cuando el origen 0 estd sobre C misma (ver figura 4.3.1). Pero
por geometria elemental, el diametro completo subtiende el angulo ﬂ/2 en
0, y por tanto el segmento de el diametre que une a los puntos Z1 y 22

subtiende un Sngulo a<n/2. En otras palabras

. |arg ft(z)l= |arg Z,- arg Z,|<w/2

lo que implica que Reft(z)>o, como se afirmaba

Es bastante notable que toda funcidn f(Z) analitica en el disco
unitario con parte real no-negativa es una combdnacifn de Stiefifes de

funciones simples ft(z) 0<t=2m 3

1ty
i

:!ﬂ"i
e
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Teorema, (G.Herglotz),— Si f(Z) es analitiea en el disco ,Z]<1 y

tiene parte real no-negativa, entonces f(Z) puede representarse en la

forma
it
£(zy= s°" fi1;i—§ dF(t) + iB (1)
o i
e -2z

Demostracifn, Es bien conocido que una funcidn analitica en el
disco IZI::_ r<l puede representarse en términos de los valores frontera

de su parte real u(Z) usando la férmula de Schwarz l:16, pag 194:]

.t
.t
_ 1 25 ret + 2 i .
£(Z)= 5 fO & u(re” )dt + iB
rel - Z

La integral en la derecha puede ser escrita en la forma
it
_ 27 re + Z -
£(2)= 1, X dFr(t) + 1B,

i
re -2

donde

t

Fr(t)= ;—ﬂ_ J'; u(re.i Ydr

- . 2w .
De aqui que las variaciones totales V, (Ff) O<r <1l forman un conjunto

acotado, Sea { rn} una sucesidn creciente de nfimeros en el intervalo (0,1)
excediendo IZI ¥ que convergen a 1, Entonces se sigue del principio de

seleccidn de Helly, EQ,pag- 337] 'y [16, pag 74] que la sucesibn fun-
ciones {F_ (t) } contienen una subsucesiSn {Frn(t) } 1a cual es convergen

n - - .
te a una funcidn F(t) acotada no decreciente,

Mis aln, para Z fija, la sucesibn de funciones

e (_n=1,2,.,',),




q
i
4
2
;i

ki, Ll ks o AR e s - e 1

cada una continua en el intervalo O<t < 2w, converge uniformemente en el

intervale a la funcién limite

De aqui que, por el feorema de fa convergencia de Helly
Elﬁ, pag 72] s [9, pag 334]

. 2 - + Z . .
£(2)= lim [y 7 dF_ L (0)+ i8

n'-+w y 1 n

1
E—E—-J'—-Z—— dF (£)+ iB
i

e - Z

_ G2m
= /4

con lo que se prueba el teorema. //

Notese que (1) incluye el caso w=a+iB  (a>0)

: = ot
Si hacemos F(t)= o
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APENDICE SOBRE FUNCIONES CRECIENTES

Pefinicidn. A-1. Sea f una funcidn real definida en un conjunto
S de R. Si para cualquier par de nimeros x,y de 5 con x<y se tiene que

f(x)< f(y), se dice que f es creciente en S.

Teorema A-1. Si f es una funcidn creciente en [a,b], entonces los

- . + - . e
1imites laterales f(xo )} ¥ f{X.) existen para cada x.e(a,b) y se verifica

que

F(xa) < E(xs) < E(XP). (1)
En los extremos se tiene
+ .
f(a) < f(a) y f(b) =< £(@®).

a<x< Xo}. Dado que f es
= SUP A, entonces

Demosthacifn. Consideremos A= {f(x) :

creciente, f(x,) es cota superior de A. Si tomamos ¢
c< f(x,). Existen elementos f(x) en A para los cuales, dada e>o, se cumple

¢ = e<f(x)< c. Tomemos x;<x, de forma que ¢ - e< f(x;)<c. Ahora para c>o

y 6 = x.—xl>o. 81 X,=<X<X, entonces If(c) - c|< e, por lo que f(x,) existe
- . X + +

v es igual a c. La demostracidn de la existencia de f(x,) y de que £(x;)

> f(x,) es analoga. El mismo argumento sirve para los extremos del interva

lo. //

Definicidn A-2.~ f tiene una discontinuidad de salto en x, si

existen f(x,) ¥ f(xt) pero f(x:)%f(it).

Teorema A~2.~ El {inico tipo posible de discontinuidades de una fun

- -
cidn creciente es de saltos.

Demostracdiln.- Es inmediato de (1) en el teorema A-1 y la existen—

cia de los limites laterales, [/




73

Teorema A~2.- El conjunto de discontinuidades de una funcidn f cre-

ciente es numerable.

Demostnactdn: Sea S el conjunto {x : x es un punto de salto}. Pa-

- . . - + -

ra cada xeS, considérese el intervalo abierto Ix = (f{(x ), f(x }). Si
x'eS, y x<x', digamos, entonces hay un punto % tal que x<x<x'. Por lo que,

debido a 1la monotonia de f tenemos

F(x) < £(R) < E(x'-)

Aol el
por 1o que se sigue que Ix y Ix' son ajenocs.

As1 que podemos asociar a S en el dominio de £, una cierta coleccidn de

intervalos abiertos ajenos en el rango de f. Ahora, cualquiera de las co-

lecciones es necesariamente numerable puesto que cada intervalo contiene

niimeros racionales, asi que la coleccidn de intervalos estd en correspon-
.5

. _ ] ] ) P
dencia uno a uno con un cierto subconjunto de racionales como, este nume-

rable, se deduce que el conjunto de discontinuidades es también numerable. f/

Usaremos la notacidn Snts con el significado de que (Sn) es una

sucesién no decreciente que converge a s y Sn+s, si (Sn) es una sucesidn

" n0 creciente con limite s.

Lema A.l.- Sea g una funcidn creciente sobre [é,E].

i) S8i unfu, entonces g(u;)+ g(u ).

3

.. . + +
ii) si un+u, entonces g(un)+ glu ),
Demos thacifn.~ Probaremos ii). Supdngase que untu, sea e>o; aqui
. +
ue [;,ﬁ]. Existe v>u tal que vs [5,61 y g(v) < glu )+ €. Seleccionemos N
natural, tal que an> N implique u4n<v. Entonces

. . +
n= N implica g(un ) < g(v) < glu )+ «.

. + + . .+ +
Puesto que g(up } » w(a ) para todo n, concluimos que glu, Yo gflu )
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