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INTRODUCCION

Respecto al tema de funciones y sus singularidades, existe una gran

cantidad de investigaciones que se han hecho, tanto por su interés desde el

punto de vista de la Matemática pura, como por sus aplicaciones, de aquí que

haya diversos enfoques a éste tema.

En general, el propósito de éste trabajo es describir el comporta-

miento de funciones E: En + Rm (mas adelante especificamos las dimensiones

n,y,m y los casos que aquí se contemplan) tanto en puntos regulares como en

puntos singulares (puntos donde la diferencial se anula), y hacer una distin

ción o. clasificación de tales singularidades.

En el Capítulo I, tratamos el caso de funcion-e-s diferenciables

F: R 3 R, que para éste caso, podemos hablar de puntos singulares en donde
la función alcanza un máximo, un mínimo ó es un punto silla (punto de infle

xión). En la primera parte desarrollamos los criterios que pueden ser vis-

tos (o son vistos) en un curso de Cálculo avanzado a nivel licenciatura; en

la segunda parte auxiliándonos del Teonema de Tay/oft vemos que condiciones

deben cumplir las formas de Taylor de orden mayor o igual a 2 para poder

dar una clarificación de las singularidades en los términos arriba descri-

tos.	 -

En el Capítulo II tratamos el caso F: Rn Rm; definimos equivalen

cia entre funciones dando algunos ejemplos; s las funciones Crn( Rn , Rm) las

dividimos en clases de equivalencia para así hablar, no de una función espe

cífica sino funciones representativas de una clase (gérmenes) estableciendo

equivalencia entre gérmenes en forma local y tratando de encontrar la expre	



sien de la forma normal en un punto crítico no degenerado.

2
En el Capítulo III tratamos el caso de funciones F: 	 y damos

la clasificación de las singularidades en punto que llamaremos dobleses

cúspides, encontrando la expresión de la forma normal para las funciones

en dichos puntos.

- Por último damos un panorama general de los resultados que se han

encontrado para dimensiones n,m de F: 11.9—ouR
m
 en el contexto de las últi-

mas investigaciones que se han hecho, tratando de ubicar éste modesto tra-

bajo.



CLASIFICACION DE SINGULARIDADES. FUNCIONES F:Rn-I-R.

CAPITULO I 

En este capítulo investigaremos el comportamiento local de funciones

F:R
n
-4-12 en puntos crítico, (VF(x0)---.0) desarrollando criterios para determi-

nar si la función alcanza máximo, mínimo o inflexión en estos puntos; pri-

mero en el caso de que sea punto crítico no degenerado, dando la versión

para este tipo de funciones de los conocidos criterios de máximos y míni-

mos del caso de funciones reales de variable real; y después, haciendo uso

del Teoxema de Tay/ox en varías variables, generalizar para el caso de que

el punto crítico sea degenerado. Esta generalización no cubre todas las

contingencias pero sí es bastante general.

Comencemos estableciendo algunas definiciones y la notación que en-

plearemos, y recordando algunos resultados estándar de Cálculo Avanzado.

I. PUNTOS CRITICOS NO DEGENERADOS.

Deliníción 1.1.?. F:R
n

4-R para A R , A abierto y x 0EA y cualquier vec

tor YERn tal que xo+tYEA. Definimos la derivada de F en xo respecto a Y

es:

F'y(x0)=n

siempre que este límite exista.

Obaexoación 1.1.1. al Si IIYIN1	 R'_(xo) es la derivada direccío-

nal de F en xo respecto a Y (en la dirección de Y).

b) Si Y=e, 	 E'
ek

(x0 )=F r ic (xn) es la derivada parcial de F respecto a ek

Notación:	
Fk

gF'
ek 	 gx

Cxo) = DkF(xo) -- 	 (x0)

DF
F' y (xo) = 	(xo)



DeZAIníci.6n 1.1.2.-	 Fa(n÷R, F es diferenciable en xo£DF si

existe una transformación lineal T
xo

: R.-).R tal que

F(x)-F(x0)-T (X-XO)X0 
j I X - X011	

- O
-

T -es llamada la diferencial de F en xo
xo

Notacíón:

T(x-x 0 )= d xoF(x-x0).
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Delínícíón . 1.1.3.-	 si F es diferenciable en x 0 definimos el gradien

te de F en xo como:

F
VF(xo) = ( • 

D
,-1 (x0),	 2 ( ),	 DF (xo))

OfmexuacLone2 a la deáLníeíbn de agetencíabít¿dad 1.1.2.

F es diferenciable en x o si

F(x)-F(x0)-T (X-X0)X0 
X4100	 11X-X011	

- O

escribir:

Si escribimos: x-x 0 = Y II X -21ó11=11Y11 se puede

lim
Y40

F(x 0+Y)-F(x 0 )-T (Y)
110 	 _ o

O también•.

F(x0+Y)=F(x0)+T	 R1(xo,Y) (*)xo

donde

y lin R,(X02Y)= O
y401

F(xe+Y)-F(X0)-T (Y)
R1 (xo,Y) .= 	 X0

IIYII

Para x 0 fijo R(xo,Y) toma valores reales.

A la expresión (*) se le conoce como la forma de Taylor de ler. orden.



Pxopozíción 1.1.2. Si F es diferenciable en xo entonces

(xo) = T (Y).
áX	 X0

DemastAacíón: Del hecho de que F es diferenciable en xo significa

que:

F(x)-F (xo) -T (X-X0)
lim	 xo 	- 0	 (1)
x+0	 Ilx-xoll

sí escribimos:
x-x 0 = tY	 x=y,fttY

Si x÷xo<=	 Ilx-x 0 11÷0<-=>]ItY114-0<=t	 0

Así, la expresión .(1)la podemos escribir como:

t4-0
hin	 t	

X0 	
= 0

F(xo+tY)-F(xo)-T	 (tY)

Por la linealidad de T tenemos:
x o

F(xo+tY)-F(x0)-t T
XD 

(Y)
lira
t+-0

F(x	 +ty)-F(xo)	 Y T (Y)
lim 	 - lin 	 x 5 	 	 O
t-)-0	 r

F(xo+tY)-F(110)	 T	 (Y)=141	 t	 xo

es decir

lin F(x	
+ tY)-F(x 0 )	 T (Y)

tn 	 xo

t
- 0

O sea que:

31 (x 0 ) = T 
X0

(Y)
BY 



Uhelivacíón 1.1.3. 'Como
1Y 

(xo)= Txo (Y) síj1=2it

(xo) = T (o_.)gxi	xo

PhopoZícíln 1,1.2.	 Si F es diferenciable en xo entonces

T (Y)= VF(x0)•Y
xo

	

Si Y=(Y i , Y2), ... Yn)	 Y= 2 Yiei
i=1

Tx0 (Y)= T(iE lYi ei) =iliT(Yi i)=illYiT(ei).

. E 1 
Yi 3F 

(x0)=VF(x0).Y
=bxi

De aquí en adelante F:1111÷11

Delínícíón:
xo es llamado punto crítico o Singularidad de F

1.1.4 F toma un valor máximo . absoluto en xo si

	

)(aF	 F(x)< F(x0)

1.1.5 F toma un valor mínimo absoluto en xo si

	

V xeDF
	F(x)> F(xo)

1.1.6 F(xo) es llamado máximo relativo o mínimo relativo si existe

V(x 0 ) vecindad de xo

V xe y(x0)
F(x)< F(x 0 )	 o F(x)> F(x 0 ) respectivamente.

1.1.7 Sea F diferenciable en xo, xopunto crítico

F tiene un punto de inflexión(punto silla)

Si F es diferenciable en xo y VF(x0)-0



En xo si 11(V(x0 ) vecindad de xo existen xe V (11.0)

tal que F(x)< F(x0 ) y también existen x'07 (x0)

tal que F(x')> F(x o ).

Obze)wacíón 1.1.4.	 A un máximo o mínimo se le llama valor extremo.

Teoxema 1.1.1.	 Sea F:R11÷12 diferenciable. Supongamos que F toma un
•

valor extremo en un punto xo del ínterior de su dominio, entonces

vF(x0 ) = O

Demoistxacíón:	 Supongamos que F tiene mínimo local en 3%

entonces Nit YclInilYil =1 existe c>0 tal que -c< t .ce F(x 0 )< F(x o+tY) y

para 0<t<e-

y como

ademáS

	

F(xo +tY)- F(xo)
>0>0 y	 	  >O

DF
b7y: (x 0 )= 17F(x0)Y

lim+ 
oF(x+tY)-F(x

Cl<0
	

0) _

t	
VF(x0)Y

2,-/— t÷
a. reaut u . • rcy, Mi Jof
apai la., t4AnOrtSA

	tY) -F (x ) _	 8/11101t14
0 <Hm F(xl-

t	
VF (x o ) (-Y)

WARTNEM @Et+01-
WOMATIM

= - vF(x 0 ) Y

Podemos concluir que vF(x
o 
)(Y)=0 y como Y es arbitrario ==> VF(x0).=0

La demostración para el máximo es análoga.

Obsexuacíffit 1.1.5. Si F es diferencíable en xo,

xoun valor extremo es un punto crítico.



•
Veranos que si F es díferenciable - en xo y xo es un punto crítico, la

naturaleza del punto crítico estará determinada por el signo de F(x)-F(x0)

para xEV(x0).

OlmetwaeLón 1.1.6.

es punto crítico.

El signo de F(x)-F(x0)= signo de 12 1 (xo, Y) sí xo

DemoatAacíón:

tenemos:

Si tomamos x=x 0 +Y de la observación a la definición

donde

F(x0 +Y)-F(x 0 )=pF(xo)Y+111111 (xo, Y)

lím R (x , Y)=0
Y÷0 1	 °

como x o es punto crítico VF(xo)=0

F(x0 +Y)-F(x0 )=IlYillyx 0 , Y) es decir

F(x 0 +Y)-F(x0 ) tiene el signo de R1(x0,Y)

ya que 12.1(x0,Y)- F(xo+Y)-F(x0)-VF(xo)Y 

pero veamos otras expresíones para 12. 1 (xo, Y)

,	 NNotaeí	 a 	 aF kón:	 D..F(x)= 	 x.:	 i,j=1,2, ..., n1 .]	 aX.aX.j

Bn
(x0 )= {3(61111 111x 	 II< n } *-bola abierta de radio n.

Tepitema 1.1.2. (Teorema de Taglox de 2do. OAden pata eampals eacatate4).

Sea F: R
n
4-12. con D. .F continuas en B

n
(x)

entonces VYERn tal que x=(x0 +Y)c11 (x 0 ) se tiene.
1

F(x)-F(x0 )=vF (x0 )Y + y Y H(xo +CY)Yt	 (A)

O<C<1



O también:

F (x)-F(xo )=VF(x0 )Y+ Y 11(xo )y
t+1 yi 2

Y)

donde

lim R
Y4-0

, Y)=

Deinozttac,tów, Consideremos Y fijo y definimos:

g(u)= F(xo +uY)	 -1<u<1

g(1)= F(x0 + Y)

g(0)= F(x0 )	 .

(	 F(x0+Y)-F(X0)= g(1)-g(0)

como g: R+R aplicando el Teorema de Taylor de segundo orden en [O, 1]

g(x)= g(0)+g' (0)+ 
1
g" (c) (x-0) 2

 para O<C<1

g(1)= g(0) + g'(0)+ 	 g''(C)(1-0)
2

g(1)-g(0)= g' (0)+ 
1 g"(C)	 para O<C<1

1 „
Así F(x)-F(x0)-g(1)-g(0)=g' (OH:	 g (C) (*)

Si escribimos:

Por la regla de la cadena

r(u)= xo+uY

r"(u)= Y r(0)=x0

g (u)= F(r (u))

g' (u)= F' (r (u)) r t (u)— vF(r(u))r' (u)=VF(r(u))Y
g' (0)--pF(x0)Y (1)

del hecho g' (u)=VF(r(u)) Y= E 'D.F(r(u))Y.
n	 n j=1

g' (u)=	 JEIDiF(r (u) )Yi ) Y.

(u)=.E. DF(r(u)) Y.Y. = Y H(r(u))Yt1,3 =1 ij

y como r(u)= xo+uY

r(C)= xo+CY



g" (C)=YH(x0 +CY)Y
t	 (2)

sustituyendo (1) y (2) en (*)	 tenemos:

F(xl +Y) —F(xó ) =g ' (0)+ 1 g" (C)	 O( C< 1

F(Dco ) y-1- 2 TH(xo + CY)Y t

y obtenemos (A)

Si definimos:

1 yi 1
2
 R

2 
(xo , Y) = 	 Y (11(x0 +CY)-H(x0 ))Y

t
 Y# O

R2 (x0(x0 0)=0

I Y I I 2 
R	 1 „,	 1 , „ (x0 )y t _5

2 \j'a ,,. 7 n1/47.0 na)	 -2-
1
7 Y H(xo +CY)Y

t
=I lyi 12	 xo , Y)+ —

1 
Y H( 

)yt

2

y sustituyendo esta expresión en el resultado (A)

sólo falta probar que:

F(310 +Y)-F (X0 )	 (x0 )Y+ —
2 

Y H (X0
t
+I I Yi I 

2R
2 (xo ,Y)

lím R (X0 , Y)=02

y como

2	 '	 2	 11 (xo ±CY) -11 (xo nYt
2

il Yli R	 (X0 	Y =	 (—Y

	I 
i

v1 1 n
2	 ,	 N

I R2 1/4X0	
. 

2Y/1	 E	 [D, .F(x_+CY)-D..F 1 Y .
1

Y
j

1
1 n	 n

•=1 i=i 

,	 n

	

1=1 j=1	
(

.1. E	 E	 ID 
ij 

F (x0 1-cy)-D..F xo )1 I i
1J

	 12



Es decir:

	1 n	 n

	

IR2 
(x

o' 
Y)1 c

— 2
— E	 E 1D..F(x +CY)-D..F(x o 

)Iij	 o	 tj 
i= 1 j=1

Para Y/0 y como cada D..F es contínua en x 	 D..F(x+CY)=D..F(x )
o no 13	 ij o

1063eAvací61 1.1.7. Como F(x 0 +Y).-F(x 0 ) =VF(x 0 )Y+ jrY11(x0)Yt+11Y112R2(xo,Y)

2Para Y muy pequeño R
2

(x ,Y)+0 o más rápido que 11Y110: cuando Y+0

axDx

2
Defiínícan 1.1.8. H(x o	 d)-(	 (x )) i . = 1, 2,	 n se le llama

.
Hessian de F en xo .

1

Delínícíón 1.1.9. Si la matríz de Hessian es invertible
crítico a xo le llamaremos punto crítico no degenerado.

en x
o
, xopunt0

DelíníaZón 1.1.10. Si la matriz de Hessian no es invertible en x
0
 punto

crítico, a xo le llamaremos punto crítico degenerado.

PAopo4íci5n 1.1.3. Sea A=(a..) matriz n x n real simétrica. y sea
tQ(Y) =YAY =	 11 a Y.Y. entonces':

i=1 j=1 ij 1 3

Q(Y) >O lif Yft1,----.>todos los eigenvalores de A son positivos

Q(Y) <OVY/OcH> todos los eigenvalores de A son negativos

Denio3tAacíón: Véa4e No. (o de la 13.4:131-Logtalía.

Teonema 1.1.3. Sea F:Rn*R con segundas derivadas parciales D..F cond-
i.]

nuas en B
n
(x0 ); sea H(N) la matriz de Hessian un punto crítico x o entonces:

aY Sí:todoslos_eigenvalores de H(xo) son positivos, F tiene un mínimo



relativo en xo.
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Si todos los eigenvalores de H(xo) son negativos, F tiene un máxi

mo relativo de xo.

Sí los eigenvalores de H(x 0 )	 son positivos y negativos, F tiene

un punto de inflexión en xo.

Demaótaación: Sea Q(Y)=-Y H(xo)Y t la fórmula de Taylor nos da:

F(xo+Y)-F(x0)=	 Q(Y)+IIY112R2(xo,Y)

donde x 0-1-YeB
n
(x 0 ) y lím R (x o/ Y)=0.	 Probaremos que existe r tal que si

Y.0 2
0<	 r el signo'de F(x o +Y)-F(xo) es el mismo de Q(Y).

Supongamos que A l , A 2 , ...,
n
 eigenvalores de H(x o ) son positivos.

Sea h el más pequeñó, si m<h	 A l -m, X 2-m,
n
-m son también posi

tivos y soneigenyalores de 11(x 0 ) :InI donde I es la matriz identidad.

Por la observación anterior la forma cuadrática Y H(xp)-MI Y t es de-
.

finída positiva.

Es decir:

Y[H(x0 )-InlYt>0	 VIY0

además

Y H(xo)Y t>Y (mI)Y t= milY11 2 d m<h

1
tomando m= 7 h tenemos:

Q(Y)> 
1 

-h1lY11 2 	 a WO y como lim R
2
 (xo , Y)=0

Y÷0 

1
entonces existe r tal que R

2"	 4
(x Y) <

1

-h con tal que O< 
Il Y 1 1c y para es

ta Y tenemos:





II	 it2
HY	 Ill	 R

2
(x

o
, Y )1 ‹

4
h Y	 cQ(Y)

1	 i 12
2

y la fórmula de Taylor

F(x0 + Y)-F(xo) = z Q(Y)+IIYII
2
 R2 (xo, Y)

demuestra que:

F(x + Y)-F(x-
1 Q(Y)-11y112 R(xo, y)>0

o	 o

Así, F tiene un mínimo relativo en xo (fin de la parte a).

Para demostrar b) basta con aplicar el argumento anterior a -F.

Para demostrar .C)sean A
1 , 

A 2 eigenvalores de H(x 0 ) de signos opues-

tos, y sea h= mín	 1A21} entonces, para cada valor m tal que -h<m<h

los números A 1 -ra y X 2 -m, son eigenvalores de signos opuestos de la matriz:

H(x 0 ) -mI

así, si me(-h, h) la forma cuadrática Y 11(x0)-mI Y
t 
toma valores positivos

y negativos en toda vecindad de Y=0

Elijamos r>0 tal que !R 2 (x 0 , Y)l< 
1 
h siempre que 0< ilY11<r

vemos que para esta Y, el signo de F(x 04-Y)-F(xo) es el mismo que de Q(Y) y

como cuando YA, se presentan valores' positivos y negativos, entonces F tie-

ne en xo un punto de inflexión.



OWS
111/11En la expresión:

1,J =1,
92F D..F(x 0 ) =	 (x0)

13	 9x.9x.
1

usaremos la notación:

do- F(x)= F(x0)
xo

d F(x)=VF(x0)x=
xo

,
-r	 X	

9 
) F

' Dx 1	n 9x xo

1
F(x0 + Y)-F(x0)=VF(x0)Y-F- Q(Y)+IIYII

2
R 2 (xo, Y )

	(1)

H(x0 )-- (Díj F(x0 )) i , j. 1,2,...n

2.- PUNTOS CRITICOS DEGENERADOS. 

.212 p(x)= x Hoox t=	 a + ...+ x 	 a	 )
2
F

xo	 ' 9x1	 n óxn xo

en general
a	 a	F(x)=.	 	  + x2	 +...+	 )k F

xo	 9x/	 gx	 n
	 ax
	

xo

kl k2	k
d
k n

F(x)=
E ...k	

(14, k2 ,...k
n	

x2 ...x
nxo	 144k2+ n

=

	 (a1, a2...a
n
)

. 1 	 kn

9kF

ax l .. . 9xn

donde

x= (x 1 , x2 , ... xn)

x 0 =(a l , a2 ,	 an)

l	
k' 1, k2c ...k

n
 )-	 •

k2 ! ...k!



•

Así la expresión (1) se puede escribir con	 x= x 0 + Y-->Y= x-x0

F(x) =d° F(x)+ d F(x-x 0 )+ d 2 F(x-xo)+I lx-xj I2R2(x0,Y)
x o 	xo	 xo

por ejemplo para F:11
2

3R

o
d,.

xo
F(xo,Y)=E(xo,Yo)

x =(xO, Y)	 x=(x,Y)

	

d
xo

F(x,Y)= (x -9—	
2,Y

+Y 	
) X 0	 BX

F= x	 (x0,Y0)+Y	 (X0 YO)

	

aX	
—
9F	 9F

9Y

	

a	 9
2
F	 a 2F	 2921.

d 2
xo

F(x,Y) = (x	 +Y á-) 2 F= x2-- (x
°'	 9x ayYo)+2xY	 aYz

o)
	9x 	 9Y x o 	9x 

d
k

xo

F(x,Y) = (x
9k F

	+Y 
DY x

k F
=	E (.

k )xj Yk-j 	
k . (x 0 ,Y 0 ) xo+Y=x

	

ax	 j	 j	 -j

	

o	 j=p	 9x 9Y

Teonema de Taylot 1.2.1.	 Sea F:R"-R con todas las derivadas hasta de

orden n continuas en una vecindad de xo; sea

1

X° E 11.
+Y V (x

°
 )Y T 

T1 
(x-x 0)=F(x 0)±d 

X
2 
0	

(X—X	
2.x o 

F(x-xo)±...+ Ñ. d (X—X 0)
X.0

La expresión de Taylor de N-ésimogrado alrededor de x0

Entonces:

F (x)-T
h
 (x-x o)

	

lim	 - O

	

x-x	 n

	

o	 lx-x o I

DemoztAación. (ula4e. No.	 7 de la bíbliogtalía).

DelínLción 1.2.1. K c R	 es un cono Si ‘1 X gn 	 y "telt entonces txeK.

DelínícídiT 1.2.2. Una función g:K•R se llama homogénea de grado P si

g(tx) = tPg(x) V ti	 Y xcK para algún	 P fija.



De6ínídífin: Sea g homogénea.

1.2.3.	 Decimos que es definida positiva si llx�0 xeK g(x)>0

1.2.4.	 Decimos que es definida negativa si -g(x) es definida positiva.

1.2.5.	 Es no definida sí no es positiva ni negativa.

1.2.6.	 Es semidefinida positiva siVX,EK g(x)?_0

1.2.7	 Es semidefinida negativa si -g(x) es semidefinida positiva.

1.2.8	 Es no semidefinida sí existen x,YEK .3g(x)>0 y g(Y)<0.

UlmeAvacíón 1 	 las expresiones d 
x
F(x), d

2 	 3 
F(x),...d

k
 F(x),

o XO

dk =	 E

o
F( tx)

	k +k + +k
n
 =k

k
k

(	 1
k 
2 
...k n )(tx

k1
)	 (tx

k2
)	 ...(tx

k
n

)

2
k
F 

tk2...t
k
n

(a l , a2...an)=E 
(k

1
	kn,

2x 1 1	 2x
n
kn

k	 2kF
(x 1 k1 x2 k2 ...x

n n
) 	 (a ..a )1 .	 n

2x 
k
1...2x 

k
n1

d
k

xo
F(tx)= t

k 
Ak	 k )x 

k 1	 kn

2x 
k

1
(a ...a )n

2 F 

1	 2x
n n

d
k

F(tx)= t
k 

d
k

F(x).
xo	 xo

Delinícíón 1.2.9.	 Sea KaRn cono y E >0, la e- cónica vecindad

K(e) se define por el cono generado por la E- vecindad en Sn de K11 Sn

donde S
n 

es la esfera unitaria en R
n

.

vemos que son ejemplos de funciones homogéneas.



OlmetvacLán 1.2.2. En el Teorema de Taylor tenemos:

F(x)-T (x-x0)

	

lim 	  -O	 donde x= xo+YEV(x0)
	)0	 ix-xoln

nYER , si tomamos x 0 =0. tenemos:

F(x)-T (x)
lim	

n 	 o
x.-0

1
y en Tn (x)=F(x 0 )i- 	dx0F(x)+ 2, d2 x0F(x)+

n 1 k
F(x)=F(x0)+ E —

k '
,d	 F(x)

xo	 k=1	
x o

kotaulón: Al término k! 
dk 

x F(x)= W
k
(x)

o
±" 

el límite anterior se puede escribir en forma equivalente como:

F(x) = F(x 0 )1- kE 1 Wk(41-ixinItn(x)

donde'

lim R (x)= Oxo n

A W (x) le llamamos la k-gsima forma de Taylor.

Sean W , Ws' W
t 
denotarán la lera., 2da. y 3ra. forma de Taylor que

•
no se anula en un punto crítico xo. Claramente 2sp<s<ty sytpueden no

existir.

Delínícían 1.2.10.	 k.= {xc Rn I W.
1
(x)=0}	 i= p,s,t

usaremos las formas de Taylor iF para desarrollar un procedimiento para cla-

sificar putitos críticos de F.

OlmeAvacan 1.2.3. En las siguientes proposiciones y corolarios supon-
dremos que	 }R

 con derivadas parciales hasta de orden N contínuas, xo pun

to crítico.



P4opo3ícíjn 1.2.1. Si (E es no 32mídWittida, entonces xo es un pun-
P

to silla de F. Supondremos que

x0=0 y F(x 0 )=0	 y G=Bn(0)

Remo, tAac¿6n:

por el Teorema de Taylor

donde

sea

F(x)= EF (x)+ lx1 13 R (x)

lim R
P 

(x)=0
x÷01 

W (h)40 como lim R (x)=0==xxiste (S>0 -
P	 x.0 P

tal que para 0<t<ó1hI P IRp (th)I < -1 1W (hl
2	 p

Además, como F(x)= W (x)+IxI P R 
P
(x) entonces

F(th)= I(th)+Ith P R P(th)

= tP ÍF (h)+ tP lhI P R (th)

= tP r 
P
(h)+Ihl R (th)]

Así, F(th) tiene el signo de 	 W (h) si Oct<6y,comoW tiene valores

positivos y negativos

tiene un punto silla en xo.

PAspoisící6n 1.2.2. Si W es dedinída pasitíva, entonces xo es un
mínimo local de F. Si W es delinída negatau, entonces x o es un máximo

local de F.

Demo3titacLón:

Supondremos que

	 x = O	 F(x.)=0



como W es definida positiva y contínua en R
n 

y además la esfera unita

ría en R
n 

es compacta tenemos que m>0.

Por la homogenidad de 1F (x) tenemos

W (tx) = tP W (x)

Wp (pc
1 
i )- ( 131

1 
1)

p
 Wp(x)

es decir:

W p (x)=IxI P W 
P

( x ) -

y como 
x 

está en la esfera unitaria

asi:

W (. ) >mix1 P
	 v xc Rn	 (1)

además como

lím
40 

R p(x)=0
x 

existe (5>0 tal que IR p	 2(x)l< 
1
- m para 0<lxl<d

Así: - 1
	 R	 1

(x)<	 m	 l mixl <lxi
p
 R (x)

COMO

F(x)=	 (x)+IxIP R (x)	 (2)

para 0<lx1<¿ usando (1) y (2) tenemos:

F(x)>B1IXI P -	 mlkIP>0

es decir que O es un mínimo local de F.

Para demostrar la segunda parte basta sustituir -F por F y aplicar la

primera parte,y entonces O es un máximo de F dado que O es un mínimo para -F.



PAopo3ícídn 1.2.3. Supongamos que 1F es isemíde6ínída poaítíva pero

no de6ínída poaítíva, y supongamos que Kp s

Si
s
 es no semidefinida o semidefinida negativa en K entonces

x o es un punto silla de F.

Sí W
s 
es definida positiva en K entonces x o es mínimo de F.

Suponemos x 0 =0	 F(x0)=0

Vemoatnación: ¿I)19,1,,tmefta pante.- Suponemos que W es semidefinida posi

tiva, es decir, 1F (x)>0 pero no estrictamente positiva ya que sí

IFp (x)>0	 xE Rn x#0

Kp= fxERn i {Fp (x)=0} = {O} y entonces KICKs

Así que	 no es estrictamente positiva

i.e.3)(t)
xEK

para xEK nG donde G es vecindad de O

if'p (x)=0

F(x)= EPs (x)+Ixl s Rs(x)

ya que si xEK IF (x)=0 donde lim R 
s
(x)=0 y como

s
(x) es no semidefinida

P	 P	 x-÷0 
por la proposición (1) aplicada a W

s
(x) O es un punto silla.

Demo3tAación: alSegunda patte.- Si ff s es semidefinida negativa sobre

K como F(x)= W s (x)+Ixl s R s (x) donde lim R (x)=0.
x±0 s

Por el argumento de la proposición (1) tenemos que:



3 h1 Ek tal que 1Fs(thj)<0
yó>o

F(th )<0 si 0< t<cS
P!9LIOTECA
Dt. ciVicitil: EXACTAS

Y NATURALES
SADER DE M HUO

RARA NI GRANDEZA

Además:

1 (x)> 0 V -- x € ICC U {0}, E(x) = IF (x)4i1 PR (x)
'

Por el mismo argumento podemos encontrar:

h
z
ek

n

c y 1 2 >0 tal que F(th2)� 0

st 0<t<1 2 	O es un punto de inflexión de F.

emoistAae,t6 n: de b)

Sea Sn=- { x 11)4 <1	 m= Inf.{EF s (9! x,kp sn}

claramente	 m>0

	

Para xek n s , por la homogenidad de	 1F
s
. Es decir:

P s (tx)= t s IFs(x)

tenemos

tF (	
1	 1

x)- (	 )	 (X)
S	 IX

	 IXI	 S

de donde

s
(x)= IX I s

s	
como x E Sn !F (XI x'

3
pc	 s lx

1 
1

, 1	 3
(ya que si Wsk	

,	
no es el Inf. y ésto contradice nuestra supo-

sición).

Así:

	

Ir 
(x) xi S 

(F( 

1	 x)>2. mixi S ji )(sic	 sn 	 (1)

	

sixi	 4 



Además, como IF es definida positiva en C4 k 
P
(1S 119.) {O}

Por el argumento de la proposición (2) existe 6>0; F(x)>0 si 0<lxl<d

y xcale

sea

d i > 0	 IRs (x)i<	 m si 0 <Ixl< di

Así - 
1
m<R

s
(x)< -

í m

s-	 < R s (x) xl s	 (2)

así para xEkl1Sn	y 0<lx1<d i usando (1) y (2) tenemos:

	

3	 1
F (x)>	 (x)+I xl	 R s (x)> T1	

s 1
-	

x, s. 
4 mi xl 

s> 0

Fo(» o if x.ek nsn y F(x)>0 V xeCPC

es decir

F(x)> O	 g x 	 Ixl< mi-n.{(5:„

0 es un mínimo local de F.

ObaeAvacían 1.2.3. Si seguimos el razonamiento de la proposición

1.2.3. a) y hubiésemos tomado 1F 	 semidefinida negativa pero no definida

negativa y k cytk '•	 W no semidefinida, llegaríamos al mismo resultado.
sP	 s

Coxolatío 1.2.1. Si IF es semidefinida negativa pero no definida

negativa y k
p
ggek

s
;	 W

s
 es no semidefinida, entonces O es un punto silla.

Ofmetwacían 1.2.4. En la demostración de la proposición 1.2.3. a)

si tomamos W semidefinida negativa pero no definida negativa, k 5 11 k y
p	 s

W
s
 semidefinida positiva, tendríamos: F(th i )>0 y F(th2 )< O	 0<t<ó2 h2ekpc

0<t<1 hack y también rsería punto de inflexión.



Conolatío 1.2.2.	 Si E es semidefinida negativa, k .44.tk
s
 y IF

s 
semi-p

definida positiva en k , entonces O es punto de inflexión.

Obáekvaeíni 1.2.5. En la proposición 	 1.2.3. b) con kp c;Ek s si para F

w >O y E
s
>O, O es un mínimo.

Significa que para -FF <OyF	 OyFs<0,0es un máximo.

Conolatío 1.2.3.	 Si E es semidefinida negativa, pero no definida ne

gativa y k 
p 
09/:k

s
 y IF

s 
es definida negativa en k 9 entonces O es un máximo

local de F.

Si IF y 1F
s
 en k	 son semidefinidos positivos pero no definidos positi-

vos; veamos el compo tamiento de tF t (x) en k
s
 y podremos establecer proposi-

ciones semejantes.

El caso que falta por investigar: k CLIc
s
 con IF semidefinida positiva

pero no definida positiva. Aqui no podemos establecer las mismas conclusiones

como veremos en los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1.2.1. Sea F(x,y)= x
2 
-3xy

2
 + 2y4= (x-y

2
 )(x-2y

2
 ) Claramente (0,0)

es punto crítico.

Aquí, - si

x > 2y2	 > .y2 
_	 >F(x,y) >0

si	
X < y

2

	 x < 2y2 ==>F(x,y) >0
x-y2 <0 y x-2y2<0

si	
x+y2>0

x < xy2=3,5c_2 yl o rF(x,y) <O

Así (0,0) es punto silla de F.

x-2y2 0> yv x-y2>0



Aquí:

TF2(x)= x2	 k2= {(x,y)lx=0}

1F 3 (x) = -3xy2	k3 = {(x,y)Ix=0 o y=0}

W4(x) = 2y4	k4= {(x,y)ly=0}

k2 c.k 3	 1F2 es semidefinida positiva y

(0,0) es punto silla de F.

x2- 2xy 24. 2y4, (x,y2)2+ y4.
EJEMPLO 1.2.2. Sea F(x,y)=	 Claramente

(0,0) es un punto crítico.

Si:
y2__> _y2>0 ==>(x_y2)2)0 ___>F(x,y)>0

X < y2 	> x-y2 <0 — (x,y2 ) 2 >0 	 >F(x,y)>0

x = y 2 	  x -y 2 =0 	 >(x,y 2 )= O ==F(x,y)>0

Aquí:

1F2(X)= x 2	 k2= {(x,y)ix=0}

1F 3 (x)= -2xy2	 1(3= {(x,y)lx=0 o y=0}

0'4(x) = 2y4	 ky= {(x,y)ly=0}

k2 k3	E' es semidefinida positiva y
2

(0,0) es un mínimo de F.

Además en el caso en el que todas las formas de orden mayor que P se

anulen en k , no podemos dar criterios.

Así:



EJEMPLO 1.2.3.

F(x,y)= x2 - xy2 = x(x-y2)

si

x > y2 	 > x-y 2 >0 	 F(x,y)>0

si

0< x<y2	x>0 y x-y2< O	 F(x,y)<0

s i

x <
	

> x<y 2
	 y0 -->F(x,y)<0

(0,0) es un punto silla de F.

Aquí:

ff2(x ) = x2

IF 3 (x)= xy2

IF4E O

IF.E0 Vl>4

K2 C. K3

K2= {(x,y)I =O}

k3 = {(x,y)I x=0 o y=0}

fF. se anula en k2 V i>2

EJEMPLO 1.2.4.

Sea F(x,y)=

- 1/"2
+ e

(x,y)# O

si	 (x,y)= O

-1/a2	 -1/,12
x2 - x2y+ e r = x 2 (1-y)+ e	 '



Si y<1	 1-y>0	 si x= O	 F (x , y) >O

Si y<1	 1-y>0	 si x# O	 F (x, y) >O y

(0,0) es un mínimo de F.

IF 2 ( X ) x2
	

k2= (x , y) I x=0}

k 3 = { (x , y) ! x=0 6 y=0}

k2 C k3
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CAPITULO II

1. CLASIFICACION DE FUNCIONES EN PUNTOS REGULARES.

(DEFINICIONES Y EJEMPLOS)

Como en el caso de funciones F:R 11.12 podemos definir la derivada de F

en un punto respecto a un vector para funciones F:Rn*Rm así:

Deáínícan 2.1.1. Sea F: R
nm

, Ac:R.
n
 abierto y pEA VE R

n 
tal que

p +tNTEA tER definimos la derivada de y en p respecto a V como:

V-F(p)= lim F(p+tV)-F(p) 
t÷0

donde ;este límite exista.

La misma observación para el caso F: Rn.P

064etvacan 2.1.1.	 F(p): Pil.Rm es lineal.

Si e.
1 es una base para W1

DF	 , N	 77

Fx - ( 13)--	 kru= ve-F(P)ax.1

V= (V 1,V 2,	 V»= iE4Viei

V 
y 
F(p) = .E1 V. 

Dx.
2!11 (p)

1= 

DEItImicífin: Sea F: Rn.ltm

o
2.1.2. F es de clase C si F es continua en todo su dominio.

2.1.3. F es de clase Cr r EN si tiene derivadas parciales hasta de or-

den <r y éstas son continuas.
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2.1.4. F es de clase Ce° si F es Cr Nirc/4

Paha lunulOnea O: Rn÷Rn

2.1.5.	 es homeomorfísmo si	 y 0 -1	 son contínuas.

12.1.6. ¢es difeomorfismo si	 y	 son diferenciables.

2.1.7.	 es difeomorfismo de clase C
r 

si tanto	 como O-1 son de cla-

se C
r

.

Deben-te-con 2.1.8. Sean F,g: Rn÷Rm de clase Cr , decimos que g es Cr-equi

valente a F si existen difeomorfismos 4),W de clase C
r 

tal que

F(x)-=	g o Q 1)(x)

es decir si el siguiente diagrama es conmutativo

(F 00(x) = (¢ o g)(x)

Notacíón. Si g es Cr -equivalente a F, diremos que F y g son C r-equíva

lentes.

Ejemplo 2.1.1.	 F(x)= x 3	g(x)= x

F y g son C°-equivalentes pero no Cl-equivalentes.

Si definimos O(x)=° x	 ¢(Y) = Y

¢ no es derivable en O pero tanto	 como y sus inversas son contínuas.

(fo ¢)(x) = (3447.)3=

así (F o 69(x)=(¢ o g)(x).

og)(x)= x = x
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Para ver que no son C -equivalente, supongamos que existan

0 y 4i C1-diféomorfas

(F o 0(x)= (4) o g)(x)

PCP(x))= Eg(x))	 Ex0)=-0

F 1 (¢(x)). 0 1 (x)=	 g(x))g 1 (x) Sea o= (P1E	 y	 0)

F 1 (0)11 1 (x 0 )-41 (g(x 0 )). g 1 (x0)

pero F 1 (0)=0 y gi(x0)=1

y como 4, 1 (y) � O	 ye R (condición para que exista -0-1)

Es decir que

Fa(o). .(x 0 )=0	 y

9113110TECA
De CIE 4 C IAS EXACTAS

Y NATURALES
EL SABER DE MLI H/JOR

RARA NI GRANDEZA

Ii i(g (x0 )) g l (x0) � 0
y por lo tanto F y g no son C1-equivalentes.

Ejemplo 2.1.2	 F(x)=x 2 	g(x)=x

demostremos

entonces (F

creciente o

ciente dado

cedreciente

que no son C°-equivalentes. Supongamos que son C°-equivalentes
-1

o (P)(x) =- ip(g(x)) es decir F(x)= (11) o go0 . )(x), 0 1 (x) es siempre

decreciente entonces (g o 0 -1 )(x) es siempre creciente o decre-

que g(x)=x y si aplicamos 0(g o 	 (x)) será siempre creciente o

pero F no es así

Así F no es C°-equivalente a g.

Ejemplo 2.1.3. F(x,y)=(x,y2) 	 g(x,y)=(x-y-(x+y)2, 2(x-y)+(x+y)2)
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F es CC equivalente a g.

Si definimos 4)(x,y)-(x-y, x+y) 11/(x,y)=(:1 '(x+y),	 ±(y-2x)s.	 y

(F0115)(x,y)= F(0(x))=(x-Y),(x+y)2)=(x-y, x2+2xy +y2)

( 11) og)(x,y)=(	 (x-y-(x+y)2+ 2(x-y)+(x+y)2), 3 (2(x-y)+(x+y)2-2(x-y-(x+Y)2)

= (x-y), x 2 +2xy+y2 )	 así (F0)(x)=(ip0g)(x)

Nos interesa el comportamiento local de una función en una vecindad de un

punto, es natural identificar a todas las funciones que coincidan con F en una

(vecindad de un punto xo con una sola función, así: 	 - -

Deíníción 2.1.9 Para una función F de clase C es , x 0 ER
n

El germen de F

en xo denotado por F(xo)

F(xo)={g(x) de clase Cw 1 F(x)=g(x)	 xeV(x0)}

así diremos que F y g son germen-equivalentes en xo

Si F(x)=g(x)	 q xEV(x0)

063ekvacíón 2.1.2. Claramente el germen de F en xo es una clase de equi

valencia para Fe Cw

Notacíón: 1(x)= (F,x,y)

OlmeAvacían 2.1.3. El valor del germen es bien definido ya que si F y g

son germen equivalentes entonces F(x0 )= g(x0)

la composición entre funciones la podemos usar para definir?
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DePinícíón 2.1.10 La composición entre germenes

(g,y,z) o (F,x,y)--(g0F, x,z)

Así ya que tenemos el conjunto de funciones Cm dividido en clases de

equivalencia podemos definir equivalencia entre germenes:

Delíníaíón 2.1.71.(F 1 ,xf,yi)y (F2 ,x 2 ,y2 ) son Cm-equivalentes.

Si existen germenes	 (cp,x 1 ,x2 ) y (W,y 1 , y2 ) de difeomorfismos C tal que

. (F2,x2,Y2)=(4/0F104-1,x2,Y2)

(es decir que el siguien e diagrama es conmutativo:

(F„x2,y2) 
x,x2 	>Y,Y2

($, x1, x 2 )	 (P,Y1,Y2)

x, x1(  FlIx1,Y1) >Y'Y1

(F200,x1,Y2)--(11)01J1,Y2)

Notacíón: (F,x 0 , y 0 ) Z(g,x 1 ,371 ) significa F es Cm equivalente en xo a

g en x 1 , otra forma de escribir esto es:

Sean F, g: R
n
+ R

m 
y x 1 ,x2 ER

n
, decimos que el germen de F en x 2 es

Cm -equivalente al germen de g en x 1 , si existen vecindades U l de x 1 , U2 de

x2 , V i de g(x 1 ) y V2 de F(x2 ),y germenes de difeomorfismo Cm +	 11):V1 *V2

tal que g(IJ I )C.V i y F(U2 )C- V2 , 4) (x1 )= x2 y	 (Fo) ui =(4)0 g ) t ul ,, es decir

(F0)(x)=(Ipog)(x)	 xcU1, o sea, que el siguiente diagrama es conmutativo

U2
F

> V2

tIP

11 1 	 	 > V I
n

y t(x 1 )-- x2

(F2 00, x1, y2)=(P0 g,x1 y2)
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OlmeAvación 2.1.4. Se sigue de la definición que (F1,x1Y1)Y (F2,x2,y2)

C -equivalentes<	 >F 1 y F2 son C -equivalentes en alguna vecindad de xl

EJEM191.0 , 2.1.4 F(x)= x2 g(x)= 
2x 2 -x 4 .= x2(2-x2)

F y g no son C -equivalentes en todo R pero F en O es C -equivalente a

en 0.

Definimos ¢(x)= x5:7	 -1<x<1	 (P(0)=0

EY) = Y

Claramente cP(x) y Ip(y) son de clase C además

95 - 1 (x)= 2 + 4-4x2 
2

-1<x<1 es C

(F00)(x)= F(q)(x))= (x,P1X7) 2 = x2 (2 -x2)

(¢ pg)(x) = x2(2-x2)
	

es decir F(x)=(P0g0-1)(x)

para -1<x<1

(F,0,0):(g,0,0)

EJEMPLO 2.1.5.	 Para una función F:R
n
÷11

m
 de clase C en su dominio

F(x 0 )=y consideremos (F, xo,Yo) y (g,0,0) donde g(x)=F(x + x0)-F(x0)

Por la expresión de g(x) es claramente C es.

Definimos ¢(x)=x + xo	 y igy)=y+F(x 0 ) que tambien son C c° y veamos

F(x)=(iyogoI1')(x)

(x)= x-xo

g (¢-1 (x ) ) = F(x -x 0+ x 0 ) -F(x0)=F(x) -F(x0)

aplicando:	

(g( 4 1(x) )= F (x) —F (x0 )+F (xo )=F (x)

Y
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EJEMPLO 2.1.6.	 F(x)=x2 	g(x)-
3 w

demostraremos que (F,o,o) y (g,l, -2/3)	 son C -equivalentes, si definimos

	

gi(X)= g(x+1)+ 2/3	 gi(0)=0

Por el ejemplo anterior (g, 1, -2/3) y (g1,0,0) son C -equivalentes

1

73

1g	 jr(x)=	 .(x+1)3-(x+1)+ 2/3=	 (x 3 +2x 2
 +3x+1)-x-1+2/3= 1 x3+x2

'

g (x)=_x 3 +X 2 =X 2 ( 1
-xi-1)

	

1	 3	 3
Si definimos

«x), x 	 1_
V - x+1

0(y)= y claramente 0 es difeomorfismo de clase C

Tambien	 es un difeomorfismo de clase C definido de (-2, 0:) ( -2 1/3,c0)

ya que 4 esta definida para x.›. -3 y 01 (x)>0 si x>-2=>0-1 existe y es de cla-
.m

se C	 •

(F00(x)= F(x-
	

x2(1/3x+1)

(4'og)(x ) = x 2 ( 1 •x+1) y 0(0)=0
3'

Así

(F,0,0) y (g 1 ,0,0) son C-equivalentes

y como

(g1 ,0,0) es C -equivalente a (g,l, -2/3)

(F,0,0) y (g,1,-2/3) son d'a-equivalentes.
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En los ejemplos anteriores de Cm-equivalencia entre germenes, vemos que

expresión de F(x) es mas sencillas que la de g(x), es decir,que para una

clase F(x 0 ) nos interesa trabajar con la expresión mas simple, que sea repre

sentante de un gérmen determinado, a tales tipos de expresiones les llamare-

mos formas normales de germenes.

Sea función F:Rn.Pm , en términos de las funciones coordenas

F(x)--(Pi(x), F2 (x), ...,Fm(x))

recordemos que la diferencial de F en un punto b=(131,b2,...,b
n
) está dada

por la transformación lineal dF(b): 11 11÷12m representada por la matriz

( @F.	 1)
A= gx1(b)

i=1,2,...,m
j=1,2,...,n

Delínícíón 2.1.12. El rango de la diferencial dF
b
 es el rango de la

matriz A, y además que el máximo valor que puede tener A es mín {n,m}

NOtaaLón: Diremos que el rango de dF(b) es el rango de F en b.

Delyíytiición 2.1.13. Sea F: 12.11÷Rm si F tiene rango.máximo en b diremos

que b es un punto regular para F. Si l '. no tiene rango máximo en Miremos

que b es un punto singular de F,o una singularidad de F en b.

Oh4e.huací6n 2.1 -.5. Para F: R11÷R un punto singular es un punto crítico.

Delíníción 2.1.14. Sea F: RII÷Rm F tiene singularidad tipo S k en b

si el rango de F en b es mín {n,m} -k

k 'es llamada la deficiencia de la singularidad.
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Obáetvacíón 2.1.5. Un punto regular tiene deficiencia O.

Recordemos además que para F:

a2F
H(x 0 ) . Z=.	 	  (x0)Z.Z.	 Z=(Z1,Z2,...Zn)

I=J=1 axiaxi

2F
H(x0 )- 	 (x )

x. x.	 a,j=1,..n
j

Es llamado la matriz Hessian de F en xo

Delíaíción 2.1.15. El número de eigenvalores negativos de la matriz es

el índice del punto crítico. Cuando hablemos de (F,x 1 ,y2 ) podemos escribir

F(x) en x 1 entendiendo que la función F es un representante (no necesariamen

fe h forma normal) de la clase (F,x1,y1).

Pnopo3ícan 2.1.1. Si (F,x l , y l )	 y (g,x 2 ,y2 ) son Cmaquivalentes

entonces.F es regular en x l <==>g es regular en x2

Como (F,x 1 , y 1 ) y (g,x2 , y2 ) son Cc-equivalentes

germenes de	 •: U2÷U1 y	 Ip:V 2. VI
__> 3n difeomorfismo

de clase C 	 q(x 2 )=x 1 y *(372)=Y1

tal que

derivando:

tomando x=x2

P1BLIOTECA
cityCIAS EXACTAS

Y SAWRALES
F1( (X) ) (x)=	 (x))gi (x) atalránljátliar

F1(x2
).1(x2 ) = tpl(g(x2))gi(x2)

y como 40 1 (x 2)#0 y 1p 1 (g(x2 )) O (ya que son difeomorfismos)

F es regular en x2 <—>g es regular en x2.
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de ver el teorema que nos caracteriza a 'las funciones en puntos

regulare s recordemos el teorema del Rango.

TEOREMA DEL RANGO 2.1.1. Sea F:A ÷Rm 	 Ad:1 R11

vecindad de a acAc:Rn
 ,F de clase C tal que el rango de F 1 (x) =p	 p fijo

entonces

Existe U A abierto y un difeomorfismo de clase C'

u:U }In= {lx.1 < 1 	 1�-i5n

Vc:F(U) V abierto de b=F(a) y un difeomorfismo de clase C

m 1<i<m}	 V

tal que

F(x)=(TOF150u)(x)

donde

F= F :I—>I
o	 o n	 m

Antes

Véase el diagrama.
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Vemobtnacíón:

rango	 p	 spixEV(a)

Supongamos a= OE Rn y F(a)=0E Rm	y que F I (x) tiene

que Fi(o)=.

BEI DEI 

tenga rango p significa
a xi

n

DFm
3X 1 D X

n 	 J

que existe una submatríz pxp 	 su determinante es distinta de O y que cual-

quier submatríz cuadrada de tamaño mayor que pxp tiene determinante igual a

O.

Sabemos que permutando renglones y columnas de la matriz se puede llevar

	

el bloque pxp de det	 O en la esquina 	 superior derecha,

que

	

BEI	DF1 

	

x	 x

así podemos suponer

p
P

tiene det pi°

DF DF
P 	 P

axt D X

Sea u: V(0)	 Rn ÷11
n

definida por

P

(F1(x),..., Fp(x),xp±1,...,xn)

para x=(x1,x2,...' x )
 n

Entonces:

p	 ?

1

I. .•

Por el teorema de la función inversa u es invertible en una vecindad

de O.

t
Seá u . : 1- Rn÷ R la inversa de u. Si consideramos que

(y2,y2,...,y
n
)=u(x1,x2,...x

n
)=(F2(x),..,F (x),x

P	 p+).

(x) = que tiene det 01/x6V(0)



36 -

tenemos que
n

Fou : In R —>R
m

tiene la expresión:

Fou-1(371,y2,...,Yn)=(Y1,Y2,-..,Yprp±,	 m1	 (Y)	 $ (Y))

(371,Y2,Y3 ... ,Yn)E In

así la diferencial de Fou
-1
 tiene la expresión

_1	
Ti.	

•

	 o

D(Fou )=	 •

P+1 p+1   
2yn

,2,m	2(km

.2y	 2yn
P+1

y como el rango de ésta matriz debe ser p, tenemos que

o
2,p41 
	 2(p+1 o

•
•

2yp+1 2yn

=•.

2.1(1 21:pm

' 2 Yp+1
2yn

-•••!•j•!:-.1‘11.!0• !IE

e
o

de donde concluimos que las funciones Sp+
p+2 ' m 

no dependen de las

variables y	 ...y
p+1 , 	n

Entonces podemos definir

-1 my :E	 V(0)	 por

xp ,	 ,	 -$	 (x).. x $m (x))px p+1 p+1	 ' m . mt x-
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la diferencial de v -1 está dada por:
11 SABER DE MIS HIJOS

RARA NOGRANDELA

IBLIOTECA
CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Dv 1 (x)=.
1

,

que tiene determinante O y por el teorema de la función inversa existe

v:Im .Ve Rn que es difeomorfismo, y se puede obtener facilmente el resul-
tado del teorema.

Teonema 2.1.2. Si b es un punto regular de F: R11.- RP entonces el ger
men de F en b es analíticamente (topológicamente) equivalente a dF b

 el cual

a su vez es equivalente a los mapeos lineales.

n�p	 =x 1	 y =x 
2 
,... yp

 =x

n<p	
Y1=311.—Yn=xn' Yn+1-111.." y =(1)

DemoAthacían: Supongamos n�p; entonces tenemos que el rango de F en b

es p.

Traduciendo el teorema del rango tenemos: be R
n

Ac1R
n
 VcIR

p

Vid

Inc_ ar. --ff!---tss I.p c k?
Ahora, por la expresión de F 0 (x) lo podemos representar por la matriz

1	
;°••-•°B_ 1 1 

Sea A=(a..) de rango p que representa a la diferencial de F en b por

un resultado de algebra lineal. Tenemos que

Existen: U, V; p

F(x)=(VoIcip)(x) donde F O
(x l ,x p ; x n	 1,)=(x	 x

2, "'x ) es decir
F (x) y F o (x) son. zequ ivalen te s

/	 *dr	 (.'•É-.1)-"re

k	 .b

dri
- _

10- --0
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AZ B<-->A=PBQ donde P,Q son regulares

es decir,tenemos:

Fo(x) = (V ()DF») u )(x)
1	 o	 1

F0=B
I
n.
	 >I

m	 donde u
1
 y V

1
	son difeomorfismos representados

u =Q i	 +V =P	
por las matrices Q, P regulares,es decir que F

o
n 

1
R
n 	 

R	
y DF

o
 son C -equivalentes.

DF
o
=A

Así: hemos demostrado que F y F	 son C -equivalentes por el teorema
o

del rango y F
o
y DF

b
 son C -equivalentes por algebra lineal

•
. . F y DFb son C -equivalentes cuando b es punto

regular.

En el caso n<p,la demostración es similar; aquí

F 
0 
(x 

1 
,x 

2 
,...x

n
)=(x 

1 
,x 

2
,...x

n
,0,...,0)

•
y la matriz que representa a F

o 
es de la forma:

1	
In

:•12

t
y el rango de F en b es mín {n,p} = n

y todo el desarrollo es semejante.

P{
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Ptomícian 2.1.2.	 Sea (F,0,0) y (g,0,0) C equivalentes entonces

sí O es una singularidad tipo S
k
 de F, entonces g tambien tiene síngularí-

dad tipo Sk en O.

09
Como (F,0,0) y (g,0,0) son C equivalentes, 	 existen gérmenes de difeo-

morfismos de clase C

4): U ->U	 y	 -q):V ->V
2	 2	 1

con 4)(0)=0	 E0)=0

tal que

(F00(x)--(1Pog)(x) 	 xcU
2

derivando

Fl(q)(x))(1)1(x)4_(g(x)gi(x)

tomando x=0

F1(0 ) .41 1(0 )4 1 (0 ) g l (0)

y como G 1 (0) y 1p 1 (0) son difeomorfismos; están representados por matrices

1	 ,no singulares, llamémosles Q	 y P respectivamente. F I k0) está represen-
.

tada por una matríz de rango: min {n,p} -k	 llamémosle A.

Y g l (0) está representada por una matríz B.	 Así A=P.B.Q donde P y Q son

no-singulares es decir A y B son equivalentes, es decir que el rango de

A= rango de B (véase nImero	 de la biblibx,-rafía Indicada'. ); y esto

significa que F y g tienen el mismo tipo de singularidad S k en O.



gl(t)=Vf(tx).x

b en términos de los componentes:

g1 (t) = (
F 

(tx
)	 DF 

(tx),...	 DF  (t
x
))(x1,x2,..x )xi	 2x2	 gxn
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2.- FORMAS CUADRATICAS Y CLASIFICACIONES DE F:R11-.0-R EN
PUNTOS CRITICOS NO-DEGENERADOS.

Pilopoaícíón 2.2.1. Sea F: R
n 

R de clase C en una vecindad de
. 	-

V(0) y	 F(0)=0 entonces

F(x)= iEl xigi(x)

paraalgunasfunciones.de clase C°3 definidas en V(0) con

g BF . (0)
Dx

Demodthaeíón: Sea'g(t)=F(tx)	 g(1)=F(x)	 g(0)=F(0)=0

derivando y usando la regla de la cadena

así

integrando

e

g l (t)- 1E% x.
x.

tx)

•

g(1)-g(0)=fi gi (t)dt=
i=1 x 1D

JI-.
x. (tx)dt= iII 	rZc(tx)dt2 

1	 1

F(x)-F(0)= .E
1
 x.f13F  (tx)dt

1= I 0 Dx.
1

definimos

gi (x)- f1117 (tx)dt
1

y obtenemos

F(x)= iEl xigi(x)
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P.topo4ícíón 2.2.2. Sea F:	 R con F(0)=0 y O un punto crítico no

degenerado de F, entonces

F(x)=.	 a..(x)x.x =
1,3=1 aj	 j

xcV(0)

donde

pgx

T2
a..(x)=f1(1-t)	 	 '	 (tx)dt

13	 o	 gx	 .
j	 1

es decir
a2F

4F(x)=	 E	 (f1(1	 t) 	  (tx)dt)x.x.	 4i,j=1	 o	 DX.19X.
]	

1

3

Demo4thacíón:	 Seá	 F(t)=F(tx)	 F: R -*R	 F?(t)=VF(tx).x

	

F(1)=F(x)	 F"(t)=F"(tx).x.x

FKO)=F(0)=0	 •

Aplicando el Teohema de Tayloh a F alrededor de O con t=1 yx=0 hasta

wl orden 2, tenemos:	 4

F,(1)-F(0)-1/1:Fi(0)-1/2:F"(0)= (211) ,{1 (1-0 2- F"(t)-F"(0) dt

y como F(1)=F(x) 	 F(0)=0	 F:(0)=VF(0).x0

2

	

F"(0)=
E 	 9F

. 	(0)x.x.
1,j=1 axigxj	 1

sustituyendo obtenemos:

n	 2	 2	 n 2F(x)-1/2	
a F
	 (0)X.X.= --T1(1-t)( 

n "r	
(tx)x.x. E " 

F	
(0)x.x.)dt1,3=1 ax.Dx.	

1]
1: 0	Dx.ax.	 1	 DX.1DX.	 1 ]

1 

B 2 F	 2 2 F
=f1 (1-t)	 	 (tx)x.x.dt-f1(1-t)E	 	 (0)x.x. dt

1 .3o	 gx.gx.	 1 J	 o	 13gx.gx.	 j



es decir

F(x)=
n

 E	 aii(x)xixi

8110TECA
Irgi.“U»ACTAS

.„1
Y Niki UkALES

laSW.1 IR: 148 HUOR
RARA MI GRAKIXZA
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Es decir:

92F 
F(x)-1/2E 9x gy	

1
(0)X.X.=

 j

pero

	, 	 a2F	 zE• 

	

(f (1-t)	 (tx)dt)x.x.-E	 (0)x.x./1(1-t)dt
i,j=1 a	 j	 1

E	 1	 gX.3X 
j	

1 Vi

j 1 (1-t)dt= 1/2
o

9

.9

2F

x. 1
F(x)-1/2E ax

	(0)x.x.-
j

1 j

de donde

. E (i1(1-0 B2F 
n  92F

(tx)dt)x.x.- 1/2. E	 (0)x.x.1,3=1 o	 9xiDxj	 j	 j

,121,
F(x)=	 (f1(1-t) 	 (tx)dt)x.x.

1,j=1 o	 axiaxi	 1 j

Dado que una función en un punto crítico no degenerado toma la forma

anterior, veremos un procedimiento para poderla expresar como una suma de

cuadrados o forma diagonalízada.

Delínícíéin 2.2.1. Una forma cuadrática es Un polinomio homogéneo de
2do. grado en las n variables /4:1 ,x2 ,...,xn y siempre se puede representar

como:

F(x)=	 E	 a..X.X. donde a..=a.. i,j=1,2,...n
ij1 43=1 	 1 j	 13 ij

donde A= 
i

.1) es una matríz simétrica

F(x)= xtAx



EL SABCP.	
/.1113 HIJ3 5

HARA	
cd,:-.4-1Dafk

DEPAIII(MENTO

111,,TEMMIS.&S

063elivacíón 2.2.1. Estamos suponiendo que la matríz A que representa
a la forma cuadrática, es simétrica,ya que dada una expresión de la forma

x
tBx,donde B no es simétrica, siempre es posible expresarla como x

t
Ax donde

A es simétrica A= 1/2(B+Bt)

Demozttacak: Como x t
Bxe k=>(x tBx) t= x

t
Bx	 (1)

además (x
t
Bx)

t
= x

t
B
t
x	 (2)

Así:

X
t
Bx= 1/2(x

t
Bx)+ 1/2(x Bx) usando (1)

= 1/2(x
t
Bx)+ 1/2(x

t
Bx)

t usando (2)

=-1/2(xtBx) + 1/2(xtBtx)

= 1/2(x
t
Bx+ x

t
B
t
x)

= 1/2(x
t
(B+B

t
)x)

= x
t
11/2(B+B

t )Ix

= xtAx

Y claramente A es simétrica.

n .

Si x.= kE1 l
T.

k yk
	i=1,2,...n es decir

= 

x=Ty

donde

x=(x
1 

, x
2	 n

)	 Y--(1 /Y
2
3.--, Yn)

y T la matriz de transformación: 	 T=(tik) i,k=1,2,...n

Sustituyendo en la expresión para x F(x)=x
t
Ax, tenemos:

F(x)= y
t
T
t
ATy= y Ay= F(y)
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Esta fórmula expresa los coeficientes de A=(a.) de la folwa transformada en

término de la matriz original

17(Y)= i,1=1 -jikYiYk

que es una forma equivalente de escribir a la forma cuadrática, ya que recor-

demos que A y B son congruentes si B=P tAP, donde P es una matriz no singular.

En nuestro caso A y Á son congruentes porque 1= T
t
AT y T es no singular.

Delínícíón 2.2.2. El rango de la forma cuadrática es el rango de A.

Sea n	 n	 n

E	 EF(x)=	 a..x.x.=	 a ..x? + 2	 a..x..i,j=1 lj 1 j i=1 im 1	 i<j=2 mj m
x 3

veamos el procedimiento para diagonalizarla.	 Consideremos dos casos:

a) a..
?-
=0	 , es decir, no contiene términos al cuadrado, y como F no

1 
es identicamentecero,existiráalgéna..=0 a..=0 pero a..#011	 JJ	 13

Por simplicidad supongamos que a12 I O y tomemos

.x1=21+22

x2=21-22

x.=2.	 i=3,..n1 1
n

Así en la expresión F(x) = 2 i<j-lasixixj donde 2a..=b..t .] 13

--b12 311 x2 4113x1 x 3 +...+blnxi x +b 23 x 2x 3 +...+b	 -x	 x
n-an	 n

=1)12 ( 22 -Z2 )+b13 (2 +2 )z +...+b
n

Z
n-2

Z
n1	 2	 1 2	 3

F(Z) es una expresión que sí tiene términos al cuadrado .
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Veamos ahora el caso en el que:

b) F(x)= =la fixixi	sí tiene términos al cuadrado

=	 E a..x2 + 2	 .	 a..x x.
í1 íj	 i<j=2 íj i j

=a x2 +a	 x 2 +...+a	 x2 +2a x x +...2a x x
11 1 22	 2	 nn n	 12	 1	 2	 fn 1 n

+2a x x +...+2a	 x x +...+2a	 x x
23 2 3	 2n 2 n	 n-1n n-I n

Supongamos que a..I O para algún 1<i<n. Por simplicidad tomemos
11

a
n O
	 a

n
>O.	 Así:

_	 .

F(x)_a ix+ 2a12	 x +...12
-

	

11 1	
x x +F (x ,..x

n
)

	

9	 1x	 2.111 

a11	 1 2	 1 n	 1	 2

donde F I es una forma cuadrática en Tas variablesx
n2

Si.tomamos n

Z	 x+ yJ=2 cs
all

xj

Z.= x.	 i=2,3,...n
1 1

tenemos:

F(x)=F(z)= Z 2+ F'(Z
n
)

2

ya que: 
. 2a

x + 2 a12 x +...+ ln x +F (x
n

)
a	 n	 1 21	 all	 2	 11

F(x)=a x
11 1   

y sustituyendo    

x = iírán
1	 V n

z
1

Z1	 E	
a 

.11
	 ' Z.

j=2	 a
.1/41;i7 11	 J         



zi
n

+	 E
J=2

a,

a
11

Z.
j

+ F (Z
1 2

..Z	 )
n4-75En

Zi	
n	 a
E 	  -
j=2	 a 

3 Z.
Ti"

11

11

y reordenando términos tenemos:

	

= Z
2	 1	

E a	 Z+F (Z '
••.Z )

	

1	 a
11 

j =2 íj j	 1 2

n ar .
a

a	 2 a

í
j=	 j
,E 	 Z.) F (Z

n
)

1	 2
11	 11	 JI	 e

n

.
F(Z)= Z 2 + F T (Z ,...Z

n
)

1	 1	 2
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Obtenemos:         

F(Z)=a
11

Z1 
n a

1
 Z.
,3 E

j=2. a
fá-17	 1 / 

n a Z.	 n a..Z.
1Z 

.E	 13	  + 2	 .E 13	  Z	 + F (Z ,..Zn
J=2-	 J.2 all j	 1

Nfir;	 al               

Pódemos repetir el procedimiento a la forma cuadrática residual que

solo depende de las variables Z 1 ,...,Z
n 

como forma cuadrática, si ésta con

tiene términos al cuadrado, si no, podemos repetir el procedimiento del in

ciso a) y lograr que aparezcan en la forma cuadrática resultante términos

al cuadrado.

Supongamos pués que existen Z 1 ,..., Zn tal que

F(Z)=	
-1

Z 2 	Z 2 	 ...	 Z2
r
 + .

1	
r H..(Z

1' 
..Z n)Z.Z.

	

1	 2	 ,3	 ij 	 1 j

dondeHij es simétrica y que después de n-r+1 cambios,H rr(0) O

	sea g(Z1,...Z
n
)= H (Z) y tomemos V.=Z.	 r	 y

rr	 1 1

H.	 (Z)

	

Vr= FTZ3	 Zr 	 .
E 	 ir Z.

rr	 r	 x>r
H rr(Z)
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Por el procedimiento anterior obtendremos:

1PISLIOTEC.4
/ Dteuiril,;r'n1AS

NATUnALES
SatiEk let	 Hin

RARA MI GRANDEZA

F(V)= 111(V )4.	.	 H..(V ...V ) V.V.
i<r' i	 1,j>r tj '	 n	 1 j

Así,por alternaciones de los dos procedimientos,el proceso terminará

cuando después de haber completado algún cuadrado, no haya residuo alguno,

y es de esperarse ya que los residuos o formas cuadráticas residuales en

cada paso se reducen el número de variables.

De esta forma llegamos a:

	F(y)= y2 4- y 2	 y2 -
/	 2 p.I)	 Y

2	...~(y2)

Sólo nos falta_ probar:

Pitopobíción 2.2.3. El rango de la forma escrita en forma diagonal

es el mismo que rango de la forma escrita en la forma original.

Pkopozícíón 2.2.3. El número de términos positivos en la diagonal es

el mismo independientemente de cuántas maneras pueda diagonalizarse.

Demostremos la proposición 2.2.3. Si F(x)= x tAx y es transformada

en una mattíz no singular T como en la introducción tenemos:

F(y)= ytAy

donde

TtAT

Si det 9=19I y det T=I00 y det A=IA1

tenemos

det i=det(TtAT)

--(det T)(det A)(det Tt)

1/11=11121A1



1
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Es decir que el rango A= rango de A

Además si F(x)=F(Y)=
r

 aiYiil
expresión en forma diagonal.

tendremos que:

•

a
r
O

.0

rango de i= número de cuadrados de la forma cuadrática en su forma diago-

nalizada.

Demostremos la proposición 2.2.4. (Ley de !a íneteía pata lotma4

euadtátícaz).

Una forma cuadrática real reducida-a una suma de cuadrados:

F(x)=.Z a xi i

el número de cuadrados positivos o negativos es independiente de la elec-

ción de la representación.

Demo4ttaeíón: Supongamos lo contrario, que una forma cuadrática

real

a x 2+a x 2+...+a x 2-a	 -	 a.>0
1 1 2 2	 S S s+1 s

2 	
• • . -a xr r

se transforma mediante un cambio de variables

a

x.=	 .E T .y.

	

1	 1=1 ki

a la forma diagonal

2	b y
2
+ ...± b y 2 -b	 y 2 	 b:>0

i 	 t 	 t+1 t+1	 r r

pero con sct. Entonces:

	

a x 2+a x 2+...+a X -a	 x 2 -...-a x 2=b y 2+...+b y 2 ...b y2
2 2	 S S	 s+1 5+2	 r r 1 1	 t t	 r r
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que podemos escribir:

a
1 x

2
+...+a

S x
2
 +bt+1 

y2 +...+b 
rr

y 2 = b
1 y1	 s+1...+b

t
	x2 +....+ a rrX2

1	 s	 t+1	 s+1

( * )

y tomemos el sistema de ecuaciones

x = ET
k yk

=O	 y
t+1

=0

x = ET
1(2

y
k
=O	 y

t+2
=0

x
s
= ETksykO	 y

n
= O

es un sistema en las variables y1 ,372 ,... yn 	 donde el número de ecuaciones
es:

s + (n-t)= n-(t-s)

menor que el número de variables ya que s t.

De esta manera el sistema debe tener al menos una solución no trivial

(no cero), digamos: 

...,y
n
=0" • Y t= a t Yt+  

y sustituyéndola en (*) tenemos

b (11E.•	 t
.+ b a 2 t + a

s+1 xs+1
 +...+a 

rr
x 2=0	 (1)

los b? 0 y a,>0	 y )012.,x.sonnollegativos;perode(nresulta
1 	 l	 a 3	 i

esto contradice que no era solución trivial

s=t

De6íníción: La diferencia entre p= cuadrados positivos y n=cuadrados
negativos. en la representación de la forma cuadrática en forma diagonal, se

llama la ,5ígnatUlta s =p-n



;1
)
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ObeAvacíón: El rango r y la signatura s determinan unívocamente a

p y n, ya que

r= p+n	 s= p-n

y a partir del resultado anterior tenemos: toda matríz real simétrica A

es congruente a la matriz -
1.

D=
-L.

Í

[

	

TewLema 2.2.1. Sí b es punto crítico no degenerado de índice r para 	 í

F: Rn+ R entonces (F,b,F(b) es 	 analítiamente equivalente a (HbF,b,HbF(b))

el cual a su vez es analíticamente equivalente a la forma normal.

=	 _EzZ +...±zzF(Z)
1	 2	 r	 r+i	 n

DemoatAacak: Supongamos b=0E R
n 

y F(b)=0, como FEC por la proposi-

ción 2.2.1.

	F(x)=1x.g.(x)	 xEV(0)

y como suponemos que 0 es punto crítico

DTg.(0)=	 (0)=0
x.

aplicandolamisma~ic jima g .paracadaLtenerciosqueoxisten.(x )

tal que

n
g.(x)= .Z	

1
x.h..(x)	 para ciertas funciones h..

1=1 	 ij	 13 -

Podemos suponer que h.. =h.. y podemos escribir

1/2(b..+h:-.)
1]	 J1-

'.:\

(con unos, menos unos y cero en la d'iagonal)
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y tenemos h. = h.. y
1j	 j1

F(x)= ±,5 =1 xixi Kij(x)

donde

9x2FDx
W..(0)=1/2( 	 (0) )
ij	 3.

1 j

que por ser0 no degenerado la matríz es no singular.

Así, tenemos que F está expresada como una forma cuadrática en las

variables x/ ..... x
n 

Haciendo uso de transformaciónen las variables,pode

mos usar el mátodo,de Iagrange para reducirla a una suma de cuadrados, y

dado que tanto el rango como la signatura se conservan (Ley de inercia pa_	 .

ra formas cuadrátícas), obtenemos:

F(Z)=	 Z5ZrEi+...+Z211-

Para ver que

4

22F
H F(x)=	 x x 	 (0)

1, J.1 1 j ptiax j

es equivalente a la última expresión de F, observemos que la matríz que de

fine a la forma cuadrática del Hessian es simétrica y como O es punto crí-

tico no degenerado	 matriz es invertible

riables que transforma a A a la forma

, existe un cambio de va-

- I=

X
nj

donde X son los eigenvalores 'y como se preserVa el índice y la signatura,
1

esta es equivalente a -1.:4 l	 :,,así:H
b
F(Z)F(Z).



- 52

CAPITULO III

1. PRELIMINARES.

1
Para funciones F: Re-+R si

F(x,y)=(u(x,y),v(x,y))

si
V= (V 1 ,V2 ) Y11(P)=Uatax (P)=V

ay	 Y

y usando la notación de la definición 2.1.1. y la observación 2.1.1. tene-

mos que:

VvF(p)=V1(%.,Yx)+2(uy,-Vy)

--(V i laX +V
2 
u
y' V 1 vx +V 2 y)

	

lu
x
	V1

Y

	

x	 V31
2

Delínícián 3.1.1. Sí consideramos para cada p fijo a vvF(p) como una

función F(p): R2-R2

vF(P)=(Viux +V
2u

y
 , V 1‘,x +V

podemos hablar de la derivada'respecto a W=.(v2,1472)

definiéndola como:

ywVvF(p) =5.7 1 1(V iux+V 2u
Y )x

 ,(VIVx+V2:57 Yx
	

,OV) 1 +w 2 1(V iux+V 2u	 IVx +V 2V )y j
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ChbeAvacíón 3.1.1. Si (i) R 4- 2? es una parametrización de una curva

en R2 , el vector tangente esCS dado por

dcP(t)_ V. (t) . lim  (t+h) 1 -O ( t ) _	 (cpkt),s 1 (t))
dt

h} 0 	h	 1	 2

2 2	 2	 2
Obiselwacíán 3.1 .2 . Si F: R ÷R es C y	 R -*R una parametrización

2
de una curva en R con

d(I) (0
- V #0

dt

entonces, para

g(t) =F (t))=(F0(t)

tenernos por la regla de la cadena

(t)F0 (t))cP 1 (t)

es decir

dt	 -VVF(P)

y
d2

)	 V F (p)
dt	 V V

si p4 (t).

LAS SINGULARIDADES

Delinican 3.1.2.	 Sea F: R R 2 de clase C
r 
decimos que p es un

punto regular de F si y V/(0, O)

V
V 
F(p)#(0,0)

d (Fcb ) (t) 
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y p es un punto singular silIV�0 tal que

V
vF(p)=(0,0)

así,si F(x,y)=(u,V) y	 V=-(VI,V2) #(0,0) arbitrario

tenemos que:

entonces

VV	 1F(p)=V (ux' Vx
 )+V

2 (uy' V y-)# (0,0)

p es regular

y si 3V=(VI,V2)#(0,0) para Ven alguna dirección

se tiene que	 VvF(p)=VI(ux,Vx)+V2(uy,Vy)=(0,0)

=(V I Ux 
+V 2uy ,V 1 Vx +V 2 Vy )=(0,0)

significa que

V i u +V 2u =0
X	 y

VIVxy+V 2 V =0	 (1)
que escrito en otra forma: 

u
Vv-F (P) =	

u Y

V	 V
Y 

entonces	
p es singular.

pero veamos otra forma de distinguir el punto regular del singular.

Si consideramos la función

•

3(P): R2± R	 J(p)= u V -u V
Xy yx

J(p) es la función determinante. 	 Si J(p)#0 el sistema (1) tiene la solu

alón (V1,V2)=(0,0) es decir:

VV F(p)=(0,0)<==> (Vi,V2)=(0,0)
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a) si J(p)=0 y en p sucede que

u
x
 =V 
xy
=u =V

y
 =0 => Y (VI ,V2 )E R2

es la solución del sistema (1);

b) sí no todas las parciales se anulan en p

=> (u
x
 , V

x
 )(u

y
 , V

y
 ) son L.D.

es decir,que existen V 1 ,V2 no idénticamente cero ambos, tal que

V1(ux,Vx)+V2(uy,Vy)=(0,0)

•
De cualquier forma,si J(p)=0 9110TECA

91 '3C1kS EXACTAS

Y Nki URALES
(v1v2)#(0,0) EL SAllEk

RARA MI GRANDEZA-

tal que

VV
 F(p)=(0,0)

Asl , podemos caracterizar a los puntos regulares o singulares a través

de la función determinante.

abbekvaulán 3.1.3. Para F: R2÷ R2 sea J(p): R2-* R la función determi

nante

J(p)=u V —u V
xy xx

Entonces

un punto p es regular si J(p)#o

y es punto singular si J(p)=0

Delíníción 3.1.3. Sea FEC 2 ; p es un punto bueno sí

J(p)#0	 6 VJ(p)#0
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donde

9

	

Vj(p)=( ---(u V	 - u V ), ---(u V - u V))
Dexy	 yx Byxy	 yx

Obaekvacían 3.1.4. Si llamamos a 'I;1(u
x 

. V
y
-u

y
V
x
)=J

x
(p) y a

By x . Vy
 - u 

y
V 
x
)=J y(p)

	

pi(p) �0<	 >,1 (p)#0 6 J
Y
 (p)#0

062setvación 3.1.5. p es bueno si p es punto regular ó VJ(p)#(0,0)

DePinicíón 3.1.4. F es buena si V pEDFi p es bueno.

Pitopozícit 3.1.1. Sea F buena en R entonces \l/pER el espacio ima

gen H(p) de VF(p),es de dimensión 2 o 1 dependiendo de si

singular, respectivamente.

es regular o

Dem0hthaeíbri: Si p es punto regular, c omo J(p)#0 tenemos

VvF(P)=(OCO<=© (vI,V2)=(0,0)

por un resultado de álgebra lineal para espacios de dimensión finita, tene-

IDO S:

dim R2 =dim(kemel)+ dim(H(p))

es decir

2 = O + dim (H(p))

así

dim(H(p))= 2

Ahora, Si p es punto singular, J(p)=0

V
V 
F (p) = (O , O)
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para algún V#0 ===dim(Kernél)>0 y como

2= dim(kemel)+ dim H(p)

2= 1 ó 2 + dim (H(p))

así

dim (H(P))�4

si suponemos
dim (H(p))=0 diffi(Kernel)=2

es decir el sistema (1) tiene por solución todo R2

==> u
x =Vx 

=V
y
 =u

y
 =0 en p, pero como

J(p)=0

al calcular

tendríamos que

VJ(p)=( --9-(u V - u V) -2 (u V - u V ))ax xy	 yx ay xy	 yx

v.3(p)=0	 es decir

Jx (p)=0	 J Y(p)=0

lo cual contradice que F es buena; así dim (H(p))=1.

Pnopozición 3.1.2. Sea F buena en R, entonces los puntos singulares

de F forman una curva analítica en R.

DemcztAacak: Como F es buena

J(p)#0 6 VJ(p)#0

si p es punto singular

J(p)=0 ==>VJ(P)#0



dt	
0 en p

d(F.0)(t) 
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como J: R2. R J:RxR R diferencíable-en pe R2 Vi1(P)0 por el

teorema de la función implícita

existe ACR y Be.-..R tal que

xE A existe g(x)eB tal que

J(x,g(x))=0

y g(x) es diferenciable.

Delfíníaíón 3.1.5. A la curva analítica C dada por g(x) le llamare-

mos el dobles general de F (la curva pasa por p)

Deáíníción 3.1.6. Sea F: R2. R2 buena, de clase C 3 , tomemos p punto

singular y sea $(t) una parametrización 2-analítica de el doblés gerre. ral C

de _T que pasa por p, con 40(0)=p

Decimos que p es un punto dobles de _F si

Decimos que p es un punto cúspide de F si

d(F)(t) _	 d2(F.é)(t)O y	 YO en p.dt	 dt2

Obaetivacíbn 3.1.6. Si , la parametrización M(t) de el dobles general

de F cumple con

dO(t) 
V#0

dt
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y suponiendo F buena, por la observación 3.1.2.

p es un punto doblés<=>V
V
 F(p)/(0,0) y

p es un punto cúspide<-->V
V
 F(p)=(0,0)y V

V VV
 F(p)/(0,0)

ObSekvacián 3.1.7: Para F: R2± R2	 F(x,y)=(u,-'0

COMO

9F
V
V
 F(p)=V 

DF
--(p)+ V2WP)I9x

si consideramos

J(p)=u	 - u z11.
x y	 yx

VJ(P)=(jx(P), jy(p))

Si tomamos

V(p)=(-Jy(p), Jx(P))

V
V(p) J(p)= -JY

 (P) • J.x (P) 1- Jx (P) Y(P)=°

en cada punto singular; aquí en todos los puntos del dobles general, V(p)

es tangente al doblés general.

De(ytni.ción 3.1.7. Un punto p es excelente si es punto regular, punto
doblés ó punto cúspide.

Delímican 3.1.8. Una función es excelente si GED p es excelente.
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2.  ALGUNOS SISTEMAS DE COORDENADAS ESPECIALES.

Sea F: R2÷ Re bueno, y p un punto singular de F, entonces existe un

vector V I que es mapeado a O por VF(p); sea el eje x la dirección de és-

te vector, los vectores unitarios en la dirección del eje y son mapeados

en un vector#(0,0)Sea éste vector unitario en la V-dirección. Entonces te

nemos:

J(p) 
= 1._ O 01

O 1

ya que si
O

_
O

•-

V1=(x,0)
v	 F(p)= [ =

0 1 0

y si
0 0 0

V =(0,y) VF(p)=
[ 1]

01

{y
#(0,0)

2 v 2	 0 -

Estas ecuaciones: u =V =u =0 y 	 V =1 caracterizan el sistema de
X X y	 y	 .

coordenas con las propiedades antes descritas.	 Sea V=(-J
Y
 (p), J

x
(p))

veremos condiciones bajo las cuales p es un punto dobles o un punto cúspide.
y

Sean F(x,y)=(u,V)	 J(p)=u V - u VX y	 y x

Si U
x

=O =V =u V 
y 
=1 V=(-J 

y 
, J

x )x y 

VJ(p) = (u V+uV -u V-uV	 ,u V+uV -u V-uV)
xx y x yx	 yx x y xx xy y x yy yy x y xy

=(J , J )=(u , u )x y	 xx xy

VvF(p)= -Jy (ux ,Vx)+ Jx (uy , Vy)

V
V 
F(p)= (-J 

y 
u

X 
+ JX u y , -J 

y 
V

X 
+ J 

X 
V

y 
) -
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VvVvF (P) = -Jy [
(-J u + J uy) , (:-.1 .

y
V + J V ) + J [(-J u +J t'u) , (-J V +J V ) I

yx xyx	 x. xyx x yx ny yx xyy

(
= (-J (-J u+Ju)+J (-J u + J u ) , -J (-J y + 7 V ) +J (-J V +J V )

y yx xyx x yx xyy	 y yx xyx x yx xyy

VvF(p)=(-u xy ux
 + u u

y' 
-u 

xy 
V 
x + 

u
xx 

V 
y 
)=(0,u ); así tenemos.

xx	 XX

p es un punto dobles, si. (0,uxx ) # 0,0) ie	 J (p)=u

Ahora supongamos que V
V (p)

=0 --> u =0= Jx (p)xx 

VVV
V_F(p)/(0

'
 O)

y
V yV

 P(p)=(-J 
y 
(-3 u

x
 + J xu y )

x' 
-J 

y 
(-J yV x + J xVy )y 

Observamos que: 

-J(-Ju+Ju)=-J -J u-Ju +J u+Ju
y yx xyx y [ yxx yxx ny xyx 

Pero u =u =u =J =0 en p , así
X xX y x

=(-J
Y
 )(0)-: O

es decir

V
V VV -=

u 0 en p.

ahora

-J (-J V J V ), = -J -J V -J V +J V + J V
y yx xyx y yx x yxx ny x yx

y como V
x 
=J
x =

O en p y V =1, tenemos
Y

( y) (-jyVxxl- jxxVy)= VVVVV

J (p) = (u V+u V +u V-+uV -u V-u V -uV )
)0(	 xxx y xx yx XX yx X yXX yxx X yx xx y xxx



'J (p) = u - 2u V = u - lux xx
V.

DCX	 XXX	 yx XX XXX	 y 

-J V = -u V
y XX	 xy XX

Vi NiVvV= -u (-u V + u - 2u V )xy xy XX XXX	 Xy XX

v 
V 
v 

V 
v= -u

xy
 (u 

xxx - 
3u
xy Vxx ).

.
Si

vF(P)=(0,0) y WvF(p)-(0, -uxy ( 
u

XXX - 
3u 

Xy 
V

XX 
))/(0.0) de donde concluimos:

Las condiciones para que p sea un punto cúspide son: uxy/0 y

u - 3u V /O en p.
xxx	 xy XX SLIOTECA

CW.;'I riAS EXACTAS
Y NATURALES

RL SAREit DE REM mas
RARA MI GRAKDEZA

06.6ekvactiona 3.2.1. Si F(x,y)=(xy- x 3 , y)=(u,V)

con p=(0,0)	 ux(p)=Vx=uy=0 en.p

u = y-3x2 Y V
Y
 (p)=1

V = 0	 además u = 0x xx

u = X
Y

u = 1
xy

en p=(0,0)

V = 1
y.

u = -6
?DOC

u = -6x
xx

V  = 0
xx

= 1

u - = -6
xxx

cumple con las condiciones arriba

mencionadas, por: lo tanto:

p es un punto cúspide de F

V =0
xx
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J(p)=y - 3x2

Si V=(-J y ,Jx
 )=(-1,-6x)

{(x,y)ly=3x2 } dobles general de F que pasa por (0,0)

{(x,y)ly#3x2} son puntos regulares.

V
V 
F(p)/0 si (x,y)/(0,0) y y=31:2

así son puntos doblés.

Si (x,y)=(0,0)

V
V 
F(p)=0 y V

V 
V
y F(P) = (0,6) en (0,0)

p es punto cúspide.

Como J(p)=0, si (x,y)=(x,3x2)	 6 (0,0); si (x,y)=(x,3x2)

V
v
J(p)/0 es punto bueno.

Y si P=(0,0)	 J(p)=0	 y VJ(P)=(r6x,1)

VJ(p)=(0,1)#(0,0) as punto bueno.

Y si (x,y)Kx,3x ) J(P)/0 así son puntos buenos

. 	. F es buena.

y como cada punto- 6 es regular, 6 es doblés, 6 es cúspide

	  F es excelente.
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3. TOPICOS RELACIONADOS CON EL TEOREMA DE TAYLOR.

Para una función g: R +R en derivadas contínuas hasta s en una vecin

dad V de a, para xsV(a)

s-1 k,
g(x)=kE0 g 

k!
1/4.11	 (x a)

k
+ R	 (x)= 

donde

R 
S -1 (s- 1

(x -	
ac 
(x- 5 - 1 

g s (t)dt, Con a=0I )! 

tenemos:

g(x)- g(0)	 ZI(1 1	 g"(°) 2 g
S-1 

(0)  ,	 1	 S

X	 1:	 X	 2!	 x	 (s_1): -1	 '	 (s-1 ):	 .1 x tx-t )0-	g (t)dt0.

x5V(0).

que podemos escribir como:

g(0) .1co+ g' (0)	 g
s-1 

(0) s-1 x
s

g (x)=	 x +...+	 x	 +- g(x) (*)O!	 1!	 (s-1)!	 s

donde

g 
s 
(x)= s fx(x-t)s-115)(t)dt.

x o
1

Sea F:R2412. de clase Cr en una vecindad de (0,0) y supongamos 1..is..52-

Definimos

g(X)=F(x ,x )
1 2

g ' (x) = r(x 
1 
,x 

2	 0X
)= 	 (x 

1 
x 

2)
1

(X ,x )
1	 2

gi(x)~ al
9xl
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á(0)=F(0,x2)=0 (Ñ2)

gl (0) = 0,x2 )-4 1 (x2)
dx1

gi (0)= 14-(0,x2)=1Pi(x2)
Dx4"

1

i=0,1,...s-1 y

g
s
(t)= a (t,x 2 ) g

s
(x)	 (x1,x2)

9'1F1

y sustituyendo en (*) tenemos:

2 S-1
1112.	 X	 S-1	 XI S
2v* (X2)+•---1- ( s_0 ! *	 (X2)-1-	 * (X1,X2)

S.
F(xl,x2)=.00(x 2 )4_ 3.1.91(x2)

11.

donde

4 (x l ,x2 )= — f
s o

XI

5a F
-t)

5-1 
	 (t,x2)dt

axi
3E1#0

Otmetvacíón 3.3.1.	 ip s (0,x )= D sF <
e	 'Dx1"

•

demostración: como -
SS-1

S  rx	 a Fy (xl,x2)- s	
(x1—

1 
0 	

s (t,x2)dt
XI	

ax
xi#0

1

por el teorema del valor medio ponderado:

Si f,g son contínuas en ta,b] y g no cambia de signo en [a,b] entonces existe

Cc[a,b] tal que:

fbF(x)g(k)dx=F(c)fbg(x)dx
a	 a

Véase No. 5 de la bibliografía.

s	 DF x)f(x _t)s-1
y tic ,x )=	

s
—	 (c,x	 dt

1	 2	 S	 S	 2 0	 1	
CE10,X11

x	 Bic
1	 1	 -

tomando:

u= x 1 -t

du= -dt

si t=0 -

si t=x u=0
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tenemos:   

, s ,	 , a
s
F ,

yx2)= —s kc ,x2 )
Dx,

s f o us-1 du
S x1

xl   

D F
(c,x2)	 - --(1/s u

s ° 
)

Dxf	 xi.	 xl

1D
s

F
--	

9
s
F 

(c,x2 )	 (0- x- ) -	 (c,x2). 1

axi	 x/	 ox/s

Fs
(x l ,x2 )- — (c,x2 )	 tomando límite -

Dx
s

S
,	 ._ D F

lim lp kx 1 ,x2 ) = l im --- c
x4-0	 x±0 s

,9x1

2)

y como c [O, x

Tus, 
°7	

DsF	 in,x2 
N

Dx
W N 112./=	 kuJs

1

Así podemos afirmar que
i
 es C i=0,1,...,s

D 

l FA 2 	 3
Notacíón: F 

Oi 2	 A(x 2 x2) =	 (x1 x 2)	 2=21+22
X1 ,uX2

a
X

	 
Dropoaícíni 3.3.1. *

X1A2 
(XlYx2)= s+Al o

X 
1(xl—t)s-1 tAl  

SI-X

F  
( t
'2
x )dt

1 
XI	 XI	 x2

x i0

para < p-s
2 	

xl#0

PhopoZieítin 3.3.2.	 ol
D nF 

DeToSblaciénz	 . Sea 4)	
S

92 (x ,x )- s±2u.ro
X

(xl-t)
SI tal
	

si-X1 X 
2 (t, X2 ) di

xl 	Dx1 ax2

7
4

xj#0
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como en la proposición anterior; entonces tenemos:

a
X

s! X I	 D	 F
XXI 

(0,x ).

XI 2	 t.	 (s+Xl)!
Dx1:1-X1x29'2

(O, )

it;

s —1 al
Demo4tnacL611: tomando g(x)=(x-t) 	 t que no cambia de signo en

[0,x] y

aplicando el teorema del valor medio ponderado, tenemos:

s
a,

s+Xi	

a,

	

F
1	

l O
f
X1

(x1-0
S— 1

t
A l  nas:L	 (t,x2,x	

A l --1X1
)dt=	 (c,x2)I

x 
(x l -t)

s 
t dt

, S+A
dX1	 OX2	 aX1-1-X19XA	

O
2X1	 -X/	 2

donde cep,x1; integrando por partes

aX
D F 

(t x )= F(x)s+X I , A 2 2ax1	 dX2

f uj (x 1 -t)s 
—1 

tXdt -

tomando u=(x-t) s-1	dV=t
x
dt

X-1-1

Así:

(1e1 -t)-ItX1-1	
s-2

f
x t	 	

(s 1)(x-t) di
X + 1	 0 0 X+1

du=(s-1)(x-t)s-2(-dt)	 V= 	
X+ 1

X+1
f
x1 (xl-t)

s-1 	s-1
tXdt-	 f

x t
	 (x-t)

s-2
dt

o	 ^A+1

haciendo el cambio

u=(xl-t)
X4-1

dV=t dt

x+2
du=(s-1)(x1-t)s-2(-dt)	 V- +2



(s-1): X!	 X+s
(X±s)	

x

- 68 - •

Nr

f
o

s-1—01-12tdt—
5.-2tAt 2 :1

+

0	 o-	 )t+1 X+2

(s-2) X-F2
t	 (x -t)s3dtX+2

= (s-1)(p 2) xi X+2I 	 (x -t)
s —3

dt
(a+1) U+2) o

haciendo semejante cambio de variable e 2.ite-rando éste proceso obtenemos:

(xi -t)	 t dt=s-1 X	
(s-d) (s-2) (s-3)	 s- (s -2) 

r •t 
a+(s-2) (x-t)dt

o	 ( +1) ( +2) ( +3)... +(s-2) -10 

(s-1)(s-2).:.s-(s-2)	 (x1-0tA1-(s-1) l x+ fx tX-1-(s-1) d
(X+1)(X+2)...X+(s-2) 	 X+(s-1)	 O o X+(s-1)

[	

't]

(s-1)(s-2)... 1 
f
x tX+(s-1)dt- (s-1)...1 [t

X+s x

(X+1)...X+(s-1) o 	 (X-14)...A.+(s-1) X+s I D
•

9 ”dOTECA)	 lAk	 „1„ r As
YhAIURÁLESW. rak  iHUO

ilA RA DI GRANDEZA

De esta forma obtenemos que:

a

(s-1)!Xl! x/
X+s	 a F 

X1X2 (xi ' x2)- xs+X1	 (X+s)!	 s+X	 )1/42
(c

'
X2)

1	
ax	 l'/	 a/c 2

Tomando límite a ambos lados cuando x 1÷0 dado que cel0,x1

concluimos que:

Gx
s! 	 D F 

V
XI X 2

(0x2)=
'	 (X/+s).	 s+XI X2 

(Ox2)
Dx1	 9)(2

Ptoposícíón 3.3.3. x
s-i 

ip
s
xix2 x 1 ,x 2 ) es contínua si OSiSx-XX—

< s.
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Obzekvacíón 3.3.2. Supongamos 1:1. sr y F(xl,x2)es C r y

F 
(0,x2)=0

Dx

i=0,1,...s- 1

tenemos que la expresión:

xl

giT(0,x 2 )±:0:2) = :110	 gxt1. 	
-	 -

s
F(x1	 ,ti,x2)dt

	

s!	 f(x t)
s- 1 	 F

xl 	 1	
----ksoxi

nos queda:

F(x l ,x 2 )= x l 1(xi,x2)

donde 41 es Crs , como hemos visto anteriormente.

De6ínícan 3.3.1.	 Sea F Cr decimos que F es de orden >s, si F y to-

das sus derivadas parciales hasta orden <s, se anulan en el origen.

ah,Sekvaajón.3.3.3.SiFesCyordeliF .;sytx x ) es deX`	 X I 	 2 1	 2
orden 1s- Ox

Filopozíci	 F es C
s+1ón 3.3.4.	 Si	 y orden de F>s, entonces

F(x ,x )= x F(x ,x ) es de orden >s+1
1	 2	 1	 1	 2

Demo4ttacíón: Se sigue de:

anE
F(xi,x2)+ xl

9fl-F 

	

n Cx1,x2)- n 	 	 (x ,x )n1	 11.	 2
Bx	 D X 	 9X1
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s
F 

, (xl,x2) =0	 y !	

•

1+1	 3x2)#0
DX1

PhopoaLcíán 3.3.5. Sea F de clase C
r 

y o
r
den F>s, y si

F(0,x2 )=0	 V X2

entonces existe 1 de clase Cr- y orden	 tal que

F(x1,x2)=x14)(X1,x2)

Demodthacak: Se sigue de

DF 
F (xi ,x2) =F	 xi[ r

x1 
px/ (

t
' 
x2)dt

° 

194opozícíón 3.3.6. Sean F(xl,Y) y $(x 1 ) de clase C	 y orden F>s

y supongamos que

¢(0)=0 F(x,4(x))=0= 21 (x,S(x))	 Nfx.
93,

entonces existe de clase C
r-2
 y orden 4Ps-2 tal que

2
F(x,y) = [y 4(x)] inxi,y)•

DonaótAacíón: Sea 4'(x ,y)=F(x,y +$(x)) entonces

.1
cr(x,o)= 

9 
Dy

(x,0)=0 '

aplicando 2 veces la proposición anterior en la variable y encontramos que:

0'(xl,y)=y20*(xl,x2)
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donde /* es Cr-2 ; si tomamos-

Ex,y)*(x,y4(x))

obtenemos
2

	

F (-x Y) =	 y- 1:1) (x) 111) (x,Y)

claramente cp' es de orden >s y tanto /* como 11., son de orden >s-2.

PilopobízLón 3.3.7. Supongamos F es C 	 en una vecindad de (0,0) 2<s<r

y x'=“x ,x )= x + R(x ,x ) ord R>s
1	 1 2	 1	 1 2	 -

	

Entonces podemos resolver x	 en términos de x',x cercana al origen,
1	 2

dando

x =x' + R'(x',x )
1	 1	 1	 2

donde orden R 7 >s	 y	 R' es Cr

Demastma6n:	 Sea H(x',x ,x )= x'- x - R(x ,x )
1	 1	 2	 1	 1	 1	 2

11(x1,*1,x2)=0

gH 	 1
dx1 

x 1 ,x
1
 ,x 2 ) = —1 # O

por el teorema de la función implícita, existe $ tal que x1 =4)(x l , x )
1 2

x = x l - R(x ,x )
1	 1	 1	 2

= x'- R(II(x 1 ,x ),x )

	

1	 1	 2	 2

tomando

)=	 R eqb(x l , x ),± )

	

1 2	 1 2	 2



donde

R
S-1

(x)— 
(
1

) 0 

X 
—t)

s-i
g
(s)

(t)dt
:S-1

que también R	 (x) se puede calcular:

s-1
F(x1,x2) = i=0

xl

R
s-1

a iF •

g
(s)

(c)
(x(x) =

s
0)	 donde ce10,x1

s	 X s-19
s
F

I

.	 (1)

kt(t,x2)dt2
'

,
S.

XI

1! 9 í -(9 S.
(x -t)

S	 o
XI	 1 s

]	 s-1
Fi-xl x2) =	 .1 X'	 0

(-1)
1 i
x l

i
9 F

S
XI S rx

j	 (xr=t) 
s-19

o

F (t,x2)dt. (O
'

9x 1
x2)+ VS.
-

s
x 9xs

para s par s=2r
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tenemos:

x = x' + R'(x',x )
1	 1	 1 2

y por la expresión de R' claramente orden R'>s y de clase C
r

Phopobíaan 3.3.8. Sea F de clase Cir y par en x 1 , es decir

FC-x1,x2)=F(x1,x2)

entonces existe 11)(x 1 ,x 2 ) de clase Cr tal que

F(xl,x2) = (x2 x
2 )

Dem0.6thdcián: En la expansión del Teohema de Tdy/oh en una variable alre-

dedor de O, tenemos:

	

s -1	 (k)

k
g(x)=	

0	 kv.,,‘
g	  (x -0) k+ R 

s - 1
(x)

= 



Si

F(x1,x2)= F(-xi ,x2) =

F(-x l ,x2 )-F(x1 , x2 )= -2

S-2

>F(-xl,x2)-

2k+1

(2k+1)!

F(xl ,x2 )

2k+1
F

= O	 =->

(0,x2)=0

o

2

ItIo 9x2k+1

Así:
j-2 s

F =
k=0

(x1)
2k 2k

F s 1- F(tX2)dt)rx (x l -t's-
9x(2k): 2k

9xl

(P,x2)+ s. sx
1

que tambien puede escribirse como:

s-2
1	 s-1 9 F

-1— cx )2k D2kF (0,x )+	 f 
x 	 (tx2)dt

F(x2,x2)= k-O (2k)!	 2k	 2	 (s-1)!
	 o	 S

DX	
9x;

y usando (1) en la expresión del residuo; tenemos:

s-2

F(xl,x2)= r 
(x l)

2k 1	 9 F (c,x2)(x)
s

s!	 s9x 1

9
2k

F

9x
2k
1

k=0 (2k)!
:

s par.

es decir

F(x2,x2)=11)(x,x2) donde 1p es Cr.

PA0190Aícan 3.3.9. Sea F de clase C 2r4-1 e impar en x l , es decir

F(-x1,x2)- -F X1,X2)

entonces existe una función ip de clase Cr tal que

F(x2,x2)= x 2 11)(x 2 ,x )
2

DemostAación:

nx1,112)=

s-1

i0

i	 i

xl "

s
xl(0,x2)+ —S,

s

x

,x
 j

o

,s-19s F,,
(xl-t j	 ----kL,x2)dts

ox111
dx2



s —1
2 xi

F(xi ,x 2 )+F (-x 1 , x 2 ) =2- k50 (91c)!

2k
9 

2k
E (0

' x2
 )=0

9x2

pero
2k

BIBLIOT ECA)9, 
Di CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
11111:11.1448111~

(x1 -t) 
s-1 9sF

(t
,
x2) dt

aXl
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s-1
E

i
(-1)	 x,

i
9 F s fx

F(-x
1
,x2 ) = 	 .1=0

.1! s. s 
9x1

donde s=2r+1 impar

Como:

F (-xy ,x 2 ) r- -F(xl ,x 2 )	 (xj. ,x2 )+F(-x2 ,x2)=0

así
3 3

XI 
F (xi ,x 2 )-	

2	 3!
)+	 —(0' x

DX1	 Dx3	 21

2r+a

xy	
f

Ir+1  x
2r+1	

(xl-t)
2r 9 a	 r(t,x )dt

(2r+1)!
9x1

zr+i	 2

2r+1

que podemos escribir:

	

aF	 x
3 

9 3 F	 1 	 x	 2r 9
2r+1

F(x1 ,x2)=x1	 jt-áz(G.,x2)+...+	 , f	
2.x

(x1-t)	 4-1 F(t,x2)dt

	

915	 (9r)- o	 9x3 

y usando (1) de la proposición anterior en el residuo:

,	 af	 1	F(xi ,x2 rx.1	 32' ' • (g	 )XI ín31

r+1
a F („

2r+1	 —2
9x1

2r+1

é:C[0 ,35i

	

2	 2r-2	 2r

34 x	 ra-93F.. x'	  ,	 xl	 i2:1-5
x	
0,]

	

ax , 2 )+ 3! -x	 (0,x3	 2)+.+	 r-1),(0x 2
)+ 

(9 r+1 );	 2r+1	
x2)

Dx

F(X1 ,X2)= x1 11)(/12
2 , X2 ) donde * es C

r
.

2
r-1 

xi
2k

x , x
2
) = k0 (9k+1)!

9
2k+I

F	x
2r	 2r+1

F 
2r+1 ( °' x

2
)+ 

(
1 r+1)!	 2r+1(c ' x 2) •

9x	 9x

Ahora veamos los teoremas de caracterización en puntos dobles y puntos

cúspides:
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TEQREMAS VE CLASIFICACION

Teoxema 3,4,1, Sea p un punto dobl gs de una función F: R2÷ R2 de cla

se C
r 

con r)3, entonces existen transfortación en coordenadas de Clase Cr-3

alrededor de p y F(p) ;- (x,y) y (u,v) en términos de los cuales F(x,y)=(u,v)

toma la forma F(x,y)=(x2,y)

Demobtnacíón:	 Introduzcamos el sistema de coordenas tal que p=O=F(p)

como p es punto crítico, existe V V
V
 F(p)=0

Sea la dirección x de éste vector además como p es un punto doblas

existe una dirección	 VV F(p)/0; sea V en la dorección del eje y su imagen

en la dirección del eje v.

Así

F(x,y)=(u,y)

tenemos que

u__=0=u
y 
=V
x y
	 Y

y
=1 en p.	 (1)

es el sistema que caracteriza las propiedades anteriores como:

u: R2 ->lt-	y	 V: R2	R

expandiendo estas funciones alrededor de p tenemos

u(x,y) = u(0,0)+ xux (0,0)+ ya 
Y
(0,0)+ R(x,y) ord R>2

v(x,y) = V(0,0)+ xYx (0,0)+ Y 
Y
(0,0)y+ S(x,y) ord S>2

y por (1) obtenemos que:

u(x,y) = R(x,y)

v(x,y)= y + S(x,y)

Sea la transformación T(x,y)=(x' y') = (x,y + S(x,y))

j = fl	 0]

O	 1
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que es _invertible

Así:	 xl=x

y'=y + S(x,y) donde ord S>2

a::Fodefflos-J. rnsolver y en términos de x',y' según la proposición 3.3.7, y ob

tenemos:

y=y t + S'(x',y') donde ord S'>2

Ahora

u(x,y)=Okx,y)= (x',y'+ SI(x1,y'))=g1(x',y') ordR52

eliminarla-- primas, tenemos:

u=R(x,y)	 v=y donde ord R> 2

es decir,

F(x,y)=(R(x,y),y)=(u,v)

además

v =0 V(x,y)

J
F
(x,y)= [

u
X

O	 1

J
F
=u

x
 como p es un punto doblés J

x
 (0

'
 0)/0

por el teorema de la función implícita podemos resolver

J=0 cercana al origen:

J=u
x
=O está dada por una función 4¿de clase C

tal que

x= $(y) cercana a (0,0)
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Teníamos que

F(x,y)=(R (x, y) , y) -= (u,v)

tomemos la transformación de el plano xy en el x'y' tal que

x1=x1)(y)
T:

Y' =Y

obtenemos:

F(x',y')=F(x1+4,(Y'),YT)--(P(x.-14(Y'),Y'),Y9--(u,v)

ahora, tomemos la transformación

T1
ur=u-R(S(v),v)

eV =V

1	 ?
J

T	
I

=
/	 0	 1

tenemos que:

u1=R(x144(Y1),Y9-R(iny'),y')

u'((1,371)=R(x'+11)(y.),y')-R(cP(?),Y1)

aquí

u'(0,371)=R1/2(Y1),y9-RWY1),y1)=0

además

DRu' -----CKT+cgy'),y')(1)+11(X1+Eyt);y*E0 DR= ,Wx.'+,(371)(0)t -15-(x1+4)(yr),y')(9)x , gx	 BY	 .

ulx,(0,y')=	 (t(f),f)-- ux(cp(y'),yi)=0
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también sabemos que:

xx
(0,0)=S (0,0)#0

(por ser p punto doblés), y

u' 
x „x =Rxx (xl-140 (Y T ),Y 7 ) 1+Rxy 

(x'+$(Y'),y9(0)

u' x , x ,(0 ' 0)=R xx (.(0),0) =R 
xx

(0,0)=u (0,0) �0

Recordemos que:

F(x',y')--(R(x1-14(y'),y')---RWY1),y1);yt)(:,y(xv,yi),	 I )

Tomemos u"(x',y'): R 2	R	 en una vecindad de (0,0) y expandiéndola

como función de la variable y' y usando los resultados vistos en "Tópicos re

lacionados con el teorema de T.

u' Y(x')=u'(x',y')

obtenemos

n2,	 n3
1/ 1 0[ 1 , y 1 ) =U T (0,y)i- 	 Y(0 y')x'+ 1/2!	 "	 (O	 ) ' 2 +1/3	 u (Ogx / 	 Y	 ";Y2 ' '	 'Y x	 • §-jr	 '')x'Y

=0 + u'
x
,(0)x + 1/2! u

x „x(0,y)x'2+...

= x'2I(x',y') donde	 I es de clase Cr-3

es decir:

F(x',371),=(x'21(x1,y1) ,y' )=(u1(x1,y9,v'(xl, y 1))

además, como

u'(x',y')= x ,2 t y t )

u' x (x l , ) =2x' I (x ,y' )+ x I 2 1x (x',y')

u' „
x

(x 1 ,y')=2I(x 1 , y 1 )+2x 1 1 ,(20,y')+ 2x'0
x ,(x',y')+ x i2I „x (x',y'x) x 
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de donde:

u' x , 
x

,(0,0)= 21(0,0)

pero

u' 
x 
„
x

(0,0) � O =>1(0,0)j0.

Así,podemos definir la función Cr-3

(x l ,y1)=1.11(x',y')11/2 cercana al origen.

que sabemos *(0,0)0

En la expresión

E(xl,y')=(x'21(x',y'),y')=(u',v')

y auxiliándose de la funtión

111 (x l ,f ) = ED(x , ,y ,1 1/2

tomemos la transformación de clase C r-3

*(xl,y1)+ x'	 v')

y*.y1
x*' 	 a"T:	 J

T
= 

Dx*que es invertible ya que
gx' 

91/0,0# o

Así

x'= x91*(x',37 1 )] —1

y ' = y*

U(x*,y*)= .(x*)2111)(xl,y1)]-211)(xt,y1)=. x*2 1p -2 . 4,2 = x*2

v(x*,y*)=y*

obteniendo la expresión para E deseada:

F(x,Y)=(x2,7)

0	 1
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Lema 3.4.1. Supongamos m=3 y u(x,y)=Ix+S(x,y)ly-x 2 +kxm+T(x,y) donde

ord S>m-1 y ord'T>m+1 con S y T de clase Cs , entonces la transformación

x'= x+ S(x,y)

da

u(x 1 ,y)--x l y-x13 + kx' 91+ U(x',y)

donde ord U>m+1

Demo4thamión: Como x'= x + S(x,y)	 ord S>m-1 por la proposición

3.3.7. tenemos que

x= x l + S'(x',y) donde ord S'>m-1

sustituyendo x tenemos

x3 =(x'+ S'(x',y))3

u(x,y)=x'y-[x13+ 3x12S1(x',y)+ 3x1 11S 1 (x l / Y1 2-1-	 (x' ,-y) I 1

+ kiX 1 + S 1 (x v ,y)l m+ T(xe+St(x",y),y)

y como si S es Cs+1 y ord cps->x S es de orden >s+1

u(x',y)= x'y	 -[3x12S1(x1,y)+...1 + kxlm+ k
términos de
orden >m71-1  

u(x',y)= x'y-x' 3 + Rxlm+ U(x',y) donde ord U>m+1.

Teonema 3.4.2. Sea p un punto cóspide de una función F: R 2-* R2de

clase C
r 
donde r>12, entonces podemos introducir un sistema de coordenadas de

•

clase C
(r/2-5)

alrededor de p y F(y), tal que F toma la forma:

F (x /Y) = (xY - x3/Y)
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Dem03thacíón: Podemos empezar introduciendo sistema de coordenadas

alrededor de p y F(p) como en el teorema anterior y siguiendo el mismo desa-

rrollo llegamos a

F(x,y)=0-1(x,Y),v(x,v))=(R(x,Y),Y) donde ord R12

expandiendo R, por el teorema de Taylor tenemos:

R(x,y) =Ax 2 + Bxy+ Cy2+ R'(x,y) donde ord R'>3

y como el sistema de coordenadas satisface

u
x
=0=u =v en p

Y x
y v=1

Y

y como p es punto cúspide =>A= 1/2 u	 (0,0)=0 y B=u 
xy 

(0,0)0	 consideremos

el cambio

T:	 x=x1 y= Y/B u =u v= v /B

F(x1,y')=(B(x1)(y1/B)+ C(y'/B) 2 + RI(xY,YVB),YI)

C '2=(x' y'+ Ily • + R'(x',y'/B),y') donde ord R'>3

que, eliminando primas se puede escribir como:

F(x,y)=(xy+ Eyz + R(x,y),y) con ord R>3

expandiendo de nuevo R; y sustituyendo en u(x,y) tenemos:

u(x,y)= xy+ Eyz + Axz + Bx2 y + Cxy2 + Dy3 + R' donde ord R'>4.

Si queremos eliminar el términoyZI y encontrar una expresión más sim-

ple para u, veamos qué cambio debemos tomar:



que podemos representar como:

u' =A'u + B'v + C'u 2+ D'uy + E'v 2+ F'v 3+.... (1) it7

sustituyendo:

u= xy + Ey 2+ Ax 3+ Bx 2y + Cy2+ Dy3+R'
EL SADEr:

1-ZAF?A	 c, ,
v=y

tenemos:	 MATEMP,f

-82-

Consideremos 11 1 =u - Polinomio en u,v

u 1 =u -(a ou+ b ov+ c ou 2 + d ouv+ e ov 2+ fov3+....)

u'(x,y)=A'(xy+Ey2+Ax3+...)+Bey+C'(xy+Ey2+...)

+W(xy2+Ey3+...)+ E 1 y 2+ Fy 3+ etc.

u'(x,y)=A'xy+Wy+(E+E')y2+Ax3+Bx2y+(C+D')xy2+(p+D'E+Fr)y3

de donde

así:

+ Polinomio de grado >4.

A l=1 W=0 E+E' =0	 C+D1=0 D+DTE+Fl=0

u'(x,y)= xy+Ax 3+Bx2y+ Polinomio de grado > 4

de la expresión (1) obtenemos que con

A'=1	 B 7=0	 C 1 =0	 D'=-C	 E'=-E	 F'= -(D-CE)

se tiene que:

u' = u-Cuv-Ev2-(D-CE)v3

y esto simplifica la expresión para F.

De esta manera, tomando u'=u-Ev 2 -Cuv-(D-EC)U 3	v'=U tenemos:

u'(x,y)= xy+Ey 2+Ax 3 +Bx2 y+Cxy2 +Dy 3 + R'

-Ey2-C(xy+Ey2+Ax3+Bx2y+Cxy2+Dy3+Ri)9

-(D-EC)y3

u'(x,y) = xy+Ax 3+Bx2 y+R(x,y)	 donde ord R>4
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es decir:

F(x,y)=(xy+Ax3 +Bx2 y1R(x,y),y) ord R>4

necesitamos un cambio de la forma:

x= Polinomio en x',y'

y=y' (paro no alterar v=y)

y obtener una expresión de u' en términos de x'y' en donde el término.x2y

desaparezca; analicemos éste cambio:

Sea

x=axi+by'+cx)2+dx'y'+ey-32+...

Y-YI

de donde

ut(x1,37A)=.(ax'+by'+ex42+...)y1+A(ax'+by'+cyT2+..)+B(ax1+by‘+...)2y'+R(x'Y')

= ax'y'+by:42+cx1/ 2 y'+dx'y' 2 +ey' 3 + términos de orden' >4

+Aa3 xi3 +Ab 3 y-t3 +3Aax'b2 y !2 + términos de orden >4

+Dazul)zy +Bb2 y) 3 +2Bax i by12 + términos de orden >41R(x',Y')

u'(x' ')= ax 'y'+by22 +(C+Ba?)X,12 y'+Id+3Aab 2+ 2Bab] x1y12

+ Aa 3x13+(Ab 3+Bb 2+ e)y 13+W(x 1 ,7') donde ord R'>4

Como vemos, si queremos una simplificación de u' en términos de x'y'

tenemos que:

a=1	 b=0	 C+B=O	 C= -B	 d=0	 e=0

es decir, la transformación:

•

x= x'-B(x!)2

Y= Y'

sustituyendo

u' (x",371)=(x‘-Bx' 2 )f+A(x t -Bxl 2 ) 3 ±B I -BXI 2 )2 3714R (XI ,y1) 
j

donde ord R >4
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•
realizando operaciones y simplificando obtenemos:

u 1 (x',y') = x'y'+ Ax13 +11'(x l , y 1 ) donde R'>4

vI(x',y1)=y'

y eliminando primas obtenemos:

11

F(x,y)=(xy+Ax3+R(x,y),y) donde ord R> 4

además A= 1/6 (0,0)#0 puesto que p es punto cúspide

Sea

tomemos la transformación:

1
a= — a=

x= ax

y= uy'

-A 
1AI

aa = -Aa3

T

	

[a	 01
J =	 OO	 a

u(x,y)=u(axl,ay')=(ax')ay'+A(ax")3+R(ax',ay')

u(x,y)= aax'y'+ a3Ax13+R(ax',ay')

y usando aa= -Aa3

tenemos:

u(x',Y') = aa(xly'-x'3)+R'(xl,F')

ahora, transformemos u y v en términos de u'v l a través de:

u=aau t 	laaT:	 J
T

:	 #0
v= ay '	 0

así
, . 1 u	 v'=	 1u =	 —

aa	 a

u!(21',Y1)-u(x',y')= 1aa
	aa (x'y'-x")+0x1,y')

aa

u l (x l ,y9 = x!),!--x13+R"(x!,y--) donde ord 12!'>4



Veamos

v(x,y)=v(ax' ,ay'

1	 1
(x',37 1 )= — v(x l , y 1 )= — cry'=y1

a	 a

y eliminando primas, conseguimos:

F(x, y)= (xy-x3 +R (x, y), y) donde ord R>4

expandiendo R tenemos:

R (x , Y) = 2Ax4 +33x3 y+Cx2, y2 +Dxy3 +Ey4	(x, y) ord R55

= 2Ax4 +(Bx3 +Cx2 y +Dxy2 ) +Ey3 ) y + R' (x, y)

sustituyendo en u

u (x , y) = xy -x3 +2Ax4 +(Ex3 +Cx2 y+Dxy2 +Ey3 ) y-1R (x, y)

de donde

u (x, y) =[x+ (Exa +Cx2 y+Dxy2 -I-Ey3 j y -x3 +2Ax4	(x, y) ord R 5

aplicando el lema anterior con m=4

u (x` ,y)=x 1 y-xf 3 +2Ax14	(x' ,y) donde ord R I5 5

y eliminando primas tenemos:

F (x, y) = (xy-x3 +2Ax4 +R (x, y) , y) ord R 5

si tomamos x  
1 -FAx	

y ' = (1+Ax) y-Arx3 -2Ax4 -R (x, Y]

Obisekuacían : 1) (1+Ax)y=y7+A(x3-2Ax4-R(x,Y))

x (1+Ax)y= y r +Ax (x 3 -2Ax k-R (x , ) y como x	 x1+Ax

xy= x y ' +Ax' (x	 -R (x, Y) )
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371=Y+ S(x,y) donde ord S>2, 11""AlGiimnInr

aplicando la proposición 3.3.7

x' 
y= y'+ S'(x,y') pero como x= 1-Ax'

y= y' + S'(x',y') donde orden S'>2

y si consideramos u'=u(x,y)	 v'=v+Au

v'(x,y)= y+A(xy-x 3+2Ax 4+R(x,y)) = y+Axy-A(x3-2Ax4-R(x,y))

v'(x,y)--(1+Ax)y-A(x3-2Ax4-R(x,y))

v'(x',y')= y'

u(x,y)= xy-x3+2Ax4+R(x,y)

usando la observación 1) y 2) tenemos:

u'=.11(x1,y1)=x'y'+Ax1(x3-2Ax4-R(x,Y))

= =x 1 y 1 +Ax' ( 111-1 ) 3 2A( 1 211:3 4 R( 1 1A:1 7 Y'+ST(x',Y9

usando además que

x' xv+Axx247A2x13±...
1-Ax'

u' (x'	 [(x'.+Axi 2+. . ) 3 -2A(x'+Ax / 2+. . ),1f1 (x'+Ax 1 1. ) ,Y 1 +S' (xf 'Y' )

-(x'+Ax'2+...)3+2A(x'+Ax'2+... )4+R((xy.faXT2+..),y1+s1(x/,y1))

=x'y'+Ax 14 + términos de orden >5 -x' 3 -3Ax' 4 -términos de orden>5

+ 2Ax' 4+.térm5moside orden >5

066 etvación 2) y' = (1+Ax) y-A[x3 -2Ax4 -R (x,yg

=y+Axy-Ax3 +2A2 x4 +AR(x, y)
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u l (x l ,y') =x 1 y 1 -x' 3 +R 1 (x l ,y r ) donde ord R'>5

v'(x',y')=y'

eliminando primas tenemos:

F(x,y)=(xy-x3+R(x,y),y) donde ord R>5

expandiendo R(x,y)=Ax s +S(x,y)y+ R' (x,y) donde ord R'>6 y ord S>4

sustituyendo en

u(x,y)= xy-x3+Axs+S(x,y)y+R'(x,y)

u(x,y)=(x+ S(x,y))y-x3+Ax5iR'(x,y)

aplicando el lema anterior con m=5

u(x 1 ,y)= xry-x'3+Ax's+R"(xl,y)

eliminando, primas

u(x,y)=xy-x3I-Ax5+R(x,y) donde ord R>6

es decir:

F(x,y) = (xy-x 3+Axs+R(x,y),Y) ord R>6

Sea

u' =u -
A
6

llV

v'=v

1.1 1 (x,y)= xy-x 3+Ax 5+R(x,y)- I (xy-x3+Ax5+R(x,Y))Y

A2
= xy—x 3+Ax s+R(x,y)— xy 2+ x3y— x 5 

y+R(x,y)y

11	
A	 A1 (X,Y) = (x- -6-

Xy+ X3 )y-X 2.4-AX 5+R*(X,y) donde ord R*>6

v'(x,y)=y	 F(x,y)-(u',171)

Si tomamos:
A	 A	 A2

x' =X 	 xy- 5. x 3 +
12 + X

g 
Y

y'=.37
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Observamos que:

	

x'y' --x t 3 = (X- -
A	 Axy+ — x3 )y-x3 +Ax5 +R` (x, y)

	

6	 6

es decir

u'(x',y') = x'y'-x'3+R1(x',y')+R*(x1,y')

u'(x',y')= x'y'-x'3+R(x',y1)

v'=(x',y')=y'

y eliminando las primas tenemos:

F(x,y)=(xy-x3+R(x,y),y) donde ord R >6

expandiendo

R(x,y) =4Ax 6 +S(x,Y)Y+R I (x,y) donde ord R'>7
S 5

y sustituyendo en

u(x,y)= x -x3+4Ax6+S(x,y)y+R'(x,y)

u(x,y)=(x+S(x,y)y -x3+4Ax6+RI(x ,y)

usando el lema anterior con m=6

y eliminando primas:

Si tomamos

tenemos:

u(x',y)=x 1 y-x' 3 +4A30 6 +R'(x 1 ,y) donde ord R'>7

F(x,y) = (xy-x 3 +4Ax6 +R(x,Y),Y) donde ord re7

u'=u-Au2

v'--v •

uT(x,y)=(xy-x3 +4Ax64R ) -A (xy-x3+4Ax6+R)2

=xy-x 3 +4Ax 6 +R-Ax 2 y 2 +2Ax 4 y-Ax 6 +R' (x,y)

donde R'>7
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que podemos escribir como:

ut(x,y)=xy-x3+3Ax6-Ax2y2+2Ax4y+R*(x,y)

=(x-Ax2y-Ax4)y+3Ax4y+3Ax6+R*(x,y)

v t (x,y)= y

Si tomamos
xt=x-Ax2y-Ax4

37'=Y

observamos que:

x'y'-x' 3 =( x-Ax2y-Ax4)y-x3+3Ax2y+3Ax6+R'(x,y)

es decir:

u'(x',y')= xtyt-xt3+R*(xt,y1)+R1(xv,y1)

que podemos escribir como:

1.11(x",y')=xty'-x'3+R(x',y1)	 v'(x',y')=y'

y eliminando primas tenemos:

flx,y)-(xy-x3+R(x,y),y) donde ord R>7

TRANSFORMÁCION DE LA CURVA J(p)=0 

Como u(x,y)= xy-x 3+R(x,y)	 v(x,y)=y

de donde
-3x2+Rx ?

J(p) 0 1

J(p)= y-3x 2+R
x
(x,y) donde ord R >7

como J y R
x
 son Cr-1 podemos, resolver J(p)=0 en una vecindad (0,0) obte-

niendo por el teorema de la función implícita

op(x)=y	 donde (I) es Cr-1

de donde:

Q(x)-3x 2+ R
x (x,4(x))=0
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lo que significa que

0(0)=0=0x (0) 	 03.1x(0)=6

Y	 ,k

dx
k
 (0)-0	 para k=3,4,5

expandiendo 0 alrededor de 0,podemos expresar:

•(x)= 3x2 H(x) donde H es Cr-3

y diferenciando 0 obtenemos que (1xx(0)=6->H(0)=1

HX (0)=HXX (0) =HXXX(0)=0
	

( * )

Podemos definir K(x) como:

H (4= [K(x)] 
2

y de (**) obtenemos que 

K (0)=K (0)=K	 (0)=0 y K(0)=1
XXX

Así,sí expandemos K obtenemos:

K(x)=1 + Polinomio de grado >4

xK(x)= x+L(x) donde ord L>5 y L es Cr-3 

de donde

Si tomamos el cambio de coordenadas 	 (que es C
r-3 )

x'= x + L(x)	 y'=y

por la proposición 3.3.7
x=x' + M(x 1 )	 donde ord M>5

sustituyendo en u(x,y)= xy- x 3 + R(x,y) tenemos:

u(x,y)=(x'+M(x9)yl-(x'+M(x'))3+R(x'+M(x'),y1)]

=x'y'+M(xfly'-x'3-3x12M(x1)-3x'(M(x'))2+11(x1+M(x'),y')

=x'y'-x' 3 + S(x',y')	 donde ord S>6
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Así

u(x l , y 1 ) = x'y'-x' 2 + S(xiY1)

además como

(x)=3x2 11(x)=3x2 [Ic (X)] 2 = 3 .17XIC (0) 2

=3 (x-it(x))=3x12

P ► 9LIOTECA
Dt CIFJ. E113 EXACTAS

Y MI URALES

Ahora, si

9u- O	 como	
D U 9u	 9x

9x	 9x' 9x	 9x1

9u
9x'= 

n	 pero	 11.1 =0 si y'=cp(x)=3x'2
9x

además

u(x1,377)= x'y'-x121-S(x1,y')

de donde:

gu,- y'' 3X 12+8
x

,(xf,y')=.> S
x
,(x',3x'2)=0--

9X

así pues, cambiando la notación obtenemos que:

u(x,y)= xy-x 3 +R(x,y)	 donde ord R>6

y Rx(x,3x2)=0

MOVIENDO LA IMAGEN DE J(p)=0 

Como ord R>6 y R es C
r-3 expandiendo R en una vecindad de (0,0)

tenemos:

	

9 6 R	 96R 
R(x,y)-

	

	
9xb9y

(0,0)xsy+...
9x

R(x,y)= a x 6+a x s y+ a x4y2+...
1	 2	 3

R(x,3x )=a x 6+a x5(3x2)+a (x4)(3x2) 2+...factorizando x2

	

1	 2	 3

$(x)= 3x'2
«AL Satillit

RARA NI GRA P,TIEZA

11,
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R(x,3x2 )=x2 R 1 (x) donde R' es C r-5 y ord RI>4

descomponiendo R' en su parte par e impar tenemos:

S'(x)= 1/21-111(x)+R'(-x)] 	 parte par

111 (x)= 1/2[R'(x)-R'(-x)] 	 parte impar

R'(x)=S1(x)+ T' (x)

ahora,usando las proposiciones 3.3.8 y 3.3.9. tenemos que existen funcio
r _3

nes de clase C r 
	
S y T tal que

S I (x)=S(x2 ) y T'(x)=xT(x2)

y como

11 1 (x)=S T (x)+ T 1 (x) y ord R'>4

derivando obtenemos que:

Rxxx (0)# 0	 S 
xx

(0)9 0

de donde ord S>2 y tambíen ord T>1. (*)

Para t cercana a t=0 podemos definir

-2tS(t)8(30=2tS(t)
2+ T(t)

y3(t)- -T(t)
2+T(t)

y por (*) diferenciando obtenemos que ord S>3 y ord y>l

además como

R(x,3x2)= x 2 1S(x 2 )+ xT(x2)]

•
observamos que:

S(3x2 )+ [2x2+R(x,3x2)] 
y(3x2) _ -2x 2 S(x 2 )+C. 2x 2 +R(x,3x 2 )1 (-T(x2) 

2+ T(x2)

•

-2x2(S(x2)-2x2T(X2)-T(x2)R(x,3x2)

2 +T(x2)
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-2x2 S(*2 )-2	 Ttx2 )-T(x2 ){x2 rS( )+xT(x2)1}
2 + T(x2)

-2x2 S (x2 ) -2x 3 T (x2 ) -x2 T (x2 ) S (x2 ) -x 3 ET (x2 )] 2
2 + T(x2),

S (x2 ) [-2x2 -X2 T (x2 )] +x T (x2 ) [- 2x2 -x2 T (x2 )]

2 + T(x2)

(S(x2 )+ xT(x2 ))(-2x2 -x2 T(x2 ))  _	 (S(x2 )+ x2 T(x2 ))(2 +T(x2))(-x2) 
2 + T(x2)	 2 + T(x2)

= -x2 [s(x2 )+ x T(x2 )] = -R(x, 3x2)

es decir:

0(3x2 )+ [2x3 +R(x,3x2 )]y(3x2 )= -R(*,3x2)

así, si consideramos el cambio

u l = u [1+ y(v)]+ 1(v)	 y v' =v

el valor de u' sobre la curva J(p)=0 es:

u'(x,3x 2 )= [2x 3 +R(x,3x 2 )] [1+ y(3x2]+1(3x2)=

=2x3+R(x,3x2)+[2x3+R(x,3x2

usando ei.desarrollo anterior

)1 y (
3x2)+0

 (3x2 

u'(x,3x 2 )= 2x 3+R(x,3x 2 )-R(x,3x 2 )= 2x3

u'(x,y)=xy-x3+R*(x,y)

definamos R* por  

entonces:

R*(x , y) = R(x,y)+[xy-x3+11(x,y)]Y(Y)+13(Y)

el cual es de orden>3 y como u'(x,3x 2 )=2x 3=> R*(x,3x2)=0
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También calo u(x,y)=xy-x3 +R(x,y) ord R>6 y Rx(x,3x2)=0

Du
'
y)= y -3x2 +Rx (x,y)	 si y=3x2

3x 

=>
á1-(x

' 
3x2 )= R

x
(x,3x2)=0

3x 

por la expresión de

u1(x,y)=11(x,y)[1+Y(Y)14-0(y), si y=3x2

tenemos que:

ax '	 D
3x2 )= [1+y(3x2 )] 221(x

' 
3x2)=0

y de la expresión de R*(x,y)

R*(X4Y)-.2R(x,y)+u(x,y)y(y)+11(y)

R*x(x,y)=Rx(x,y)+ ux(x,y)y(y)

R*
x
(x,3x2 )=0 y como R*(x,3x2)=0

si definimos:

F(x)=R*(x,3x2)=0

F'(x)=0=R*x(x,3x2)+R* Y(x,3x2)6x

R* (x,3x2)=0
-	 Y

así,. cambiando la notación obtuvimos que:

u(x,y)=xy-x 3 +R(x,y)	 ord R>3 y

R(x,3x2 )=R
Y
 (x,3x2)=0

• 

donde R y el sistema de coordenadas son C 2	
3
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Como R satisface las condiciones de la proposición 3.3.6.
existe S tal que

R (X, y) y-32(21 2 S (x, y) S es C 2 -5

donde ord S=1, lo que significa que S(0,0)=0, y por el teorema de la

función implícita, existe a (x,y) cercana a (0,0), tal que S toma la
forma

S(x,y)=[ 1-3xa(x,y)-(y-3x 2 )a2 (x , y)1 a (x, y)

observamos que:

u(x,y)= xy- x2
+11(x,y) sustituyendo la expresión de R

1 2
= xy— X3 ify-3x2) 	 sustituyendo la expresión

de S.

=xy-x3+ty-3x211[1-3xa-(y-3x2)ala

=xy-x3 +(y-3x2 )1a-3x2 -(y-3x2)al

_xy_x3 +(y_3x2 ) 2a _3xa 2 (y_3x2)2_(y-3x2)31?

=xy -x3 +a(y -3x2 ) (y -3x2 ) -3x a2(y-3x2)2-(y_3x2)3a3
=xy-x3+(y-3x2)(ay-3x2a)-3xa2(y-3x2)2-(y-3x2)3a3
=xy-x3+(y-3x2)ay-3x2a(y-3x2)-3x942(y-33(?)1(y-3k2)%3

= xy + (y-3x2)ay-(x+(y-3x2)a)3

u(x,Y)---(21+(y-3x2)a)y-(x+(y-3x2)a),3
r 5

Si tomamos el cambio de clase C 7- : AIOTECA
} DLCD?rDIC7AS

YNAWiLES

obtenemos que:

x' =x+(y-3x2 )a (x, y) y_ WAYJuik.11	 rwiS ii nJosy -y MANA M7

u(x 1 ,y')=x l y'-x 13	y v(x',y')=y

v eliminando primas tenemos que:
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'	 5. ALGUNOS RESULTADOS GENERALES.

En realidad la Teoría de Singularidades de Mapeos diferenciables

está íntimamente relacionada con las propiedades locales de mapeos diferen-

ciables sobre variedades diferenciables, escrita y desarrollada en un len-

guaje mucho más general y que requiere una mayor una mayor preparación teo-

rica para abordar su estudio desde el punto de vista a la topología diferen

cial. Daremos pues, un breve esboso del marco teórico general en el que es

tá inscrito éste trabajo, presentando algunos resultados sin demostración y

dando la referencia donde pueden ser encontrados.

Se establece que para una función F:N --P diferenciable, donde N y p

son variedades de dimensión n y p respectivamente, toda vecindad de un punto

x1 N tiene una sub-vecindad difeomórfica en R
n
; y el difeomorfismo se puede

escoger mandando x a O; lo mismo se puede hacer para cualquier punto yEP.

Consecuentemente, todo gármen (F,x,y):N,x-›1›,y tiene un represen-

tante diferencíable (llamémoslo tambien F) F: R 11,0 RP ,0 de aquí que los re

sultados que hemos dado siempre hemos supuesto que p =O =F(p) (independiente-.

mente de que sea punto regular o singular).

00
Por C (N,P) se entiende la colección de funciones de clase Cc°,F:N÷p;

en particular C°3 ( Rn, RP) es un espacio vectorial. Para cualquier m=0,1,..

la C
m 

topología uniforme sobre C°° ( R
n
, R

p
) es la definida por las vecindades

en el origen.

Los conjuntos básicos son:,
w,

B(E)= {FEC Imax 
aF.(x)

<el

gxq	x qn-
1 

E>0; aquí F	 son las funciones coordenas

mo está tomado xER
n

i 1<i<p y todas las

la Cm topología ordinaria sobre C es ( Rn, R rn )

de F y q=q1+q2+...+q
n
; el máxi-

1
derivadas parciales de orden q<in

es la topología de la convergen- -

cia sobre conjuntos compactos, usando la Cm topología uniforme. Estas topo-
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logías pueden llevarse a C (N,P), esencialmente cada función F en C (N,P)

tiene una vecindad parecida en C
m 

( Rn , RP) así podemos suponer que el espa
n	 p

cio de funcionesC(N,P)yC(R,R) estan dotados de laC-topología.

DeáLnícíón 3.5,1. Una función F:N-*P es estable(topológicamente es

table) si todo mapeo suficientemente cercana a F en C w(N,P) es analíticamen

te (topológicamente) equivalente a F.

De6.infc ón 3.5,2. Sea be Rn, una función F: Rn 311P es estable en

b si, para toda función g suficientemente cercana a F, existe un punto b ,

para el cual los gérmenes (F,b,F(b)) y (g,b 
g 
g(b 

g
)) son analíticamente (topo

lógicamente) equivalentes.

La teoría global de estabilidad es bastante extensa, nos concentra

remos en la estabilidad local.

Teotema 3.53, La siguiente tabla es una lista exhaustiva de los

tipos estables de funciones F;Rn -4-RP con F(0)=0 y en cada caso, los tipos

estables son densos en el conjunto de funciones C`11.

CASO	 TIPO	 FORMAL NORMAL 

i
2n<p	 Whitney 1131	 punto regular	 y=xi

	
i=1,2,...n

Yi=0
	 i=n+1,..,p

p=1
	

Morse	 1111	 punto regular	 y=x1

punto crítico no
degenerado de in
dice r.	 y= -xl2-...-x 2+xr22

r +1

n=p=2	 Whitney 1 31 	 punto regular	 M'II

y2=x2

punto doblés	 yl=xi

yi=x2

punto cúspide	 yi=xix2-x3

Y2=X2
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Whitney en R3I extiende la clasificación de gérmenes a las dimen-

siones para n,p<5	 así para p=2n-1 y p=2n-2 los tipos estables son den-

SOS •

R. Thom en	 1121 demuestra que para n=p=k
2 donde k>3 los tipos esta-

bles son no densos: enunciemos el resultado

2	 2

Temema 3.5.2. El conjunto de funciones estables F: Rn	Rn

no es denso en el espacio de funciones C para n>3.

J. Mather en 141 un artículo apropiadamente titulado "Las dimensio

nes suaves" ha determinado todos los casos para los cuales los gérmenes esta

bles son densos; la siguiente figura está tomada de ése artículo, tomándolos

como puntos en el plano n,p.

."11%)S°(390
(2V0)

1)0•55°vi")

	

tate	

• 10

Para el caso de singularidades tipo Sk la clasificación es incomple-

ta; para perfeccionar tal situación se puede optar por:

Usar derivadas de orden superior y hacer la distinción más fina

entre singularidades como la hace Morse para funciones F: Rn.- 12 y Whitney

en el caso F: R 
2

4-	
2

Eliminar algunos tipos como inestables. Es decir eliminar las

singularidades inestables,aquellas que son singularidades de funciones que a

su vez son inestables. Por ejemplo: F(x)=x3 que tiene una singularidad dege

nerada en el origen; la función .es inestable en el sentido que la singulari-

dad puede hacerse desaá crecer alterando la función por una de la forma

F(x) =x3 +Ex que en el caso E<0 tiene dos singularidades no degeneradas, y en

el caso PO no tiene singularidades.

-
Así para funciones inestables, tenemos el siguiente teorema dado por

(.2» 00,v)	 5STLE(.E
TI::

R. Thom.



"feote= 3.5.3 Para n>q , existen funciones F: Rn n inestables

en O tal que, para cualquier funcíén suficientemente cercana a F es ines-

table.

Asi para n>q los mapeos estables no forman un conjunto denso en

el espacio de funciones F: R
n
 •R

n
, pero éstos' resultados rebasan el objeti-

vo de este trabajo.
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