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INTRODUCCION

Respecto al tema de funciones y sus singularidades, existe una gran

cantidad de investigaciones que se han hecho, tanto por su interés desde el

punto de vista de la Matemftica pura, como por sus aplicaciones, de aqui que

haya diversos enfoques a €ste tema.

"En general,'el prop8sito de &ste trabajo es describir el comporta-
miento de funciones F: Rn-+ Rm {mas adelante especificames las dimensicnes
n;},m y los casos que aqui se contemplan) tanto en puntos regulares como en
puntos singulares (puntos donde la diferencial se anula), y hacer una distin

cidn o clasificacidn de tales singularidades.

En el Capitulo I, tratamos el caso de funciones diferenciables

‘F: Rn + R, que para €ste caso, podemos hablar de puntos singulares en donde

la funcidn alcanza un m@ximo, un minimo & es un punto silla (punto de infle
xifn). En la primera parté désarrollamos los criterios que pueden ser vis-
tos (o som vistos) en un curso de Cidlculo avanzado a nivel licenciatura; en
la segunda parte auxiliindonos del Teoxrema de Taylor vemos que condiciones
deben cumplir las formas de Taylor de orden mayor o igual a 2 para poder

dar una clarificacidén de las singularidades en los té€rminos arriba descri-

tos.

n .. o
En el Capitulo 11 tratamos el caso F: R > Rm; definimos equivalen

. . . . ©, N _m
cia entre fiunciones dando algunos ejemplos; s las funciomes C ( R, R ) las
dividimos en clases de equivalencia para asi hablar, no de una funcidn espe

cifica sino funciones representativas de una clase (g€rmenes) establecie?do

equivalencia entre gérmenes en forma local y tratando de encontrar la exXpre==———




sion de la forma normal en un punto critico no degenerado.

' .2
En el Capitulo III tratamos el caso de funciomes F: R -.R"y damos
la clasificacidn de las singularidades en punto que llamaremos dobleses &
cﬁspides, encontrando la expresién de la forma normal para las funciones

en dichos puntos. /

, Por {ltimo damos un panorama general de los resultados que se han
‘ ; . n m s
encontrado para dimensiones n,m de F: R=—mR en el contexto de las {ilti-

mas investigaciones que se han hecho, tratando de- ubicar &ste modesto tra-

bajo.




CLASIFICACION DE SINGULARIDADES. FUNCIONES F:R™R.

CAPITULO I

En este capitulo investigaremos el comportamiento local de funciones
F:R7>R en puntos critico, (VF(x,)}=0) desarrollando criterios para determi-~
nar si la funcidn alcanza miximo, minimo o inflexi®dn en estos puntos; pri-
mero en el caso de que sea punto critico no degenerado, dando la versidn
para este tipo de funciones de los conocidos criterios de maximos y mini-
mos del caso de funcioneéireales de variable real; y despué&s, haciendo uso
del Teorema de Tayfonr én varias variables, generaiﬁzar para el caso de que
el punto critico sea degenerado. Esta generalizaci®n no cubre todas las

contingencias pero sI es bastante general.

Comencemos estableciendo algunas definiciones y la notac1on que em—

plearemos v recordando algunos resultados estdndar de Calculo Avanzado

1. PUNTOS CRITICOS ‘NO DEGENERADOS.

Definicldn 1.7.1. F:R™SR para A'Rn, A abierto y xyeA y cualquier vec

tor YeRn tal que x +t¥egA. Definimos la derivada de F enrxo respecto a Y

es;:

F(xg+tY)—F(x£
Y(xn) 118 T

siempre que este limite exista.

Obéekuacién 1.71.1. a] si||Y||=1 F' _(x,) es la derivada direccio-

nal de F en x, resPECto a Y (en la direccidn de Y).

“e

(x¢)=F’ (xn) es la derivada parclal de F respecto a ek

b] &i Y=g,

No,tac/c'c?'n: . (x¢)= D ’F(xa)- xk (xﬂ)

Qk

(Xo)“ (Xu)




Definicibn 1.1.2.- FiR™R, F es diferenciable‘en'xoeDF si

. i . n
existe una transformacidn lineal T_: R»>R tal que
‘ 0

F(x)—F(xo)—Tx (x~-x3)
1lim g

R | e

TX - es llamada la diferencial de F en Xg
0

=0

"™ BiBLIOTECA

Notacibn:
- /). Dt CIEXCIAS EXACTAS k
TOx-x0)= dy Flxxo). Y NATURALES
*o BL SARER DE M RUOS
AARA ML GRAKDEZA
Definicifn:1.1.3.- Si F es diferenciable en xydefinimos el gradien

te de F en X¢ COmo:
JF oF F R
VEGR)=( g Grads g (o), ggn(xf,)) o

" Observaciones a la definicién de Diferenciabitidad 1.1.1.

F es diferenciable en x, si

F(x)-F(x¢) ~TXD (x-x0)

)]C-'“]}'-EEIO ’lx—Xoﬂ : = 0

Si escribimos: x-Xo= Y | 1x-x5]=]1¥|| se puede
escribir: - - o - .= -

F (g ) F(xg)-T,_ (¥) S e

lim e — =0 ' )

10 |l

O también:

Flxo#D)=Fxo)+T D+ Y]] Ry (xo,7) (#)
donde

[[¥l1<i y Lig R (e, )= 0
F(Xu+Y)*F(Xu)—TXU(Y)

Il

Para xg fijo R(xyp,Y) toma valores reales.

Rl (XQ ,Y)':

A la expresidn (¥} se le conoce como la forma de Taylor de ler. orden.




Proposicifn 1.1.2. Si F es diferenciable en ¥; entonces

. 3F ,
—_a (X =T Y
™ (%q) Xu( )

Demostrnacién: Del hecho de que F es diferenciable en x, significa
que:

F(x)~F (x0) =T, _(x-x0)

lim = 0 1
X+0 |]xﬂx0|| (1)
si escribimos: . : .
' - X-Xo= tY =xftY
Si xrxp<=> | |x—%o| |+0<=]|tY| |20t + 0
AsT, la expresidn (1) la podemos escribir como:
) - :
b F(Xo+tY)—F(X0)-TX (tY)
' 1im g =0

t+0 t

T

Pof la—linealidad de Tx tenemos:

F(Xo"l"tY) —F(Xg)—t T (Y)
Xp

1im =0
=0 £
_ F(xg +ty)-F(xo) £ T (Y)
lim - lip —8— = 0
t+0 t : ¢
13 F(Xo+t1)—F(§n) T (¥)=0 '
t t - X0
es- decir ) .
=0 t Xo

0 sea que:




.

Observacibn 1.1.3. ° como . .%% ()= T, (D) sitgegy

9F _
5;; (%)= Txa(ei)

Proposicin 1,1,2, Si F es diferenciable en xy entonces

TXD(Y)= VF(xp).Y

1 Y=(¥y, Y,), o0 Y) o Y=1'51 ¥ie;

= J4 = 5 = 3 =
T, 0= TCE Y, eg) =5, T e,) iZ_Z_lYiT‘(e,]-_)_r

n - ' L
T 2F - . '
i=1Yi axi {xo)=VF (Xo) Y .

De aqul en adelante F:R™SR o ;

Deﬁinipién: Si F es diferenciable en xg y VF(xy)=0

Xy es llamado punteo critico o Singularidéd de F

1.1.4 F toma un valor miximo absoluto en Xy si

V'XEDF - F(x)< F(xq)

1.1.5 F toma un valor minimo absoluto en xg si

V xeDy © F(x)> F(xo)

1.1.6 F(x;) es llamado mdximo relativo o minimo relativo si existe
. V(x¢) vecindad de xq a
VY xe y(xgy)

F(x)< F(xg) o F(x)gﬁF(xo) respectivamente.

1.1.7 Sea F diferenciable en x,, xgpunto critice

F tiene un punto de inflexidn(punto silla)




SRR

En x, gi Vv(xo) vecindad de x, existen xe V(x,)

0
tal que F(x)< F(x;) y tambi®n existen x'gV (¥;)

tal que F(x')z_ I"(xo).

Observacitn 1.1.4. A un miximo o minimo se le llama valor extremo.

Teorema 1.1.1.  Sea F:R™>R diferenciable. Supongamos que F toma un

valor extremo en un punto x, del. interior de su dominio, entonces

0
VF(x,) = 0
Demostracdibn: Supongamos que F tiene minimo local en Xo

entonces V'YQRI:II [YH =1 existe >0 tal que —e< t<e F(x,)< F(x,+tY) y

para 0<t<e-

o : _ F(xn+tY)-; F(x,) >0 y_“F(xﬂ—tZ)—-F(xn) 30'
¥y como : ' _
N PP (xg)= PG,
ademds - | 0< 1im FEHD-FOG) _ gy gy
. t_).o'l' ot 0 BT
’ ) P SANAK R M5 WIS
(26, =) —F () oA
- Fix,-tY¥)-F(x,) _
0 <lim ————5 = VF(x) (1) DEPARTRMENTO BE
MATEMATICAY
= - gF(x,) Y

Podemos concluir que VF(x,)(¥)=0 y como Y es arbitrario = VF (x0)=0
La demostracidn para el miximo es andloga. -

-

ObéeﬂvaaCQH 1.1.5. Si F es diferenciable en X,

X un valor extremo es un punto critico.




o
T

Veremos que si F es diferenciable en Xy y Xp es un punto critico, la

naturaleza del punto critico estard determinada por el signo de F(x)-F(xo)

para xeV(xg).

Observacdibn 1.7.6. g1 signo de F(x)-F(%,)= signo de Rl(xo, Y) si x,

es punto critico.

Demostracifn: gi tomamos x=x,+Y de la observacidn a la definicidn

tenemos:
J F (%o HY) =F (% ) =VF (%, ) T+| | Y[ |R; (xp 5 ¥)
donde ' t
; lim R (%,, Y)=0
>0 1
1
como %, es punto critico VF(x,)=0
F(X0+Y)—F(x0)=lIY||R1(X0,'Y) es decir
F(x0+Y)—F(xo) tiene el signo de R, (x%,,Y)
ya que Rl(xa,Y)= F(XD']'Y)—F(XD)—VF(XD )Y
| - 1)
i Pero veamos otras expresiones para Rl(xﬂ’ Y)
(Hn: -3 3F e
NOIﬂQ&ﬁn- DijF(X)_ 3, axj (x) '1,3—1,2, cees M

[vs]

n(x0)={xER§|||x-xoll<.n_} <bola abierta de radio n,

Teorema 1,1.2. (Teorema de Taylon de 2do. Onden para campos escalares).

Sea F: R'R con D_.F continuas en Bn(xo)
entonces-\',{Yan taquue x=(xn+Y)eBn(:xﬂ) se tiene.
F(x)-F (%, )=YF (%)Y + % Y H(x,+CY)Yt (8)
O<C<l -




{

- 0 también:

F(x)-F (x ) 9T (o, DY+ 5 ¥ HCxy )Y ]| 2

donde-

%_3;151 Rz(xD , ¥)=0

DemoéznaCiﬂni Consideremos Y fijo y definimos:

AE(U)Z F(x,+uY) ;lggsl
g(1)= F(xp+ Y)

g(0)= F(x,)

F(xu+Y) -F(xy)= g(l) g(0)

como g: R+R apiicando el Teorema de Taylor de segundo orden en LO J

g(x)= g(0)+g'(0)+-% g"(C)(x—O)2 para 0<C«l
g(1)= (0) + g' O+ 3 &' (©) (1-0)

8(1)-g(0)= g (04 7 &' (©) para 0<C<l

AT F(x)-F(xy)=g(1)-g(0)=g' 0+ 7 2" (C) (%)

Si escribimos:
r{u)= xo+u¥
" ()= Y r(0)=x,

Por la regla dé la cadena
g(u)= F(x(u))
g'(wW)= F' (r(uPr"(u)= yF(x(u))r’ (uW)=yF(r(u))¥Y
g' (O)=YF(xa)Y (1) .

del hecho g'(u)=VF(r(u)j Y=-§'D,F(r(u))Y.
' n n B 3
"(u)- D ( Z D F(r(u))Y ) Y

g"(u)=i§j=1DijF(r(u)) VY=Y E@)Y

y como r(u)= x,+tu¥

r (C)= x,+CY




8" (C)=YH(x, +C1)Y" (2)
sustituyendo (1) 'y (2) en (*) tenemos:
Flx, H0)-F(x, )=g' O+ 5 8''(0)  O<(<1

T (xg )T+ % YH(x, + CT)Y"

v obtenemos (A) '

Si definimos:
1917 RyGo, D= 5 T(HOx+CD-HEx YT ¥4 0
. : | R, (%, 0)=0
HYH R, G, Y)= —H(xn+CY)Y—-—;—Y H(XO)Y
i

5 Y H(x0+CY)Yt=] je]l 2 R, (xg , Y)—i-%— Y H(;:O)Yt

y 'sustituyendo esta expresidn en el resultado.(A)
. . l 1 t Y o
F (% +1)-F (% )VF (% )T+ 5 ¥ H% )Y H[ Y| "R, (% ,Y) ¥ -
"salo falta probar que:
A lim R Y)=0
. ¥+g Z(Xb’ )

- 9] %Ry G, Y= & (G 4o H(x XS 770

7

2 1|n
= = +CY) -
119 | ’RZ(XO , Y)] 5 LE=1 le[l) SF G DD, F(x ﬂY YJI

D. F(xo +CY)—D F(xﬂ )I 1] |




Es decir:
< 1 n n - )
Y) =5 I X D:.LjF(:::n+CY)—Dij (x0
1=1 j=1

R,(x

270’

Para Y#0 vy como cada D..F es continua en X =>lim D..F(x +CY)=D, .F(x )
ij . 0 y»0 1] 0 1] 0

Observacifn 1.1.7. Como F(x #1)-F(x)=VF(x,)¥+ > vH(x )Y+ |¥]] 7R, (x 1)

Para Y muy pequefio RZ(XO,Y)+0 o mds rapido que IIY|12+Ojcuando Y+0
, GZF _ . '
Definicibn 1.1.8. H(x0)=(-§§;§§3{xo)) ij= 1,2, ..., n se le }1ama

, Eessian de F en X, -

Definicion 1.1.9. Si la matriz de Hessian es invertible en X 5 ¥punto

critico a x; le llamaremos punto critico no degenerado.

Definicibn 1.1.10, Si la matriz de Hessian no es invertible en X, punto

eritico, a xo le llamaremos punto eritico degenerado.

Proposieildn 1.1.3, Sea A=(aij) matriz n x n real. simétrica. ¥ sea
n n o ,
Q(Y)=YAYt= z Y a Y.Y. entonces:
=1 j=1 ij 113
QYY) >()VY¥O¢=>todos los eigenvalores de A son positivos

Q(Y) <0\fY%0¢f>todos los eigenvalores de A son negativoes

?

Demosthacidn: Véase No. b de fa Bibliografia.

Teonema 1.1.3. Sea F:R®R con segundas derivadas parciales DijF conti-

nuas en Bn(xu); sea H(x;) la matriz de Hessian un punto critico X, entonces:

&) Si 'todos los eigenvalores de H(x ) son positivos, F tiene un minimo




B BIBLIOTECA
Dt CIENCIAS EXACTAS
¥ NATURALES

relativo en x,. s
. EL SABER DE WIS HUOR
HARA MI GRANDEZA

b) Si todos los eigenvalores de H(x,) son negatives, F tiene un maxi

mo relativo de x;.

¢) S8i los eigenvalores de H(x,) son positives y megativos, F tiene

un punto de inflfexidn en x4.

Demostracidn: Sea Q(Y)=Y H(xu)Yt la fdrmula de Taylor nos da:
1 .
F(xo+¥)-F(%)= 5 QMO +{|Y]|?R, (x4,Y)

donde xU+Y€Bn(x0) y %i% RZ(XO,Y)=0. Probaremos que existe r tal que si
nae o .

S 0<-{{Yl|<-r el signo de F(x,+Y)-F(%y) es el mismo de Q(Y).
Supongamos qﬁe Aps Xys ees An eigenvalores de H(x,) son positivos.

Sea h el mds pequefid, si mch ), -m, Az—m, +eu A -m son también posi

tivos y soneigenyalores de H(x,)-ml donde I es la matriz identidad.

, - C ; L. 7.8
Por la observacidn anterior la forma cuadriatica Y[?(xo)—mI}Y es de-

finida positiva.
'Es-decir;
Y[H (%, )—mI:l vio Y v40

ademéé
Y H(xo)Yt>Y (mI)Yt= m||Y||2 V m<h

tomando m= %—h tenemos: ‘ 7

1 2 .
Q(Y)> E—hI]Y]| V Y#0 y como %ig Rz(xoz Y)=0

entonces existe r tal que

<%—h con tal que O<||Y]|<r 7y para es

Rz (XO H Y)

ta Y tenemos:







2 1 2 1
< —
112 )Ry, D]<kul 19124 o
y la férmula de Taylor
1 2
F(xo+ Y)-F(xo)= 5 QM+ |¥]|”° R, (x0, ¥)
demuestra que:
1 2
Fx + V)-F(x )2 = Q-] [¥]]° R, (x , Y)>0
0 0 2 2%
Asi, F tiene un minimo relativo en Xg (fiﬁ de la parte a).
Para demostrar b) basta con aplicar el argumento anterior a -F.
Para demostrar .c)sean Al’ Az eigenvalores de H(xy) de signos opues—
tos, v sea h= min {[hll llzl} entonces, para cada valor m tal que -h<m<h
los nlmeros A;-m y A;-m, son eigenvalores de signos opuestos de la matriz:
H(x,)-mI

- . : ' P t I
asi, si me(-h, h) la forma cuadritica Y H{xo)-mI]Y toma valores positivos

v negativos en toda vecindad de Y=0

Elijamos r>0 tal que Rz(xo,'Y),< %—h siempre que O< |]¥||<x
vemos que para esta Y, el signo de F(x,+Y)-F(x;) es el mismo que de Q(Y) y
como cuando Y+0 se presentan valores positivos y negativos, entonces F tie-

ne en x; un punto de inflexifn., - .



PUNTOS CRITICOS DEGENERADOS,

En la expresidn:

usaremos la notacidn:

en general.. -

donde

M%+Y}F@Qﬁwwgv+%qunﬂ]%§%,Y) (1)

HOo)= 035FC6));5 51,2, 00
| _ _3%F ..
DijF(Xo)— _BX_-"E;X_ (Xo) 1,_]-1,A2,...n
LA |
d®. F(x)= Flxg)
Xp
d F(x)=VF(xy)x= (x —a—+ x 8 51
Xp 0 ? 8x1 ' ) BX Xg
) n
2 - t_ _a_ 9 52
anF(x) x H(xy)x (x, 8X1'+ .ot e )XE
k - ) 5 .k
d OF(X)—- (x, % +x28 +o.0t X BX) XHF
n
' Kk, k k
k k 1 72 n
d OF(X) k1‘+k_2+. k= (kl’ k?_, ..kn)X]_ Xa -X'ﬂ .
n \ L
3%F
(a1, a, a )
. k - n
oK n
%{1 ax
X= (Xls X Xn)
. k k!
(K.l, kz ...k_p}—
k! oky!




AsT la expresidn (1) se puede escribir con x= xp+ Y=>Y= x-x;

.F(X)=d0x F(x)+ deF(x—x0)+ dZXOF(x-x0)+|]x—xd]?Rz(xn,Y)

0

por ejemplo para F:R2+R X o=(%,,Y) x=(x,Y)

0 .
d“x F(xy,Y)=F(x,,Y,)
0

o (2 9 - x OF oF
dXOF(x,Y)~ (x o +Y i )XuF x o (x4,¥,)+Y Y (xy,¥,)
2
3 352 3°F 3%F 232F(x,4,Y,)
2 = L =l = 29 . 9+ )
d XOF(X,Y) (x o +Y aY)qu X2 (X, ¥ o) +2xY _aXaY(xo,Yo)ﬂ Ti
k .-k
a*, P, D= & ‘a‘xa‘” ’S‘?)l; r= 3 (xdy<d 2 (%0, ¥p) xpHT=x
0 " 0 j=0 J . axJ BY J

Techema de Taylon 1.2.1. Sea F:R-R con todas las derivadas hasta de

orden n continuas en una vecindad de x,; sea
KoHYEV _(x )Y T (x-x ) =F (x )42 F(-% )+ 21 F(xex o hos ¥ oy & F (xx o)
0 n 0 n o " Txy 007 20y TRTUT N Ty T O
La exprésién de Taylor de N-Esimogrado alrededor de x,

Entonces:

F(x)-T, (x-x)

lim 0
XX

0 |x—x0|n

Demostnacibn. (véase No. ¥ de La biblicgraiial.

?

Dedinicién 1.2.1. ¥ e R" es un cono si 4 x K £ R entonces txgK.
: y

Defdiniceibn 1.2,2. Una funcidn g:K-sR se 1lama homogénea de grado P si

g(tx)= tpg(x) # tgR Y xeK para alglin P fija.




Definicifin: Sea g homogénea.

. 1.2,3, Decimos que es definida positiva siVx#O x€K  g(x)>0

1.2.4. Decimos que es definida negativa si -g(x) es definida positiva.

1.2.5, Es no definida si no es positiva ni negativa.

1.2.6. Ee semidefinida positiva sivx:gK g (x)20

1.2,7 Es semidefinida negativa si ~g(x) es semidefinida positiva.

1.2.8 Es no semidefinida si existen x,YEEQBg(x)>O v g(¥)<0.

k

. ) 2 3
Obsernvacién 1.2.1. En las expresiones d XF(x), d . F(x),...d XOF(x),

‘ ) . 0
vemos que son ejemplos de funciones homogéneas.

N . ( k } k, k, k.
d « F(tx)= k1+kz+"'+kn=k klkz...kn (txl) (tx,) ...(txn)

¢

k ’ k
k2 F X (a,, az...an)=2(g k K ’ tkl. th...t n
2x1 1.. 2xn n ' A 11
k oKp
k k
(x1 1x,72. X ™y " m (al.. a)
2xl 1,.,..,2x 1
"""
k k
dk F(tx)= tk Z‘k ...k ‘x kl...x kq 2 F {a,...a )
x 1 n' 1 n k k 1 n
¢ x 1. ..2x 1
1 n
k k .k
.d < F{tx)=t d x F(x).

0 0

Definicidn 1.72.9. Sea KeR" cono y €20, la €- cbnica vecindad
K{(e) se define por el cono generado por la g~ vecindad en 8" de KNS

n . , . n
donde S es la esfera unitaria en R .




v
“
e o R A IR

Observacién 1.2.2. En.el Teorema de Taylor tenemos:

F(x)~fn(x—xo) )

1im =0 donde x=_xU+YEV(xn)

x>+ IX_XO ln
YeRn, si tomamos x;=0. tenemos:

F(x)—Tn(x)
lim n =0
0 x|
1 1,2 "1 .n N R
= = = D+ ..+ = d  F(x)=F + —d F(x)

y en Tn(x) F(xg)+ i don(X)+ 51 d XOF(X) nt ¢ x, (x)=F(x,) kgl Kt x,

NotaciGn: Al término k—l, & Fx)-= I, ()
. X

el limite anterior se puede escribir en forma equivélente como:
_ g o
F(x)= F(x0)+.k§1le(x)+]x| Rn(x)
donde’

%&g RD(X)F 0

A |Fk(x) le 1lamamos la k-&sima forma de Taylor.

Sean IFP, lFS, lFt denotardn la lera., 2da. y 3ra. forma de Taylor que
no se anula en un punto critico Xg4. Clararente Z<p<s<t y 's 'y t pueden no

" existir.

Definicion 1.2.10. k.= {xe R I (x)=0) i= p,s,t
usaremos las formas de Taylor Ei para desarrollar un procedimiento para cla-

sificar pufitos criticos de F.

Observacién 1.2.3. En las siguientes proposiciones y corolariocs Supon-
dremos que F:R'SR con derivadas parciales hasta de orden N continuas, Xy pun

to critico.




Proposdicién 1.2.71. Si Ep es no semidefinida, entonces Xy es un pun-

to silla de F. Supondremos que
x¢=0 y F(xe)=0 y G=Bn(0)
Demos Thacidn:

por el Teorema de Taylor
F(x)= F_(x)+ |x]P R (x
(x) b %] p()
donde
%%8 RP(X)=O

sea

‘IF_(h)#0 como 1im R (x)=0==existe 8>0 -
P x+0 P
tal que para O<t<6|h]p]Rp(thﬂ<-%| Fp(hﬂ

Adémés, como F(x)= Fp(x)+]x|p Rp(x) entonces

F(th)

[B‘p(th)-r-]th]? R (ch)

Il

" (+ £P|n)P R (th)

i

tp[ [E_(h)+[n|P Rp(th)]_

Asi, F(th) tiene el signo de pr(h) si 0<t<5;y\ccmole tiene valores

positivos y negativos

==>F tiene un punto silla en'xo.

P&Upoéiciqﬂ 1.2.2. si Fp es definida positiva, entonces X, es um
minimo local de F. Si F_ es defdnida negaiiva, entonces x, es un miximo
local de F. g

Demostrnacibn:

Supondremos gque
R ¥x=0 = F{x)=0




. .- - n - - .
como IF_ es definida positiva y continua en Ry ademds la esfera unita

ria en R" es compacta tenemos que m>0.
Por la homogenidad de IFP(X).tenemos
- P
IF (tx)= t IF (x)
P P
I . l1.p
= F
WP(T;T-X) (T;T) lﬁp(x)
es decir:
* () =|x|P ¥ SF

b4 . ' L.
y como TET estd en la esfera unitaria

l‘Fp(x}.>m]x|p ¥ xe g° (1)
ademds como

1im R (x)=0

x>0 P :
existe 550 tal que IRp(x)|< %-m para O<|x[<§

<, -l_ 1 — 1 1P P
Asi: - 2 m< Rp(x)< 5 I —>—-§ mlx[ <|x| Rpfx)

como

F(x)= [Fp(x)+[x|P R (x) (2)

para 0<|Xi<6 usando (1) y (2) tenemos:

FGom[x|P - 3 m]i|P>0

es decir que 0 es un mInimo local de F.

Para demostrar la segunda parte basta sustituir -F por F y aplicar la

primera parte.y entonces 0 es un mdximo de F dado que 0 es un minimo para -F.




Proposdedbn 1.2.3. Supongamos que IFp es semidefinida pesitiva pero

no definida posifiva, y supongamos que Kpt,ﬂ(s

a) Si [E‘S es no semidefinida o semidefinida negativa en Kp entonces

x, es un punto silla de F.

b) s5i [E‘S es definida positiva en Kp entonces x, es minimo de F.

Suponemos x,=0 F(x,)=0

Demosthacidn: a) Piimera parfe.~ Suponemos que fE‘p es semidefinida posi

tiva, es decir, tE‘p(x)zO pero no estrictamente positiva ya que si

le(x)>0 \{ Xg R"  x#0
Kp={xERn|-[E'p(x)=O} = {0} y entonces KpC‘- Ks =

Asi que {Fpr,no es estrictamente positiva
. x#0 : -
i.e, :-]XE:KP I'Fp(x) 0

para ngpﬂG donde G es vecindad de 0
R
F(x)= [F_(+|x|" R_(x)

ya que si xgK le(x)=O donde 1lim Rs (x)=0 vy como IFS(X) es no semidefinida

N
por la proposicidn (1) aplicada a IFS(X) 0 es un punto silla.

Demosirnacidn: al Segunda parfe.- Si F_ es semidefinida negativa sobre
= 5 - . _ .
Kp como F{x}= iFS(x)-i-[x[ Rs(x) donde }];_])__8 RS(X) 0.

Por el argumento de la proposicién (1) tenemos que:



3 h;EKP tal que !Fs(thi)<0

y &>
B R'BLIOTECA
F(thl )<0 si 0<t<(5 . . i '{'}Lblt”‘iﬂ‘wﬁﬂCTAS
P RAToRALES
!LSARERDEM!.‘KHM
HARA Wi GRANDEZA

Ademis:
I (x)> 0 Y e kU o) F@= B4 X PR G0

Por el mismo argumento podemos encontrar:

h ek ©

25%p y 62>07 tal que F(thz)po.

si O< <, . 0 es un punto de inflexi&n de F.

Demostrhacitn: de b)
Sea S™= {x “:q <1 m= Inf.{Fs(x)]xﬁkg\Sn}

claramente w0
Para»kgkgﬁ Sﬁ por la homogenidad de Wg. Es decir:

IF_(tx)= t® IF_(x)

tenemos
IXI x)= (—ﬁ) IFS(X)

de donde

IF_(x)= [x[s IF (—lé-x) como —>—g ST [F (—EH-X)yé-m

s s |x| ]x] ) s x| 4
(ya que si IF ( - )<4 m=m no es el Inf. y &sto contradice nuestra supo-
sicidn). I I ’
Asi:

F G =] x| A[FS(E x)>2 m|x|® ¥ xek ) s ()




Adem3s, como FP es definida positiva en C=£ kp(\Sn]c\J{O}

Por el argumento de la proposicidn (2) existe 5>0% F(x)>0 si 0<|x]<é

y xeGNG

s5ea
61>0 _3 IRS(X)!< %m s1 0 <]X[< 61
. 1
Asf - 3 mR_(x)< 3 m - ax % R xS @)

‘as1 para xgkg\sn y O<|x|<8, usando (1) vy (2) tenemos:

F(x)> [FS(X)+] %] S RS(X)>% ) x| S_ é—m] x| = %m{ x| %0

_“_l . F(XPOVX&kpn st vy F(x)»0 V %€ C{‘\C
es deéir : 7
F(xp 0 ‘JX %O< Ix|< min'.{(g,a 81}

*

0 es un minimo local de F,.

Observacibn 1.2.3. Si seguimos el razonamiento de la proposicidn
1.2.3. a) y hubiésemos tomado Ep semidefinida negativa pero no definida

negativa y kpqtks; Es no semidefinida, llegarfamos al mismo resultado.

Conolanio 1.2.1. Si Eﬁ es semidefinida negativa pero no definida

negativa y kp¢:ks; ES es no semidefinida, entonces 0 es un punto silla.

1

Observacién 1.2.4. En la demostracidn de la proposicién 1.2.3. a)
si tomamos [F_ semidefinida negativa pero no definida negativa, kﬁqiks y

WS semidefinida positiva, tendrfamos: F(th;)>0 y F(th,x 0 0<t<éz hzgkpc

O<t<§ hlgkp vy tambi&n 0"“seria punto de inflexidn.




Cornolanio 1.2.2. 8i FP es semidefinida negativa, kﬁqtks y [F semi-.

definida positiva en kp, entonces 0 es punto de inflexidn.

Observacién 1.2.5. En la proposicidn 1.2.3. b) con kpc# kS si para F
EPED v Ep 70, ms>0, 0 es un minimo. N

Significa que para -F FpﬁD y Fp‘{ 0 'y F<0, 0 esun miximo,

Coholanio 1.2.3. Si Ep es semidefinida negativa, pero no definida ne
gativa y kquks y ES es definida negativa en kp, enténces 0 es un m@ximo

local de F.

5i WP ¥ FS en kp son semidefinidos positivos pero no definidos positi-
vos; veamos el comportamiento de Et(x) en kS y podremos establecer proposi-

ciones semejantes.

E1l caso que falta por investigar: kﬁ:'ks con Ep semidefinida pesitiva
pero no definida positiva. Aqui no podemos establecer las mismas conclusiones
como veremos en los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1.2.1. Sea F(x,5)= x ~3xy + 2y = (x-y ) (x-2y°) Claramente (0,0)

es punto critico.

- .- -
Aqui, s1

X > 2y2 5% > .y?

=—>F(x,y) >0
x-2y%0> yy x-y2>0
si . - »
x = X
<YV = RS P(x,y) S0 »
x-y2<0 vy x-2y?2<0
st . x-y2>0
2 2z
Yo X < XY =x_2y%0=#F(XJY) <0

Asi (0,0) es punto silla de F.




Aqui:
o (x)= x° ko= {(x,y) |x=0}

Fy(x)= -3xy? k3='{(x,y)|x=0 o y=0}
IRy (x)= 2y° k= {(x,y) |y=0} .

ks kg [F, es semidefinida positiva y

(0,0) es punto silla de F.

EJEMPLO 1.2.2. Sea F(x,y)= x°- 2xy’+ 2y*= (x,y?)%+ y*. <Claramente

(0,0) es un punto critico.

Si: .
' x > yi=> x-y?>0 => (x-y?)?>0 —=>TF(x,y)>0
x < yi—> x-y2<0 =>(x,y?)?>0 =—=>F(x,y)>0
x = yZ=> x-y2=0 =>(x,y°)= 0 —=>F(x,y)>0
Aqui:

IF, (x)= %% kp= {(x,y)|x=0}
Fy(x)= -2xy? k= {(x,y)|x=0 o y=0}
Py (x)= 2y" ky= {(x,y) |y=0}

ks kg3 {F es semidefinida positiva y
2

(0,0) es un minimo de F.

Ademds en el caso en el que todas las formas de orden mayor que P se

anulen en kp, no podemos dar- criterios.

Asi:




EJEMPLO 1.2.5.
F(x,y)= %"= xy’= x(x-y?)

si
x > y? => x-y*>0 => F(x,y)>0
81
0< x<y2 x>0 vy x—y2< 0 —> F(x,y)<0
si '
x < 0=> x<y?  y#0 ==>F(x,y)<0
(0,0) es un punto silla de F.
Aqui
F, (x)= x* Ko= {(x,y)| x=0}
IF3(x)= xy> ky= {(x,y)| x=0 o y=0}
Fy= 0
F.= 0 ‘c/‘ig_A
1
Ko Kj [Fi se anula en k, \-fi>2
EJEMPLO 1.2.4.
- 1/y2
xz—xzy + e
Sea F(x,y)= (x,y)¢ 0
0 si (x,y)=0
—1/ 2 —1/ 2

x?- x%y+ e o x2 (1-y)+e




aqui

Si y<1 1-y>0 si x=10 Fx,v)>0
Si y<i 1-y>0 six#£ O F(x,y)>0 vy

(0,0) es un minimo de F.
Fo (k)= X%+ kyp= {(x,y)[x=0}

T3 (x)= ~x%y > k,= {(x,y)|x=0 & y=0}

ks & k3
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CAPITULO TI

7. CLASTFICACICN DE FUNCIONES EN PUNTOS REGULARES,
{DEFINICIONES VY EJEMPLOS)

Como en el caso de funciones F:R'™R podemos definir la derivada de F

N n.__m
en un punto respecto a un vector para funciomes F:R R asi:

Definicion 2.1.1. Sea F: R™R", AcR" abierto y peA VE R® tal que

p *tVeA  teR definimos la derivada de ¥ en p respecto a V como:

>0 t

. . n
La misma observacién para el caso F: R 2R

Obéghuacién 2.1.1. F(p): R™R™ es lineal.

. ) n
Si ei es una base para R

Fx, (p)= ig{-i ()= Ve F(p)

de hecho si
I
V=(V1,V2, ..., Vn)=‘ E-V.Q_
tenemos
n .
_ 3F
VF®T iy g,
Definicibn: Sea Fi RR"

©0
2.1.2. F es de clase C si F es contfnua en todo su dominio.

2.1.3. F es de clase C° reN si tiene derivadas parciales hasta de or-

den «<r y &stas son continuas.

. ,V;F(P)= lim F(p+tV)-F(p) donde este limite exista.
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=) ; T ‘v[
92.1.4. F es de clase C si F es C reN

Para funciones ¢: RT-R"

7.1.5. ¢ es homeomorfismo si ¢ y ¢ * som continuas.
2.1.6. ¢ es difeomorfismo si ¢ y ¢ ! son diferenciables.

2.1.7. ¢ es difeomorfismo de clase C' si tanto ¢ como ¢ ' son de cla-

T
se G,

Definicibén 2.1.&. Sean F,g: RR” de clase Cr, decimos que g es Cr—eqqi

valente a F si existen difeomorfismos ¢,¥ de clase ¢t tal que
Fx)* (¥ dgo ¢ DX

es decir si el siguiente diagrama es conmutativo

n Foom (F 00) (x)=Q) o g)(x)

R R
¢t t
D 8, g8

Notacidn. Si g es ¢’ _equivalente a F, diremos que F y g son Cr—equiVE

lentes.

Ejemplo 2.1.1.  F(x)= %3 g(x)=x

"F y g son C’-equivalentes pero no C!-equivalentes,

$i definimos ¢ (x)=% x P(y)=y

$ no es derivable en 0 pero tanto ¢ como Y y sus inversas son continuas.

(fo ¢)(x)= (I ®)1=x
: asi (F o ¢)X)=( o g) (x).
(P og)(x)= x =x
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Para ver que no son Cl—equivalente, supongamos que existan

¢ yp C'-diféomorfas
(Fow(x)= @ o g)(x)
F(p(x))= ¥(g(x)) P (x9) =0
FLOG)). ¢ (x)= Plg(x))g! (x) Sea mg= cﬁO)
FH0)¢" (xo) =P (g(x0)). g’ (x0)

pero F}(0)=0 y g}(xy)=1

y como P (y)# O y€ R (condicidn para que exista § ')
y T

Esdecir;que _ B'BL[OTECA
1 _ . 7] De CIENTIAS EXACTAS
PO 0600y < WATURALES
EL SABEH DE Mis HLIOS

HARA M GRANDEZA

Pl (g(xg)) g' (x0)# O

y por lo tanto F ¥y g no son Cl—equivalentes.
Ejemplo 2.1.2 F(x)=x2 g(x)=x
‘demostremos que no son C%-equivalentes. Supongamos que son C%-equivalentes
entonces (F o ¢)(x)= P(g(x)) es decir F(x)= (Y ogod )(x) oy "1 (%) es siempre
creciente o decreciente entonces (g o ) 1Y (x) es siempre creciente o decre-
1

ciente dado que g(x)=x y si aplicamos P(g o ¢ (x)) serd siempre creciente o
cedreciente pero F no es asi

Asi F no es C%-equivalente a g.

Ejemplo 2.1.3. F(x,y)=(x,y?%) g{x,y)=(x-y-(x+y)?, 2(x—y)+(X+y)25
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F es ¢’ equivalente a g.
Si definimos ¢ (x,¥)=(x~-y, xty) w(x,y)=(:%?(x+y), i%:(y—2x)
(Fog) (%, y)=F (¢ (x))=(x-y), (x+y; 2y=(x-v, x2+2Xy+y2)

(p og) (x,y)=( % (x-y= CGty) 2+ 2(x-y)+(x+y)?), 35- (2 Gemy)+ ety) 2 -2 (x=y= () ?)

It

(x-y), x*+2xy+y?)  asi (Fog) (x)=(Yog) (x)

Nos interesa el comportamiento local de una funcidn en una vecindad de un
punto, es natural identificar a todas las funciones que coincidan con F en una

; vecindad de un punto %, con una sola funcidn, asi: — }

Definicién 2.1.9 Para una funcidn F de clase C , ngRn El germen de F

en x, denotado por F(x,)

?Ix6)={g(x) de clase le F(x)=g(x) xeV{(x,)}
asi diremos que F y g son germen-equivalentes en X,

Si F(x)=g(x) ﬂ xeV(xg)

Observacién 2.1.2, Claramente el germen de F en X, es una clase de equi

- OO
valencia para Fe C

NotaciGn: F{x)= (F,x,y)

Obsesvacdién 2.1.3, E1 valor del germen es bien definido ya que si F y g
son germen equivalentes entonces F{xy)= g(Xg)

la composicibn entre funciones la podemos usar para definir?
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Definicibn 2.7.10 La composicidn entre germenes

(8,}’,2) o (F:X’y)=(gOF: X,Z)

AsT ya que tenemos el conjunto de funciones c” ‘dividido en clases de

equivalencia podemos definir equivalencia entre germenes:

Definieibn 72,.1.11. (Fl','xi—:,yijy (F,,%;,y,) son C -equivalentes.

Si existen germenes (¢,%;,X,} v (¥,y;, v,) de difeomorfismos ¢” tal que

(Fz,%2,y2)=(PoF109 ',%,,¥,)

‘es decir que el siguiente diagrama es commutativo:
. FosX,,95
X, %, (Fs, 2 ) >Y,¥,

(¢‘,X1 >X2) + + (¢sY1 ,Yz)
X%, CFEy) oy o

(F20¢:X1 ,y2)=(¢o'le,X1 s}’z)

Netacdibn:  (F,xy,¥q) <(g8,%X,,y;) significa F es c” equivalente en x, a

g en x;, otra forma de escribir esto es:

Sean F, g: R™s R y xl,ngRn, decimos que el germen de F en x, es

ot ~equivalente al germen de g en x;, si existen vecindades U;de x,, U, de

X,, V;de g(x;) v V, de F(x,),y germenes de difeomorfismo C ¢ W+ W, ¢:V,~V,
tal que g(U;)eV, vy F(U,)aV,, ¢(x)=%, ¥ (Fo¢)]U (wog)lu ,, €8 dec1r 7

(F0¢) (x)=Qpog) (x) V xell;, © sea, que el siguiente dlagrama es conmutatlvo

U, s V,

¢ + T y ¢{x1)= %

U, _& 5 v,

(F20, x1,72 }={(Yo 2:X1» Y;)




)
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Observacién 2.1.4. Se sigue de la definicidn que (Fi,x1v1)y (F2,X2,v2)
son Cm—equivalentes<m>F1 vy F2 son Cm—-equivalentes en alguna vecindad de X3
y X2 2 ‘ 2 _n 2 2
EJEMPLO- 2.71.4 F(x)= x° g(x)= 2x“—=x'= x°(2—=x°)

[se] o0
F v g no son C —equivalentes en todo R pero F en 0 es C -equivalente a

genO.

Definimos §{x)= x Jz-xz —l<x<1 $(0)=0
viy)=y

_Ciaramente $(x) vy w(y) son de clase ¢ ademis
~ - _
¢—1(x)=i 2~j;§&:£§__ -1<x<1 es C
(Fob) ()= F($(x))= (x {2x2) 2= x2 (2x?)

(Wog) (x)= 32(2-x2) es decir F(x)=(ogod 1) (x)

para -1<x<l

Asi : .
* (F,0,0)~(g,0,0)

EJEMPLO 2.1.5. Para una funcidn F:R =R de clase_Cm" en su dominio y

F(x,)=y consideremos (F,Xy,¥,) v (8,0,0) donde g(x)=F(x + x,)-F(x,)

Por la expresién de g(x) es claramente c”.

Definimos ¢(x)=x + X, v w(y)=y+F(x0) que tambien son c” y Veamos
que ’ |
F(x)=(Jogogh) (x)
-1 .
¢ (%)= x-xy
gld 1 (x))= Fx-xq+ x,)-F{x)=F(x)-F(x()
aplicandoc:

W (g0 7)) = F(x)-F (s )+F G ) =F (2
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EJEMPLO 2.1.6. F(x)=x> g(x)=”.%"x3— x

demostraremos que (F,o0,0) y (g,1, -2/3) son Cm—equivalentes, si definimos

g1 (x)= g(x+1)+ 2/3 g1 (0)=0

V o
Por el ejemplo anterior (g, 1, -2/3) y (g1,0,0) son C -equivalentes

1 _
g, (x)= 3 (x+1)’-(x+D)+ 2/3= %'(x3+2x2+3x+1)—x—1+2/3= _;_ x 3 4x?

g (x)= .}Ax3+x2=x2( l-x+l)
1 3 3
Si definimos

060=x [T

Y(y)=y claramente ¥ es difeomorfismo de clase C00

Tambien ¢ es un ‘difeomorfismo de clase c” definido de (-2,*) (-2 1/3,=)

va que ¢ esta definida para'x2.~3 y 1 (x)>0 si x>-2=>¢ ' existe y es de cla-

se Cm
(Fog) (x)= ¥(x | 51 ix+l)= x%(1/3x+1)
(Yog) (x)= x( %-}};H) y. $(0)=0
Ast
(F,0,0) y (gl,0,0) son leequivalentes
¥y como

kgl,0,0) es leequivalente a (g,1, -2/3)

. (F,0,0) v (g,1,-2/3) son quequivalentes.
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En los.ejemplos anteriores de dn—equivalencia entre germenes, vemos que
la expresidn de F(x) es mas sencillas que la de g(x), es decir, que para una
clase ?Ixo) nos interesa trabajar con la expresitn mas simple, que sea repre
sentante de un gérmen determinado, a tales tipos de expresiones les 1llamare-
mos formas normales de germenes.

. n _m . . '
Sea funcidn F:R >R en términos de las funciones coordenas

F(x)=(F, (x), F,(x), ...,Fa(x))

recordemos que la diferencial de F en un punto_b=(bl,bé,...;bn) esta dada

por la transformacidn lineal dF(b): RGRT Tepresentada por la matriz
aF. .
~ i i=1,2,...
A= ( axj(b)) j=1,2,....0

Definicibn 2.1.12. E1 rango de la diferencial de es el rango de la

matriz A, y ademd@s que el miximo valor que puede tener A es min {n,m}
Nofaeifn: Diremos que el rango de dF(b) es el réngo de F en b.

P n _m . - e g
Definicién 2.1.13. Sea F: R >R si F tiene rango.mfximo en b diremos
que b es un punto regular para F. Si'F no tiene rango mixima en‘b;diremos

que b es un punto singular de F, o una singularidad de F en b.
Observacién 7.7.5. Para F: R'SR un punto singular es un punto critico.

Definicibn 2.1.14. Sea F: R>R" F tiene singularidad tipo S, en b
. , g % ‘

si el raﬁgo de F en b es min {n,m} -k

k ‘es llamada la deficiencia de la singularidad.
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Observacifn 2.1.5., Un punto regular tiene deficiencia 0.

Recordemos adem3s que para F: RR

p _9°F
H(XO) AN —X—a—x— (XQ)Z'Zj Z=(21,Zz,...;n)

i=j=1 3 i i
. 32F
H(xy )= (x4) : .
0 X Xj ¢4 1,j=1,..n

Es 1llemado 1a matriz Hessian de F en x,

Deginicibn 2.1.15. EI nimero de eigenvalores negativos de la matriz es
el fndice del punto critico. Cuando hablemos de (F,x,,y,) podemos escribir
F(x) en x, entendiendo que la funcidn F es un representante (no necesariamen

“fe 14 forma normal) de la clase (F,x;,v,)-

Proposicién 2.1.1. Si (¥F,x;, v1) v (g,%;,y,) son C equivalentes

entonces. F es regular en x;<=>g es regular en x,

Como (F,x,,v;) v (g,%,,¥,) son C”-equivalentes

3 germenes de $:U,»U;  y PV Vy
—_— difeomorfismo ' -
" de clase G - com ¢(x,)=x; ¥ w(yy)=y,
tal que
(Fop) &)= (Yogd x) xel,

M RIBLIOTECA
- /) ue GICRTIAS EXACTAS

F2 (3 (x2)¢ ()= 3 (g Vgt (x)  Bgpueant oo T HATURALES

HARA M1 GRANDEZA

derivando:

tomando X=X,

Fl(xl)¢1(xz)= w](g§Xz))g1(Xz)

y como ¢1(x2)#0 y ,wl(g(xz))¥ 0 (va que son difeomorfismos)

~ ==> F es regular en X;<-—>g es regular en X,.
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Antes de ver el teorema que nos caracteriza a -'las funciones en puntos

regulares recordemos el teorema del Rango.

TEOREMA DEL RANGO 2.71.7. Sea F:A »R" A< R"  abierto . -
, . - _
vecindad de a afAc R" ,F de clase C tal que el rango de Fl(x)=p p fijo

entonces

1}.- Existe U A abierto y un difeomorfismo de clase C®

u:U »1%= {lxil<1 1<i<n

0

7).  VeF(U) V abierto de b=F(a) y un difeomorfismo de clase C
e .= < <.< — -
V'_Im {‘yil 17 l_;_m} >V

tal que
F (%) = (¥OF  0u) (x)

donde
F=F :I —1
s m

FO(XI’XZ;".’Xn)=(xl’x2’.'-’xﬁ; 030:03"'0)

Véase el diagrama.

R
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Demostnacidn: Supongamos a= Oe R y F(a)=0c ™ ¥y que Fl(x) tiene

rango P VXSV(&)

ok aFy
3%, s %
que F1{0)= ' tenga rango p significa
oFm oFm
9% an. J

que existe una submatriz pxp  su determinante es distinta de 0 y que cual-
quier submatriz cuadrada de tamafio mayor que pxp tiene determinante igual a

0.

Sabemos que permutando rengleones y columnas de la matriz se puede llevar

el bloque pxp de det # 0 en la esquina superior derecha, asi podewmos suponer

que ) i
" 37, 9F; |
x Ut Ty -
P .
p = tiene det p#0 &
3F oF o
=E P
9% ox,
_ i
Sea u: V{0) R" »R" definida por f
u(xl,xz,...,xn)= (F, (x),..., Fp(x)’xp+1"'°’xn) i
para x=(xl,x2,...,xh)
Entonces: -~ .,
pl1?°
ul (x)= l ' que tiene det # OVXEV(O)
P !
| 0 § "y
Por el teorema de la funcidn inversa u es invertible en una vecindad
de 0.

n n . - .
I R+ R la inversa de u. Si consideramos que

e

Sed 1t -

R R R YL R RGN IR Sy
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tenemos que ;
-1 : i
Fou : i RLRT b
t
tiene la expresidn: ﬁ
;:%é
Fou (YlsYZ;-..,Yn)=(y1,YZ,...,yp¢p+1(y),__.,¢m(y))

nt
(Y1,Y25Y3°--:Yn)€ 1

- - - =1 - .-
as1 la diferencial de Fopu ° tiene la expresidn

1 . 0

; e ' o LR .

3 i -1 LL . L )

j D(Fou )={ . : .0

- 1.0 @

- T2 T 2¢

. - . ¢P+! ¢P+1

, -3 vas

3 c o *.-yp+1 2yn

. ‘2 '

‘? 2

1 2 ot 2

3 L yP+l Y -

é ¥y como el rango de €sta matriz debe ser p, tenemos que

. B8 9 X 01

P+l - P+l . 0 0 y
] 5 ceree ] i
Tp+1 7n o
3 = 0 . “
] 2 0 ‘ ;
i ¢m . 2(bm l' 0 0 S iy
L % =] "
'f P+l n ;
.% ée donde concluimos qu las funciones ¢P+l,¢P+2,....¢m no dependen de las

f variables yp+1,...yn

Entonces podemos definir
y 1R v(0)

por

v—l(gl,xz,...xp,xp+l,...xm)=(x1,x2,...,xp,xp+1—¢p+1(x)..,xm-¢m(x))

1
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" A BIBLIOTECA
la giferencial de v estd dada por: | (o Ok CIERGAS EXACTAS
L i ’: O BL SABER l:;,rms —_—— NATU RALES
R S HARA MT GRANDEZA
Dy ! (x)= REN
? i '.'
L

que tiene determinante # Q0 y por el teorema de la funcidn inversa existe
o om n . .
viIl Ve R que es difeomorfismo, y se puede obtener facilmente el resul-

tado del teorema.

Teonema 2.1.2. Si b es un punto regular de F: R™> RP entonces el ger
men de F en b es analiticamente (topoldgicamente) equivalente a de el cual

a su vez es equivalente a los mapeos lineales.

>y = ’ = =x.
nop Yy %, Y X e yp Xp

Demosthacién: Supongamos n>p; entonces tememos que el rango de F en b

es p.

Traduciendo el teorema del rango tenemos: b€ R A::Rn’ ve r?

Existen: U, V; M a

F(x)=(vo%ou)(x) dog?e Fn(xl,x : xn)=(xl,x ...,xp) es decir

0 P 2?
F(x) vy Fo(x) son €. cequivalentes, P ¢
! ‘U.'— . ‘\Atﬂ“ Y - ‘:;_f{b_l'fV_CR
\‘ '-_--b—’ ‘ll F
¥ T.
n P
T e R e e XTeR
Ahora, por la expresidn de Fn(x) lo podemos representar por la matriz
1 ;0..--0
B=f 1 |
10.---0

Sea A=(aij) de rango p que representa a la diferencial de F en b por

un resultado de algebra lineal. Tenemos que
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VAZ B<=—>A=PBQ donde P,Q son regulares

es decir, tenemos:
Fg(x}=(V10DFaO ul)(x)
Fy=B

o SR donde u oy V1 son difeomorfismos representados
0 =Q ¥ 4y =P por las matiices Q, P regulares,es decir que Fo
! &® Sy ! y DF0 son C -eguivalentes.
DF0=A

o
Asi: hemos demostrado que F y F son C -equivalentes por el teorema
0 ;

o0 L
son C —equivalentes por algebra lineal

del rango y Fuy DFb )

. Fy DFb son C --equivalentes cuando b es punto

regular,

En el caso n<p,6la demostracidn es similar; aqui

Fo(xl,xz,...xn)=(xl,x2,...xn,O,...,O)

y la matriz que representa a F es de la forma:

b.L

y el rango de F en b es min {n,p} = n

y todo el desarrollo es semejante.
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Propesdicién 2,1.2. Sea (F,0,0) v (g,0,0) C equivalentes entonces
si 0 es una singularidad tipo Sk de F, entonces g tambien tiene singulari-

dad tipo Sk en 0.

o .
Como (F,0,0) y (g,0,0) son C equivalentes, existen gérmenes de difeo-

o0
morfismos de clase C .

: U —U V>V
0 ) y ¥ V)

con $(0)=0 . $(0)=0
tal que _
(Fod) (x)=(jog) (x) xel_
derivando _ . .
F' (6 (:))9" GOyl (g (x)g’ () S

romando x=0

F1 (0).4" (0)=p? (0) g’ (0)

y como ¢ (0) v ¢! (0) son difeomorfismos; estén rebresentados por matrices
no singulares, llamémosles Q! y P respectivamente, FI(O) estd represen-—
tada por una matrfz de rangé: min {n,p} -k 1lam@mosle A. _

Y gl (0) estd representada por unma matriz B. Asi A=P.B.Q donde P y @ son
no-singulares.es decir A y B son equivalentes, es decir que el rango de |
A= rango de B (véase nﬁmera' Lf de 1a bibingiafia indicadal )i y esto

significa que F y g tienen el mismo tipo de singularidad Sk en O,
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2.- FORMAS CUADRATICAS Y CLASIFICACIONES DE F:R-wR EN B,
PUNTOS CRITICOS NO-DEGENERADOS.

Proposicibn 2.2.1. Sea F: R+ R de clase ¢~ en una vecindad de
V(0) y F(0)=0 entonces

n
Fe)= I %8, 00

péra algunas funciones g; de clase C definidas en V{0) con

(0)

g (0= .
. i

3

Demosinacifn: Sea g(£)=F(tx)  g(1)=F(x)  g(0)=F(0)=0

derivande y usando la regla de la cadena
gl (£)=VF (tx) .x

0 en términos de los componentes:

e By By BE
g (t)-' (.*5;;(1:)(), sz-(tX)’“- o

(£x)) Gg ,%p, - %)
n .

asi
h aF
1 = ——
g ()= Box; BXi(tx)
integrando -
g(l)-g(O)ﬁfJ 1(t)dt—lzlx (tx)dtn E flx (tx)dt
0 .1 Xy
' - 3F
- = T 19>
F(x) F(O) i=lxi{ axi(tx)dt
definimos _
g. )= 2 (ex)ae
i 0 Bxi
¥ obtenemos . .

el
FG)= (I % g ()
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Paoposdicién 2.2.7. Sea F: R™»> R con F(0)=0 y 0 un punto critico no

degenerado de F, entonces

F(X)=i,§=l aij(x)xixj= | gi(Q)
donde

a5 @=1(1-0) S;Fa (tx)dt
es decir

n
JESER I (/11 t)a f x. (£x)dt)x, %5

3

Demositnacibn: Sea F(t)=F(tx)  F: R >R  F'(t)=yF(tx).x

F(1)=F (x) | COF(E)SFT(tx) .x.x

F(0)=F(0)=0

Aplicando el Teohema de Taylor a F alrededor de 0 con t=1 yx=0 hasta

wl orden 2, tenemos:

F(1)-F(0)-1/11F’ (0) ~1/21E" (0= 5 l),11(1 £)2” F“(t)—F”(O)}dt

s e e R g A B B P DS e B IN A E R AR FE RSN a AEARTR XN f h See ok AARE

'y como E(l)=F(x) F(0)=0 E'(O)=VF(0).xl0
11 aF
O b e ;0% (0)x, XJ

sustituyendo obtenemos:

ﬁ

P(x)-1/2 _3’F (D)x %= 1o 22F ox.x —i—ﬁfg-h{O)x x,)de
',J 1 3x. i9%; %] 1y & %, 9% i7" “ox
=1 (1-t) —gi——-{tX)x % dt—fl(l t)7 —-2 (0)x x. dt
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. Es decir:
ful q azF azF 1
(A(1-t) L —(tx)dt)x.x.-% (0)x.x. /" (1-t)dt
F(x)- 1/22 1 (O) ',?ﬁl 2 gxiaxj 1] axiaxj ijo
pero
JI(-t)dt= 1/2
0 -
_3’F - 2 3 _3°F i o _3%F
F(X)—l/ZEaxiax.(O)Xin— i,j=l(‘or {1-¢) aX.BX.(th)dt)xin_ l/zi,:}‘::lgx.ax.(o)xixj
] 1] 173
de donde
Ln
HORMPRIE R LL(tx)dt)x.x.
' P 1,J . 0% 1] T
e m *10%5 - e
) ‘fMT“%\
es decir ?ERL!ﬁTECA
n fo b GIET TS EUACTAS

e 7 Y ha "s}.} §
F (_X) - g a.. (X)X x. =i oo NAURALE
j=1 “ij ivj AaER L s LS

Dado que una funci®n en un punto critico no degenerado toma la forma
anterior, veremos un procedimiento para poderla expresar como una suma de

cuadrados o forma diagonalizada.

Definicién 2.2.1. Una forma cuadrdtica es un polinomio homogéneo de

2do. grado en las n variables'xl,xi,...,xn y siempre se puede representar
como ; .
n
= CL.x.%x, d ..=a, . 1,j=1,2,...
F(x)= 133_1 aleli onde a1J ii j=1,2, n

donde A=(aij) es una matriz sim@trica

Fix)= xtAx
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Observacdén 2.2.7. Estamos suponiendo que la matriz A que representa
a la forma cuadrdtica, es simétrica ya que dada una expresién de la forma
: - e s . . ' t
xth’donde B no es simétrica, silempre es posible expresarla como x Ax donde

A es simétrica A= 1/2(B+Bt)

Demostnacibn: Como XtBXE R=2(xth)t= x UBx (1)
t C t_t
ademf3s (x Bx) = x B x (2) :
Asi: E

XtBX= l/Z(Xth)+ I/Z(Xth) usando (1)

1/2 (< Bx)+ 1/2(x Bx) © Usando (2)

=1/2(x"Bx) + 1/2(x"B"x) -

l/2(xt3x+ xtth)

1725 EBYH %

Il

xtll/Z(B+Bt)|x

xtAx

]

Y claramente A es simétrica.
n .

. = T s .

Si x.= 5 Tikyk i=1,2,...n es decir

x= Ty

donde

x=@ % 5eeex))  y=(r Ly seey))

y T la matriz de transformacidn: T=(tik) ik=1,2,...n

. ' . t :
Sustituyendo en la expresidn para x F(x)=x Ax, tenemos:

t t =
F(x)=y T ATy= y Ay= F(y)

o3 G mbae.
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Esta foérmula expresa los coeficientes de A=(aik) de la forma transformada en

término de la matriz original

Il
FOO= 5 o1 30010

que es una forma equivalente de escribir a la forma cuadrdtica, ya que recor-

- t - .
demos que A y B son congruentes s1 B=FP AP, donde P es una matriz no singular,

b t V -
En nuestro caso A y A son congruentes porque A= T AT y T es no singular.

Definicibn 2.2.2. El rango de la forma cuadritica es el rango de A.

Sea n n : n
’ _ L _ & : 2 X
FOI= 5 g=1 205%5%57 421 245%0 + 2 =2 215%6%

veamos el procedimiento para diagonalizarla. Consideremos dos casos:

a) a.i=0 11 i, es decir, no contiene términos al cuadrado,y como F no
i

F(Z) es

es identicamente cero, existird algiin aii=0 a..=0 pero a,

.#0
1] 13?é

qu simplicidad supongamos que &;,# 0 y tomemos

-x1=Zl+Zz

Xy =2y ~2y

x_ =Z, i=3,..n
1 1

n

g -

Asi en la expresidn F(x)= 2 ., 7 .a..x.x. donde 2a..=b..
i<j=1"1j"1i 1]

13

=by,X{Xo+bqy 3 XX+, . .4b. X1 x b, XX+, .. TD X x
12%1 %2770y 3% Xy 1nX1 X P23 %23 Ny 0on-y n

=b,, (22 -22 Y+b,,(Z +Z )Z +...+b A/
12 1 2 13 1 2 3 n—n 0= n

- - - - - - .
una expresion que sl tlene terminos al cuadrado .

e e L BTy A I o i A 08 - i Tt EA B AW BB a d Em e mE o am - A A e e oo
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Veamos ahora el caso en el que:

n .
b) F(x)=.Z .a..x.x. - si tiene términos al cuadrado
ij=1"1j"1"3 ,
n n
= L. a.x*+2 .7 a..x.x.
i=l "ij 1 i<j=2 1j 1]
- 2 2 2
=3 x* +a x° +...4a x"t+2a x x +...2a x %
1T 1 22 2 nn n 12 1 2 In 3 n

+2a xx +...+2a x x +...4+2a
2N 2 n

X x
23 2 3 n-1n n-j n

Supongamos que aii# 0 para algilin 1<i<n. Por simplicidad tomemos

a # 0 a>0. Asi:
n

n
2a190° 2a

F(x)=a |x°+ S22 x x 4+, 4+2810 o 5 |47 (x ye X )

11} 1 a, 12 , 1n] 12 n

donde F1 es una forma cuadrdtica en las variablesx ,...,x
: 2

Si tomamos n

) a,
Z = Ja x + .Z - xj
1 1 1 =2 P
Zl= X i=2.3, n
tenemos :

F(x)=F(z)= 2’4+ F'(Z ,...,Z.)
1 2 n

ya que: ' _ 2a

F(x)=a x Ix + zéié-x +...+
11 1§ 2 a,, -2 a
: 11

1n

v sustituyendo

: . a,. _ oA, :
X = l/,a‘ Z - —i;—Z. ! ~.22 — }3 Z.
1 nl 1 a,, ] a1 J= all J

s AN A AR E R ERASE AR B IS N S ARl de B R e s A aa W . A ——
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Obtenemos:

7 n al.Z. 7 n aj-Z. n ai.Z.
F2)=a |- - I, —AQ—J 0 .Zz——‘]——‘]“}- 2 .;z—'; 1zl +7F @ .2,
1 J N aT 7% 4y, j 11 3 1

1 a n a
[ o :
“a El___éz_a,_l_z 21 P E oL vE 2,2
1\a J 11 J Ja 11 ! 2
11 L 11
pr n -R$
2
T
B C2TN B R F(Z ,...,%)
11]a =2 a ] n
11 L 11 -
_ 2
1 n
=72 - =\ L a. . Z\+F (Z,...2))
1oa LJ"Z L] 3 12 n

y reordenando t&rminos tenemos:
F(Z)=2* + F'(Z ,...Z2 )
1 1 2 n

Podemos repetir el procedimiento a la forma cuadritica residual que
selo depende de las variables Zl,...,Zn como forma cuadrdtica, si €sta con
tiene términos al cuadrado, si no, podemos repetir el procedimiento del in
ciso a) y lograr que aparezcan en la forma cuadritica resultante términos

al cuadrado.

SRS TR NPT M R RT3 B RS R UaFD T DR e B frtee oy on wey W e

Supongamos pugs que existen Zy,..., Zn tal que !

rzy=Fzztg2d T 4 g H..(Z ,..2 )Z.Z.
1 2 r-1 i,j rij; n’ i

donde Hi' es simétrica y que después de n-r+l cambiQS,Hrr(O)¥ 0

sea g(Zl,...Zn)= Hrr(z) y tomemos V.=Z, i# r y

H. (Z)
_ L ir
Vr= Hrr(z) Zr + sy T Zi

Hrr(z)
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w‘lQTE
k J DE CiEsris g prgy *Cg{g
sl Wm’w«;ﬂm;

BL SARER 0 siis Hi
HARA M1 l.m\hm:%)s

Por el procedimiento anterior obtendremos:

hu
F(V)= . z+, >+ . L Hf.(v,...vn) vivj'

<r® i 1,j>r 1ij
As1 por alternaciones de los dos procedimientos,el proceso terminara
cuando después de haber completado algln cuadrado, mo haya residuo alguno,
y es de esperarse ya que los residuos o formas cuadriticas residuales en

cada paso se reducen el niimero de variables.
De esta forma llegamos a:
F(y)= y2 + y2 +...¥ y2 —(y%, )=(y2 )= ...~(y2
y)=y o+’ RS ATIVLLS S (¥*)
S8lo nos falta probar:
Proposdicién 2.2.3. E1 rango de la forma escrita en forma diagonal

es el mismo que rango de la forma escrita en la forma original.

Proposdcién 2.2.3. EI1 niimero de té€rminos positivos en la diagonal es

el mismo independientemente de cuidntds maneras pueda diagonalizarse.

Demostremos la proposicidm 2.2.3, 8i F(x)= x “Ax vy es transformada

en una matriz no singular T como en la introuduccidn tenemos:

F(y)= ytAy
donde
-~ t
A= T AT
Si det A=|K] y det T=|T|#0 y det A=|a]
tenemos

det E=det (TTAT)

—(det T)(det A)(det T")

ILEHEN

B R S " kil e et wOEE e o wern e n




A N R

S

e 51 SR

- ) . . _l

as - a ' i

Es decir que el rango A= rango de A ;
r

Ademds si F(x)=F(y)= izl a.vy. expresidn en forma diagonal.

tendremos que: b a

rango de A= nlmero de cuadrados de la forma cuadritica en su forma diago-

nalizada.

Demostremos la proposicidn 2.2.4. (ley de £a {nercia para formas
cuadrdticas) .

Una forma cuadratica real reducida-a una suma de cuadrados:

s
'

ai\)l lﬂﬁ.ﬁ KNG EF K MW e e v e o s

r

FGO= 35 a;%;

el nimero de cuadrados positivos o negativos es independiente de la elec—

e

- . el
¢idn de la representacidm. n

Pemosinacidn: Supongamos lo contrario, que una forma cuadritica

Ny
v
(o]
"\i‘\“ﬁ“ ;-

real

2 2 ; 3 <
ax+ax +...+a.x2—a X ~e.e—a_ X a.
11 2 2 s 8 s8t1 sh; rzr 1

se transforma mediante un cambio de variables
r
x.= & T
i y

i=1 "ki‘i

a la forma diagonal

2 5 2 2 .
.. - - >
byt et by P Ve by, B3>0

pero con Sgt. Entonces:

2 -...b y2

yt T

2ta x2-., - 2 _...-ax2=b y2...+h
a x“+a x ta x a x: blyl -+b,

a X -
1 3 o2 2 S 8§ S+.15+g



- 49 -

que podemos escribir:

2 2 2 2_ 2 24
. A R + +...tb y°= +...F +a
a.x a x b y r bly1 btyt

. . +.... 2
11 §'s t+1- t+1 * arxr

>
X
s+l s+

(=)

y tomemos el sistema de ecuaciones

X = ZTk yk=0
1

I

b4 LT 0

K,k

-

X ETksykzo Iy~ 0

wi.
e
es un sistema en las variables Yy o¥pse oYy donde el nimero de ecuaciones B
/ 2 :
ess [
. - 5
s + (n-t)= n-(t-s) S
5
E_
menor que el nfimero de variables ya que s t. 2
..
. Jh
De esta manera el sistema debe tener al menos una solucidn ne trivial ‘ﬁ
(no cero), digamos: ‘Q“
3
= & = = = i .
R L R S @
7
:

2

2_
&% + as+1xs+1+...+arxr 0 Q)

los bi 0 v aj>0 y_azi,xj son no negativos; pero de (1) resulta que ﬂi;O

:
£ |
3
E
i

esto contradice que no era solucidn trivial |
o s=t
Deginicdifn: La diferencia entre p= cuadrados positivos y n=cuadrades
3 negativoss en la representacidn de la forma cvadrdtica en forma diagonal, se

i

llama la A{gnatura s =p-n
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Observacidn: El rango r y la signatura s determinan univocamente a

pyn, yaque
r= p+n 5= p-n

y a partir del resultado anterior tenemos: toda matriz real simétrica A

es coungruente a la matriz ~

Ly

o
: .
{con unos, menos unos y cero en la dlagonalh

Teorema 2,2.7. Si b es punto crftico no degenerado de indice r para
F: R™ R entonces (F,b,F(b) es : analfticamente equivalente a (HbF,b,HbF(b))

el cual a su vez es analiticamente equivalente a la forma ncrmal.

F(Z)= -2%-z2%_,..-722 472 +,, 422
23 1 2 T r+i T n

Demostracién: Supongamos b=0c R" y F(b)=0, como Etdm por la proposi-

cidn 2.2.1.
n

F(x)= lexjgj(x) Y xeV(0)

y como suponemos que O es punto critico

J3F e
55 01= 5 =0

aplicando la misma proposicidn a gy para cada j tenemos que existen hij(x)

tal que

n R
gj(x)= igl xihij(x) para ciertas fupciones hi'~

Podemos suponer gque hij=hji y podemos escribir

h..= 1/2(h. .+h.:
PRV

VYA B AASW R B 5 W Wame e o o — =

O WD T
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y tenemos E:.= E:. v

donde

..(0) 1/2( ——(0) )
*19%;

que por ser0 no degenerado la matriz es no singular.

Asi, tenemos que F estd expresada como una forma cuadrdtica en las
variables KpsoeesX - Baciendo uso de‘transformacién‘en‘las variables, pode
mos usar el método de [agrange para reducirla a una suma . de cuadrados, y
dado que tanto el rango como la signatura se conservan (Ley de inercia pa

ra formas cuadrdticas), cbtenemos:

2 ' 2 2 2
F(2)= =2y ,~Z,=euo=L F2_, +.. 42 .,

Para ver que

e
EGo= T xx. 2-(0)
HE ._jl.l;;a*xia‘xj

.

tesiio i N RO, WBENE N BIAVEL B B TiF & & RNl S T3 38O T ST

es equivalente a la {iltima expresidn de F, observemos que la matriz que de

fine a la forma cuadritica del Hessian es simétrica y como 0 es punto cri-

tico no degenerado —>1la matriz es invertible =3 , existe un cambio de va-

i

riables que transforma a A a la forma

Mo
Ii= -

Py nu‘ . =
donde ). son los eigenvalores y como se preserva el Indice y la signatura, it
esta es equivalente a 1¥%‘ asi:HbF(Z)ij(Z). _ 5

- \l V 1
L

atp——
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CAPITULO XIIL

1. PRELIMINARES.

T 2
Para funciones F: R-»R s1

F(x,y)=(u(x,y) ,V(X,y))

si
) Cau s B
V=(V1,V,) 7 £2() T =5 @V,

y usando la notacién de la definicidn 2.1.1. y la observacidn 2.1.1. tene-

mos que:
VVF (p)=Vv, (“x's 'Vx)"'vz (uy’.!vy)

=(Vyu_+V 2Uys Vv Y z'vy)

u T u Vi
pS b4 .
v 2 .Vz

Definicibn 3.7.1. Si censideramos para cada p fijo a VVF(p) como una
funcidn F(p): R2»R?

VF ()= 1ux+Vzuy s V l-vx_-i.v 2'{,)7)

podemos hablar de la derivada’'respecto a W=(w; ,w,)

definiéndola como:

VwVVF (p)=w 1 [(v lux-i-V_' ,,_uy)x , (V 1%);X+v 2&;}7)]{] +w, [(V 1u?{+V 2u'x) y LSV 1‘vx+v 2‘s‘fy)}J
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2
Qbsenvacibn 3.1.1. S8i¢: R*R es una parametrizacidn de una curva

en R, el vector tangente estd dado por

® ) 99 (£)= 1in LEMN B Gxey 41 (0))
dat H O h 1 2

L . 2 2 2 2 .
Observacién 3.1.2. Si F: R*Res C y¢: R~+R una parametrizacidn

2
de una curva en R con

dp () _
it V #0

entonces, para

g(£)=F ¢ (£))=(F) () ' )

tenemos por la regla de la cadena

g (E)IFO (£ ()

es decir .
- L
A (Fp) (x) '
si p=p (t).
y "dé
" LAS *SINGULARTDADES
Deginicién 3.1.2. Sea F: R?s R? de clase ¢’ decimos que ﬁ es un

punto regular de F si V V#(0,0)

L - ' VVF(p)#(O,O)
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y p es un punto singular siAV#0 tal que

asf,si F(x,y)=(u,V) ¥y
tenemos que:

entonces

y si 3 V=(v,,V,)#(0,0)

v F (p)=(0,0)
V=(V,,V,)#(0,0} arbitrario
VVF(P)=V1(UX,VX)+V2(uysVy)¥- (0,0
p es regular

para V,en alguna direccidn

se tiene que VVF(§)=V1(ux,Vx)+V2(uy,Vy)=(0,0)

=(V1“X+V2“y ,Vlvx+vzvy)=(0,0)

significa que

+ =0
Vlux Vzuy

que escrito en otra forma: :
) u 0
vFe=| x Ty e
v v v, | o
Yy y

entonces ' .
p es singular,

pero veamos otra forma de distinguir el punto regular del singular.

.

Si consideramos la funcidn

- 2 - == s’
J(p): R*> R J(p) uXVy uny

J{(p) es la funcidn determinante. Si J(p)#0 el sistema (1) tieme la solu

cibn (vl ,V2)=(030) es decir: ' T . I,

T F(p)=(0,0)<—> (V1,¥2)=(0,0)
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“a) si J(p)=0 y en.p sucede que"
u =V, =u =V =0 —> Vo, v, ®
es la solucidn del sistema (1)
b) si no todas las parciales se anulan en p
> (§x’ Vx)(uy’ Vy) son L.D,

es decir,que existen V,,V, no idénticamente cero ambos, tal que

Vl(uX,VX)+V2(uy,Vy)=(O,0)

e

De cualquier forma,si J(f)=0 “ﬁ :[\ FISLIOTECA
o . K ) UGS EXCTAS
oo Y RATURALES

tal que .
vyF (p)=(0,0)

Asi,podemos caracterizar a los puntos regulares o singulares a través

de la funcidn determinante.

Observacién 3.7.3. Para F: R?> R? sea J(p): R®+ R la funcibn determi

nante

J(p)=uxvy—-uxvx
Entonces

un punto p es regular si J(p)#0

y es punto singular si  J(p)=0

Definicibn 3.1.3, Sea FeC?; p es un punto bueno si

I(p)20 & VI(p)40
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donde

-3 ) 3 .
VJ(P)—(‘5;<UXVY uYVX), ay(uxvy uny))

. . 3 _
Obéeﬂuauﬁn 3.1.4, 8Si 1lamamos a ﬁ(ux - Vy—uyvx)—,]x(p) ¥ a
—-a—( - YV y=J

5y ux . Vy uy x) y(p)

VJ(p)¥0¢===>Jx(p)%0 § Jy(p)%o

Obéﬁﬂuacién 3.1.5. p es bueno si p es punto regular & VI(p)#(0,0)

Definicibén 3.1.4. .F es buena si.\l pgDF" p es bueno.

Proposicién 3.1.1. Sea F buena en R entonces V peR el espacio ima
éen H(p) de VF(p),es de dimensifn 2 o 1 dependiendo de si p es regular o
singular, respectivamente,

Demostrnacibn: Si p es punto regular, como J(p)#0 tenemos

VVF (P)=(0,0)<=> (V]_ ,VZ)z(0,0)

por un resultafio de &lgebra lineal para espacios de dimensidn finita, tene-

mos:
dim R?°=dim(kemel)+ dim(H(p))
es decir
2 =0 + dim (H(p))

dim(H(p))= 2

f

Ahora, Si p es punto singular, J(p)=0

VyF (2)=(0,0)

_
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para algiin V#0 —>dim(Kerneél)>0 y como
2= dim(kemel)}+ dim H(p)_

2= 16 2 + dim (H(p))

dim (H(p))=

si suponemos dim (H(p))=0 dim(Kerpel)=2

es decir el sistema (1) tiene por solucidn todo R2

JELEN ux=foVy=uy=0 en p, pero como

J(p)=0

al calcular

=( 9 - _3 -
vI(p)=( ax(uxVy uny), ay(uxVy uyvx))

tendriamos que
vJ(p)=0 es decir

J_ (p)=0 JY(P)=0

1o cual contradice que F es buenaj; asi dim (H(p))=l.

Proposicién 3.1.2. Sea F buena en R, entonces los puntos singulares -

de F forman una curva analitica en R.

Demcstiacifn: Como F es buena

J(p)#0 & VI(p)#0

.. si p es punto singular J ' g

J(p)=0 —>VI(p)#0




- 58 -
comb J:R%+R J:RxR R diferenciable-en‘pé R? ¥ VJI(p)#0 por el

teorema de la funcidn implicita

existe ACR y BecR  tal qué

ngA existe g(x)eB tal que
J(x,g(x))=0

y g(x)} es diferenciable.

i -Definicibn 3.1.5. A la curva analitica C dada por g(x)} le llamare-

mos el dobles general de F (la curva pasa por p)

-~

Definicin 3.1.6. Sea F: R2> R’buena, de clase C*, tomemos p punto
singular y sea ¢(t) una parametrizacidn 2-analitica de el doblés general C

de F que pasa por p, con ¢{(0)=p

Decimos que p es un punto doblds de’F §i

Decimos que p es un punte ciispide de F si

dt

2
N | EEHO 4y,

Observacibn 3.1.6. Si, la parametrizacidn ¢{t) de el doblés general

de F cumple con

do(t) _
90 _vgo
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| AR Bletd
y suponiendo F buena, por la observacidn 3.1.2. S |

- |

Srewt

p es un punto doblés<:>VVF(p)¥(0;0) ¥
P es un punto cﬁspide¢j$>VvF(pj=(0,0)y VVVVF(p)#(O,O)
Observacifn 3.1.7. Para F: R+ R*  F(x,y)=(u,¥)

como _ ‘
_y 9F oF : !
VVF(p)—VlaX(p)+ Vzay(P) |

si consideramos
J(P)=uxﬁy - uyﬁ% : : -
vI(p)=(_(p), Jy(P))

§1 tomamos
V=1, (), 3,6 o

VV(P)J(p)= —Jy(p) - I )+ J_(p) qy(p)=0

en cada punto singular; aquf en todos los puntos del doblés general, V(p) /i

es tangente al doblés general.

Deginicifn 3.1.7. Un punto p es excelente si es punto regular, punto

doblés & punto ciispide.

Definicidn 3.1.8. Una funcidn es excelente si V PED p es excelente,
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7. ALGUNOS SISTEMAS DE COORDENADAS ESPECTALES.

-

Sea F: R2» R?bueno, v p un punto singular de F, entonces existe un
vector V, que es mapeado a 0 por VF(p); sea el eje x la direccidn de &s-
te vector, los vectores unitarios en la direccidn del eje y son mapeados ]

en un vector#(0,0)Sea &ste vector unitario en la V-direccidn. Entonces te

nemos:
0
J(p) =
ya que si - . ‘0 0‘ x- nO‘ ;
v, =(x,0) v, Flp)= -
: 1
_ L 0 1 | 0] 10,
y st , o 0] |o 0 DR
vV =(0,y) vy Flp)= = #(0,0) ‘ ' !
2 2 0 1 y y ]
_ _ _ %
Estas ecuaciomnes: u_=V_=u =0 ¥ V.=1  caracterizan el sistema de i
X X ¥y ¥y . !
|

coordenas con las propiedades antes descritas. Sea V=(—Jy(p), Jx(p))

veremos condiciones bajo las cuales p es un punto dobles o un punto ciispide.
4

VWS, TR

Sean F(x,v)=(u,V) J(p)=qxvy - uny

Si ux=0 =Vx=uy Vy=l V=(—Jy,JX)

VJ(p):(u V1V -u V-uVv 7,,u V+uvVvV ~u V-uV )
XXy X ¥yX ¥X X ¥ XX Xy ¥ X yy yy % y Xy

; . : o

=(Jx, Jy)=(uxx’ uxy)

VVF(p)= —Jy(ux,Vx)+ Jx(uy’ Vy)

VVF(p)='(—Jyux+'uny,r—qux+ Jxvy)m _
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) = - =J- . i - ] - +
VVVVF(p) Jy[; Jyux+ uny)x’( Jny{ Jxvy)%]+ Jx{; Jyux+unY)y,( Jny Jxvy)y]

- - + -J + J =J (I V+JV +I (-JVHIV
(6 Jy( Jyux uny)x+ J'x( yux xuy)y’ y( Ty x x y)x x( vy X X y)z)

VVF(p)=(fuxyux+ uxxuy’ —prVx+ uXXVy)=(O,uxX); asi tenemos:

p es un punto_dobles 51 (0 u )#(0 O) ie Jx(p)=uxx#0 ' l

Ahora supongamos que VVF(p)=O — uxx=0= Jx(p)

vvvvftg}#(0,0)

~—

VVF(p)=(—Jy(—Jyux+ uny)X, -Jy(-JyVX+ Jxvy)x )

Observamos que: ' : .
SJ(-Ju+Ju)==-J|-J u-Ju + J u st Ju
Yy yxX Xyx. ¥y ¥¥Xx YyEX XXY¥Y XyXx

Pero u =u_=u =J =0 en p , asi
X XX §y X

E
=(-J_)(0)= 0 Ty
(: 5 , b
7
es decir
VVVVu: 0 en p. ?
i
ahora ‘ !
! N |
J(-IV+HIV).=-J [;J V-JV +I V+3V -1
vy ¥ X X ¥y x vy ¥YX X ¥ XX XX ¥ X yX; |
¥ como Vx=Jx=0 en p y Vy=1’ tenegos
(5Jy)(-Jyvxx+ JXXVy)= Vvvvv
I (P1=lu Y 4 V- v V-u V -uV_) : .
xxx ¥y XX yx *X yx x yxx yxx x yx XX Y XXX e
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Las condiciones para que p sea un punto clispide son: U
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J {p)=u__-2u A uxyV}'{x |
-J V. = -u

XX Xy XX
VVVVV_ (—uxyvxx+ Yk Zuxyvxx)
VVVVV= _uxy(uxxx_ 3uxyvxx)

(0, -u (- 3u

k - d 1 :
Xy = XXX vagx))*(p 0) de donde concluimos

=0, uxy#O y

Obé ervaciones 3.2.1,

W™ BquVxx¥0 en p.

= !BLiUTECA
4 b CRNTIAS EXACTAS
mm,/ Y NATURALES

L SARER DE M HIOS
HARA ME GRANDEZA

8i Flx,y)=(ey- %%, y)=(u,V)

“eon p=(0,0) ux(p)=Vx=uy=0 en p

=y-3x2 'y V_(p)=1
) y
v=20 adem3s u_= 0

X XX

= u =1
u = X Xy N

y ' ‘ - en p=(0,0)

L =6 |
v=1 he
Yy XXX i
u = —6x Vxxz 0 ) |

XX .
u_ =1 .. . "

- Xy cumple con las condiciones arriba :
mencionadas, por:lo tanto: gl
Uxx 6 p es un punto cﬁspide-de F ! |
v =0 :
_xx
— L




- 63 — ' -

Jp)=y - 3x? {(x,y)ly=3x2} dobles general de F qﬁe pasa p0r (0,0)

{ x,y)|y#3x®} son puntos regulares.
Si V=(—Jy,3x)=(—l,—6x)
VEEH0 si (x,)#(0,0) y y=3x2
asi son puntos doblés.
si (x,y)=(0,0)
VF R0 ¥ UWF@)=(0,6) en (0,0)
p es ?unto cﬁsﬁide.
Como q(p)=0, si (x,y)=(x,3x?) & (Q,O); gi (x,y)=(x,3x%)
VVJ(p)%O es‘punto bueno.
Y si P=(0,0) J(p)=0 y VJI(p)=(-6x,1)
VJ(§)=(0,1)¥(O;0) es pﬁnto bueno,
Y si (x,y)#(x,3x 5 J(p)#0 asi son puntos buenos
. TF es buena,.
y como cada punto & es regular, 0 es d?blé%, 6 es cﬁsb?de

=> T es excelente,

+

. A




- 64 —

3. TOPICOS RELACIONADOS CON EL TEOREMA DE TAYLOR.

Para una funeidn g: R »R en derivadas continuas hasta s en una vecin
dad V de a, para x=V(a)

5-1 ( )
)= 2o Bl Gea) R _(

donde

R (x)=.zg:%j?-{x(x—t)s lgs(t)dt, Con a=0

5-1

tenemos:

- gt " - s-1 - '
g(x)= Eé%l-x°+ g1§0) x1+ ngo) x2 +-5?§—§?%- iy TE%TTT-{X(x—t)s_IgS(t)dt
xeV(0).

que podemos escribir como:

’ s
o () g(O)‘ o 5150) . .4+ 8 . f‘;} Y ) ()

~ donde - |
8 G0= 2= Fa-0)* 1§D (D)ae.

X
1

Sea F:R?+R de clase ¢’ en una vecindad de (0,0) y supongamos l<s<r

Definimos
g(x)=F(x ,x )
17 2

‘(x)= F' =9
g (X) F (xl,xz) axl (Xlxz)
. -
g =42 (x ,x)
9x 12
1 : N [




g(0)=F(0,%x,) " (x)
&1 (0)= 2F (0, %,) = (xp)
- aX1 )

. 1 .
g (0= L3050y (x,)  120,1,...5-1 y
ox

1

]

g” ()= &5(r,x,) g, () =p° (x; %)
C9x ;

‘y sustituyendo en (%) tenemos:

s

: 5-1 5-1 X7 .8
(X2)+ S—}- P (X1,$2)

Fr»%,) P (e )+ THY o)+ 92 ()t yr 0

donde
s ) 5 X, s5—1 BSF
U (xp,%,)= ~ 7 (x,-t) — (£,x,)dt ¥,70
xy ° : 9% :
' s 3°F '
Observacibn 3.3.1. ¢ (0,x )= S {0,x,)
- s-1 _s
demostracidn: como - ws(xi,x2)= : I (xlzt) §~§-(t,x2)dt  x,70
X3 ox

1

por el teorema del valor medio ponderado: _
Si f,g son continuas en [é,ﬁ] y g no cambia de signo en {é,ﬁ] entonces existe

Ce[a,é] tal que:

PR G g () dxeF (o) /P () dx
a a -

Véase No. 5 de la bibliografia.

s s oF X 5-1 :
Pz ,x )= -~ —"E-(c,x Y -t dt c€|0,x1]
120 9% 2" 0 1
1 o1 -
tomando* 7
B : u= x -t si t=0 - u=x; "
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E | tenemos: .
s 3% ‘s 0 84
P (x1,%2)= — (c,x2) - {cu du
.' . . axl . X }
1 . ' o
= 3—-5— (c,x2) T- —z-(lls W’ )
4 3X1 L. X1 X1
. 8 sﬁ 5
= 8__2‘ (C,Xz) - —2(0— %1- = 3_5 (c,x2). 1
a 9x, Xy o9xy
3°F
lps(xl ,X2)= —— (c,x2) tomando 1limite
ox°
s
. -8 . o F
lim ¥~ (X1,%2)= lim ——(c,x3)
x> ) : X_*_Olaxf -
¥y como ¢ [O,le
s
V30, x2)= 2L (0,%2)
; 9x '
; o 1
Asi podemos afirmar que 1111 es Crfl i=0,1,...,s
. ) g ;
' 3 AF o
Notacibn: F}\ 3 (x1,%2)= —T*T(Xl,xz) A=hi+As
- 142 XllaXZZ .
) a r
. . ' s x s-1 X1 @ AF
Pfr.OpOAf(_C/LéH 3.3.1. wll;\z(xl’le= —-;_—X'“l-{ 1{x;-t) t mz(t,xz)dt
X1 X1 X2
x #0
para C.)\ £ r-s v %170
Proposicion 3.3.2. 5, |
: . s s X 5-3 A1 0 F
9@??051@'1&%6}12 . -. Sea ¥ 7\_17782(){ 1 X )= —S—‘mfu (Xl—t) lt 1 m(t,xz)di
o | S X7 Xy ax),
4. y y P
xl%O
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como en la proposicidn anterior; entonces tenemos:

o

' AL
5 srAxy 0 T F ‘ .
Y (0,}{ )= : (O,XZ) o - !
A]}\g 1 (S"H\]): axfi‘xlleg . ﬁ:u A j
' |
i i
Demosiracidn: tomando g,(x)=(x—t)sn1t)\1 que no cambia de signo en
[O,BJ ¥ GA '
3 Mg
5= (t,x )= F(x)
3x§+l13x§2

aplicando el teorema del valor medio ponderado, tenemos:

a g

A A A x1
5 X1 s-1 A1 0 F s 2°F s-1);
— [T (x1-t)" Tt e———— , (t,x )dt= {c,x2)f (x;-t)" t" dt
Xl,s.+)\1 0 : 3x§+118x22 13§+31 Bx?+A13x§2 0
donde ce[p,xi]; integrando por partes
jxl s;l A (x—1—t)smlt)\+1 : + x t)H-l -2
4 (‘XJ—-t) t dt= —-X-'_I_—'i"—- o { 1 (S-—l)(X—t) di

tomando 1i=(x—t)s_1 dV=t'dt o :
5~2 . 7tx+1' |
du=(s-1) {x-t) (-dt) V= )
Asi:

. -1 - ' —z
{x1(xl_t)s ltldtz §+} {x tl+1(x—t)s *at

haciendo el cambic

- pES|
u=(x1—t)S dv=t + dt

g3 tA+2;
du;(s_'z) (Xl_t) - (—dt) V= )\_"_2—
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| < A+ : o
s-1 A [ (xl-t) 2 1 (s-2) A+2? 353
G- A+1|_ R 0*{ ez b &R e

L (D)

s_.
= (_)‘+1)\(7\+2) (x-t) dt

haciendo semejante cambio de variable e “ite-rando @ste proceso obtenemos:

*1 s-1 A (sél)(s—2)t543).;!é'(s 2) A+(s-2)
f (x;-t) t= C +l)( +2)(+3).“ +(S 2) 4 Jt (x t)dt

(s~1) (s~2)...5-(5-2) (x1-t)t

OFD) (0 F2) .. A+ (s-2) | “AH(s-1) 4 a

0 3 At+(s-1)

A+(s-1) lx < t)\+(s-~l)

(1 (s 1 x k(s (- 1. s X
- (AL, G- o (A+1). )H—(s 1) A+s |0
L (s=1)! Al Ats ’ a
T T o)t T £ ‘*FWHOTE(‘A
R . &)Li;‘ztvﬂ\*"f .:
\‘n...-".\_ «/ Y& J’J‘ x iﬁs
e ATURALES
s tets
De esta forma obtenemos que:
l o
' A+
1ps (x1.%,) = s (s-1) A1 ! X% %1 3 AF (c.x2)
Aphe TR stk (ts)! . s+}\13 ;\ G X2,

1
1

Tomando 1imite a ambos lados cuando x;0 dade que cs[b,xl]
concluimos que:

a

9
§ _ 8! Azl a F
‘lezz(oﬂz?‘ Grirs)T pothigde (0,x2)

Proposicién 3.3.3. x> 1¢; A (x;,xz) es contInua si Osiﬁr—llﬁ_s.
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' Obaeﬂvaaién 3.3.2. Supongamos Igs¢r vy F(xlaxi)es cr y

: E (0,x%2)=0 i=0,1,...s-1
9% -
1
tenemos que la expresidn:
S-—l i i s xl
d F ]
Flasxe)= Ly T+ —3Ox = | — S -6)° “—E(tl,xz)dt
1= 1. 1 8. S 0 1
0x) X3 9x}

nos queda:
s
F(x1,%2)= X1 ®(x;,x%,)

r—-s - . .
donde ¢ es C , como hemos visto anteriormente.

Definicibn 3.3.1. Sea F c* decimos que F es de orden >s, si F y to-

das sus derivadas parciales hasta orden <s, se anulan en el origen.

Obseavacifi 3.3.3. Si F es C° y ordes F2s y OA\ A Xs (x X ) es de

orden >s- 01

S +
Proposicidn 3.3.4. Si F es c® ! y orden de F>s, entonces

- F(x ,X )= %X F(x ,x ) es de orden >s+l
1772 1 1772 o

Demostriacdén: Se sigue de:

* n n-1
! 3
-} ‘*%'(XJ,X2)= n 2 n_lF(XJ,X2)+ Xla

e 9x - '. X ' 9x1

w (X>%,)
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s . s+ . )
1 . EE(.X1 ,X2)=0" ¥y a——F(XJ »X2)#0
3}{1 . Bxi"}"l )

Proposicifn 3.3.5. Sea F de clase c’ y orden F>s, y si
F(0,%2)=0 V x,
entonces existe 9 de clase Cr_L y orden 2s-1 tal que

F(x; 2 X2 Y=x10(x1,%2)

Demostracidn: Se sigue de .

F(x;,%x2)=F(0,x:)+ x3 ;1.!'1:1 g—z—l-(t,xg)dt

Proposicidn 3.3.6. Sean F(x1,y) y $(x1) de clase ¢t y orden F>s

y supongamos gque
_ _n_ OF v )
r,b(O)-O_ F(x,9(x))=0= g(x,¢(x)) vV x.
entonces existe Y de clase Cr_2 y orden Y>s-2 tal que

. z
;o F(x,y)= [Y—¢(X)] Yi(x1,y).

Demosthacidn:  Sea ¢'{(x ,y)=F(x,y +p(x)) entonces
d)'(x o)= E(x 0)=0
’ 8y 7’
aplicando 2 veces la proposicidn anterior en la variable y encontramos que:

6" (x1,¥)=y2%% (x1 ,‘Xz)
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r—2 .
donde §* es C- ~; si tomamos:

Y (x,y)=0*(x,y-4 (x))

obtenenmnocs

' 2
F(x,y)= [y-dJ (x) ]lP(X,Y)

claramente ¢' es de orden >s y tanto ¢* como Y son de orden >s-2,

Propesicibn 3.3.7. Supongamos F es ¢’ en una vecindad de (0,0) 2<s<r -

v x'=¢(x ,x )= x + R(x ,x )} ord R>s
1 1772 1 1’72 —

Entonces podemos resolver x en términos de x',x cercana al origen,
1 172 =
dando
' Cox=x' + R {(x",x )
i1 17 2

donde orden R'>s y R' es ¢t

Pemostracibn: Sea H(x',x ,x )= x'- x - R{x ,k )
: 11 2 1 1 12

H(x1,%1,%3)=0
| .
EEL{X , X ,Xx )= =140
9xy 1717 2
por el teorema de la funcidn implicita, existe ¢ tal que x;=¢ (x',x )
: 1 o2
x = x"- R(x ,x2)
1,1 12
= x'= R(G(x',x ),x )
1 12 2

tomando

R'(x',x )= J R(pGeryx )% ) -
1772 12 "2
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tenemos:
x=x"'"+R"&",x)
1 1 172

"y por la expresifn de R' claramente orden R'>s y de clase C

Proposicién 3.3.8. Sea F de clase C * y par en x3, es decir

F(=x1,%2)=F (x1,%X2)

entonces existe W(x),x2) de clase ¢’ tal que

,
F(x1,x2)= (x],x,)

Demostnacibn: En la expansidn del Teohema de Tayfor en una variable alre-

dedor de 0, tenemos:

-1 (k) (0)

g(x)= k 0 k, (x-0) ky R 1(x)

-donde

RS_I(X)¥ tg%IjT;{x(X~t)s_ig(S)(t)dt

que también Rs_l(x) se puede calcular:

(x)" £ x0)° donde cEIO,xl . (D
s—l_ i i s
FOx %) I 0mr B S R 0T P (e,xa)de
i= O il g i s s 3 1
X1 X3 BX
g st el o' x§ x s-13°F
= F{-x1,%2)= .2 21 ©,x2)+ T | =/ Gu=0)®7 (e, x)de
. . i=0 il i S 3
ax; - x Bxl

para s par s=2r

i et b



i
x, )= F(x X 2)

F(xl,x2)= F(-xl,xz) —s>F(x,
. £ (x )2k+1 2k+;F ‘
F("’Xl ’XZ)—F(XI’XZ)— =2 kZO -(i]k_'*’.l_)_‘ gr?k:'l— (0,}{2):0
- b4
" ¢
Asi
iz 2K s
¥ _153°F
F(.xl ,Xz) k O '%}%T 2 X (03X2)+ ?_S{—’L '§_s' {x(xl—t)s 9 (t Xz)dt
39X, Xl BX

que tambien puede escribirse como
S-—2

2k
(x]) 3 F
F(Xl’xz) k= Lo (ZK) ! 7k
29X

y usando (1) en la expresidn del residuo; tenemos:

52
2 2k .2k s
F - 1 F
F(%),%3)= kEO(?2i)' §—§E{o,x2)+ ;T-.a—g(c,xz)(x)s s par’
9%, -

es decir

F(xl,x5)=¢(xi,x2) donde P es C .

Pﬂbpoéicién 3.3.9. Sea F de clase c’* le impar en %7, es decir

F(-x%1,X2)= —F(xl,Xz)

. . r
entonces existe una funclon ¢ de clase C tal que

F(x;,%2)= xap(x?,%x )
1 2

Demostracibn:
- - s—l i i S
F(Xl,xz) ;2 0 —§l'§—£‘(0,xz)*'§%- =7 (xl-t)s -13 F(t xz)dt
1. 1 . S. 1l
BXJ_ XJ. Bx;
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1 - .

Fx;,%,)= Z 5“_)—2&' 3= F (0, xz)” _E'fx (Xl“t)s 1 ——E{t,xz)dt
! i=0 il Bxl ! <50 B‘xs
1 | 1

donde s=2r+l impar

Como:
F(—xl,x2)= -F(x,,X,) ==9F(xl,x2)+F(—xl,xz)=0
pero g
STk L2
F(Xl ,X2)+F(“X1 ,X2)=‘2.k£0 L‘(ak): —21('(0’}{2):0
0¥1
asi : . .
| aF 33F XZH-:l ix+1 X 2r 32r+1
= —'L- 1 -
F(%;,%,) xlaxl(o,x e 3 ¢=(0, X, )F. . (2r+1)! 5o { (%, -t) ——E—;I¥(t,x2)dt
X3 90X,
que podemos escribir:
aF x 33 1 X 2r 32r+1
i = _J.____ — - 9
F(x, ,%,) xlaxl(O,x2)+ 37 59x3 (0y%,)+.. .+ G { (%, ~t) 3x2r+i F(t,x,)dt
1
y usando (1) de la proposicibn anterior en el residuo:
+1
1 5T F 2r+1
F(x, ,%,) Xﬁa (0 )+"+(3r+3)! 2r+1(c,xz)
9%
de[o,x{l
2r-2 2r 27+l
x| 40,3 )+ 51 axg 2 ket Gy T ot | v (c,x,)
/ ' _ 2 T
F(x, ,%,)= % y(x,%,) donde ¥ es C .
‘ r-1 X2k 2k+iF 2r 32r+1F
¥ G %00= Ko Giany? NI ©, x2)“"( SN 2r+1(°”‘2) .
X ,

Ahora veamos los teoremas de caracterizacidn en puntos dobles y puntos
clispides:
ABiBLIO

VA cmacmssxfc?f
%ummm YNATURALES
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4. TEQREMAS DE CLASTFICACION

Teorema 3,4,1, Sea p un pﬁnto doblés de una funcién F: B> R de cla

r : - . r—
se C con r>3, entonces existen transformacidn en coordenadas de Clase C 3

alrededor de p v F(p) 5 (%,y) y (u,v) en t€rminos de los cuales F(x,y)=(u,v)
toma la forma F(x,y)=(x?,¥y)

Pemostracidn: Introduzcamos el sistema de coordenas tal que p=0=F(p)
como p es punto crifico; existe V VVF(p)=O

Sea la direccidn x de éste vector ademds como p es un punto doblés
existe una direccidn VVF(p)¥O; sea V en la doreccidn del eje y su imagen

en la direccidn del eje v.
AsI
F(x,y}=(u,v)

tenemos que

ui=0=uy=Vx y vy=l en p. 1)
es el sistema que caracteriza las propiedades anteriores como:

u: B K y ¥: B + R

expéndiendo estas funciones alrededor de p tenemos
ux,y)= u(0,0)+ XUX(0,0)+ Yuy(0’0)+ R(x,y) ord k>2

v{x,y)= V(0,0)+ xﬁx(ﬂ,0}+ vy(0,0)y+ S{x,y) ord 5»2

y por (1) obtenemos que:

u(x,y)= R(x,y)

v{x,y)=y + S(x,y)

Sea la transformacidn T(x,y)=(x",y")=(x,y + S(x,¥y))




que es _invertible
Asiy X

y'=y + S(x,y) donde ord $>2

s:Podemos” rresodver y en términos de x',y' seglin la proposicién 3.3.7, y ob

tenemos:
y=y'+ $'(x',y"') donde ord S'>2

Ahora
u(X,Y)=ﬁZX,y)= x',y'+ 8" (x",y" =" &",¥y") ordR'>2

eliminanda~- primas, tenemos:

u=R(x,¥y) v=y donde ord R> 2
es decir,
F(x,y)=(R{x,y),y)=(u,v)
adem?s
v_=0 \V{(x,y) -
X
= {9 ?
Jp (s y)
0 1

Jg=u_ como p es un punto doblés JX(O,O)%O

por el teorema de la funcidn implicita podemos resolver

J=0 cercana al origen}

J=ux=0 estd dada por una funcidn ¢ de clase ¢t

e i - i

~tal que il

x=0(y) cercana a (0,0)
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Teniamos que
F(x,y}=QR (x,y),y)=(u,v)

tomemos la transformacidén de el plano xy en el x'y' tal que

x'=x—¢ (y)
w0 I [1 "q’}
y'=y 0 1 J

obtenemos:

Fx',y" )=F&'+H "),y )=RE "+ ¥,y ),y )=(u,v)

ahora, tomemos la transformacidn

u'=u-R (¢ (v),v) 11 ?
Tl JTI_ [(0 ]

v'=v

tenemos que:

u'=R(x"+H(y"), ¥y )Ry ,¥")
u' (x',y)RG'HF'I,yIRGG),¥")

aqui
u' (0,y")=R@GG'),y"IRGG),¥y")=0
ademis
1 _§E_ 1 1 T EB_'I 2R B T B \BR 1 ] BR T ] ]
S BN O TEHENID O FEH9GD O 6961,y ©)

w L 0,50= 2 (46,5 w46, y-0
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también sabemos que:

u (0,0)=3 (0,0)#0
(por ser p punto dobléds), y
u'x.x,=Rxx(X'+¢(Y'),Y')1,+ny(X'+¢(y'),Y’) (0)
u'x,x.(0,0)=Rxx(¢(0),0)=RXX(0,O)=uXX(Q,0)¥0

Recordemos que:

Fx',y)=RG& "+ (y" ),y I-RGIYD),y" ) yD=u' x,y ¥,v' & hy")

Tomemos u”(x",y'): R?> + R en una vecindad de (0,0) y expandiéndola
como funcidn de la variable y' y usando los resultados vistos en "Tépicos re

lacionados con el teorema de T.

ul’y(x|)=ul (Xl,yt)

obtenemos
aﬁ'y 32u . a3u! 3
u' (x',y")=u' (0, y)+ EET—(O,y')x’+ 1/2! 5;:2(0,Y')X'2+1/33 agre{0,y")x +..
=0 + u'xu(O)X + 1/2! uX!xl(O!y)X'2+"'
= x'29(x",y") donde & es de clase Cr_3
es decir:

F(x',y")='20x",y"),y" )= x',y"),v x',¥"))

ademfs, como

u'(x',y')= x’?@(x',y')
u'x,jx‘,y‘)ﬁéx'é(x',y')+ XEZQX‘(X‘,Y')

u! ) (xr,yl)=2®(xl,y!)+le@x'(Xl,yl)+ ZX‘QX'(x"y')+,xi2®x'x'(xr;y')

1 x'x'
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de donde:
' ]
u x,x,(O,O) 20(0,0)

pero
u' 1 1(0,00# 0 =¢(0,0)£0.

Asi,podemos definir la funcidn ¢t

w(x',y')-—-L@(X',y')]l/z cercana al origen.
que sabemos P (0,0)#£0

En la expresidn
F(x' ,y')=(x’ 2@ (x' ’yl)’yi)___(ul ,vl)

y auxiliidndose de la funcidn

i 1
IP(X',Y')=[¢’(K',Y')] /2
tomemos la transformacidn de clase Cr"3
: ay
T. X*:_..xl w J _ w(x "y‘)+ x‘ axl'(x')y') ?
. Foy!
¥ =y I, 0 1

*
que es invertible ya que %ET;=¢(O,O)% 0

Asi ‘
x'= x*[w(x',y')] -1

'

y=y* -

u(x*,y*)= ,(X*)Z[UJ(X',Y')] —Zq)(x"y')= x*? lp_z' ‘JJ?': x*?

v{x*,y*)=y*

obteniendo la expresidn para F deseada:

Flx,y)=(x%,y)
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Lema 3.4.1. Supongamos m=3 y u(x,y)=!x+S(x,y)!y—x3+kxm+T(x,y) donde

ord S>m~1 y ord T>mtl con § y T de clase CS, entonces la transformacidn
x'= x+ S(x,y)

da
u(x’,y)=x"y-x'3+ kxt By ux',y)

dende ord Urmtl

Demostnacién: Como x'= x + S(x,y} - ord S>m-1, por la proposicidn

3.3.7. tenemos que ‘
1

x= x'+ §'(x',y) donde ord S'>m-1

i

sustituyendo X tenemos
="+ ST (x',y))*

u(x,y)=x'y——{x’3-_+- 3x128 (x',y)+ 3x‘ {S' _(x',y):]z-}-[S' (x'sy)lj _

+ k[%'+ S'(X',yi]m+ T(x'+5'(x",y),y)

y como si ¢ es CS+1 y ord ¢>s =>x ¢ es de orden >s+l

términos de

1 R 13_[ 1201 ft 1
u(x',y)= x'y-x 3x'2s3 Fx ,y)+u..] + kx!"+ k orden >mtl

u(x',y)= x"y-x'3+ kx'"+ U(x',y) donde ord UbmHl.

Teonema 3.4.2. Sea p un punto clispide de una funcién F: R?»> R2de

T . ] ] .
clase C° donde r>12, entonces podemos introducir un sistema de coordenadas de

(r/2-5)

clase C

i - PG, y)=Gry - %, )

alrededor de p y F(f), tal que F toma la forma:
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Demostracibn: Podemos empezar introduciendo sistema de coordenadas
alrededor de p y F(p) como en el teorema anterier y siguiendo el mismo desa-

rrollo llegamos a

Fx,y)=(ulx,y),v(x,y))=(R(x,y),y) donde ord R>2

expandiendo R, por el teorema de Taylor tenemos:
R(x,y)=Ax2+ Bxy+ Cy2+ R'(x,y) donde ord R's3
y como el sistema de coordenadas satisface

uX=O=uy=vx en p v vy#l

y como p es punto ciispide =>A= 1/2 uXXX(O,O):O v B=uxy(0,0)#0 » consideremos

el cambio | i
Teooxmd oy y}B u=e'  v=Y/B
< N BIBLIOTECA
JT: [ #0 i / Di; CEE?"P!;‘& E:‘ffai?TﬁS
‘0 B \R“a Y RaTURALES

BL SAB¥H DF s HUDS
HARA M1 GRARKDEZA

2
F(x',y")=(B(=") (y'/B)+ C(y"/B) + R'(x",y'/B),y")
v 1, G 12 Tt ot ' T
=(x' y'+ 27 + R"(x',y"/B),y') donde ord R >3
que, eliminando primas se puede escribir como:
F(x,y)=(xy+ Ey?+ R(x,v),y) con ord R>3
expandiendo de nueve R; y sustituyendo en u(x,y) tenemos:

u(x,y}= xy+ Ey2+ Ax3+ Bx?y + Cxy?+ Dy*+ R' donde ord R'>4.

Si queremos eliminar el té&rmino y2 y encontrar una expresidn mas sim-

ple para u, veamos qué cambio debemos tomar:
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Consideremos u'=u- Polinomio en u,v

u'=u—(aou+ b0v+ cou2 + douv+ edvzf fdv3+....)

que podemos representar como:

u'=A'u + B'v + C'u+ D'uv + E'vI+ F'vi+.... (D)

1l ad s

' A 1

- = n {.ri
sustituyendo: :

u= xy + Ey2+ Ax3+ BxZy + Cy2+ Dy3+R'

EL sappn
HABA
v=y ' e

tenemos: MATE.M.: jo

| u'(x,y)=A'(xy+Ey2+Ax3+...)+B'y+Cf(xy+Ey2ﬁ...)

+D' (xy?+Ey3+...)+ E'y2+ Fy’+ etc.

. ]
: u'(x,y)=A'xy+B'y+(E+E')y2+Ax3+Bx2y+(C+R')xy2+(D+D'E+F')y3

+ Polinomio de grado >4,

de donde-.
A'=] B'=0 E+E'=0 C4+D'=0 D+D'EA4FT=0

u' (x,y)= xy+Ax3+Bx2y+ Polinomio de grado > 4

de la expresidn (1) obtenemos que con

A'=]1 B'=0 Cc'=0 D'=-C E'=-E F'= -{D-CE)
se tiene que:
u'= u-Cuv-EvZ-(D-CE)v3

y esto simplifica la expresidn para F.
De esta manera, tomando u'=u-Ev?-Cuv-(D-EC)U? v'=U tenemos:

u' (x,y)= xy+Ey?+Aax3+Bx?y+Cxy?+Dy®+ R

—Ey? -C (xy+Ey?+Ax +Bx2 y+Cxy? Dy R )y ———
-(D-EC)y®

u' (x,y)= xy+Ax’+Bx?y+R(x,y) donde ord R>4
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es decir: ‘
F(x,y)=(xy+tax?+8x2yR (x,vy),y) ord R>4

necesitamos un cambio de la forma:

x= Polinomio en x'",y'

y=y' (paro no alterar v=y)

) . ) . - .2
v obtener una expresidn de u' en “té€fminos de x'y' en donde el t&rmino .x‘y
desaparezca; analicemos Este cambio!

Sea
x=ax'+by'+ex ! 2Hdx Ty tey 24, .

y=y'
de donde .
' u'(x',y')=(ax'+by‘+cx42+...)y'+A(ax'+by'+cy'2+u.)+B(ax‘+by'+...)zy'+R(x'y')
= ax'y'+by 2+ext?y'Hdx 'y 2 tey '3+ términos de orden’ >4
+Aad x?3+Ab3y1343Aax "b2 y'2 4+ té€rminos de orden’ >4

+Ba?x??y +Bb? y! 3 +2Bax'by’2+ té&rminos de oxden >4 (x',y')
u' (x";y")= ax'y'+by’2 +(C+Ba )x'2 y'+|d+34ab %+ 2Bab-]- x'yl?2
+ Aa’x' 3+ (ab*+Bb %+ e)y' 3+R' (x',y') donde ord R'>4
Como vemos, si queremos una simplificacidnm de u' en t&€rminos de x'y'
tenemos que:
a=1 b=0 C+B=0 == C= -B d=0 e=0
es decir, la transformacidn:
%= x"-B(x")?
y=Y

. sustituyendo

u (X7, )= (x"-Bx' 2 )y H+A (X -Be 2 )3 4B (x"-B2 )2y 'R (x",¥")

) donde ord R >4
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realizando operaciones y simplificando obtenemos:

u'(x',y)= x"y'+ Ax' 4R (x',y') donde Rﬂzh

! (xl ',Y')=Y‘

v eliminando primas obtenemos:
& 4
F(x,y)=xytax’ R (x,y),y) donde ord R> 4

ademis A¥ 1/6 uxxi(0,0)¥0 ‘puesto que p es punto ciispide

Sea

a= —1—— = :~—i—~ => ga = -Aa’
[A| 14
tomemos la transformacidn: ) i
X= ax a 4]
‘_T: y= oy’ 3= lo G #0

u{x,y)=ulax",0y')=(ax")oy'+A(ax" )3 +R (ax",0y")

u(x,y)= aox'y'+ a’Ax?34R(ax',cy")

y usando ao= -Aa’®

fenemos:
u(X' ,y'l )= ac(xlyt__x'l 3)+R| (X' ’yl)

ahora, transformemos u y v en té€rminos de u'v' a través de:

=ran!
T @ gau JT: ca 0 £0
v= gv’ 0 g
asl
| I 1 L 1
uw="'——u vi= — v
oa g

u’l(X‘,'_Y')= a(])-_ u(xv,y|)= a:ol' [O’a (X'Y"—Xla)“'R'(X-',y')J

u'(x',yf)=-x’yf—x3§+R"(xf,yl),donde ord R'"™>4
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Veamos
vix,y)=v(ax',gy" ) =gy’
) L] 1 1 1 = 1 | J——
vi(x',y' )= —vx',y")= ~oy'=y
: o) g
y eliminando primas, comnseguimos:

F(x,y)=(xy-x34R(x,y),y) donde ord'Riﬁ

expandiendo R : tenemos:

R(x,y)= 2Ax"+Bx®y+Cx2y? +Dxy3+Ey* R ' (x,y) ord R'>5

[l

2Ax" +(Bx3+Cx2y +Dxy2)+Ey® )y + R'(x,y)

sustituyendo en u
ulx,y)= xy—=x +2Ax" +(Bx® +Cx% y+Dxy? +Ey° Y y4R ' (x,7)

-

de donde
u(x,y)=| x+(Bx" +Cx2 y+Dxy? +Ey° 2‘] y-x+2Ax R " (x,y) ord R'>5

aplicando el lema anterior con m=4

§3 Ty
u(x',y)=x'y>mf +2Ax  4R'(x',y) donde ord R'25

y eliminando primas tenemos:

F(x,v)=(xy-x +2A% 4R (x,y),y) ord R >5

. X ’ " 3 4
si tomamos x'= 1A% y'=(;+Ax)y—%[£ ~2Ax —R(x,jﬂ
Observacidn: 1) (L+Ax) y=y'+A(x*-24x"-R (x,¥))
r— | . 1 3_ b . - LR x -
x' (I +AX) y= x"y'+Ax' (x®-2Ax*-R(%,y)) .y como x" 1A

xy= x'y'+Ax" (x3-2A4x"-R{(x,y))
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bbée&vacién ?2) y‘=(1+Ax)y—A[x3—2Af*12(x,yﬂ e

: ™,
1 | £ BIBLIOTECA
y' =y+Axy-Ax3 +2A7 x4 +AR(%,¥) ’\ // Ge GIENDIAS FXa0TAS
u.kfd; Y RATURALES
SABER LI M8 HLIOS

y'=y+ S(x,y) donde ord S»2, MR NGRaDEL

aplicando la proposicidn 3.3.7
1 L) T X'

y= y'+ S$"(x,y") pero como x= s

y=y' + 8'(x',y') donde orden S§'>2
y si consideramos u'=u(x,y) v'=v+Au

vl (x,y)= y+A(xy—x3+2Axh+R(x,y))= y+Axy—A(x3—2Ax“—R(x,y))

v'(x,y)=(l+Ax)y—A(x3—2Ax”~R(x,Y))
v (x',y")=y'
u(x,y)= xy_x?+2Ax‘*+R(x,y)
usando la observacidn 1) y 2) tenemos:
u'= ax',y")=x"y'+Ax’ (-28x*R(x,¥))

N B ' x' s x' Gy x' Y4t fu? ol
= =x"y'+Ax (1:E§1) —ZA(ljzgw) "R(lZE;T} y'+8T(x,y")

usando ademds que

Xl‘

o= XAt ReA T L

u'(x',y')=x'y'+Ax'[}x'+Ax'2+...)3—2A(x'+Ax‘2+...)ER(X'+AX‘%;.),y'+S'(x',y’i]

S HARTZ 4L PR H2A G AR R L L)Y AR ((x Hax T L),y ST (LY "))

=x'y'+Ax'“+ términos de orden »5 —x'?-3Ax"¥_términos de orden>5

+ 2Ax'5+dté£g;nosjde orden >5
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ut (x',y)=x"y'—=x'*R" (x',y") donde ord R'>5
v,y )=y’

eliminando primas tenemos:
F(x,y)=(xy—x3+R(x,y),y) donde ord R>5

expandiendo R(x,y)=Ax"+5(x,v)y+ R'(x,y) donde ord R'>6 y ord S>4

sustituyendo en
u(x,y)= xy-x>HAX +S(x,y)yR " (x,7)

ulx,y)=(x+ S{x,y))y-x>+ax*+R" (x,y)
aplicando el lema anterior comn m=5

ulx',y)= x"y-x"HAx" PR (x',y)

eiiminando: primas
U(X,Y)=XY—X3+AX5+R(X,y) donde ord R>6

es decir:
F(x,y)=(xy-x+ax’+R (x,y),y) ord R>6

Sea

u'=u - uv

o>

vi=v

W' G, y)= xyXPHESR (5, 7) - & Gy HxSR (x, 7))y
2
= xy-x*+a R (x,y) - % xy?+ % x*y- % xPy+R (x,y)y
1 - A A 3 3 5 &
u' (x,y)= (x- § Xyt g ¥ )y—=x +Ax>+R*(x,y) donde ord R*>6
vi(x,y)=y F(x,y)=(u',v")

Si tomamos:

2
x"=x— %—xy— %-x3+ %§-+ %3y
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Observamos que:

x'y'—x'3=(x~'%.xy+ %‘Xa)y—X3+AKS+R'(x,y)

es decir
u'(x',y')= Xiyt_x13+Rl(xl’yl)+R*(Xl’yl)

u'(x',y')= x'y‘—x'3+R(x',y')

l

y eliminando las primas: tenemos: [
F(x,y)=(xy-x3+R(x,y),y) donde ord R >6 l
|

expandiendo : |
R(x,y)=4Ax%+S (x,y)y#R "' (x,y) donde ord R'>7 WJ
S 25

¥y sustituyendo en ool
u(x,y)= xy-x3+4Ax®+8 (x,y)y R ' (x,v) ‘ i

u(x, y)= (x5 (x, y) y-x3+H4Ax® 4R " (%, )
usando el lema anterior con m=6
u(x',y)=x"y-x"3+6Ax"*+R' (x’,y) donde ord R'>7

vy eliminando primas:

F(x,y)=(xy-x3+4Ax%4R(x,y),y) donde ord R>7
Si tomamos

u'=u-Au?

v'i=y

fenemos:

=xy—x>+hAx® R -Ax?y P+ 2Ax My -Ax®HR T (%, )

u' (%,y) = (xy-x +ahxPR) -A (xy-x3+4Ax54g) 2 '
donde R'z? l
|



que podemos escribir como:

u' (%, y)=xy—=x +34x° -Ax?y 2 +2Ax 4R * (%, y)
= (x-Ax2y-Ax") y+3Ax" y+3Ax 4R * (x,y)

vi(x,y)=y

5i tomamos
x"=x-Ax’y-Ax"

y'=y

observamos que: .
'y -x" = ( x-Axy-Ax")y-xPH3ax*y+3Ax PR (x,y)

es decir:
u'(x',y')= xTyI_X73+R*(X!,yI)+RI(Xl,yl)

que podemos escribir como:

ul(xl’y|)=xlyl_xl3+R(x!,yl) V'(X',y')=y'
y eliminando primas tenemos:

F(x,y)=(xy—x3+R(x,y);y) donde ord R>7

TRANSFORMACION DE A CURVA J(p)=0

Como u(x,y)= xy—x3+R(X,Y) v(x,y)}=y

de donde

y—3x2+RX ?
J(p)=

0 1
J(p)=_yn3x2+Rx(x,y) donde ord R >7
como J y R son Cr_l podemos, resolver J(p)=0 en una vecindad (0,0) obte-

niendo por el teorema de la funcidn implicita

¢(x)=y donde ¢ es Cr_1

de donde:

¢(x)—3x2+ Rx(x,¢(x))=0 : e
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lo que significa que

$@)=0_(0) ¢, (0)=6

k
g-—%——(0)=0 para k=3,4,5
dx

expandiendo ¢ alrededor de O, podemos expresar:

¢ (x)= 3x*H(x) donde H es Cr—3

y diferenciando ¢ obtenemos que ¢XX(0)=6¢>H(O)=1-y !

B (0)=H_(0)=H__(0)=0 (%)

Podemos definir K(x) como:

HG)= [KG)]

y de (**) obtenemos que

K (0)=K_(0)=k__ (0)=0 y K(0)=1 i

Asi,si expandemos K obtenemos:

K(x)=1 % Polinomio de grado i4 -
de donde
xK(x)= x+L(x) donde ord L>5 y L es Cr"3

3

. . -
Si tomamos el cambio de coordenadas (que es C

)
x'= x + L(x) y'=y

por. la proposicidn 3.3.7
: x=x' + M(x') donde ord M>5

sustituyendd en u(x,y)= xy- x°+ R(X,y) tenemos:

U(X,y)=(X'+M(X'))y‘—(X'+M(X'))3+RCX'f¥(X‘),y')

1

=x'y’+M(X')y'—x'3—3x'2M(x')—3x'(M(x'))2+R(x'+M(x'),y')

=X'Y'—X' 3+ S(x"y') donde ord Siﬁ




ademAs como

Ahora, si

ademis

de donde:

asi pues, cambiando la
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ulx',y")= x'y"'x"3+ S(xly")

¢ (x)=3xH(x) =3x? [K (X)] 2 =3[xk (x)] 2

=3 (X+L- (X) ) =3x' 2 gﬁ_.ﬁ..—-w“r-ﬁ:,g
K YEIBLIOTECA
R /) D CEALILS EYACTAS
¢ ()= 3x N Y NATURALES

BL RALER ire. 8in HLIOS
HANA Wi GRANDEZA

_Qu 0 como du _ du  2x
ax ax" B3x " 3x!'
%§3= 0 pero %§-=0 si y'=¢(x)=3x"'?

u(xr,yr)= xlyl__xl 3+S(X',y')

3u

o= ¥ 3248 (x',y )= S, (x',3x" ) =0

notacidn obtenemos que:

u(x,y)= xy-x*+R(x,y) donde ord R>6

v Rx(x,3x2)=0

MOVIENDO LA IMAGEN DE J(p)=0

Como ord R>6 y

tenemos:

R es'Cr_3 expandiendo R en una vecindad de (0,0)

R{x,y)= af%{O O)x5+-—§25—{0 0)x’y+. ..
* ax® 7’ 8x”3y "’

R(x,y)= a x®+a x°y+ a3x4y2+...
1 2

R(x,3x2)=a x%+a x¥(3x%)+a (x*) (3x2)2+...factorizando x
1 2 3
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R{x,3x2)=x2R"' (x) donde R' es Cr_5 y ord R'>4

descomponiendo R' en su parte par e impar tenemos:

5T (x)= 1/2[R‘(x)+R'(~xﬂ parte par
T'(x)= 1/2[R‘(x)—R'(—xﬂ parte impar
R'"(x)=S8'(x)+ T'(x)

ahora,usando las propeosiciones 3.3.8 y 3.3.9. tenemos que existen funcio
> 9

nes de clase C T > § y T tal que

S'(x)=5(x2) y T'(x)=xT(x?)

¥y como

R"(x)=S"{x)+ T'(x) y ord R'iﬁ

derivando ocobtenemos que:

RXXX(O)% 0= SXX(O)% 0

de donde ord $>2 vy tambien ord T>1. (%)

Para t cercana a t=0 podemos definir

~2tS5(t)

_ ~T(t)
2+ T(t) v3(t)=

B3t)= 2FT(E)

y por (*),diferenciando obtenemcs que ord R>3 y ord y>1

ademds como

R(x,3x2)= Xz[s(xz)+ XT(Xzi]

_ observamos que: ,
~2x?s (x)+H 2% MR (x, 3x2)] (T (x?)
2+ T(x?)

B(3x%)+ [?X3+R(X,3X2)] Y(3x2)=

o |
C %2 (S(x2)-2x T (x%)-T(x®)R(x,3x*)
2 +T(x?)
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.= _2x2S(x2)~2)£§15'(X2)_T(;(2 ){le[S (le)_*de (x2 )]} . .
' 2 + T(x2) |

B —ZXZS(XZ)—ZxaT(xz)—xéT(xz)S(xz)—xa[T(xzi]2
B 2+ T(x?)

_ S(xz)[—sz —x?2 T (%2 )]-i‘x T(xz)[w 2%x2 -x2 T (%2 )]
2 + T(x?) 1

_ (SGR)F 3T (<262 2T (x2)) | (SG3)+ x2T(x2)) (2 +T(x2)) (=)
- 2 + T(x2) , 2 + T(x2)

= —XZ[S(X2)+ X T(xz)] = -R{x, 3x?)

es decir:

B (3x2)+ [2}{3 +R (%, 3x? )]'y (3x2)= -R(x%,3x%)

asi, si consideramos el cambio

u'=u [l+ Y(V)]+ B{(v) y  v'=y

el valor de u' sobre la curva J(p)=0 es:

u' (x,3x2)= [2x3+R(x,3x2)] [1+ -y(3x2)] +R(3x2)=

=2x 4R (x,3x2)+[2x3+R (x,3x? )] vy (3x2)+8(3x?)

usando el . desarrollo anterior

u' (x,3x2)= 2x34+R(x,3x?)-R(x,3x2)= 2x3
definamos R* por

u' (x,y)=xy-x4+R* (x,y)
entonces:

R%(x, )= RGx, y)+[xy-4R (2,30 ) Y (1) 463

el cual es de orden>3 y como u' (x,3x2)=2x%= R*(x,3x2)=0 - ——- -




i
4
i
i
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También como u(x;y)=xy—x3+R(x,y) ord R°6 y Rx(x,3x2)=0

3 .
53{x,y)= y—3x2+Rx(X,Y) si y=3x%

gg(x,3x2)= R (x, 3%%)=0

por la expresidn de
' G =u G 1y )8 (), s y=3x2

tenemos que!

Jul . du
A, 362y = [14r (3] i, 32210

y de la expresidn de R*(x,y) i

R*(x,y)=R(x,y)+ulx,y)y(y) 3 (y)

R*X(x,y)=Rx(x,y)+ ux(x,y)Y(y)

= R*x(x,3x2)=0 y como R¥(x,3x2)=0

si definimos:
F (x)=R* (x, 3x%) =0

F'(x)=0=R*x(x,3x2)+R*y(x,3x2)6x
R*y(x,3x2)=0
asi, cambiando la notacidn obtuvimos que:

u(x,y)=xy-x3+R(x,y) ord R>3 y
'R(x,3x2)=Ry(x,3x2)=0

S
donde R y el sistema de coordenadas som C ? 3
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Cprﬁo_ R satisface las condiciones de la proposicidm 3.3.6.

existe S tal QUe
I- —
R(x,y){y—S:é,]Zs(x,y) Sesc?

donde ord S=1, lo que significa que S5(0,0)=0, y por el teorema de la
funcidn implicita, existe Q(x,y) cercana a (0,0), tal que S toma la

forma § ..
G,y =] 1-3x0 (x, )= (3-3x" )0 (x, y)} @ (x, v)

observamos que:
u(x,y)= xy- x2+R(x,y) sustituyendo la expresidn de R

2
= xy-—x3+[y-332]S(x,y) sustituyendo la expresidn
- : de S,

=x‘y—x3 -}{y_.3x2]f&[l—3xd—(y—3x2 )(12]0. § E

'—*Xy-—x3 +(y—3x2 ¥ [0—3){2 - (y—3x2 )GS] J x
=xy-x*+(y-3x?)%0 -3x0? (y-3x*)%-(y-3x° )3(;i

=xy-x° +a (y-3x% ) (y-3x2 )-3x o2 (y-3x2 )2—(y—3x2 Pal
=xy-x 2 +(y-3x?) (ay-3x2a) -3xa? (y-3x2)2- (y-3x%)%a®
=Xy—x3 -i-(y—3x2 Joey-3x2gy (y—3x2 )—3x£!,2 (y—3x2')-2—(y-3$:2)3'a3

= xy + (y-3x")ay- x+({y-3x2)a)?

u(x,y)=(x+(y-3x% o) y- (x+(y-3x2 Jad®

. e
T ‘~
8i tomamos el cambio de clase C 2 _5: ; 2LIO T E C A
/, i}" CEE 3
s ¥ NATURALES
x =x+{y-3x" )a (x,y) A A T T

obtenemos que: .. .

13

u(xl,y!)ley‘_x y V(X‘,y')=y

v eliminando primas tenemos que:
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5. ALGUNQOS RESULTADOS GENERALES.

En realidad la Teoria de Singularidades de Mapeos diferenciables
esti Iintimamente relacionada con las propiedades locales de mapeos diferen- i
ciables sobre variedades diferenciables, escrita y desarrollada en un len-
guaje mucho mas general y que requiere una mayor una mayor preparacidn teo-
rica para abordar su estudio desde el punto de vista a la topologia diferen

cial. Daremos pues, un breve esboso del marco tedrico general en el que es

td inscrito &ste trabajo, presentando algunos resultados sin demostracidn y

dando 1a referencia donde pueden ser encontrados.

Se establece que para una funcidn F:N +P diferenciable, donde N y p

son variedades de dimensiBn n y p respectivamente, toda vecindad de un punto
xEN tiene una sub-vecindad difeomdrfica en Rn; y el difeomorfismo se puede ’
escoger mandando x a 0; lo mismo se puede hacer para cualquier punto yeP.
y
Consecuentemente, todo gé€rmen (F;x,y):N,x-+P,y tiene un represen-—
tante diferenciable (1lam€moslo tambien F) F: Rn,O -+ RP,O de aqui que los re i
sultados que hemos dado siempre hemos supuesto que p=0=F(p) (independiente-

mente de que sea punto regular o singular).

o0
Por C (N,P) se entiende la coleccidn de funciones de clase dm,F:N+P;

- .
en particular C ( Rn, RP) es un espacio vectorial. Para cualquier m=0,1,..
la ¢ topologia uniforme sobre c( Rn, RP) es la definida por las vecindades

en el origen.

Los conjuntos basicos son; p )
: (x l

B(E)= {FeC |max

<t}
q qn‘
axl ce xn [

E>0; aqui F, son las funciones coordenas de F y g=q;+q,+.. +qn; el mﬁxi—-
i
mo estd tomado x€RY 1 1<1<p y todas las derivadas parciales de orden q<m ;

la c® topologia ordinaria sobre C ( r" Rp) es la topologia de la convergen_,:~u-mnn

cia sobre conjuntes compactos, usando la C™ topologia uniforme. Estas topo-
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- co . . . o
logias pueden llevarse a C (N,P), esencialmente cada funcidn F en C (N,P)
> oq
tiene una vecindad parecida en € ( Rn, Rp) asi podemos suponer que el espa

fv o] 00 [2s]
cio de funciomes C (N,P) y C ( Rn, RP) estan dotados de la C —topologia.

Definicidn 3.5,1. Una funcidn F:N»P es estable(topolbgicamente es
table) si todo mapeo suficientemente cercana a F en C”(N,P) es analiticamen

te (topoldgicamente) equivalente a F.

Defindicidn 3.5.2. Sea be R", una funcidn F: R® >RP es estable en
b si, para toda funcidn g suficientemente cercana a F, existe un punto bg’
para el cual los gérmenes (F,b,F(b)) y (g,bgg(bg)) son analiticamente (topo

16gicamente) equivalentes.

La teoria global de estabilidad es bastante extensa, nos concentra

remos en la estabilidad local.

Teorema 3.5.1, La siguiente tabla es una lista exhaustiva de los
tipos estables de funciones F:R" +R® con F(0)=0 y en cada caso, los tipos

- - o0
estables son densos en el conjunto de funciones C .

CASQO TIPOQ FORMAL NORMAL

2n<p Whitney |13| punto regular ¥ =X i=1,2,...n
yi=0 i=n+l,..,p

p=1 Morse ]lll punto regular y=X1

punto critico mo
degenerado de in

dice r. y= —xf—...—xi+xi+1+..+xi
n=p=2 Whitney | 3] punto regular ¥1=X)
Y2=X£
punto dobleés v1=x7
Y1=X2
punto clispide Y1=%1X2-%3
Y2=X2
T ..
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Whitney en |13]- extiende la clasificacidn de gérmenes a las dimen-

ciones para n,p<5 asi para p=2n-1 y p=2n-2 los tipos estables son den-

SOUS .

R, Thom en |12I demuestra que para n=p=k2 donde k>3 los tipos esta-
bles son no densos: enunciemos el resultado

. 2 2
Teorema 3.5.2. E1 conjunto de funciones estables F: R+ g"
no es denso en el espacic de funciones C  para n”3.

J. Mather en |4| un articulo apropiadamente titulado "Las dimensio

nes suaves" ha determinado todos los casos para los cuales los gérmenes esta

bles son densos; la siguiente figura estd tomada de €se articulo, tom3ndolos

comg puntos en el plano n,p.

¢ A
133050
2339)
), KO DRSO
@R (S0P SITAeE
: - - > n

Para el case de singularidades tipo Sk la clasificacidn es incomple-

ta; para perfeccionar tal situacidn se puede optar por:

1) Usar derivadas de orden superior y hacer la distincidn mis fina

entre singularidades como la hace Morse para funciones F: R *R y Whitney

en el casoc F: R 2y g ¢

2) Eliminar algunos tipos como inestables. Es decir eliminar las
singularidades inestables,aquellas que son singularidades de funciones que a
su vez son inestables. Por ejemplo: F(x)=x3 que tiene una singularidad dege
nerada en el origen; la funcidn es inestable en el sentido que la singulari-
dad puede hacerse desigrecer alterando la funcidn por una de la forma
F(x)=x'+Ex que en el caso E<O tiene dos singularidades no degeneradas, y en

el caso B0 no tiene singularidades.

Asi para funciones inestables, tenemos el siguiente teorema dado por

R. Thom.




é
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. - n .
Teotema 3.5.3 Para n>q , existen funcjones F: R™ +R™ inestables
en 0 tal que, para cualquier funcidn suficientemente cercana a F es ines-

table.

AsT para n>gq los mapeos estables no forman un conjunto denso en

: . n __n . s
el espacio de funciones F: R R , pero &stos resultados rebasan el objeti-

1

vo de este trabajo.
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