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INTRODUCCION, ;

Un poco de reflexidn hace claroc que en la oracidm
yo taabafo duro en wmi Lanbafo

aparece dos veces la palabra trabafo funcionando la primera vez como verbo vy la
segunda como sustantivo. Asi pues, las palabras, o alin una misma palabra, cum-
plen distintas funciones dentro de una oaracidn. Esta "funcidn" puede ser sefia
lada, como hacemos en el cap. I, asignando a cada palabra un "tipo sintdctico”
de tal manera que al conocer su tipo podemos saber gqué papel juega dentro de
una oracibn. Cuestiones como la anterior son temas de interEs y estudio para
la Linguistica, entendiéndese esta como "el estudio cientifico del lenguaje”
[2({] . En particular, corresponde a la Sintaxis el estudio de dichas cuestio-

nes de acuerdo a la clasificacidn bosguejada a continuacién.

SEMANTICA, SINTAXIS Y FONOLOGIA.
De manera general -y superficial podemos distinguir con facilidad en
un hecho linguistico 3 aspectos. Por ejemplo, si una persona pronuncia la ora

cidn en espanol
(2) Juan Pérez estudia Afgebra Boofeana"

resulta claro que es "entendible", es decir, para el oyente de una u otra mane
ra la oracibn significa algo: tieme "significado". Pero ;qué entendemos por
"significado"?, ¢(cbmo adquiere una palabra, o un grupo de palabras, un "signifi
cado"?, i(porqué el grupo de palabras "nozam esdofia achytle" no tiene significa
do en espafiol? Un segundo aspecto es el "sonoro': al pronunciar la oracibn
emitimos una serie de sonidos. Ahora bien ;cOmo pronunciamos (emitimos) estos
sonidos?, iporqué emitimos determinados somidos y no otros?; ademds podemos es
cribir por medio de simbeolos (letras) esta ecracidn en espaficl (cbmo efectivamen
te lo hicimes) y cualquier otra, asi pues, ;gué relacidn hay entre un sonido y

el gimbolo usado para representarlo?



Un tevrcer aspecto es el del "orden", es decir, las palabras son emiti

; das y escritas con un clerto orden, y manteniendo "ciertas relaciones" entre
Fo1las. 6Si cambiamos el orden alteramos la oracidn en mgyor © menor grado, por
ejem., Juan Bocteana estudia Algebra Pérez" no es la misma oracidn que (a). Po
demos preguntarnos entonces icudles son los "cambios de orden permitidos?,
;cufintos "ordemes" y "relaciones entre palabras” hay?, jentre los sonidos, que
forman una palasbra, se debe guardar un "orden"?, (los "ordenes" permitidos en
espafiol son los mismos que en cualquier otro idioma?. De responder a las pre-

guntas anterior s y muchas mis gue se pueden plantear con respecto al lenguaje

se ocupa, aunqu :s la {inica ciencia en hacerlo, la Linguistica.
Los t71 . tos anteriormente mencionados dan lugar a una divisibn de
la Linguistica en 3 ran. : genmerales: Semdntica, Fonologla y Sintaxis. Estas ra

mas se ocupan de alguno de los tres aspectos generales: la Semintica se ocupa
del primer aspecto, la Fonolegia del aspecto sonoro, y la Sintaxis del tercer as
pecto. Aclararemos que no se ocupan de forma Gnica y exclusiva de un fnico as-
pecto; aunque ha habido linguistas que han pretendido estudiar cada aspecto inde
pendientemente de los otros{éﬂf]-lo cierte es que las tres ramas generales son
interdependientes. Asi, por ejem., dentro de la sintaxis se recurre a nociones

seminticas, al igual que en la fenolegfa.

OTRAS DISCIPLINAS LINGUISTICAS.

Por supuesfo que el lenguaje presenta otros asﬁectos: social, psicold-
gico, formal, de extensidn geogrifica, de comunicacidn, fisiol®gico, probabilis-
tico, etc.,..., pero el estudio de ellos generalmente es abordado con un marco
de referencia dentro del cunal intervienen con mayor o menor importancia, entre
otros factores, alguna de las ramas generales. A manera de ejemplo, el aspecto
formal es estudiado separadamente, aunque puede serlo conjuntamente dentro de la

semadntica, la .sintaxis, y la fonologia.

Los antedichos aspectos dan lugar a distintas ramas o disciplinas de la
Linguistica relacionadas entre sI en diferentes grados, Tal es su diversidad
gue '"'de hecho, la linguistica es un conjuntc consideréble de disciplinas y no una
SOLA"(%ag.&& en [YB]'). Algunas de estas ramas toman conceptos y métodos de
otras areas del conocimiento, dando origen a teorias gque se encuentran en la in-

terseccidn de dos o mfs ciencias. Un ejemplo de este tipo de disciplina es la



Psicolinguistica, que se ocupa de estudiar los procesos mentales que subyacen

2 la adguisiciBn y use del lenguaje. Otro ejemplo es la Linguistica Matemdtica
disciplina de reciente creacifn (cf. m3s adelante) guelse encuentra en la inter
seccidn de la Matem&tica, la Lioguisitca y las ciencias de la -Computacidn. EL
ncdlculo sintictico™ cuyo estudio abordamos en esta tesis, se encuadra dentro

de esta disciplina.

La anterior, en apariencia, sorprendente interseccidn que did lugar al
nacimiento de la Linguistica MatemZtica mo fue de ningfn modo fortuita, sino mo
tivada por problemas e intereses de estudic surgidos durante el desarrolleo de
cada una de las tres ¢iencias mencionadas antes, Veamos a grandes rasgos el de
sarrollo hist8rico ¢: la Linguistica y el origen de la Linguisitca Matem3tica
dentro de ella. ¥: mos especial &nfasis en la Lingulstica va gque para esta
ciencia las teorfas v resultados de la Lingufstica MatemZtica tienen gran rele
vancia e importancia, M2s afin, algunos linguistas (vefse cap. 2 de[?{] } comsi
deran que la Linguistica Matematica es la etapa mi3s alta alcanzada hasta hoy

por el desarrollo de la Linguistica como ciencia.

DESARROLLO HISTORICO DE LA LINGUISTICA,

Aunque con anterioridad haya habide reflexiones y estudios sobre el
lenguaje que dieron como resultado distintas obras al respectL)EEQix, es comun-
mente aceptado que el establecimiento de la Linguistica como ciencia fug en ios
inicios del siglo XIX, con el surgimiento del paradigma histdrico-comparativo
(paradigma en el sentido de-Ehﬂnltzg]) tenemos asl la primera metodologia pro-
plamente linguistica que desplaza al anflisis principalmente 18gico con que se
abordaba en ese entonces el estudio del lenguaje; este enfoque tuve sus raices
en las ideas aristot&licas y alcanzd su mixima expresibn en la obra "La Logique
ou 1'art de penser", mejor conocida como gramitica de Port Royal, publicada en

1662 por Antoine Arnauld y Pierre Nicole, ldgicos discIipulos de Descartes.

La primera obra de gramitica histdérica-comparativa fuf publicada en
1816 por Franz Bopp y la metodologia utilizada dominard el panoramaz linguistico
hasta entrado el siglo XX; asl pues, durante estos zfios se llevd a cabo la arti-
culacidn del paradigma histdrico comﬁarativo, haciéndose especial &nfasis en los
hechos morfoldgicos y fonéticos y siendo su principal caracteristica el estudio

del desarrcllo, a través del tiempo, de las distintas lenguas conocidas y el es—
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tablecimiento de relaciones de parentesco entre ellas.

En la segunda mitad del siglo XIX a la sombra de la linpuistica histd-
rica-comparativa surge la geografia linguistica y la %onética instrumental gque
se avocan al estudio de las variantes de una lengua y al estudio de los sonidos
con ayuda de aparatos, respectivamente; estas disciplinas linguisticas presupo-
nen alguna forma de tratamiento estadistico, por sencillo que sea, de los datos
recogidos, asi, se inicia el use de mEtodos estadisticos en la Linguistica y

que desembocara en el establecimiento de la disciplina actualmente conocida co-

mo Estadistica Linguistica,

En el afic de 1916, sale a la luz el "Cours de linguistique génerale®
de Ferdinand de Saussure, que es una recopilacifn de sus clases de Linguistica

general llevada a cabo por des de sus discipulos. Esta obra tuvo gran influen-

cia sobre generaciones posteriores, ya que aqui se postula una’teoria general
del lenguaje basada en la concepcidn de que la lingufstica debia avocarse al es
tudio de las relaciones entre los hechos linguisticos, mis que el estudio de
los heches mismos; ya gue de acuerdo a Saussere estos Tiltimos pertenecen al HA-
BLA, En cambio las relaciones entre hechos pertenecen al deominio del habla.
Entendiendo esta {iltima como el conocimiento mental y abstracto que posee un ha

blante sobre su propio lenpuaje vy que se manifiesta concretamente en el HABLA.

Teniendo como marco general el paradigma Saussereanb aparecieron va-
- R - o

rias escuelas con distintos intereses de estudio. ?LOACSEQF fodas ellas es el
hecho de que no buscaban leyes que reflejaran cambios.observadoé efi hechos del
habla, sino buscaban estructurar en un sistema coherente las relaciones a nivel
de lenguwa. EIl primer campo del lenguaje a que se aplicaron estas ideas fug el
sonora, dando pie a la aparicifn de la Fonologfa. En estas fechas nace también
la Semfntica como disciplina independiente de la linguistica, ademi3s, como una
consecuencia del nuevo aire que sacudib a la Lingulstica con las ideas de Saussu
re, resurge el inter&s por los estudies sintdcticos, en especial en la linguisti
ca norteamericana, en donde surge en 1930 una escuela netamente sintfctica basa-
da en las teorias de L. Blcomfield, A dicha escuela es debida la técnica de and

1454 - P . 1d 1" '1' z 3 . - b1
151s sintactico cenocida como anallsls en constituventes inmediatos'.

Las nuevas ideas implicarorn un cambio en la metodologia: como ahora ha
bia gue formar sistemas estructurados se tomd como medelo a seguir los sistemas

légico-matemiticos, y hubo intentos de construir dichos modelos con m&todos mate
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{ssticos (vedse al respecto el cap. I erx[?ﬁ] ). Lla escuela bloomfieldana inten-
+§ eliminar, al menes en teoria, toda referencia al significade en la descrip-
4n de los hechos linguisticos en favor de criterios fateriales, observables y

cid
Con relacidn a lz sintaxis emplearon el concepto de DISTRIBUCION

:controlables.
{ come el conjunto de contextos en que el sistema caracteristico de cada idioma

{permite que se presenten las unidades linguisticas. Ademds, basados en el Con-
] ductismo tratan de llegar 2l sistema de la lengua a través de los hechos obser-

ables del habla y, la realidad del habla condicionaba y determinaba a la teo-

iria.

: En 1956, surge el paradigma chomskiano con la publicacibn del libro

; ESTRUCTURAS SINTACTICAS[}Q}de Noam Chomsky. Dicho paradigma se encuentra actual
| mente en articulacidn y Robins, citade en EB&;} afirma que "son tan rdpidos, en
efecto, Los cambios en algunos de Los concepios y métodes Zebnrices... que un jul
elo preciso sobre su posicitn serfa inadecuado y s4in duda superado en pocos
anos". |

les reprocha sobte todo la preocupacidn exclusiva, exagerada y bastante est&ril

En oposicidn al antimentalismo de la escuela bloomfieldana, N. Chomsky

de segmentar los enunciados en constituyentes y de agrupar a estos {iltimos en
clases seglin el criterio de distribucitn, y haber descuidado voluntariamente los

mecanismos psicolBgicos subyacentes en la construccién de los enunciados por par

te de los hablantes.

-

Para Chomsky, el punto de vista bloomfleldano convggrtg a la Llngulstl
ca en una ciencia taxondmica, es dec1r, meramente clas1f1cqﬁorag restrlnglda a
tperminos observacionales, en cambio su pretensidn es que la L1ngu1st1ca debe

cer una ciencia tebrica, una ciencia en la que los conceptos tebricos juegan
En la obtencidn de tal ciencia se de
el he-

desde el principio un papel predominante.

be tomar muy en cienta el hecho de la creatividad linguistica, es decir,

cho de gue, en el lenguaje, medios finitos dan lugar a un nimerc potencialmente

infinito de oraciones. Asi, las gramiticas generativas (ve@se ejemplo deﬁ,
e

abajo) son consideradas como teorIas formales de la competencia lingulstd

un "hablante-oyente ideal”.

Como se trata ahora de formular teorias cientificas se recurre a concep
tos y desarrollos de la matemftica, en especial ibgico-algebraicos, para reali-
zar tal formalizacidn. Con esta concepcibn, el linguista debe avocarse a la for

mulacién de teorias que despues someterd a evaluacibn, para ver que tan adecua-
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gas son para el estudio del lenguaje. En la biblicgraffa al final del presente

3

ventran indicados unos pocos de libros sobre el tema, en especial,

l’

CONCEPTOS BASICOS DE 1A LINGUISTICA MATEMATICA,

La teoria de las gramiticas genervativas fueron las gue dieron pie para
el nzcimiento de la Linguistica Matemitica asi gue podemcs considerar con justi-
cia a Noam Chomsky como su creador. Algunos autores le dan un sentido mas am—
plio &l términc "Linguistica Matemdrica™ Cﬁfl que el sentido restringido adopta-
do aqui y que es el dado por Melcuk y Gladkij en[ﬁt{l . Ellos entienden por
"Linguistica Matemitica™: un detemminade cirewlo de Zrabafos matemdiicos pon su
esencia, gque han suhgldo de fas tenitodivas epcaminadas ¢ describin con Zodo ni-

gorn Los heches de Eas Lenguas natwiales v gue conticnen acseltados en princlpdoe

Gtiles para Ea Lingufstica. Mas especificamente, podemos decir que el objetivo
de la Lingnistica Matemdtica es la elaboraciép v el estudio de ciertos conceptos
abstractos gue se utilizan en LinguIstica, en tante que modelos de diferentes
aspectos del Lenguafe, y, sobre tode, en fanto que elementos bdsicos del meta-
Lenguaqe de La elencia Linguisiica (pag.lg enEET],Con el sentido anteriormente

expresado podemos decir que la Linguistica Matemdtica es una disciplina matema-

tica "dirigida™ hacia los lenguajes naturales y hacia la Linguistica; lo ante-
rior no significa que sus resultados no tengan utilidad en otros campos, por
ejemplo, en Computaci(’)n,[?’t{]y en Teoria de Autdmatas E?é] .

Aunque las nociones basicas que establecemos a continuaci®n son sucep-

tibles de recibir una ipterpretacidn f8nica, aqui nos restripgimos al campos de

la sintaxis. Nuestras dos nociones basicas son:

1) La nocibn efomenifc de un conjunto: partimos siempre de la existen-—

cia de un conjunte finito no vacio

V= ia‘,ai,...,agk

que puede recibir el nombre de alfabetfo o vocabufarnic, dependiendo
si sus elementes son considerados letras o palabras, respectiwvamen-—
te. Sin pérdida de generalidad lo consideramos en el resto del tra

bajo como un vocabulario y 2 sus elementes como palabras.

2) Lz nocidn de cadena: entendemes por cadena, cadena sobre V, una se-
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rie ordenada finita de elementecs de V., La secuencia X, escrita como

(= . &. e.-.4.
X l‘ 12. lk >

toma los valores 1,2,..%n, es una ordenacidn con

donde i|5iﬁ""’i 2

k
repeticifn de n elementes tomados de k en k. Llamamos al nimero k

la Longitud de la cadenz x y lo simbolizamos por

Lx)=k & i(ailaiin..aik)=k

Podemos tambifn definir, la cadena vacia, denotada A , como aguella

cadena que tieme longitud cero.

Con: las anteriores ndciones y t&rminos ya podemos establecer algunas de

finiciones resultados itiles para nuestra discusibn:
v P

DEFINICION 0.1.- Dado un Vocabulario\], llamaremos LEN-
GUAJE UNIVERSAL el conjunto de todas las cadenas sobre

V. El lenguaje universal es denctado por V¥,

Es casi immediato de la definicifn anterior y de la definicibn de cade
na,,que el lenguaje universal es un conjunto numengle; es la uni6n de wna fa-
milia numerable de conjuntos -ajenos, es decir V*=;:2A3, donde Aj es el conjunto
de las ordenmaciones coum repeticibm de los n elementos de V tomados de j em j.

PEFINICION 0.2.- Dado un vocabulario V, llamaremos LEN-
GUAJE SOBRE V, representado por L(V), a cualquier sub-

conjunto de V¥, es decir, - L(V)C V*

obvizmente todo lenguaje sobre V es numerable.

EJEMPLO 0.7.- Dado el voaczbulario V= {a,bql, un lenguaje puede ser el

conjunto de cadenas

ab, aabb, =aabbb, aaaabbbb

es decir
L(V)= anb“\\L ny 17) :
EJEMPLO 0.2.- Sea V el conjunto de las palabras de la lengua espafiola,
que puede ser enumerado mediante un diccionario. El conjunto de oraciones grama
ticales sobre V, subconjunto del lenguaje universal V*, es el lenguaje natural

correspondiente al egpafiol,

¥



Notemos que al definir un lenguaje Ccomo un conjunto de cadenas nodemos
definir obviamente los lenguajes unifn, infersecciin y lenguaje complementarnic,
con respecto & un lenguaje universal V*. Adem3s, al conjunto V¥ le podemos dar
- la operacién de concatenacién para

el car3dcter de estruciura si definimos en el

cadenas sobre V.,

DEFINICICGN 0.3.- Dadas dos cadenas scbre V,

8. ai .. ai
1 N
1 2 k

=

a

y= a. a. ... a.
1 1z J

la CONCATENACION de =llas, denctada x.y , es la cadena

a. a. ...d4. &. a. ...a,
1, 1z 1 31 3z Iz

Observemos gue la concatenacidn es una operacibn asociativa, ya que si

X= a. d. .e.8;

‘y=a. a, -..8.
J1 J2 In
z= a_ ...a&
Sy Sy Sy
tenemos
x.v).z={a. &a. .,..a. 8. a. ...a Lz=
Ge.y).2=( 1z 1z 1y Ja 3=z Im
= a; a ve.ds aj ...aj a LN
12 L m 7y t
x.{yv.z2)==x.(a. ...a. a8 ...a =
’ Ja m 52 5¢
F A. ...8. 8. 2..d. 4 ...8
1s e 31 ]m 51 St
asl que

(x.y).z=x.(y.2)
Pero tambifn tenemos que la cadena vacia /i act@a como elemento neutro
para la concatenacidn
&% xe V&, x.A = NMx=x
En peneral, la operacidn concatenacifn no es commutativa, va gue si x= pa, y= 40,

xy= paic # Lopa=yx. De todo lo anterior resulta que V* tiene estructura de monoi

de, es decir, de semigrupo con elemento neutro.



Dadas dos cadenas x,y es posible hablar de relaciones entre ellas, un
}ejemplo es la establecida en la siguiente definicibdn.

s
DEFINICION 0.4.- Si x e y son cadenas sobre un vocabu-
lario V, diremos que y es una SUBCADENA de la cadena x

si existen dos cadenas z,\, sobre V tales que

x= z.y.\

La existencia de relaciones entre cadenas sobre ﬁn vocabulario V es Te
' tevante para la utilizaecidn en la Linguistica de los conceptos vy resultados de

{ la Linguistica Matemdtica. En efecto, si comnsideramos que la Linguistica Mate-
j mdtica nos provee de modelos para el estudio del lenguaje, podemos decir gque un
; modelo de un lenguaje L(V)C V¥ es analifico si considera a L(V) dado, y su pro-
pbsito es obtemer una descripcidn intrinseca de las cadenas pertenecientes a
L(V), estec es, una descripcidn de las relaciones entre los elementos de V y en--
tre las subcadenas con respecto a su posicidn en las cadenas de L{V). "Tal pun-
to de visia esta muy cercanamente nelacionado a La Zeonia Linguistica estructu-
hat, especiabmente a Las asi Llamadas Lingulsidicas descripitivas desavrolladas
por BLoomfield, Hannis, Hockett, Wells, y otrnos.” (pag. 2 en@?)l)

La gram&tica categorial bidireccional definida en el cap. IV cae bajo
esta clasificaci6n, en cambio, las gram3ticas generativas de Chomsky no sdn'modg
los analiticos ya que su enfoque es distinto. Dichas gramfticas caen bajo la
clasificacibn de modelos generativos, en tales modelos no se considera L(V) dado
sino que se pretende, usando un nilmero finito de reglas (llamadas reglas gramati
cafes), especificar o producir todas las cadenas de L{V), vy solo estas cadenas,
asignando a cada cadena de L(¥) una deécripcién estructural que especifique los
elementos con los que:se_construye la cadena, su orden, arreglo, interrelaciones
y cualquiera otra informacidn gramatical necesaria para determinar como la cade-
na es usada.y entendida. Este punto de vista esta wmuy relacionado a la teoria

de los sistemas formales y otros conceptos de la 1ldgica matemftica contemporinea.

De hecho, la teoria de las gramdticas generativas es la parte mas acaba
da de laz Linguistica MatremZtica, hay estudios tante sobre sus relaciones con la
16gica matemética[}gl , Como sobre su utilizacidn en Linguistica o w]q}.
Aqui s£8lo daremos algunas definiciones y ejemples, sin ahondar en su utilizacidm

con el fin de proveer una ilustracifn contrastante con la definicibn de gramdti-
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gca categorial del cap. IV.

DEFINICION 0.5.- Una GRAMATICA 'DE ESTRUCTURA DE FRASE,
tambign conocida como GRAMATICA DE CONSTITUYEINTES, es

una cuiddrupla

¢ ={v,v1,0, P

o

donde

V es un conjunto finito, llamade VOCABULARIO.

VI es un subconjunte de V; llamado el VOCABULARIO TERMI
NAL, v sus elementos, SIMBOLOS TERMINALES,

0 es un elemento distinguido de V-VI, llamade VARIABLE

INICTIAL.

P es un conjunto finito de pares ordenados (u,v), con
u una cadena no vacia de (V-VI)* y'U una cadena de

V*, Llas parejas son llamadas PRODUCCIONES o REGLAS DE
REESCRITURA, v es usual denotarlas por o —+v.

Los elementos de V-VT son llamados las VARTIABIES de la gramBtica y el
conjunto llamade VOCABULARIO AUXILIAR. La manera en que puede utilizarse la

gramdtica para producir un lenguaje L(V) es mostrada en las siguientes defini-

ciones:

DEFINICION 0.6.- Dadas dos cadenas w,w'e V* , decimos
que W' SE DERIVA DIRECTAMENTE de w, denotado w =>w', si

existen palabras Xx,4,u,v,en V¥ tales que

w= X uy
w’=-xvy

¥y
u +veP,

8i hay una secuencia finita Wy, Wyyeen, W, n>0, de cade-

nas en V* tales que w => t,, w, => w', v w, = w,
l< 4 <n,decimos que w' se DERIVA de w, denotando w =>w'

La gecuencia de cadenas WL es llamada una DERIVACION de

w' desde w,

——




DEFINICION 0.7.- EL LENGUAJE GENERADO POR G, denotado

L(G), es
Y *x
L@)={w ¢ vVI* | 0 = w}

AsT el lenguaje generado por G es el conjunto de cadenas de simbolos

terminales que puede ser derivados desde g.

DEFINICION 0.%.- Un lenguaie L(VI)C VI* eg llamado un
LENGUAJE DE CONSTITUYENTES si existe una gramftica de

constituyentes G tal gque

L(VT)= L(G)

Imponiendo condicicnes sobre las reglas de reescritura es posible defi-
nir distintos tipos de gramaticas geperativas, y por tanto distintos tipos de

1enguajES.
EJEMPLO 0.3.- E1 lenguaje de la 1lBgica proposicional es un lenguaje
de constituyentes como puede ser visto con la gramitica Gé<:V,VT,0,Pﬁ? donde

VT={ P15P25+--5P, W V:‘=>:¢=>s(’)fu}

- V-vT= {E}
siendo Pi» i=1,...,n simbolos de enunciados ™ ,\,V, => , <=> los sTmbolos de las
conectivas 16gicas E el simbolo para "proposicidn'.
o=E !
P= {E + n(B), E (&) A (B)), E +(E)V(E)),
E +((E) =(E)), E » ((E)<=(ED), E - ,fn,

E~ Pzye-eE > P }

En aplicaciones linguisticas generalmente VI es un conjunto de palabras
del lenguaje que se desea modelar, V-VI es el conjunto de variables sinticticas:
(onacién}, (sufeto), (predicado}, (verbe), {anticulo), [nombre), (objeto dinecto)

etc, y o se entiende es chacdfn, 4 continuacidn damos un ejemplo sencillo de

una gramdtica generativa en el espafiol.
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EJEMPLO 0.4.- = <v,VI, q P/

VT = { carno, muro, un, el, gofpea }

v-vI= {0,5,P,00,N,V,A }

o= 0
donde
0= {oracidn)
S= (sujeto)
P= (predicado)

0D= |objfeio dinecte)
N= [nombre)

V= {verbo)

A= [Articuto]

los paréntesis es para remarcar que son variables sintdcticas y no se confundan

con palabras en espanfol.

p= {6 >SP, S+ AN, P>V 0D, 0D+ AN,
Avel, A=+ un, N-ecarw, N-muo,
¥ rgolpea }

Podemos generar oraciones, es decir, cadenas sobre VT, por el proceso ilustra

do con la siguiente derivacidn

0+ SP.
Sp=>8 V 0D
SVWOD =8 golpea 0D
S gofpea OD=>AN gofpea 0D
AN gofpea OD =>el N golpea OD
ef N golpea QD =>el canro golpea 0D
el carno golpea 00 =>el carno golpea AN
el carnne golpea AN =>ef carnho gofpea un N
el carno gelpea un N =>el carno golpea un muro

13



3

I, PRESENTACION DEL CALCULO DE TIRJS SINTACTICLS,

Partimos de dos tipos sintdcticos primitives, el tipo n vy el tipo 0,
4 que corresponden a los sustantivos y a las craciones respectivamente. El tipo
1 ¢ es asignado a los nombres propios, a los nombres comunes que pueden aparecer
ﬁ gin articulo y a expresiones compuestas que pueden aparecer en lugar de un nom
bre propio en una oracidn. Asi, Juan, Maﬂia, Ragael,... tienen cada uno tipo
n; tambifn tendrin este tipo: feche, arnoz,..., al igual que expresiones com-
puestas como por ejemplo pobhre Juan, la cual puede sustituir a Rafael en la
oracidn Rafael thabafa dure y proeducir la oracidn pobre Juan trabafa duro. La
oracibn Rafael trabaja duno tiene tipo 0, como lo tendrdn las oraciones decla-

rativas del espanol.

Usaremos en lugar de "tiene tipo sintActico™ una flecha horizontal
M,y asf, "Juan »n" se leerid "Juam tiene tipo sintictico n'"; anilogamente

"Ragael trabaja dirno +0" se leerd "Rafaef frabaja duto tiene tipo sintdcti-

co 0. En general "A »x" se leerd como "la expresidn linguistica (cadena) A

tiepe tipo sintdctico x"

Ahora bien, de cara al problema de construir un algorltmo que nos per

mita distinguir oraciones, necesitamos "reflejar" de* a:tguna manera “la forma en
que se obtienen dichas oraciones (cadenas) a partlr de un vocabularﬂo. Este

objetivo lo logramos introduciendo una operacidn entre tlpcs sinticticos: con

catenacidn o multiplicacidn.

DEFINICION 1.1.- (Operacidn multiplicaci®n). Sean 4,B
expresiones (cadenas). Diremos que
A.B + x.Y si, y sdlo si, A*x, B>y

Se leeri "x.y" como "X punto y", aunque generalmente omitiremos el punto " . "

escribiendo simplemente "xy". En lo que sigue lo haremos asi, y s6lo escribire

mos el pumto cuando su ausencia se preste a confusidn.




le introducci®n de la anterior cperacifn nos permite zeiznar tinc
cint@&cfices & eXpresicnés Compuestas a rartir de los tivos sintdcticos de las
expresicnes gue las (omponen; pere en espaiol, ademds de expresiones linguis-

ricas como las mencionadas al inicio del capitulo, expresiones a las cuales ce
les puede asignar alguno de los tipes primitivos, existen exprvesiones linguis-
ticas como corre, LLoia, gelpea, atiavicsa, pebre, negho, bfanco, aquf, rdpida
mente, phcbablemente, pon, para, entonces, y, o, ccn, de,..., a las cuales no

se les asigna ninguno de los dos tipos sintictices primitivos, ni se les puede

asignar un tipo usando la definicidn 1.1.

AsT pues, ;qué tipos sinticticos se le asignarin a dichas expresiones?
icomo se hard dicha a2signacidn?. La respuesta a la primera pregunta es senci-
11a: les asignaremos tipos sintdcticos compuestos obtenidos a partir de los ti
pos sintdcticos primitivos por el procedimiento que se ilustra en los ejemplos
que siguen mds abajo. Asi mismo, estos ejemplos muestran cdmo efectuar la asig

.. . . . o s
nacidn de tipos a expresiones linguisticas.

EJEMPLO 1.1.~ Consideremos la oracién Juan thabafa, Sabemos que
Juan »n si en la oraci®n anterior sustituimos Juan por cualguier otro pombre
» ¥ P q
propic, o expresidm de tipo n como: Pedwe, Maria, pobre Jos€, perho, etc. obte-

nemos una oracidn del espaficl. Asi, thrabaja es una palabra que al concatenarse

-por la derecha con cualquier palabra o expresi®n de tipo n "produce" una expre-
P P P P T PT

si6én de tipo 0. Para indicar esta funcidn de t1abaja decimos que "thabaja —+m\0"

Leemos "ﬁ\U" come "n bajo OV.

EJEMPLO 1.2.- ©Por otro lado, pobre Juan+n, ya que pobre Juan puede
ocurrir en cualguier contexto en el cual los nombre propios ocurren. Ademias,
expresiones como: pobre Maria, pobre Josg, pobre Adnfan, pobre penno, pobre man
zand, ..., tiemen el mismo tipo, por tanto, la palabra pobre al concatenarse
por la izquierda con la expresidn de tipo M da como resultado una expresidn de

tipo n. Esto lo indicaremcs simplemente escribiendo "pobre -n/n". LBase "ufnt

como "m scbre n',

EJEMPLO 1.3.- A partir de que Probabfemente Juan £rabaja~0, y de que
si reemplazamos la oracidn Juan faabdja en la oracidn anterior por cualquier
otra oracifin, por ejemplo, Pedre [lora, Maria estfudia pana ef exdmen, etc. obte

nemos otra oracibn podemos entcnces establecer que p&obabﬂwﬂante‘?O/O.
15



EJEHPLO 1.4.-  Sebemes que Juan Zhabodic velczmente =0 al diguel sue

lo tendrin las expresiones obtenidas a2l reew

ALk s

cipo n; asi, Zuabafa vefezmante +n\0, Ahora, =i sastituinos
ripo n\0 por cualquier otro verbo imtransitivo, como e¢stuaiar, Llorar, ete.,
que tiemen su mismo tipc, obtenemos expresicnes linguisticas con tipo ﬁ\O al

=

sgual que la expresidn tawsbaja velozmenfe, por tanto, UﬁﬂO:anIQ*(ﬁ\Of\{d\O}

Estd claro, a partir de los ejemplos anteriores, gque la formacidn de
tipes sintlcticos compuestes se logra via dos nuevas operaciones entre tipos:
una que podemes llamar operaci&n "bajo", simbolizéda por la diagonal inclina-
da hacia la izquierda "\"; y 1la otra, que }lamaremos operacidn "sobre” simboli
zada per la diagonal inclinada hacia la derecha "/". Las definiciones de di-

chas operaciones son las sigulentes:

DEFINICION 1.2,- (Operacidn bajo). Sea B una expre-
sibn. Diremos que B*X\z{(ledse "x\z" como "X bajo z")
s, y s8lo si para cualquier expresifm A, tal que

A*X, A,B+z,

DEFINICION 1.3,- (Cperacidn sobre). Sea una expre-
sidn A. Diremos que A+z/y(1l€ase "z/y" como "z scbre y")
si, solo si para cualquier expresidn B, tal que

By, A.Bez,

Asi mismo, ‘es evidente en las 3 definiciones y ejemplos anteriores:
que al resultado de operar con dos tipos dados X,y, le hemos concedido la cate,
goria de tipo sintd3ctico; en realidad, 155 operaciones fueron introducidas pa-
ra formar nuevos tipos sintidcticos. Formalizamos lo anterior estableciendo la

- - - - - -l
siguiente definisidn recursiva:

DEFINICION 1.4.- Si x,y son tipos sintdcticos, entonces

X.Y, Y\X y x/y tambien son tipos”sintdcticos.

Hasta agqui, lo que tenemos es un conjunto, cuyvos miembros son tipos
sinticticos, y tres operaciones para sus elementos que suscitan algunas cuestio
nes interesantes e importantes para nuestro propbsito de comstruir un algeritmo.

Entrareros en el estudio de ellas ilustrando algunas com ejemplos.

s




neral, tendrzmes que si A7X, By, {7z, entonces
(A.BY.Coxy)z vy A.(B.O)—x{yz).

como (A.B).C= A, (B.C}, los tipos sinticticos (Xy)z y x(yz) deben estar relacio
nados, en este caso debérfan ser equivalentes en algin sentido ya que la_igual

dad entre las cadenas gque las orvriginaron se mantiene siempre,

Para indicar esta relacidn entre tipos sint@dcticos introducimos el

signo "=", tal que, para tipos sintdcticos, X,Y, arbitrarios, "Xx=>y" se leerd
n = - 3 - - - . " -,
como "toda expresidn (cadena) de tipo X tiene tambien tipo y". Asi, tendremos

ern general gue

(x)z =>x(yz)

x(zyy =2z ,
que podemos resumir como

(W) ze=x(y2),

donde "X<=>y" gignifica que "i=> y y y=x"

La relacifn anterior entre tipos sinticticos no es la {inica que se

puede establecér, como lo ilustran los ejemples siguientes:

EJEMPLO 1.5.,- Sabemos que

Juan corre —+ 0, .
pero por la definicitmn 1.1.

Juan conre —+ n. (n\0}),
va gue

Juan +n y corre + n\0

Asi pues, Juan cchiie tiene dos tipos y es patural gue entre ellos

exista alguna relacidn, gue en este caso consistird en establecer la regla
n. {r\0} => 0

que nos dice simplemente gque cuando una expresidn de tipe n\0 es precedida por

una expresidn de tipo n produce una expresidon cuyo tipo es tambin tipo 0.
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pebte Juan - {n/n}.n;
pero de la forma en que se asignan los tipos primitivos sabemos que

Pebre Juan -+ n
Andlogamente al ejemplo anterjor, tenemos una expresidn: pobie Juan
con dos tipos sintdctices entre los cuales debe existir alguna relacifm, que
podemecs indicar por la regla

(n/n).n = n

la cunal nos dice que cuando una expresidn de tipo n/n es seguida por uma expre

sidn de tipo M, produce una expresidn de tipo n;

De los 2 ejemplos anteriores y de los subsecuentes se verd que pode-

mog establecer las siguientes reglas generales
(a) x .{x\y) = ¢

(1)

(®)  [(x/y). ¥ = x

para tipos sintZcticos X,y arbitrarios.

Las reglas generales (I) no son las Ginicas que existen; los ejemplos
de mds abajo nos dar@n una mis. La obtencifn de algunas otras reglas serd pos
puesta hasta que hayamos establecido el "cAlculo de tipos sintdcticos”, ya que

alli aparecerdn como teoremas,

EJEMPLO 1,7,- Juan conne y Mornia estudia + 0

de:
Juan -, conne + n\0,
Mania—+ n, estudiar n\0,

asociado de la manera siguienté :
(Juan corre) (y{Mania estudia}) -+ 0

chtenemos

y + {0\0)/0;




AN

e

la propiedad

T
0N0) /0 <=>0\(0/0).

y podemos establece

ki

EJEMPLO 1.8.- A partir de que:
Juan - n, thaboja » y\0, Juan trabaja para -+ -0/n,
Jugna » n, para Juana - 0\0, Juan Zrabaja - 0,

en la oracibn Juan frabaja pana Juana, tenemos las siguientes asocia

ciones:

(Juan trabaja) (para Juana)
obteniendo

para -~ (0\Ql/n,
¥y

(Juan thabaja panral (Juanal
obteniendo )

para -+ 0\[ﬂ/ﬂlq

Ambos tipes de paid nos permiten establecer que

(0N0)/n <= ON\{0/n],

Partiendo de los resultados de los ejemplos anteriores estahlecemos

la regla general.

(X\y}/z <= Ay/z) (11)

para tipos sint&cticos cualesquiera X,y4,z.

Hasta agui, lo que tenemos es un conjunto, cuyos miembros son tipos

sint8cticos, tres operaciones ¥ una relacidn para sus elementos. Ademis, hemos

establecido 3 reglas generales para dichos tipos, operaciones y relacidn, gque
nos permiten pensar en la existencia de un mayor nimero de reglas generales. Es
tas reglas, como ya fue mencionrade anteriormente, aparecerin como teoremas en el

sistema formal que a continuaciln establecemos dando el "salto" desde 'un caso

concreto a la abstraccidn.
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Aungque en la anterior presentacién hemos partido de 2 tipos sintdcti
cos: 0,n, podemes, como lo haremos en la parte de zplicacicnes, partir de un
nimero finito de tipos sintdcticos bEsices. Asi establecemos el siguiente

sistema formal £, llamado CALCULO DE TIPOS SIKTACTICOS:

Términos: Todos los tipos sintdcticos son t&rminos, Adenis, si x
¥y Y son términos tambifn lo serdn (X.y), (x\y), (x/y).

Omitiremos los paréntisis en aquéllos casos en que su ausencia no se

preste a confusidén. Por otro lado, si no se cavsa confusidn escribil

remos XY por X.Y.

Formulas: = Y, donde X y Yy son t€rminos,

Esquemas de Axiomas:

. a)q X=X
p) {x.y).z = x,ly.z)
e) x.{y.z) = (x.y4).z

Reglas de Inferencia:-
RI 1) Si X.y = Z entonces X =2y z/y
RI 2) Si x.y "—"7 Z entonces y= X\Z
RI 3) Si X = z/y entonces XY= z
RI 4) si y = x\Z entonces Xoy = 2
RI5) Si x=3y4y 4 =) Z entonces X =)z

donde X,Y,Z son metavariables para los tipos sint3cticos.

Otra manera de presentar las anteriores reglas de inferencia, y en

general la desmostracidn de los teoremas de un sistema formal, es en "diagra

ma de Zrbol", Para las reglas de inferencia anteriores serfa escribirlas co

mo a continuacidn esti hecho:

D3
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RI 1)  x.u=> z

x “22,’14_'
RL 3) x = z/y
Xy = Z

RI 5)

11J
-
i)
e
o~
=l
|
\
[N

¥ => \T
= x\z
RI &) f’c’ =
X =>y Y=z
X =>z

donde la raya horizontal separa las premisas de la conclusibn.

En este cdlculo pueden ser demostrados varios teoremas (que serdn re-

gles generales) como los que siguen.

TEOREMA T1, 1= x = (xy)/y
Demostracibn:
(1) xy = xy

(2) x = (xy)/y

TEOREMA T1.2:- (z/yly = z
Demostracidn:
(1) z/y => z/y
(2) {z/yly =z

axioma &).

por reglade Inferen-
cia RI 1) de (1)

axioma a).
por regla de inferencia

RI 3) de (1).

Notese que al probar el Teorema T 1.2 hemos probado la regla general
I b) mencionada anteriormente, no probamos I a) ya que es el dual simétrico de
Ib), v por tanto no ofrece dificultad dar su prueba. En lugar de dar una
prueba de la regla general II establecida anteriormente, estableciendo el teo-
rema correspondiente, hemos preferido usarla como ejemplo, posteriormente, de

Al17 se verd que

aplicacidn del algoritmo de decisibn del cdlculo sintdctico.
la regla II es demostrable dentro del cileulo y, una vez hecho lo anterior,
procederemos 2 dar la prueba respectiva, Por lo pronto sigamos con los teore-

mnas.



TEOREMA T71.3.-

Dempsinacl{n:

TEOREMA T71.4,.~
Demesinacidn:

TEOREMA T1.5,.~
Demosirnacibn:

TEOREMA T7. 6.-

Pemosthacibn:

EC
ncmé

BiBL1o
Decmncusg
YHATURALES

" AABER OE Mg R
M GRANDE S

(z/ylfy/x) = z/x

(1)
(2)
(3)
(4)
(5
(6)
(7)

Ti1.2,

de (1) por RIL 2).

(y/xix = y T1,2.

y = lz/y\z T1.3.

(y/x}x = (2/yN\z  de (1) y (2) por RI 5).
(z/y) ({y/x)x}=> z de (3) por RI 4).
(lz/ytly/x}Ix = (z/y} {{y/x)x)  axioma b).
(Hz/y) (y/x)}x = z  de (4) vy (5) por RI 5).
(z/y){y/x) = z/x de (6) por RI 1).

(z/y} = lz/x)/{y/x])

1
(2)

Si x =>x! Yy y=> y'

xy => x'y'

(1}
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(%

(z/y} (y/x} => z/x
zfy = {z/x)/ly/x)

X'y = x'y

x => x!

x' = (x'yl/y
x = (xiy)/ly
xy = x'y

xryr = xryr

y' = x'"\{x'y")
y => y'

y = x'\(x’y’)

(10) X'g => xlgl
(11) xy => x'y’

Tl.4,
de (1) por RI 1).

entonces

axioma a).
hipotesis-

de (1) por RI 1).

de (2) y (3) por RI 5).

de (4) por RI 3).
axioma a).

de (6) por RI 2).
hipStesis.,

de (7) y (8) por RI 5).
de (9) por RI &4).

de (5) y (10) por RI 5).

»
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TECREVA T7.7.- Six = x" vy ¢y ==y’ entonces
x/u' o= x' iy
Demosiracidn:
(1) x/y = x/y axicma a).
(2) (x/yly —=x de (1) por RI 3).
(3) x = x! hipStesis.
(4) [x/yly = x' de (2) y (3) por RI 5).
(5) x/y = x'Jy de (4) por RI 1).
(6) x/y' = x/y’ axioma a).
(7 {x/y'ly'=> x de (6) por RI 3).
(8) y'= I[x/y'N\x de (7) por RI 2).
(9 y =y hipbtesis.
1 10y y = {x/y'\x de (8) y (9) por RI 5),
| 11y (x/y'ly = x - de (10) por RI 4).
" (12) x/y' = x/y de (11) por RI 1).
(13) x/y' = x'/y de (5) v (12) por RI 5).

Antes de establecer y probar les dos filtimos teoremas de este capitulo
4 daremos una definicifn que serd de utilidad mis adelante. Adem3s, dichos teore

4 mas involucran a la relacifn definida en la siguiente definicidn:

DEFINICION J.5.- Dados X,y tipos sint@cticos arbitra-
rios diremos que x es EQUIVALENTE a y, denotado "x<=>y",
si, y s6lo si, X =y v y =>X, es decir,

XY Z . X =y vy Y =X

TEOREMA T71.8.- 1La relacidn <=> es una relacifn de equivalencia.
Demostracibn:
La reflexividad y la simetria es obvio que se cumplen:
es inmediato de la definicidn de la relacidn.
Para probar la transitividad tomemos X,Y4,Zz tipos sin—
tdticos arbitrarios. Queremos probar lo siguiente:
si X <=> Yy y y<=> Z entonces X<=> Z
Piueba: Q)Y x =y de 1z hipftesis y la
z

definicidn 1.5.
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(3
(£)
(5
(6)
(7

TEOREMA T1.9.- si

Demosthacibn:

' W)
(2)
(3)
(4)
&)
(6)
(7

X I
T TRy
¥oErx
z =>X
x>z

x <= x! y Y <=> g’

xy <= x'y'
x = x'
y = y'
xy = x'y!
x' = x
y' =y
X'yt =y

Xy <> x'y!

s e oy c_m.
de ia hipbtesis

por la def. 1.3,
de (4} v (5) por RI 5).
de (3) v (6) aplicando def. 1.5.

entonces

de la hipdtesis

por def, 1.5,

de (1) vy (2) por T1.6.
de la hipGtesis

por def. 1.5.

de (1)} y (2) por T1.6,

de (3) vy (6) por def. 1.5.

Los teoremas hasta aqui establecidos son suficientes para darnos cuen

De cara al problema planteado por Lambek en

- ta del tipo de resultados que se presentan en el CALCULC DE TIPOS SINTACTICOS.

de obtener un algoritmo para

distinguir las oraciones de expresiones gue no son oraciones, pasamos a estu-~

diar el CALCULO desde el punto de vista de la LBgica.

camos a resolver el PROBLEMA DE DECISIQON.

Principalmente nos avo-
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1T, PROCEDIMIENTO Dt BeCISION,

NDado un sistema formal se presenta el problema de hallar un algoritmo

\ 1
Ao

& 4o en tluninos de esta tecnia, s4 6ste puede ¢ ne demestranse en ella. Este im-

1 po;z,tanie problema es concedlde como ef FROBLEMA DE DECISION". [ ] Parz el caso

método general gue nos peawniia decadirn para fede eauncdade pardiculan fewmula-

particular del cdlculo sintdctico se convierte en saber si una expresidn o férmu
ia dada,x 1, es deducible de los axiomas y reglas de inferencia establecidos.
El calculo sintdctico no tiene un procedimiento de decisidn obvio. Si

tien las fdrmulas demostrables

(x/y)y —>x, x(x\y) = vy
sugieren un método para simplificar expresiones decreciendo su longitud, esta su
gestifn es contradicha por las fdrmulas, también probables o demostrables dentro
del c&lculo,

x = (xyl/y, y = x\{xy),

x = ly/lx\y), y = (x/y\x.

sin embargo, aunque el método de decisidn no es obvio si existe, y es estasleci-
do adoptando un método propuesto primeramente por G. Gentzen para el cilecule pro

posicional intuicionista [ ].
Empecemos por establecer la definicidn siguiente.

3 DEFINICION 2.1.- Dados los tipos sint&ctices Xj,3,,

3 X3yens Xyl 1lamaremos SEQUENT1 a la expresidn o I6r-

mula

xl:xz’x3:°"’xn = Y
significa "(...[fxllexs]...}:n".

donde ”xl,xz,...xn”

Por supueste que hay varias maneras distintas de agrupar la cade:za
Xlxz...xn, v por lo tanto varics productss pcsibles, pero como muestra el siguien

te teorema, la manera que se escoga para el agrupamiento de una cadena dadz, para

este ca@lculo, es irrelevante ya gue se obtiene, en cualquier caso, una cad:na

Ao
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g scuivelente, en el sentido de la definicidn 1.5, a la cadern

Serd notado que el teorema T2.1 depende esencialmente de los axiomas

b)) ¥ ¢ del sistema formzl que neos ocupa. En un sistema formal, en el cual se
eliminaran dichos axiomas, y se conservaran el otro axioma junto con las reglas
de inferencia, se tendria tambi&n un algoritmo de decisidn cuya obtencidnm, salvo

algunos detalles, es muy parecida a la que desarrollamos pecsteriormente.

TEOREMA TZ.7.- Sea x cualquiera de los productos posibles de las

xi,i=1,2,...,n obtenido de agrupar la cadena xlxz...xn'de alguna mane-

.

ra, entonces

<=
X X},X_z,...,xn

para tipos xl,xz,...,xrdados.
L

Demostrnacdidn:
1 H - - "
Puesto que xz’xz""’xn es otra manera de escribir (...({xlxz)xal...]x”
probaremos que
<=>
x <= )x) ) x

La prueba serid por el principio de induccidn generalizado.

Para n=1,2 se cumple trivialmente pues no hay mZs que un sola (Gnica)} ma-

nera de agrupar la cadena.

Para n=3 hay dos maneras de agrupar la cadena: (xlxz}xa, xl(xzxsldemos—

traremos que son equivalentes en el sentido de 1a def. 1.5.

(1) {XJXE)XS:Q 1{x2x3] axioma b)
2y x, (xzxs}:j (xlxz)x_3 axioma c)
(3 {xlxz}xscbxl(xzxs} de (1) v (2) por def.1.5.

Antes de pasar al caso n>3, a manera de ilustracidn del esquema general
de la demostracifn, demostraremos que si se cumple para n=3 entonces tambign se

Cﬁmple para n=4.

Para este caso hay 5 maneras distintas de agrupar la cadena xl.xz.xs.x“.




ay  {fa,x i )x, ay xy Ll nsixg )

b) [, (ngstL, e) X (xz{xa}:q}:

ey xyxg ) ixgx,)

y veremos que b), ¢), d) y e) son equivalentes a a).

a)c=> b) (Xl{sza}}xu<=£’{lx1x2)x3)x“

(1) x3 (%, %3 )e= {x,%,)x; por lo que se probd en

caso n=3
(2) %, <= X, T1.8,
(3) {Xl(xzxg)}xq<=>“x1x2}xg)xq de (1) ¥ (2) -

por T1l.9.

cl<=> a) {ilxz) (%%, ) <= {{x; x5 )x5 )%, )
(1) (x3%,) (x3%,) = {(xlxz}xa)xu axioma c)
(2) {{xyx,dxgin, = (x1%,){x3%x,) axioma b)

(3) {xyx, ) {xgx,)e= [{xyx,)xg)x, de (1) v (2)
por def. 1.5.

d)<=> ;a) Xy ({xexs)x, Je= [{xyxs)xs)x,
(1) xaf{xexs)xy ) = {xp{xx3} )%, axioma ¢)
(2) {x3 (xaxa))xy =x3 {{xpx3)xy) axioma b)

(3) x3ilxox3) %} <= {x3{x2x3} )%y  de (1) v (2)
por def. 1.5,

(BY [xy[xeX5) )%y <=>{{X3%5)%3)%y D) <= a):

(5) x3 ({xox3)x,) «<=>{[x1%,}x3)x,  de (3) v (4)

, por T1.8
e)<=> a) xl(xz(X3X|+))<=> ((x;lexalxh
(1) x3<= x4 T1.8
(2) [xoxalxi<= %5 [Xaxy) caso n=3
(3) xyl{{xoxglxy)<= x3(x2(x3x4}) de (1) y (2)
por T1.9
(4) X.]_[{X.ZX3)XL,)<=> {(XIX2)X3)X|., d) a)‘
(5) xp{xa{xsxu) b= {[xax,)x3)x, de (3) v (4)

pox Tl.8.

Ahora establezcamos la hipdtesis de induccidn:

\{ k<n, x<=> [ 0xgx, gl )x,

donde X es un agrupamiento de la cadena X1X 0 w0 X,
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. ST1emos en altl‘-’"a instancia Gue X= 4, - va gue el e
Para n tel 0 s ‘ ‘
céncatenacién es una operacidn binaria, donde

ai= X1 o ai1= producto de k tipes x;,xz,...xk ' o>l
i

O

. h + - = i
producto de n-k tipos Xppy 1Xppgseers X, -

»

o

0
&)
1

do=

Veamos los tres casos:

1) caso:

ay= producto de n-k tipos v @1= producto de k tipos
xk+1 rxk+2 ,-..,X” xl'xz""’“k s k>1.

Por hipOtesis de induccidn .

az <= llxp, %, X ) dx e

ap<=> al . X,
(- :
donde ar =l U,y X, Ix, leaidx

por lo tanto, de
a; <> a4,

ay <=> a; . X
llegamos, por T1.9, a

X= dy. 4z <> ay. oy . x )
luego entonces

- t
X<=> aj. (al . xn]

y de
' e 1
aj.fa) o x )= {ay. aj) . ox

por Tl.8 obtenemos
x<=> (ay. a} } . X, (1)
siendo d1. a; producto de n-1 factores por la hipbtesis de induc

cidn tenemos
a . al eellx x ) Ll dx
el ey L lixox)x oy,
v de lo anterior junto con
X = x
n n
por T1.9, tenemos

fa;. aj) o x, <= LLolbgx, e ) dx, ()x

n
que junto con (1) aplicindoles T1.8 nos lleva al resultade deseado

X <=> ((...{(xllexal...)xn_]lxn




2} caso:
az= xn , en este caso ;= producto de los n-; tipos xl’xz"""r
y por la hipbtesis de induccidn
4y <=> f---{(xlxz}xa)-..)xn_l
que con
<> X
le n

por T1.9 nos da
ar. x, <> (Lo xaxe)xs)o)x, o )ax

es decir, '
L]
x <= (...((xlxz)xa)...}xn .

3) caso:
a,= X;, en este caso d,= producto de n-1 factores X2yXz3ye00,X,

vy por hipdtesis de induccidn
CL2<=> (.-.-({x2X3)X1,}..-JXn

1

n
dénde
G.é = [...({XZX3 'V.J.,}...}x;_?_l
de lo anterior y de
L SARER DE M3S H!
&y <==> (I3 n_m.\.\cmmnmm

por T1.9 tenemos

a,. a,<=> a;.la} . X, )

que con

ay.la) . x ) <> [(a,. a} ). x
| b2y - ox) <> lay.oab ) ox,
por transitividad nos da

ay. az<=> {a;. a} ). X, (2)

siendo a;. @} un producto de n-1 tipos: X1yX2500es X, s

tenemos,

por hipbtesis de induccidn, que
a;. ap <=> L...(xllexsl...)xn_l
que junto con
X <=> X
n n?
por T1.9 nos da

{aab)x <= ((...((xlxz)xs)...)xn_])xn que con (2) por

transitividad hace que obtengamos

ai1az <=>((...[(xlxz)xa}...]xn_l)xn ,

es decir,

X <= ((...Lfillexa}...)xn_llxn ) ‘547



ge induccibn para tvda m se tenara

X =2 Xy, Xi, ... X

donde X =producto agrupado de n tipos: X1, X2, 000, X

COROLARIOQ TZ2.2.- Dados los tipos X1,X2,. 00, X,y ténemos la sequent

X1,%2, 05 %, =>y si, y sdlo si, X %>y.

Donde X es el producto de los n tipos obtenido de alguna manera de agru

3 vea X .
par la cadena XiXz "

Demgstnacibn:
Probemos la parte "sblo si"

(1) xl,Xz,...,xn<=¢ X T2.1. ‘

(2) x = XI,XZ,...,XH def. 1.5 a (1).

(3) X;,Xz,-..,xn => Y hipdtesis.

4y x = ¢ por T1.8 de (2) v (3).
ahora la parte "si"

(1) %3, %2,..0,% <> X T2.1.

(2) X1,%2,+..,X, =X def. 1.5 a (1).

(3) x=>y hipdtesis.

(4) xl,kz,...,xn => i de (2} y (3) por Ti1.B.

Asi pues, la sequent es equivalente a x=>y .

Una vez establecidos los resultados anteriores pasamos a establecer un
I N
sistema dormal, con procedimiento de decisifn, el cual es equivalente al CALCULO
DE TIPOS SINTACTICOS. En lo gue sigue nos ocuparemos de probar dicha equivalen—

tia y establecer el zlgoritmo de decisibn. En este proCceso USATemos secuencuas

de tipos sint3cticos que denotaremos por letras latinas mayiisculas, aceptando,

adem3s, que ellas pueden denotar secuencias vacias, es decir, aquellas que no

tienen tipos sintdcticos.

En el paArrafo anterior heémos dado una definici®n implicita de SECUENCIA
VACIA pero no hemos dicho qué significa una SECUENCIA. Para &sto establecemcs

la
DEFINICION 2.2.- Dados n tipos sint3cticos X pXyyee Xy,

1laparemos SECUENCIA a la cadena agrupada

{...{!xlxz}xa)...)xn

21



Terz 1z secusncias podemons establecer una operacidn cerrsds medizante
1z signiente <&f ricibar
DEFINICION 2.3,- ©Dadas dos secuencias U,V el producto

de Uy V , denotado "U,V" serd la secuencia obtenida
yuxtaponiendo ¢ concatenande U v V. Si U es 1a secuzn-

cia vacia el producto significa V y viceversa.

Con estas defiriciones a la mano, ahora si establecemos el®*siguiente

. 2,
sistema formal ZG:

G-SISTEMA

G-Términos: Todos los tipos sinticticos son G-t&rminos, al igual que

todas las secuencias de tipos sint@cticoes.

i

]9
3

mulas =>if , donde X un G-término, Y un tipo sintictico, En otras

r~
-

e

palabras, las G-f8rmulas sonm las seguents.

G-Esquema de axioma: X = X,

G~Reglas de inferencia:

GRI 1) si T,y =>x entonces T => x/y

GRI 2) si y,T =>x entonces T => y\x
CGRI 3) si T=>y y U,x,V =2 entonces U, x/y, T, V=12
YGRI &) si T =>y y U,x,V =z entonces U, T,t\y,! =>z

GRI 5} si U,x,y,V =>z entonces U,xy,V =z

GR1 6) si P =>x y Q =>y entonces P, ==>xy

Donde P,0,T,U,V son secuencias v T,P,Q no son vacias.

Notese que las reglas GRI 1) a GRI 6) introducen una ocu-
rrencia de una de las ceonectivas: .,\., /; en.la conclusidn; las G-reglas' 1),

2) y 6) en el lado dereche de la G-frmula y las G-reglas 3), 4) y 5) en el lado

izquierdo.
) A2
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cticoe LoosrTanas & cindinvaciin Jos resultsdos imnortantes
[FMA T8.5. - EY axicme v las re;izs de inferencia del G-sistema <, son
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dedgucibles del c2iculo de tipos cinticticos k.
Demestadacldn:
La prueba del esquema de axionma X =2 X es inmediata pues es el esquema

de axioma a) de I.

Prueba de GRI 1) si T,y =X entonces 7> x/u.
Reemplazamos T por el producto £ de sus términos b
GRI 1) toma la forma
si £,y =>x entonces 1= x/y,
que de acuerdo a la definiciln de la operacidn " , "
es:
si ty=> X entonces £ — X/,

que no es mas que la regla de inferencia RI1) de 'y .

Pruezba de GRI 2) si ¥, T=> X entoncaes 7= y\X.
AnZlogamente a la prueba anterior, reemplazamos T por
el producto £ de sus términos .y GRI 2) toma la forma

si yt=>x entonces £ =£’J\x,
Gue es la RI2) de L.
Prueba de GRI 3) si 7= ¢ v U,x,V=> z entonces
U, x/y ,T,v=> 2z,
Tenemos cuatro casos posibles.
1) caso: U y V son secuencias vacizas,

Sea £ el producto de los tErminos en T,

reemplazando en GRI 3) obtenemos el resultado
si £="y y x= z entonces [x/y}t — 2z,
cuya demostracidn es como sigue:
1) x =z +  hipbtesis.
(2) 2=y hipbtesis. 7
(3 x/y —z/t de (1) y (2) por T1l.7
(&) (i/y}t =z de (3) por RI3).

__ 33




-
i

=N
AL =

At T e m s s e g J
S UEFIT L 25 RECUrnTIE Vacia, ¥ no

feemplazanos Vo por el producte V de zus TiTos

v RGIZ) toma la forme

si L™ y ¥ xue>z entonces |{x/yl%

=z,

y la prueba es:

(1) xXv =»zZ hipdtesis.
(2) x => z/v de (1) por RIL).
3y L=y hipdtesis.

(4) x/y => lz/n)jE de (2) y (3) por T1.7.
(5) {x/ylt == z/v de (&) por RI3}.
(6) {{x/yltlv => z de (5) por RI3).
3) caso: U secuencia no vacia, V secuepcia vacia.
Reemplazamos U por el producto U de sus ti-
pos v CGRI3) toma la forma
si £ =y y ux =>7 entonces lulx/y)li = z,

que probzmes como sigue:

(1) ux = z . hipdtesis.
(2) x = u\z de (1) por RIZ).
BY L=y hip&resis.

(4) x/y = {u\z)/L de (2),(3) por T1.7.

(5) [x/y)t =u\z de (4) por RI3).

(6) ull{x/ylt}=>z de (5). por RIé&).

(7) (ui{x/y))t=>ul{x/yl£) axioma b).

(8 lulx/ylli= =z de (6),(7) por RI5).
4) czsor Uy V, a=bas no vacias.

Sean U y v el producto de los tE€rminos en U y
V, respectivamente. 1Al reemplazar las secuencias T,U,
v V por sus productos en GRI 3) cbtenemecs

si Z=>y y lux)v=>z entonces [{ulx/u}jtjv= 1z,

- .
cuya demostracidm es:

(1) {uxjv=1z hipbtesis

(2) ux = z/v de (1) por RIl).
(3) x =u\lz/v) | de (2) por RI2)
(4) t=>y hipftesis.

(5) x/y=>{i\(z/v)}/t e (3)y(4) por T1.7
(6) {X/yft=2i\(Z/U] de (5) por Ri3),.
(7) ullx/y)t=2/v de (6) por RI&).

(8) {ulx/yl)t=ullx/y}t] axioma b).



R

(9 lulx/y)is=>z/v de

]

(
(10) {lulx/yilZjhv==z  de (

Con este caso concluimos la prueba de GRI 3); dade que ez el dua

trico de GRI 3), no prcbaremes la G-regla de inferencia GRI 4) a : iri

de los axiomas y reglas de inferencia de I,

Prueba de GRI 5) si U,Xx,#,V 2 entonces U, xy,V —>Z.
] Al igual que en la prueba de GRI 3) hay cuatro Cz.pc
E 1) caso: U,V, ambas secusncias vaci&s.‘
En este caso obtenemos:
si X,y=> Z entonces xyY =z,
gue es inmediato de la definicidn 2.3.
2) caso: U es secuencia vacia, V no lo es.
Reemplazando V por el producto v de sus tZr
‘nos obtenemos:

si X,4,V= Z entonces XY,v=> Z,

con demostracidn:

1 (1) x,¢,v= z hipftesis
{ (2) (v 2z de (1) por def. 2.1.
(3) xy,v= 2 de (2) por def. 2.3.

3) casc: U es secuencia no vacia, V es secuenciz var
Sea U el producto de los t&rminos en.U, al
reemplazarla en GRI 5) nos da
si U, X, Y= Z entonces Uu,Xy=> 2,

cuva demostracidn es:

E (1) u,x,y =z hipdtesis.
(2) (ux}y =z de (1) per def 2.1.
(3) ulxy} =z de (2) por T2,2.
{(4) u,xy =>z de (3) por def 2.3,

4) caso: U,V, ambas, secuencias mo vacias.

Siendo U y v los productos de los términos
en- las secuencias U y V, respectivamente, al sustitu
en GRI 5) obtenemos

si U,X,Y,v =>Z entonces U,Xy,v =>z,
que probamos de la siguiente forma: -

1 (1) u,x,y,v =>z hipdtesis.
(2) {{ux)ylv =>z de (1) por def.2.1,
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Prueba de GRI 6) si =X y Q=Y entovces P,0Q ==y
Sustituvende P ¥y Q en GRI 6) por el producto de sus
términos p y ¢, respectivamente, obtenemos

si p=>x G ==>y entences Pg = xy,

que es simplemente el teorema.ya probado TIl.6.

Con esto terminamos la demostracidn del lema T2.3. Ahora pesaremos a

demostrar el reciproco, pero para hacerlo establecemes la siguiente regla adicio

-

nal:
Regla de Reduccidn

si T =>x y U,x,V =2y entonces U,T,V =>y ,

que después probaremos (METATEOREMA MT3.3.) que no incrementa el conjunto de teg
remas deducibles del G-sistema ZG' La introduccibn de dicha regla tiene la fina

lidad de simplificar las demcstracicnmes del lema siguiente:

LEMA T2.4.- E1 cdlculo de tipos sintdcticos I es deducible del G-sis

tema L _.
0 G
Demostaaciln:

El esguema de axioma a) X => X 1o es mis que el G-esquema de axioma,
asi gque pasames a probar les otros dos esguemas de axicmas.

Prueba de esquema de axiocma b) [xy4)z = x(yz}

(1) y =y G-axioma.

(2) z=>z G-axicma.

(3) y,z =yz de (1)y{(2) por GRI 6).
(4) x =>x G-axioma.

(5)  x,y,z =>xlyz) de (3)y(4) por GRI 6).
(6) xy,z=>x{yz] de (5) por GRI 5).

(7)Y {xylz =x(yz) de (6) por GRI 5).
Omitimos la deduccifn del esquema de axioma c¢) -ya que

es andloga a la prueba anterior.

Prueba de RI 1) si xy=>z entonces X => z/g.

(1) y =y G-axioma. _ 36
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{4y x ==2x

(5) %, =y

(6) x =>[xyi/y

(7) x,y =>z

(8) x = z/y
Prueba de RI 2) si xy =>z entonces

(1) x=> x

(2) xy =>z

(3) xx\(xyl=

(4) 4 =y

(5) x4 = xy

(6} y =>x\{xy)

(7Y x,4y =z

(8) ¥y = \z

de RI 2).

el rengldn

mos GRI 2}

un teorema en el G-sistema L

-y

vl el T

farrg) / B
byl fu,u

Notemes que la anterior mo es lz {nica

de (1}v(4)
de (5) por
de (3)y(6)
de (7) por

y =>x z.
G-axioma.
hipbtesis,
de (1)y(2)
G-axioma.
de (Lyv(4)
de (5) por
de (3)y(6)
de (8) por

cbtenamos ¢ = x\z.

poT G

por
GRI
por

GRI

por

por
GRI
por

GRI

(]
P
=l
(We)
&

GRI 6).

1).

Regla de Reduccidn.

1).

GRI 4).

GRI 6).

2).

Regla de Reduccidm.

2).

prueba

$i reproducimos la prueba de RI 1) hasta

7) x,4y =>z, y a este resultado le aplica-

En general no habrd una Unicz manera de probar

G!

tiene una Onica demostracidn.

en otras palabras, es

Hec

- - -
sigamos con nuestra demostracifn.

Prueba de RI 3) si x
(L
(2)
(3)
(4}
(5
(6)
(7
(8)

=>z/y entonces Xy=z,
x =>zfly hipbtesis.
Y ==y G-axioma.

X,y=>{z/yly
z =>Z

2y, Yy =z
(z/yly =z
X, =z
XY =>2

de (1)v(2)
G-axiona.

de (2)y(4)
de (5) por
de (3)y(6)
de (7) por

por

pox
GRI
por

GRI

alsa la metaproposicifn: Todo teorema del G-sistema

ha esta aclaracidn

GRI 6}.

GRI 3).
5.
Regla de Reduccidn.

5).
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Prucba de R1I 5) si X=>¢ y Y =>Z entoices X =>2Z,
a

de inferencia es un caso especial de la Re

la de Reduccidn: T=Xx y U,V, amnhas, secuencias va-

Babiendo probado los lemas T2.3 y T2.4, su conjuncidn nos‘%stabIECe el
siguiente teorema:
METATEOREMA MT2.7.- E1 c3lculo de tipos sintlcticos I s equivalente

al G-sistema ZG'

A partir del cudl se prueban facilmente, uvsando ademds el corolario

T2.2, los metaresultades siguientes:

METATEOREMA MTZ.2.- La sequent ¥=Y¢ es demostrable en ZC si, v sdlo

si, X =»Y es demostrable en I.

Donde x es el producto obtenido de algunz de las maneras de agrupar o
asociar la cadena X3XzeeoX,, formada con los tipos sint3cticos que componen la

secuencia X.

METACOROLARIO MC2.7% X => Y es demostrable en I si, y sBlo si, es
demostrable len Zg.
EJEMPLO 2.1.- Para ilustrar el metacorolario anterior vezmos las prue

ghas de la expresidn x =>{y/x)\y en I yen I..

G
En'z P En L G:
y/x = y/x X =>X Yy =y
luix)x = y ylx,x =y
x ={y/x)\y x  =>{y/x)\y

Por simplificacifn no hemos dado les axiomas y reglas aplicadeos, vy am

: 32
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cistema origipel - Treme un proc
gtil la siguiente definicion:

DEFINICION 7.4.- Dados un G-término o una G-idrmula,

su GRADO es el niimero total de ocurrencias de las

concectivas .,/,\, en 8l. Las ocurrencias o apari-

cicnes de las comas "," no son contadas,

[ ]
Para un G-t8rmino, o una G-formula,0 denotamos el prado de &  por

nd{ a)". De la definicidn es clarc gue el grado es siempre un nilmero natural,

incluyendo al cero: df) ¢N. Por ejemplo, ({u /v, )”é}\L; tiene grado 3, pero

v tiene grado 2.
[(UI/U?_},UB ]\3 clc =

Con esta definicidn vemos que en las G-teglas de inferencia el grado

de la conclusidn es mé@s grande que la sume de los grados de las premisas, y este

hecho nos permite dar un procedimiento de decisibn para %;.

Dicho procedimiento consiste en el método de buscar pruechas trabajando
desde abajo hacia arriba a partir de la conclusidn, es decir, dado un sequent
"Erbol" trabajando desde aba-

LA=¢X, intentamos construir una prueba en forma de

jo hacia arriba usando el G-esquema de axicma v las G-reglas de inferencia, pero

nc usando la Regla de Reduccidn. Todo peso hacia arriva disminuve en uno el gra

iecir, eliminz una ocurrencia de upa de

tn

do de la G~flrmulez correspondiente, e

las conectivas .,/,\, v hay sclamente un nfimero finito de mensras. de hacer este
pasc. Por lo tanto el nimero total de pruebas que pueden ser intentadas es fini

te: para una G-frmula o dada, si d{y)=n entonces el nimerc de

_ = n . . . - .
pueden intentar es n'2 . La sequent U= x es deducible si, v sbolio si, ur

las pruebas intentadas es vilida.
Hemos establecido el siguiente resultado:
METACCROLARIO MC2.2.- Ie tiene un procedimiento de decisidn.
Ilustramos el uso del procedimiento de decisifn con un ejemplo:

EJEMPLO 2.2.- Pruebe que [x\¢)/z<= x\[y/z) es deducible en EE.




Para aplicar el procedimiento de decisidn expresamos la férmula como

(Ay)/z =>x\(y/z) N\ly/z) = (x\y}/z.

Primero intentamos construir una prueba para

(x\y)/z = x\ly/z},

que tiene grado 4. Para eliminar alguna de las - conectivas del lado
izquierdo de => necesitariamos utilizar las G-reglas de inferencia

GRI 3) y GRI 4) que exigen la aparicién de una secuencia T no vacia,
requisito que en este caso no se cumple, por lo que intentamos eliminar
una concectiva del lado derecho. Vemos que la GRI 2) es la que introdu
cirfa la conectiva \ al lado derecho de =—> s por lo que si suponemos

que dicha G-regla de inferemcia fue la que se aplicd obtenemos:

xl (x\y) /Z = y/z GRI 2)
(A\y}/z = x\ly/z]

donde la expresidn arriba de la raya horizontal es de grado 3, Tratan
do de¢ disminuir el grado, y coustruir una prueba, suponemos que en el
paso anterior, que nos lleva a

x,{0\y)/z = y/z
durante alguna demostracidn, se aplicéd la GRI 1) a unas premisas, afin
por determinar, .obteniendo asi:

X, (Y /2,2 = § oy 1)

x, {x\y)/z = ¢/z GRI 2)
(x\y)/z = x\ly/z)

La expresidn superior en el &rbol anterior es de grado 2, para reducir

el grado podemos suponer que se aplicd la GRI 3) con las premisas T=z,

U=x y V la secuencia vacia, llegando a:

L2t XY = Y pr 3
x, (x\yl/z,z = y GRI 1)
x, {X\yl/z = y/z GRI 2)
(Ay) /2 = x\ly/z]

donde el grado de X,X ¥ = Z es igual a 1. Podemos reducir el grado
si suponemos que para obtener la anterior expresidn se utilizd la

GRI 4) con T=x,U y V, ambas, secuencias vacias, obteniendo:
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X = X Yy => Y GRI 4)

zZ =z X, X\ = GRI 3)
x, (xX\y} /2,2 = y CRI 1)
x, [(X\y}/z = y/z RI 2)

(\y)/z => x\[y/z)
que es una prueba vdlida y, por tanto, la expresidn
(x\y}/z = x\[y/z)

es deducible en Eé. Notese que el procedimiento de decisidn no tan
s6lo dice que una expresibn o formula es deducible, sino que también
da una prueba en ZG de la expresidn a la que se aplica. Adenis,

por el metacorolario MC2.1. tenemos que la expresidn es deducible en

Z.

En segundo lugar, la expresifn

x\ly/z) = {(x\y)/z

k . :
es también deducible en ZG, y por metacorolario MC2.1. .es deducible

asi mismo en £, como vemos de la prueba:

zZ =7 Y =>y

GRI 3)

X=>X {y/z),z => y GRI 4)
x, x\y/z),z = y GRI 2)
x\My/z),z = N\y GRT 1)

x\y/z) =(x\y)/z

obtenida aplicando el procedimiento de decisidn.

Como las dos expresiones originales son deducibles en ZG’ y en L ,

tenemos que su conjuncidn
U\y) /z<= x\[y/z)

es deducible tanto en EG como en L.

Hasta aqui tenemos el sistema ZG con procedimiento de decisidn, pero

es obvio, usando el metacorolario MC2.1, el resultado que nos interesaba al ini

cio del capitulo:

METACOROLARIO MC2.3.- E1 sistema I tiene un procedimiento de deci-

4

sidn.




Dada una expresidn o férmula x =>y de I, el procedimiento para deci-

dir si es deducible en I, ¢ mo lo es, consta de los siguientes pasos:

1) Aplique el procedimiento de decisifn en EG para deecidir si x=>Yy

es 0 no es deducible en ZG'

2) Si la expresidn es deducible en ZG entonces tambiZn es deducible

en 2. En caso de que no sea deducible en-ZG tampoco lo es en I.

Si estamos interesados en dar una prueba de x>y en I no es dificil
hacerlo a partir de la prueba en ZG: viendo la demostracidn del lema T2.3 tra-
ducimos los pasos de la demostracidn EG a pasos en I, con aplicacidn de las re-

glas de inferencia de I, obteniendo asi la demostracién buscada.

Este es el momeﬁtb adecuado para recordar que antes‘de demostrar el
lema T2.4 intrgducimos la Regla de Reducciﬁn,_e hicimos la afirmacidn de que su
introduccibn no incrementaba el conjunto de teoremas deducibles en EG. Observan
do que en la prueba del lema T2.4 la Regla de Reduccidn se aplicd a premisas que
eran G-fdrmulas demostrables dentro de L,> podemos ver que nuestra afirmacidn es

cierta si probamos el siguiente teorema, llamado en honor a G. Gentzen TEOREMA

DE GENTZEN:

METATEOREMA MTZ,3,- si T =>x y U,x,V => y son demostrables en ZG’

entonces U, T,V =>y es demostrable en ZG.

Para probar este teorema estableceremos 2 definiciones y demostrare-

mos un lema del cual es (el teorema) una consecuencia inmediata.

DEFINICION 2.5.- Dadas las G-f6rmulas T=>x y
U,x,V =y 1lamaremos REDUCCION A |
=>X Ux, = y
u,T7,V=y

En otras palabras, llamamos reduccidn a una instancia de la Regla de
Reduccidn. Para las reducciones podemos extender el concepto de grado de una
G-férmula obteniendo un concepto que serd Gtil en la prueba de MT2.3. Dicho

concepto lo establecemos en la siguiente y Gltima definicidn del capitulo:
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entero no
ciones de

Gentzen:

DEFINICION 2.6.- Dada una reduccidn
T=x U,x,V -y
UT,Ves> y
el GRADO DE LA REDUCCION es el nfimero natural
d(T) + d(l) + d(V) + d(x) + d(y).

De la definicidn es claro que el grado de und reduceidn siempre es un
negativo. Disponiendo de estas dos definiciones ya estamos en condi-

establecer el resultado que nos conducirZ a demostrar el Teorema de

METALEMA MTZ.4.- En cualquier reduccidn cuyas premisas han sido pro
badas sin la Regla de Reduccidn, la conclusidn es o idéntica con una
de las premisas o, de otra forma, puede ser reemplazada por una o dos
reducciones con grado mds pequeiio.
A
Demostracidn:
Sea T=> X U,x, V= y
UT,V =y

una reduccidn arbitraria cuyas premisas T— x, v U,x,V— y han si-

do probadas sin la Regla de Reduccidn.

Consideramos siete casos, los cuales no necesitan ser mutuamente ex-

cluyentes:

1) caso: La premisa T =>X es una instancia del G-esquema de axioma.
Para este caso T=x y la conclusidn de la reduccidn coincide

con la otra premisa.

2) caso: La premisa U,x,V=y es una instancia del G-esquema de axio
ma.
En este caso las secuencias U y V son vacias, y X=y, por

tanto la conclusidn U,T,V—= Yy coincide con la premisa T— X.

3) caso: El filtimo paso en la prueba de la premisa T—X usa una de
las G-reglas de inferencia, pero mo introduce la conectiva
principal de X. ,
Como X se encuentra a la derecha del signo = , la premisa

T =X es inferida por la G-regla de inferencia GRI 3}, o por la

MDT AN wa —mmm= T~ AMT LM 3. -1 I Y



quents tiene la forma T'=>x con d(T')< d(T). La reduccidn

=>x Ux,V=y
Ui v =y

tiene grado mds pequefic que la reduccidn dada. Ademds, la G-regla de
inferencia que nos lleva desde T7'=> x a 7= X tambi&n nos llevara
desde u,7',V=y U, T,V=y, como verificamos para los 3 subcasos

giguientes:

1) subcaso: Usamos la GRI 3).
Si se usd dicha regla, entonces
T'= N,z,8
T = N,z/w,M,S

para tipos z,W y secuencias N,M,S, dénde M no es vacia. El #ltimo

paso, que nos conduce desde T'=> X a T=>X, tiene la forma:
M =w N,z,8 = x

N, z'/w,M,S =X

y, asi wismo, GRI 3) nos permite deducir U,T,V =y desde U,T'V =y

como muestra la siguiente prueba:

(1) M= w
(2 Uu,N,zS,V=y
(3 UN,z/w,M,8,V =y de (1)y(2) por GRI 3).
2) subcaso: Utilizamos la GRI 4).
Para este caso
T'= N,2,S.
T = N,M,w\z,8
con W,z tipos sintdcticos y N,S$,M, secuencias, la Gltima no vacia.

El paso desde T'=>x a T =X tiene la forma:

s 1
M =w T > X GRI 4)

T =>x
y también GRI 4) nos permite inferir U,T,V= y desde U,T',V =>y:
(1) M=w
(2) U,N,Z,S, U=>y
(3) UN,M, w\z,S,V =>y de (1)y(2) por GRI 4)

b
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3) subcaso: GRI 5) fue la utilizada.

Aqui
T'= N,z,w,8
T =N,zw,S

con N,S secuencias y z,w tipos. EI filtimo pasb en la inferencia de
i T—x desde T' =X es:

o NzwS=x ey sy
< ] N,xw,S =>x

y la deduccifn de U,T,V =>y desde U,T',V =y

1) UN,z,w,S,V=>y
j (2) U,N,zw,S,V =>y
= 4) caso: Ei Giltimo paso en la prueba de U,x,V =>y usa una de las G-
3 reglas, pero no introduce la conectiva principal de X.
tﬁ?? Asi, U,x,V ==Yy es inferida desde una o dos sequents, una de
las cuales tieme la forma U',x,V' —=>y'. Puesto que la G-regla de in
ferefcia introduce una ocurrencia de la conectiva, es decir aumenta
en uno el grado de la G-f&rmula, ' . ?
d(UN)H(V" )+ (y' )<d(U)+d (DY) - :
De aqui tenemos que la reduccidn i
T =% u',x, ' = y'
u,T, v =y

tiene grado mas pequefio que 1a reduccidn dada inicialmente. Adenm3s,

la misma regla que nos conduce desde U',x,V' =y' a 'l,x,V =>y nos 1le-

vard desde U’,T,V' =y' a U, T,V =>y, como es mostrado para los dife-

rentes subcasos.
1) subcaso: Usamos la GRT 1)
ur=u
vt=y,z
Yy =y'lz
para secuencias U',V! y los tipos sintfcticos y',z. E1 Giltimo paso
en la deducecidn de U,x,V =>y desde U',x,V' = y' seria
Uz =y
U,x, V¥ =y'/z

y la deduccibn de U,T,V =y desde U',T,V'=> y':
(1) U?,T,V' =>yl
2y u,7,V,z =y’ ) _
(3) W,T,V=>y'/z de (2) por RGIL 1). 45




2) subcaso: Utilizamos la GRI 2).

Anilogamente al 1) subcaso,

u= z,U
yr= y
y = z\y'

con tipos sintdcticos z,y' y las secuencias V',U'. En la deduccidn
de U,x,V="y desde U',x,V'_5y' el filtimo paso seria
'
Z;u.-xiv=> y GRI 2)_
U,X,U=>Z\y,
con la deduccidn de U, T,V oy desde U',T,V' —y' de la siguiente ma

nera:
(1 U, 7T,V =y’
(2) z,U,7,Vy' _ -
(3) U, T,V —=z\y' de (2) por GRI 2)
3) subecaso: Hemos usado la GRT 3).
Para este subcaso,
vy |
U=yly,u

con las secuencias V', U',_y el tipo sintictico g'. El @ltimo paso

en la inferencia desde U',x, V' —y' a U,x,V =y seria
' { '
u ’X;V =>§I Y=Y GRI 3)
y/y’su”xrv’ =1l

Ademds, la deduccifn de U,T,V —y desde U',T,V' —>y’ usando GRI 3)
seria de la forma: - ‘
Q) uLTY oy

(2) Y=y

(3 y/y',U’,T,V' =>4 de (1)y(2) por GRI 3).

(4) WT,V—y
4) subecasc: Hemos utiliéado GRI 4).

Por analogia con el subcaso 3) tenemos,

u=u

V=¥t yt\y
donde y' es tipo sintfctico y U',¥', son secuencias. E1 filtimo paso
desde U',x, V' —y' a U,x,V — ¢ es:

u,x, V' =y’ y=>Yy GRI 4)

U',X,V',y’\y =>Y




y la deduccidn de U,T,V—=y desde U',T,V', =y’ es:

(1)

(2)

(3)

5) subcaso:
Tenemos:

V=

ul

U=

y =

U’,T, V’: =>y'
Yy=y

ur,7,V',y"\y =y de (1)y (2) por GRI 4).

La GRI 5) ha sido usada.

v!

N,z,w

N, zw !
yl

para los tipos sintacticos y',z,w y las secuencias V', N,

de U,x,V —y a partir de U',x, V' =y' con la GRI 5) es:

N,z,

WX,V =Y cpr os)

N,y zw, x, V =y

\
v la deduccidn desde

u,T,V" =y' de U, T,V =y seria:

La deducecidn

v W uLTY =y
(2) N,z,w,T,U.=>y
(3) N,zw,T,V=y de (2) por GRI 5)
6) subcaso: En este {iltimo subcaso suponemos que ha sido utilizada la

GRI 6).

Aqui
ve=V'z
u=u
y=y'z

ara las secuencias U',V' y los tipos y',z.
P ¥ ’

ferencia de U,x,V = y desde U',x,V' —>y' seria:

Z=>Z

u,x,V'=> y’
ur,x,",z = y'z

GRT 6)

la inferencia de U,T,V =y a partir de U',T,V' >y’ es:

(l) U’,T, V' =>y,
(2) z= 2z
(3) U"T;U’:Z =>y’2

El filtimo paso en la in-

5) caso: Los Tiltimos pasos en las pruebas de ambas premisas de la re

-ducciBnaintroducen la concectiva principal de x=x'.x".

Para este caso podemos reemplazar la reduccidn
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! " _ .
u}x ?x !V'_iy GRI 5)

Tl =>x! T" =>xﬂ GRI 6)
T, T x'x" U,x'x",V =y
u,T, T,V =y

donde x',x" son tipos y-7',T", secuencias no vacias, por el "arbol"
T'— x' Ux', x",V =y
T" =>x" ui' ’T"’ U =>y
uTm, ™ Vv=y

Regla de Reduccidn

Regla de Reduccidn.

donde aparecen dos reducciones que tienen grado mis pequeiio que la
reduccidn inieial,
6) caso: Los iltimos paso en las pruebas de ambas premisas T X,
U,x,V =y, introducen la conectiva principal x=x'/x".
La reduccibn
T,x" => x! CRI l)V’ =x"  Ux", V" =y or 3)
T=x!/x" Uyx!' /2", V! V" =y
u,7,v,v" =y

.k-.
donde V',V" son secuencias, la primera no vacia, y x',x" son tipos,
’ » P y
puede ser reemplazada por
T,x"=>x! U,x'," — y  Regla de Reduccibn.

V'o=x" 071,x", V" =y
U,T, V’,V"‘ = Yy

Regla de Reduccidm.

donde ambas nuevas reducciones tienen grado m3s pequefic que la reduc
- - - - M
cibn inieial.
. 7) caso: Este filtimo caso es como 6) caso, excepto que Xx= X"\x' es

tratado sim@tricamente.

Habiendo terminado la demostracifn del metalema podemos pasar a de-
mostrar el metateorema que nos interesaba, que en compensacifn a la larga prue’

ba anterior tiene una breve demostracifn:

TEOREMA DE GENTZEN.
Si T=xy U,x,V =>y son demostrables en EG,'en—

tonces U,T,V =y es demostrable en ZG.

Demosthacidn:

Sea n el grado de la reduccibn, puesto que ningiin

grado es negativo, n> 0, tenemos que aplicando a

14 Y+



lo mds un nimero finito de veces el metalema MT2.4

podemos dar una prueba de U,T,V=> y en ZG: cuan-—
n-1 ;

do mds el metalema se aplica & 2% wveces.

i=9

Dejando de lado la faceta formal del c&lculo de tipos sint3cticos pa
samos a ocuparnos de ver qué aplicaciones e interpretaciones puede tener, esto

lo haremos en el prdximo capitulo.



111, APLICACIONES E INTERPRETACIONES DEL CALGULO SINTACTICO,

A) APLICACION A UN LENGUAJE FORMAL,

La segunda mitad del siglo actual puede ser el inicic de la "Epoca de
las computadoras", debido al gran auge de su utilizaci®n en campos cada vez
mids amplios y diversos de la actividad humana. En particular, a partir de la
década de los sesenta (a raiz, especialmente del surgimiento de la "teoria de
la instruccidn programada') empezd el estudio sistemitico, dentro de la "tecno
logia educativa", de las ventajas y desventajas del uso del computador en el
campo educativo. Mc Maurin, citado en E%j], propone la siguiente definicidn
de tecnologia educativa: "{omma sistemitica de diseiian, LLevar a cabo y eva-
Luan el proceso Zotal de aprendizaje y ensefianza en feminos de objetivos espe
clfices basados en La {nvesiigacibn sobre el aprendizaje y comunicacifn huwma-
nas y emplear una combinacibn de recursos humanos y no-humanos para conseguihr
una insthuceibn mds efectiva”.

Si estamos interesados en el estudio del proceso de ensefianza-aprendi
zaje deralguﬁa area del conocimiento, en este caso Matemiticas, y en el uso de
la computadora durante el proceso, es posible plantearse algunas preguntas in-
teresantes al respecto: ¢para qué partes de las MatemBticas es factible ense-
fiarlas viz un computador?, j;se obtienen mejores resultados, en t8rminos de
aprendizaje, con la ensefianza tradicional o con computadora?, ;puede programar
se una computadora para que plantee problemas de Matem@ticas y, ademfs diga si-
la respuesta del alumno es corfecta o no?, etc... Responder a tales preguntas

cae en el @mbito de interés de la "Matemdtica Educativa".

Dejando de lado cuestiones como las anteriores supongamos, en el con-
texto de la Matematica Educativa, que tenemos una microcomputadora capaz de
plantearle a un alumno, via la pantalla, problemas elementales del Algebra que
se ensena en el nivel medio (VeZse [}aj para las perspectivas en computacidn)
del tipo: (cuBnto vale la expresidn algebraica 2%+ b =i a=4, b=-3 7, desarro

lle (32 + 2b)* y expréselo como un trinomio, etc... Ademds, la microcomputado-
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ra puede calificar de correcta o incorrecta la regpuesta dada por el alumnc;

es clarco que una microcomputadora con las anterioress caracteristicas debe dis-

1 T

'reconocer™ las respuestas del zlumno co-
En

poner de un algoritmo que le permita
mo "expresiones algebraicas bien formadas", antes de "procesarlas" y decidir

s1 son correctas © incorrectas.

EL CALCULO DE TIPQOS SINTACTICOS puede ser utilizado para obtener, en
este casoc, tal ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO de la manera esbozada en los si-
guientes paso: nuestro primer paso es asignar a los signos usados para formar
las expresiones uno o un nimero finito de tipos sint&cticos, esto lo podemos

hacer por medio del listado o diccionario siguiente:

diccionario

-
NUMeros:

1,2,3,4,5,.... + €

variables:

a,b,c,d,e ... -

) > p _
- C > le/p)/e,eflep), (e/p)/e, e/ lep).
- > efe,e\e/e,e\e/c,cN\e/e, c\e/e.
+ e\e/e,\e/e,c\e/e, c\e/c.
+ e\e/e,c\c/e.
* + e\efe,e\e/c,c\c/e.

Formalmente el anterior diccionar—o es una funciﬁn(? del conjunto;tk,
de signos del lenguaje de las expresiones algebraicas en el conjunte, P{T), de

los subconjuntos del comjunto, T, de los tipos sintécticosJQ:‘Aﬁ-P(T), tal que

(0)={e} QDI=(p)  @LU= {le/p)/e,e/lep), (e/pl/e,ellep)}
Q1)={e} @ (a)={e) Ql+)= {e/e,eNe/e,e\e/e,c\e/e,c\e/c}
(2)={e} Q(b)={e} @)= {+)
(3)={e} @lc)={e} @(x)= {ene/e,e\c/e,e\e/e, cNe/e)

. @{/)= {eNe/e,cne/e} |
. . Q(x)= {e\e/e,e\e/c,c\e/e} !




( i
ilotese que para alguneos elementos de los valores de la funciénk# hemos

emitido los par€ntesis; la omisifn est2 basada en que

(0\g)/z & x\ly/z), .

ara tipos sintd3cticos %,,%, arbitrariocs.
p P 3 3 3

Observemos que, dada una cadena del lenguaje de las expresiones alge-
braicas podemos hacerle corresponder por(Q un nimero finito de cadenas de ti-
pos sintacticos por el sencillo expediente de asignar a cada signo de la cadena

un elementos del valor de la funcidn para dicho signo.

EJEMPLO 3.1.-~ Para la cadena 2/a encontramos las cadenas de tipos sin

tacticos que le corresponden por‘?:

2 _' /'L a N 2 . / . a
e e\e/e e e c\c/e e

Vemos que le corresponden dos cadenas de tipos sint3cticos.

Como segundo paso, de-les elementos del conjunte T distinguiremos dos

"ex—

en especial: el tipo ¢ y el tipe €; con la intencidn de "'reconocer" como
presidn algebraica biem formada" a toda cadena del lenguaje de las expresiones
algebraicas para la cual alguna de las cadenas de tipos sintdcticos, que el co

rresponden portf, tiene tipo € o C después de aplicarle las "reglas de cancela

El tercer pasc es establecer las "reglas de cancelacidn”, que para es-

te caso ser@n los 2 teoremas del cHleculo sintdctico:

1) (x/yly=9x,
2) x[XA\yl=ry.

Las reglas de cancelacitn son las finicas reglas permitidas para compu-

tar el tipo de una cadena de tipos sintdcticos reduciendo su longitud lo mis

posible. Entendemos por "lo mds posible” obtener por medio de las reglas de
cancelacidn unz cadena de tipos sint&ctices a 1la cual ya no se le puede aplicar :

alguna regla de cancelacidn y con longitud menor que la de la cademna inicial.
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Antes de dar explicitamente el algoritmo de reconocimiento ilustremos

su aplicacidn con algunos ejemplos:

EJEMPLO 3.Z.- Queremos saber si la cadena

3+ (5/ a) *2

es una "expresidn algebraica bien formada" dentro del lenguaje de las expresio-
nes algebraicas. Para decidir al respecto comenzamos pol asignar a la cadena
sus correspondientes cadenas de tipos sintdcticos por medio deLP, obteniendo pa
ra este ejemplo un total de 120 cadenas de tipos sinticticos, entre ellas las

siguientes dos:

3 + ( 5 / a ) * 2

e ele lefplfe e defe ¢ p Aele e
y

3 + ( 5 / a ) * 2

e Q\e/e le/pl/e e e\efe e p e\efe e

ﬁespués de computar por reduccidn el tipo de cada una de las 120 cade-
naé, si obtenemos para alguna de ellas el tipo € o el tipo € reconocemos como
"expresidn algebraica bien formada" la cadena 3+(5/a)*2. Computando para las

anteriores dos cadenas de tipos obtenemos:

3 + C 5 / a ) * 2

e efe lefpl/e.e e\eJe e p e\efe e

e T

e efe lefpll/e e P e\e

donde esta Gltima cadena no puede seguir siendo reducida, en cambio para la se-

gunda cadena,
e e\e/e le/ple e e\efe e p e\ele e

3

e/p

o\




tenemcs que el tipo computado es € y, por tanto, la cadena 3+(5/a)*2 es una

"expresidn algebraica bien formada',

I

EJEMPLO 3.3.- Ahora determinamos si la cadena a/0 es una expresibn al-
gebraica bien formada computande por reduccidn el tipo sintdctico de las dos ca

denas de tipos sintdcticos que le corresponden:

a / 0 , a / | 0

e e\efe e e c\e/e ¢
i
e/e e

Como no obtuvimos ni el ‘tipo ¢ ni el tipo ¢ concluimos que la cadena

a/0 no es unma expresidn algebraica bien formada.

Habiepndo terminado la ilustracidn de su aplicacién procedemos a estable

cer el algoritmo:

ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO.
Dada una cadena del 1engﬁaje de las expresiones algebraicas, para deci-
dir si es una expresidn algebraica bien formada aplicamos el proﬁé&imiento si-

guiente:

I.- Encuentre todas las cadenas de tipos sinticticos gue se le asignan

por(Q a2 la cadena dada.

II.- Para cada cadena de tipos sinticticos compute el tipo sint3ctico de

longitud minima.

III.~ Si para alguna cadena de tipos el tipo computado es € o € la cadena

del lenguaje de las expresiones algebraicas es bien formada. En ca

so contrario, la cadena no es bien formada.

El algoritmo de reconocimiento establecido se aplica exclusivamente a
cadenas del lenguaje de las expresiones algebraicas, aunque, por supuesto, di-
cho lenguaje formal no es el finico parz el cual es posible establecer un algo-
ritmo de reconocimiento de expresiones bien formadas. En I]g] puede ser encon-

trada una lista de algunos otros lenguajes formales para los cuales es posible

- -
establecer un algoritmo de la naturaleza gue agul NOS OCupPAa. jﬂ%
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Entre dichos lenguajes se encuentra el CALCULC PROPOSICIONAL que de
acuerdo a una de sus formulaciones posee variables proposicionales de tipo 0, y
dos signos para negacidn y condicional de tipes 0/0 y@\O/O, respectivamente.
Asi, para un curso introductorio de lbgica el dispone; de un algoritmo de reco-
nocimiento nos permite ofrecer una definicidn efectiva de FORMULA BIEN FORMADA:
toda cadena "reconmocida" por el algoritmo es una formula bien formada. Pasémos
ahora, a ocuparnos de la aplicacidn del cdlculo sintdctico para el estableci-

miento de un algoritmo de reconocimiento.para el espafiol.

B) APLICACION A UN LENGUAJE NATURAL,

Dentro de este material ya hemos visto qué y cBmo asignar tipos sintic
ticos a palabras del espaﬁoi; en lo que sigue nos ocupamos de ilustrar la apli
cacidbn del algoritmo de Lambek para el reconocimiento de oraciones gramatica-
les del espanol y algunas de las cuestiones que plantea dicha aplicacidn. Ca-
be aclarar que nuestro ejemplo de aplicacifm no es exhaustivo y completo: gue

dan detalles sin tratar que rebasan los alcances y metas del presente trabajo

cayendo en el dmbito de una investigacidn interdiciplinaria a largo plazo.

- Supongamos quertenemos una cadena de palabrés en espafiol de la que que
remos saber si es una oracifn gramatical del espafol. Si tenemos los tipos
sintdcticos de todas y cada una de las palabras que forman la cadena podemos,
siguiendo la idea desarrollada en la aplicacidn anterior, asignar a cada pala-
bra su tipo sintdctico y simplificar la expresidn de tipos sintdcticos resul-
tante hasta obtener una expresidn no reducible. En el caso de que la expre-
sidn Gltima sea 0 la cadena de palabras en espafiol es una oracibn gramatical,

en caso contrarioc no lo es, El procedimiento aquil esbozado est® mostrado en

el siguiente ejemmplo:

EJEMPLO 3.4.- Queremos saber si la cadena
Jacebo compra miel fresca
es una oracidn gramatical del espafiol. Partiendo del dicciomario:

Jacobo > A

mied > n
fresca  + n\n ' 55

compha  +  {M\D0]n,




vy haciendo la asignacidén y reducciones correspondientes

Jacobo  ( compra ( miel ﬁne;.sg ca ))

no CIMNO/n (n AR
S T
l n\ 0
0

obtenemos al terminar las reducciones el tipo sintidctico 0, por ende la cadena
Jacobo compra miel fresca

es una oracidn gramatical del espaiiol.

Observemos en el ejemplo anterior que para efectuar la asignacidn hemos
introducido par&ntesis con el fin de hacer evidente la estruectura de la expre-
sidn y facilitar las reducciones. En los lenguajes formales estudiades en Légi
ca el uso de par@ntesus es obligatorio —-sflo se omiten cuzndo su omisidn no in-
troduce ambiguedad o confusidn- y, por tanto, la estructura de las expresiones
de los lenguajes formales es evidente por lo que podemos proceder directamente
a efectuar ia asignacibn y las reducciones, cuando queremos saber si deﬁermina—
da expresidn esta "bien formada" o no. En cambio, en los lenguajes naturales,
como el espaficl, no es usual que aparezcan paréntesis en los textos escritos y
dos maneras distintas de introducir paréntesis puede llevarnos a resoluciones
sint@cticas esencialmente diferentes, las cuales pueden ser acompafiadas por di-

ferentes significados. A manera de ejemplo tenemos la expresidn

el nido del péjaro marrnén
agrupada de las dos maneras siguientes:

(e nido{del pdjarnoc)) marrdn,

el nido{del (pdjaro manrdn)).

As1 en muestro procedimiento mecdnico de reconocimiento de oraciones de

bemos establecer el siguiente primer paso,

I.- Dada una expresidn o cadena inserte paréntesis en todas las maneras

admisibles;
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después para cada una de estas expresiones con construccidn paréntetica (fGrmu-

las) procedemos como antes a asignarles tipos y efectuar reducciones. Si para

alguna de las f&rmulas obtenemos, despues del proceso de reduccidn, el tipe O
po

la expresibn original sin paréntesis es una oracibn gramatical.

La introduccidn de paréntesis en las expresiones mno es suficiente para
que el algoritmo trabaje sin problemas ya que las palabras en espanol pueden te

ner asignados m&s de un tipo sintictico como muestran los ejemplos siguientes:

EJEMPLO 3.5.~ Del ejemplo 1.2 sabemos que
Pobre - n/n,
pero a partir de la oracidn
Juan pobre thabaja
llegamos a que pobie tiene otro tipo, es decir,

pobre -+ M\ n.

Esto lo indicamos resumidamente de la siguiente manera

pobre -+ n/n, r\n.

En general, usualmente los adjetivos en espaiiol tienen ambos tipos:

n/n, n\n aunque para cada tipo corresponde un significado distinto.

EJEMPLO 3.6.- Considerando la oracidn
€L thabaja
v gue de acuerdo al ejemplo 1.1
thabaja + n\Q,
obtenemos que

&L~ of(n\al.

Adem3s, a partir de que
Juan Thabaja para -+ 0/n

y de que
Juan trabajo pars 62 - (0
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liegamos a obtener otro tipo para &L:

&L -> (o/mi\o.

)
e

No asignamos a &£ tipo O ya que no puede sustituir a Juan, o 'a otra expresidn

de tipoe¥l, en, por ejemplo, la oracidn

pobre Juan trabaja.

En cambio, lo reciproco si puede ocurrir, por tanto el nombre Juan, o

cualquier otro nombre, tiene también los tipos del pronombre &£. 1a situacidn

anterior la simbolizamos escribiendo

n=0/(n\0), n =y (0/n)\0.

La Gltima expresibn es un caso particular del teorema T1.3.

EJEMPLO 3.7.- ©Partiendo de las oraciﬁnes
Juan probablfemente trabaja

Juan thabaja probablemente

obtenemos 3 tipos mds para phobabfemente, es decir,

Probablemente = (n\0)/ (M 0), O\O, (n\o}\(}i\ol.

Tos dos ﬁl;imos tipos se obtienen de las dos maneras distintas de agrupar la 4l
tima oracifm y tenemos 0\0 i? {ﬁ\Of\(ﬁ\Ol, que es un caso particular del dual
simétrico del teorema T1.5. Como picbabfemente es un adverbio modificador de
oracidn, de la validez del dual simétrico de Tl,5 podiamos comcluir que toda
expresidn adverbial modificadora de oraci®n por la derecha, de tipo 0N0, tam-

bién tendria tipo (ﬁ\@f\{n\ﬂ].

No tan sdlo hay que aceptar que una palabra puede tener un niimero fini-
to de tipos sinticticos sino que también hay palabras a las cuales habria que
asignarles un nimero infinito de tipos sint&cticos. Tal es el caso de la pala-
bra y, de tipo i\x/x, la cual enlazaria juntas expresionmes de casi cualquier

tipo X como parecen sugerir las oraciones siguientes:

Juan comne y Maria estudia,
Juan y Maria estudian,
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Pedno £iné un Libro viefe y de,spa.».smdo,
Jaccbo golpea duna y répidamente,
Ahona y siempre sale el so0f,...7

o

Para superaf los problemas planteados por la existencia de palabras

con varios tipos sint3cticos establecemos el siguiente segundo paso en nuestro

algoritmo.

IT.- Para cada palabra de la expresidn asigne umo por uno, todos los

tipos permitidos por una lista finita de tipos dada.

En otras palabras, permitimos que en nuestro diccionario finitoc las pa

labras tengan asignadas un nitmero finito de tipos. Tomamos un nimero finito

de tipos, inclusive para palabras que potencialmente tendrian una asignacifn
infinita, ya que para propbsitos practicos basta con un nlmero finito, aungue

sea bastante grande.

Hasta aqul han sido suficiente para efectuar las reducciones las dos

reglas: .

(x/yly = x
yly\x] = x
perc el ejemplo siguiente muestra la necesidad de incorporar otras. Determinar

el nimero minimo de reglas para la aplicacidn del algoritmo de reconocimiento

en el espafiol seria una de las metas de la investigacibn interdiciplinaria men-

cionada antes.

EJEMPLO 3.8.- Si queremos analizar la oracidn
et ama a EL
donde
&L - 0/{n\el, {0/n\0

ama + - [(n\0)/n

a - a/n, LNOL/A)\{In\OL/n)

obtenemos cadenas con paréntesis que no pueden ser reducidas hasta obtener el
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24 ((ama a) £0)

0/1h\0)  UNOY/n n/n [0/A)\0.

Ay

Pero si incorporamos las reglas
(x/ylly/z) = x/z,
(X\y} (P\z) = Kz,
(x\y)/z <= 2\ly/z),
para tipos X,Y,z, la situacidn cambia.
eL (C ama a) &L )
0/(M0)  (((n\0}/n  n/m)y  {0/n)\0 )

(n\0)/n

(n\{0/n)
' n\O.

Adem@s, podemos temer resolucicnes alternatifas como
i et (ama  a)) &L
C0/0MN0L  (In\e)/n 1InN)/m)N[InNOY /n)))  (0/n)\0O

{ (”\L’{_“./‘\'

0/n 0

Habiendo mostrado la necesidad de dar mi3s de dos reglas de cancelacidn,

nos gustaria seflalar que las supondremos dadas en un npumero finito. Dicha su-
posicibn descansa bisicamente en dos razones: una de indole tebrica y la otra
de Indole prictica, ambas razones son igualmente v&lidas para la aplicacidn a

un lenguaje formal. Posponiendo para el Capitulo IV la razdn tedrica aclaramos

la razbn practica: Si disponemos de un algoritmo de reconocimiento tedricamen-

te susceptible de ser aplicade por un mecanismo artificial, digamos una compu-
tadora, en el que desempefian un papel determinado las reglas de cancelacidn, te

nemos que tomar en cuenta la capacidad limitada de memoria y, en consecuencia,
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dar las reglas de cancelacidn, que aplicard la computadora, en un nimero finito.

Expuesta la razdn de Indole practica pasamos a establecer explicitamen-
Fd
te el algoritmo gue dada una cadena de palabras en espafiol decidird si es una

oracidn gramatical o no lo es. Posteriormente veremos una utilizacidn del algo

ritmo en la Linguistica.

ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO.

I.- Dada una expresidn o cadena de palabras del espafiol inserte parén-

tesis en todas las maneras admisibles.

II.~ Para cada palabra de la expresidn asigné, uno por uno, todos los

tipos permitidos por una lista finita de tipos dada.

I11.- Para cada agrupamiento de la cadena y asignacibn de tipos corres-

pondiente, compute el tipo de la expresidn completa usando las re—

glas de cancelacidn establecidas.

IV.- 5i para alguno de los agrupamientos el tipc computado es 0, enton
ces la expresi®n dada originalmente es una oracibn gramatical. En

caso contrario, no es una oracibn gramatical.

Desde el punto de vista linguistico el algoritmo de reconocimiento no
s6lo reconoce la correccidn gramatical de una cadena sino adema@s, cuando recono
ce una oracidn gramaticalmente correcta, da un andlisis sint3ctico en grupos
sintdcticos, es decir, constituyentes, de ella. En efecto, serd constituyente
toda subcadena de la cadena dada para la cual la correspondiente cadena de ti-
pos sint3cticos en cierto paso del proceso de reconocimiento se cancele hasta
un tipo sintlctico; este serd el tipo sintdctico del constituyente dade. Para
la oracibn gramaticalmente correcta del ejemplo 3.4 tenemos el sistema de 3
constituyentes {sin contar los de un solo elemento) que corresponden a tres pa-

sos del proceso de reconocimiento:

1) miel gresca ( tipo u ).
2) compra miel gresca ( tipo n\0).
3) Jacobo compra miel §resea (tipo 0).




Para obtener el usual "arbol de constituyentes" basta con invertir el

"irbol" del proceso de reconocimiento:

\ &

s

Jacobo compra miel fresca

0
-
n\ ]

—

‘n {n\0)/n n m\n

Observemos que se puede presentar el caso de que la oraci®n no sea sin

tdcticamente univoca y que el algoritmo produzca diversos andlisis, es decir,

que la oracifn resulte asociada con distintos sistemas de constituyentes. Es-—

to puede pasar, en primer lugar, porque la cadena de tipos sint@cticos corres-

pondiente a la oracidn puede reducirse segiin distintos procedimientos, por

ejemplo:

er . ( trabaja (para  ER })
0/(n\0) . n\o | 0N/ [G/nl\o
L 0\¢

n\O

([ 6& trabaja ) paxa ) eL
0/ (n\0) n\o o\0/n (0/n)\0

0/n

En este ejemplo tenemos dos sistemas de constituyentes:

1) pana €L 1') €L trabaja
2) tnabaja para &L 2') &L twbaja para
3) &L trabaja para €L 3") &L trabaja parna E£
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En segundo lugar, se pueden asignar a la oracibn varias cadenas de ti-
pos sintdcticos, y esto tambifn puede conducir a distintos anflisis sint3cti-

cos, por tanto, a diversos sistemas de constituyentes como ocurre con la ora-
‘ s

cifn del ejemplo 3.8.

Podemos resumir la aplicacidn a la Linguistica simplemente diciendo
que el algoritmo nos provee de una versidn rigurosa de la tradicional activi-
dad linguistica conocida como ANALISIS EN CONSTITUYENTES. Asi en la ensefianza
del espafiol puede ser fitil disponer de tal procedimiento mecinico de andlisis
sintdctico. Otra aplicacidn de tal procedimiento seria en el campo de la tra-
duccifn automdtica por medioc de computadoras de un lenguaje a otro: no tan sd
lo seria Gitil al recomocer el material de entrada como oraciomes gramaticales

del lenguaje por traducir, sino que también puede ayudar con el andlisis sin-

tdctico de dicho material.

Antes de seguir con las interpretaciones del cdlculo de tipos sintdcti
cos nos gustaria decir algo sobre otra posible aplicacidn de los tipos sintéc-
ticos en Linguistica. Nuestras comsideraciones son sobre la polisemia del tér

mino "palabra" y seguimos en ellas lo expresado por S. Stati en la primera par

te del capitulo 3 del libro E?)D__l

sy

Con respecto a los distintos significadoswdel t&rmino "palabra" compa-

remos los dos sipguientes enunciados:

(a) El proverbio Quien gofpea primero, gofpea dos veces contiene seis

palabras.
(b) Los matemiticos usan a menudo la palabra Auponer.

En (a) "palabra" designa a cada uno de los elementos, gri&ficamente se-
parados, del proverbio citado, quien, gofpea, dos, etc. Es decir, las palabras
son consideradas los elementos minimos de cuya combinacidm resultan las oracio-
nes. En este sentido hemos usado en el cap. I, y en este, el término ''palabra”
al hablar de "cadenas de palabras™. Este el sentido que dentro de la Linguisti
ca Mategética, en general, se asigna al término 'palabra" ya que genecralmente
Las froses de un Lenguafe notunal cuando se estudian en el plano de La teornia
de Las gramiiicas formales, se considenan como cadenas de fommas de palfabras. ..
que desempeiian el papel de sfmbolos terminales. (Véase [\Lﬂ en pag.69).
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En cambio, en (b) "palabra" se refiere no al infinitivo suponer, sino
al conjunto de formas gramaticales de un determinado verbo: supcngames, he-
mos supuesio, suponlendo, etcétera, En otros términos% en el enunciado (b)
se habla de la frecuente recurrencia de un concepto verbal en los discursos
matem&ticos, y no importa en absoluto si los matemitices lo utilizan en presen

te, en gerundio, o en otro tiempo wverbal.

De acuerdo a Stati, con el {in de evifarn el equivoco, se ha pensado en
La introduccibn en fa temminologia Linguistica de dos teaminos no ambiguos, pa
na neemplazan el vocablo polisémico "palfabra”. Algunos estructuralistas intro
ducen el t&rmino "lexema" como nombre de un concepto y como "alolexema” a sus
distintas actuaciones formaléé,acontrastantes desde el punto de vista gramati-
cal. Las variantes pueden ser gramaticales, fonéticas y seminticas. Por ejem
plo, supongamos y suponiendo son variantes gramaticales del lexema SUPONER;
para el lexema PADRE tenemos las variantes fonéticas, padre, papd y apd; por
filtimo, mencionamos las variantes semnticas del lexema GRAVE en lfa situacibn
es ghave y £leva el acento ghave. Concluyendo, un lexema es un conjunto de va
riantes graméticales,_fonéticas y semi3nticas, y cada una de estas variantes es
un alolexema. De lo aqui discutido resilta que todo enunciado estd: formado

por una cadena de alolexemas, cada uno de los cuales pertenece a un determinado

lexema. : -

Con esta ﬁerminologia yva podemos explicar el hecho de que a una misma
forma de palabra, digamos pobie se le asignen distintos tipos sintdcticos,
pobre — n/n, m\n. Cada uno de los tipos sintdcticos est3 indicando un alole
xema del lexema respectivo. Podemos, usando los tipos sint@cticos, intentar

formalizar los conceptos de lexema y alolexema, definiendo en una primera apro-

ximacidn los alolexemas como parejas ordenadas (A,X) donde A es una forma de

palabra y X un tipo sintdctico. Con esta definicidn podriamos definir un lexe-

ma como un conjunto de parejas ordenadas, es decir, alolexemas.

En esta formalizacidn un enunciado, en lugar de una cadena como
Pobhre , Juan . thabaja,

seria ahora una cadena del tipo

([ Pobre, n/n ). {Juan, n}.{trabaja, n\0)},

donde la pareja resultante es

| Pobre . Juan . trabafa, n/n.n.n\0}. é/‘t




El algoritmo de reconocimiento se aplicaria asi al segundo lugar de la
pareja ordenada, y si este segundo elemento se puede cancelar por medio de las
reglas de cancelacibn para producir el tipo 0 diriamos que la cadena de formas

. . [ ]

- e - »
de palabras del primer lugar es una oracidn gramaticalmente correcta.

Con respecto a ‘os 3 tipos de variantes gramaticales podemos observar
que las variantes forn? —_cas como padre, papd y apd se distinguen una de otra

por tener distintas i . s de palabras en el primer lugar de la pareja ordenada,

padie, n )
papd, n )
wd, n ),

y el mismo tipo sintZc. .. en el segundo lugar; en cambio, las variantes grama-
ticales se diferenciarian por tener distintos el primer y el segundo lugar de

la pareja ordenada, por ejemplo,

{ supone, n 0 )
[ suponen, (0/(n\0))\0);

por Gltimo, las variantes sem@nticas se distinguen por temer iguales el primer

lugar y distintos los tipos sint@cticos del segundo lugar:

( pobre, n/n |

{ pobre, v\n )

[ trabajo, n )
( trabajo, n\0 )

Nos gustaria sefialar que las afirmaciones aqui hechas tienmen que ser ma
tizadas, debido a que la formalizacidn de la que hablamos, como una aplicacidn
de los tipos sintdcticos, en realidad es una {dea de formalizacifn que todavia
tiene que ser sujeta a un estudio y desarrollc que escapa a los fines de este
trabajo: esta tarea se realizaria dentro de la Lingnistica Matemdtica Aplicada.
Si aqui se ha mencionado dicha formalizaci®n ha sido con la intencidn de ilus-~

trar y seBalar un tema abierto a la investigacidn de interés tanto para linguis

- -
tas, como para matematicos.

Posponiendo para el capitulo IV la formalizacidn y exposicidn del concep

to subyacente tras el algoritmo de reconocimiento pasamos a ocuparncs de dar in-
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C) INTERPRETACION EN EL SISTEMA AXIOMATICO ORDENADQ DE LOS NUMEROS

Aunque en el capitulo I hayamos establecido el sistema_form31'2: para
"ripos sintd3ctices', desde el punto de vista 16gico se puede hablar de varia-
bles:fﬂl,ﬁi,... que tomarian sus valor no en el conjunto de tipos sintdcticos
sino en cualquier conjunto en el que estuvieran definidas tres éperaciOnes co-
rrespondientes a .,\,/ . Al sustituir en el enunciado del c@lculo sintdctico
el término "tipos sintdcticos" por el término "variables™ obtendriamos un SIS-
TEMA FORMAL, es decir, una estructura abstracta de relaciones entre términos
sin interpretar. Para tales sistemas formales siempre es deseable poder encon
trar una INTERPRETACION de ellos; en el caso gque nos ocupa tal interpretaci®n
es proporcionada por los tipos sintdcticos y las operaciones definidas para
ellos. Podemos encontrar otra interpretacidn del sistema formal dentro de la

Matemdtica, en particular, dentro de la aritmética de los nilmeros reales.

Obtenemos dicha interpretacidn si consideramos que los tipos sint3eti-
cos son nimeros racionales positivos distintos del cero, el producto X.y es in
terpretade como el producte habitual de los racionales, las operaciones X/y y
N\ x éon interpretadas, ambas, como la divisidn usual en los racionales 3—, v

por filtimo, la fdrmula X => Yy es interpretada como la desigualdad X < Y.

Con estas interpretaciones los esquemas de axiomas y las reglas de in-

ferencia se traducen en:

Esquemas de Axiomas:

a) x< x
b) {xylz < xlyz)

c) xlyz) < [xy)z

Reglas de Inferencia:

RI 1) Si xy< z entonces X< %

RI 2) 8i xy< z entonces {g.%

RI 3) si xg-fy entonces Xy< Z.

RI 4) 8i y< % entonces  XY< z.

RI 5) 8i x< yy g4z~ entonces x< z.




que son todas teoremas vElidos de la aritmética de los niimeros reales y por tan
to, efectivamente hemos dado una INTERPRETACION del sistema formal I dentro de
la aritmética de los nimeros reales, Tenemos asi, poy la LEY DE DEDUCCION (véa
se en 3{] el cap.VI), que teodeos los teoremas demostfgbles eng al ser interpre
tados en ka aritmética de los nimeros reales ser@n desigualdades vAlidas de los
nimeros racionales positivos. Adem@s, como el sistema formal-tiene procedimien
to de decisifn tenemos un modo mecinico para encontrar las demostraciones de
las desigualdades expresadas en términos de producto, divisidén y la relacidn

"menor o igual”.

Habiendo encontrado esta interpretacidn del sistema formal Z ya podemos

demostrar el siguiente resultado:

METATEOREMA MT 3.1,- El sistema formal I es consistente.
Demostracibn:

Supongames que el sistema es inconsistente, esc gquiere de-
cir que es posible probar en el sistema una cierta expresi&n P, para la
cual también es posible probar su negacidn lﬁgica.“’P. Por la ley de
‘deduccién tendriamos que para toda interbretaciﬁn del sistema formal en
contrariamos que es posible demostrar dos enunciados contradictorios,
pero para la interpretacifn dada en este apartado significa que existi-
ria una desigualdad demostrable X<y para la cual también podemos demos-
trar la desigualdad x>y, lo cual no puede pasar por la ley de la trico-

tomia.

En conclusibn, el sistema formal I es comnsistente.
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IV, MAS ALLA DEL CALCULO, 7

Podesn srmalizar las conceptos implicites en la parte del capitulo

anterior que tr: .ba del algoritmo de reconocimiento de la siguiente manera:

Sea T=1(,)} W {x|x es un tipo sintfctico primitivo}, es claro que
T es un conjunto finito, por tanto podemos considerar el conjunto T* de to-

das las cadenas sobre T y establecer la siguiente definicidn:

DEFINTCION 4.1.~ Diremos que un fipo sintdctico X es

una PARTE de un tipo sint#ctico ¢ si, y solo si, (x} es

una subcadena de y, considerando que (Xx)€ T* y ff T*.

EJEMPLO 4.1.- Considerando los tipos sintBcticos primitivos del lengua

je de las expresiones algebraicas, tenemos que del tipo sintictico
(p\le/pli/ic/e))
(sin contarlo a el mismo). son parteé los tipos siguientes

p\le/p) , e/p, cle, p, ¢, e.

La anterior definicidn nos permite establ: cer algunas otras definicio-.

nes Otiles para nuestros propbsitos.

DEFINTCION 4.2.- Sean x,z,y tipos.sintdcticos, tales
que X,Y son partes de z, Diremos que Y ES z-MAYOR QUE

X si, y solo si, tambien X es parte de Y.
Denotamos "4 es Z-mayor que X" por "Z[y > %].“

EJEMPLO 4.2,- Para los tipos sintdcticos del ejem. 4.1 tenemos qﬁe,
z[Ip\le/pl) > le/pl], z[z > zZ]

z[le/pl2p],  2[z 2(c/el]

z{le/p) >c], z[lc/e)> ) v z[lefe)> e,

2= (A [e/pl]/(c\e) . 68

donde




DEFINICION 43 .- Sean X, 2,415 Y25+ - 1Y) tipos sintdcti-

cos tales gque X es parte de Z,Z[ylz_ij, Z[;i yé], v
13

2[y;,,> yﬂ A=1, ..., k-1, e
E1l ORDEN de X en z, denotado O[X]Z, es el mBmero mixi-

mo de veces que aparece en algiin tipo de la secuencia fi

LIS 1)
om

nita, YysY2s0esYps 25 el signo del producto

EJEMPLO 4.3.-- En el ejem. 4.2 tenemos que
0[5]([P\(¢/P)]/{C\€]]=O, en cambio para el tipo sintfc-
tico .

z'={{p/lec]) (e\p}}/ele

tenemos

ofecjz'= 2

.PEFINTCION 4.4.- Dada una formula X =>y, diremos que es
A LO MAS BINARIA si, y solo si, existe un tipe z, tal

que es parte de X, eg parte de Yy, y

o[zZ)x -ofz]ly = .0 1.

EJEMPLO 4.4.- Las f8rmulas siguientes son a lo mis binarias,
Lx/y)y == X,
x(X\y} = y

(x/yl ly/z) = x/2
x = y/[X\yl,

en cambio,

x = (xyl/y

ne es a lo mds binaria. NOtese que 2 partir de una fOrmula que sea a lo m3s bi-
naria, o que no sea a lo m3s binaria, podemos obtener una infinidad de férmulas

del mismo tipo utilizando el Tl.6 gque asegura:

X = x' g=>£'

xy =x'y!

Habiendo enunciado las definiciones necesarias pasamos a hacer explici~

tos los conceptos subyacentes en nuestra exposicidn del capitulo III,
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DEFINICION 4.5.- Una GRAMATICA CATEGORIAL BIDIRECCIONAL
es una quintupla \VT,T,0,R, kP?, donde:

VT es un conjunto finito de ele&entos, se le conoce como
el VOCABULARIO;en aplicaciones a la Linguistica sus ele-

mentos generalmente son formas de palabras.

T es la cerradura de un conjunto finito de tipos sintdc-
ticos primitivos o categorias fundamentales, digamos

Ij,tz,...,tn, bajo las operaciomes .,/,\.

U es un elemento distinguide de T; en nuestra aplicacidn

a la Linguistica era 0.

R={ {x/yly =>x, x{x\y)=> yIV B es el conjunto de reglas
de cancelacidn, donde B es un conjunte finito de formu-—
las demostrables a lo m3s binarias de I o de una exten-—

sifn de L; puede pasar que B = ¢ .

(Q es la funcibn de asignacidn desde VI en subconjuntos

finitos de T.

Restringiendo el conjunto T se obtienen distintos tipos de gramiticas

categoriales, de las cuales pueden verse algunas en el cap. III de [ﬂg]para B=0@,

DEFINICION 4.6.--Decimos que una cadena de tipos sintfc—
ticos x SE CANCELA DIRECTAMENTE A y, si 4 resulta desde
X por una aplicacidn de unz regla de cancelacidn. Dire-
mos que X SE CANCELA A y, si existe una secuencia finita
de cadenas de tipos sintdcticos, 21,22,..-,2, tal que

X=z =7 z. cela .. directamente a z. ara
1, Y n Y %; se cap irect Z¢+3 P

L=1,...,n—1

En otras palabras, X se cancela a y,-si Y resulta de x por la aplica-

cibn finita de las reglas de cancelacidnm.

0




DEFINICION 4.7.- Una cadena ® sobre VT es llamada una
ORACION si, v solo si, al menos una de las cadenas de

tipes sint3cticos asignadas porJ! a g se cancela a g.

DEFINICION 4.8.- El conjunto de todas las oracioneé de

una gramdtica categorial bidireccional dada es llamada

i el LENGUAJE DETERMINADO POR LA GRAMATICA CATEGORIAL BI-
DIRECCIONAL.

'{ | ' DEFINICION 4.9.- Llamaremos LERGUAJE CATEGORIAL BIDI-

RECCIONAL a un lenguaje dado si, y solo si, existe una

gramitica categorial bidireccional que lo determina.

Un ejemplo de gramitica categorial bidireccional es obtenido facilmen~

te de los capitulos anteriores si tomamos como VT el conjunto de las formas de
palabras del espéﬁol a las que asignamos tipos sint&cticos en los cap. 1 y cap.
ITI, como categorTa distinguida el tipo primitivo 0O, y como reglas de cancela-
cidn las dadas en la seccibn B) del capitulo III. Haciéndolo obtenemos el si-
cuiente ejemplo:
4 EJEMPLO 4.5.- H=X¥T,7,0,R,Q>
1 donde: :
vi= {Jacobo, Marfa, Juan, pobre, §resca, padre, papd, apd, miekl, Leche,
compra, trabaja, €L, probablfemente, ama, supone, suponen, corie,
estudia, para, a, yl . o
'i 1t es la cerradura del conjunto de tipos sintfcticos {n,0} bajo opera-

ciones .,\,/.

La funciﬁn(* desde VT en subconjuntos finitos de T es
Q(Jacobo)= {n}, §imietl= {n}, @(&2)= {0/{mM0], (0/n}\0}
Q(Juan] = {n}, GMarial= {n}, @lpobre)= {n/n, An},
Q{Leche)= {n}, @(§rescal={n\n}, @Plpadre)= {n},
“lapd) = {n}, Ylpapdl={n}, Q{compral= {(n\0)/n},

G (trabajal={n\0}, U lprobablementel= {0N\0, (n\NO}\{1\0], (W\0]/(n\0)},
@ ama)= {(n\o)/n},%QUa)={n/n, LINO) /0N L{n\OL/n]}
g {supone)={n\0}, Qlsuponen)= {10/ (m\01]1\0},




Wicorne)= {n\0}, Qlestudia)= {n\0}, Yly)= {(0\0)/0, 0\lo/0)},
Qpana) =L (0\0}/n, 0\lo/n)}. -
o= ¢

R={ (x/y)y =x, xx\y) =y, [N\y}/z=x\y/z),

(z/y) ly/x) =>z/x, [2\y)ly\x) =2z x }.

En esta gramética categorial son ORACIONES todas las empleadas hasta
aqui como ejemplos; hay otras oraciones en esta gramitica, por ejemplo, la cade
na sobre VT

Mania estudia y &L thabaja.
es una ORACION en nuestra gramdtica categorial bidireccional ya que una cadena

de tipos sintActicos asignada por a 1a cadena se cancela a 0:
P g p

1) (n n\o}([ONO)/0 (0/(h\0) n\O})
2) (n m\ojL{oNo)/0 0)

3) (n n\0) O\O

8 0 o\o

5 0

con una secuencia de 5 cadenas de tipos sintacticos (ver def. 4.6), tales que z;

se cancela directamente a Z 241 para (=1,.,.,4. En forma de "arbol" tenemos

(n n\0) L 16N\2)/0 (0/(n\0) W\O)}
b

0
0 o\o

Aunque en la seccibn A) del capitulo III al aplicar el algoritmo de re-
conocimiento deciamos que una expresiﬁniera "expresidn algebraica bien formada"
si tenia tipo ¢ o tipo €, podemos ver que es posible dar una gramitica catego-
rial bidireccional para las expresiones algebraicas que puede manejar una micro-
computadora si tomamos en cuenta, primero, que en tal caso los signos para las
variables y el conjunto de nlimeros que se utilizan son finitos y, segunde, que
agregando las reglas de cancelacidn ¢ = £ y ¢ =>E, donde E es el tipo para
"expresidn algebraica bien formada", obtenemos la categoria distinguida o=E.

Notese que las reglas de cancelacidn no son tenremse nm ¥ -5
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que se obtiene de dicho sistema formal incorporando e=>fy ¢ =>I como AXIOMAS

y manteniendo igual los 3 esquemas de axiomas y las reglas de inferencia.
[
’ . » =
La familia de los lenguajes categoriales bidireccionales es cerrada ba-
jo la unidn., En efecto, si Ij v L2 son lenguajes categoriales bidireccionales,

podemos encontrar gramiticas categoriales bidireccionales.

H_lz <VTJ 3TJ :OJ 3RJ 5"?15 >
H = <VT2,T2,C$2,R2 ,sz\/’,

tales QUE TiAT= 8 v, LJ es determinado por Hl,_L2 es determinado por H, .

Sea 0 un elemento que no pertenece a VTJLJ VI, y construimos una grama
tica categorial bidireccional
| H= <VT:T’U’R, Uﬁ
con
L VI= VTJ"YTz
T=T1VU T,
R= {G/¥)y— x,xG\y) =y} U B_I\J Bz' {o1= o, U, =>0}

Lf es una funci6n_desde VT en subconjuntos finitos de

7, tal gque, para &€ VT

' U?_l (o) sia e VI,- VT,
LQCG)= L?z(.a) si 0 EVI- VI
@ @ VY@ siaqevTn VI,

entonces si L es el lenguaje determimado por H tenemos gque L= L;J Lz'

Resulta que la anterior ne es la iinica propiedad de los lenguajes cate-
goriales bidireccionales ya que para todo lenguaje cateorial bidireccional es po
sible construir una gramédtica generativa libre de contexto que lo genera. Antes
de demostrar el teorema cofrespondiente recordemos que una gramitica libre de

contexto es una cuaddrupla G= <:V,VT,G,P;?,donde:

Vv es un conjunto finito; llamado el wocabulario.
VI . es un subconjunto de V; llamado el vocabulario terminal v sus ele-
mentos simbolos terminales: en aplicaciones linguisticas a la sin-

taxis por lo general son formas de palabras.

es un elemento distinguido de V-VT, llamado wvariable inicial.



P es . conjunto de reglas, llamadas producciones o reglas de reescri-
tur de la forma U >V con u € V-VT y Vv € V*.
X
TEORE} T4.1.- Para cualquier gramitica categorial bidireccional
BE=LVI ,O,R,W> es posible construir una gram3tica libre de contexto

G, tal sue L(G) es precisamente el lenguaje determinado por H.

Demecai oibn:
Para c :struir G=<rVi,VT',q',Pﬁ>
tememc. que g'=g, ademfs VI'=VT, es decir, el elemento distinguido es

el mismo en ambas gramaticas, y el vocabulario de H es igual al vocabu

laric terminal de G.

Para construir V', recordando que(¥(a) eg un subconjunto finito de T,H’u
del conjunto finito VT, tenemos que la unidn D de todos los valores de
(?(n) es un conjunto finito. Ademds el conjunto de las partes'de(P(a)

\$.u g VI es finito v asT la unifn E de todas las partes de los valores

de\P(Q), para ¢ ¢ VI es finita, ... F=DUE es finito v haciendo v'=yF

conseguimos el conjunto finito que necesitamos para vocabulario de G.

El conjunto P de las reglas de reescritura consistirfa de reglas de 3

tipos:
1) del tipo x *+(x/yly, si (x/y} € F,
'y del tipo y »x{x\y}, si ([x\yle F.

2) del tipo x ~ a,si xe @ (@),%¥a e vr.

3) del tipo X+ ysi x vy €F,
y del tipo x + y.z si x,y y z € F.

El conjunto P es finite ya que tante F,VT v R lo son. Claramente L(G)

es el lenguaje determinado por H.

Este es el momento oportuno para recordar que en el cap. III menciona-

mos que habIa dos razonmes: wuna préctica y la otra tebrica, para pedir que las

‘ reglas de cancelacidn formaran un conjunto finito. La razdn prictica ya fue se
‘E?- halada y la tebrica es que si R, al igual que F y VI, no fuera un conjunto fini

- - - - - hd
to no podriamos obtener el copjunto finito de reglas de reescritura necesario




noder construir nuestra gramitica libre de contexto, en otras palabras, sin
para | P >

este requisito no tendriamos el teorema T4.l.
. =
z
N6tese gue las relgas del tipo del inciso 3) se presentan si en H el
conjunto B#@, es decir, si alguna regla de cancelacidn a lo mis binaria, distin
ta de (2/yly =%, x(x\y)¥y , es utilizada. En efecto, en una férmula a lo mis

binaria X =y siempre es posible encontrar:

1) Dos partes z,w de X tales que X=z.w v la regla de cancelacidn se
convierta en z.W=>Y, si, para algiin £ parte de X y y, 0[i1x—0[i1y=l.

o en caso centrarioe,

2) si 0[23x—0[iﬂy=0, para £ parte de X y Y, es posible encontrar al me-
nos una parte 2z de X, y al menos una parte w de Yy, tales que niz y w
estan compuestos a partir del producto y, digamos, x=z/%, y=t\w, o al

sfin tipo compuesto andloge, entonces X =>Y se convierte en z/i =>t\w.

En caso de que B=¢ entonces no se tendrfan las reglas del tipo inciso
3), rara este caso se menciona en [‘L{] que una gramdtica categorial bidireccio-
nal B es siempre encontrada para cualquier. gram&tica G libre de contexto tal que

L(G) es precisamenfe el lenguaje determinade por H.

Dado un lenguaje que podemos ver como generado por una gramitica libre
de contexto o como determinado por una gramitica categorial bidireccional, el
adoptar una de las gramiticas significa tomar partido por uno de los lados de la

diferencia profunda existente entre ambos .tipos de gram3ticas.

Dentro de la Linguistica la diferencia se presenta en €l procedimiento
de representar la combinalidad sintdctica de las formas de palabras. Por un lado
en 1a8 gramdticas generativas libres de contexto la informacifn estd contenida en E
1as reglas de reescritura, Por otro lado, en las gram@ticas categoriales dicha :
inforinacidén se encuentra en el wvocabulario, es decir, en los tipos sintdcticos de ‘
las formas de palabras. Las reglas en las gramiticas categoriales tambi&n son ne
cesarids. pero hay relativamente pocas y, por otra parte, ne contienen ningﬁna ig
form#Cidn scbre un lenguaje concreto; en realidad, ellas son teoremas de un sis-

tema formal gue en este trabajo hemos 1lamado CALCULO DE TIPOS SINTACTICOS.
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Todo los conceptos que hemos examinado en este trabajo se han referi
do, de hecho, ¢+ un solo aspecto de los lenguajes: el sintdctico. Ahora bien,

. ) - Ly . - -
el lenguaje pe -+ otro aspecto no menos importante que~el sintdctico: el semin

: tico., Sobre « ¢ {iltimo aspecto casi nada se ha dicho en los capitulos anterio
5 res y, hos gus ~ria terminar nuestro trabajo con la presentacifn sucinta de al-
gunas ideas qu se manejan en el estudio de la Semdntica. Estas ideas se desa-
rrollan demtrc de la clase de andlisis sem@ntico del lenguaje que ha sido segui

do dentro de 1 s llamadas GRAMATICAS DE MONTAGUE.

Supc °mos que todo lenguaje natural sirve para dos cosas: nombrar en

tes y decir alj. sobre ellos, adema@s por lo general cuando queremos decir algo

lo hacemos por medio de una oracidn declarativa.. Sin embargo, si queremos dar
una cuenta precisa del significado de una expresifn linguistica no es bastante
relacionarla con un objeto o conjunto-de objetos; debemos tambifn proveer un
SENTIDO o CONCEPTO para la expresifn como muestran las dos lecturas de la ora-
cidn

Juan piensa en su futura esposa,

1) en una primera lectura, Juan estd@ pensando en una peisona, es decir un ente.
2) En una segunda lectura tenemos que Juan estpa pensando, digamos a los 15

afios, en las caracterfsticas que debe tener la persona que en a futuro serd su

esposa. ' : , 5

En una terminologTa que ha llegado a ser : wds generalmente aceptada
en los {iltimos alios, nos referiremos en lo subsecuente, & sentido o concepto
relacionado & una expresidn como su INTENSTON, y por la EXTENSION de la misma ex

presidn queremos significar aquellos objetos en el mundo a los cuales se refiere

la expresidn.

shondando em estos conceptos tenemos que la extensidn de una expresidn
linguistica de- ~de del MUNDO POSIBLE considerado, es decir, del comntexto en que
se sitfie la ex ion. Por ejemplo, la expresifn /4ub{o tiene una extensidn en
el mundo posibl: de los Estados Unidos Americanos y otra extensibn distinta en

el mundo posible de México, ya que es comiin considerar como rubias a persomas

que en E.U.A, no lo son. Por otro lado, ;qué tienen en comiin las warias exten-

siones de una expresidn linguistica, digamos 4ub{o en diferentes mundos posibles?
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iqué es lo que hace que todas ellas sean extensiones, por ejem., de Aubio y no
de moreno?. La respuesta serd "la intensidn" ya que la consideramos como el
"pegamento" que une el lenguaje con el mundo, es deciry una intensidn es algo
gue relaciona una expresibn lingufstica con su extensidn. Ella determina la
extensidn de una expresidn: si tenemos conocimiento de la intensidn de una ex-
presidn tewemos, por lo tanto, una herramienta para escoger los objetos en el
mundo que tiene como extensidn la expresifn linguistica. En terminologia mate-
mitica, podemos decir gque la intensidn es una funcidn desde mundos posibles en
extensiones. Volviendo a la primera pregunta planteada, podemos decir gque 1lo
gue las varias extensiones de una expresidn en mundos posibles diferentes tie-
nen en comiin es que todas ellas son valores de una funcidn intensiomal, la cual

para todo mundo posible escoge exactamente la extensifn relevante.

Consideramos que la extensidn de una oracidn declarativa es su valor
de verdad y que la proposiciﬁn respectiva, la cual es la designacidn usual para
la intensidn de una oracidn declarativa, es una funcibn desde mundos posibles a
valores de verdad. Las intensiones de predicados y t&€rminos individuales son
~funciones desde mundos posibles en conjuntos de objetos y objetes, respectiva-
mente. Sefialemos que este andlisis de la’intensidn"ha-Becho-él:concepto eésen— -
cialmente independiente del lenguaje, puesto que una intensidn tiene entidades
extralinguisticas como su -dominio (mundos ﬁosibles) v como su rango {(objetos y
valores de verdad). Para .conectar las iq;gnsioﬁes con el lenguaje, suponemos
que existe una funcidn interpretadora genesal I la cual para toda expresifn lin

guistica nos da la intensidn apropiada, Para la expresidn 4ub.{¢ tenemos

I(ﬂub&n}zllntenSLOH nubio

" GIBLIOTECA
W7 De CIENGMAS EXACTAS
Y NATURALES

ég}
Int&ubiD(Wn)= EXth(ﬂubio), .Kx.

L SARER DE SIS HLAS
HARA W] ARANDEEA

donde: o
Wh= mundo. posible con Tndice n.
I = funcibn intérpfetadora general,

Int, .. .,~ 12 intensifn para nub+o

Extw (rubio)= la extensidn para /ubio en Wn.
n

Asi pues, la funcidn interpretadora general escoge la intensidn para
una expresidon linguistica, dicha intensidn es, a su vez, una funcidn tal que nos
da para cualgquier mundo posible arbitrario W la extensidn de la expresifn en

ese mundo. En forma de diagrama lo podemos representar como: :};z




Expresidon linguistica ;
1

Na

Funecidn Interpretadora I

¥
Intensitn

Mun: o
posible

T by -
~ Extension

En el andlisis semi3nticoe del lengnaje realizado dentro de las gramiti-

cas de Montague se parte de des ideas fundamentales: 1) el significado de una

expresidn linguIstica compleja es una funcidn del significado de sus partes cong
tituyentes, y 2) hay un isomorfisme entre la sintaxis v la éemﬁntica de un len~

guaje, es decir, la ~*=» es una clase de mapa que muestra como los significa
dos de las partes se¢ wun en el gignificado del todo. Esto significa que

ante dos andlisis sint3ctico preferimos uno de ellos por criterios semfnticos,
por ejemplo, al analizar la oracifn .
Juan comne velozmente

preferimos el andlisis
Juan corne velozmente

0
S
n a/n
\
T‘“"'u"_;F—g\
0/n (o/n)/10/n]

al anzlisis
ann corne velozmente

q
T - !
aQ a/e
n df/n
va que corner velozmente tiene "sentido. 10



Observemos que los tipos sint8cticos no son los que les asignariamos,
de acuerde a nuestro andlisis de los capitulos anteriores, a las formas de pala
bra que aparecen en la oracibm anterior., Lo que pasa é; qﬁé simplemente se con
sidera el hecho de que una forma de palabra se concatena con otra para obtener
una expresidn sin tomar en cuenta el "lado" de la concatenacifn: si se concate-
na por la derecha o por la izquierda es irrelevante. Asi, en este anZlisis sin
tictico pobie + n/n, v no los tipos n\n y n/n‘. La gramidtica categorial de es-
te tipo es llamado unidireccional rw este tipo de gramidtica es la isomorfa con .-

la gramitica esbozada a continuacidn.

Para llevar a cabo las ideas menciomadas antes partimos de A£{pos 4e-
minticos primii{vos que corresponden a los tipos sintdcticos bisicos de los nom
bres y las oraciones declarativas. Las extensiones de las oraciones son valo-
res de verdad, con tipo extemsional £, y las extensiones de los nombres son en-
tes, de tipo extensional e. Las intensiones de oraciones (ﬁroposiciones) son
funciones desde mundes posibles a valores de verdad. Tales funciones son indi-
cadas por el tipo intensiona]ﬁ(ﬁ,lﬂﬁdonde 4 es una etiqueta para el tipo inten-
sional correspondiente al tipo extensional £. En genéral, si @ es un tipo ex-
tensional, (3,&} es el tipo intensional de la intensidn correspondiente a a.
Las intensiones de nombres son funciones desde mundos posibles a entes y, asi,
son de tipo intensional (Z,é? .  Las intensicnes de los nombres son muchas ve-—

ces llamadas concepfos {adividusles,

Antes de ver cfme construir intensiones y extensiones para otras expre
siones, queremos sehalar que para abarcar en el andlisis semf@ntico casos como el

de la segunda lectura de la oracibn

Juan plensta en su futuro esposa

debemos considerar que en algunas ocasiones la intensidn de una expresifn lin-
guistica estd actuando como extensifn. Para incluir tales casos, Montague (ver
el articulo [5}:]) considera que en todos los contextos, los nombres y las ora-

clones tienen como extensiones conceptos individuales y proposiciones, respecti

vamente.

Hecho el anterior sefalamiento, tenemos que anilogamente al proceso
seguido en el cap. I construiremos todas las intensiones y extensiones de todas

las otras expresiones sobre la base de los nombres y oraciones, Todas las expre
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siones de tipO serantico derivado tendrfn como su extensidn una funcién desde
la ntensLbn de - .. tipo a la exfensdién de otro, y como intensibn una funcidn

desde mundos posit les en extensiones. Lo anterior es ilustrado en los siguien
Je o

tes ejemplos:

EJEMPI{ 4.6.- Si topamos COMe su extensibn serd una funcidn desde
las intensiomes de nombres a las extéﬁsiones de oraciones. En efecto, en la
oracibn .

Juan corre,
con extensifm un valor de verdad de tipo sem@ntico £, tenemos gue CoLeZ se ha
concatenado con Juin, que tiene una intesidn (una funcidn) de tipo semd@ntico
(4,¢7. Considerando la figura siguiente que ilustra como es cbhtenida la exten

sidn de la oracidn

cenne
Juan _ Juan conne
—
£,e7 , ks

tenemos que la extensidn de conie tiene tipo semBntico extensional

s>, b

y su intensidn, (una funcifn de mundos posibles en extensiones, a su vez funcio

nes), tieme tipo semB@ntico intensional
<4 , <<é ey, /t>>

EJEMPLO 4.7.~ Del hecho que velozmente se concatena com COAAE produ-

ciendo una expresibn linguistica,
' corne velozmente,

que actua como verbo intransitive al concatenarse con un nombre, digamos Juan,

tenemos que la extensidn de velfozmente, como es ilustrado en la siguiente figura,

conhe velozmente conne velozmente
s, {&,09, D) &, 1)
. —_k
Jo




es una funcidn desde la intensidn de un expresidn con tipo intensional
<@, <22,é>,f§> a la extensifén de una expresibm con tipo semintico <$3,é>,£>>.

El tipo sempantico extensional de velozmente lo denot amos por
s, Kooy, D), <Koy,

y el correspondiente tipo sem@ntico intensional para la intensidn es denotado

<é, <<¢ L, £, &,0, z>>>

En general, tenemos que si una expresiton linguistica tieme como exten-
sidn una funcidn desde la intensidn de tipo intensional<{¢,at7 a la extensidn
de tipo extensional £, el tipo sempantico extensional que le corresponde serd
denotado por

s, 0>, 8> |

La intensidn correspondiente seri una funcifn que a los mundos posibles les aso
cia extensiones de tipo sem@ntico extensional<§<h,a§ ,B), as? que le asignamos

el tipo sem@ntice intensional

(é ’ <<A' , oY, B>>

Antes de dar explicitamente el isomorfismo entre sintaxis y sem@intica,
ilustramos el paralelismo que se presenta entre la estructura sintictica y la

estructura sempantica cuando una oracibn es analizada utilizando tipos sintdcti

cos y tipos seminticos.

EJEMPLO 4.8.~ Para la oracibn

Juan coxne yvefozmente

tenemos el andlisis sintictico
Juan corne yelozmente, 0

Juan, n corne velozmente, 0/n

/T

corne, 0/n velozmente {0/nl/{0/n)

&1




que podemos comparar con el andlisis sem3ntico

Juan corie velozmente, {17 £

Juan, <5,e) corne velozmente, {<s,eY D

‘ | : _ N
coma,@,(@, ey, J:>> velozmente ,<<A , <{A, e},f)z {{a , e, f>,

para darnos cuenta del paralelismo entre las estructuras.

La funcidn F que nos permite establecer el isomorfismo entre sintaxis
y sem3ntica es una que asocia tipos sint3cticos de una gramitica cateonal unidi-
reccional con tipos sem@nticos de una gramitica intensional, La fupcién es defi

nida recursivamente de la sigulente manera:

F(0y= 4

F(n)= e

FO/y)= <<A,F Wy, ¥ CXb

Por ejemplo, al tipo sintfctico [0/n]/n le hacemos corresponder el ti

po sem&ntico extensional que a continuacidn obtenemos por medio de la funcidn F:

FC 0l m=<Ks, F0IY , B0/ 1)

pero como

F(n)= ¢
F(0/n)= <<é ,F(n)>,1?(_ob

tenemos que

F(l0/n]/n)= <(f-\ e, <<é:,@\/,/t>>

En lo anterior hemos hablado de una gramitica categorial unidireccio-
nal que serIa el caso especial de la definicidn de gramBtica categorial bidirec
cional donde T es la cerradura del conjunto finito {n,0} bajo las operaciones
.,/. Las reglas de cancelacifn se convierten en

(x/yly =>x ' gg
xly/x) =y




ya que de hecho las operaciones / y \ son una misma operacidn. Un desarrollo
andlogo para obtener una gramdtica intensional puede ser efectuado, donde las

reglas de cancelacidén tendrian la forma: - e

.

<6,5> (ZA,B> ,ob = a
{,8Y, o) L8,8) = o

para tipos seminticos o,EB.

El desarrollo de tal gramdtica intensional se encuentra fuera de los
propdsitos de este trabajo. Para una presentaciﬁn,.cercana a la esbozada aqui,
de las gram3ticas intensionmales puede consultarse (jf]y para mayor profundidad
en el estudio de ellas, ve@nse el articulo {”}i}y las notas de clase [?]. La
pretensidn de mencionar los concepteos anteriores en este trabajo, ha sido mos-—
trar que los m€todos y conceptos desarrollados para tratar los tipos sintidcti~
cos no se agotan en el campo de la sintaxis sino que, por el contrario, pueden

extenderse al campo de leos estudios sem@nticos.
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