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INTRODUCCION.

Una teoria de integracifn surge en respuesta a problemas como la de-
terminacidén de &reas y volfimenes. Nuevos problemas, de probabilidad y fisica por
ejemplo, han tenido respuesta usando alguna teoria de integracidn. Por esto se
considera necesario que un futuro matemdtico conozca algunas de las teorias de in
tegracidn de mayor aplicacidn, asi como sus alcances y diferencias. Una de estas,

as la teoria iniciada por Lebesgue en 1902,

Para el estudio de la integral de Lebesgue, algunos autores de textos
tratan medidas en espacios abstractos, con una discusidn previa sin mucha exten-—
sidn de teoria de la medida en algiin espaciﬁ euclidiano, para despues ver teoria
de integraciddf (ver [8] capitulos 7 Y 8). Otrosﬁautores prefieren obtener la in-
tegral y sus propiedades r@pidamente. Inician con una teoria de "integracidn
elemental” para extenderla despu@s a una clase mas amplia de funciones, después
de lo cual ellos obtienen una teoria de integracidn deseada de la cual inducen

una medida (ver [l] capitulo 10).

Combinando un poco las posturas anteriores, en este trabajo se preten
. . ' i -_—
de presentar una opcidn did&@ctica para la preparacidn de aquellos estudiantes que
se introducirfn al estudio de la teoria general de integracidn de Lebesgue, asi

como tambieh hacer algo de andlisis fino.

Tradicionalmente, quizd con el fin de suavizar el paso de la integral
de Riemann a la integral de Lebesgue, se prepara al estudiante mediante: un deta

1lado respaso de la integral de Riemann {(sobre la cual los estudiantes tienen an-

_;ggedentes), pasando luego a la integral de Riemann-Stieljes y, finalmente, al es

;pdio de teoria de la medida,

_ Confiando en que el estudiar y comparar entre si varias teorias de
integracidn prepara al estudiante para introducirse en teorIas de integracidn abs

tractas, aqui se presentan dos teorias de integracidn adicionales como alternati-




vas para su estudio, en el cual se recomienda poner &nfasis en la omisidn de de-
talles repetitivos. Estas teorias han sido llamadas: La integral B-Riemann y

la "integral de Lebesgue".

En el primer capitulo se presenta la integral de Riemann. Se parte
de su definicidn constructiva pasando a caracterizar la clase de funciones Rie-
mann integrables. Dos criterios de caracterizacidn son debidos a Riemann y se
basan aparentemente en el tipo de discontinuidades de las funciones. Un tercer
criterio es debide a Lebesgue y este se basa en la "cantidad"™ de discontinuida-
des de las funciones, siendo de aplicacidn mas directa que los de Riemann. Cabe
seflalar, que la diferencia cualitativa entre los criterios de Riemann y Lebesgue
es grande, lo cual en parte es razonable por su sepracidn en el tiempo en una

gpoca de desarrollo explosivo del anidlisis.

La integral B-Riemann, desarrcllada en el capitulo 3, es sugerida en
el articulo "La alternativa de Bourbaki para la integral de Riemann" [i], por
lo cual se le]pa dado tal nombre. Esta es definida en forma descriptiva, en opo
sicidén a lo hecho en la integral de Riemann, motivada en el estudio de una sub-
clase de funciones Riemann integrables, las funciones regulares; a lo cual se de

dica el capitulo 2.

La "integral de Lebesgue" es en realidad una restriccidn de la inte-
gral gemeral de Lebesgue a intervalos cerrados y acotados, razon por la cual ha
sido escrita entre comillas. Es en el capituld 4 donde se presenta esta inte-
gral, se evita al maximo el uso de conceptos y propiedades de teoria de la medi-
da (Gnicamente se utiliza el de medida cero). Su definicidn, que evoca al teore
ma fundamental de Lebesgue, es un tanto descriptiva y est? sustentada, principal
mente, en que toda funcidn continua y mondtona sobre un intervalo cerrade tieme
derivada finita casi dondequiera en €l. Esta teoria de integracifn resulta ser
un buen acercamiento a la general de Lebesgue. En esta liltima, se encuentra la
justificacidn a que las funciones "Lebesgue integrables” coinciden con las Le-
besgue integrables para un intervalo fijo v, asf, tambien tienen la virtud de
poseer fuertes propiedades de convergencia sin requerir tantas restricciones co-

mo en la integral de Riemann, detalle muy apreciable de una teorIa de integra-

cidn.
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En el capitulo S5, y {iltimo, se hacen las comparaciones entre las cla-
ses de funciones integrables entre las teorfas de integracidn presentadas en los
capitulos anteriores. También se resaltan algunos de los resultados del anilisis
fino aquf hecho, presentando como algo intermedio al que se hace en la teoria de

integracidn de Riemann y la de Lebesgue.

Lo




I. LA INTEGRAL DE RIEMANN,

En este capitulo y los siguientes Eaﬂﬂ denota un intervalo fijo no de-
generado de niimeros reales; €,5,5,.., SO0 niimeros reales y f,g,F.G,..., son funcio

nes reales definidas sobre [aJﬂ , fupuestas acotadas cuando sea necesario.

Previo a la definicidn de integral de Riemann y dar algunas propiedades

de esta, se introduce terminologia y notacidn que serd utilizada.

Una particidn del intervalo [a,ﬁ] es cualquier subconjunto
P={t,, tl,tz,...,tn} tal que tp=a<t;<t;<...<t;=b vy la longitud de los intervalos

[tk-l’tﬁ]’ (k=1,2,...,0) es denotada por A+

Parf una funcidn f y una garticiﬁn P de [a,b] se adopta la notacidn

M (D)= sup{£(x)/xe [t _ 6]}y m ()= inf {£(x)/xe[t,_ ,t,]}

para k=1,2,...,n; asi como
M(£f)= Sup{f(x)/xg[a,b]} y m(f)= inf{f(x)/xc[a,b]}.

i DEFINICION 1.1.- Sea f una funciBn acotada sobre [a,b] y sea
P={a=t0»t1%...;tn=b} una particidn de [a,b]. “ Una suma de Riemann de f asociada

con la particidn P es una suma de la forma

Il
kE £(x ). A, donde xkE[tk-l’tk]’ (K=1,2,44.,0)

y denotada por S(f,P).

Se observa que la eleccidn de x, es arbitraria, por lo que, para una

particidn dada, habrd un nmeroc infinito de sumas de Riemann.

DEFINICION 1.2.- Sea f una funcidn acotada sobre [a,b]. La funcidn f
es Riemman integrable sobre [a,b] si existe un nimero r con la propiedad de que,
dado €>0, existe una particidn P_ tal que

[S(£,P)-r| <&  si PP, .
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El niimero r es la integral de Riemann de f sobre [a,ﬁ] v denotado

b b
por £ f o 4 f(x)dx.

La clase de funciones que satisfacen esta definicidn es muy amplia.

Sin embargo no toda funcifn acotada es~Riemann integrable, como serd visto.

PEFINICION 7.3.- La suma superior de Riemann U(f,P) de f respecto a

1a ﬁﬂrtician P ag
UGE,P)= 8 M (£).A, -
Fl& k

y la suma inferior de Riemann L(f,P) es

L(£,P)= 3 m (£).Ak
( L

De la definicidn se sigue que para cualquier particibn P de [g,b]
L(f,P) < U(£,P)

como también

UGE,P) < § M(£).A, = M(£).(b-a)
¥ k=1 .
y
L(E,P) < 7 m(£).a = m(f).(b-a).

k=1

Asi tanto el inf como el sup de las sumas superiores e inferiores exis
te por estar acotadas, es decir, porque
m(f).(b-a) < L{f,P) < U(£,P» < M(£).{b-a)

Lo que aqul se ha llamado sumas superiores e inferiores de Riemann, a
veces es llamado de Darboux, que al parecer es su nombre original. Observese
que comparando estas sumas con la suma de Riemann se tiene

L(f,P) < S(£,P) < U(£,P)
independientemente de la particidn P y la eleccibn de los X, . Hay una compara-

cidn mas importante dada en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.4.- Una funcién f acotada sobre [é,b] es Riemann integrable

si y solo si para cada €£>0 existe una particidn P tal que

U(£,P)- L(E,P) < e si PP




Demostraciln:
Si f es Riemann integrable y r= éb £, dado €>0 existe una particidn

de [a,ﬂ} Pe tal que si P={a=t0,t1,...,tn=b} es otra particidn con P> PE enton-

ces para cualquier eleccidn de X,y x'k en [tk~1’t£]
n ¢ n .
| 2 £ b~ <873 y [ I £G)b, - x| <e/3.

De donde

n
|2, (G- £l 8y | < 2673,

Como Mk(f)-mk(f)= sup { £(x)-f(x")/ x,x'e[tk_l,tgl}
se sigue que para todo P>0 se pueden elegir x ¥ x'k en ffk_l,tkj tales que
f(x)- £(x')) > M (H)-m (H)-p. ’

€
Haciendo la eleccidn correspondiente a p= F(o=a) ® °¢ tiene

n
(R, D)-L(P,£)= | Z [ (£)-m (£) |.8,

n n
< Eleep-faila, + £ 8. P

< E .

Lo cual demuestra la condicidn de necesidad. Para la condicidn de sufi
ciencia, supdngase ahora que para cada €>0 existe una particidn PE tal que
U(P,f)-L(P,f) < € si PDE
Sean U(f)= inf {U(f,P)} y L({f)= sup {L(£,P)} tomados sobre todas las particiones

P de [a,b] . Se tiene que L(f) < U(f), por la definicifn de estos y que
L(f,P) = U(f,P) para toda particidn P de [a,b]. Luego

L(f,P) = L(£,P)-U(f,P)+ U(£,P) > -+ U(Ef,P)

Zoe+ u(f)

U(£,P) = U(£,P)- L(£,P) + L(f,P) <e + L(£,P)
2 €4+ L{f)
comoe € es arbitrario U(f) <L(f). Por tanto U(F)= L{(f); ademfs llamando r‘al
valor U(£f)=L{f)
~e+r<S8(f,P)< g+ r , es decir, que dado e> 0 existe PE tal que
| S(£,P)- 1} <€ si P2ER

Por tanto f es Riemann integrable. _ v
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En el siguiente ejemplo se utiliza el teorema anterior para confirmar

una afirmacidn hecha:

Ejempfo 1: Para el intervalo [;,p] sea f(x)=1 si x es racional en [é,b]
y sea f(x)=0 si x es irracional. Para cualquier particidn P={a=t0,t1,...,tn=b}
de [a,b] se tiene n
= L A z A, =p-
U{f,P) Ko Mk(f). T K 1, K b-a

v n
L(£,P)= 2 m ()8,

z =
A =
k=1 0. 0
Por tanto f no es Riemann integrable, a pesar de ser acotada,

Después de casos como estos, cabe preguntarse:

(Bajo qué condiciones una funcidn acotada es Riemann integrable?

La respuesta definitiva a esta pregunta 1la da el criterio de Lebesgue,
pero antes de establecerlo se da un acercamiento a esta respuesta dada por Riemann

el cual puedérser de inter&s por ser poco comocido.

Para una particidn P del intervalo [a,ﬂ , Riemann define

Dk= Mk - m (k=1,2,...,n) como la oscilacifn de f en el intervalo [tk—l’tk] y dado

00 denota por L(0,P) a la suma de las longitudes de aquellos intervalos en que

o
Dk>

L

TEOREMA 7.5.~ Caracterizacidén de Riemann. Si f es una funcidn acotada
sobre [é,b] entonces: £ es Riemann integrable si y solo si dados 00 y €>0 exis
te una particién P, tal que

% (o,P)<E si PDP,

Demostracidn:

S8i f es integrable, dado 970 y €>0, existe una particidn P tal que

U(f,P) - L{(f(P) < O E

para toda particidn P de [a,b] con PDP.




Luego n

n
UCE,P) - L(E,P)= (I M (£).A - 2 m (£).5

1
11

= 2 [u(e -n (]t
Ko M e k

=D Al + DZAZ +...F Dﬁﬂn

|
fl M -
el

p A

A .
P T 3701 Pg kg

1 ki kj 3

1 i
> I A >0 kX A ya0 IL¢0

donde k ,k . ,...,k es una reordenacidn de los indices 1,2,...n de tal forma
1*e!? *“n 3%

que ij>0 solo para j=l,2,...,i]

por tanto

U(£,P) = LUEP) <& i pop

£(0,P)< = =R

En la otra direccidn, sea D= max {1, sup {f(x)—f(y)/x,ye[a,b]}} dados
>0 y £>0 ed#iste una particidn P, ;tal que '

Z(o,P)< €/2D si P2 P..

se tiene i o
- =D A& A A= I z A
U(£,P) - L(f,P)= D A4+ D,B +...+ D & o1 ijAkj+ joi+1 Dy i

: A % A
ag
P a1 kg T gRie kg

N
2]

DZ(o,P) + o.(b-a)< ¢
e/ 2(b-a) , si P2 P, v

”n

escogiendo ©

Como serd visto el criterio de Lebesgue da mayor claridad a la cuestifn
de integrabilidad, aunque en el fondo es equivalente a la caracterizacidn de

Riemann. Un concepto bdsico que se requiere es el de conjunto de medida cero.

DEFINCION 1.6.- Un conjunto S de nimeros reales tiene medidad cero si,
para todo €>0, hay una cubierta numerable de intervalos abiertos cuya unién con-

tiene a § y la suma total de sus longitudes es menor que €,

Si los intervalos son denotados por (ak,bk), la definieidn requiere que

SCU (a,,b) y r (b -8)<e
k k




donde k corre sobre un conjunto finito o sobre todos los naturales segiin la fami-

iia {(ak,bk)} sea finita o infinita,

Una propiedad de los conjuntos de medida cero es que la unidn de una
cantidad numerable de ellos es de medida cero lo cual se sigue de la definicidn
sin grandes dificultades, Asi dado que un conjunto que consiste de un puntc tie~

ne medida cero se sigue que todo conjunto numerable es de medida cero.

DEFINICION 1.7.- 'Sea f una funcifn definida y acotada sobre un interva
lo S. si TeS, el nimero Q.(T)= sup {£(x)-f(y)/%eT,yeT} es llamado la oscilacidn
de f sobre T, La oscilacidn de f alrededor de % es definida como el niimero

Wo(x)= lim Q. ((x-h,x+h)N S).

h*o+

Obsérvese que este limite siempre existe, dado que Qf((x-h,x+h)n-s) es
una funcién decreciente de h. De hecho, T, T, implica Qf(Tl)iﬂf(TZ). Tambié&n
que, Wf(x)=0 si y solamente f es continua en x, como ficilmente se puede mostrar.

¥
)

TEOREMA 1.8.- Sea f una funcidn definida y acotada sobre [a,b], y sea
E> 0 dado, Si se tiene Wf(x)< £ para todo x en [a,b], entonces hay un h>0
(dependiento {inicamente de g) tal que para todo subintervale cerrado TE;[é,b],

se tiene que Qf(T)< ¢ siempre que la longitud de T sea menor que h.

Demostracifn:
Para cada x en [h,b] hay ur niimero positivo hx tal que
ad(x-h_, x+h )N [2,b] )< W (x)+ [e- W (x)] =e.

El conjunto de intervalos {(x—hk/Z, x + hx/Z)}forman una cubierta
abierta de [ﬁ,b]. Por compacidad, un nimero finito de estos (digamos k) cubren
[},b]. Sean sus longitudes h,, hz,...,hk y sea h el mas pequeno de estos nime
ros. Cuando el intervalo T tienme longitud menor que h, entonces T esta parcial

P
Sin emabrgo, el intervalo (x_-h_,x +h ) cubre completamente T {dado que hp> 2 h).

mente cubierto por al menos uno de estos intervalos, digamos por (xp-hp/Z,X"+hp/2).

Ademis, en (xp—h ,xp+hp){\[§,b] la oscilacidn de f es menor que £. Esto implica

p
que ﬁ%(T)<€. v
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TEOREMA 1.9.- <Criterio de Lebesgue. Sea f una funcidn acotada sobre
[ﬁ,b] y sea E el conjunto de discontinuidades de f en [a,b]. Entonce f es

Riemann integrable sobre [?,b] si y solo E tiene medida cero.

Pemostracibn:

Suponiendo primero que el conjunto E de discontinuidades no tiene medi

da cero. Entonces el conjunto E puede ser escrito come la unidn numerable

E= r§1 Er donde E_ = {xe [a,b] / Wf(x) 2 1/r}
Luego, si E no tiene medida cero entonces alglin conjunto Er tampoco
es de medida cero. Por lo tanto, hay alglin €”0 tal que toda colecciln de inter
valos abiertos que cubren Er tienen suma total de longitudes mayor o igual que
€.r ., Si para cualquier particidn P de [h,b], U'(£,P) y L'(f,P) denotan las
porciones de las sumas superior e inferior de Riemann extendidas sobre losjsub;E
tervalds de P conteniendo puntos de E,y U"(f,P) y L"(f,P) denotan las porcio-

nes restantes se tiene
U(@,P) - L{£,P)= U'(£,P) ~ L'(£,P)+U'"(f,P) - L"(f,P)

+
Z U'(£,P) - L"(f,P)

Los intervalos sobre los que se toma U'(f,P) - L'(f,P) cubren Er, asi
la suma total de sus longitudes es a lo menos €£.r. Ademds en estos intervalos
se tiene Mk(f) - mk(f) 2 1/r , de aqui que U'(f,P) - L'(£,P) >e, para toda par-
ticidn P. Por tanto, de acuerdo al Teorema 1:4, f no es integrable. En otras

palabras, si f es Riemann,integrablenéntonces E tiene medida cero.

Ahora suponiendo que E tiene medida cero, se mostrard que la condi-
cién del Teorema 1.4 es satisfecha. Otra vez se escribe E=r§1Er’ donde Er es el
conjunto de puntos x en los cuales Wf(x)z_l/r. Dado que ErEEE, cada Er tiene me
dida cero, asi Er puede ser cubierto por intervalos abiertos cuya suma total de
longitudes es menor que l/r. Dado que Er es compacto, como puede probarse facil
mente, un nimero finito de estos intervalos cubren Er' La unidn de estos inter-
valos es un conjunto abierto el cual se denotari por Ar. El complemento
B = [é,b] - A esla unidn de un nimero finito de subintervalos cerrados de
[?,b]. Sea I un subintervalo de Br . 8i x€I, entonces Wf(x)< 1/r asi, por el
Teorema 1.8, hay un h> O (dependiendo solamente de r) tal que I puede ser ade-

mis subdividido en un nimero finito de subintervalos T de longitud menor que h




en los cuales Qf(T)< 1/r. Les puntos finales de todos estos subintervalos de-
terminan una particidn Pr de [a,b] . S1 P es otra particién de [a,b] con P2 Pr
se puede escribir

U(f,P) - L(£,P) k"_ﬁl [Mk(f)- mk(f)}ﬂxk

[ur¢£,p) - L'(£,P)] + [U"CE,P) - L"(£,P)]

donde la primera diferencia consta de los t&rminos que provienen de los subinter

valos conteniendo los puntos E o Y la segunda diferencia los t&rminos restantes.

En el k-simo t@rminc de la segunda diferencia se tiene Hk(f)— mk(f)< %— y de

aqui U"(f,P) - L"(f,P)< -;i - Dado que A cubre todos los intervalos que con-

tribuyen a U'(f,P) - L'(£,P), se tiene

v (£,P) - L' (£,p)s MEmE)
por tanto
C(£,P) - L(E,P)< M(f)—i(f)+b-a
dado que esto se cumple para todo r>1, la condicidn se cumple. v

F
Del criterioc de Lebesgue e sigue que las funciones continuas y las mo-

ndtonas son Riemann integrables. Tambi&n se sigue que las funciones Riemann inte

grables forman un algebra lineal cerrada bajo limites uniformes. Estu es

PROPOSICION 1.70.- si f,g, fn(nE N) sor funciones Riemann integrables
sobre [a,b] y @,B € R entonces:
i) of + Bg es Rlemannwintegrabie
ii) f.g es Riemann integrable
iii) %ig fn es Riemann integrable cuando fn converge uniformemente.
Si f es una funcidn Riemann integrable sobre [a,b], tambien se sigue
del criterio de Lebesgue que f es Riemann integrable sobre [a,i] para todo
xg[aﬂﬂ. Por otra parte, si F(x)= éxf la funcidn F resulta continua, satisface
una condicidn de Lipschitz y existe F'(x) en cada punto de continuidad de f en

(a,b), con F'(x)=f(x) (comoc se verd posieriormente),

TEOREMA 1.17,- Del valor intermedio para integrales. Si f es una fun

cidn Riemann integrable sobre ra,B] entonces existe CE[ﬁ(f), M(fi] tal que

yj_yf= C(x-y) para x,y€t [al,b].
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Este es un resultado elemental que se sigue de las propiedades de las
integrales y la continuidad de lrs nlmercos reales. Un resultado mas fino rela

cionado con este es el siguiente,

LEMA 1.12.- Si f es una funcidn Riemann integrable sobre [a,b] v C
es un nimero real tal que ny= C(y-x) para x,y€[a,b] entonces %iQ C=f(x) si x es
>

punte de continuidad de £.

Demostrhacibn:
Nétese que C depende de (x,¥} y que CEEﬁ,ﬁ], donde m y M representan

el inf y el sup, respectivamente, del conjunto S= {Se R/ S=f(t) para algflin

te [-X:YJ},

Para un x fijo la igualdad £Yf= C(y-x) depende soloc de y, asi como.

my M; esto es
m(y) £ C(y) £ M(y) (1)

Luegp, si x es un punto de continuidad de £, dade €>0 existe ¢> 0
tal que '
]f(x) - f(t), <Ef2 si I:l-:—t|<‘S
0 bien
£(t)-E/2 < F(x)< E()+ €/2  si  te(x-8,x+9);
por la definicidn de m(y) y M(y) se tiene

m(y)- €/2 £ £f(x) = m(y) + €/2

A

y
M(y) - €/2 £ £(x) S M(y) +€/2 si yE(x-6,x+9),
Asi
lt-mml<e/z<e y ltm-uplsez<e
si

y € (x-6,x+3) ., De donde
%r.l& M(y)= £(x)

1ig m(y)

y junto con (1)

[}

Lip C(y) = £(x)
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DEFINICION 1.13.- Una funcién f sobre [a,b] satisface una condicidn
&e Lipschitz si hay un niimero positivo A tal aue
If(X) - f(y) IiA Ix-—-yl

" para todos los puntos x,y e[a,b].

TEOREMA 1.714.- 8i f es una funcidn Riemann integrable sobre [:a,bj y
F se define por la ecuacidn
K
F(x)= :: f para xe[a,b]

entonces
i) F es continua en [a,b]
ii) F satisface una condicidn de Lipschitz
iii) La derivada de F existe en cada punto xe(a,b) en que f es conti-
nua y F'(x)=£(x) en esos puntos.
Demostracidn:
De acuerdo con el teorema l,llse tiene que
F(Y) - F=fYE=C (x=y) (2)

donde m(£f)S C = M(f). Asi la primera afirmacidn se sigue de aqui, pues
n(f).(y=x) SF(y) - F(x) SM(E).(y=x) x,y 5[&,&] y al hacer tender
y & x se obtiene

%i% F(y) = F(x)

Para la segunda afirmaciln sea A= max{lm(f)l, IM(£)|}  entonces
P - Fel=le . aol-<a . Ixyl

La Gltima afirmacifn se deduce de la ecuacidn (2) dividida por y-x
vy del Lema 1.12
eere 1im BOGD S GO o
F'(x) %&g lim C f(x)

y=x ¥ v

Las funciones F que son la integral de alguna funcifn acotada sobre
[},x], para cada xe[?,ﬁ], son llamadas "primitivas". Los resultados anteriores
permiten concluir que, en la Teoria de Integracidn de Riemann, la clase de primi

tivas son las funciones F tales que
1) F es Lipschitz
2) Hay una funcidn acotada f:[},b]+'R, continua excepto en un conjunto

de medida cero, tal que F'(x)=f(x) excepto en un conjunto de medida

ceroc,
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Por filtimo, obs@rvese que si f es Riemann integrable y g=f c.f.e.

(c.f.e. significa con finitas excepciones) se sigue que g es Riemann integrable,

con la misma primitiva de f. Aquf la condicidn "c¢.f.e." no puede ser debilitada

a c.n.e. {c.n.e. significa con numerables excepciones) como lo muestra el ejem-

plo 1, donde se da una funcifn igual a la indénticamente nula, excepto en puntos

racionales.




2. HACIA UNA TEORIA DE INTEGRACION,

En el capitulo I se ha dicho que la clase de funciones Riemann integra-
bles contiene . las funciones continuas y a las mondtonas. Hay una propiedad que
comparten estas dos clases especiales de funciones: en todo punto de su dominio
poseen limites laterales finitos. Esto es evidente para las funciones continuas

y en lo que respecta a las funciones mondtonas, se establece en Seﬁu\da- .

PROPOSICION 2.1.- Toda funcidn monStona sobre [a,b] posee limites late

rales finitos en todo punto.

Demostrhaciin:

Considerando una funcidn creciente se demostrard la existencia del 1imi
te por la izquierda en tode punto (cualquier otro caso puede ser demostrado en for
ma anilega). giendo f creciente, el conjﬁnto

Ix= {y €R / y=f(t), para dlgiin te(a,x)}

con x€ (a,ﬁ] esta acotado por el nlmero f£(x). Por tanto tiene una minima cota su-

perior que serd denotada por A. Evidentemente A_if(x).

Dado >0, por la definicidn de A como minima cota superior, existe &>0
tal que

0<x -6 <x y A - eﬂzf(x-d) S:A (1

Por la monotonia f(x~)< f(t) < A para todo t €(x~§,x), lo cual combi-
nado con (1) lleva a:
|f(t) - A[< £ para  te{x~-§,x).

De aqui que A=f(x-) y como x es arbitrario, f posee limites laterales

por la izquierda en todo punto de (a,ﬁ].
v

Disponiendo de este resultado se puede demostrar que una funcién mon6tg
na efectivamente es Riemann integrable sobre [a,ﬁ], lo cual se seguird del erite-

rio de Lebesgue.
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PROPOSICION 2.2.- 8Si f es una funcidn mondtona sobre [ja,b] entonces

el conjunto E de discontinuidades de f en [},b] eg numerable,

Demostracddn:

De la proposicidn anterior se tiene que f posee limites laterales en
todo punto, 8in pérdida de generalidad podemos suponer que f es creciente, en
cuyo caso f(x-)< f(x +) para todo xe (a,b). Luego E={ xe[},b]/ f{x-.)< £(x +),
fF(x)<f(x +) ei x=a o f(x)> f(x-) si x=b}. Como para cada x€E podemos asignar un
nimero racional r(x) tal que

f(x=)<r{x)< f(x +), f(X)<r(x)< f(x +) si x=ac E o

fx-)< r{x)< f{x) si x= be E

la funcidn r:E+ Q es uno a uno. Por tanto E es numerable. v
En este capitulo interesa estudiar las funciones con limites laterales

finitos en todo punto., Estas funciones de interes con llamadas regulares,

DEEINICION 2,3.- Una funcidn f:[h,b]* R se llama regular si tiene 13-

mites laterales finitos en todo puntb.
: en
Es-obvio‘quévia clase de funciones regulares hay funciones que no son
continuas ni mondtonas. Algo que facilmente puede ser establecido es que las fun
ciones regulares forman un dlgebra de funciones respecto a las operaciones puntua
les "+" y "." (por lasg propiedades aritméticas de los limites), es decir:

+
1. ’

PROPOSICION 2.4.- Sea L el conjunto de funciones regulares de [é,b]
en R. Entonces:

i) f,ge L; a,B ER = of + Bg e L

ii) f,ge L => £f.ge L.

Asi como se establece en los siguientes resultados, las funciones regu
lares tienen algunas propiedades interesantes adicionales,

PROPOSICION 2.5.~ Toda funcifn regular es acotada.

Demosthacibn:

Supongamos que f es regular y no acotada, Entonces para cada ne N exis

te al menos un xn€[é,b] tal que f(xn)z_n. Sea A={xn}, al ser A¢=[a,b], esta aco-
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tado, es infinito y segfin el teorema de Bolzano-Weirstrass existe al menos un pun
to de acumulacidn XAEI.a,b] de A, Por definicidn de punto de acumulacidn, existe
en A una sucesidn xlfl que converge a X,. Sin pé&rdida de generalidad se puede

suponer x1'1< XA,V ne f.

1 : "y= o -
Asi que xn? X, Luego como lim f(xn) se ha encontradoc una contra
- - -, * - - » ' - . = - -
diccidn a la hipOtesis de que f es regular, pues L f(xn) llﬂ_f(x) f(x~) existe

y es finito. Por tanto f es acotada. 7

PROPOSICION 2.6.- E1 limite uniforme de funciones regulares es regu-
lar.

Demostracibn:
Sean fn,f: [a,b:[ + R funciones tales que fn +f uniformemente y frl es
regular YV N, Se mostrara que f(x +) existe y es finito ¥V =x E[a,b) (an2loga-

mente se podri mostrar que f(x-) existe y es finito Vx e( a,b 1.

Sea x E[a,b) entonces fn(x +) existev n €N,

a Al 7 = =
Dendtese . %i;cu.;.fn(t) fn(x +), ‘(n 132,004) (2)

como fn+ f, en particular para te[ x,b] se tiene que, dado g> 0 existe Ng W tal
que si n,m >N entonces '

| fn(t)-fm(t)] < €/2 , esto es,

~ Ef2 ifn(t)-fm(t) < €/2 para n,m >N y tE[x,b) (3)
Haciendo tender t a x _en (3), por (2), se tiene que
-€/2 < A -A < /2 o bien que

| A, - Ay SE/2 < V nm >N,

De aqui que A forma una sucesidn de Cauchy y por ser R espacio com-

pleto An converge a un nlmero A (An‘* ),

Luego por las convergencias con que se cuenta, puede ser elegido Mg IN
tal que
| £(e)-£ (£ | < /3

para tedo t e[a,b] ¥
A~ Al <e3

Si n>M, Para cada ne N puede ser elegido &n>0 tal que

[fn(t) - A, | <e/3 st te(x,x +6 n).
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De donde, si n >M,
l£(e)-a | <fee)-£ ()| + |£ ()= A [+] & -a] <«

para te(x,x+ 6n); esto equivale a que f(x +)=A
v

Desde el punto de vista de toda teoria de integracién el ejemplo mas
elemental de funciones integrables son las escalonadas, que son las que toman
un nlmero finito de valores, cada uno sobre uno o mas intervalos, posiblemente
degenerados (en otras palabras, una combinacidn lineal de funciones caracteris
ticas de intervalos, posiblemente degenerados). Se sigue directamente de las
definiciones que toda funcidn escalonada es regular, como también un resultado,

un poco mas fino, acerca de estas funciones que es establecido de la siguiente

forma.

COROLARIO 2,7.- Todo limite uniforme de funciones escalonadas es re

gular,
Y como se ve en el siguiente resultado, no hay otro tipo de funciones
regulares; por lo que el corolario da una definicidn alternativa de regularidad.
+
TEOREMA 2.8.- Una funcidn £ es regular si y solo si es el 1imite uni

forme de funciones escalonadas.

Demostrhacibn:
i) Condicidn de suficiencia. Suponiendo que existe una sucesidn de
funciones escalonadas {fn} que convérgen uniformemente a f (fn 3 D, fn es re-

gular para todo nEN y, en consecuencia de la proposicifn 2.6, f es regular.

ii) Condicidn de necesidad. Suponiendo que f es regular, entonces pa-
ra cada natural n y cada xs[a,bl existe un intervalo abierto V(x)=(y(x),z(x))
conteniendo a x tal que

|£(s)-£(t)} < 1/n si s y t estdn (ambos) en

(y(x),x) \ [2,b] o en (x,2(x))N [a,b]
Los V(x) forman una cubierta abierta de [a,b], por tanto existe una subcubierta
finita de intervalos V(x;). Sea {Cj}ugjg_m la sucesibn estrictamente crecien
te que consiste de los puntos a,b,xi,y(xi) y z(xi). Como cada Cj estd en algfn
V(xi), Cj+1 estd en el mismo V(xi) o se tendr: Cj+ =

1
s,t estan en el mismo intervalo (Cj’cj+1) entonces |£(s)-f(t)| < 1/n. Luego

z(xi), para j<m—1; AsT si

T A AT MO AT R T L
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definiendo g, come la funcidn

£(x) si x=Cj s J=0s13+.4sm
gn(3)= C, 4 C.+]

f( 2 ) Si X (Cj,cj+l), j"—'o’l’...,m_

se tiene que g, ©s escalonada y que
[£-g |]= sup |£(x)- g ()] < =
n n
XE |a,b
Por tanto g, converge uniformemente a £, vV
‘Puede demostrarse que para toda funcidn escalonada f existe una

funcidn continua F (lineal por pedazos) cuya derivada existe y es igual a £(x)
excepto en los puntos de discontinuidad de £, un conjunto finito, por lo tanto
se puede escribir F'(x)=f(x) c.f.e. Esto Ultimo puede ser extendido a funciones

regulares como se muestra a continuacidn.

De acuerdo con el criterio de Lebesgue toda funcibn escalonada es
Riemann integrable y toda funcidn regular al ser limite uniforme de funciones es
' ¥ . ) P ' -
calonadas tambien lo es. Su conjunto de discontinuidades es a leo mas numerable,

por lo que apoyindose ademds en el Teorema 1.12, se concluye:

TEOREMA 2.9.- Para toda funcidn regular f sobre un intervalo [a,b]
hay un funcidn continua F cuya derivada existe y es igual a f£(x) excepto en un

conjunto a lo mas numerable de valores, esto es F'(x)=f(x) c.n.e.

A




3, UNA TEORIA ELEMENTAL DE INTEGRACION,

Lo expuesto anteriormente permite una definicidn especial de primiti

va de una funcidn:

DEFINICION 3.71.~ Una funcidn F es una "primitiva c.n.e" de una fun- '
cidn f sobre [é,bj si: i) F es continua y ii) La derivada de F existe y

F'(x)=f(x) con mumerable excepciones (c.n.e ),

S$i el conjunto de excepciones es vacio F es una "primitiva estricta”

de f.

Asi toda funcidn regular tendrid una primitiva en este sentido pero,
como serd expuesto posteriormente, hay un superconjunto de las funciones regula-
res que admited este tipo de primitiYFs. Bajo estas circunstancias se esti ten-
tando a definir un tipo especial de integral que llamaremos de B-Riemann (B por

Bourbaki).

DEFINICION 3.2,- Una funcidn f definida sobre [?,B] es B-Riemann in
tegrable sobre [E,b] si tieme una primitiva c.n,e F y el niimero B= £bf=F(b)—F(a)

es su integral B-Riemann.

Ar

Para una funcifn f B-Riemann integrable la primitiva c.n.e no es ini
ca pero B resulta ser {inico, es decir, la integral estd bien definida como se pue

de establecer a partir de los siguientes resultados.

LEMA 3.3.- Sean f y g funciones continuas sobre I=[a,B] y ademis,
g creciente en I, Si f y g admiten derivada en todo punto de I fuera de un sub-

conjunto numerable A de este intervalo (g'(x) puede ser infinita en algunos de es

tos puntos) y si en cada uno de estos puntos ’f'(x)' < g'(x) (1)
entonces If(b) - f(a)| < g(b) - g(a) . (2)
Demostracidn:

Sea € > 0 un niimero arbitrario y (an) una ordenacidn de los puntos

de A. Sea J el subconjunto de puntos y £ I tales que, para todo x€ [a,y], se
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tiene
1
|£Gx) - £(a) [< g(x) - g(a) +e(x-a) +e . PR OF
' n ,
serd mostrado que J=I. Primero observes& que J es no vacio puds a € J y como yEJ
implica que si y'<y entonces y'eJ (de acuerdo a la definicidn), J serd un interva
lo de origen a; si ¢ es extremo superior, se tiene que c€J; en efecto, para todo

x<c, setiene la relacidn (3) y forzosamente

|£G) - £(2)] < g(e)- g(a) +E(ea) +E€ 5 =
a c n
n 2
pues al reemplazar x por c¢ en el miembro derecho de (3) obtenemos algo mayor. De

donde haciende tender X a ¢ en la desigualdad, por la continuidad de f, resulta

que c satigface (3).

Ahora serd mostrado que necesariamente se tiene c=b. Suponiendo que
¢<b, se tiene que, c § A o0 <cE A; para la primera de estas posibilidades f'(c)
y g'(c) existen. 8i g'(c) es finita entonces se puede escribir £'(c)=u g'(c) con

[ul<l; 1a fupcidn f-ug tiene en el punto c yna-‘derivada nula y existird un y tal

que c<y<b para el cual si x E[c,yJ de tiene

| £(x)-£(e)-ulg(x)-g(c)) < € (x~c)
de aqui que

|f(x)-f(c)|.£ g(x)~g(c) + €(x-¢) y teniendo en cuenta (3), en la cual
se ha reemplazado x por c

l£Gx)-£(a)| = [£x)~£(e) + £(c)-f(a)| <]E(x)-£(c)|+ £(c)-£(a)|

2 g(x)-gle)+ ~ (x-c)+g(e)-g(a)+ (c-a)+ e §n<c ;E

A

g(x)-g(a) + €(x-a) +&€i
an<

1
21’1

Se tiene y€J, lo cual es una contradiccidn con las propiedades de c.
Si g'(c)=e , existe entonces un y tal que ¢< y< b para el que si x€[c,y] se
tiene, por una parte

£ - £ ]2 (] £+ D -0
y por otra

gx) - g(e) 2 ( [£'(@ ]+ 1) (x-0)
de donde

[£Gx) - £() | < g -g(e) < g(x) - gle) +& (x-c)

y concluimos como antes.,




-19-

Por {iltimo si se tiene c=a, para algin indice k, como f es conti~
nua en el punto 2y s existe un y tal que c<y<b para el que si xsrb, ] se tiene

[£(x) - £()f< ;%

de donde tomando en cuenta (3) en la que se ha reemplazado x por c

|Ex)-E(a)| =|E(x)-£(c)+E(c)-£(a)| < |Ex)-£(c)|+ [£(c)~E(a)]

_E ey Lot ) _ 5 _]__
=5+ glc) - gta): + g(c~a)+ ¢ 4 e o
2 n 2
< glx)-g(a)t e(x-a) + gl __ =
- g an<x zn

lo cual es una nueva contradiceidn., Por tanto J=I y como € en (3) es arbitrario

se tiene que
|£(b)~f(a) | < g(b)—g(a)

TEOREMA 3.4.- Para que una funcidn continua f sobre un intervalo
I=[§,b} sea constante, es suficiente que ella tenga una derivada nula en todos
: ¥

los puntos de I excepto en un conjunto a lo mas numerable.

Demostracibin:

Se sigue dcl lema previo tomando g(x)=c para todo x E[aﬁﬂ.
%

De aqul que si F y K son dos primitivas c.n.e de f entonces H=F-K
es continua y existe H'(x)=0 c.n.e ,, por 1lo que H serd constante. Esto Ulti-

mo lleva al establecimiento del siguiente resultado.

TEOREMA 3.5,- Si F y K son dos primitivas c.n.e de f sobre el in-

tervalo I= [a,b] entonces:

B = {°f= F(b) - F(a)= K(b) - K(a).

No es dificil mostrar que el conjunto de funciones B-Riemann inte-
b .

b & b

f,ge Ia ¥ o,B8e R entonces gf+ Bge Ia .

grables sobre un intervalo [a,b], I°, forman un espacio lineal, es decir, que si

P b - - .
Otra caracteristica de Ia es que es cerrado para lImites uniformes,

esto es:
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TEOREMA 3.6.~ Sea h una funcifn B-Riemann integrable sobre [a,b]

para n gN. Si hﬁ+ h uniformemente sobre [a,ﬁl, entonces h es B-Riemann sobre

[a,hﬂ.

Demos tracibn?
Para cada n ¢N, al ser hn B-Riemann integrable existe una funcidn

Hn continua sobre [a,ﬁ] tal que H;(x)= hn(x) c.n.e , Si Gn(x)=Hn(x)-Hn(x0) con

- t =1 - =
xoe[a,b] entonces Gn(x) es continua, Gn(x) Hn(x) hn(x) c.n,e y ademis Gn(xu)+0.

Sea £ un nimerc positivo dado. Por la convergencia uniforme de

hn se puede elegir N tal que si n,m> N entonces
I (&) = b (£)] < 3R%:ET (a< t< b). Luego aplicando el le
. _ € .
ma 3.3 a las funciomnes f(x)= Gn(x)— Gm(x) y g(x)—i?gzzy X se obtiene que

IGn(x) - Gm(x) - Gn(t) + Gm(t) [g%g—faji—)—e < % (9)

para cualesqgier X y t sobre [a,b] si n,m> N. Asi la desigualdad

[T

6, G0 - 6, | < [ G,(0) - 6 (1) = 6 _(x0) + G (xo) <

(a<xgbin,m> N
lleva a que {Gn} converge uniformemente., Sea G(x)= lim Gn(x) para xe[é,b].
e

Fijando x se define

5 (t) = Gn(t)t- G (x) . o(t) = E&E%_E_§£§l_ (10)
- ,

Lrd

para a < t<b, tféx ymneN. Si D={xs[a,b]/ G; (x) no existe © G&(x)#hn(x)
para algiin nelN} entonces D es numerable y

%ig @n(t)= G;(x) para x s[é,B]~ D y todo nE N.

De la primera parte de la desigualdad (9) se tiene
. , . Y
| e (&) - (8] < Toa) (n,m >N)

asi que {@n}converge uniformemente, para t # x. Dado que {Gn} converge a G

concluimos de (10) que

lim ¢ (t) = &(t)
ot I

uniformemente para a < t < b, t #x,
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Si se aplica ahora el teorema de limites iterados [11 ,P.149,T7.11J

a { @n} resultari

PN s L qa vz o Tie 14 -
G'(x)= %i$ $(t) %ig %ig @n(t) %&g %i% @n(t)
= %ig G (x)= lim h (x)= h(x), para x e[a,b]-D

Como ademds G es continua (1Tmite uniforme de funciones continuas)

se tienme que h es B-Riemann integrable, pues G es una primitiva c.n.e de h.

v

En esta teorfa de integracifn la caracterizacidn de la clase de
"primitivas" es dado por la definicidn pero se puede preguntar que funciones cum
plen estas condiciones. Una respuesta completa a esto no se tiene, sin embargo,
se puede mencionar que las funciones continuas v convexas son ejemplos de “ﬁrimi

tivas" en esta teoria de integracidn, como quedard establecido mas adelante.

A continuacidn se da la definicidn de funcidn ctonvexa y algunas
propiedades d€ estas que ayudarin a ,establecer que toda funciln sobre un interva
lo cerrado [a,b] » continua y convexa, tiene derivada en todo punto de [é,b]

excepto en un conjunto numerable.

DEFINICION 3.7.- Una funcidn § definida sobre un intervalo I es

convexa si para cada x,yel y cada Ae[0,1] se tiene

pOx + (1-2)y) < Av(x) et (A-ly) .
Una propiedad importante de las funciones convexas es:

LEMA 3,8.~ 8i ¢ es una funcidn convexa sobre un intervalo I y

si x,y,z son puntos de I con x < y < 2, entonces

i) B -9 < W@ - u(y)
¥y -x Z -y
ii) v(y) - v(x) < Y(z) - ¥(x)
¥y -~ X zZ - X .
Demostracidn:

. -X .
Para i), tomando A= %:; se tiene que
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y= Az + (1-A)x , y de la definicidn de funcidn convexa

Wy < EE o+ (1 - v
Wy) < %:; Y(z)+ E:% P(x)
(z-x)V(y) <(y=x)W(z) + (z-y)¥(x) (11)

(z=y) Wy) + (y-x)¥(y) £ (y-x)¥(2)+(z~y) ¥(x)

(z=9) (WP -] < (y=x) [ (2 ~ w(y]

Py = Wx) < Wz) = Wy
y-x z~y

La demostracidn de ii)} es aniloga partiendo de (11).

TEOREMA 3.9.- S8i ¥ es una funcidn convexa sobre un intervalo I,
entonces las gerivadas laterales de V existen en todo punto de I y son iguales

excepto en un conjunto numerable.

Demostnacion:

Si xo0& I entonces [Y(x)- w(xo)]/(x—xo) es una funcidn creciente por
el Lema 3.8, y asi su limite cuando x tiemde a x9 por la derecha y por la izquier
da existen y son finitos por la proposicidn 2.1. Estos limites son la derivada
izquierda y la derivada derecha, respectivamente, en xo y asi las derivadas late

rales de V¥ existen y son finitas en todo punto de I.

La derivada izquierda es menor o igual que la derivada derecha en

cada punto x¢ de I, como se puede deducir, de que si x < xo < y entonces

Yx) - Wxo) V() - Wxo)

X~Xg - ¥= Xo

tomando limites cuando x-+x, y y-»%,. Luego, sea E el conjunto de puntos en que
no son iguales las derivadas laterales de ¥ , es decir, E={er/Qé(x) <¢ﬁ(x)}.

Como 4%(x) 5_¢ﬁ(x) para todo x €I, demostrar que E es numerable es equivalente a
demostrar que las derivadas laterales de Y son iguales excepto en un conjunto nu

merable y para eso, se tiene:
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Existe una funcidn r:E+Q pu€s si x ¢ E, ¢i(x) <¢é(x) y existi-
rd un racional, r(x), tal que ¢i(x) < r(x) < w&(x). Luego si yeE con y#x,

r(x)# r(y) pues

r(y) < IPLI(Y)S_"ID'('%:—EE{l <yp(x) <r(x)

)~ i x)

-X

o r(x) < q;:_l(x)i -igb"e(y) <r(y)

segun y<x o0 X<Y.

Por tanto r es uno-o-uno .y E serd numerable.

Las funciones convexas tienen algunas propiedades mas que aqui no
se mencionan, pero, las anteriores propiedades permiten afirmar que si F es una
funcifn continua y convexa es una "primitiva" en esta teoria de integracidn, En

esta misma direccidn, se puede afirmar que toda primitiva de una funcidn mondto-

na es convexa como se establece a continuacidn.

YTEOREMA 3.10.- si ung funcidn £ es mondtona {(por lo tanto B-Rie-

mann integrable), entonces toda primitiva de f es convexa.

Demostracidn:
Supdngase que f:[a,b}*-R es una funcidn creciente con primitiva F

no convexa. Entonces existen puntos r,s,t en [a,b] tales que r<s<t y

F(s) - F(r) o F(t) =" F(r)
8§ —-T t-r

de la Def. 3.7, Luego si A={xc [a,b]/ F'(x)=f(x)} se tiene que, al ser f mond
tona en [a,B],

G(x)= x £(s) y H(x)= x f(s) son funciones continuas sobre
[a,b] tales que

|F*(x) | < G'(x) para toda xe Apfr,s] ¥
|[H'(x)| < F'(x) para toda xe Afs,t].

Del Lema 3.3 se concluye que

F(Si : E(r) i f(s) _i F(t)t--F£5) .

lo cual es una contradiccidn., Por tanto F es convexa.




-2

Seria deseable conocer una clase mas amplia de funciones "primiti
vas" en esta teoria de integracidn. Sk Barberian [ 2 ] afirma que ejemplos de
esta son las funciones continuas y mondtonas, y que mas generalmente continuas
vy de variacidn acotada. Pero hay una funcifn continua y montona que no tiene
derivada finita en un subconjunto no numerable de su dominie, por lo que nc po-

drd ser "primitiva", Esta es la funcidn de Cantor.

El conjunto de Cantor, C, consta de todos aquellos niilmeros reales
en el [0,1] que tienen una expresidn ternaria< an> con dzgitos distintos de 1,
es decir, x € C si existe < an> tal que an=0 562 vy x=§=i35 . Sabiendo que
hay nilmeros con dos expresiones ternarias, por ejemplo 3

0 1 2,0 0 0, 1 01 1 .
5/27 =3+ +-§3 + 3% tgz t+ e =3 + g7+ 31-+-§; +-§? +..., se puede decir

que un nimero no estd en el conjunto de Cantor si todas sus expresiones terna-
rias tienen al menos un 1. Hay un proceso mediante el cual el conjunto de Can-

tor puede ser construido.

Sea F, el conjunto obtenido eliminando, del intervalo [0,1], el in

'

tervalo abierto que es su tercio intermedio:

E = [0, 1/3]\/ [ 2/3, 1] .

Sea F, el conjunto obtenide eliminando de Fi los intervalos abier

tos que son tercios intermedios de los dos intervalos que forman F;.

F, = [0,1/9 JU[2/9,1/3 ]y [2/3,7/9] v [8/9,1]

Sea F; el conjunto obtenido eliminando de F, los intervalos
abiertos que son tercios intermedios de los cuatro intervalos que forman F, . En
general si Fn ha sido contruido, consiste de la unidn de 2" intervalos cerrados
de la forma [k/Bn, k+1/3n] » Se obtiene Fn+1 eliminando los intervalos abiertos
que son tercios intermedios de cada uno de estos intervalos. El conjunto de Can
tor es lo que resta despu&s de haber realizado el proceso para cada natural., Es

decir:
DEFINICION 3.17.- El conjunto C de Cantor es la interseccidn de

los conjuntos Fn, ne N, obtenidos eliminando sucesivamente los intervalos ‘abier-

tos que son tercios intermedios.
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El conjunto de Cantor tiene algunas propiedades interesantes co-

mo: Tiene la cardinalidad del continuo, es cerrado, perfecto y de medida cero,

La funcidn de Cantor es:

DEFINICION 3.1Z2.- La funcibn @:[0,11 + [0,1] con regla de corres

®(x)= {

~donde a es el extremo inferior del intervalo abierto eliminado del [0,1] al

® a
i .

n12

¢(a) si x¢¢C

pondencia

o) —
=z

si x€C

j=]

construir C, al cual pertenece x, se llama funcidn de Cantor.

La funcidn de Cantor tiene muchas propiedades, algunas de ellas

son presentadas en los siguientes resultados.

LEMA 3,13.- La funcidén ¢ de Cantor es: i) no constante, ii) no

decreciente, %;i) o(C)= [0,1], y iv) continua.
3

Demostracidn:

i) Se tiene que $(0)=0 y ®(1/3)= 1/2 por la definicidn.

ii) Suponiendo que x1< x2. Si x;,x6C para ambos existe una ex-
pansidn ternaria, digamos <an> ¥ <cn> regpectivamente, las cuales tienen los
primeros N-1 digitos iguales, an=0 y C =2, para algin Ne IN. De donde las expre
siones binarias de sus respectivas imJgenes bajo @, <bn> y <dn>’ tendran los
primeros N-1 digitos iguales, by=0 y d=1. Por tanto ®(x )< ®(x ). Si x,x,£C
se tendr§ que pertenecen a un mismo intervalo elimina do (a,b), en cuyo caso
P(x,)=%(a)=%(x,), o pertenecen a distintos intervalos eliminados (a,b) y (c,d),
en cuyo caso @(x1)=¢(a) <¢(c)=¢(x2). Finalmente si solo uno de ellos no estd
en C comparamos la imagen del extremo inferior del intervalo eliminado al cual
pertenece con la imagen del otro; esto es, si xlE c, x, £C v X, pertenece al
intervalo eliminado (a,b) ¢(x1)‘§ q>(a)=q’(x2).

iii) De la definicidn es claro que @(C)CZ[O,I]. En el otro sen-
tido sea y un niimero en [0,1] y <bn>una expansidn binaria de y. Entonces el
nimero x con expansidn ternaria <2bn> esta en Cy ¢(x)=y.

iv) Dado xuﬁ[O,lj y ©€>0. De iii) se tiene que % es sobre.
Si ¢(x0)#0 existen n>l, y'€ [0,1] con y'= ¢(x0)—E/n y x' E[O,il tal que
#(x')=y"'. Andlogamente, si @(xo)#l existen m>1, y"e[ 0,1] con y"=¢(x, )+ /m
y x"e [ 0,1] tal que o(x")=y".
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Sea § = min {(x;- x'), (x"-x4)} entonces

|€I}(X) - @(xg)|< £ si x E(XO'G: X0+ 6)(\‘-0,11

puesto que
®(xp)= € <d(x)- e/n= ¢(x") <0(x) < S(x")=p(x )H+e/m < 2(xy)+ €

en tales casos por ser ¢ no decreciente,

v

T

TEQOREMA 3.,14.- La funcifn de Cantor no tiene derivada finita en el

conjunto C - Q.

Demos thacibn:
Sea x, £C - Q. Entonces la expansidn ternaria de =x;, < a > es

finica, no periddica y formada con 0 & 2. Definiendo L como la sucesidn de Indi-

ces n tales que an=0, por la no periodicidad de <a > Lk+ o y sgi

entonces ¥

y
-1 -
£(x )=£(x,) iLk %0, % _L_}_Lglia 13 4
}Lk xO - 2 n=1 2n n.-—..Lk 2“ 2 n=1 zn ] n=Lk 2n
x.kuxo XK—XD
oo 1 1 © a_k
I = -5 I . -
n=L; 2 2 n=Lk 2K ( 1 _1 aLk )3Lk 1
) Xe ™ X0 > ol 2 oLk
K
3 M1
(273

Por tanto la derivada de £ en x no existe o es + = pues se ha encontrado una

sucesidn {xk} que converge a ¥X; tal que f(xp)-f(xe) diverge a = ,
Xk-—Xg

Asi, la funcidn de Cantor es un contraejemplo a la afirmacidn que
hace-Barberian, Una propiedad de integrabilidad que se sigue de la definicidn
de integrabilidad es la siguiente.

PROPOSTCION 3,15.~ 8i f es una funcifn B-Riemann integrable y g
es una funcifn tal que g = £ c.n.e entonces g es B-Riemann integrable con la

misma primitiva de f.




4, LA INTEGRAL DE LEBESGUE,

La integral de Lebesgue suele ser construida usando Teoria de la
medida en un proceso que inicia definiendo la integral para funciones caracteris
ticas de conjuntos y que culmina con la definicidn general de funcidn Lebesgue
integrable. Las funciones que resultan integrables no necesariamente estan aco-
tadas ni su dominio es un intervaleo cerrado, La presentacidn que aqui ser3d dada

es descriptiva v estd restringida a funciones con dominio un intervalo cerrado.

En el capituio 2, se mostrd que si una funcidn es mondtona tiene
una cantidad numerable de discontinuidades y limites laterales en todo punto} pe
ro {Qué se puede decir acerca de su derivabilidad? La respuesta a esta pregunta
la da un teorema debido a Lebesgue que es uno de los mas finos e importantes en
teoria de funciones reales de variable real. E1 teorema afirma que toda funcidn
mondtona £ pggee derivada finita exgepto en un éonjunto de medida cero, o, como
es expresado frecuentemente, "casi dondequiera " (esto es abreviado por'ﬂf'(x)
c.d.). Aquil no es presentada la demostracidn de este teorema, pero seri demos-
trado un caso particular de este agregando la hipdtesis de continuidad, antes

de lo cual se da el siguiente resultado auxiliar,

LEMA 4.1.,~ Sea g(x) una funcibn continua sobre el intervalo ce-
rrado [a,b], y sea E={ x¢(a,b) /age Ec,li 3 g(&)>g(x)}. Entonces E es vacio
o abierto y si E= U(ak’bk) con {(ak’bk)} ajenos dos a dos, entonces g(ak)g_g(bk).

Demostracidn:

Primero, observesé que el conjunto E es abierto dado que si
E>x9 v 88> glxy, entonces,'por la continuidad, para E=g(5)-g(xo)> 0 exis-
te &> 0, menor que &- x,, tal que ]g(x)-g(xo)] < € \f:ce(xo—ﬁ,xu+6)F\(a,b)
o bien

- e < 8(x) - 8(xy) <c=g(d) -glx)
de donde g(x)< g(£) para puntos x en una vecindad de X,

Siendo E abierto, sea (ak,bk) cualquiera de los intervalos en
que E es descompuesto; el punto bk no pertenece a E. Sea x un punto en (ak,bk)

entonces g(x) S.g(bk). Pues considerando a x, como el mayor nilmero entre x v b

1 k
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tal que g(x;)> g(x), si x; no es bk’ los puntos £ que corresponden a x; en la
hipGtesis del lema estan a la derecha de bk (en otro caso x; no seri el mayor)
y dado que bk no pertenece a E

g(x1) < g(£1)< g(b))
que combinandc con

g(b) < 8(x) < g(x1) }
seria una contradiccidn por tanto g(x) i.g(bk) y tomando el 1imite cuando x |
tiende a a,, por la continuidad, !

g(ak) < g(bk)

v i
Un eximen de la diferenciabilidad de una funcidn en un punto pue
de ser hecho comparando sus ndmeros derivados. Los nilmeros derivados superior e
inferior derecho son respectivamente el limite superior o inferior del cociente j
[f(x+h) - f(x)] /h para h>0 cuando h tiende a cero y son denotados por A; Y AL f
Los nimeros derivados izquierdos, AL y AL’ son definidos de una manera andloga.
Admitiendo valores infinitos, los niimeros derivados siempre existen. Asi una de-
rivada existe y es finita en todo punto x donde los cuatro niimeros derivados tie-

E
nen el mismo valor finito. .

Para probar el teorema de Lebesgue, con la hipdtesis adicional

de continuidad de f, tomando a f creciente, solo es necesario probar

i) Ar < o v ii) Ar < Ay 3 c.d.
De hecho, aplicando ii) a la funcidn -f(-x), se sigue que ]
A < A . ’ 3
1 r c.d.

y combinada con i) y ii) se obtiene
AS.AIS_AS_A<A <
r 1 r— r
de aqui la igualdad de los nimeros, queda probada y son finitos.

Para verificar la afirmacidn i), que el conjunto E = de puntos
para los cuales Ar= © es de medida cero, obsBrvese que este conjunto esta conte
nido en el conjunto EC para el cual Ar> C, donde C denota una cantidad elegida

tan grande como sea necesario. Pero la relacidn implica la existencia de un &>x

tal que

£C8) - £(x) c
£ - x

es decir que g(&)> g(x), donde g(x)=f(x)- C x. De aqui el conjunto E, esta
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contenido en los intervalos (ak,bk) del lema y de acuerdo con este
£(b ) -C b >f(a) -Ca ,

esto es,

C(bk— ak) s.f(bk) - f(ak).
Sumando sobre todas las k

C I(b - a) < I[f(b)~f(a))] < £(b)-£(a),

lo cual muestra que, para C suficientemente grande, la longitud total de los in

tervalos es tan pequefia como se quiera. De aqui, el conjunto E «» es de medida

Cero.

La segunda afirmacidn se verifica mediante razonamientos andlo-
gos los cuales son repetidos alternativamente bajo dos formas distintas. Sea
T < C dos niimeros positivos. Tomando primero la funcidn g(x)}=f(-x)+ Tx definida
sobre [;b,-a ]- y sea I; la reflexidn sobre el origen de los intervalos corres-
pondientes al lema; entonces, por razones similares a las antes utilizadas, &:
contiene a lds puntos x de (a,b) para las cuales A < T. Esto, por que x€L; si
existe &< x tal que

£(E) ~18 = g(-8) > g(=x)= £(x) - 1

de donde
(x =) > £f(x) - £(&)

o> I(x) - £(8)
X = ¢
Luego, sea I el sistema formado por los 1ntervalos (ak »by )
los cuales corresponde a la funcidn g(x)= =f(x)-C x, pero considera separadamen-

te en los intervalos [}k,ka. Entonces para estos intervalos se tiene
-f T(by = a. ) . 5. = - -
f(bk) (ak)ﬁi: (bk‘ akl, e C(bk1 akl)ff(ka) f(akl)

de lo cual se sigue

C IV Vas 1 2)
esto es,

T

z2£ "(':' Zl ’

donde se ha denotado por I,, I, las longitudes totales de los sistemas de inter

valos y por V,;,V2 la suma de las variaciones correspondientes de la funcidn f(x).

Repitiendo los dos métodos alternativamente, se obtiene una suce
sién Z),Z2,..., de sistemas de intervalos, cada uno contenido en el anterior vy,

en general, se tiene
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T
& - -1
In £ C Zan~1
se sigue que Top < (_I yox,
R *

por 1o que I tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Pero los puntos x para los cuales A _>C 'y A< 7T simultanea-
mente, estan obviamente contenidas en todos los sistemas En; esto es, ellos
forman un conjunto ETC de medida cero. Finalmente cada punto x tal que
Ar > ) pertenece a un conjunteo EtC y.'ée puede suponer que T y C son nimeros
racionales, debido a que entre dos niimeros reales diferentes se puede siempre
introducir dos niimeros racionales, Esto es, si se forman los conjuntos E{C
para toda pareja de racionales, su unidn E* contendr3@ todos los x tales que
A> Al . Pero hay solamente una cantidad numerable de parejas de niimeros racio
nales; de aqui el conjunto E* es la unién de una cantidad numerable de conjun-
tos de medida cero v cﬁnsecuentemqnte E*, y todos los subconjuntos de &1, son

de medida cero. Con esto queda demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 4.2.~ Si f es una funcidn continua y monStona sobre
[a,b] entonces su derivada existe y es finita excepto en un conjunto de medida
cero.

Usando este resultado se puede ver que para algunas clases de
funciones se tiene la misma conclusidn. A una de estas clase se aborda obser-
vando por un lado que, si dos funciones f (x) y f,(x) son diferenciables casi
dondequiera entonces asi es su diferencia f(x)=f1(x)-f2(x) y que, por otro lado,

cuando £, (x) y f, (x) con funciones crecientes se tiene obviamente que
kgl]f(xk)-f(xk_i)! < £, (b)=£ (a)+ £,(b)~£,(a)

para toda particidn P= {a=x0,x1,x2,...,xn=b} de [a,b]. Las funciomnes que cum—

plen la Ultima condicidn son llamadas de variacidn acotada, es decir:

DEFINICION 4,3.~ Sea f una funciBn sobre [a,ﬁ]. Si para toda
particidn P={a=xn,x1,x§,oo.,xn=b }existe un nimero positivo M tal que
n

A S

entonces f es de variacidu acotada sobre [ﬁ,b}o

e S, —— AAmE. Sma
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Se ha visto que toda diferencia de funciones crecientes es de
variacidn acotada. No es diffcil ver que las funciones monStonas son de varia-
cidn acotada y que toda funcifn de variacidn acotada es acotada. Pero aqui se
abordan solo ciertos conceptos y propiedades relacionadas con funciones de va-

riacifn acotada.

DEFINICION 4ﬁ4.- Sea f una funcidn de variacidn acotada sobre
[a,ﬁ] y sea Lab(P) la suma kéllf(xk)-f(xk_l)! correspondiente a la particidn
P= {a=x0,x1,...,xn=b} de [a,bl. El niimero Vf(a,b)=sup {Zab(P)/P es una parti-

cién de [a,b]} es llamado la variacidn total de f sobre [a,b].

La variacidn total tiene una propiedad aditiva. Esta es, si
c E[a,b], la funcibn f(x) es de variacidn acotada si y solo si es de variacidn

acotada en [a,c] y en [c,b], v entonces

Vf(a.b)=Vf(a,c)+Vf(c,b)

¥  Para establecer esga propiedad obs&rvese, dado que la suma
Lab(P) no puede decrecer al insertar un nuevo punto de descomposicifn (por la de
sigualdad del trifZngulo), que es suficiente considerar solo las particiones de
[a,b]_que surgen de una particidn de [a,c] y una particidn de [h,b]; entances
Lab(P)=Zac(P')+ Zcb(P") y la propiedad se verifica tomando las minimas cotas su-

periores. Una consecuencia importante de esta propiedad es el siguiente teorema.

TEQREMA 4.5.- Todaf%uncién f de variacidn acotada es la dife~

rencia de dos funciones crecientes.

Demosthaciln:
Introduciendo la funcidn V(x)=Vf(a,x) para x e[a,b], se tiene
que V(x) y V(z)-£(x) son funciones no decrecientes y satisfacen la descomposi-

s - -
cidn requerida

£(x)=V(x)-[V(x)-£f (x)]

Para V(x), si a<x<E<b, se tieme

Vf(-as E)= Vf(.a’x)+ Vf(X, g)
de aqui
V(E)-V(x)= V. (x,E)> 0.
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Luego, para mostrar que
V(x)-£(x) < V(E)-f(E)

obs@rvese que esto es equivalente a

EE)-£(x) £ V(E)-V(x)=V (x,E)
y que |£(g)-f(x)| es una suma particular del tipo Exy(P), de aqui que

[£(E)-£(x) | < Vo (x,8)
vV

La descomposicidn que menciona el teorema anterior no es {ni
ca, pero la proposicidn 2.2 combinada con el teorema 4,5 permiten afirmar que:
si f es una funcidn de variacidn acotada su conjunto de discontinuidades es nu-
merable. Por otro lado si una funecidn f puede ser descompuesta en la diferencia
de dos funciones continuas y monbtonas, esta es continua y tiene derivada casi
dondequiera. Para una funcidn continua y de variacifn acotada se tiene algo anid

logo, como lo establecen los siguientes resultados.

v TEOREMA 4.6.- Sea f una funcidn de variacidn acotada sobre

[a,b]. Entonces f es continua sobfe [a,b] si y solo si V(x) lo es.

Demos thacibn:
Primero obsé&rvese que tanto £ como V tienen limites latera-

les en todo punto, por el teorema 4.5 y la proposicidn 2.1

8i a< x< y€£ b  entonces
0 < £ ] £ Velx,9)= V(5)-V(x)
y tomando el limite cuando y tiende a x
0 < |f(x ¥-£(x)|< V(x ¥)~ V(x) para todo xE[},ﬂ)

similarmente 0 < |£(x)-£(x~) |< V(x)-V(x~) para todo xe{a,b].

Estas desigualdades implican que siendo V continua sobre [a,b] f 1o es.

Para probar lo inversc, sea f continuaz y ¢ un punto de [a,B)u
Entonces dado £>0, existe un &> 0 tal que xE(c-G,c+6)ﬁ[é,q implica
|£(x)-f(c) | <e/2. Para esta misma e, existe una particidn P de [c,b],
P= { e= xo,x1,...,xn=b} , tal que

Vele,b)= €/2 < Leb(P)

Agregar mas puntos a la particifn P puede solo incrementar la suma Zcb, como ya

===
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se menciond, y de aqui que se puede suponer 0< x3-xo<§ . Pero esto lleva a que
|£(x,)-£C) | <e/2 ,

de lo cual n
Ve(c,b)-€/2 <e/2 + o MG ) -E(x, ) |

<ef2 + Vf(xl,b)

dado que {xl,xz,...,xn} es una particidn de [xl,b]. Por tanto se tiene
Vf(c,b)- Vf(x,,b) <g,
Pero
0 2V(x1)~V(c) = Vf(a,xl)‘— Ve(a,e)

=V (e,xy) = Ve(e,b)-Ve(x,by)<e

Asi pues, se ha mostrado que
0 <x;- ¢ <6 implica 0 <V(x,)- V(c) < ¢

o bien, que V(ct+)=V(c). Un argumento similar lleva a que V(c-)=V(c) para todo

c € [5,5].

v

¥ TEOREMA 4.7.- Sea f ana funcidn continua y de variacidn acotada

sobre [a,b]. Entonces la derivada de f existe y es finita casi dondequiera.

Demosthacibn:
La demostracifn es una aplicacidn de los teoremas 4.6 y 4.2 a la

funcidn f.
v

2y

Otra clase de funciones a las que se puede extender la conclusidn

del teorema 4.2 son las absolutamente continuas.

DEFINICION 4.8.- Sea f una funcidn sobre [?,b]. Si para cada
€ >0 existe $>0 tal que

n
kgl lf(bk)‘f(ak)l < g

para todo sistema (ak’bk) de subintervalos de ra,b], abiertos y ajenos (n= I,
a .
2,...), cuya suma total de longitudes kEl(bk-ak) es menor que § entonces f es

absolutamente continua sobre [a,b].

Se puede ver facilmente que si f y g son funciones absolutamente
continuas lo son tambien: |[f| , ¢f (c constante), f+g, f.g. También para f/g

si g esta acotada inferiormente por un nfimero positivo.




34

TEOREMA 4,9.- Toda funcidn absolutamente continua sobre [a,b] es

continua y de variacidn acotada.

Demostrhacibn:
Si f es absclutamente continua sobre [a,b] y c€ [&,B] entonces
f es absolutamente continua sobre [é,c] y [c,b]. En particular dado € >0 exis
ten 61,62>0 tal que
| £(e)-£(x) |<e si %€ (e=81,c)N [a,c}
(por ser f absolutamente continua sobre [a,é] Y v
[f(x)-£(c)| <€ si =xe (c,c + 82)0 [e,b]
(por ser f absolutamente continua sobre [c,d] ). Esto es, f(c-)=f(c) para to-
do ce [a,b] y f(ec+)=£(c) para todo ct [é,b]. AsT f es continua en cE [a,b] v

por lo tanto, dado que ¢ es arbitrario, f es continua en [a,b].

Luego, dado € >0, sea § el niimero que provee la definicidn 4.8 y
P={h=xo,x1,.o.xn=b} una particidn de [a,b]. Si la particidn no cumple con que
xk—xk_1<6/2atk=1,2,...,n), pueden ser introducidos puntos para esto y la varia-
cidn de £ en la nueva particidn no resultard menor que en la original. Asf,

considere que P cumple tal condicidn y la expresidn

n
Zab(P)= 2 [£(x)- £Gx ] .

Obviamente, se puede partir esta suma en m grupos con
< 2(b-a)
e

— A

m +1,
tales que en cada grupo la longitud total de los intervales (xkl’xk) es menor
que ¢ y asi, la contribuci®n de cada grupo a la suma % ab(P) es menor que €,
Por tanto

Zan(p) <e =2 4y

y f es de variaciGn acotada.
- v

TEOREMA 4.10.~ Sea f una funcidn absolutamente continua sobre

Ea,bj. Entonces la derivada de f existe y es finita casi dondequiera.

Demostracidn:

La demostracidn es una aplicacidn de los teoremas 4.7 y 4.9 a la

funcién f.

= R R T L o o e
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Con los resultados anteriores al alcance, se puede dar una defini-

¢idén de funcidn Lebesgue integrable sobre un intervalo [a,g . Las funciones

que resulten integrables coinciden con las que resultarfan con la definicidn

clisica.

DEFINICION 4.11.- Una funcidn F es una "primitiva c.d."de una fun-
cidn f sobre [a,b ]si:

i) F es absolutamente continua sobre [aJﬂ

iil) F'(x)= f(x) c.d.

Como toda funcibn que satisface una condici®n de Lipschitz es absolu
tamente continua toda funci®n Riemann integrable serd Lebesgue integrable se-.

gln la siguiente definicidn.

DEFINICION 4.12.- si f:[aJﬂ+ﬁR tiene una primitiva c.d. F, el nime
ro L= é?f= F(b)-F(a) se llama integral de Lebesgue de f y f serf Lebesgue in
tegrable.

¥
E

Al igual que en otras teorias de integracifn, la primitiva no es fni
ca., Los siguientes resultados permitirin demostrar que la integral de Lebes-

gue esta bien definida.

Sea cQ una coleccidn de intervalos. Entonces decimos que A= cubre
un conjunto E en el sentido de'Vitq;i, si para cada £ >0 y cualquier X en E

hay un intervalo L € Q tal que x €T y £(I)<e,

LEMA 4.13,- Sea E un subconjunto del intervalo [é,b] e 3 una colec-
¢idn de intervalos los cuales cubren E en el sentido de Vitali. Entonces dado
€20 existe una coleccidn finita {Il,Iz,...In} de intervalos ajenos en &§ y

una coleccidn numerable de intervalos abiertos {Jn} tal que

n
(E -0 1)U

z £(Jn) <g .
Demostracibn:
Es suficiente probar el lema para el caso en que cada intervalo de=ﬂ es

cerrado, pues en otro caso se puede reemplazar cada intervalo por su cerradura

observando que el conjunto de puntos formado por los limites de I1,I2,...,L

n
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tiene medida cero.

Dado que & es una cubierta de Vitali de E, se puede suponer sin pér-
dida de generalidad que cada I detg-esta contenido en [a,ﬂ + Se elige una suce
sidn {In} de intervalos ajenos de & por induccién como sigue: Sea I, cual-
quier intervalo en &, y supuesto que Il’Izs'°'In han sido elegidos, Sea kn
el supremo de las longitudes de los intervalos de & sin interseccidn con I,

I, 5e++>L . Dado que cada I esti contenido en [a,b], se riene que k_<b-a<+ =,
A menos que Ec:U I, ;0 se puede encontrar I ab; OO &.con ﬂ(I )2- k y I

1
ajeno de I1 12""’In'

AsT se tienme una sucesgidn de intervalos ajenos de<& s y dado que
UIncz[é,b], se tiene que zt(In)S_b—a <», De aqui que se puede encontrar un en—

tero N tal que o
.  £(I ) < €/5,
n=N+1

N N
Sea R=E-TU I . Sea x un punto arbitrario de R. Dado que U I
¥ n=1 I " n=i n
es un conjunto cerrado que no contiene a x, se puede encontrar un intervalo I

en & el cual contiene a x y cuya longitud es tan pequefia que I no intersecta a
alguno de los intervalos IsI,5000,Ig. Si ahora IﬂIi= ¢ para i<n, se debe te-
ner £(I) skn< 2£(In+l). Dado que 1imf(I )=O » €l intervalo I de debe intersec
tar a al menos uno de les intervalos In. Sea n el menor entero tal que I inter’,

secta a I . Se tieme que n >N, y (D)< k <2{(1 }. Dado que x est@ en I, e

I tiene un punto en comin con I n* Se 51gue que la dlstanc1a de x a el punto me-

dio de I es a lo mas E(I)+ E(I ) £ —-£(I ). Asi x pertenece a el intervalo
..Tn teniendo el mismo punto medlo que In y cinco veces su longitud. Asi se tie-

ne demostrado que

N
E-U I, Rt:U J
i=1 i N1 D

con

Jitepes Jray <
v

TEOREMA 4.714.- Si f es absolutamente continua sobre [a,b] y £'(x)=0

c.,d., entonces f es constante.

Demostracibn:
Se debe mostrar que f(a)=f(e) para cualquier ce[a,bl. Sea E <(a,c)

el conjunto en el cudl £'(x)=0., Sean € y n nGmeros positivos arbitrarios. Pa-

-
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ra cada x en E hay un intervalo arbitrariamente pequeiic [x x+ﬂ contenido en
[a,@ “tal que |f(x+h)-f(x)|< Nh. La coleccidn {[x,x+h] / xeE y
|f(x+h)—f(x)|< nh } forma una cubierta de Vitali para el conjunto E. Sean
{[xk’ykl} y {Jﬁ}, la coleccidn finita de intervalos de la clase anterior y la
coleccidn numerable de intervalos abiertos, de acuerdo con el lema 4.13 para el
nfimero positivo &/2, donde § es el nfimero correspondiente a E en la defini-
cidn de continuidad absoluta para f. Como [a,é] -E es de medida cero existe
una coleccidn numerable de intervalos abiertos {Mr} que lo cubre tal que

Zz(Mr)< §/2. Asi, si se reordenan los x, de tal forma que X, < X 4 S€ tiene

<x <y.= < =
yo£ azlx, Sy = x VpSee ol Yn <c Xk ?

or ser ajenos los intervalos
P i S ES A

imo | B Vil < ZEWD+ I £ QL) <5, puds

n
kgo (yk,xk_H) < (U Jn) v (U Mr).

Ahora n

Y Ea [ EG-EG) | < nz (%) <nle - a).

por la forma en que los intervalos {[xk,yk]}fueron construidos, y

n
kéﬂlf(xk+l) - f(Yk)| < £

por la continuidad absoluta de f. Asft
n

n
-2 = | F [ €6, 0-£0)] + 2 [EG0-£6q] |

< g+ n(b-a).

Dado que € y N son nimeros positivos arbitrarios, f(c)-f(a)=0
Vv

TEOREMA 4.15.- 8i F y K son dos primitivas c.d. de f sobre [a,ﬁ]

entonces:

L= ,£bf = F(b)-F(a) = K(b)-K(a).

Demostracibn:
81 F vy K son dos primitivas c.d. en f sobre [é,b], la funcién H= F-K

es abgolutamente continua y H'(x)=0 c.d., entonces F= K + ¢ (c constante)
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De la definicidn y los resultados anteriores se sigue que las funcio-
nes Lebesgue integrables forman un espacio lineal y que si para una funcidn g
existe una funcidn f Lebesgue integrable tal que f=g c.d., entonces g es Lebes-

gue integrable con las mismas primitivas c.d. que f.

En general, si F es una funcidn continua sobre [a,b] tal que F'(x)
existe con numerables excepciones v es finita, entonces F es absolutamente con-

tinua. Aqui es presentado un resultado particular que serd utilizado mas ade-

lante.

LEMA 4,16.- Sea F una funcidn continua cuya.derivada existe c.n.e.
sobre [a,b]. Si en el conjunto de puntos x de [a,b] en que F'(x) existe estd

acotada entonces F es absolutamente continua sobre [a,b].

Dammimachn.

Sea A el conjunto numerable tal que F'(x) existe para xt[a, b]—A y M
una cota de F'(x). 8i se considera la fumcidn G(x)=Mx, entonces, siendo G una
funcién continua creciente en [a,b] tal que | F'(x) |2 ¢'(x) V =xe la,b|- a,

de acuerdo con el Lema 3.3

| F(b)-Fla) | < G(bk)'G(ak)= M(b, ~a, )

para todp ak,b E[a b] con a, < bk' "Por tanto, dado € >0 existe 0= ﬁ'>0 tal
< -
que si E (bk ak) § entonces k_llF(bk) F(ak)|< € y asi F es absolutamente

continua. v




5. EPILOGO,

En los capitulos anteriores han sido presentadas tres teorias de inte

gracidn y algunos aspectos que las caracterizan, A continuacidn se hacen algunas

comparaciones entre &stas a manera de conclusiones,

s Un conjunto E se dice "insignificante”, si para que una funcidn g ten
ga una propiedad que tiene una funcidn f, es suficiente que cumpla algunas condi- i

ciones respecto a f excepto, quizds, en E, : %

La teoria B-Riemann rescata ciertas propiedades para las cuales los
conjuntos insignificantes son numerables. Por ejemplo la propiedad de integrabi-
lidad. i

¥ - |1i.
s .

Respecto a la propiedad de integracidn los conjuntos ingignificantes ;

en la teoria de Riemann son los finitos y en la de Lebesgue los de medida cero. &
En este sentido puede ser dicho que: la teorfa B-Riemann es mas flexible que la E

Riemann y la de Lebesgue mas que la B=Riemann, .

La clase de funciones integrables en la teoria de Riemann se condicio
na a ser acotadas; en la B-Riemann y en la de Lebesgue no. Incluso en la teoria
general de integracidn de Lebesgue el dominio de una funcidn integrable no tiene

que se un intervalo.

Claramente, las tres teofias tienen muchas diferencias aunque compar-
tan algo en comlin. Sea C la clase de funciones continuas sobre [a,bl, VA las de
variacifn acotada, L las regulares,JQ. las Riemann integrables,ae las B-Riemann
integrables ycﬂf las Lebesgue integrables. El siguiente diagrama muestra algunas
relaciones existentes, donde las flechas respresentan relacidn de inclusidn, las

cuales son propias. c;f

* : |
T/ |
L

N

”
c VA
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Las contensiones, explicitamente o implicitamente, son justificadas
en los capitulos anteriores. Obviamente las contensiones C &L y VA < L son pro
pias; respecto a que las restantes son propias o que no existe relacidn de inclE

sidn son suficientes los siguientes ejemplos y observaciones,

Efemplo 1: Sea {xn} una sucesidn en [a,b], a< x < b, tal que x + a
y sea f la funcidn sobre [a,b] definida por:

1 sixeSm{xn/n&:N}
f{x)= (

0 en otro caso,

El conjunto de discontinuidades de f es S, asi f eﬁ{; sin embargo

f(a +) no existe, por tanto f ¢ L y la inclusidn L €& es propia.

Efemplo 2: Sea f la funcidn sobre [0,1] definida por

2

£(x)= [1 six es racional.

0 si x es irracional,
4

La funcidn es discontinua en todas partes por lo que f ij%, perc la

funcidn F(x)= ¢ (ce R fijo) es una primitiva de f en el sentido del capitulo 4 por
lo que f €l y la inclusidn Rcl es propia.

Ejemplo 3: Considerando la funcidn F:[ul,i] + R con
F(x)= {xz sen (,‘llxz) six#0

0 . si x =0

se tiene que F es derivable en [-l,l] con

Fr(x)"[zx sen{ /x2) - ( /x)Cos( /x2) six# 0

0 six=20

AsT la funcidn f sobre [-1,1]con £(x)=F'(x) tiene primitiva estricta

en el sentido del capitule 3, pero no estd acotada. Es de decir f EJJ pero f e,

Por tanto ﬁ ¢ c/Q

De la observacidn anterior se sigue que L‘=63 solo propiamente pues

la igualdad seria contradictoria, dado que L < R
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Efemplo 4: Sea f una funcidn sobre [O 1] con?t("

to de Cantor, v f(x}=0 en otro caso.

Su conjunto de discontinuidades es el conjunto de Cantor, do
f EJQH Sin embargo f ¢ ﬁa Si £ fuese B-Riemann integrable, su prlmltlﬁa c.nae;
F seria tal que su derivada existe y es igual a £ c.n.e., de donde (al estar £
acotada) de acuerdo con el Lema 4.16 F resultaria absolutamente continua y F'(x)=0
c.d. Asi T serfia constante y su derivada cero en [a,b]. Una contradiccidn con

que F'(x)=f(x) c.n.e. al valer f uno para una infinidad no numerable de valores x

en [a,b]. Por tanto f é@ 5 Entoncesﬁ_zﬁﬂ y consecuentementeql'iﬁ@

Efemplo 5: Considerando la funcidn F del ejemplo 3 restringida al in

tervalo {0,1], tiene derivada en &l.

La funcifn f sobre [0,1] con f(x)=F'(x), tiene primitiva estricta en

el sentido del capitulo 3. Asi f Qﬁo De acuerdo con el Lema 4.16 F es absoluta

mente continug sobre [a,l]para todo a£(0,1) pues su derivada estd acotada. Si

£ e sobre |0,1| su primitiva G, en el sentido del capftulo 4, lo es tambidn so-
bre [é,;] y (F-G)'(x)=0 c.d.; de aqui F(x)=G(x)+cte. para todo ac(0,1) y xE[a,ll

o bien para todo xE(O,l]n De la continuidad de F y G se llega a que F(0)=G(0)+cte.
De donde F es absolutamente continua, lo cual es contradictorio segiin el Teorema

4.9 pues F no es de variacidn acotada como lo ilustra la siguiente particidn

) -
P={X0=0,X1 ﬁr(zn—l) y X Jn(Zn— ):-.-,xzn— !__‘ zn— j———\

para la cual

2 2 2 2 2 2

. 1
o+ ...+-§ } + Sen 1.
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