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I NTRODU CC I ON

Una teoría de integración surge en respuesta a problemas como la de-

terminación de áreas y volúmenes. Nuevos problemas, de probabilidad y física por

ejemplo, han tenido respuesta usando alguna teoría de integración. Por esto se

considera necesario que un futuro matemático conozca algunas de las teorías de in

tegración de mayor aplicación, así como sus alcances y diferencias. Una de estas,

es la teoria iniciada por Lebesgue en 1902.

Para el estudio de la integral de Lebesgue, algunos autores de textos

tratan medidas en espacios abstractos, con una discusión previa sin mucha exten-

sión de teoría de la medida en algún espacio euclidiano, para despues ver teoría

de integracigif (ver [8] capítulos 7 1, 8). Otros autores prefieren obtener la in-

tegral y sus propiedades rápidamente. Inician con una teoría de "integración

elemental" para extenderla después a una clase mas amplia de funciones, después

de lo cual ellos obtienen una teoría de integración deseada de la cual inducen

una medida (ver [1] capítulo 10).

Combinando un poco las posturas anteriores, en este trabajo se preten

de presentar una opción didáctica para la preparación de aquellos estudiantes que

se introducirán al estudio de la teoría general de integración de Lebesgue, así

como también hacer algo de análisis fino.

Tradicionalmente, quizá con el fin de suavizar el paso de la integral

de Riemann a la integral de Lebesgue, se prepara al estudiante mediante: un deta

llado respaso de la integral de Riemann (sobre la cual los estudiantes tienen an-

tecedentes), pasando luego a la integral de Riemann-Stieljes y, finalmente, al es

tudio de teoría de la medida.

Confiando en que el estudiar y comparar entre sí varias teorías de

integración prepara al estudiante para introducirse en teorías de integración abs

tractas, aquí se presentan dos teorías de integración adicionales como alternati-
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vas para su estudio, en el cual se recomienda poner énfasis en la omisión de de-

talles repetitivos. Estas teorías han sido llamadas: La integral B-Riemann y

la "integral de Lebesgue".

En el primer capítulo se presenta la integral de Riemann. Se parte

de su definición constructiva pasando a caracterizar la clase de funciones Rie-

mann integrables. Dos criterios de caracterización son debidos a Riemann y se

basan aparentemente en el tipo de discontinuidades de las funciones. Un tercer

criterio es debido a Lebesgue y este se basa en la "cantidad" de discontinuida-

des de las funciones, siendo de aplicación mas directa que los de Riemann. Cabe

señalar, que la diferencia cualitativa entre los criterios de Riemann y Lebesgue

es grande, lo cual en parte es razonable por su sepración en el tiempo en una

época de desarrollo explosivo del análisis.

La integral B-Riemann, desarrollada en el capítulo 3, es sugerida en

el artículo "La alternativa de Bourbaki para la integral de Riemann" E2j, por

lo cual se le ha dado tal nombre. Esta es definida en forma descriptiva, en opo

sición a lo hecho en la integral de Riemann, motivada en el estudio de una sub-

clase de funciones Riemann integrables, las funciones regulares; a lo cual se de

dica el capítulo 2.

La "integral de Lebesgue" es en realidad una restricción de la inte-

gral general de Lebesgue a intervalos cerrados y acotados, razón por la cual ha

sido escrita entre comillas. Es en eL capítulo 4 donde se presenta esta inte-

gral, se evita al máximo el uso de conceptos y propiedades de teoría de la medi-

da (únicamente se utiliza el de medida cero). Su definición, que evoca al teore

ma fundamental de Lebesgue, es un tanto descriptiva y está sustentada, principal

mente, en que toda función continua y monótona sobre un intervalo cerrado tiene

derivada finita casi dondequiera en él. Esta teoría de integración resulta ser

un buen acercamiento a la general de Lebesgue. En esta última, se encuentra la

justificación a que las funciones "Lebesgue integrables" coinciden con las Le-

besgue integrables para un intervalo fijo y, así, tambien tienen la virtud de

poseer fuertes propiedades de convergencia sin requerir tantas restricciones co-

mo en la integral de Riemann, detalle muy apreciable de una teoría de integra-

clon.
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En el capítulo 5, y último, se hacen las comparaciones entre las cla-

ses de funciones integrables entre las teorías de integración presentadas en los

capítulos anteriores. También se resaltan algunos de los resultados del análisis

fino aquí hecho, presentando como algo intermedio al que se hace en la teoría de

integración de Riemann y la de Lebesgue.

194



I, LA INTEGRAL DE RIEMP.NN,

En este capítulo y los siguientes Ea,b] 	 denota un intervalo fijo no de-

generado de números reales; E,6,0,.., son números reales y f,g,F.G,..., son funcio

nes reales definidas sobre [a,1], supuestas acotadas cuando sea necesario.

Previo a la definición de integral de Ríemann y dar algunas propiedades

de esta, se introduce terminología y notación que será utilizada.

Una partición del intervalo Ca,b] es cualquier subconjunto

P={to, ti ,t2 ..... tn} tal que to=a<t 1 <t2 <...<t 1 =b y la longitud de los intervalos

E
tk_ i ,tki, (k=1,2,...,n) es denotada por Ak.

Parí una función f y una partición P de [a.,b] se adopta la notación

Mk (f)= sup(f(x)/xeCtk_ i ,tkp y	 mk (f)= inf {f(x)/xc[tk_i,tj}

para k=1,2,...,n; 'asi como

M(f)= sup{f(x)/xeCa,bp y	 m(f)= inf{f(x)/xcra,b]}.

DEFINICION 1.1.- Sea f una función acotada sobre [a,'t y sea

P={a=to,ty,...,t
n
=b} una partición de [a,bj. 'Una suma de Riemann de f asociada

con la partición P es una suma de la forma

kl f(xk)* °k	
donde X. E rt,	 , 2 , 	

K	 • K-1
yt 	 (k=1
k	

n)

y denotada por	 S(f,P).

Se observa que la elección de xk es arbitraria, por lo que, para una

partición dada, habrá un número infinito de sumas de Riemann.

DEFINICION 1,2.- Sea f una función acotada sobre [a,b]. La función f

es Riemman integrable sobre Ca,b] si existe un número r con la propiedad de que,

dado e>0, existe una partición P tal que

	

IS(f,P)-rI < e	 si	 PDPE.



El número r es la integral de Riemann de f sobre {a,bJ y denotado

por fbf	 o 
-lb

f(x)dx.

La clase de funciones que satisfacen esta definición es muy amplia.

Sin embargo no toda función acotada es--Riemann integrable, como será visto.

DEFINICION 1.3.- La suma superior de Riemann U(f,P) de f respecto a

la partición P es

U(f,P)=	 E	 Mk(f)•pk
k=1

y la suma inferior de Riemann L(f,P) es

L(f,P)=	 r	 m,(f).Ak
k=1

De la definición se sigue que para cualquier partición P de 9,11

L(f,P) < U(f,P)

como también

U(f,P)	 M(f).Ak = M(f).(b-a)
T	 k=1

Y

L(f,P) < É m(f).A = m(f).(b~a).
k=1

Así tanto el inf como el sup de las sumas superiores e inferiores exis

te por estar acotadas, es decir, porque

m(f).(b-a) < L(f,P) < U(f,P4 < M(f).(b - a)

Lo que aquí se ha llamado sumas superiores e inferiores de Riemann, a

veces es llamado de Darboux, que al parecer es su nombre original. Observese

que comparando estas sumas con la suma de Riemann se tiene

L(f,P) < S(f,P) < U(f,P)

independientemente de la partición P y la elección de los x k . Hay una compara-

ción mas importante dada en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.4.- Una función f acotada sobre [a,bJ es Riemann integrable

si y solo si para cada E>0 existe una partición P tal que

U(f,P)- L(f,P) < E Si	 P D Pc
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Demoatitacíón:

Sí f es Riemann integrable y r= f
b 

f, dado	 E> 0 existe una partición
a

	

de [a,b] PE tal que si	 P={a=to ,t1"*" t n =b} es otra partición con P	
P enton-

—

ces para cualquier elección de xk y x' k en	 ítk_i,t13

IkI f(xk).Ak	r I<C13 Y I kI	 ri	 <E/3.

De donde

ikli[f(xk)- f(x'k)J .11 1( I < 217/3'

Como Mk(f)-mk(f)= sup (f(x)-f(x')/ x,x's[tk_i,t,"(1)

se sigue que para todo P > 0 se pueden elegir xk y x' k en rtk_1 ,57 tales que

f(xk)- f(x' k) > mk(f)-mk(f)- P.

E
Haciendo la elección correspondiente a p 3(in) , se tiene

U(Ptf)-L(P,f)= k/ I IMk (f)-mk (f) I.Ak

	

<	 E fOct.)-f(x l ) 1 .Z5 +	 E	 • Pk=/	 k	 k	 k=1 k

	

<	 E

Lo cual demuestra la condición de necesidad. 	 Para la condición de sufí

ciencia, supóngase ahora que para cada En existe una partición PE tal que

U(P,f)-L(P,f) < E	 si P 2P
— E

	Sean U(f)= inf (U(f,P)}	 y L(f)= sup {L(f,P)} tomados sobre todas las particiones

P de ra,bj . Se tiene que L(f) < U(f), por la definición de estos y que

L(f,P) S U(f,P) para toda partición P de [a,b]. 	 Luego

L(f,P) = L(f,P)-U(f,P)+ U(f,P) > - E + U(f,P)

	

->-E	 U(f)

y

U(f,P) = U(f,P)- L(f,P) + L(f,P) <E 4. L(f,P)

E + L(f)

como E es arbitrario U(f) < L(f). Por tanto U(F) = L(f); además llamando r al

valor U(f)=L(f)

-E+ r<S(f,P)< E+ r , es decir, que dado E> O existe PE tal que

I S(f,P)- r I < E	 si Pt›P

Por tanto f es Riemann integrable.	
57
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En el siguiente ejemplo se utiliza el teorema anterior para confirmar

una afirmación hecha:

Ejemplo 1: Para el intervalo La,bl sea f(x)=1 si x es racional en [a,b]

y sea f(x)=0 si x es irracional 	 Para cualquier partición P={a=to,t i ..... tn=b}

de [a,b] se tiene n	 n
U(f,P) = kE ' Mk (f). Ak = kE I 1.Ak=b-a

Y	

L(f,P) = kll mk (f).Ak = kEl 0.Ak=0

Por tanto f no es Riemann integrable, a pesar de ser acotada.

Después de casos como estos, cabe preguntarse:

¿Bajo qué condiciones una función acotada es Riemann integrable?

La respuesta definitiva a esta pregunta la da el criterio de Lebesgue,

pero antes de establecerlo se da un acercamiento a esta respuesta dada por Riemann

el cual pued¿rser de interés por sera poco conocido.

Para una partición P del intervalo la,121 , Riemann define

Dk= Mk - mk (k=t,z,...,n) como la oscilación de f en el intervalo Etk_i ,tki y dado

0>0 denota por E (o ,P) a la suma de las longitudes de aquellos intervalos en que

D
k
> a

TEOREMA 1.5.- Caracterización de Riemann. Si f es una función acotada

sobre 5,b] entonces:	 f es Riemann integrable si y solo si dados a>0 y c>0 exis

te una partición Pe tal que

E(a,P)<E	 si P e

DenoztAacíón:

Si f es integrable, dado 0> 0 y 0'0, existe una partición PE tal que

U(f,P) - L(f(P) < a E

para toda partición P de Ea,LJ con 	 P D Pe'
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Luego

U(f,P) - L(f,P)=
kI / Mk(f)•Ak

- E m (f).A
k=1 k	 k

Mk(f)
k=1

= D 1 A 1 + D 2
A 2	

D
n
A
n

i	 n
=	 D	 +J.' kj	 kj	 j=i+l 

D
kj kj

>ED.A>aGEA.).aE(0,p)
j = 1 kj	 kj	 j=1 kj

[donde k
1
,k

2
,...,k

n
 es una reordenación de los índices 1,2,...n de tal forma

queDic.). 50 solo para j=1,2 ..... 1]

por tanto
U(f,P)	 - L(f,P) <	 .E(ap)<	 E	 si PD P

a	 — E.

En la otra dirección, sea D= max {1, sup {f(x)-f(y)/x3yE[a,b]}} dados

c>0 y E > 0 eAlste una partición P e 1 tal que

mk(f)].tk

E (a,P) < E/2D si	 P D Pe.

se tiene

U(f,P) - L(f,P)=	 D A +...+ D	 =	 D a +	 D22 ...A 4	 kjkjkAci

escogiendo

cDEA +aEA

	

j=1 kj	 j=i+l kj

DE(a,P) + a.(b-a)<

	

a = E/ 2(b-a)	 si PD PE

Como será visto el criterio de Lebesgue da mayor claridad a la cuestión

de integrabilidad, aunque en el fondo es equivalente a la caracterización de

Riemann. Un concepto básico que se requiere es el de conjunto de medida cero.

DEFINCION 1.6.- Un conjunto S de números reales tiene medidad cero si,

para todo E>0, hay una cubierta numerable de intervalos abiertos cuya unión con-

tiene a S y la suma total de sus longitudes es menor que E.

Si los intervalos son denotados por (ak ,bk ), la definición requiere que

RCU (ak ,bk )	 y	 E (bk - ak) < E



donde k corre sobre un conjunto finito o sobre todos los naturales según la fami-

lia {(ak ,bk)} sea finita o infinita.

Una propiedad de los conjuntos de medida cero es que la unión de una

cantidad numerable de ellos es de medida cero lo cual se sigue de la definición

sin grandes dificultades.	 Así dado que un conjunto que consiste de un punto tie-

ne medida cero se sigue que todo conjunto numerable es de medida cero.

DEFINICION 1.7.- Sea f una función definida y acotada sobre un interva

lo S. Si T.SS, el número 52f (T) .= sup (f(x) -f(y)/xcT,yeT} es llamado la oscilación

de f sobre T. La oscilación de f alrededor de x es definida como el número

W
f
(x)= lim

f
((x-h,x+h)(1 S).

Obsérvese que este límite siempre existe, dado que 2f ((x-h,x+h)A S) es

una función decreciente de h. De hecho, T 1 c:11 2 implica 2
f
 (T 1 )<2

f
 (T2 ). También

que, W
f
(x) =0 si y solamente f es continua en x, como fácilmente se puede mostrar.

TEOREMA 1.8.- Sea f una función definida y acotada sobre Ea,b], y sea

e> O dado. Sí se tiene	 W
f
(x)< e para todo x en [a,b], entonces hay un h>0

(dependiento únicamente de e) tal que para todo subintervalo cerrado TC:[a,bj,

se tiene que Qf (T)< e siempre que la longitud de T sea menor que h.

DemobtAaeíón:

Para cada x en Ea,b] hay uflamero positivo hx tal que

njx-hx , x+hx )(1 fa ,bJ )< Wf (x)+ Ce- Wf (x)] =e.

El conjunto de intervalos ((x-h /2, x + h
x
/2)}forman una cubierta

abierta de Ga,b]. Por compacidad, un número finito de estos (digamos k) cubren

[a,b]. Sean sus longitudes hl, h2,...,hk y sea h el mas pequeño de estos name

ros. Cuando el intervalo T tiene longitud menor que h, entonces T esta parcial

mente cubierto por al menos uno de estos intervalos, digamos por (x 
P 
-h 
PP
/2,x - +h 

P
/2).

Sin emabrgo, el intervalo (x 
P
-h 

P
,x P+h P ) cubre completamente T (dado que h 

P
> 2 h).

Además, en (x 
P
-h 

P
,x 

P
+h 

P
)A [a,b] la oscilación de f es menor que C. Esto implica

que Slf(T)<E.
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TEOREMA 1.9.- Criterio de Lebesgue. Sea f una función acotada sobre

[a,bJ y sea E el conjunto de discontinuidades de f en Ea,b]. Entonce f es

Riemann integrable sobre	 [a,b] si y solo E tiene medida cero.

Demaótucción:

Suponiendo primero que el conjunto E de discontinuidades no tiene medí

da cero. Entonces el conjunto 	 E puede ser escrito como la unión numerable

E= V Er
r=1	

donde	 Er= x c [a,b] / Wf (x) a 1/r}

Luego, si E no tiene medida cero entonces algún conjunto Er tampoco

es de medida cero. Por lo tanto, hay algún e>0 tal que toda colección de inter

valos abiertos que cubren Er tienen suma total de longitudes mayor o igual que

E.r . Si para cualquier partición P de [a,bl, U'(f,P) y L'(f,P) denotan las

porciones de las sumas superior e inferior de Ríemann extendidas sobre los .subin

tervalds de P conteniendo puntos de Er y U"(f,P) y L"(f,P) denotan las porcio-

nes restantes se tiene

U(1,P) - L(f,13) = U'(f,P) - L'(f,P)+U"-(f,P) - L"(f,P)

•>.• U'(f,P) - L'(f,P)

Los intervalos sobre los que se toma U'(f,P) - L'(f,P) cubren E
r
, así

la suma total de sus longitudes es a lo menos C.r. Además en estos intervalos

se tiene My (f) - my (f)	 1/r , de aquí que U'(f,P) - L'(f,P) >c, para toda par-

tición P. Por tanto, de acuerdo al Teorema 1.4, f no es integrable. En otras

palabras, si f es Riemann integrable entonces E tiene medida cero.

Ahora suponiendo que E tiene medida cero, se mostrará que la condi-

ción del Teorema 1.4 es satisfecha. Otra vez se escribe E= U E , donde E
r
 es el

r=1 r
conjunto de puntos x en los cuales W f (x)> 1/r. Dado que ErSE, cada Er tiene me

dida cero, así E r puede ser cubierto por intervalos abiertos cuya suma total de

longitudes es menor que 1/r. Dado que Er es compacto, como puede probarse facil

mente, un número finito de estos intervalos cubren E r . La unión de estos inter-

valos es un conjunto abierto el cual se denotará por Ar . El complemento

E = ra,b] - A
r
 es la unión de un número finito de subintervalos cerrados de

L

E
a,b]. Sea I un subintervalo de Br . Si xEI, entonces Wf (x) < 1/r así, por el

Teorema 1.8, hay un h> O (dependiendo solamente de r) tal que I puede ser ade-

más subdividido en un número finito de subintervalos T de longitud menor que h
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en los cuales 2
f
(T)< 1/r. Los puntos finales de todos estos subintervalos de-

terminan una partición P
r
 de [a,b1. Si P es otra partición de [a,b] con PD P

— r
se puede escribir

	

U(f,P) - L(f,P) = kE
1 	

51k (f)- mk(f)j¿x
k=

= 51'(f,P) - 11(f,P)] + Eb"(f,P) - L"(f,P):

donde la primera diferencia consta de los términos que provienen de los subinter

valos conteniendo los puntos Er' y la segunda diferencia los términos restantes.

En el k-ésimo término de la segunda diferencia se tiene Mk (f)- mk (f)< r y de

	

aquí U"(f,P) - L"(f,P)< b-a .	Dado que A
r
 cubre todos los intervalos que con-

tribuyen a U'(f,P) - L'(f,P), se tiene

tr(f,P) - Ll(f,P)S M(f)-m(f)_

por tanto

U(f,P) - L(f,P)< M(f)-m(f)+b-a 
r

dado que esto se cumple para todo r>i, la condición se cumple.

Del criterio de Lebesgue le sigue que las funciones continuas y las mo-

nótonas son Ríemann integrables. También se sigue que las funciones Riemann inte

grables forman un algebra lineal cerrada bajo límites uniformes. Esto es

PROPOSICION 1.10.- Si f,g,fn(ne U) son funciones Riemann integrables

sobre Ga,bi y a,0 E R entonces:

af + Ig es Riemanw-integrabie

f.g es Riemann integrable

iii) lim fn es Riemann integrable cuando fn converge uniformemente.

Si f es una función Ríemann integrable sobre 5,b1, tambien se sigue

del criterio de Lebesgue que f es Riemann integrable sobre Ea,x] para todo

xe[a,b]. Por otra parte, si F(x)= J
X 
f la función F resulta continua, satisface

r

a
una condición de Lipschitz y existe F'(x) en cada punto de continuidad de f en

(a,b), con F'(x)=f(x) (como se verá posteriormente).

TEOREMA 1.11,- Del valor intermedio para integrales. Sí f es una fun

ción Riemann integrable sobre ra,bi entonces existe CEEM(f), M(f)] tal que
•

?f= C(x-y) para x,y E [a,b).



Este es un resultado el emental que se sigue de las propiedades de las

integrales y la continuidad de ln s números reales. Un resultado mas fino rela
cionado con este es el siguiente.

LEMA 1.12.- Sí f es una función Riemann integrable sobre [a,b] y C

es un número real tal que P7f= C(y-x) para x,yEra,b] entonces lim C =f(x) si x es
y+x

punto de continuidad de f.

Demostración:
Nótese que C depende de (x,y) y que C E Em,M1, donde m y M representan

el inf y el sup, respectivamente, del conjunto S= {SE R/ S=f(t) para algún

tE [x, y] } ,

Para un x fijo la igualdad Prf= C(y-x) depende solo de y, así como

m y M; esto es

m(y)	 c(y )	 M(y)	 (1)

Luegp, si x es un punto de continuidad de f, dado E>0 existe 6 > 0

tal que

o bien

if(x) - f(t)! <E /2	 si	 lx-tl<6

f(t)-E/2 < f(x) < f(t)+ E/2	 si	 tE(x-ó,x+6);

por la definición de m(y) y M(y) se tiene

m(Y)- E/2 5 f(x)	 m(y) + E/2

Y

M(y) - E/2 S f(x) 5 M(y) + c/2	 si	 ye(x-5,x+5).

Así

If(x)- m (y) I �- E/2 < E

si

y E (x -6 ,x+6).	 De donde

li
44x
m m(y) = l

y
im M(y) = f(x)

y junto con (1)

lim C(y) = f(x)
y4x

y	 1f (x)— M( y) 1 S £12: < E
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DEFINICION 1.13.- Una función f sobre [a,b1 satisface una condición

de Lipschitz si hay un número positivo A tal cue

If(x) - f(y) l< A lx-yi

para todos los puntos x,y

TEOREMA 1.14.- Si f es una función Riemann integrable sobre Ea,b] y

F se define por la ecuación

F(x) = rf para xe[a,b]

entonces

F es continua en [-a,b]

F satisface una condición de Lípschitz

iií) La derivada de F existe en cada punto xe(a,b) en que f es conti-

nua y F'(x)=f(x) en esos puntos.

Demaótnacídn:

De acuerdo con el teorema 1.11 se tiene que

F(y) - F(x)=Cf = C (x-y)	 (2)

donde m(f)S C.S M(f). Así la primera afirmación se sigue de aqui, pues

m(f).(y-x) SF(y) - F(x) Sm(f).(y-x)	 x,y c ra,b] y al hacer tender

y a x se obtiene

lim F(y) = F(x)
x

Para la segunda afirmación sea A= max{Im(f)I, IM(f)I}	 entonces

1F(y) - F(x)l= IC . (y-x)H= A . lxyl

La última afirmación se deduce de la ecuación (2) dividida por y-x

y del Lema 1.12

F'(x)= 
ly-rx
im F(Y)

y-x 
F(x) - l -)xm C = f(x)

31. 

Las funciones F que son la integral de alguna función acotada sobre

[a,x], para cada xe[a,b1, son llamadas "primitivas". Los resultados anteriores

permiten concluir que, en la Teoría de Integración de Riemann, la clase de prími

tivas son las funciones F tales que

F es Lipschitz

Hay una función acotada f: [a,bj R, continua excepto en un conjunto

de medida cero, tal que F'(x) =f(x) excepto en un conjunto de medida

cero.

V



Por último, obsérvese que si f es Ríemann íntegrable y g=f c.f.e.

(c.f.e. significa con finitas excepciones) se sigue que g es Ríemann integrable,

con la misma primitiva de f. Aquí la condición "c.f.e." no puede ser debilitada

a c.n.e. (c.n.e. significa con numerables excepciones) como lo muestra el ejem-

plo 1, donde se da una función igual a la indénticamente nula, excepto en puntos

racionales.



2. HACIA UNA TEORIA DE INTEGRACION,

En el capítulo 1 se ha dicho que la clase de funciones Ríemann integra-

bles contiene las funciones continuas y a las monótonas. Hay una propiedad que

comparten estas dos clases especiales de funciones: en todo punto de su dominio

poseen límites laterales finitos. 	 Esto es evidente para las funciones continuas

y en lo que respecta a las funciones monótonas ) se establece en s-er•Leta

PROPOSICION 2.1.- Toda función monótona sobre NI)] posee límites late
rales finitos en todo punto.

Demobthauíón:

Considerando una función creciente se demostrará la exístencía del lími

te por la izquierda en todo punto (cualquier otro caso puede ser demostrado en for

ma análoga). viendo f creciente, el conjunto

IX {y EA / y=f(t), para álgún tE(a,x)}

con xE (a,b] esta acotado por el número f(x). Por tanto tiene una mínima cota su-

perior que será denotada por A. Evidentemente A <f(x).

Dado c>0, por la definición de A como mínima cota superior, existe 5>0

0 < x - 5 <x	 Y	 A - c <f(x-6) < A	 (1)

Por la monotonía f(x-5)< f(t) < A para todo t E(x-5,x), lo cual combí-
-

nado con (1) lleva a:

lf(t) - Al< e	 para	 tE(x-5,x).

De aquí que A=f(x-) y como x es arbitrario, f posee límites laterales

por la izquierda en todo punto de (a,b].	
57

Disponiendo de este resultado se puede demostrar que una función monto

na efectivamente es Riemann integrable sobre [a,bj , lo cual se seguirá del Crite-

rio de Lebesgue.
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PROPOSICION 2.2.- Si f es una función monótona sobre [a,b: entonces

el conjunto E de discontinuidades de f en r,,b] es numerable.

Deme4thaEL6n:

De la proposición anterior se tiene que f posee límites laterales en

todo punto. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f es creciente, en

cuyo caso f(x-)< f(x +) para todo xE (a,b). Luego E={ xE[ -a,b1/ f(x-.)< f(x +),

f(x)<f(x +) si x=a o f(x)> f(x-) si x =b). Como para cada xEE podemos asignar un

número racional r(x) tal que

f(x-)< r(x)< f(x +), f(x)< r(x)< f(x +) si x=a6 E o

f(x-)< r(x)< f(x) si x = be E

la función	 Q es uno a uno.	 Por tanto E es numerable.

En este capítulo interesa estudiar las funciones con límites latérales

finitos en todo punto. Estas funciones de ínteres con llamadas regulares.

DE1JNICION 2.3.- Una función f:[a,b1+ R se llama regular si tiene lí-

mites laterales finitos en todo puneo.

en
Es obvio quevia clase de funciones regulares hay funciones que no son

continuas ni monótonas. Algo que facilmente puede ser establecido es que las fun

ciones regulares forman un álgebra de funciones respecto a las operaciones puntua

les "+" y "." (por las propiedades aritméticas de los límites), es decir:

PROPOSICION 2.4.- Sea L el conjunto de funciones regulares de [a,b]

en R. Entonces:

f,ge L; a,8 tit	 af + Eg e L

f,gE L =*	 f.gE L.

Así como se establece en los siguientes resultados, las funciones regu

lares tienen algunas propiedades interesantes adicionales.

PROPOSICION 2.5.- Toda función regular es acotada.

Demo4tAacíón:

Supongamos que f es regular y no acotada. Entonces para cada nE W exís

te al menos un	 x
n
c ra,b] tal que f(x 

n
)> n. Sea A= {x

n
}, al ser A c:[a,b], esta aco-
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tado, es infinito y segGn el teorema de Bolzano-Weirstrass existe al menos un pun

to de acumulación xAcía,b] de A.	 Por definición de punto de acumulación, existe

en A una sucesión x'	 que converge a xA . Sin pérdida de generalidad se puede

suponer x'< xA ,
 
/Vi ne p.

Así que xhlIxA . Luego como 
[
lim f(x')= 03 se ha encontrado una contra-

dicción a la hipótesis de que f es regular, pues 2.1119 f(x')= lim f(x)=f(x-) existex+A-
y es finito. Por tanto f es acotada.

V

PROPOSICION 2.6.- El límite uniforme de funciones regulares es regu-

lar.

Demostuw26n:

Sean f
n
,f: [a,tq + R	 funciones tales que f

n
 +f uniformemente y f

n
 es

regular \i/	 nEN. Se mostrará que f(x +) existe y es finito `1, x ECa,b) (análoga-

mente se podrá mostrar que f(x-) existe y es finito Vx C( a,b 3.

Sea x era,b) entonces fn (x +) existeY n EN.

Denótese	 Av= lim f (t)= fn
(x +),	 (n=2,2,...)	 (2)

n tyx+ n	 4

como f
n
+ f, en particular para tErx,b] se tiene que, dado E> O existe NE W tal

que si n,m >N entonces

1 fn (t)-fm ( t )I < E/2	 , esto es,

E/2 <fn(t)-fm(t) < C/2 para n,m >N y tE[X,b)	 (3)

Haciendo tender t a 	 x ,,en (3), por	 (2), se tiene que

E/2 < A
n
 - A

m
 < E/2	 o bien que

I 
A
n
 - Ami < E/2 < E	 V n,m > N.

De aquí que An forma una sucesión de Cauchy y por ser R espacio com-

pleto A
n
 converge a un número A (Ana A).

Luego por las convergencias con que se cuenta, puede ser elegido M E IN

tal que

f(t)-fn(t) < c/3

para todo t E[a,b] y

1A
n
- A l < 

c/
3

Si n> M.	 Para cada nE N puede ser elegido 6n>0 tal que

I fn(t) - An	 1 <E/3	 si te(x,x +6 n)
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De donde, sí n >M,

kW-A I <If(t)-fn (t)1 + Ifn (t)- An" 1+1 An-Al < E

para te(x,x+ Sn); esto equivale a que f(x +)=A

V

Desde el punto de vista de toda teoría de integración el ejemplo mas

elemental de funciones integrables son las escalonadas, que son las que toman

un número fíníto de valores, cada uno sobre uno o mas intervalos, posiblemente

degenerados (en otras palabras, una combinación lineal de funciones caracterís

ticas de intervalos, posiblemente degenerados). Se sigue directamente de las

definiciones que toda función escalonada es regular, como también un resultado,

un poco mas fino, acerca de estas funciones que es establecido de la siguiente

forma.

COROLARIO 2.7.- Todo límite uniforme de funciones escalonadas es re

guiar.

regulares;

Y como se ve en el siguiente resultado, no hay otro tipo de funciones

pqr lo que el corolario da una definición alternativa de regularidad.

TEOREMA 2.8.- Una función f es regular si y solo si es el límite uni

forme de funciones escalonadas.

Dono4tAacíón:

Condición de suficiencia. Suponiendo que

funciones escalonadas {f
n
} que convdtgen

gular para todo nEIN y, en consecuencia de la proposición 2.6, f es regular.

Condición de necesidad. Suponiendo que f es regular, entonces pa-

ra cada natural n y cada xe[a,b] existe un intervalo abierto V(x)=(y(x),z(x))

conteniendo a x tal que

	

If(s)-f(t)1 < 1/n	 si s y t están (ambos) en

	

(y(x),x)n [a,b]	 o en (x,z(x))n [a,bl

Los V(x) forman una cubierta abierta de ra,b], por tanto existe una subcubíerta

finita de intervalos V(x i). Sea	 {C.}_<i< m	 la sucesión estrictamente. crecien
J

te que consiste de los puntos a,b,x i ,y(xi) y z(xi). Como cada C. está en algún

V(x.)' 
j+1

C	 está en el mismo V(xi) o se tendráC.,=. z(x.), para j<m-1;	 Así si
+

s,t estan en el mismo intervalo (C.,C. +1 ) entonces If(s)-f(t)1 < l/n.	 Luego

existe una sucesión de

uniformemente a f (f
n f), fn es re-



se tiene que gn es escalonada y que

Ilf-g 11= sup 1f(x)- g
n
(x)1 < 1

n	 xc [-a,b)

-16-

definiendo gn como la función

f(x)	 six=-C./j=o , 1 ,	 ,M

g
n
(x)=

C. s

jf( 	 iL)	 Si x (C.	 .5=0	 .....

Por tanto gn converge uniformemente a f.

Puede	 demostrarse que para toda función escalonada f existe una

función continua F (lineal por pedazos) cuya derivada existe y es igual a f(x)

excepto en los puntos de discontinuidad de f, un conjunto finito, por lo tanto

se puede escribir F'(x)=f(x) c.f.e. Esto último puede ser extendido a funciones

regulares como se muestra a continuación.

De acuerdo con el criterio de Lebesgue toda función escalonada es

Riemann integrable y toda función regular al ser límite uniforme de funciones es

calonadas tambien lo es. Su conjunto de discontinuidades es a lo mas numerable,

por lo que apoyándose además en el Teorema 1.12, se concluye:

TEOREMA 2.9.- Para toda función regular f sobre un intervalo [a,bJ

hay un función continua F cuya derivada existe y es igual a f(x) excepto en un

conjunto a lo mas numerable de valores, esto es F'(x)=f(x) c.n.e.



3, UNA TEORIA ELEMENTAL DE INTEGRACION,

Lo expuesto anteriormente permite una definición especial de primiti

va de una función:

DEFINICION 3.1.- Una función F es una "primitiva c.n.e" de una fun-

ción f sobre [a,bJ si: i) F es continua y ii) La derivada de F existe y

F'(x)=f(x) con numerable excepciones (c.n.e ).

Sí el conjunto de excepciones es vacío F es una "primitiva estricta"

de f.

Así toda función regular tendrá una primitiva en este sentido pero,

como será expuesto posteriormente, hay un superconjunto de las funciones regula-

res que admiteW este tipo de primitivas. Bajo estas circunstancias se está ten-

tando a definir un tipo especial de integral que llamaremos de B-Riemann (B por

Bourbaki).

DEFINICION 3.2.- Una función f definida sobre [a,b] es B-Ríemann in

tegrable sobre [a,bJ si tiene una primitiva c.n.e F y el número B= í
b
f=F(b)-F(a)

es su integral B-Riemann.

Para una función f B-Riemann integrable la primitiva c.n.e no es úni

ca pero B resulta ser único, es decir, la integral está bien definida como se pue

de establecer a partir de los siguientes resultados.

LEMA 3.3.- Sean f y g funciones continuas sobre I=Ea,b] y además,

g creciente en I. Sí f y g admiten derivada en todo punto de 1 fuera de un sub-

conjunto numerable A de este intervalo (g'(x) puede ser infinita en algunos de es

tos puntos) y si en cada uno de estos puntos le(x)I < g'(x)	 (1)

entonces	 If(b) - f(a)I s g(b) - g(a) 	 .	 (2)

Deffustnación.

Sea E > O un número arbitrario y (an) una ordenación de los puntos

de_A. Sea J el subconjunto de puntos y E I tales que, para todo xc [a,y], se



implica que si y'<y entonces y'EJ (de

lo de origen a; si c es extremo superior, se tiene

será un interva

que cEJ; en efecto, para todo

acuerdo a la definición), J
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tiene

1 f(x) - f(a) IS g(x) - g(a) + E (x-a) +E<xa
n

será mostrado que J=I. Primero observesá que J es no vacío pu gsaEJycomo yEJ

(3).

x<e., se tiene la relación (3) y forzosamente

i f (x)	 f (a)I .S. g(c)- g(a) + E(c-a) + E Ea
n
<c 

1

211

pues al reemplazar x por e en el miembro derecho de (3) obtenemos algo mayor. De

donde haciendo tender x a c en la desigualdad, por la continuidad de f, resulta

que c satisface (3).

Ahora será mostrado que necesariamente se tiene c=b. Suponiendo que

c<b, se tiene que, cqA o cc A; para la primera de estas posibilidades f'(c)

y g'(c) existen. Si g'(c) es finita entonces se puede escribir f'(c)=u g'(c) con

112151; la fupción f-ug tíene en el punto c una-derivada nula y existirá un y tal

que c<y<b para el cual si x E[c,y] se tiene
I f(x)-f(c)-u(g(x)-g(c)) 	 E (x-c)

de aquí que

If(x)-f(c)I	 g(x)-g(c) + E(x-c) y teniendo en cuenta (3), en la cual

se ha reemplazado 	 x por c

If(x)-f(a)1 =	 if(x)-f(c) + f(c)-f(a)f /1f(x)-f(c)1+1f(c)-f(a)1

g(x)-g(c)+-(x-c)+g('0-g(a)+ (c-a)+ E	 . 1—
a`c 2nn 

g(x)-g(a) + E(x-a) +EE
n<

1

2"

Se tiene yEJ, lo cual es una contradicción con las propiedades de c.

Si g l (c)=c0 , existe entonces un y tal que c< yí b para el que si x E [c,y] se

tiene,tiene, por una parte

jf(x) - f(c)1.5_ (1 f v (c)1+ 1)(x-c)
por otra

g(x) - g(c) 2 ( If t (c)I+ 1) (x-c)
donde

If(x) - f(c)I	 g(x)-g(c) I g(x) - g( c) +E (x-c)

concluimos como antes.
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Por último si se tiene c=a
k
 para algún índice k, como f es conti-

nua en el punto ak, existe un y tal que c<y<b para el que sí xErc,y3 se tiene

If(x) - f(c)15_
2

de donde tomando en cuenta (3) en la que se ha reemplazado x por c

If(x)-f(a)1 =1f(x)-f(c)+f(c)-f(a)1 í 1f(x)-f(c)1+ 1f(c)-f(a)1

< --+ gtc)• - gya)- + E(c-a)+ E E.
— 

2
k	 a

n
<c 

2
n

g (x)-g(a)+ E (x-a)	 cZ'a
n
<x 

2
n

lo cual es una nueva contradicción. Por tanto J=I y como E en (3) es arbitrario

se tiene que

lf(b)-f(a) 1 < g(b)-g(a)

TEOREMA 3.4.- Para que una función continua f sobre un intervalo

I=[a,b] sea constante, es suficiente que ella tenga una derivada nula en todos

los puntos de I excepto en un conjunto a lo mas numerable.

Demaóttacíón:

Se sigue del lema previo tomando g(x)=c para todo x

y

De aquí que si F y K son dos primitivas c.n.e de f entonces H=F-K

es continua y existe H'(x)=0 c.n.e 	 por lo que H será constante. Esto últi-

mo lleva al establecimiento del siguiente resultado.

TEOREMA 3.5.- Si F y K son dos primitivas c.n.e de f sobre el in-

tervalo I= [a,b] entonces:

=
b
f= F(b) - F(a)= K(b) - K(a).

No es dificil mostrar que el conjunto de funciones B-Riemann inte-

grables sobre un intervalo [a,b], I
b
, forman un espacio lineal, es decir, que si
b

f,gE Ib y a,SE R entonces c/f+ egE Ia .

Otra característica de I
b 

es que es cerrado para límites uniformes,
a

esto es:
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TEOREMA 3.6.-	 Sea hn
 una función B-Riemann integrable sobre ta,b3

para n EN. Si hn-
* 
h uniformemente sobre 	 [a,b], entonces h es B-Riemann sobre

DemoA titacL6n:

Para cada n EN, al ser h
n
 B-Ríemann integrable existe una función

Hn
 contínua sobre [a,b] tal que 11;1 (x)= hn(x) c.n.e . Si Gn(x)=Hn (x)-Hn(x 0 ) con

x0 E[a,b] entonces Gn(x) es continua, G;1(x)=Hh(x)=hn(x) c.n.e y además Gn(x0)+0.

Sea e un número positivo dado. Por la convergencia uniforme de

hn se puede elegir N tal que si n,ma N entonces

lhn
(t) - h

m	< 2(b-a)	 (a í t < b).
	 Luego aplicando el le

E 
ma 3.3 a las funciones f(x)= G n

(x)- G
m
(x)	

g(x)-2(b-) 
x	 se obtiene que

IGn (x) - Gm (x) - Gn (t) + Gm(t)l<

para cualesqyer x y t sobre 	 Ea,b] si n,m N. Así la desigualdad

IGn (x) - 
GM (x)! < I G n	 2

(x) - G
m
(x) - G

n
(xu) + G

m
(x0) <	 — < E.

(a < x	 b; n, m> N)

lleva a que {Gn} converge uniformemente. Sea G(x)= lim G n (x) para xEra,b1.n,. 
Fijando x se define

0 (t) = Gn (t) - Gn (x) 1(0 	 -G(t)	 G(x) ,	 (10)
t - x

t - x

para a < t < b, tSx y ne N. 	 Si D={xEra,b1/ Gñ (x) no existe o Gyx)Shn(x)

para algar/ nEN} entonces D es numerable y

lím 0 
n
(t)= Glyi (x) para x E[a,b]- D y todo nE N.

t-tx 

De la primera parte de la desigualdad (9) se tiene

I
n
(t) -

m	 í 2(1-a)	 (n,m >N)

así que {0 }converge uniformemente, para t x.	 Dado que {Gn} converge a G

concluimos de (10) que

lim	 (t) = 0(t)
tr1/40 n

uniformemente para a < t < b, t x.
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Si se aplica ahora el teorema de límites iterados [11 ,P .149,T7.11

a {I
n
} resultará

G'(x)= lim 49(t)= lim lim I (t)= lim lim I (t)=
t->x	 t-*x n400 n	 n40.0 t--x n

= n#40,0
lim G'(x)= lim h 

n
(x)= h(x), para x era,b] -D

n	 nolo 

Como además G es continua (límite uniforme de funciones continuas)

se tiene que h es B-Riemann integrable, pues G es una primitiva c.n.e de h.

y

En esta teoría de integración la caracterización de la clase de

"primitivas" es dado por la definición pero se puede preguntar que funciones cum

plen estas condiciones. Una respuesta completa a esto no se tiene, sin embargo,

se puede mencionar que las funciones continuas y convexas son ejemplos de "prími

tivas" en esta teoría de integración, como quedará establecido mas adelante.

A continuación se da la definición de función convexa y algunas

propiedades dX estas que ayudarán a testablecer que toda función sobre un interva

lo cerrado ra,b] , continua y convexa, tiene derivada en todo punto de [a,bJ

excepto en un conjunto numerable.

DEFINICION 3.7.-	 Una función i definida sobre un intervalo I es

convexa si para cada x,ycl y cada XEr0,1] se tiene

1P(Ax + (1-X)Y)	 < X*(x)-+ (1-A)ty(y).

Una propiedad importante de las funciones convexas es:

LEMA 3.8.- Si	 0 es una función convexa sobre un intervalo I y
sí x,y,z son puntos de I con x < y < z, entonces

$(Y) - tP(x)	 <  11)(Z) - Sb(Y) 

11)(Y) - 1P(x) < 	 - «x) 
y - x	 z - x

Demostkací6n:

Para i), tomando A= 2.:21 se tiene quez-x

y - X	 z - y
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y= Az + (1-A)x , y de la definición de función convexa

*(y) < *(z)+ Iz171-)IP(x)(1 -

*(y) < *(z)+ tP(x)z-x z-x

(z-x)*(y) <(y-x»(z) + (z-y)P(x)	 (11)

(z-y)*(y) + ( y-x)*(Y) < (y-x)*(z)+(z-y)*(x)

(x-Y)5(Y)-4(x)] í ( y-x)	 IP(x) - *(y))

t1( v) — t( c)	 *( z) — «y) 
y -x	 z -y

La demostración de ií) es análoga partiendo de (11). 	
V

TEOREMA 3.9.- Si	 IP es una función convexa sobre un intervalo I,

entonces las derivadas laterales de IP existen en todo punto de I y son iguales

excepto en un conjunto numerable. 4

Demo4thacZen:

Si xoc I entonces [11(x)- tgx 0 )1/(x-xo) es una función creciente por

el Lema 3.8, y así su límite cuando x tiende a xo por la derecha y por la izquíer

da existen y son finitos por la proposición 2.1. Estos límites son la derivada

izquierda y la derivada derecha, respectivamente, en xo y así las derivadas late

rales de * existen y son finitas en todo punto de I.

La derivada izquierda es menor o igual que la derivada derecha en

cada punto xo de I, como se puede deducir, de que sí x < xo < y 	 entonces

*(x) - V)(xu)	 < 0(y) - V(xo) 
x-x 0	-	 y- xo

tomando límites cuando x+xo y 37-1.x 0 .	 Luego, sea E el conjunto de puntos en que
no son iguales las derivadas laterales de 'P , es decir, E={xcI/4(x) <tpá(x)}.

Como 1(x) < 110(x) para todo x CI, demostrar que E es numerable es equivalente a
demostrar que las derivadas laterales de lp son iguales excepto en un conjunto nu

merable y para eso, se tiene:
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Existe una función r:E-*Q pués si x c E,

rá un racional, r(x), tal que VI(x) < r(x) < Vd(x).

r(x)# r(y) pues

r(y) < 111,1(y)‹ lij(y)y.131) 

o r(x) < 117(x)< 1(Y)-4(x) 
d — Y-x

segun y<x o x<y.

e lp'(x) <r(x)

< lb:e( y) <r (y)

4(x) e tp ici(x) y existi-

Luego si yEE con y#x,

se mencionan,

Por tanto r es uno-o-uno y E será numerable.

Las funciones convexas tienen algunas propiedades

pero, las anteriores propiedades permiten afirmar

mas que aquí no

que si F es una

función continua y convexa es una "primitiva" en esta teoría de integración, En

esta misma dirección,

na es convexa como se

se puede afirmar que toda primitiva de

establece a continuación.

una función monóto-

vTEOREMA 3.10.- Si una función f es monótona (por lo tanto 8-Rie-s

mann integrable), entonces toda primitiva de f es convexa.

Demaóttacídn:
Supóngase que fqa,b2÷ R es una

no convexa. Entonces existen puntos r,s,t en

función creciente con primitiva F

[a,bJ tales que r<s<t Y

F(s) - F(r)
s — r

de la Def. 3.7.	 Luego si A= (xE fa,bY

tona en [a,b],

G(x)= x'f(s)

[a,b] tales que

(1) I <

I H l ( X) I <

F(t) - F(r)
t - r

F1(x)=f(x)} se tiene que, al ser f monó

sobreY H(x)= x f(s) son funciones continuas

para toda xe Anfr,s]	 y

para toda xs

Del Lema 3.3 se concluye que

F(s) F(r)	 F(t) - F(s)
< f(s) <

r	 t - s

lo cual es una contradicción. Por tanto F es convexa
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Sería deseable conocer una clase mas amplia de funciones "primíti

vas" en esta teoría de integración. 	 Sk Barberian [ 2 ] afirma que ejemplos de

esta son las funciones continuas y monótonas, y que mas generalmente continuas

y de variación acotada. Pero hay una función continua y monótona que no tiene

derivada finita en un subconjunto no numerable de su dominio, por lo que no po-

drá ser "primitiva". Esta es la función de Cantor.

El conjunto de Cantor, C, consta de todos aquellos

en el [ 0,1] que tienen una expresión ternaria< an
> con dígitos

es decir, x E C si existe < a
n
> tal que a

n
=0	 2 y x= E	.

n=l3k
hay números con dos expresiones ternarias, por ejemplo

O	 1	 2	 0	 O	 O	 1	 O	 1	 1

Sea F, el conjunto obtenido eliminando, del intervalo [0,1], el in

tervalo abierto que es su tercio intermedio:

F	 [13, 1/33k./ [ 2/3, 1]	 .

Sea F2 el conjunto obtenido eliminando de F I los intervalos abier

tos que son tercios intermedios de los dos intervalos que forman F1.

F2 = [0,1/9 JVE2/9 3 1/3	 E2/3,7/91 V [8/9,I]

Sea F3 el conjunto obtenido eliminando de F2 los intervalos

abiertos que son tercios intermedios de los cuatro intervalos que forman F2	En

general si F
n
 ha sido contruído, consiste de la unión de 2

n 
intervalos cerrados

de la forma [k/3 n , k+//3 1.1 ] , se obtiene F
n+1 

eliminando los intervalos abiertos

que son tercios intermedios de cada uno de estos intervalos. El conjunto de Can

tor es lo que resta después de haber realizado el proceso para cada natural.	 Es

decir:

DEFINIC1ON 3.11.- El conjunto C de Cantor es la intersección de

los conjuntos Fn , ne 11, obtenidos eliminando sucesivamente los intervalos abier-

tos que son tercios intermedios.

5/27 = + -3-2- +	 +	 +	 +	 =	 ÷	 + -37 + Ts- +.

que un número no está en el conjunto de Cantor si todas sus expresiones terna-

rias tienen al menos un 1. Hay un proceso mediante el cual el conjunto de Can-

tor puede ser construido.

números reales

distintos de 1,

Sabiendo que

se puede decir
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El conjunto de Cantor tiene algunas propiedades interesantes co-

mo: Tiene la cardinalidad del continuo, es cerrado, perfecto y de medida cero.

La función de Cantor es:

	

DEFINICION 3.12.-	 La función 1:[0,1]	 [0,11 con regla de corres

pondencia a°	 a
1 E	 n

1(x)=	
2 n=1 

2
n	 si x c C

1(a)	 si x 0 C

donde a es el extremo inferior del intervalo abierto eliminado del [0,1] al

construir C, al cual pertenece x, se llama función de Cantor.

La función de Cantor tiene muchas propiedades, algunas de ellas

son presentadas en los siguientes resultados.

LEMA 3.13.- La función / de Cantor es: i) no constante, ii) no

decreciente, lii) 1(C)= [0,13, y iv) continua.

DemaótAacídiv

Se tiene que /(0)=0 y 1(1/3)= 1/2 por la definición.

Suponiendo que xl< x2. Si x 1 ,x2EC para ambos existe una ex-

pansión ternaria, digamos <a n> y <cn>	 respectivamente, las cuales tienen los

primeros N-1 dígitos iguales, a n=0 y Cn=2, para algún NE N. De donde las expre

siones binarias de sus respectivas im4genes bajo O, <b
n
> y <d

n
>, tendran los

primeros N-1 dígitos iguales, b N=0 y dN= 1. Por tanto /(x )< /(x ). Si x1,x2/C
se tendrá que pertenecen a un mismo intervalo elimina do (a,b), en cuyo caso

12(x1)=0(a)=0(x2), o pertenecen a distintos intervalos eliminados (a,b) y (c,d),

en cuyo caso 0(x 1 ) =1 (a) <4(c)=@(x2).	 Finalmente si solo uno de ellos no está
en C comparamos la imagen del extremo inferior del intervalo eliminado al cual

pertenece con la imagen del otro; esto es, si x
1
 C, x

2
 tC y x2 pertenece al

intervalo eliminado (a,b)	 0(x 1 <)	 /(a)=0(x 2).- 
¡II) De la definición es claro que 1( C ) C:r0,11. En el otro sen-.

tido sea y un número en [0,1] y <bn>una expansión binaria de y. Entonces el

numero x con expansión ternaria <2b
n
> esta en C y "D(x)=y.

	

iv) Dado x 0 E[0,11	 y E> 0. De iii) se tiene que / es sobre.

Si 0(x 0 )#0 existen n>1, y'E	 [0,1]	 con	 y'= /(x 0 )-E/n	 y x' E[0,2 tal que

(10,(20)=yr. Análogamente, sí	 1(x 0 )11 existen m>1, y"E[ 0,1] con y"=$(2(0)-1-E/m
y x"E [ 0,11 tal que	 1(x")=y".
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Sea 5 = min {(x0 - x1 ), (x"-x0 )}	 entonces

I1(x) — cD(x o n< e	 si x c(x0 -6, x0 + cs)(\ ro,n,

puesto que

1(x0 )- e <0(x0)- e/n= 1(x') <0(x) < 1(x")(x0)+e/m < 1(x0 )+ e

en tales casos por ser 1 no decreciente.

TEOREMA 3.14.- La función de Cantor no tiene derivada finita en el

conjunto C - Q.

',mut/tacar

Sea xo cc - Q. Entonces la expansión ternaria de xo, <a
n

>5 es

única, no periódica y formada con 0 ó 2. Definiendo L k como la sucesión de índi-

ces n tales que aa=0, por la no periodicidad de <a n >, Lk-* co y si

Lk-1 a

x„.-	 E -a + E 2
n=1 

3
n	 n=Lk 3n

entonces co	 a

O < X O 
n=

="	 "1"-.	 E 4	 < 2 E
k	 L. 

3n 
n=Lk 3n	 naLk	 3Lk-1_1c 3 

Y

	

L,-1	 Lk-1 a
	 m	 a.,

	 1
7
	

a 
n	 E
+	

1	 lE	 n_ lz
f(xk)-f(x )°  _ 7 n=1 71 n=Lk	 27, - 7 n=1 211	 2 n=Lk 2 

xk -x0x ° 	 X1 — X0

m	 1	 1	 w al.

	

F1 '2	 	 z	 '42

	

n=Lk -	 n=Lk 2- f 1	 1	 aL	 k
L -1

_ 	  >	 ' L	 -.
z 
	 )3

xk -so 2k	 2Lk

3 1/4 1
= ( 7 )	 5

Por tanto la derivada de f en x no existe o es + m pues se ha encontrado una

sucesión {xk} que converge a xo tal que f(xk)-f(xo) 	 diverge a m .
xk - xo

Así, la función de Cantor es un contraejemplo a la afirmación que

hace•Barberian. Una propiedad de integrabilidad que se sigue de la definición

de integrabilídad es la siguiente.

PROPOSTWON 3.15.- Si f es una función B-Riemann integrable y g

es una función tal que g = f c.n.e entonces g es B-Riemann integrable con la

misma primitiva de f.



4, LA INTEGRAL DE LEBESGUE,

La integral de Lebesgue suele ser construida usando Teoría de la

medida en un proceso que inicia definiendo la integral para funciones caracterís

ticas de conjuntos y que culmina con la definición general de función Lebesgue

integrable. Las funciones que resultan integrables no necesariamente estan aco-

tadas ni su dominio es un intervalo cerrado. La presentación que aquí será dada

es descriptiva y está restringida a funciones con dominio un intervalo cerrado.

En el capítulo 2, se mostró que si una función es monótona tiene

una cantidad numerable de discontinuidades y límites laterales en todo punto; pe

ro ¿Qué se puede decir acerca de su derivabilidad? La respuesta a esta pregunta

la da un teorema debido a Lebesgue que es uno de los mas finos e importantes en

teoría de funciones reales de variable real. El teorema afirma que toda función

monótona f posee derivada finita excepto en un conjunto de medida cero, o, como

es expresado frecuentemente, "casi dondequiera " (esto es abreviado por1.3f1(x)

c.d.). Aquí no es presentada la demostración de este teorema, pero será demos-

trado un caso particular de este agregando la hipótesis de continuidad, antes

de lo cual se da el siguiente resultado auxiliar.

LEMA 4.1.- Sea g(x) una función continua sobre el intervalo ce-

rrado pa,b], y sea E={ xda,b) /11c Ec,/ 9 g(E)>g(x)}. Entonces E es vacío

o abierto y si E= U(ak,bk) con {(ak ,bk)} ajenos dos a dos, entonces g(ak)< g(bk).

Demoztutcínv

Primero, observesh que el conjunto E es abierto dado que si

E> xo y g(E)> g(x 0), entonces, por la continuidad, para c=g(1)-g(x0)> O exis-

te 6> 0, menor que E- x o , tal que Ig(x)-g(x 0) I < c Vxdx 0-6,x 0+6)(1 (a,b)

o bien

- e < g(x) - g(x 0) <e = g(E) -g(x0)

de donde g(x)< g(1) para puntos x en una vecindad de xo.

Siendo E abierto, sea (ak ,bk) cualquiera de los intervalos en

que E es descompuesto; el punto b
k
 no pertenece a E. Sea x un punto en (ak, bk )

entonces g(x)	 g(bk). Pues considerando a x 1 como el mayor número entre x y bk
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tal que g(x 1 )> g(x), si x l no es bk , los puntos 1 que corresponden a x l en la

hipótesis del lema estan a la derecha de bk (en otro caso xl no será el mayor)

y dado que bk no pertenece a E

g(x l ) < g(10í g(bk)

qua combinando con

g(bk) < g(x) S g(xl)

sería una contradicción por tanto g(x) < g(b k) y tomando el límite cuando x

tiende a a
k' 

por la continuidad,

g(ak)	 g(bk)

Un examen de la díferenciabilidad de una función en un punto pue

de ser hecho comparando sus números derivados. Los números derivados superior e

inferior derecho son respectivamente el límite superior o inferior del cociente

[f(x+h) - f(x)] /h para h>0 cuando h tiende a cero y son denotados por A r y Ar.

Los números derivados izquierdos, A l y A l , son definidos de una manera análoga.

Admitiendo valores infinitos, los números derivados siempre existen. Así una de-

rivada existe y es finita en todo punto x donde los cuatro números derivados tie-

nen el mismo valor finito.

Para probar el teorema de Lebesgue, con la hipótesis adicional

de continuidad de f, tomando a f creciente, solo es necesario probar

i) A
r <	

y	 ii) A
r 
< Al ; c.d.

De hecho, aplicando ii) a la función -f(-x), se sigue que
A < A

r	 c.cr.

y combinada con i) y ii) se obtiene

A s A 1 <A 1
 <A

r
 <A

r 
< 00

— 

de aquí la igualdad de los números, queda probada y son finitos.

Para verificar la afirmación i), que el conjunto E cc de puntos

para los cuales Ar= 00 es de medida cero, obsérvese que este conjunto esta conte

nido en el conjunto E para el cual A
r
> C, donde C denota una cantidad elegida

tan grande como sea necesario. Pero la relación implica la existencia de un 1>x

tal que

f(1)	 - f(x)	 c

- x

es decir que g(C)> g(x), donde g(x)=f(x)- C x. De aquí el conjunto Ec esta
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contenido en los intervalos (ak ,bk) del lema y de acuerdo con este

f(bk) -C bk >f(ak) - C a
k '

esto es,

C(bk- ak) Sf(bk) - f(ak).

Sumando sobre todas las k

C E(bk- ak)	 E[f(bk)-f(ak)]	 f(b)-f(a),

lo cual muestra que, para C suficientemente grande, la longitud total de los in
tervalos es tan pequeña como se quiera. De aquí, el conjunto E cc, es de medida

cero.

La segunda afirmación se verifica mediante razonamientos anglo-

gos los cuales son repetidos alternativamente bajo dos formas distintas. Sea

T < C dos números positivos. Tomando primero la función g(x)=f(-x)+ Tx definida

sobre Ebria ] y sea E l la reflexión sobre el origen de los intervalos corres-

pondientes al lema; entonces, por razones similares a las antes utilizadas, El

contiene a lefa puntos x de (a,b) paya las cuales A l < T. Esto, por que xEE1 si

existe I< x tal que

f(1) -TC = g(-I) > g(-x)= f(x) - Tx

de donde
T(x -C) > f(x) - f(I)

T> 
f(x) -f(C) 

X —

Luego, sea E2 el sistema formado por los intervalos (a k ,b,1)11/4 1 	 &
los cuales corresponde a la función g(x)=f(x)-C x, pero considera separadamen-

te en los intervalos Cak ,bk]. Entonces para estos intervalos se tiene

	

f(bk)-f(ak)< T(bw- k):	 C(bk -ak )<f(bk )-f(ak
de lo cual se sigue	

1	 1	 1	 n l

C E2 S V2_< V i< T El

esto es,

E2í	 —c" E l 	 a	 Mili

donde se ha denotado por E 1 , E2 las longitudes totales de los sistemas de inter

valos y por V1,V2 la suma de las variaciones correspondientes de la función f(x).

Repitiendo los dos métodos alternativamente, se obtiene una sute

sión E1,E2,..., de sistemas de intervalos, cada uno contenido en el anterior y,

en general, se tiene
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y como

se sigue que

Z2n C E2n-1

En+ 1	En

T n
E2n < (	 )	 El

por lo que E n tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Pero los puntos x para los cuales A r >C y A1<	 simultanea-

mente, estan obviamente contenidas en todos los sistemas E n ; esto es, ellos

forman un conjunto ETC de medida cero. Finalmente cada punto x tal que

A
r > A l pertenece a un conjunto ETC y. se puede suponer que T y C son números

racionales, debido a que entre dos números reales diferentes se puede siempre

introducir dos números racionales.	 Esto es, si se forman los conjuntos ETC

para toda pareja de racionales, su unión E* contendrá todos los x tales que

Ar > A l . Pero hay solamente una cantidad numerable de parejas de números recio

nales; de aquí el conjunto E* es la unión de una cantidad numerable de conjun-

tos de media cero y consecuentemqnte E*, y todos los subconjuntos de él, son

de medida cero. Con esto queda demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 4.2.- Si f es una función contínua y monótona sobre

[a,b] entonces su derivada existe y es finita excepto en un conjunto de medida

cero.

Usando este resultado se puede ver que para algunas clases de

funciones se tiene la misma conclusión. A una de estas clase se aborda obser-

vando por un lado que, si dos funciones f (x) y f 2 (x) son diferencíables casi

dondequiera entonces así es su diferencia f(x)=fi(x)-f2(x) y que, por otro lado,

cuando f1 (x) y f2 (x) con funciones crecientes se tiene obviamente que

f i fock)-f(xk_i n 	 fl(b)-f2(a)+ f2(b)-f2(a)
1c=1

para toda partición P= {a=x0 ,x 1 ,x2 	x
n
=b} de [a,13]. Las funciones que cum-

plen la última condición son llamadas de variación acotada, es decir:

DEFINICION 4.3,- Sea f una función sobre [a,b] . Si para toda

partición P=(a=x0,x1,x2,...,x
n
=b } existe un número positivo M tal que

n

kln
	
f(2112 - f (xk-i ) IS M

entonces f es de variación acotada sobre [a,b],
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Se ha visto que toda diferencia de funciones crecientes es de

variación acotada. No es difícil ver que las funciones monótonas son de varia-

ción acotada y que toda función de variación acotada es acotada. Pero aquí se

abordan solo ciertos conceptos y propiedades relacionadas con funciones de va-

riación acotada.

OEFIMICION 4.4.- Sea f una función de variación acotada sobre
n

[a,b] y sea Eab(P) la suma 
k
E 

1
If(xk)-f(xk_1 )1 correspondiente a la partición

=
P= {a=x0,x1,...,xn=b} de [a,b]. El número Vf (a,b)=sup {Eab(P)/P es una parti-

ción de [a,b]} es llamado la variación total de f sobre [a,b].

La variación total tiene una propiedad aditiva. Esta es, si

c a[a,b], la función f(x) es de variación acotada si y solo si es de variación

acotada en [a,c] y en [c,b], y entonces

V
f

(
a
.b)=V

f
(a

'
c)+V

f
(c

'
b)

Y Para establecer esta propiedad -obsérvese, dado que la suma

Eab(P) no puede decrecer al insertar un nuevo punto de descomposición (por la de

sigualdad del triángulo), que es suficiente considerar solo las particiones de

[a,b] que surgen de una partición de [a,c] y una partición de [c,b]; entonces

Eab(P)=Eac(P')+ Ecb(P") y la propiedad se verifica tomando las mínimas cotas su-

periores. Una consecuencia importante de esta propiedad es el siguiente teorema.

TEOREMA 4.5.- Toda función f de variación acotada es la dife-

rencia de dos funciones crecientes.

Demaótitacían:
Introduciendo la función V(x) =V

f
 (a

'
 x) para x c[a,b], se tiene

que V(x) y V(x)-f(x) son funciones no decrecientes y satisfacen la descomposi-

ción requerida

f(x) -V(x) - [V(x) -f(x)]

Para V(x), si a<x<1<b, se tiene

Vf (a,C)- Vf (a,x)+ Vf(x,1)

de aquí

V(E)-V(x)=. Vf (x,1)> O.

11,1

I
¡

I
t
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Luego, para mostrar que

V(x)-f(x) < V(1)-f(E)

obsérvese que esto es equivalente a

f(1)-f(x) .5_ V(1)-V(x)=Vf(x,1)

y que If(O -f(x)I es una suma particular del tipo E xy (P),
 de aquí que

if(E)-f(x)I < Vf(x,1)

V

La descomposición que menciona el teorema anterior no es Gni

ca, pero la proposición 2.2 combinada con el teorema 4.5 permiten afirmar que:

si f es una función de variación acotada su conjunto de discontinuidades es nu-

merable. Por otro lado si una función f puede ser descompuesta en la diferencia

de dos funciones continuas y monótonas, esta es continua y tiene derivada casi

dondequiera. Para una función continua y de variación acotada se tiene algo aná

logo, como lo establecen los siguientes resultados.

TEOREMA 4.6.- Sea f una función de variación acotada sobre

[a,b]. Entonces f es continua soble [a,b] si y solo si V(x) lo es.

DemastAacían:

Primero obsérvese que tanto f como V tienen límites latera-

les en todo punto, por el teorema 4,5 y la proposición 2,1

Si a< x< y< b entonces

O < If(y)-f(x)1 í V
f
(x,y)= V(y)-V(x)

y tomando el límite cuando y tiende a x

O .5_ If(x +)-f(x) lí V(x +)- V(x) para todo xE[a.,b)

similarmente
0 S If(x)-f(x-)I<.V(x)-V(x-) para todo xe(a,b].

Estas desigualdades implican que siendo V contínua sobre [a,b] f lo es.

Para probar lo inverso, sea f continua y c un punto de ES,b). 	

li

Entonces dado c>0, existe un d> 0 tal que xe(e-ó,c+d)11 1,13 implica
If(x)-f(c)1 <€12. Para esta misma e, existe una partición P de [c,b],

P= { c= xo,x:,...,xn=b} , tal que

Vf (c,b)- e/2 < Ecb(P)

Agregar mas puntos a la partición P puede solo incrementar la suma Ecb, como ya
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se mencionó, y de aquí que se puede suponer 0< x l-xo<6 . Pero esto lleva a que

1f(x1 )-f(c)1 <E/2 ,

de lo cual

V
f
(c

'
b)-E/2 <E/2 +

n

kE 2 
1f(xk )-f(xk-1 )1
= 

<E/2 + V
f
(xl,b)

dado que {x1,x2,...,xn} es una partición de Ex i , b]. Por tanto se tiene

V
f
(c,b)- V

f
(x b) <E.

Pero

0 <V(x1)-V(c) = Vf (a,x / ) - Vf(a,c)

= Vf (c
' l
x ) = V

f'
(c b)-V

f
 (xl,b1)‹c

Así pues, se ha mostrado que

O <x1- c <6 implica	 O <V(x 1 )- V(c) < E

o bien, que V(c+)=V(c). Un argumento similar lleva a que V(c-)=V(c) para todo

c e ra,b1.
V

TEOREMA 4.7.- Sea farm función continua y de variación acotada

sobre [a,b]. Entonces la derivada de f existe y es finita casi dondequiera.

111
I

DemoatAacíón:

La demostración es una aplicación de los teoremas 4.6 y 4.2 a la

función f.

Otra clase de funciones a las que se puede extender la conclusión

del teorema 4.2 son las absolutamente continuas.

DEFINICION 4.8.- Sea f una función sobre [a,b]. Si para cada

E >0 existe 6>0 tal que

If(bk)-f(ak)1 <

para todo sistema (ak ,b
k
) de subintervalos de fa,b], abiertos y ajenos (n= 1,

2 ,...), cuya suma total de longitudes k E
/ (bk

 -a
k
 ) es menor que 6 entonces f es

= 
absolutamente continua sobre Ea,b].

Se puede ver facilmente que si f y g son funciones absolutamente

continuas lo son tambien: 1f1 , cf (c constante), f+g, f.g. También para f/g

si g esta acotada inferiormente por un numero positivo.
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TEOREMA 4.9.- Toda función absolutamente continua sobre [a,b] es

continua y de variación acotada.

DelmátAacZ6n:

Si f es absolutamente continua sobre [a,b] 	 y ce [a,b] entonces

f es absolutamente continua sobre [a,c] 	 y [c,b].	 En particular dado e >0 exis

ten 61 , d 2>0 tal que

1 f(c)-f(x) 1<e	 sí	 xe (c-61,c)(1 [a,c]

(por ser f absolutamente continua sobre [a,c] ) y

1f(x)-f(c)1 < E	 Si	 'CC (c,c	 (52)n [c,b]

(por ser f absolutamente continua sobre [c,d] ). 	 Esto es, f(c-)=f(c) para to-

do ce [a,b] y f(c+)=f(c) para todo ce [a,b]. Así f es continua en CE [a,b] y

por lo tanto, dado que c es arbitrario, f es continua en [a,b].

Luego, dado E >0, sea 6 el número que provee la definición 4.8 y

P={a=xo,x1,...xn=b} una partición de [a,b]. Si la partición no cumple con que

xk xk_ i <5/2 4kk=1,2 ..... n), pueden per introducidos puntos para esto y la varia-

ción de f en la nueva partición no resultará menor que en la original. Así,

considere que P cumple tal condición y la expresión

E ab(P) = 
k
E	 If(x )- f(x.

11-1 )1 •1 

Obviamente, se puede partir esta suma en m grupos con

2(b-a)
m	 + 1 ,

tales que en cada grupo la longitud total de los intervalos 
(xki Ixk

) es menor

que 1 y así, la contribución de cada grupo a la suma E ab(P) es menor que E.

Por tanto
p) <e(2(b-a) 

/ab(	 6	 +1)

y f es de variación acotada.
V

TEOREMA 4.10.- Sea f una función absolutamente continua sobre
[a,bj. Entonces la derivada de f existe y es finita casi dondequiera.

Domatstxacídn:

La demostración es una aplicación de los teoremas 4.7 y 4.9 a la

función f.
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Con los resultados anteriores al alcance, se puede dar una defini-

ción de función Lebesgue íntegrable sobre un intervalo [a,1] . Las funciones

que resulten integrables coinciden con las que resultarían con la definición

clásica.

DEFINIC1ON 4.11.- Una función F es una "primitiva c.d."de una fun-

ción f sobre [a,b isi:

F es absolutamente continua sobre ra,bj

F'(x)= f(x) c.d.

Como toda función que satisface una condición de Lipschitz es absolu

tamente continua toda función Riemann integrable será Lebesgue integrable se-_

gfin la siguiente definición.

DEFINICION 4.12.- Si f:La,114- R tiene una primitiva c.d. F, el neme

ro L. fabf= F(b)-F(a) se llama integral de Lebesgue de f y f será Lebesgue in

tegrable.

4

Al igual que en otras teorías de integración, la primitiva no es Gni

ca. Los siguientes resultados permitirán demostrar que la integral de Lebes-

gue esta bien definida.

Sea ,41 una colección de intervalos. Entonces decimos que 	 cubre

un conjunto E en el sentído de Vitali, sí para cada e >0 y cualquier x en E

hay un intervalo I e 4 tal que x EL y /(I)<E.

LEMA 4.13.- Sea E un subconjunto del intervalo [a,b] e 4 una colec-
ción de intervalos los cuales cubren E en el sentido de Vitali. Entonces dado

e>0 existe una colección finita {II,I2,...In} de intervalos ajenos en 4 Y
una colección numerable de intervalos abiertos 

Un} 
tal que

(E
1

-.0
1
	U .1

n= 1

Y

E C (J) <e •

Demosthación:

Es suficiente probar el lema para el caso en que cada intervalo del es

cerrado, pues en otro caso se puede reemplazar cada intervalo por su cerradura

observando que el conjunto de puntos formado por los límites de 11,12,...,In
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tiene medida cero.

Dado que N es una cubierta de Vitali de E, se puede suponer sin pár.-
,

dida de generalidad que cada I de	 esta contenido en [a,bj . Se elige una suce

sion {I
n
} de intervalos ajenos de tl por inducción como sigue: Sea I 1	cual-

quier intervalo en A. y supuesto que
n
 han sido elegidos.	 Sea k

n
el supremo de las longitudes de los intervalos de sin intersección con

, 	 I
n
. Dado que cada I está	 contenido en	 ra,b], se tiene que k <b-a<+ coo
n- h

A rwrwsqueECUI.,se puede encontrar I	 en q. con 1(I	 k	 y In+1

	

n+1 2 n	 n+1
ajeno de

Así se tiene una sucesión de intervalos ajenos de4 , y dado que

UIn cja,b1, se tiene que E/(In)< b-a <03 . De aquí que se puede encontrar un en-

tero N tal que
E	 1(In) < c/5.

	

n=N+1	 n

N	 N
Sea R= E- U I . Sea x un punto arbitrario de R. Dado que U I

y	 n=1 n	 n=i n
un conjunto cerrado que no contiene a x, se puede encontrar un intervalo I

en A el cual contiene a x y cuya longitud es tan pequeña que I no intersecta a
alguno de los intervalos 	 Si ahora inic 4, para i<n, se debe te-

ner /(I) <k n
	 n÷ou
< 2/(I

n+1
). Dado que	 lim/(I 

n )=0 , el intervalo I de debe intersec— 	 —
tar a al menos uno de los intervalos In. Sea n el menor entero tal que I inter,

secta a I
n

.	 Se tiene que n >N, y	 /(I)< kn-r-<21(I
n
). Dado que x está en I, e

tiene un punto en común con I , se. sigue que la distancia de x a el punto me-

	

1 n
	 5

dio de In es a lo mas /(I)+ 7 ¿(In ) < 7,  /(In).	 Así x pertenece a el intervalo

J
n
 teniendo el mismo punto medio que I n y cinco veces su longitud.	 Así se tie-

ne demostrado que

WEI
/(J 

n ).
�. 5 17/(I 

n
) < E
N  

1
V

TEOREMA 4.140- Si f es absolutamente continua sobre [a,b] y f'(x)=0
c.d., entonces f es constante.

Demo4tAacan:

Se debe mostrar que f(a)=f(c) para cualquier cern,b]. Sea E C(a,c)

el conjunto en el cuál f i (x)=0. Sean E y n números positivos arbitrarios. Pa-

es

N
E- U I.= Re cii J

i=1 1	 N+1 n

con
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ra cada x en E hay un intervalo arbitrariamente pequeño Ex x+h] contenido en

[a,cl tal que If(x+h)-f(x)i< nh. La colección {[x,x+h] / x cE y

1f(x+h)-f(x)l< nh }forma una cubierta de Vitali para el conjunto E. Sean

{pck ,yj} y {Jn}, la colección finita de intervalos de la clase anterior y la

colección numerable de intervalos abiertos, de acuerdo con el lema 4.13 para el

número positivo 6/2, donde 6 es el número correspondiente a E en la defini-

ción de continuidad absoluta para f. Como [a,d] -E es de medida cero existe

una colección numerable de intervalos abiertos {M
r
} que lo cubre tal que

El(mr)< 6/2. Así, si se reordenan los xk de tal forma que xk < xic+1 , se tiene

yo <a <	 < < x2 < Y2 < • ' '< Yn � c"-- x	
2

por ser ajenos los intervalos [x,,y
k
 , y

n
E
k=o i xic+ -YkI <	 Un» E (Mr) <6 ' Pu"

n

U (Yk 
' xk 1 ) c (U jn) u (u mr)*k=0

Ahora n

kEl i f(Yk)-f(xk )	 < TI(Yk-xk) 
<n(c

por la forma en que los intervalos {[xk ,ykpfueron construidos,

kIolf(xk+a )	 f(Yk)i < c

- a).

Y

por la continuidad absoluta de f. Así

If(c)-f(a)I =	 f(xk+1)-f(Yk)] 4- kI l [f(37k)-f(xk)J 1

< c+ n(b-a).

Dado que E y n son números positivos arbitrarios, f(c)-f(a)=0

y

entonces:

TEOREMA 4.15.- Si F y K son dos primitivas c.d. de f sobre

L =
b
f = F(b)-F(a) = K(b)-K(a).

[a,bl

Demodtnacíffir

Si F y K son dos primitivas c.d. en f sobre [a,b], la función H= F-K

es absolutamente continua y H'(x)=0 c.d., entonces F= K + c (c constante)
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De la definición y los resultados anteriores se sigue que las funcio-

nes Lebesgue integrables forman un espacio lineal y que si para una función g

existe una función f Lebesgue integrable tal que f=g c.d., entonces

gue integrable con las mismas primitivas c.d. que f.

g es Lebes-

En general, si F es una función continua sobre [a,b] tal que F'(x)

existe con numerables excepciones y es finita, entonces F es absolutamente con-

tinua. Aquí es presentado un resultado particular que será utilizado mas ade-

lante.

LEMA 4.16.- Sea F una función continua cuya derivada existe c..n.e.

sobre [a,b].	 Si en el conjunto de puntos x de [a,b] en que F'(x) existe está

acotada entonces F es absolutamente continua sobre [a,b].

DemaótAacíón:

Sea A el conjunto numerable tal que F'(x) existe para xe[a,b]-A y M

una cota de F'(x). Si se considera la función G(x) =Mx, entonces, siendo G una

función continua creciente en [a,b] 	 tal que 1 F'(x) 1< G 1 (x) V xc 1a,b1- A,
de acuerdo con el Lema 3.3

1 F(bk)-F(ak) 1	 G(bk)-G(ak)= M(bk-ak)

para todo	 ak ,bk c[a,b] con ak< bk .	 Por tanto, dado E >0 existe (5= I >0 tal
que sí E

1
 (b	

K 
)<6 entonces 1 1F(b )-F(a.)1< E	 y así F es absolutamentek 	 k	 k-I	 k	 k

continua.



5, EPILOGO.

En los capítulos anteriores han sido presentadas tres teorías de inte

gración y algunos aspectos que las caracterizan. A continuación se hacen algunas

comparaciones entre éstas a manera de conclusiones.

Un conjunto E se dice "insignificante", si para que una función g ten

ga una propiedad que tiene una función f, es suficiente que cumpla algunas condi-

ciones respecto a f excepto, quizás, en E.

La teoría B-Riemann rescata ciertas propiedades para las cuales los

conjuntos insignificantes son numerables. Por ejemplo la propiedad de integrabi-

lidad.

4

Respecto a la propiedad de integración los conjuntos insignificantes

en la teoría de. Riemann son los finitos y en la de Lebesgue los de medida cero.

En este sentido puede ser dicho que: la teoría B-Riemann es mas flexible que la

Riemann y la de Lebesgue mas que la B-Riemann.

La clase de funciones integrables en la teoría de Riemann se condicio

na a ser acotadas; en la B-Riemann y en la de Lebesgue no. Incluso en la teoría

general de integración de Lebesgue el dominio de una función integrable no tiene

que se un intervalo.

Claramente, las tres teorías tienen muchas diferencias aunque compar-

tan algo en común, Sea C la clase de funciones continuas sobre [a,b], VA las de

variación acotada, L las regulares, Si las Riemann integrables, 0 las B-Riemann
integrables y cr las Lebesgue integrables. El siguiente diagrama muestra algunas
relaciones existentes, donde las flechas respresentan relación de inclusión, las

cuales son propias.
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Las contensiones, explícitamente o implícitamente, son justificadas

en los capítulos anteriores. Obviamente las contensiones C c:L y VA c:L son pro

pias; respecto a que las restantes son propias o que no existe relación de íncku

sión son suficientes los siguientes ejemplos y observaciones.

Ejemplo 1: Sea {xn} una sucesión en

y sea f la función sobre fa,b} definida por:

[a,b], a< xn5_ b, tal que x
n
+ a

si 'ce S={ x
n
 / ne N

f(x)= I 1
k0  en otro caso.

}

El conjunto de discontinuidades de f es S, así f e ; sin embargo

f(a +) no existe, por tanto f t L y la inclusiónLeá. es propia.

Ejemplo 2: Sea f la función sobre [0,1j definida por

f (x) = f	
si x es racional.

	

LO	 si x es irracional.
4

La función es discontinua en todas partes por lo que f deR, pero la

función F(x)= c (cc R fijo) es una primitiva de f en el sentido del capítulo 4 por

lo que f Ex y la inclusióna,cor es propia.

Ejemplo 3: Considerando la función F:[-1,1J+ R con

F(x)= re 2 
sen (I/x2)	 si x O

	

O	 si x = O

se tiene que F es derivable en [-1,1] 	 con

F r (x) .12x sen( /x2 ) - ( /x)Cos( /x2 ) sí x	 O0 

si x = O

Así la función f sobre r-1,11con f(x)=F'(x) tiene primitiva estricta

en el sentido del capítulo 3, pero no está acotada. Es de decir f E pero f

Por tanto ég at

De la observación anterior se sigue que L c: 13 solo propiamente pues

la igualdad sería contradictoria, dado que L ccR

II
If
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Ejemplo 4: Sea f una función sobre [0,1 1 con f
to de Cantor, y f(x)=0 en otro caso.

Su conjunto de discontinuidades es el conjunto de Cantor, de don
f EJ1. Sin embargo f p	 Si f fuese B-Riemann integrable, su primitiva c.n.e.
F sería tal que su derivada existe y es igual a f con.e., de donde (al estar f
acotada) de acuerdo con el Lema 4.16 F resultaría absolutamente continua y F'(x)=0
c.d. Así F sería constante y su derivada cero en [a,b]. Una contradicción con
que F'(x)=f(x) c.n.e. al valer f uno para una infinidad no numerable de valores x
en [a,b], Por tanto f	 Entonces:10y consecuentementeor0

Ejemplo 5: Considerando la función F del ejemplo 3 restringida al in
tervalo [0,1], tiene derivada en él.

La función f sobre [0,1] con f(x)=F'(x), tiene primitiva estricta en
el sentido del capítulo 3, 	 Así f 99. De acuerdo con el Lema 4.16 F es absoluta
mente continua sobre [a,llpara todo ae(0,1) pues su derivada está acotada. Si
f cde sobre 10,11 su primitiva G, en el sentido del capítulo 4, lo es también so-
bre [a,1] y (F-G)'(x)=0 c.d j ; de aquí F(x)=G(x)+cte. para todo ae(0,1) y xe[n,11
o bien para todo xe(0,11„ De la continuidad de F y G se llega a que F(0)=G(0)+cte.
De donde F es absolutamente continua, lo cual es contradictorio según el Teorema
4.9 pues F no es de variación acotada como lo ilustra la siguiente partición

'2 P={x =0,x 	 	 IIn	 =1)o	 1- Tr(2n-1) ' x27 TT(2n-2 ) • • • ' x2n-2- 2Tr 3X 2n-/
=
 Tr ' x zn

para la cual
2 	 2	 	 2	 	 2	 2 - 2EaT(P) .	...—— + Sen 1u(2n- 1 )	 ul2n-1)	 TT(2n-3) + u(2n-3)+	 + u	 u

= 41 +	 1 4. 1	 1 ) + Sen 1.ir	 2n-i	 2n-3	 2n-5 4.	 5

1	 n> —n k=E i k-
1 + Sen 1

puede ser arbitrariamente grande. Por lo tanto f Je_ y /3 ch:c
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