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INTRODUCC ION

Las funciones bilineales (transformaciones de Mobius),

son el tipo mas elemental de Tas funciones racionales de una
variable compleja.

Por la existencia de una férmula explicita para la - -
transformacidn inﬁersa, la coleccidn de dichas funciones for
ma un grupo topoldgico de automorfismos de la esfera de - -
Riemann. Estas transformaciones fueron investigadas por M3
bius, quien tas caracterizd como Tlas transformationes de la
esfera, bajo las cuales los circulos correSponden nuevamente
a circulos. Dentro del grupo de M&bius guedan representa--

dos, todos Tos grupos de rotaciones de los poliedros platéni

Cos.

En el capftulo 0, presentamos al Espacio Proyectivo -
Complejo CPE y como'ejemp1p CP' , el espacio isomorfo a la
esfera de Riemann,'qﬂe es donde se desarrolla este trabajo;
en su dltima seccidn, presentamos la topologfa de C , de la

cual hacemos uso en el presente trabajo.

En el capftulo I, exponemos algunos conceptos de alge-
bra moderna, a los que haremos referencia posteriormente. -
En particular, supondremos que el tector estd familiarizado .
con los conceptos elementales de 1a teorfa de grupos, como

son: grupo, subgrupo, homomorfismo, kernel, etc.

~
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Escribiremos S(X) para el grupo de las aplicaciones biyecti
vas de X en X, {con la operacidén de composicién de funciones)

cuando X es cualquier conjunto.

El capitulo II es una presentacién sistemdtica de las
propiedades bdsicas de las transformaciones bilineales, en
cuanto a su accién topd1§gica Yy geométrica sobre la esfera;
en 1a-ﬁ1tima secciﬁn de] capitu1o presentamos la proyecciéh
estereogréfica, que es de gran utilidad en los capitulos -

posteriores.

En el capitulo III se hace la clasificacién de las -
transformaciones bilineales, seglin su descripcidn algebrai-

ca (traza) y su accidon geométrica (puntos fijos).

E1l capitulo IV es un estudio de los grupos finitos de
transformaciones bilineales, y su correspondencia con ias -

rotaciones de los s6lidos regulares inscritos en Ta esfera.

Y por dl1timo presentamos un apéndice sobre las distin-

tas geometrias (euclideana, elfptica e hiperb6lica).



CAPITULO O

EL ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO CPM

. X
0.1 Espacio ProYyecTIVO CoMPLEJO CP .

En el presente texto C denotard el campo de 1os‘n§
meros complejos. Considérese un entero N 2 1. Introduci-
mos una relacidén de equivalencia en CY*1{0}, donde 0 = (0,0,

0,...,0), de 1a siguiente manera.

Sean z = (zg, 21, ...,zN), W = {(wWo, wl,...,wN) ele-
mentos de CN+1{O}. Entonces 1z es equivalentexq w, { en -

sTmbolo z ~ w}, si y sélo si existe & € C-{0}, tal que

W, = Az i=0,1,...,N (1)

Escribiremos para 1a clase de equivalencias de z e cMii0y

[z] = { we CN+l{O} Wz} (2)

ATl espacio cociente cpN ='(CN+1{0})/N lo Tlamamos el Espacio

Proyectivo Complejo de Dimensién N, asi tenemos

cPY = [ [z2] :z e CN+1{0} } (3)

Claramente l1os elementos de CPN son las lineas rec--

tas complejas de CN+1, que pasan por el origen 0, pri#adas -

de &t1. t

I'4
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0.2 TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS DE CP".

Sea f:CN+1{O}‘é——# CN+1{O} una funcidén que satisfa-

N+1

ce para toda AeC-{0} y para toda zeC” -{0}, la relacidn

~

T (xz) = AT(z) | : (4)

Por (1) tenemos que si z-ww, entonces ?(z) " %(w) R

~

por lo tanto T - induce una funcidn T:CPN — ¢cp¥ , dada

por:

T ([2]) = [T(2)] | (5)

La funcién T inducida por AT , -85 la misma que
Ta funcidén inducida por T, puesto que lf(z) " f(z).
Y entonces tenemos que las funciones T, S correspondientes
a f, §; de CPY en sf mismo son iguales, cuando existe

A

» e C- {0} tal que T = AS -

ET caso que nos interesa es cuando T e GL(N+1, C)

donde

Definicidn 0.2.1. GL(N,C) ={T-= (T ) T, 3c N

T. eC,. det{T)} 0}

ij

Definicion 0.2.2. SL(N,C) = {T e GL(N, C): det(T)= 1}.

Para conveniencia de notacidn identificaremos la matriz

T e GL(N, C) con la funcidn lineal T:¢c¥— ¢ asociada



. . e m N :
también con su restriccién a C - {01..

Se hace mencidén que el conjunto GL(N, C) forma un
grupo bajo la multiplicacidén de matrices, y su subconjunto

SL(N, C} es un subgrupo, bajo la misma operacidn.

Definicién 0.2.3. [T] ={ S: S ~ T }, donde se define

- ~

ST si, y s6lo si existe x e C-{0} e€on S = AT.

~ S

{ [T] : T e GL(N, C) }

Definicién 0.2.4. PGL(N, C)

-3

{[T] e SL(N, C) 3

n

Definicién 0.2.5. PSL(N, C)

Cuando T e GL(N+1, C) es inmediato que se cumple
(4), y la funcién T asociada por (5), se l1lama una

Trans formacifn Proyectiva de cel.



0.3 cpt,

Veamos el ejemplo de espacio proyecti?o complejo -
de dimensidn uno, (N = 1), en el cual desarrollaremos nues

tro trabajo.

Por (3) tenemos
cP' = ([(z,s 201 5 (z,, 2,) € C2=(01}  (6)

Aqui tenemos que hay dos tipos de puntos de C2-{0}

a saber para los cuales

a) z. =0 o bien b) z, #+0

1

Sean w = (w,, w,) € C* -{0} , z ="(z , z )e C* -{0}.
Como se vid en la secciﬁh 0.1, wnz si, y sdlo si existe

A € C-{0} tal que (1) es vdlido.

Estudiemos primero el caso en que (z,, z,) sea del

tipo a). Tenemos z, =0, por lo tanto z, # 0.

ST (wy, wy) o~ (Zc’ 21) tenemos por (1) que existe
X tal que w, =z =0, por To que (w,, w,) también es
del tipo a). | Recfprocamente, s i (wo, wl) es del fipo a),
ponemos A = wolz0 y se satisface (1), luego (wo,wl)n,(zo,zl).

Por 1o que los puntos del tipo a), forman una sola clase de

equivalencia.

Ahora consideremos el caso de los phntos del tipo b)

7’



tomando 1 = z_ , tenemos por (1) que (Z&’Zl>'“(zolzl’1)
y por lo tanto, todo punto del tipo b) es equivalente a

uno de la forma (z, 1) con z e C.

Con 10 anterior podemos considerar a CP' , como Ta

unién de subconjuntos
P = ([1,011 y {[{z,1)]:zecC}

Si relacionamos a C = CU{ =1} -con CP', por me-

dio de
27— [(z; 1)1 y o —s [(1, 0)] (7)

tenemos una correspondencia biunivoca entre C y CP'.

ET sTmbolo = indica cualquier objeto fijo que no
sea elemento de C.

~

A C Tlo llamamos plano extendido complejo.

Por la correspondencia establecida en (7), hemos

s

Justificado que serd lo mismo trabajar en C que en (P’



0.4,  "REPRESENTACION DE LAS TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS
DECP

Sea T € GL{2, €), y escribase con a, b, ¢, d € C

-~
"

(8)

con ad-bc # 0. (9)

Luego considérese [T] e PGL(2, C), asT tenemos:

[T] (10)

Asi con z = z z, e C y por (5) tenemos T(z) e 6,

dada por Ta férmula

~az+h
z) = — (11)
cz+d
Si z =-d|c , entonces cz +d =0, por lo que T(-d|c) = =

Definiendo a T(«) como el 1imite de T{(z) cuando z — =

tenemos que T(=} = a/c .

Definicion 0.4.1. Las transformaciones T:E —_— 6



de 1a forma (11) con ad - bc # 0 Tes 1lamamos thans foh--

maciones bilineales o Automorfismos de C
! :
Ahora definimos

~

Aut(C)= { transformaciones bilineales de C }

Si Te Aut(C) es dada por la férmula (11), entonces

T-1(z) = -4z - b | (12)
-cz + a

7z, ésto es T~ ' e Aut(C)

satisface T (T 7(z)) = T77(T(z))
es la inversa de T. Si S y T son transformaciones bi-

lineales, entonces S¢T 1o es también, por lo que Aut(f)_es

un grupo bajo la composicidn, y de hecho Ta funci6n
[ T] — T ' (13)

es un isomorfismo de PGL{(Z2, C) en Aut(E).




0.5 TorOLOGIA DE C-

En esta seccién presentamos las definiciones bdsicas

~

de Ta topologia de C , las cuales pueden estudiarse en cual

quier libro de topologfa general, o bien en” [1], [2].
La funcidén d: C x C — R dada por
d{z, w) = |z-w]|

tiene las siguientes propiedades:

a) d{z, w) >0
b) d(z, w) = b si, y s6lo si z = w
¢) d(z, w) = d(w, z)

~d)  d(z, w) <« d(z, u) + d(u, w)

A una funcidn que cumple con a), b), c) y d) Te 1la--

mamos distancia.

- A un par (X, d), donde d es una funcidn distancia
definida en el conjunto X , se 1lama Espacio Métrico.

Entonces (C, d) es un espacio métrico.

Daremos los conceptos topoldgicos bdsicos en la refe

rente al plano complejo.

Definicidn 0.5.1. Llamaremos  Bola Ablerta de centro

en z Y radio r > 0 al conjunto




{ z e C: d(zy, 2) < r}

1

B{(z,, r)
y diremos bola cernrada al conjunto

B(zo, r) = {zeC:d(z,2)s r}

Definicidén 0.5.2. Un punto z  se llama punto 4inferioh

de un conjunto X S €, si existe r > 0 tal que B(zn, r)C X.

Definicidén 0.5.3. Un conjunto X& C, decimos que es

abiento si, y s6lo si todo punto X, es un punto interior

de X.

Definicidn 0.5.4. Si V€ C contiene algiin conjunto -

abierto A, tal que z € A, decimos que V es una vecdn-

dad de z.

-

Definicidn 0.5.5. Un conjunto X< € decimos que es ce

arado si su complemento, C.- X es abierto.

Definicifn 0.5.6. Un punto z ¢ X& C se 1lama punto

frontera de X si, y s6lo si toda vecindad con centro.en =z,

contiéne puntos de X y de € - X,

Definicidn 0.5.7. Un punto z ¢ X € C es ‘adherente a
& si, y s6lo si foda vecindad de z , centrado en z , con-

Liene al menos un punto de X . Al conjunto de puntos adhe-

/
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rentes de X , se le ITama adhenepncia de X 6 cerradura

de X y la denotamos X.

Definicidn 0.5,8. Un punto z € X & C se lilama punto

de acumulacidn de X si, y s61o si es adherente a X -{z}

Definicidn 0.5;9. Sea (X, d) y (X', d') dos espa--

cios métricos y sea f:X — X' wuna funcidn. Sean X, € X,

x; € X' , decimos que "Tim f(x) = x;" si, para toda vecindad
v' de x, existe una vecindad V de x, tal que f(V)C:'V'

Definicién 0.5.10, Sea (X, d) y (X', d') dos espa--

cios métricos y sea f:X — X' una funcidn. Decimos que

f es contfnua en el punto x e X si Tim f(x) = f(x ).
X—+X o 0

Si f es continua en todo x e X, decimos que Ff es

contfnua de X en X'.

Definicidn 0.5.11. Sea X un conjunto, se llama una -

Ltopologla tr sobre X, a una coleccidn de subconjuntos de

X que satisface 1lo siguiehte:

i) La unidn de toda familia de elementos de <t , pertenece a

Te.

ii)Lta interseccidn de toda familia finita de elementos de =

es un elemento de =

Como consecuencia de i) tenemos que el vacio estd

AY
en t , y como consecuencia de ii) que X estden 1 . A

L
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los elementos de t los llamamos conjuntos abientos.

A un par (X, t), donde 1t es una topologfa definida
en el conjunto X, decimos que es un Espacio Topoldgico
Como ejemplo tenemos al espacio topoldgico l(C, 1), donde 1

es el conjunto de los abiertos definidos en 0.5.3.

Otro ejemplo de espacio topoldgico que nos interesa

conocer es: (C, 7), donde 1 consiste en los conjuntos si-

guientes:

i) Cada conjunto de l1a topologia <t de C.

ii) Los complementos, respecto a C , de todos los conjun-

tos cerrados y acotados de C.

Definicién 0,5.12, Llamaremos ‘vecindad def infinito,

al complemento de cualquier conjunto ‘acotado de C.

Las definiciones de conjunto cerrado, punto frontera,
punto de acumulacién, etc., son andlogos a las definiciones

dadas para C ; en términos del concepto de "vecindad".

Definicién 0.5.13. Dados dos espacios topoldgicos X y

t

X', y sea f:X — X' una funcién, decimos que f es un
homeomongdismo 6 aplicacidn fopoldbgica de X sobre X', -
si f es una biyeccién de X sobre X', f manda cada @ -

abierto de X en un abierto de X', y f ' hace lo mismo.

De lo precedente si sigue sin mis:

A
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Sea Tf:X — X', f es un homeomorfismo de X

X' si, y sbélo si

a) f es una biyeccién de X en X'
b) f es continua en X.

c) f~* es continua en X' ,

Definicidn 0.5.14. Sea X un espacio topoldgico.

funcién compleja ~y:[a, B] — X definida y continua en

gin intervalo [a, B] real, es ura curva en X,

Definicién 0.5.15. Una curva y[ao,8]— X , decimos

es una cuxiva cerrada si, y s6lo si  y(e)= y(B).

Definicidn 0.5.16. Sean y. , v _: [0, 1] — X , dos
. = .
vas cerradas, entonces decimos que vy, es homoidpica

vy, en X, si existe una funcidn contfnua

T : [0, 1] x [0, I] —X, tal que

r (s,0) = y,(s) y. rls, 1) =y.(s) 0 <s

Definicién 0.5.17. Si y es una curva cerrada en

entonces decimos que ¥ es homotdpica a cerno, si vy

fhomotépica a una curva constante. N

P(Ost)=r(19 t) 0« t

sobre

Una’

al--

que

cur-

1]

es
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Definicibén 0.5.18. X es anco conexo si para toda x,, X,

¢ X, hay una curva vy: [0, 11 — X, tal que ¥(0) = x, y

(1) = xa

Definicidn 0.5.19. Un conjunto abierto X es simplemente

conexo, si es arco conexo y si cada curva cerrada en X es ho

motépica a cero.

Y como ejemplo de conjuntos simplemente conexos tene

~

mos a C, C, B(0,1)cC, etc..
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CAPITULO 1

ACCIONES DE GRUPOS

1.1 AcCCIONES DE GRUPOS.

Sea X un conjunto no vacio y G un grupo, donde '1

denota la identidad de G.

Definicidén 1.1.1. Una aceidn de G en X es una -

funcidn w: G x X — X tal que:

a) ¢ (1, x) = x para toda x € X

by #{g, 9,» x) = {9, ¢(g,, x}) para todo

9,» 9,€ G , x e X.

Dada una accién ¢ de G en X , hay un homomorfis
mo de grupos t: G — S(X)}, tal que para cada ge G co--

rresponde T : X — X dada por rg(x) : (g, x). T es un
homomorfismo de grupos, puesto que las condiciones de arriba

{son equivalentes a

Cualquier 1 que.satisface estas condiciones, pro--

{viene de una dnica accidén ¢ . >

L |
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Utilizaremos ta siguiente notaciédn:
w(g,x) = g-x 6 gx. | (1)

Por 10 tanto escribiremos

a) l.x = X

b) (g192)+x = g1-(g,+x)

Generalmente se dird "G actida en X" sin mencionar s

cuando ésta es sobre entendida.

Definicidon 1.1.2. Si G actda en X siendo X un espacio

topolégico, y si cada fg es un homeomorfismo de X, Ta ac- -

cidn es topoldgica.

Observemos que si H es un subgrupo de G, y G
actGa en X , entonces evidentemente H actda en X, por me-
A

dio de la restriccidn de ¢ a H x X ; el homomorfismo %=

H —— S{X) correspondiente, el Ta restriccidn de ¢ a H.
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1.2 PROPIEDADES DE ACCIONES.

Daremos una serie de definiciones, dado que G es -

un grupo que actda en X,

Definicién 1.2.1. La darbita del elemento x e X , Ja

definimos como el conjunto G + x = {g*X: g e G }.

Dos puntos de la misma 6rbita se 1laman congruentes

con respecto a G.

Definicidon 1.2.2. Un conjunto YC' X es un conjunto -

fundamentaf para la accién de G , cuando est& formado por
un elemento de cada 6rbita. Este conjunto no es dnico en ge
neral, puesto que se puede cambiar x € Y por cualquier -

otro elemento de G - Xx

Definicidn 1.2.3. Un conjunto YC X es Jinvariantfe -

\bajo g e G si g(Y) =Y donde g(Y) = { g(y)'= yeVYl,

Y se dird que Y es invariante bajo G, si lo es

para toda g e G.

Definicidn '1.2.4. E1 elemento x € X es un punto 5Ljo

de g e G, si {x} es invariante bajo g , y escribimos




Fij(g) = {x : x es punto fijo de g}

. A
Definicién 1.2.5. E1 elemento x € X es un punto perid-

dico de g, si para algidn n > 0 se cumple

glex = x o (2)

Definicidn 1;2;6; AT minimo n > 1, tal que g™ = 1, le

11lamamos orden o perfodo de g.

" Definicidn 1.2;7. ET conjunto de las g € G, tal que de-

Jan fijo a x ¢ X, forman un subgrupo de G 17amado subgrupo

de {s0trhopla & estabitizadon de x.

Lo escribimos asf

Esté(x) = {Q € G : g.x = x}

Definicidn 1.2.8. Un punto fijo x e X, tal que EstG(x)

H €5 un grupo generado por un elemento de otden n, se 1lamari

punto §ifo de orden n.

Sea G que actla en X, definimos la siguiente relacidn
de equivalencia en X : X ~ y. si, y s6To si existe g ¢ G

tal que g¢g-x =y, es decir si, y s6lo si, y ¢ G - x.

Verifiquemos que es una relacién de equivalencia:
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a) Es reflexiva : l.x = x , por tanto x ¢ G . Xx
b) Es simétrica : y € G - x 1implica que existe g e G
tal que g-x = y ; como gfle G tenemos que xeG - y.
) Es transitiva : ( y e G + X ,z€eG ~yYy 1implica
que existen g y g' tales que g-x=y, g'.y=z
de donde (g'g)(x)= z ; por lo tanto z € G =.X.

Ahora podemos decir que una 6rbita de x , es 1o mis-

mo que una clase de equivalencia, pues

G - x= {yeX :xnny}

Definicién 1.2.9. Al espacio cociente X[~ 6 X|G , To

1lamamos Espacios de drbitas de G en X , y sus elementos

son las 6rbitas de la accidn.

Un ejemplo de espacio de 6rbitas es, con G = C --{0}
como el grupo multiplicativo y con X = CN+1{0} , entonces

G actfia en X por homotecia
9-x= (g-X, 5enes8eX g (3)

Las 6rbitas G+x son las rectas complejas, genera-
das por x € X-{0} , que pasan por el origen privadas de é&1.
Entonces X|G es el espacio proyectivo complejo CPN s Visto

en el capitulo anterior.
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Sea G un grupo que actda en X , y sea Y C X un
conjunto fundamental para Ta accidn, es claro que existe una
biyeccidn entre &ste y el espacio de 6rbitas Y— X|& , que

asocia y € Y con G-y e Y|G !

Definicién 1.2.10. Una funcién f:X—Y donde G actda

en X , se dice que es G-equivasiiante si para toda g € G

y para toda x € X , tenemos que

i

flgex)= f(x) - - (4)

PROPOSICION 1.2.1: Sea. G, wun subconjunto generadon

de G , que actda en X , tenemos:

a) Si Y © X y para toda g e G, g{Y)=Y entonces

0

Y es G - invardlante.

~

b) Si f : X — C y-para toda g € G, 4e cumple (4),

- entonces T es G-equivariante,

DEMOSTRACION:

a) Sea g e G, tenemos que g'l(y)= Yy puesto que
-1 - -
g™ (y)= a7 (aly))= g raly)=y .
Sea g e G, luego g es de Ta forma

g= glgz"-"!\ gn (5)
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con g,€ G, © bien 9, ¢ G, » entonces

I
(=}
¥
L e~
-
St

b} tenemos que para toda ¢ € GD y para toda x e X ,

f(g~t-x) = f(x) puesto -que

f(x)= flgg™ " -x) = flg"*-x)

Sea g € G , Tuego g es de la forma (5), y se con

; cluye la demostracidn de {gua1 forma que la anterior.

LDefintcidn 1.2.11. Se dice que la accidn de G en X

Jes trhansitiva si para todo x,, X, € X , existe g e G, -

1tal que “g-xy.= x, , es decir cuando G - X = X, osea el nime

iro de 6rbitas es uno.

Definicidn 1.2.12. Se dice que la accidn de & en X

es efectiva si para todo g-e G y x e X, g-xx=x implica
g es la jdentidad, To cual es 1o mismo a decir que el kernel

{del homomorfismo <« es la identidad
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PROPOSICION 1.2.2 Si G actda en X y &4 1:6— S(X) es

‘gt homiomorndismo ascciade, entonces ker(c) = N EstG(x).
' ' xeX

DEMOSTRACION:

Sea g e G . Entonces

g € ker(t) <= ¥ xeX, rg(x)= geX = X ..

<> ¥ xeX, ge EstG(x)

~— ge N EstG(x).
xeX
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1.3 EJEMPLOS,

EJEMPLO 1,

TEOREMA DE CAYLEY .- Paza cada grupo G existe un

conjunto X , donde G actda efectivamente sobre X.

DEMOSTRACION:
Tomemos X = G y ¢(aq, x) = gx (accidn de tras-

lacidn por la izquierda con el producto del grupo).

Sea x € X Yy ge EstG(x) , tuego g+*x = x 1implica
g =1, par lo tanto EstG(x) = {1} y por definicién la ac-

cidn es efectiva.

EJEMPLO 2.

Decimos que G actda zfrdlvialmente en X , dada la

accifn definida por
g-x = X para toda x e X

Y por 1o tanto el espacio de 6rbitas X[G tiene una

Correspondencia biunivoca con X.
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EJEMPLO 3.

Decimos que G = S(X) actida naturalmente en X

dada 1a accidn definida por

g-x = g(x) para toda g e S{(X} , x € X

De igual manera si X es un espacio topolégico ¥
G = H(x) = {g|g es homeomorfismo de X} , H(X) es un sub-
grupo de S{X) que actda en X , asf mismo cualquier sub--’

grupo de H(X)} 1o hace también y actiia topoldgicamente.

EJEMPLO 4.

Decimos que G actda en si mismo por conjugacibn

cuando la accidén es dada por

g-x = gxg~' para toda ge G, xeX =G

Demostremos que &ésta es una accidn

=1
= X

b) (g,9,)+x = M g, * (gzxgzl)gll =g+ (g,* x)
. (ﬁlﬁ‘)'«‘(j' 35‘5-‘ . .

Pero la accidn no es siempre efectiva, pues para que ésto

a) 1ex = 1+X-1

Suceda necesitarfamos que g-x fuera diferente de x para

A



EJEMPLO 5.

accién definida por

(g,H)(g,H) + Hx

g#1 ,y ésto sucede si, y s670 si gx # xg

cumple para un grupo conmutativo.

un subgrupo de
lJacion; Tuego hay un espacio cociente

es subgrupo normal,

Sea X cualquier conjunto en el cual actla G.

Entonces G]H. actia en el espacio de drbitas X|H , dada la

(gH)(Hx) = Hgx donde gHe G|H , Hxe X|H

Demostremos que ésta-es una accidn:

Supongamos en particular que H

el homomorfismo correspondiente a Ta accidn de

Entonces veremos a continuacign que el grupo G|H

lo cual no se

actda en por tras

G|H , y es sabido que

es un grupo.

(g,9,H) (Hx)

(g,H)(Hg x)

(g,H)[(g,H} (Hx)]

ker(r), donde
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actla efectivamente en X|H . Debido a 1la corhespondencia

que existe entre X|H y X dada por '{‘xi } — x, para

i
toda Xy e X , tenemos que G|H actla efectivamente en X

cuyo homomorfismo correspondiente es ¢, : G|H — S(X).

Para probar que la accién de G|H en X es efecti-
va, hay que ver que el ker(rl) es la identidad, es decir --

que ker(r )= {H} . Veamos:
ker(z_ )= ~ {gH e G|H : gH"x = x parm,toda'c‘e'X}

Obviamente H :=e ker(rl), por ser H 1la jidentidad
en G|H . Sea gH e ker(r,), entonces gH-x = Hgx = x de

donde g¢g+x = x por lo que g e ker.r = H , luego gH = H.

Por To tanto ker(r,)= {H}.

EJEMPLO 6.

Daremos un ejemplo de accidn topoldgica. Tomemos al
grupo GL(N+1, C) y al espacio topoldgico N Defini--

mos a I e GL(N+1, C) como
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fn efecto:

c(ci)[2]) = cI-[z] = [cz] = [z]

para todo [z] e CPY , c & C-{0}. Por 1o que

(C-101)1 C ker(z)

Por otra'parte, sea g € ker(t) , luego para todo [z] e cpl

tenemos gue

g:fz]1 = [i]

es decir que para toda [z] e cpN

N 1Y
E 911 Zi -Zo
i=0
. z
. 1
: :§ '
- g A z
i=0 N+l,i71i N

Ahara, para toda z e CV'igo3 , existe ¢ e C-{0} tal

¥

que

Lz,
i1
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0 . X
-~ 1
I = 0 0 (6)
0 o0 1
por To que [I] = (C- (011 = el :ce C—{0})
La accién de GL{N+1, C) en cN*!

estd dada por:

N+1

é',? 3 = 9z , para todo g e GL(N+1, C) , z e C {(la multi-

plicacidn comGn de una matriz por un vector).

Se comprueba que esta es una accidn por la asociati-
vidad de matrices. Como SL{N+1, C) es subgrupo de

CN+1. Las accio-

GL(N+1, C) tenemos que también actia en
nes descritas son topoldgicas pueSto que Ta multiplicaciodn

de matrices es continua.

Ahora bien, por 1o visto en el capft&1o 0 , el gru-
po GL(N+1, C) también actia en CPN, con la accidn dada
por

g-[z] = [g-z]

para todo g e GL{N+1, C) , [z] e cpN.

Si 1a funcién t : GL(N+1, C) — S(CPY) es el homo

morfismo correspondiente a dicha accidén demostraremos que

ker(t)= (C-.{0})I | '(7)
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Eﬁ_efécto: — —

(e)[z]) = ciofz] = [cz] = [2]

| ”pafa todo [z] e CPY , ¢ € C-{0}. Por To que

(C-{01)1 C ker({z)

Por otra parte, sea g e ker(%) , luego para todo [z] e cpM

tenemos que

g-[z]1 = [z]

es decir que para toda [z] e cpN

- T - - -
B> G s Zi B | 2,
i=0

. z

1

:% ,

: 9. Z z
1=0 N Ad N

N+1

Ahora, para toda‘ z e C ={0} , existe c & C-{0} tal




§ 4 donde obtenemos expresiones vdlidas para toda z € CNfl-{O},

g"de 1a siguiente forma

I b~
Ta]

4124 = czj para toda (8) -

i=0

donde ¢ puede depender de z.

Si sustitufmos en (8) los elementos de la forma

‘Wobtenemos que gjj # 0 y que gij = 0 para toda i # j.

Y si escogemos zi=‘1 para i =0, 1,...,N=,

btenemos de (8) que

asi vimos que si g e ker{rt) entonces g e (C-{0})I. , de
Ronde deducimos (7). |

Habiendo demostrado (7) y-pot lo visto en el ejem--

f]o 5, aseguramos que el grupo GL(N+1, C)|(C;{O})f
£ PGL{N+1, C) actda efectivimente en (_:PN .
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1.4 ACCIONES EQUIVALENTES.

Sea ¢, G xX -— X, una accidn de un gfupo G1 en
un conjunto Xl, sea rl:G — S(Xl) el homomorfismo corres-
pondiente. Considérese una biyeccidén T de Xi, en cualquier
conjunto X,y un isomorfisme h de Gl en un grupo Gg.
Eﬁtonces tenemos una accidn ®, de G, en X, , inducida

por f y h , dada por:
p,(h{g ), flx)) = (e (g,. x,)) (9)

Escribiremos h(gi) =g, y fi(x;) = x, . E1 homo-

morfismo asociado «t, estd descrito por

. ~ -1 _
Tatgy) " fo Tl(gl) o f g,66,

En un diagrama las férmulas {(9) y (10) se expre--

san T N
xl ) l(gl) Xl
| I
xz. _T____+ XZ
2(g,)
FIG. (1)

Decimos que @, Y@, son acelones equivalentes

A Y
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cuando ¢, es inducida de la manera descrita.

Hacemos la aclaracifn que ésta relacidn es de hecho,

una relacidn de equivalencia en el conjunto de todas las ac

ciones, en efecto:

Sean 1, T,s Tgs los homomorfismos correspondien--

tes a las acciones Prs@,s @, respectivamente
a) Reflexiva:
Dada la biyeccién f:X,— X, y el isomorfismo
h:6,— G, , (con f y h como la identidad), tenemos que

-1 - N
Tlgg;) = f o 11(81) o F es decir, 2" ¢1

b) Simetrfia:

. ' - -1
De "01"_’902 tenemos Ty (g,) " fo El(g@l)ﬂ f con
una biyeccién f:xlf—f X, ¥ un isomorfismo h:G — G,, de

donde tenemos f"l:Xz——+ X, h'1:62—~+ G, por lo que

= =1 - ] i
Tl(gl) f 0 12(82) o f es decir, ¢, v

c) Transitividad:

. _ -1
De PV, ¥ ®,v @, tenemos Tz(gz)_ f1 0 Tl(g1j°f1
con f : X — X, y con el isomorfismo h, :6,— &, , vy
= =1 . T . .
Ta(ga)" f, 0 Tz(gz) * £, con f :X,— X, y con el isomor

fismo hZ:Géé—% G,
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sea f,=f,o f., f. es una biyeccién de X, en X

y sea h = hzf h,, h, es un isomorfismo de G, en G_, por

_ T a1 . ‘
lo que Ts(g,) f,e Tl(gl)o f,” es decir, ¢1§ ¢?.
Tenemos los siguientes resultados:

- PROPOSICION 1.4.1. Sean ¢,, ¢, acciones equivalenies

de G en X , 6, en Xz naépeézibamenta. Escnibase
X,= 5(21) y g,= hlg ). Entonces tenemos Las siguientes

afinmaciones:

a) @, eb eﬁedziud 8L, Yy A000 &84 o, es efectiva.

Demostracion: .
Supongémos que ¢, es efectiva, luego
e,(9,,%,) = x, para toda x,eX, 1implica g,= identidad.

Por otro lado tenemos que

0,(9,:%,) = fl@ (g, (x,))) = flg (g x ) =x  si, y s6-
10 s qa(gl,xl) = x; s puesto que f es una biyeccidn y

como h es isomorfismo, g, es la identidad.

La suficiencia se demuestra por la simetrfa.

b) Sea VYEX 4y sea ﬁ{Vll = VZEEXZ. Entonces Y, es

G,-4Lnvariante 84, 4 6620 54 V es 6 -invariante.

~
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La demostraci6n tiene el mismo razonamiento que a).

c) x, es punto f§ifo de g, 44, y sdlo AL x, es pun-

to fijo0 de g,-
La demostracidn se sigue de b), haciendo Yl%{xl}

d) X, es punto perifdico de g, &4, y s6Lo 84 X, es
punto periddico de 9,, Y cuando 84to se Liene, Aon

puntos fifos de elementos del mismo orden.

Demostracidn:

x, es punto fijo de g? si, y s6lo si x, es punto

fijo de g?
e) Orden (g,) = Orden [gll

Demostracion:

Sea n el orden de g, ¥y sea m el orden de g,

92 - h(gl)n = h(g?) = h(id} = id, por lo que

m<n (11)

Por simetrfa tenemos que m>n y por {1l1) cdnclui

| mos que m = n.

Omitimos Tas demostraciones de las siguientes equiva

| lencias, ref [51, [61, [71. .
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£)  Fiflg,) = {(Fiflg,))

g) Eézcz(xz) - h(Eé,tGI(xll)

h) Gz.xz = 5(61?_3(1)

i) ¢, es transitiva 44, y 5680 84 @ es transitiva.

i) Existe una biyeccdibn X1|6i4—+ leG2 entrne Los espa
cios de Orbitas dada pon Gi-xié—4 G,*x,. Como con
bdecuencia de €sfo Lenemos qué 54 V§;X1 es un con-;
junto fundamental, entonces £V VX, es un conjun
to fundamental. Cuando Las acciones son fopoldgicas
y h es un homeomod{iémo, Esta biyeceidn de XllGl

en X,|G, es un homeomorfismo fambién.

Si tomamos X = X ='x, G.=G=6 y f = geG pode--

mos deducir lo siguiente:

PROPOSICION 1.4.2. Sea G un grupo que actda en X ,

entonces

.- Y& X es h-dinvariante, heG &4, y 4680 84 G(Y) es
ghg *-invarniante, geG. |

2.- x es punto f4jo de heG 54, y s0Lo A4 g-x es punto

§ifo de ghgfl, gee.

3.- Fijlghg ‘)= g Fijlh) g, heG
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=1
4.- EbiG(gx) = g Esz {x)g ~.
5. -S4 ghg™*= h, entonces Fij{h) es g—inbaniante y Fijlg)

es h-Ainvarnianfe.

5.- V es conjunto fundamental &4, y s6Lo 84 gl¥Y) es un

conjunto fundamenfal.
Ref.[5], [6], [7]:

PROPOSICION'1.4.3: Puntos f4j0s congruentes son del mié

mo orden.

Demostracibn:

La demostracién se sigue de la prop. 1.4.1. a) .
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1.5 EJEMPLOS DE ACCIONES EQUIVALENTES
EJEMPLO 7.

Del ejemplo 6 anterior, tenemos que PGL({N+1, C)

actda en CPN, por medio de la accidn definida por

[T1-[z] = [T-z]

para todo [T] e PGL(N+1, C) , [z] e cP"

Sabemos que PGL(N+1, C) y PSL(N+1, C) son isomor

fos dada 1ta corrésﬁondencia biunfvoca
[T] «— [det(T)*| D3y

‘Por medio de é€ste isomorfismo, dicha accién y Ta bi-
yeccidn identidad de CPQ en sT mismo, se induce una accién

equivalente de PSL(N+1, C) en cPY  dada por
[T1-[2] = [T-z]

§ para todo [T] e PSL(N+#1, C) , [z] e CPY

EJEMPLO 8.

En el ejempfn 6 (con N=1) vimos que PGL(2, C) ac-

tia efectivamente en CP' . En Ta seccién 0.4 (13), damos

un isomorfismo entre PGL(2, C) y Aut(C), dada la biyeccién

4
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-~

de CP'—s 6,- deducimos que el grupo Aut(é)- actiia en C
de una manera equivalente a PGL(2, C) en CP'.

EJEMPLO 9.

Sea G un grupo que actia en X y sea Te@.

Sea G un subgrupo de G . Definimos el siguiente con
junto. _
TG, T7Y = {TgT™" & geG,}

Es facil ver que TGGT'? es un subgrupo de & al

que 1lamaremos el Conjugado de G, por T.

Ahora bien, como G y‘_TGDTfl. actlan en X , tene-

mos que debido al isomorfismo h = G — 'i‘GnT'1 dﬁdq por
h(g) = TgT™*
y a l1a hiyeccién f : X — X, dada por

F(x) = Tx

las acciones de &y TGOT*I. en X son equivalentes.
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CAPITULO II.

TRANSFORMACIONES BILINEALES

2.1 FUNCIONES RACIONALES.

Definicién 2.1.1. Diremos qde f:6'-+ E es una fup--

cifn racional, cuando pueda expresarse en la forma de una - .

raz6n de dos polinomios

f(z) = p(z)]Q(z) | (1)
con ¢ # 0.

Supongamos que P y Q no tienen factores comunes
de grado positivo. ET grado de P es p y el de Q es gq.
Sean U s Gyaeeesly las raices de P(z) =0 vy

cens kr sus 6rdenes de multiplicidad.
Sean B sB,seessB las rafces de Q(z) =0 y

mos L sus drdenes de muitiplicidad.

Podemos escribir (1) como
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kl kr
..aﬁ(z.q.ai)...,.r(z.q_af)

bé(z - Bl)ml....(z - g )'s

8

con ap% 0 vy bq% 0.

Notemos que K1+ k2+,

y que los @y Son dfstintos,de los sj para toda i, j, pues

si sucediera lo contrario P y @ tendrian factores no tri-

viales en comiin.

N6tese también que f(ai) = 0. A Jos o«

1os 1lamamos
cencs de f(z). ‘

Ademés f(Bﬁ) = o A los

Bj Tos 1lamamos polos
de f(z).

Si el orden de multiplicidad £y O k; es igual a
uno, decimos que Bj 0 di es un pb]o simple &6 un cero

simple, respectivamente,

pefinicidén 2.1.2.

E1 valor de una funcidn racional en
§ el punto al! infinito, es 1a siguiente:

flo) = 1im f(z)

~

#el cual es siempre un punto de C . Esta definicién dice que:
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f(=) =a lb si p=gq;

Veamos ahora el orden de multiplicidad de la funcién

racional f en el « ; con éste fin se efectuard la substt-

tucién z = 1|p

‘aD' + ,al(ll.p). K SR ,ap (llp)p

f(l]p) = , : 1
b, + bl(llp) LR bq(1|p) ‘

_ Ei . aupp+ alpp'1+,...,+ a

o? bop T+ blpq‘1+,...,+ bq

_ q—p'\‘
o ‘ fl(p)

donde f; es una funcidn racional, que no tiene ni un cero

ni un polo en p =0

‘Ahora bien, si p < q entonces Ta funcidn que envia
p en f(l|p) tiene un cero de orden q - p , y decimos que

f(z) tiene un cero en el infinito de orden q - p.

Si p > q entonces Ta funcidn que envia p en

f{1]lp) tiene un po]o-de orden p - q y decimos gque f(z)

hY
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tiene un polo en el infinito de orden p - q.

Observemos que un cero de f es un polo de 1|f ,

conservando su orden de multiplicidad y viceversa.

Determinemos el nimero de polos y de ceros, que tie

ne una funcién racional, en el plano extendido C , contan-

do sus Grdenes de multiplicidad. Para ésto damos la siguien

definicidn.

Definicidn 2.1.3. E1 onden #otal de Ta funcién racio-

nal f , dada por (1}, es el nimero
orden (f) = N = max {p,q)

Veamos:

Sipszq, f(z) tiene p ceros y todos ellos finitos,
no hay cero en el infinito, por To tanto el nidmero de ceros

de f(z) en C es p = N

Si p <q , vimos anteriormente que hay un cero en el in-

finito de orden q - p, en total f(z) tendria

p + (q - p ) =qg=N ceros en C » que nuevamente es igual

al orden (f}..

Por el mismo razdnamiento el ndmero total de polos

~

en C , también es igual a N,
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1}

(P-aQ) Q.

entonces z ~ es un cero de F con F

1

Si p > q , entonces gr(P-aQ) = p , luego orden

(F} = P , y recordando que orden (f)= p tenemos que
Orden (F) = orden (f) (2)

Si p =49 , entonces gr(P-aQ) < p y como gr(Q)= q.=

tenemos que se cumple la igualdad (2).

Si p < q , entonces gr{{P-aQ) = g = gr(Q) por lo

que también se cumple (2).

Entonces debido a (2), podemos concluir que toda --
funcién racional en C toma un valor determinado a #0 , =
tantas veces como nimero de polos o de ceros tenga, es decir

N veces, dondee N es el orden de funcidn.

-

TEOREMA 2.1.1. Toda funcibn racional de C en C,

ed continud.

DEMOSTRACION:

Por la definicién (0.5.10) , tenemos que f es con

4 tinua en z, s

f(zo) = lim f(z)

Z—r Zy

Observemos que si f toma el valor a # 0, » en z >

P
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Sea f : C — C - dada por (1) . Sabemos que toda fun
cién polinomial es continua, y por la continuidad de cocien-

tes aseguramos que f es continua con Q # 0 .
Veamos entonces que pasa en los polos de f.

Sea z, € C tal que Q(z,) = O; entonces f(z,) = =

pero tenemos que el 1im f(z) = « , puesto que el Tim Q(z) =0
' 'z'—+zo : 'é-—*zo

y el 1ﬂnP(z)==P(zJ #0 yaque:- P y Q no tienen factores
Z-_*zu

en comin, de donde f es contihua en z .

Por 1o tanto si f : C — C - es racional, es conti-

nua en todo zeC .

Definicifn 2.1.4.  Una funcidn f definida en un domi--

nio DS C, es complefo - diferenciable en el punto

zoe D, cuando el 1imite

lim (£(z) - #(z,0) | (z - 2,)

z —+ 2
existe,
ET valor de éste 1imite 1o denotamos f'(zo) y es -~
1Tamado Ta derdivada de f en z, . Si ademds f' es con

tinua decimos que f es continuamente diferenciable.

Definicién 2.1.5.. Una funcidn definida en un dominio

A
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pccC , se dice que es anafitica en D , cuando es conti--
= - )

nuamente diferenciable en todo punto de D.

Si f es analitica en D & C , excepto en un punto

es una s<ingularidad aisfada de f, Tuego podemos di

Zg ] z 0

bujar dos circulos concéntricos con centro en Z,s dentro -
de D ; en la regi6n anular, -f admite un desarrollo. 1lama.

do expansidn de Launéni, de Ta forma .

f(z) ¥ a_(z-z )% + > b_(z-z, )"

n=0 n=1

y la parte X bn(z—zo)_n le 1Tamamos parte principal de T
n=1

en z, - Si sucede que b _# 0,.m1entra5 ?n+1= b ,=:--=0,

la singularidad- z, es llamada pofo de Brden n.

E1 comportamiento de f en 2z = « , es considerado

por la sustitucién z = 1[p y examinando f(1]p) en p= 0.

Si f(1]p) tiene un polo de orden n en o, =0 ,

tenemos
= o b1 .bz . .b
f(1lp) =X a_ o™ + — + — 4., .+

) m=0m [ p

Y por lo tanto cerca de 2z = « , tenemas

f(z) = a z %+ blz + b222+._.+b 0, Jz]> 1/¢.

n

%tﬂa
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Para f en z « , tenemos Ja siguiente expansidn

‘de Laurent

3]
=)
N

=]
")
™

\Y4

—
S

M

f(z) (3)

y decimos que:

a) f es andlitica en =« , si no aparecen potencias po-

sitivas en (3) y f(=) = a

b) f tiene un polo de orden n en « , si_solo hay. .-«
un nimero finito de potencias positivas en (3), don

de a_ es el dltimo termino con n » 1.

Definicién 2.1.6. Una funcidén definida en- un:dominio
\ . .

DS C , se dice que es meromonga cuando es analitica en to-

do D , excepto en sus polos.

~

TEOREMA 2.1.2. Toda funcidn meromonga en C , es ra--

clonal.

Demostracidn:

Sea f una funcign meromorfa en C . En particu
lar f es meromorfa en el punto al infinito, por lo qué po
demos formar una regién que contiene al « , en la cual f
€s analitica o tiene al punto al infinito, como su dnica sin

gularidad. Es decir dibujamos un circulo con centro en el -
Y

/
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‘bfigen, tal que el punto al infinito es la dnica singulari--
:dad fuera de &1. tuego tenemos que hay un nimero finito de
% i;éqngularidades dentro del c¢irculo, puesto que Tos polos son

f.singu1aridades aisladas.

Supongamos que los polos son z,, ZysewnsZ

En un polo z_, 1la funcidn tiene un desarrollo de
. i .

Laurent cuya parte principal es

donde m es el orden del polo z

La parte principal en el infinito es de la forma
A5+ A32 +...+A 2 €
1 2 lulk

Consideramos la funcidn

n b . b, - b
Flz) = flz) - L | —2b 20y 4 ‘mi -

+ ..ot
=1 \ (z-z,)  (z-z,)? (z-z,)"

(Az + Aéz2+...+ Akik)

La funcidn F(z) es andlitica en todo el plano in--

'}cluyendo.a1 infinito. Por lo que F(z) es acotada y por el

gteorema de Liouville, F es constante, digamos: F(z) = c.
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Por 1o tanto

n by - b_.. K
f(z) =c+X — = 4+ B Az L+ AZ -
=1 (z—zi) (z—zi)m

y asi f(z) es una funcifn racional de =z.
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2.2 TRANSFORMACIONES BILINEALES.

A Tas transformaciones bilineales definidas en la -
ceccién 0.4 , se les 1lama algunas veces, dependiendo de Tlo
que se esté tratando, transformaciones de Mobius, homogréfi-
cas, fracciones lineales, etc, o como dijimos en la defini--

~

cién 0.4.1. , automorfismos de C,

Proposicidn 2.2.1. . Todo efemento de Aut(C) es un ho--

meomonfismo de C .

Demostracidn:

Sea T € Aut(é)-, por 1o que es de Ta forma (11) de

0.4 con ad-bc#0. Es claro ver que T es biyectiva.

Por el teorema 2.1.1., tenemos que T es continua
. -1 . ' .

lo mismo que T . Y con ésto se cumple con las condicio-

nes dadas en la definicién 0.5.13 , es decir T es un ho--

meomorfismo de C . Por lo que la proposicién queda demos--

irada.

¢ Cuando corresponden dos elementos de GL(2,C) al mis

mo elemento de Aut(6)>?

Sabemos que el grupo PGL(2,C) es isomorfo a Aut(EL

§ ror 12 funcién dada en (13) de 0.4., es decir que si los

A Y
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elementos de

T = .~ ) matriz asociada a T.e Aut(C)

son proporcionales con los elementos de la matriz

" az by -
T,= asociada a T.e Aut(C)
Cao dz

tenemos que T;= Tje Aut(a)', Yy reciprocamente.

Definicidn 2.2.1. La fraza Noamabfizada cuadrada de una

transformacién T de Mdbjus, dada por la férmula (11) de

0.4., es la cantidad

tr2(T) = (a+d)?[(ad-bc) (4)

Por 1o que acabamos de notar, la cantidad (4) no de-

pende de la matriz T que representa a T.

En el caso de que
ad-bc = 1 (5)

4 se tiene tr2(T) = (é+d)2 .  Ademds podemos escribir
{tr(T) = i(a+d), la cual presenta ambigiliedad en el signo.
1 Todo Te Aut(C) corresponde a dos matrices --+Te GL(2,C) ta-

{ Tes que ifeSL(Z,C) por lo visto en el ejemplo 7 de 1.5

Una de las propiedades de Ta traza es la siguientef

154 §, T e GL(2,C) entonces
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tr(STS™Y) = tr(T)
La cual se justifica por un teorema conocido de alge
bra Tineal, sobre matrices semejantes. “ref. [&]

Por To tanto tenemos

tr2(STS™Y) = tr2(T)

para cualquier S,T € AUt(E)u
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2.3 | AS TRANSFORMACIONES BILINEALES SON MAPEOS CONFORMES.

Definicién 2.3.1 Una curva y en C es diferenciable si ‘es

cribimos +y(t) = x(t) + iy(t) donde x,y son funciones dife-

renciables,

Definicidén 2.3.2. La curva diferenciable v es rno-singu--
Lan si y'(t) # 0 para toda t. La tangente de una curva no-
singular vy, en el punto t, , es la recta que pasa por y(to)

y tiene como pendiente arg(y't,).

Definicién 2.3.3. El1 dngufo que forman dos curvas no-sin
gulares Yis Yo© [a,] — C al intersectarse, es el &ngulo
que forman las tangentes de cada curva, en el punto de inter

seccidn.

Definicién 2.3.4. Decimos que una transformacidn T pre

senva dngufos, cuando el dngulo entre todo par de curvas

no-singulares Y, ¥ v, que se intersectan es igual al &dngulo
entre T(v,) y T(y,).

pefinicifn 2.3.5. Una funcidn inyectiva y continuamen-

te diferenciable, que preserva dngulos la llamamos conforme.
Si la funcidn preserva dGnicamente el valor del &ngu
1o, y el sentido de su direccidon cambia por el contrario, =

diremos que es anficonforme.

ET siquiente resultado es bien conocido de la teorfa -

4
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de variable compleja.

PROPOSICION 2.3.1: Toda funcifn conforme en un domindo

C, es analitica en dicho dominio.

ref [1J,_[2]. [9]

TEOREMA 2.3.1. 8Si fLa derivada de ura funcidn analitica

4, es distinta de cero en todo punto, enionces § es confort

DEMOSTRACION:
Sea t € [a,B]C R y sea +vy:[a,B] — C una curva -

tal que y(to) =z, y «v'(to) # 0.

Sea f wuna funcidn analitica en un dominic que con-
tiene a vy, tal que f'(z,) diferente de 0. Veremos que la --

tangente a la curva f(y) en f(z,) existe y no es cero.
Definase la curva u por
u(t) = f{y(t)) = f(z) (6)

Si y'(t)y #0 y f'(y{(t)) # 0, entonces

w'(t) = f{v(t))y'(t) # 0 (7)

Luego se admite hablar de arg(p‘(t))
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o = arg y'(to) o' = arg u'(t,)

Fig (2)

H

pero arg(u'(te)) = arg(fey)'(to) = arg{f'(z,)v'(ts))

arg(f'(zo)) + arg{~y'(to))

por 1o que

arg(f'(z)) = arg(e'(te)) - argly'(t,)) (8)

Sean v, ¥ v, dos curvas no-singulares que se inter--

sectan en zq4 , formando un dngulo @, 0 sea
6 = arg{y;(to)) - arg(y,(t,))

y considérese las dos curvas no-singulares fly,) ¥y fiv,)

que se intersectan en f(z,) formando un &ngulo o', o sea
o' = arg(ul{te)) - arg(u, (o)) 3
entonces por (8) se tiene que

6 = o'

Con lo que queda terminada la demosttracidn del teorema.

’
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Ya con este resultado, para 17egar a la conclusién
de que cada T e Aut(é)‘es conforme, basta probar queTf(zlf 0
para toda z € C. Esto excluye el caso en que z 6 T(z) es

el punto al infinito, caso que tendrd que tratarse aparte.

Demostrémoslo: _ _
Sea T e'Aut(E), por la férmula (11) de 0.4, se

\

tiene N
(cz+d)?
para toda z # -d|c, = por 1o que T es conforme en todos --

los puntos finitos, distintos de -d|c .

Veamos qué pasa en los casos en‘que z es el punto
al infinito, y en que z = -d{c. Para hablar del concepto de

funcién conforme en €, hace falta la definicidn siguiente:

Definicion 2.3.6. Dos curvas continuas vy, y vy, del pia

no ampliado, que pasan por el infinito goiman un dngulo © en
el © si, y 5610 si, las imdgenes de é&stas curvas, bajo 1a
transformacidén p{(z) = 1|p forman en el origen de coordenadas
un dngulo ©

Veamos primeroc que pasa en =z = @ , en el dominio
de una transformacidn bilineal T .  Por la definicén 2.1.2
tenemos que T(m) = alc. Supondremos primero que c¢ # 0, G

sea que T(=) # = .

Sean dos curvas continuas y 'y y, que forman un &ngulo
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@ en el infinito y sean u, ¥ u, Sus im&genes bajo T. Hay

que demostrar que wu Y u, forman un &ngulo @ en alc .

Por 1a definicidén 2.3.6., las curvas 'y y I', imdge--
nes de Y, Y Y, bajo p, respectivamente, forman un angulo o
en el origen

Y1

o
Wi |
' 0 k///

T\\i sz”"fﬂ_Ei L

a

C

|
Fig.(3)

Sea L = Top~ " , luego Wy, = L{ry) y wu, = L(r,;).

cbhb-ad 40

Ya que L'(z) =
, " (c+dz)?

para z 0, tenemos por el teorema 2,3.1., que L es confor

me en z = 0, entonces el &ngulo entre W, Y u, en alc es
6, ¥y asi T es conforme en z = ». £Es5 decir que para toda -
T e Aut(C) y para cualesquier par de curvas Y,s Y, Que se

intersectan en «, tenemos que:
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" E1 dngulo en el = de y_, v, es igual al dngulo en ajc de

1 ' . . ‘ (9)

H1sUz

Para demostrar que T es conforme en -d|c,-observemos
que como T(-d|c) = « y Tul € Aut(é)‘tenemos por (9} que:
"ET dngulo en el = de p,, u, es'fgua1 al dngulo en -d|c de

Y,» Y, '3 por To que T es conforme en -d|c.

E1 caso de que T{«) = = es tratado de manera simi-

. . - PR -1
Tar por medio de Ta funcidn auxiliar L =p°Tep

COROLARIO 2.3.1. Toda funcibn en Aut(C) es conforme.

Este corloario junto con la proposicidn siguiente justifican

el término "Aut(é)".

PORPOSICION 2.3.2. Toda biyecadidn conforme de Cen C

es elemento de Aut(a){

DEMOSTRACION:

Sea T biyectiva y conforme. Por ser T'biyectiva
s6l1o hay un punto z,, tal que T(zy) = =, es decir admite --
unicamente un polo. Ademds por la proposicién 2.3.1. tene-
mos que T es analftica en cualquier punto distinto de z, ,
es decir T es meromorfa. Por el teorema 2.1.2., T es racio-’
nal, Tuego por tener un sélo polo, su drden total es uno, de

finicién 2.1.3. De donde concluimos que T e Aut(é);

LY
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2.4 PROPIEDAD HOMOCICLICA.

Como vimos anteriormente toda Te Aut(é) fransforma
el plano extendido complejo en si mismo homeomorficamente.
En particular, demostraremos que Te Aut(a) transforma cir-
culos en circulos, considerando a las rectas como cfrcu1os -
que pasan por el infinito. A esta propiedad que tienen las

transformaciones de MObius le 1lamamos propiedad homocledi-

ca.

Consideremos unas transformaciones de tipo especial,

dadas Tas siguientes definiciones:

Definicidn 2.4.1. Si T(z) = z+b <con b#0, entonces

T es llamada.una traslacidn.

Bajo estas transformaciones cada punto del plano es
trasladado paralelamente a la 11nea que contiene a 0

(0 = origen) y a- b , una distancia igual a |b}.

Definicidn 2.4.2. Si T(z) = az con a >0, T es --

1lamada una homofecia.

Las homotecias envian cada punto del plano en otro

con el mismo argumento, pero el médulo multiplicado por a.
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Definicifn 2.4.3. Sj T(z) = ¢z con o0 eR, T es --

1lamada wuna +otacdiln.

Estas transformaciones rotan cada punto del plano un

dngulo © alrededor del origen,.

Definici6n 2.4.4. Si T(z) = 1|z , T es 1lamada una

necdiprocidad. Esta transformacidn manda cada punto en su re

ciproco.

Proposicidn 2.4.1. SL T es una Ltrhansformacifn de MEbL

us, entonces T es La composicifn de traslaciones homotecd-

as y heciprocidades, pudiendo omitin alguna de £&stas.

Demostracidn:

Sea T(z) = %%}g , supongamos primero que ¢ = 0,

entonces T{z) = % z 4+ g yasfT T =TT donde

1
T,(z) = % z es una homotecia y T,(z) =z + % es una tras
lacidn.
Ahora supongamos que ¢ # 0. Sean Tl(z) =z + % s
1 - - (bc-ad) =7+ 8
T (z) =3 Ts(z) oz Y T (z) =z + 2

entonces T ='T40T30T20Tl con to que concluimos la demos--

tracidn,
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TEQREMA 2.4.1. Toda transformacidn de MEbius manda clrcu

Los en clneulos.

Demostracidn

Todo circulo o recta es descrito por una ecuacifn de

~la forma
A(x%+ y2) + Bx + Cy + D = 0 (10)
con A, B, C y D reales.

Si A =0 con B yC no ambos cero, entonces (10)

representa una recta.

Si A#0 , B>+ C2- AD > 0 , entonces (10) represen

ta una c¢ircunferencia.

Como vamos a trabajar con nldmeros complejos, es conve-=-

niente expresar (10) en términos de 2z = x+iy .
Tenemos qde
zz = x%+ y? : z+z = 2X s -i(z-z) = 2y

Sustituyendo estas igualdades en (10) tenemos To -

siguiente:

Azz + {B-iC)z + (B+iC)Zz + D = 0 ,
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si escribimos B + iC = E» obtenemos

Azz + Ez + Ez +.D = 0 “(11)
con A y D reales.

Si A=0 y E#0 , entonces (11) nos representa

una recta,
Si A#0 y EE-AD > 0 , entonces (11) nos repre--

senta una circunferencia.

Considérese la inversidn T(z) = 1|z , y sustituimos

z = T(z') en (11), To que nos da

A+ EZ' + Ez' +Dz'Z7'=20 (12)

Ahora bien (12) es de Ta misma forma que (11),

por 1o que representa una recta o una circunferencia.

Si Te Aut (6) , s una traslacidén o una homotecia
de las definiciones (2.4.1., 2.4.2.) es fdcil observar que

la propiedad homociclica se cumple para T.

Con ayuda de la proposicidn 2.4.1. concluimos Ta de
mostracién del teorema, y asf vemos que se satisface la pro-
piedad homociclica de las transformaciones de MGbius.

Es claro que AUt(C) actda en Circs }eirculos y rec--
tas U{=} en C}, donde T(Q) es Ta imagen de QeCirc bajo
TeAut(a). Es f&cil ver que esta accibn es transitiva, y es

I

efectiva.
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2.5 PUNTOS F1J0s

En esta seccidn estudiaremos 1o referente a los pun-
tos fijos de la transformacidn T e Aut(C). Para lo cual re

solveremos la ecuacidn T(z) = z, que satisfacen dichos pun--

tos.

Supondremos primero que ¢ # 0. Como T(«) = alc # =

tenemos en este caso que = no es punto fijo.
Busquemos entonces las soluciones finitas a

cz+d

Y

obtenemos que ésto es equivalente a :
cz?+(d-a)z-b = 0 _ (13)

que tiene la solucidn siguiente:

7 = ~(d-aYz({d-a)2+ 4bc)?
2¢

con ésto vemos T(z) tiene a lo mds dos puntos fijos. Si

ad-bc = 1, entonces los puntos fijos pueden expresarse como

, - la-d)#({a+d)? - 4)}
2c

y si el radical es cero, es decir si

atd = #2 (14)

entonces existe solamente un punto fijo

A F A ESSE = g
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Ahora supongamos que ¢ = 0, entonces z = « es punto

fijo, y resolviendo (13) tenemos, aparte del =, la solucidn
b - (15)
como el otro punto fijo.
Si b = 0, entonces por (15), z = 0. Luego Fij(T)={0,=}
En este caso T e Aut(é) tiene la forma
: T(z) = (ald)z (16)

Si a = d, entonces por (15), z = =, luego Fij(T) = {=}.

En este caso T € Aut(é)‘tiene 1a forma

T(z) = z+b (17)

COROLARIO 2.5.1. Lla dnica thans formmacibn de MEbius que tiene mds

de dos puntos 5£jo§, es Lo identidad.

TEOREMA 2.5.1,
{a}) Una trans formacibn de Mébiub eétd determinada unicamente poi

fa aplicacidn de tres puntos distintos de € .
(b)  Los valonres en estos tres punto;'pueden escogerse arbitharnia-

mente en €, con tal que sean distintos.

DEMOSTRACION DE (a).
Sea Te Aut(C), sean Z, » Z, » Z3 € C distintos.

Definase z} = T(zy), 23 = T{z,) yzd = T(zy).
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~

Supongamos que existe S e Aut(C) que transforma a

Z1, Z2, Z3 de igual manera que T, entonces

Fij(T—lc‘S) = .{Z,la Zy,y 233}
y por el corolario 2.5.1., tenemos que T7%.S = I de donde

T = S.

Con ésto queda demostrada la parte (a) del teorema,

en la siguiente seccién demostraremos la parte " (b).
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2.6 RazON CRUZADA.

Con el fin de definir la razfn cruzada encontraremos -
la transformacidén bilineal, que manda tres puntos distintos

Z,, Z3, Zy €n 1, 0, = respectivamente.

Supongamos primero que z,, Z;, Z3, 2y F «; para que
T tome el valor 0 en z; y el valor = en z,, es necesario y

suficiente que T sea de la forma

pero T toma el valor 1 en z,, de donde

1 =&, Z2-Z3
c szZq

luego

2.
c

y la transformacidn que cumple con 1o dicho anteriormente,

T(Z) = !Z";S)(ZZ'ZH) | (18)
(z-z4)(z2-23)

Definici6n 2.6.1. La nazdn cruzada de los cuatro puntos

(z, z2, 23, Z4), s la imagen de z ¢ C bajo la Gnica trans--
formacidén bilineal, que a z, Tle corresponde el 1, a z; e}
0Oyaz, el e

En el caso en que z, z,, Z3, Zy sean finitos la razén cru -

s
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zada de z, z;, Z3, zZy, debido a (18), es la siguiente:

RIERIOER 19
(z-zuw)(z2-23) :

(z, 22, 23, Z4)

Supongamos ahora que uno de Tos puntos es infinito; en ba
se a al adefinicién 2.6.1., escribimos la forma que toma

(zy 22, 23, Z4):

(z2-z4)/(22-23)
(z-z3)/ (z-zu)

'(Zz-Zn)/(Z-Zu)

'(m, L2y 23 Zu)

.(Z: ® s Z3a. 24 )

"z, Z2, =, Zu)

.(Z, L2, 23, ) -(Z'.Z3)/(ZZ".23)

~TEOREMA 2.6.1. La nazbn cruzada es invarniante bajo cual

quien transformacidén T de Mibius. E4 decdin

(z, z,, zs, z4) = (Tlz), Tlza), Tlza), Tlzy)) (20)

DEMOSTRACION:
Sea S(z) = (z, z,, Z3, z4). Entonces S € Aut(é) y

S satisface S{z,) =1, S{z3) = 0, S{(z,) = =.

Sea M = ST-le Aut(C). Veamos facilmente que:
M(T(z,)) = S(zz) = 13 M(T(z3)) = S(z3) = 05 M(T(z,)) =
$(z4) = = 3 de donde M(z) = (z, T(z;), T(z,), T{z,)) para.

todo z € E .

En particular con T(z) en lugar de z, por el teorema

.

4
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2.5.1 {a) tenemos (20).

Pasemos a demostrar la parte pendiente (b) del teore

ma 2.5.1.

DEMOSTRACION DE"(b):

Sea M(z) = (z, 2455 Z3s 24) ¥y T(2") = (2", 2z}, 2§, 2})

Sea S = T 3M; tenemos que S & Aut(C) manda Tos tres
puntos distintos z,, z3, z,, en otros tres puntos arbitrarios

distintos z}, zi, Za

PROPOSICION 2.6.1. Si G & Aut(C) y G tiene un con

junto E invarniante {inito con mds de thes puntos fijos, enton

ces - G es finito.

DEMOSTRACION:

Sea f wuna funciﬁn tal que f:6 — S(E), es décir

que para T € G, (T) = Tlt

s

Si T,, T, e G y f(T,) = f(T2) entonces T1IE=TZIE

; “"‘,.“%“ _.

como E tiene por 1o menos tres puntos, por el teorema 2.5.1.

(a), T, = Ty, luego T es inyectiﬁa.

L 43\'{}%{%.
Y

Como E es finfto, el grupo S{E) es finito, luego

G es finito.
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2,7 PUNTOS SIMETRICOS.

Sea Q una circunferencia en C, con centro en z, ¥y
radio r. Sea z # z,, «, cualquier punto del plano, colocado
a una distancia d de z,, y sea z' # z,, » un punto sobre el
radio que parte de z, hacia z , colocado a una distancia d'

de z, . Si tenemos que

dd' = r? ‘ (21)

entonces decimos que z y z' son invensos 6 simétnicos res--
pecto a Q. Note que cada punto de Q es su propio inverso en
Q.

Decimos que « es <{nverdo de Zo, y reciprocamente.

Sea Q wuna recta; luego dfvide a C en dos semipla--
nos.. Sean z, z' dos puntos de C colocados en semip]aﬁos
dfstintos y a una distancia d, d' de Q, respectivamente.
Sea L cualquier recta perpendicular a Q, si z, z' ¢ L y si
d = d', entonces decimos que z y z' son siméirnicos respecto
a Q.

Diremos que todo punto de QUd{«} es su propio Lnvexr-

A0 en Q.

~ -~

Sea Q € Circ. Definimos pQ: C—C como la trans-
formacidn de simetrfa o de inversidn en (Q, que manda a z en
su inverso

o (z) = 2z!' (22)

con respecto a Q . ' R
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Encontremos la expresidn analitica de (22). En base

a la definicidn de puntos inversos sabemos que:
‘(z'—zp)(z—zn)| =r? y arg(z‘-zo) = arg(z—zo)

Como arg(z-z ) = -arg(z--z,) , Tlas ecuaciones ante

riores se cumplen si, y sélo si

(2'-20)(3-Z0) = r? (23)

y asT {23) es equivalente a (22).

Ahora si Q es la circunferencia representada por
una equacidén de la forma (11), con centro en -E/A y radio

((EF-AD)/AZ)%, sustituyendo en (23), obtenemos:

(2 + E/M)(ZHE/A) = (EE-AD)/A’

resolviendo el producto y simplificando nos queda:

Az'z + Ez' + Ez + D = 0 (24)

donde z' es el inverso de z con respecto a Q.
Si despejames z' de (24) obtenemos ta forma explfci-
ta de Ta transformacidn

5 (z) . -Ez - D

2 s+ E z! cuando A # 0 {25)

==z 20 \ (26)
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Es fdcil ver que en este caso z y z' estdn coloca-

dos de tal manera, que todos los puntos de Q equidistan de

zyz'

Fig. 4

PROPOSICION 2.7.1, Las transformaciones de invergibn -

son mapecs anficonformes.

DEMOSTRACION:
La transformacién (25) la podemos escribir como una

compesicifn, es decir

- -Ez; - D —

U = ‘ =
Z ——A—Z_l—'*'f donde rARY Zz

Ahora bien, 1z, es el conjugado de z, 0 sea una re--
flexién con respecto al eje real, que preserva la distancia pe-

roinvierte el signo del d&ngulo. Por lo que p_  es anticonfor

Q
me.

TEOREMA‘2;7;1. Sean z Y z; puntos Linversos con hespec

to a Q & Cine, ¢ sea T e Aut{C). Entonces T(z) y Tz | 40n

puntos invernsos con hespecto a T(Q) e Circ.
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DEMOSTRACION:

Escribamos T(z) = z' y T{z) = z; . Segin {11) de

0.4, tenemos

Cdgv 4 b

z .
cz' - a

CCdzt o+ b
zlz__._.,_l_,.__.
czy - a

sustituyendo en (24) obtenemos:

A(-dz} + b)(-ﬂi}'+‘5j + E{-dz' + b) +"F{+HE*'+'b) + D=0
(czy - a)(cz, - a) - cz) - a cz, - a

simplificando obtenemos otra ecuacidn de la forma (24), con
to que demostramos que z; y z' son inversos con respecto

a la circunferencia o recta transformada.

PROPOSICION 2.7.2. Sea Qe Cirne y sean z,z' puntos

invensos nrespectos a Q. Entonces todo cfrculo o recta que

pasa porh z, z' es ortogonal a Q.

DEMOSTRACION:

Sean z y z' dos puntos inversos respecto a la recta
R. Entonces el cenfro de cualquier circunferencia que pase
por z y z', estard en R, por 10 que dicha circunferencia se-
rd ortogonal a R. De Ta definicién se sigue que cualquier

Y
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recta que pase por z y z' es ortogonal a R.

Transformamos a la recta R, por medio de una trans--
formacidn de Mﬁbius T, en la circunferencia Q, T existe pof
el teorema 2.4.1. . Por la propiedad homocicTicé todas las
rectas y circunferencias que pasen por z y z', son transfor-
madas en rectas o circunferencias que pasen por T{z) y T(z');
por el teorema 2.7.1., sabemos que T(z) y T(z') son inversas
en Q, y por ser T un mapeo conforme (corolario 2.3.1), con--
ciuimos que las rectas y circunferencias que pasan por T(z)

y T(z') son ortogonales a Q.
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2.8 PROYECCION ESTEREOGRAFICA.

Dejando un poco las transformaciones bilineales, en
esta seccidn nos ocuparemos de la representacidn geométrica
de C. Veremos que existe una correspondencia biunivoca en-
tre 1a esfera unitaria en R® y el plano extendido C. A esta

correspondencia le 1lamamos pioyeccdln edfereogrdfica.

Consideremos la esfera £, definida por

o = {(Xys X2, x3) € R¥: x%2 + x3 + x% = 1}

Tomemos a C como el plano {{x1, X2, 0) : Xy, X2 & R}

que corta a £, por su centro. Sea N = (0, 0, 1) e £, , po--
demos decir que N es el " polo norte de z,"
Ahora para z € C, tracemos la recta en R® que pasa

por z y N, ésta intersectard a la esfera en un Gnico punto

L= (xl’ X2, Xa) % N'

Observemos 1o siguiente:
Si |z] » 1, entonces Z estd en "el hemisferio norte de o'
es decir x;3 > 0. Si }z| < 1, entonces Z esté en f el hemis-
ferio sur de .z,", es decir que x3 < 0. Si |z|] = 1, enton-
ces x3 = 0y Z=12z". Si|z| fiende a =, entonces Z tiende
a N, por 1o que al punto » € C le corresponde N de %,. Asf

C estd representado en to. Z se Tlama la proyeccidn estereo

grdaifca de z.

~
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La proyeccidn estereogrdfica que va de C en I, es un

homeomorfismo, es decir C y L, son homeomorfos.

Ahora encontremos la expresidn algebraica de la pro-

yeccidn estereogrdfica:
Sea Z € Zp, Z = (Xy, X2, X3)3 y sea z = x + iy € C el punto

que corresponde a Z .

La recta que pasa por z y N estd dada paramétricamen

te como el conjunto de Tlos puntos de la forma
(1 - t)x, (1 - t)y, t} con - w<t < ®

entonces encontramos el valor de t que corresponde a Z. Para

ésto tenemos; como este punto estd en Iy,

({1 - t)x)2 + ((1 - t)y)? + t% =1

y recordando que |z}* = x* + y?, ‘tenemos

(1 - £)2]z]% =1 - 2

luego :
¢ = z 1

lz]? + 1
Obsérvese que como z € C, tenemos 2z # « luego t # 1.
Ahora es fdcil encontrar las fdrmulas para las coordenadas

de 7:

X3 = (1 - t)x = —— - . (27)
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vem (1 - t)y - 2. filee) - (28)
212+ 1 z[* + 1
.2.‘_-
xy= 1% 1
|z|* + 1

por 10 que

S S T I AN T

- 2 . . .
N L I

(29)

Calculemos 1a inversa, es decir encontremos el punto
z € C que se proyecta en Z & 1, . ‘Ya que z = x + iy de

(27) tenemos que

E&szv + 1)1/2

x =
y de (28) que
| y=Ix(z + DIz
l Entonces
| 2 = Dxallz]? + D12 + ilxg(]z]? + 1)1/2
= [(]z]2 + 1)/2](xy + ix;)
y como
\ xs= (]z]? - 1)/(|z|* + 1)
f tenemas
. 1= x5 = 2/(]2]2 + 1)
| de donde |

z = (xy + ix2)/(1 - x3) (30)
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TEQREMA 2.8.1. la proyeccldn estereogrndfica cumple con

La phopiedad homoclelica.

DEMOSTRACION:

Una circunferencia en la esfera se obtiene de Ta in-

terseccién de ésta con cierto plano
Ax, + Bx, + Cx; + D =0 S (31)

y sustituimos el valor de x;, X,, X3 en términos de x., ob--

teniendo: o
Az, By) LRyt o), 5
X2¢y2+1 x2 +y2 +1 x5yt Al

1o que es equivalente a

[(C+D)(x2+y2)]1/2 + Ax + By + (D-C)/2 = 0,

gsta G1tima es la ecuacidn de una circunferencia si C+D # O

y una recta si C+D = 0,

Notemos que si (xy, X2, X3} = (0, 0, 1) en la ecua--
cidén (31) aparece precisamente:C+D = 0, por To que si la cir
cunferencia pasa por N, al proyectarla le corresponde una -

recta.

As? hemos probado que la proyeccidn estereogrdfica -

transforma circulos de Iy en circulos o rectas de C
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TEOREMA 2.8.2. La proyeccddn estencogrdfica es un ma-

peo conforme.

DEMOSTRACION:

En esta demostracidn utilizaremos la siguiente nota-

cién para los puntos de I,

'(xls X2, XS) ?'(Es‘nQ C)
ésto se hace debido a la confusidén que puede surgir en los

subindices.

Sea Zp = (go, Ty gu) f N, Zg € Ly . ¥ Sea T Una -
curva continua que hase por el punto Z, y que tenga tangen-

te en el mismo. Una representacidn paramétrica de l1a curva

I' es:

£ =&(t), n=nlt), ¢ = ¢(t)

observando que

1}
—

g(t)? + n(t)? + (t)?

y tal que las funciones £,n,z, son diferenciables en t = t,

Y 1 (£)2+ ()2 + ()2 # 0

La imagen de Z; , bajo la proyeccidn estereogrdfica es
Zz, y la imagen de la curva I es ¥, tal que
x = £/(1-1) y ¥y = na/{l-g)
Para los nimeros x'(ty), y'(t,) que caracterizan la di-

reccidn de ta tengente en el punto z,, se tiene:

~
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= [E'(l-Co)+E'£0]/(1"Cn)2 (33)

bad
|

[ﬂ"(l'éo)‘*‘?;'ﬁo 1/(1- Co)2 . (34)
2 2 2 2 2 2 2 2 4
x'+y' = [{g' +n' Y(1-z,) +2(ge&"+non') 2" (1-go)+s" (Eotno )1/(1-zo) (35)

pero observando que:

. 2
EZ +np *+ gg = 1 (36)
EoE' + mon' + goz' =0 (37)

tenemos por las igualdades (36) y (37), que (35) se puede

escribir como
2

2 2 2 2 2 ,
'+ oy o= (g '+t )/ (1- z4) (38)

Consideremos Tlas dos cﬁrvas T y Iy en Iy, Que pasan
Z, , Tformando un angu10 6, ¥y sus imagenes bajo la proyeccidn
estereogrdfica, las curvas vy ¥y Y, en 1 plano, Tas cué1es se
intersectan en z, formando un énngo de 8 . Hay que demos--
trar que © = 8 y para esto calculamos el coseno de &, en --
donde x,, y1 denota una representacidn paramétrica de v1, ¥
E1s N1s C3s de Ty, veamos: |

CX'xy o+ ylyl

Cos & = i (39)
[(x'2+y'2)(x42+yi®) 17

sustituyendo (33), (34), y (38) en (39), tenemos

~
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Cos 8 _[E (1-zo)+c'Eolled(Q-zodtrie J+In' {(1-ro)+L ﬂo][ﬂl(l Zo)+€1r

(1-ge )P [(g 4nt24g ‘2)(5124w112+c12)l]

pero

EgEt tnoend + oLy = 0 (41)

recordando (36) y (37), ademds de (40),(41) nos queda:

cos o = (EEttn ) (1-zo) -t e (zo-ta®) -2 el (zato® Ve ti{1-0, %)
(1-z,)2[ (" 24n 242 2) (g1 24nd%4+2)2) ]

= 5’5f+ﬂlﬂi+C'Ci
o 1
[(g'24n" 24 2) (g1 %401 2423 %) TP

= Cos ©

y con eso dueda demostrado el teorema.

Definicién 2.8.1. Diremos que

z1, Z2 € C son puntos
opuestos, cuando sus proyecciones estereogrdficas Zi,Z, & I,

son puntos diametralmente opuestos, es decir Z, = -1,

PROPOSICION 2.8.1. Sean Zi,

Lo puntos diametralmente o--
puestos de Lo, y zy, 22 £ 0, = 4us proyecciones en C, enton-
ced 21z = -1,

DEMOSTRACION:

Sean I = (El,nlsil) Yy Ly ='(-51,-ﬁ1,-51)

N
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tenemos por (30) que

zy = (Ey+iny)/(1-14) y Zz %-(“El'inl)/(1+§1)

Tuego

leé [51/(1“C1)finl/(l'il)][‘gl/(1+C1)+iﬂ1/(1+cl)]

_r2_.2 2
(-£§-ni)/(1-z1) - (42)

recordando que «gi+ni = 1-¢% , (42) nos queda:

2,25 = -1
122 (43)
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TCAPITULO IIT-

'CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Sabemos porie1-c0r61ar10 2.5.1., que la identidad es
la finica de las transformaciones de M8bius que tiene mds de
dos puntos fijos, por lo tanto haremos Ta clasificaci6n ex--'

© A

cluyendo dicha‘ttansformabiﬁn.

, tons1derandn e1 nimero .de puntos—f1Jos, d1remos que
) ;hay dos c1ases de transforma51ones- las que tienen dos pun--
tos fijos y las que t1enen un punto fijo. |

_ -Vereﬁps en 1aé!pfiméras cuatro secciones el caso .en
-que T eAAut(E);'tiéne‘dos puntds-fijos' deépués en la sec--'
¢ién 3.5.-uiene el casoc en que la transformac16n tiene unica

mente un punto f130
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3.1 MULTIPLICADOR.

Sea T € Aut(ﬁ), cuya forma estd dada en (11) de 0.4.

tal que Fij{(T) = {p1, p2} con p; # p2

Supongamos primero que ¢ # 0, entonces p, , pz # =.

En base al teorema 2.6.1. de razdn cruzada, tenemos:

‘ (Z: i pls Pz) = (T(Z)s a[c, pl’ p?.)

es decir debido a (18) de 2.6, que

T(Z)‘El = K Z-pP3 B (1)
T(z)-p: z-p» '
con K = a-cpy
a~Cp2

A K*Y le Tlamamos el mufiiplicadon de T, y es quien
nos determina el cardcter de la transformacidn, como veremos
mds adelante. Ndétese que si intercambiamos p: con p; ,

cambiamos K por 1|K.

Obtendremos una expresidn de K en términos de los
coeficientes de T, bajo Ta normalizacidn de que ad-bc = 1,

To cual es Ticito por lo visto en la seccidn 2.2, veamos:

k+ 1o 2a7-2ac(py + pp) ¥ c*(pf + ph) (2)
K a?-ac(py + p2) + c?p1p2

hY

Como pi1, Pz son rafces de Ta ecuacidn (13) de 2.5.
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obtenemos facilmente las siguientes jgualdades:

_a-d
Pyt T T
P.P SpL
1 2 c
2 + p? = {a-d)*+ 2bc

Sustituyendo éstas en {(2), tenemos:

K+ 3 = (a+d)? -2 (3)

Supongamos ahora que c¢=0, es decir

T(z) = 222 ad = 1

En este caso un punto fijo es = y otro p, = H%E

De manera andloga a la anterior obtenemos:
T(z) = p1 = K{z-p1) (4)

con K g Y tenemos que esta K satisface (3) pues

2 1 _
K + rél

+ 4o lard)? - 2ad _(4q)2 L g,

a

d
Hacemos Ta observacidn que Ta clasificacidn de las

transformaciones de MBbius con dos puntos fijos, que se verd

en las siguientes secciones, estd hecha en base a su multi--

N
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rd - "-1
f04 p,, P, en comdn, entonces Ty =Tx 6 bien T% =T .

DEMOSTRACION:
Sea L(z) = (z-p1)/(z-p,) . Por (1) tenemos
LT,L"*(z) = k*'z y LT,L™ (z) = k¥'z

Estos claramente son iguales o inversos, por lo tan-

to se tiene 1o mismo para Ty, T2
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3.2 TRANSFORMACIONES HIPERBOLICAS.

Supondremos que el multiplicador k satisface 0<k # 1.

Por lo que 1
K.+-K' > 2
y por (3) tenemos que

tr2(T) > 4

de donde a+d e R

~

Definimos a T € Aut(C) come una transformacidn hipern

b6Lica cuando a+d e R y |a+d|>2.

Pasemos al estudio del comportamiento geométrico de

una transformacidén hiperbélica.

Recordando que a T podemos escribirla de 1a forma
(6) donde H(z) = kz; primero notemos unas propiedades de Ta

homotecia H:
a) Toda linea recta que pasa por el origen es transfor-

£ .
mada por H en si misma.

b) Una recta que pasa por el origen divide al plano en
dos conjuntos conexos de puntos, estos conjuntos son

invariantes bajo H.

c) Todo circulo con centro en el origen es transformado

por H, en otro circulo con 1a misma propiedad.

d) Los puntos {0, =} = Fij(H}, son inversos respecto a

cualquier circulo de ¢).
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Ahora pasemos a T. 3Sea Q un circulo que pasa por
los puntos fijos {py, p2} . Recordando que L(p,) =0 ¥
L(p,) = =, L transforma a Q en una recta que pasa.por el Ori
gen, luego H la deja invariante {por a) , después L™’ la re

gresa a Q, por lo que aseguramos:

A: Cualquier circulo que pasa por los puntos fijos es trans-

formado en si mismo.

Con el mismo razonamiento anterior podemos deducir

lo siguiente:

ﬁ B: Un cfrculo que pasa por los puntos fijos divide al plano
en dos conjuntos conexos de puntos, estos conjﬁntos perma

necen invariantes bajo T.

C: Cualquier circule ortogonal a Tos circulos que pasan por
los puntos fijos es transformado en otro circulo con la -
misma propiedad.

D: Los puntos fijos son inversos respecto a cualquier cfircu-

1o de C.
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3,3 TRANSFORMACIONES ELIPTICAS

Supongamos ahora que el multiplicador K tiene la for
ma

K =e con o # 2nT (7)

Entonces por {3), tenemos que

tr2(T) = 2 + 2 cos ©

de donde
0 < tr2(T) < 4

por 1o que a+d € R

Definimos que T € Aut(ﬁ) es ellfptica si atd e R y
|a+d|<-2.

Para conocer el comportamiento geométrico de una -
trﬁnsformacién eliptica, veamos primero las propiedades de\&
ya que T es de la forma L™ "HL donde en este caso H(z) = %9z

y H es una rotacidn.

a) Toda recta que pasa por el origen es transformada por H
en otra recta que pasa por el origen, y forma un angulo ©

con Ta primera.

b) Todo circulo con centro en el origen en transformado en

si mismo.

c) E1 conjunto de puntos interiores de los circulos ante--

riores permanecen invariantes.
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d) Fij(H) = {0, =} son puntos inversos con respecto a los
circulos de b)

Ahora veamos el comportamiento de T e Aut(C), elipti
ca. Sea Q un circulo que pasa tanto por p,; como ﬁor pé, y
recordando que L{p;)}) = 0 y L(p.) = «» tenemos que Q, bajo L,
se transforma en una recta &, que pasa por el origen, luego
H(2) = 2' tal que el dngulo entre 2 y 2' es e (por b)), por
Gltimo L™° regresa a la recta a un circulo que pasa por p; y

P2, 2ro que forma un dngule @ con Q. Conluimos:

A: Un circulo que pasa por lcs puntos fijos es transformado

gn otro circulo con 1a misma propiedad y formando un &ngu

iv o con el primero.

Con el mismo razonamiento anterior concluimos:

B: Cualquier circulo ortogonal a los circulos que pasan por

P 7/ .
- 1os puntos fijos, es transformado en si mismo.

C: E1 conjunto de puntos interiores a un circulo de B, es 'in

variante bajo T.

D: Fij(T) = {p., p.} son inversos respecto a los circulos de

B.

-

Un ejemplo de transformacidn e]fptfca de periodo dos,
es la siguiente:

Pongamos o = 1 en la férmula (7), luego K =—1, asT
H(z) = -z y recordando que T = L7YHL, es fdcil ver que cadé
punto es regresado a su posicién original, en la segunda a--

plicacidn. Aquf la traza es tr(T) =22 cos n|2 = 0.

/s
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3.4 TRANSFORMACIONES LOXODROMICAS

Por Gitimo consideremos el caso de que

K = agi® con 0 < A #1 y 0 f-ZnH

Entonces

tr2(T) = Ael® 4 ¢710 4
A

2¢(A + 1|A) cos o + i(A - 17A) sen o (8)

Supongamos que tr{T)e R: ésto implicarfa que el tér-
mino imaginario en (8) desaparece, luego © es un mdTtiplo de
T, entonces

tr2(T) = 2%(A + 1]A)
recordando que © # 2nll , nos queda

tr?(T) = 2-(A + 1|A)

y como A + 1]A > 2, tenemos que tr2T < 0, lo que es una con-

tradiccidn, luego entonces tr(T}g R.
Definimos a T € Aut(E), como fLoxodnémica si a+d € R.

Como K = Aeie, entonces H toma Ta forma H(z)==Aeiez,
que podemos escribirla como la composicidn de dos transforma
ciones zy = Az, y z; = e19; donde una es hiperb6lica y 1la
otra eifptfca. As1 H es una combinacién de homotecia con'rg

tacidn por To que H transforma:

a) Todo circulo que pasa por el origen en otro circulo cen--

trado en el origen.
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b) Toda recta que pasa por el origen en otra recta que pasa

por el origen, formando un dngulo © con 1a primera.

Veamos el comportamiento de T, basdndonos en

A: Cada arco que une 1os puntos fijos es transformado en otro

arco con la misma propiedad, y formando un angulo © con el

primero,

B: Cada circulo ertogonal a Tos circulos que pasan por los
puntos fijos, son transformados en otros circulios con la
misma propiedad.

En general éste tipo de transformaciones {loxodrémi-

cas) no dejan invariantes tales conjuntos de puntos, como vi

mos en A y B con la excepcidn de que en la observacidn A, si

e -1 entonces un circulo es transformado en si mismo pues ca

da arco forma un afigulo I con el otro, pero la diferencia de

esta observacidn en este caso, que parece ser igqgual al de --
las elipticas, es que el conjunto de puntos interiores del -
circulo no es invariante bajo T, si T e Aut(C) es Toxodrémi

ca.
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3.5 TRANSFORMACIONES PARABOLICAS

Pasemos finalmente al caso en que T € Aut(C) tiene
un solo punto fijo. Vimos en la seccidn 2.5 que en este ca-

so tr(T) =+2.

A

Definimos a T e Aut(C)-{id} , como una tfansformacién
parabblica si1 a+d =%2,

Sea T e Aut(C)-{id}, tal que Fij(T) ={p,}, observe--
(a-d)|2¢c

i

mos, como se vid en 2.5 que: si ¢ # 0, entonces p;

[=5]

si ¢ #=0, entonces p;

Tomemos a L € Aut(ﬁ), tal que Lgpl) = » , no dudamos
de la existencia de L, ya que la transformacidn ??5‘ cumple
con Ta condicidén deseada.

Considerando la accién de L(Aut(C)L™? en L(E), tene-
mos de 1a misma forma que antes que:

Fig(LTL™?) = L Fij(T) = {=}

Sea H = LTL™? ¢ Aut(C). Sabemos que si Fij(H) = {«)

entonces H es de la forma H(z) = z+b (sec. 2.5 (17)), y el -

comportamiento de la traslacidn H ya es conocido.

a) Cualquier 17nea recta es transformada por H en una Tinea

paralela a ella.

b) Cualquier 1inea paralela a Ta Tinea gque une el origen con

'4 .
b, es transformada en si misma.

c) La mitad del plano formado al dividir éste, por una linea

. & .
que permanece fija, es transformado\en S1 mismo.
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Como H = 1_1'1__l de igual manera que en las secciones
anteriores, hqcemos T = L'lHL y conozcamos su comportamiento
geométrico,

Veamos que es 1o que hace T con Q , si Q es un circuy
lo que pasa por pi, empecemos con L, L transforma a Q en una
Tinea recta, después H transforma a esta recta en otra para-

lela (a)), y por Gltimo L™! manda a esa recta en un cfrculo

que pasa por p;, por lo que resumimos:

A: Cualquier circulo que pase por el punto fijo, es transfor

mado en un circulo tangente al primero en el punto fijo.

B: Hay una recta que pasa por el punto fijo, tal que todo -

circulo tangente a dicha recta en dicho punto, es trans-

formado en otro tal circulo o en la recta.

C: E1 conjunto de puntos interiores a cualquiera de los cir-

cules invariantes, es invariante bajo T.
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3.6 CLASIFICACION DE ELEMENTOS DE AuT(C) (RESUMEN),

TEOREMA 3.6.1. Sea T e Aut(C) , es decin

Tiz) = %g;g donde ad-bt = 1

entonces T es o La identidad o hipenbdlica o eliptica ¢ fo-

xodndmica o parabélica,

DEMOSTRACION:
2 . _ az+b B

Sea T ¢ Aut(C), es decir, T(z) = —>7g con ad-bc = 1

Si atd ¢ R entonces T es loxodrémica. Si a+d ¢ R, -
tenemos tres cosas: |atd] > 2; o |atd|< 2; 0 a+d = +2; de -
donde T es hiperbdlica; o elipticas; o parabdlica, o la iden-
tidad, respectivamente. Como no hay mds posibilidades para -
a+d, termina la demostracidn.

E1 siguiente resultado servird en las investigacio--

nes de capitulos posteriores.

TEOREMA 3.6.2.  S{ un grupo contiene dos transformacio

nes no-parabflicas, Las cuales tienen un puntfo {ifo en comdn,
y Los otrnos punios {ifjos son diferentes, entonces el ghrupo -

contiene transformacionesd parabdlicas con dicho punto comdn

como el punto fLfo.
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DEMOSTRACION:

Sean Ay B dos transformaciones no-parabdlicas ‘ta
les que:

A(pi) = p1s A(Pz) = p2, B{pz) = p1, B(ps) = ps, con p, # ps.

Sea L e Aut(ﬁ) tal que L(p,) = =, L{p2) = 0, L{p3) = 1

luego tenemos que

LAL M (=) = o LBL™ (=)

1
8

1
—

LAL™' (0) = 0O LBL™ (1)

Como_Fij(LAL'l) = {0, =} entoncesrLAL'l(z) = az con
a # 0,1 y (LAL™Y) " (2) = z/a.

Como Fij(LBL™*)(z) =11, =t entonces
LBL™ (z) = b{z-1) + 1 con b # 0,1 vy |
(LBL™*) *(z) = (z-1+b)/b entonces
(LAL™Y) " SHLBL™ M) (LAL™)(LBL™ ) M (2) = z + [(b-1)(a-1)1/a
observando que (b-1)(a-1)/a # 0; de donde

LA™*BAB L™ (z) = z + (b-1)(a-1)/a (9)

Tuego {9) es parabdlica cuyo punto fijo es «, y asft A" 'gAB™?

es parabélica con el punto fijo z = p; .

PROPOSICION 3.6.1. Las notaciones de La esfera, equdi-

valen bajo La proyeccidn esfereogrdfica a trhansformaciones

efdilpiicas en el plano, N
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DEMOSTRACION:

Debido a que la proyeccidn estereografica es confor-
me (teorema 2.8.2) y biyectiva, tenemos por la proposici6n -
2.3.2, que a Tas rotaciones en la esfera le cofréqunden --
transformaciones bilineales. Ahora pasemos a demostrar que
Estas son elipticas.

Supongamos que el dngulo de rotacidn de 1la esfera I,

es 0, y el eje la recta que pasa por #Z, y 0, con *Z;, € Z,.
Entonces observemos que:

a) +Z; son puntos fijos de la rotacidn;

b} Un circulo que pasa por #Z,, es fransformado en otro con
la misma propiedad, y formando un &ngulo o-con el primero;

c) Un cfréulo ortogonal al eje o a los circulos de b), perma

nece fijo.

Considerando que Ta proyecciﬁn-de Z, es z2; y de Z,
es z, , tenemos Tas siguientes observaciones?- |
A: z, y z» son puntos fijos;
B: Un circulo que pasa por z; ¥ z» es transformado en otro
que pasa por z, y Z, forméndo un dngulo @ con el primero;

C: Los circulos ortogonales a los de B, permanecen fijos.

ET comportamiento anterior es precisamente el que --
tiene una transformacidn eliptica y ninguna otra, ver sec- -

cién 3.3.



95

PROPOSICION 3.6.2. Si T e Aut(C) cornesponde a una

notacibn en To, entonces T es de La forma

T(z) = 2222 la]? + Jef? =1
cz+a

DEMOSTRACION:
_ az+b _ .
Sea 1(z) = === , ad-bc = 1, wuna transformacidn que
: cz+d S
corresponde a una rotacién en - L,, a través de un eje cuyos
extremos son Z,, Z,; sean Z,, zZ, las proyecciones de Z,, Z,,

por 1o que =zi, z; son los puntos fijos de T. Por la propo

sicién 2.8.1. tenemos que

Zo2 = —1|El
0 sea
az.+b -  -cz,+d
cz,+d az,+b
sustituyendo z; = -1|z.
tenemos que
az,+b  _ T dzZ,-¢
cztd -bz,+a

de donde por Tlovisto en la seccidn 2.2, tenemos

hY
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luego » = 1

de donde T es de la forma deseada.

PROPOSICION 3.6.3. Sea T e Aut(C), ean z1 o zs, 73 ¢ 24
pares de puntos opuestos. S4 Tlzy) y Tlza), Tlzs) g T{z4}

también Lo son, entonces, T corresponde a una rotacildn de I,

por La phoyeccdlldn esdteneogrdfdica.

‘DEMOSTRACION:

Sea T, € Aut(é)- una transformacidn que 6orresponde

a una rotacidn, tal que Ti(z3) =0 y T,(Zy) = =

Sea T; e‘Aut(é) una transformacidn que corresponde
a una rotacion tal que T,(T(zg)) = 0y T,(T(z,)) = .

Luego Fij{(T,TT;') = {0, =} y por lo visto en 1la
seccién-2.5. tenemos que T,TT;® es de la forma

T,TT1 = kz

Por otro lado tenemos que:
a) Ti(zy) = z¥, Ti(zy) = 2} son puntos opuestos;
b) To(T(z1)) = wi, T2(T{z,)) = w; son puntos opuestos;

c) zi, z3 , Wi , wi £ {0, =}.

AsT wi = T,TT7'(z1) = kzi

i

y como wiwj = -1

tenemos que

-1 = (kzi)(kz;) lklzzlzz\ = - |k|?
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de donde |k| = 1. Por 1o tanto T,TTi corresponde a una -
rotacidén, y dado que T,, T, también corresponde a una rota--

cién, tenemos que T corresponde a una rotacidn.
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3,7, CIRCULO ISOMETRICO-

Defihinén'3;7.1. Sea T ¢ Aut(C), y definase

I(T) = {z e C: [T'(z)]

a I(T) le llamamos el cfrculo {soméinico de la transforma-
cién T.
Si ¢ es cero, la definiciﬁn no tiene sentido, y por

To tanto no se habla de I{T) en dicho caso.

Sea vy una curva (seccidn 2.3) y recordando que

Tong fh (t)]dt

Hacemos la observacién de que sivyC I(T) entonces
1ongY' = TongT(Y) - (10)

" TEOREMA 3.7.1. Todo T € Aui(al tnangﬁonma su elrculo -

Lbométhico en el clreculo LsomEindico de su thansformacdiln LAn-

- 1 . ’ . ” - .
vernsa T ° , invintiendo su ordenfacidn,

DEMOSTRACION
Sea z € I(T) por To que [T*{z)] = 1, Tueqo
|(T-1)'(T(z )Y = /T z)] = 1 de donde T(z) e I(T™%).

Debido a que I(T) e I{T ') son del mismo radio, pode-
mos definir una transformacién T,;, compuesta por una trasla-

cién y una rotacidn, tail que
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Ty: HT)—I(T™*) y con z; ¢ I(T) tenemos que
T,(z:) = T(z:); T preserva la orientacidn, es isometria y

por ser conforme T, € Aut(C).

Supongamos que T : I(T)——+I(T_l) preservando ia orien
tacion natura1'de estos circulos, y recordando que es isome-
tria tenemos que si z,, z3 € I(T), z» # z3 entonces
T(z,) = Ti{z,) vy T(z3) =.T1(zs) luego por el teorema 2.5.1
a) afirmamos que |

Ti(2) =—T(z) para todo z € C
pero T, fija aT w contradiccién ! luego T no preserva la --
orientaﬁiﬁn al enviar su propio cfrculo isométrico en el de

su-inversa.

Una interpretacidén geométrica de T con relacifn a su

circulo isométrico es la siguiente.

Sea p e I(T) y por el teorema anterior T(p) e I(T ');
sea L la bisectriz.perpendicu1ar al segmento L' que une los
centros de I(T) e I(T™*). Si aplicamos una inversidn (sec;
2.7) respecto a I(T), p queda fijo, ¥y luego uﬁa reflexién -
respecto a L, entonces p cae sobre un punto p,, que pertene-
ce a I(T"*), y por Gltimo mandamos pl a T(p), por medio de
una rotacidn con centro en alc. Luegd si denotamos a la com
posicidn de las dos inﬁersiones éon la rotacidn, por ta trans
formacion T,, tenemos que T, : I(T]——#I(T“l) y To{p) = T(p).
Por el mismo razonamiento qué utiTizamos en la demostracidn

anterior, vemos que T; =T.
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Fig. 5

Hacemos la observacidn que l1os circulos isométricos

-1 . . ' .
I(T), I{T"") se intersectan, se tocan o son ajenos dependien
do del tipo de transformacidn (de ‘T1a seccidén anterior) que -

sea, veamos:

I(T) : |cz+d]j 1 con centro -d|c y radio 1/|c]| ;

1

[}

I(T"") : |cz-a] = 1 con centro alc y radio 1/|c|

" X3

Ta distancia entre los centros : |a/ctd/c| ;

La suma de los radios : 2/|c|

Entonces I(T) e I(T“l) se intersectardn si

[% + % | < 2/|c] es decir si |atd] < 2 o sea si T es elip
tica, de igual manera; si T es hiperbdlica I(T) e I(T"") son
ajenos; si T es parabGlica I(T) e I(T-l) son tangentes; si T
es loxodrémica puede suceder cualesquiera de 10; casos ante-

riores, excepto la coincidencia,.
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TEOREMA 3.7.2, Las fongifudes de una cuwrva vy en DIT)

son aumentadas en magnitud, y Las Longitudes de vy en E(T) --

son disminudidas en magnitud bajo La aplicaciln de T.

DEMOSTRACION:

Si z € vy & D(T), entonces |cz+d|< 1 y como

1T'(z)] = 1/|cz+d|?
tenemos que

T ) [> 1

Analogamente vemos que si 2z & y € E(T) entonces

|T'(z)]= 1.
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CAPITULO IV

GRUPOS FINITOS DE TRANSFORMACIONES BILINEALES

Antes de iniciar este capitulo hacemos la aclaracién
que el grupo G de transformaciones de Mobius en el cual tra

bajaremos, es finito.

Notar que si T e G es hiperbdlica, loxodromica o pa-
rab6lica, las transformaciones T® (n € Z) son distintas. Lue
go tal T no puede ser elemento de G, de donde concluimos que
G contiene unicamente transformaciones elfpticas y Ta identi
dad., Ademds cada eliptica de G tiene,trazé'= +2 cos 6 donde
oln és racional.

E1 grupo por tener un nimero finito de puntos fijos,
puede ser transformado, por una conjugacidén (ejem. 9, 1.5),
de tal manera que = no sea punto fijo-de ningin elemento de
G - {id}, por lo que Supondremds, sin pérdida de generalidad,
gue = no es punto fijo de T e G. Y asi toda T € G, con ex--
cepcidon de la identidad, posee su cTrcu1o isométrico, ya gue

de To contrario si ¢ = 0 entonces T(=) = =,
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4,1 ReGION FUNDAMENTAL.

Defin%éién'd;lli. La regidn abierta R es una regidén fun

damentaf del grupo G, si,

i} Para toda T e G - {id}, T(RYAR = ¢

i) Para toda z € C, existe T ¢ G tal que T(z) ¢ R
(aqui R denota Ta cerradura de R)

Nétese que si R es una regidn fundamental, existe un

conjunto fundamental Y tal que RE& Y E; R .

Veamos unos ejemplos de regiones fundamentales
1.- Tenemos el grupo de rotaciones

6y = (T_{2) = Q20M1/6, (g < p £5)}

y Ri={z : 0 < arg(z) < 1|3} es una regién fundamental pa-

ra G: . La vecindad de cualquier punto de la frontera de R
k| contiene puntos que son transformados en puntos interiores

de Ry, por una rotacién de un &ngulo de =1|3.
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E1 grupo de traslaciones

o
|

o
&
1

{T (z)} = z+m , m e 1}
m

Sea R, = {z : 0 = Re(z) = 1}

R

R, es una regidn fundamental para el grupo G,
Hacemos la observacidn de que en los ejemplos ante--
riores la frontera de R consta de dos curvas congruentes y

notamos que en el ejemplo 1, el {0} es punto fijo.

Notamos ademds que Ta regidn fundamental no es dnica,

cualquier regidn congruente a eila, es otra regidén fundamen-

tal.

TEOREMA 4.1.1. SL una hegilfn no contiene dos puntos

congruentes bajo G, Las Amdgenes de ebdfa nregifn bajo dos -~

trhans formaciones distintas de G, son disfuntos,

DEMOSTRACION:

Sea A una regidn que no tiene dos puntos congruentes

A



105

bajo G. Sean S,T e G dos transformaciones distintas tales -
que  S{A)D T(A)#¢.

Ya que S(A)n T(A) es abierto tomamos tres puntos dis
tintos z,, z2, z3 € S(AYNT{(A). Como S'l(zi), f'l(zi) € A
i=1,2, 3 y son puntos congruentes pues, T'l(zi) =

(T'IS)(S-I(zi)) y T°'S e G, tienen que ser el mismo punto:

-1 _ =3 .
S(zy) =T {zy) i=1,2, 3

luego cada z, es punto fijo de TS™Y. ¥ por el corolario 2.5.1.,

tenemos que

TS = id Tuege T = §

Esta contradiccidn concluye la demostracidn.

Llamaremos a R, Ta xegidn {fundamental de Ford para

G, a 1a regidn

R ="NE(T) (1)
TeG .

Como G es finito, Ta unidn de los circulos isométri-
cos de sus transformaciones son acotadas, Tuego = e E(T), pa

ra toda T € G, de donde » ¢ R de ahi que R # ¢.

TEOREMA 4.1.2. R es una regidn fundamental para G.

DEMOSTRACION:
Primero demostraremos la condicidn i) de Ta defini-
cidn 4.;ﬂ1;, recordando que R es abierto. Sea z € R, enton-

ces z ¢ D{T) para cualquier T ¢ G; por lo tanto, por el teo-

N
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rema 3.7.2, tenemos que [T'(z)] es menor que 1. Ahora bien,

como zZ ='(T"1oT)(z), derivando tenemos que:

1= (T77)(T(2))T"(z)

Tuego -1
T (2) = (T )Tz} » 1 ;

y nuevamente por el teorema 3.7.2. concluimes que

T(z) e D{T~"). Entonces T(z) £ R y la afirmacidn i) queda
verificada.

Ahora verificaremos ii), es decir que C = UT(R).
TEG

"(usando T en Tugar de T°', sin afectar lo afirmado).

Pero.como es una unidén finita, tenemos gue

UT(R) = UT(R) es cerrado.

Si -ii) no fuera vdlida, tendriamos un z, ¢ UT(R) ¥
por serng(ﬁ) cerrado, tendriamos un disco Q con ceﬁggo en
z, Yy radio r, tal que Qn égg(ﬁ)) = ¢, lo cual quiere decir
que Q no contiene puntos de R ni puntos congruentes a R. A
continuacidn construiremos una sucesidn de discos Q, T,(Q),
T,(Q), .... arbitrariamente grandes, To cual es una contra--
dicidn por ser G un grupo finito, luego quedaria probado que

R es una regidn fundamental.

Como zZg ¢Tg£(ﬁ), entonces z, &€ D(Tl)UI(Ti) para al
gin T, ¢ G. Consideremos Tl(Q), T, es equivalente a una
inversién en I(T ) seguida‘de una reflexidn en una recta y
una posible rotacién. ta magnitud de Tl(Q) estd determina-

da por la inversidn en I(T ).
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Supongamos primero que z, € I(T,) cuyo radio es ro

. es exterior a Q. Encontremos el radio de

y cuyo centro z
T,(Q)}, que denotaremos por r,, veamos :

Sean p y q puntos de Q, que se encuentran a una distancia
LETE AT A + r, respectivamente de zo . Y sean x, y las

distancias de Z;s @ los puntos inversos de p, q con respecto

a I{T,), respectivamente.

‘Por lo que
pé = U& + rg)ey y ﬁf = 01 - ry)eXx
lTuego
r, = {x-y)/2 = ro/(l-r%/rlz) (2)

Si z, € D(T,) entonces

Tz krg (3)

con k = 1/(1-r3/M)

siendo M un ndmero real mayor que todos los radios de Tos -

circulos isométricos de los elementos de G.

Si aplicamos a este nuevo disco una transformacidn
de G, con las mismas condiciones que la anterior, obtendre--

! " mos un disco de radio r,, tal que
r, > r1/(1-r§/qf) > kry > k2 r,

Continuando este proceso encontramos para cada n un

circulo Qn de radio » congruente con Q, tal que

> knrﬂ - (4)

g3 g
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1o que conduce a la contradiccion ya mencionada, y termina -

la demostracidn.
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4,2 ARISTAS Y VERTICES DE LA FRONTERA DE R.

Denotaremos a la frontera de R por 8R . Nitese que

JR C UGI(T); luego dR es unidn de arcos circulares puesto
TE

que G es finito.

Definicibén 4.2.1. Un punto frontera por el cual pasa -

mds de un circulo isométrico, le Tlamamos vératice. En el ca
so que el punto frontera descanse sobre un s6lo circulo iso-
métrico, y ademds sea punto Tijo de una transformacién elfip-

tica de perfodo dos, le 1lamamos también vértice.

Definicidn 4;2;2. Llamaremos arista § Lado de dR, a cada

componente conexa de dR-{vérticesl}.

Cada arista es un arco abierto de un I(T), T ¢ G tal

que cada uno .de sus dos extremos es vértice.

TEQREMA 4.2.1. Las arisitas -de IR, forman un conjunto de

arcos congruentes bajo G por parnes, y cada dos arcos con- -

gruentes son de La misma Longdifud.

DEMOSTRACION:
Sea p un punto frontera que no es vértice, p e I(T)
para alguna T ¢ G, sea p' = T(p) Tuego p' e I(T"l), por el
teorema 3.7.1. Supongamos que p' estuviera en D{S) para

A
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alguna S e G, por el teorema 3.7.2., S magnifica longitudes
en la vecindad de p', luego ST magnifica longitudes en la ve
cindad de p; de donde p € D(ST), lo que contradice el hecho
de que p es un punto frontera. Asi p' no estd en D(S) para
ningin S e G, luego p' es punto frontera. Nos falta probar
que no es vértice.

Considerando que no hay circulos isométricos en la -
vecindad de p, con excepcién de I(T), los puntos de I(T) en
la vecindad de p son puntos frontera no-vértices. Asi hemos
visto que el arco frontera de I{T)} que contiene p, es con---
gruente bajo T con el de I(T—l) que contiene p'. Y por la
férmula (10) de Ta seccidn 3.7., tenemos que dichos arcos -

son de 1a misma longitud.

PROPOSICION 4.2.1. Si p es un véntice de dR y T una -

trhans formacidn de G taf que p' = T(p)l € oR, entonces p' es -

un viértice,

DEMOSTRACION:

Sea p un vértice por el cual pasan Jos circulos iso-
métricos I(T), I(S). Entonces los cTrcu1os isométricos
I(T"') y TI{(ST™ ') pasan por p', pues S manda a p en atgtn -
punto sin alterar longitudes, luego ST~ ' manda a p' sin al-
terar longitudes. Asi el mismo nimero de circulos isométri-
co0s que pasan por p, pasardn por p', Tuego p' es un vértice.

Veamos un ejemplo.
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Sea G el grupo cuyos elementos son:

TD(Z) = Z, Tl(z) = '?;_—%! TZ(Z) :_5‘12-_1’ TS(Z) = Tz-2

Los respectivos circulos isométricos son:

I{T,) = {z e C :|zf2/3| = 1/3}
I(T,) = {z e C: |z=1/5| = 1/5}
I{Ty) = {z e C: |z-2/7] = 1/7}
I(Ty) = {z e C: |2-3/7|= 1/7}
I{Ts) = {z e C: [z-3/8|= 1/8}

¢: arista

Ii =T (Ti)
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Notamos de estas férmulas y de la figura (8), los --

siguientes hechos; que son ilustrativos de las proposiciones

anteriores.

a) La regidn fundamental R de (1) estd acotada por arcos
de Tos cfrculos I(Ty), I(T,).

b) T, ¥y T2 son elipticas por tener traza 0, *1 respectiva-
mente.

c) T. deja fijo al 1 y al 1/33 T, deja fijo al 0 y al 2/5.

d) py p' son vértices y Ti(p) = To(p) = p'.

e) Por el teorema 4.2.1., T;(cl) =0, ¥ Tg(cz) =0_,

f) 0 y 1 son vértices de dR, pdr ser huntos fijos de T, ¥

T, que son transformaciones elipticas de perfodo dos.
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4,3,  CicLoS DE VERTICES

Sea A; un vértice de dR, y sean o(S), ofT) los la--
dos que se intersectan en A;, Tos cuales estﬁn orientados de
tal manera que R estd a su iiquierda y tal que o{T) sigue de
s{(S), es decir A; es el punto final de «(S) y el comienzo de
o(T). Estos Tados son 1levados por S y T en sus lados con--
gruentes o(S™ ') y o(T™*) de R, Ahora nos fijamos en la se--
gunda de las transfermaciones mencionadas, o sea T, que co--
rresponde al lado que comienza en A,. A, es 1levado por T
en un vértice A, colocado al final dé c(T;I), Esto estd jus-

tificado por el teo}ema 3.7.1.

Ponemos Ty =T , o ='g(T) y el proceso se puede re
petir ahora con A,, dando un elemento T, € G que Tleve a 1a
arista o, < I(T,), que empieza en A,, en la arista
To(0,) € I(Tzl)‘que termina en un vértice A;. Continuamos -
de esta manera, hasta que un vértice es llevado de vuelta a
A,, Yo cual ademds es inevitable, pues el nlmero de vértices
de 3R es finito ya que G es finito.

Veamos la siguiente figura como una ilustracibn sencilla:
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En este ejemplo tenemos que:

Ty, T2, T3 6 G5 o0, 0375 o5, € oR tal que Uig;I(Ti)’U—ﬁ;

I(T. ) vy Ti(ci) =o_; - Sea A, un vértice de 4R, que estd

al comienzo de o1 ¥
a) Ti{A) = A;

b)  T.(A2) = A
C) Ta(As)

|
I
=

Aqui tenemos que A, A, A3 son vértices congruen--

tes.

Definicitn 4.3.1. Un ciclo es un conjunto de vértices con
gruentes, Al? Az,...,Am_}, AL = A!', 1levados de uno en otro

por el proceso descrito anteriormente.

Veamos que no hay ;vértices de 4R congruentes con

A, , mds que los del ciclo.

Sea {A,, Az,...,Am} un ciclo y sean T,, TZ,...,Tm
Tas transformaciones de G, que 1Tevan a A; en A,, A, en A,,

... yA en A,, respectivamente, como ya se describid.
m

Consideremos la manera en que las imdgenes de R, ba-
jo ciertos elementos de G que indicaremos a continuacién, se

acomodan junto a A; . Las transformaciones T , Tme oo
. m -1

T T _...Tlelllevan A, Am_l,...,Allrespectivamente en A,
y a R en regiones que llamaremos R , Rm . s+..sR Tespectiva-
n -1

mente,

Observemos primero que Tm(Am) = Al_ ¥y que Tm(R) =R_.

~
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luego Rm es adyacente a R, a lo largo de la arista o_ >
que termina en A,
| - : 3 . = ¢ _
En generatl Ti(Ai) es igual a Ai+ly Ti(R) Ri , don
de Ri es una regidén que se junta con R a To largo de un lado

i . Etnton T .... ' = R - -
que termina en Ai+1 onces T_ Ti+1(R) it Y

Tm...Ti+1Ti(R) = Ri son adyacentes a 1o 1argo de un arco

que surge de Ay

ET1 dngulo de las aristas de dR en An, se preservan

debido a que 1las Ti son de M&bius (conformes), es decir es

el mismo dngulo que el dngulo de las aristas de Rn en'A;.

Con relacidn a la figura (9) las regiones nos queda

rian asfi; cerca del vértice A;::

Fig. (10)

Como las regiones congruentes no se traslapan (Teore

ma 4.1.) tenemos dos posibilidades, que son é&stas:

a) Ri1 = R,. y por lo tanto las regiones R, R _;, ...Rz, R
1lenan compietamente el dngulo alrededor de A;, conctul
mos que la suma aytaz+...+a de los dngulos dé Ren -
los vértices de ciclo es de 21. |

b) R, # R, entonces S = Tme_ .;.Tng es una transformacidn

1
’ ’




116

eliptéica, tal que S(A,) = A,. Su multiplicador es K = e 1°

donde o es el adngulo que S rota las curvas que pasan por A, ;
como S(R) = R entonces o es‘1a suma de los dngulos de Tos -
vértices del ciclo. Pero después de un nimero f%nito k, de
aplicaciones de S, la regifn alrededor de A; se llena comple

tamente y sk(R) = R. Por lo tanto
G1¥ OL2"'---"'0‘“1 = 2n/k (5)

Ahora podemos ver claro que no hay vértices congruen
tes con Ay, mds que los del ciclo. Pues si suponemos lo con
trarjo, la transformacidn de G, que T1leva a algln vértice no
perteneciente al ciclo, a Ai1; lleva a R en una regifn que -
forzosamente se traslapa con alguna de las anteriores, lo -

cual no puede ser.

Resumimos 1o anterior en los siguientes teoremas:

TEOREMA 4.3.1. No hay véntices, fuera de un ciclo, con

ghuentes con algun véritice pe&tenecienia al ciclo. La suma
de Los dngulos en Los véntices de un ciclo, es 2u/k, donde &
esd un entero. Si k es mayor que 1, cada vértice def cicho

ed punto fifo de una transformacidn ellptica de perfodo k.

" TEOREMA 4.3.2. Cada ciclo determina una helacidn de fa

forma (T T

m_l...Tle}k = 4d, satisfecha por Las Zransformacdic

nes que unen Los fLados congruentes de R, Aqui k estd determd

nada por (5).
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Volviendo al ejemplo de la seccidn 4.2, observamos -
que en la figura (8):

a) La arista 7, comienza en el vértice p, y es llevado -
por T, en la arista c_, que finaliza en p'. ET1 lado o_, que
, que finaliza en p.

. -1
empieza en p' es 1levado por T, en o_,

Entonces podemos decir que {p, p'} es un ciclo.

b) ta transformacidén S = TZlTl no es la identidad, puesto-
que la suma de los dngulos en p y p' es menor que 21, enton--
ces S es eliptica con p como punto fijo, y encontramos que

$* = id, y por el teorema 4.3.1 Ta suma de los &ngulos del ci

clo {p, p'} es de 21/3.

c) E1 conjunto {0} constituye un ciclo pues T2(0,) = o_,

T;l(d_z) =0, el éngu]o'es I y por el teorema 4.3.2,-T§=id.

d) ET conjunto {1} constituye un ciclo, Ti(oy) = o_ vy

Ti*(o_,) = o,, su &ngulo es I, por lo tanto T§‘= id.

En este ejemplo 4R tiene tres ciclos.



4.4, FUNCIONES AUTOMORFAS.

Definicidn 4.4.1. El domindio de existencia de una funcién

analitica univaluada f, es el conjunto de puntos.para los cua

les f es analitica o tiene polos.

Definicién 4.4.2. Diremos que una funcidén f es automorfa

respecto a un grupo G de transformaciones si se cumple To si-

guiente:
i 1. f es funcidn analiticia univaluada.
2. E1l dominio de f es invariante bajo G.

3. f es G-equivariante: foT = f para toda T € G &

ALIL gy‘
o 0ﬂf

TEOREMA 4.4.1. Una funcifn automonfa no constante to

ma su valor con multiplicidad k, o un mdltiplo de k, en un -

vérntice peateneciente a un ciclo cuya suma de sus dngulos es

n/k.

DEMOSTRACION:

Si k = 1 no hay nada que probar.

Séa k>1 y sea zy un vértice.que pertenece a un ci--
clo cuyos dngulos suman 2n/k. Luego por el teorema 4.3.1.
tenemos que z, es un punto fijo de una transformacidn e?fpti
ca de periodo k.

Recordamos que una funcidn f anantfca en z,, deci--
mos que tiene muitiplicidad s en z, & que toma su valor s‘vé

ces en z,, si podemos escribir en una vecindad de z,,’
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fz) = flze) + (2z-24)% ¥(z) (6)

donde e¢(zp) # 0 y ¢ es analitica en z,
Sea z, un punto fijo de una transformacign eliptica
S de perfodo k. Supondremos primero que z, es finito. En-

tonces debido a (1) en 3.1., S satisface la férmuTa

S(z)-z, _ ezHi/k_ Z-7Z, (7)
S(z)-z z2-2§

donde z, es el otro punto fijo de S. Ahora bien tenemos por

(6)

flz) = fzg) + ZZa)7y(qy (8)
. ’ Z—Zé)s
para z suficientemente cerca de z,, con y(z} = (z-z})% ¢(z)

analitica y distinta de cero en z,.

Consideremos una vecindad circular U de Z,, invarian
te bajo S (seccidén 1.2), en la cual se tiene (8). Si z e u,
como z, es un punto fijo de S, tenemos que el punto S{(z) es-

td en U, y por la férmula (8)

F(S(2)) = £(z,) + 3E)=20)® y i)

(S(z)-2z3)%
y por (7) tenemos que
F(S(z)) = flz,) ;-Ezigilsazﬂis/k 2(5(2)) (9)
(z-z4)°®

como foS = f jgualamos (8) y (9), obteniendo
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p2lis/k _ ¥(z) ;
¥(s(z))

ya que S(z)— z, cuando z— z,, tenemos

e2llis/k _

de donde concluimos que s es mialtiplo de k.

Si f tiene un polo en z,, 1/f es una funcidén automor
fa con un cero en z,, cuyo G6rden es miiltiplo de k, entonces

f tiene un polo de 6rden miltiplo de k.

Supongamos ahora que z, es el punto al infinito. Pa
ra demostrar el teorema en este caso, unicamente sustituimos

a z-zg por 1/z en (6) y la demostracidn es igual al caso an-

terior.
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4.5, PorLos v CEROS EN LA REGIGN R

Para contar los ceros y los polos de una funciﬁn autg
morfa que se encuentran en 1a regidn fundamental, es necesa--
rio establecer ciertos convenios para el conteo de los polos
y ceros que descansan en Ta frontera de R. Los convenios son

estos:

1) Si hay un polo o un cero en una arista o € I(T)}, hay

un polo o un cero en el punto congruente en T(g) ©

I(T'l); S61o uno de éstos 1o contaremos como pertene
ciente a R..

2) E1 6rden verdadero (s} de un polo o de un cero en un
vértice, serd dividido por una cantidad igda] al nﬁmg
ro ‘de regiones que ahf se encuentra, (ver la descrip-
ci6n en Ta seccidn 4.3). Si hay m vdrtices en e] ci-
clo y 1a suma de sus dngulos en .Jos vértices es de
21/k, entonces km regiones se encuentran en cada vér-

tice, y tenemos s/km polos o ceros en cada vértice,

por 1o que se contardn s/k polos o ceros en todos los

vértices del ciclo.

TEOREMA 4.5.1. Una funcibn automoifa aeépedto a un gru

po findito de Zransformaciones, La cual no es identicamente -
cero, tiene Lgual ndmero de cenos y de polos en La negidn -

fundamental.




DEMOSTRACION:

Por el principio del argumento tenemos

N-M=2—§[-Ifadlog(f(z))=§ﬁ—i[aR§%—)dz (10)

recordemos que (10) se satisface solo cuando f(z) no tiene -
polos ni ceros en 9R. En (10) N denota el niimero de ceros y
M el nlmero de polos, en el inteﬁior de la regién fundamen--
tal.

Supongamos' primero que f no tiene ni polos, ni ceros
sobre la frontera de R. Consideremos las partes de la inte-
gral que comprenden un par de aristas congruentes, sean és--

tas o y T(o). Su contribucién a l1a integral total (10) es,

[fI(Z) dz f f'(W) dw (11)
- (z) flw)

+

T(7)
pero tenemos que

f'(w) dw _ F(T7(Z))
Tw) -_/; FIT(

_ [ (foT)'(z) dz (12)
o (FeT)(2)

como f es automorfa, tenemos que (12) es igual a

_[ 'f‘(z) dz
s flz)

T'(z) dz
z))

(o)
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por 1o que (11) se cancela y tenemos N-M = 0; es decir N = M

y el teorema queda demostrado para este caso.

Supongamos ahora que hay un cero o un polo en el pun
to zy € o, por lo que también lo hay en T{z,) e T(c), para -
este caso deformamos la arista o, de tal manera que Ta curva
sobre la que integramos no pase por z, . Demos una bola -~
B(zo,e) con centro en z, y radio suficientemente pequefio; y
sea R' = R U B{z,,e} - T(B(zo, €}), asT podemos integrar so
bre Tas partes de B(zo,e ) y su imagen bajo T, que nos inte

resda.

T(zo) “fzo Zg.

T(zg)-

T(¢) o T(o) o
Fig. (11)

Solamente un ceroc o un polo queda en la nueva regidn

fundamental R'; y el teorema se mantiene pues las integrales

de Tos lados congruentes se cancelas como en el caso anterior.

Por G1timo supondremos que f(z) tiene un cero o un -
polo en un vértice. Empecemos estudiando qué sucede si f -
tiene un cero de orden s, en un vértice An. Para integrar -
alteramos la trayectoria para que excluya a A, de Ta siguien
te manefa:

Sean dos aristas o, 'que va de B a An Y o, que va de An1 a G,

como vemos en la figa(ﬂn. Sea el punto Bnl'que pertenece a o¢
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yque estd a una distancia r, de A_; sea también el punto C
m m
que estd en %1, a Ta misma distancia r de A.. Trazamos una

curva ¥ de B a C e integramos sobre ella
m m

m
Fig. (12}

Las partes que restan de las curvas, por estar empa-
rejadas por elementos de G en cuyos circulos isométricos ya-
. cen, son congruentes por pares, por lo que las integrales se

cancelan como en los casos anteriores.

La funcidén f es meromorfa en Am, entonces

f(z) = (2-A)° ¢ (2)

con ¢(z) analitica y distinta de cero en Am, tenemos que

s
log f(z) 'ﬂog(z—Am) w(z) + 2n1i

fl

slgg(z-Am) + Tog (e(z)) + 2nmi
alglin ne Z ;

vy su diferencial correspondiente es

d Tog f(z) = -5 92, ¢(z) dz

z-A e(z)
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luego

1
pero tenemos que J(—fllzl-dz tiende a cero, cuando r tiende
y ¢{z) .

a cero, &sto es debido a que R4 (z) es analitica; la otra. -
v(z)

integral la resolvemos.

s dz_ s log (z-Ap)
o Z—Am -

por 1o que (13) tiende a -is x A , entonces
m

= -is (%A )

L d Tog f(z) — - = (xA_)

2T1 v 20

sumando para todos los vértices del ciclo, tenemos

N-M = =2 575 A = -s/k
21 2.7

de donde N + s/k = M.

Cogmo N es el ndmero de ceros en R y s/k el nimero de
Tos que hay en los vértices (contando los polos negativamen-
te), demostremos que el nlmero de ceros es igual al ndmero

de polos. Y asi el teorema queda demostrado.
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TEOREMA 4.5.2. Una funcibn automornfa, La cual no Zie-

ne polos en La nregidn fundamental, es una constante.

DEMOSTRACION:

Sea f automorfa que no tiene polos en la regidn fun-

damental R, sea z, ¢ R y escribase ¢ = f{z,).

Entonces la funcidn que envia z en f(z)-c, es una --
funcidén automorfa con un cerc en z, y no tiene polos. Esto
es posible unicamente si f(z)-c=0, por el teorema anterior.

De donde deducimos que f(z) = c para toda z .

TEOREMA 4.5.3. Una funcidn automonfa no-constante fo-

ma & cada valor, el mismo ndmero de veces en La negibn fun-

damental.

DEMOSTRACION:

Sea T una funcidn automorfa no-constante.

La funcidén f tiene un nidmero finito de polos en la -
regién fundamental. Y la funcién que envfa z en f(z)-c, don
de ¢ es cualquier constante, tiene el mismo nimero de polos
que f, y por el teorema 4.5.1., tenemos que f(z) es igual a

c, tantas veces como el nimero de polos de f.
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4,6. GRUPOS DE ROTACIONES DE S6L1DOS REGULARES

Construiremos grupos finitos de transformaciones de
C, formando grupos finitos de rotaciones en la esfera I, en
R®, y proyectdndolas estereograficamente sobre el plano com-

plejo, como en la seccib6n 2.8. Daremos un nombre a ta pro--.

yeccidn estereogrdfica.
Y: o, — C

Procederemos como sigue:

Sea X un sdlido regular inscrito en z,, necesariamen
te con su centro de .. Existen ciertos movimientos rigi--
dos del espacio los cuales TTevan a X en s mismo. Estos mo
vimientos que intercambian las caras de X, dejan fijo el cen
tro de la figura, pero que cada movimijento es una rotacién -
alrededor de un eje que pasa por el centro. Es claro que el
conjunto de todas estas rotaciones, QUe Tlevan a X en si mis
mo y que llamaremos Rbt(X), es un grupo, pues la composicidn
de dos de ellas, asi como Tas inversas dejan a X invariante
y son restricciones de jsometrfas de R?, y por lo tanto per-
tenecen a Rot{X). Por estos movimientos Ta esfera Zo rota -
alrededor de sus ejes diametrales, y aplicando Y a dichas
rotaciones de Rot{z,), obtenemos transformaciones bilineales

elfpticas correspondientes; como lo demostramos en la propo-~

sicién 3.6.1.
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Observamos que el grupo Rot(X) es finito, puesto que

tanto el nimeroc ¢ de caras como el ndmero p de aristas en ca
da cara del s6lido, son finitas; .y es claro ver que el nlme-
ro N de rotaciones que Tlevan a X en si mismo es N = cyu, 1u§
go Rot(X) es finito. Y asi tenemos que las correspondientes
transformaciones bilineales forman un subgrupo finito de
Aut(C).

Sea G*Q Rot{z,) y sea G & Aut(é)e’l grupo de las -

transformaciones bilineales oorrespondientes. Por medio de

la relacidon dada por

CT=YTYY Te6, T eg”

tenemos que G Yy 6" son isomorfos. Recordando que G actGa en
~ *
C y que G actlia en Z,, observamos que por medio de Ta biyec

cibn ¢: o — C , estas acciones son equivalentes.

UN ESTUDIO DEL OCTAHEDRO

ITustraremos lo anterior construyendo el grupo de --

transformaciones, que llevan al octahedro en s mismo.

Supondremos que el octahedro X estd inscrito en xq,
con su centro en el origen (ver figura 13). Estudiemos los
ejes alrededor de Jos cuales el octahedro es rotado en s{ -

mismo. De éstos hay tres clases a saber:
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Fig. (13)

Primero tenemos tres ejes que unen los pares de vér-
tices opuestos, como por ejemplo KK'; estos ejes rotan un &n
gulo /2, de 1 o de 3n/2 y X es 1levado en si mismo por lo
qUe en este caso tenemos nueve rotaciones, tomando en cuenta
Tos tres ejes de este tipo, dos de perfodo cuatro y una de -

perfodo dos.

Luego estdn los cuatro ejes que unen los puntos me--
dios de pares de caras opuestas, como por ejemplo MM', y en
este caso X necesita ser rotado un dngulo de 2n/3 o de 41/3,
para ser llevado en s mismo, por lo que aqui tenemos ocho -

rotaciones de este tipo, las cuales son de perfodo tres.

Finalmente estdn los seis ejes que unen los puntos -
medios de pares de aristas opuestas, ejemplo NN', que al ha-
cer una rotacidn de 1n, 1levan a X en s{ mismo, de aquf que

tengamos seis rotaciones mds de periodo dos.
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De estos tres tipos de ejes tenemos 23 rotaciones y
agregando la identidad, concluimos que el grupo de rotacio--
nes, los cuales 1levan a X en s{ mismo consiste en 24 trans-
formaciones. Y el grupo correspondiente en el plano compie-

jo extendido, consiste de 24 transformaciones bilineales.

Para determinar cuales son las transformaciones del
grupo, encontramos primero los puntos fijos de las rotaciones,

0 sea los puntos donde 1os ejes de rotacidén intersectan a g,

después los proyectamos en el plano complejo, y como sabemos
por Ta proposicidn 3.6.1. que las rotaciones de Ta esfera co-
rresponden a transformaciones elipticas, tenemos que T {(ta--
transformacién eliptica correspondiente a la rotacidn I,) es

td dada por
T(Z)—Z{..__ ie Z-2Z3 (14)
T(Z)-Zz Z-2Z»

donde © es el dngulo de rotacién y z,, z, las proyecciones

en ﬁ de 1os puntos fijos en zg.

Conozcamos algunas transformaciones de dicho grupo:
Sean los puntos L = {1, 0, 0) . Proyectamos L y L'
estereogrdficamente por medio de Ta ecuacidn (30) en 2.8 y -
obtenemos (L) = 1, y(L') = -1 Los dngulos de rotacién por
el eje LL' son n/2, n 6 3n/2, por lo que e1® es igua] a
i, -1, =i respectivamente. Entonces las transformaciones =
bilineales correspondientes a las rotaciones no triviales --

del octahedro, alrededor del eje LL' son estas:

AN



l(z)_l = KZ-]. k = JC'_, _1’ ’(-'
T{z)+1 z+1 :
Consideremos ahora los puntos N = (-1//2, 0, -1/2 )
N' = (1/¥2, 0, 1/V2Z ) y sus proyecciones en el plano - - -
s(N) = -(V2+1), p(N') = v2-1. EV dngulo de rotacifn por el
&)

eje NN' es m, por lo que el® es -1, sustituyendo en (14) ob-

tenemos
- z=-1
S(Z) | ) (15)

Finalmente consideremos los puntos M =(-1/V§, -1//3,
1/v3);M' =(1/V/3, 1/¥3, -1/V/3) y sus proyeccionés p(M) = - -
~{144)/(V3-1), p(M') =(1+4)/(¥/3+1). E1 dngulo de rotacién -
alrededor del eje MM"es de 21/3 o de 41n/3, por lo que‘eia
es igual ﬁ (-1+L?§)/2 6'(~1-£7§)/2 respectivamente; sustitu-

yendo esto en (14) obtenemos las transformaciones bilineales
corréSpondientes, que denotaremos por W.

Como K puede ser 11eVadq en K', o0 en cualquiera de -
los cuatro vértices restantes de X, por medio de Tas rotacio
nes que llevan a X en sT mismo, tenemos que las proyecciones
de esos seis puntos son congruentes, relativo al grupo de -
Aut(E) que corresponde a Rot(X). De igual manera las proyec
ciones de Tos puntos medios de 1as caras de X, son congruen-
tes y To misma sucede con las proyecciones de Tos puntos me-
dios de las aristasde X . Por este hecho Tos puntos fijos -

ya mencionado de Tas transformaciones elfpticas, que forman

el grupo, son divididos en tres conjuntos, donde todos Tos
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puntos fijos dentro de cada conjunto son cengruentes. Note-
mos que un vértice no puede ser Tlevado, por una rotacidén -
que TTleve a X en s mismo, en un punto medio de una cara o
una arista.

Podriamos formar una regidn fundamental del grupo, -
por medio de los circulos isométricos, pero lo haremos aquf

de una manera distinta.

Considérese el triangulo KPL', en la superficie del
octahedro, formado por la unién de los vértices KL' en Tos
extremos de una arista, y el punto medio p de una cara adya-
cente.

Si rotamos el eje MM', el cual pasa por p (ya que M
es la proyeccidon en la esfera de p € X), el trfangulo es Tle
vado en otro triangulo que colinda..con el Tado L'P y éste --
trfangulo es Tlevado en otro que colinda con el Tado KP. Si
aplicamos algin otro elemento de Rot(z) al trfangulo KPL', -
éste e5 1levado a otra cara, luego KPL' cubre esa cara por
otros elementos de Rot(X):; si proseguimoé asf tenemos que, -
el trfangulo KPL' junto con sus imégenes (que no se trasla--
pan entre si) cubren todo X. Por lo que el trfangulo KPL' -
es una regién fundamental para el grupo Rot(X). Si proyecta
mos dicho triangulo sobre la superficie de la esfera, siendo
el origen el centro de proyeccidn, tendremos un triangulo es
férico formado por los arcos MK, ML' y L'NK, que debido a Ta
proposicidén 1.4.1.(j) es Ta regién fundamental para el grupo

Rot(X) actuando en o, y Su proyeccidn estereogrdfica en el

hY
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plano complejo nos da la regién fundamental RS;'E, para el

grupo de transformaciones bilineales correspondientes; y ve-

mos que suU frontera consta de tres arcos circulares o partes

de rectas.

Hay -precisamente un elemento de G, para cada trasTada
do de la regidn fundamental. Estd claro que para el grupo -
Rot(X) tenemos 23 trfangulos mds sobre X, congruentes con =
KPL'. Si éstos 23 trfangulos son proyectados sobre Ta esfe-
ra, y éstos proyectados estereogrificamente sobre 6,-tenemos
23 regiones congruentes a la regid6n fundamental aﬁteriormen-

te descrita, las cuales 1lenan c
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N7 ESTUDIO DE UN S6LIDO REGULAR GENERAL.

'1- Nos serviremos de la siguiente notacién:

C: nimero de caras del sglido
V: nimero de sus vértices

A: nimero de sus aristas
u: nlmero de aristas que rodean cada cara

v nimero de caras que se encuentran en cada vértice.

Definicidn 4;7.1._ Un didmetre del sdélido X es un eje -

por el cual el s6lido X puede ser rotado en si mismo.

Si un didmetro de la esfera, es un didmetro de X., -

entonces cada mitad de dicho eje (radio de z,), pasa por

a) un vértice; o bien

b) el punto medio de alguna arista; o bien

¢) el punto medio de alguna cara.

Las rotaciones minimales alrededor de un diametro del

a) son de perfodo v; del tipo
b) son de perfodo 2; del tipo

c) son de perfodo u.

E1 Gnico caso en que tas dos mitades de un didmetro
no son del mismo tipo, ocurre en el tetrahedro, en donde a--

fortunadamente u = v . .
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Es claro ver, que los puntos fijos de las transforma
ciones en el plano, son las proyecciones de los extremos de

los didmetros de la rotacidn correspondiente.

Los extremos de los didmetros de X se proyectan en -

puntos de E,- que se llamardn de tipo a), b), ¢).

Los elementos del grupo con estos tipos de puntos fi
jos tienen los perfodos indicados. Entonces tenemos que un’

grupe finito de transformaciones tiene ¢+V+A puntos fijos.

Un punto medio de una cara, admite ser 1levado, por
medio de una rotacidn que transforma al s6lido en s mismo,
en otro punto medio de cualquier otra cara, un vértice en --
cualquier otro vértice y un punto medio de una arista,'en el
punto medio de cualquier otra arista. Por lo que tenemos, -
igual que en.-el ejemplo del octahedrd, tres conjuntos de pun
tos fijos congruentes, que constan de ¢, VY y A puntos.fijos

congruentes.

‘La regidn fundamental del grupo, puede ser construi-
da de igual manera que en la seccidn anterior, uniendo los -
extremos de una arista al punto medio de la cara adyacente,
este trfangulo se proyecta a la esfera, y éste se proyecta -
estereograficamente sobre el plano, obteniendo asT l1a regidn

fundamental del grupo de transformaciones.

De igual manera que en la seccidn anterior, tenemos
tantas copias de la regidén fundamental, como elementos tiene

~
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el grupo.

En el siquiente cuadro, presentamos una lista de to-

dos los s6lidos regulares con su nlimero de vértices, caras, -

etc., y el nimero N de transformaciones que forman al grupo
CuaDro 1

C v A u v N
Tetrahedro 4 4 6 3 3 12
Cubo ) 8 12 4 3 24
Octahedro 8 6 12 3 4 24
Dodecahedro 12 20 30 5 3 60
Icosahedro 20 12 30 3 60
Dihedro 2 n n n 2 2n

E1 G1timo sdl1ido que aparece en el cuadro, el dihe--
dro, es un s6lido ideal de voldmen cero, podemos verlo como

un s61ido regular de n lados, inscrito en Ta circunferencia

"ecuador de la esfera®. La recta que une los puntos KK' -
(dé la fig. (13)), es un eje alrededor del cual la figura -;
puede ser rotada en si misma, a traves de mdltiplos del dngu
lo de 2n/n. Las rectas que unen los vértices opuestos, 0 -
los puntos medios de las aristas opuestas, son didmetros Tos

cuales 1levan a la figura en si misma con un &ngulo I.

Tenemos para n = 2 en el grupo dihédrico, el grupo -
de transformaciones 1lamado, ef giupo cuatho, que comprende

Tas cuatro rotaciones que Tlevan al eje real y al eje imagi-

s
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nario cada uno en si mismos.

Otro grupo no incluido en el cuadro, el mds simple -
de T1os grupos finitos, 1lamado ef grupo cfelico elipitico, el
cual tiene dos puntos fijos no-congruentes, pues consiste en
el grupo de rotaciones que 1levan a una pirdmide regular en
sT misma.

Observemos en el cuadro I, que si intercambiamos 1los
ntmeros ¢ y V y los ndmeros y y"ﬁ del cubo, obtenemos 105'&§
tos del octahedro; también si intercambiamos Tos datos c y V
p y v del dodecahedro obtenemos los del icosahedro. Los da-

tos del tetrahedro se vuelven en si mismos, por el intercam-

bio mencionado.

Hemos encontrado cinco tipos de grupos finitos de -
transformaciones bilineales, el grupo ciclico eliptico, el -
grupo dihédrico, grupo tetrahédrico, octahédrico y por alti-
mo el icosahédrico. Cada uno de estos grupos puede ser trans-

formado, como en el ejem. 9 de 1.5, y obtener otros subgrupos.

En Tas Gltimas dos secciones siguientes, veremos que

los grupos finitos mencionados son fLos dnicos subgrupos fini

tos de Aut(a).

Definicidn 4.7.2. Llamaremos Grupos Poliédnicos,

a los grupos finitos de transformaciones bilineales de Aut(a)g
que corresponden bajo 1a proyeccidn estereogrdfica, a las ro
taciones de z,, que Tlevan al dihedro, tetrahedro, octahedro

y al icosahedro, estando éstos inscritos en x,, en si mismos.

b



138

4,8, DETERMINACIGN DE TODOS L0S GRUPOS FINITOS (PARTE I)

Sea G un grupo finito de N > ! transformaciones bili

neales, donde =« no es punto fijo.

PROPOSICION 4.8.1. Cada punto {L{fo de orden k de G, -

es congruente a un vértice de R {regidn fundamental) que pexn-

tenece a un ciclo de dngufo totatl 2nu/k.

_DEMOSTRACION:
Sea zo un punto fijo de orden k; hacemos la observa--

cién que Tas k transformaciones que satisfacel) S(z,) = z, son

potencias de una transformacion eliptica con multiplicador

eZHl/k

Por la definiciénde regién fundamental sabemos que

existe un punto T(zs), congruente con z,, dentro de R o en
la frontera de R, y por la proposicidén 1.4.3. T(zn) es un -
punto fijo de orden k y por 1o tanto tenemos k puntos congru
entes en la vecindad de T(z,), de donde deducimos que - -
T(zo) € OR y por el mismo argumento T{z,) tiene que ser vér
tice. Por la observaci6n hecha anteriormente y el teorema -
4.3.1, concluimos que T(zs) pertenece a un ciclo de &ngqulo -
2n/k.

Construiremos ahora la funcion f:é e 6 definida -

por
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f(Z) = W,I_(_Z.)_'_a (16)
T{z)-b _

Ted

donde a y b son puntos distintos inferiores de R.

Es fdcil ver que f es automorfa respecto al grupo G,

comprobémosio:

Primero, f es meromorfa por sefuna funcidn racional,

y su dominio de existencia C es invariante bajo G.

Finalmente, la equivariancia sigue de

f(s(z)) = _{]_IL§L111;3
- T(S5(z))-b

Teb

_ _[1~U(z)—a
U(z)-b

UeG

f(z)

ya que la correspondencia T —— UoS es biyeccidén de G.

Por el teorema 4.3.1. aseguramos que por (16), como
f tiene un polo simpie en R (a saber en b}, entonces f toma
cada Ea]or de C una sola vez en R. Ese mismo teorema nos ha

obligado a contar Tlos valores, que la funcidén toma en los -

A}




vértices, de una manera especial, que ahora se manifiesta de
la siguiente forma.

Sea z- un vértice gue pertenece a un cicio de dngulo
2:-/k tal que f{z,) = A, supongamos que f toma en el sentido
ordinarioc, r veces el valor A en 2z, ; el valor A es tomado -

rtices del ciclo (seccidén 4.5, 2)) vy como

Dy

r/k veces en 1os v

en este cas¢ r/k es iguat a 1, deducimos que f toma el valor

A exactamente k veces en z,, es decir que
fiz) = A+ ¢c (z-z;

De esto vemos éue f'{(z} tiene k-1 ceros en z,, observacién -
de la cual nos serviremos en un memento,

Veamos ahora a (16) como una funcibén racional en to-
do el plano, ohservamos que tiene N polos, por 10 que toma
cada valor N veces, Toma el valor A, solamente en el vérti-
ce Z., ¥ en sus puntos congruentes k veces en cada uno. De
agqui que z, y sus puntos congruentes forman un conjunto de -
N/k puntos congruentes. Con este resultado y con ayuda de
Ta proposicidén 4.86.1., hemos establecido la siguiente propo-

sicién,

= g 8 ' ’ i ST " S " S ' }
PROPOSICICN 4, 6.2, Un punte <40 de csdev kR, pestencee

7

derivada de {18} como f tiene N polos

' tiene N polos de orden dos, y por lo

simples, su derivads
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tanto 2N ceros también.  Nos damos cuenta que f
de anularse en un punto finito que no sea punto fi
de otra manera f{z) tomaria dos veces su valor en e}

lo cual no es posible.

En el punto al infinito tenemos que f es de 1la

. f(z) = ¢cg + cy/z + ...,
con ¢, # 0 puesto que f(z) toma el valor c, una sola vez

el infinito, Tuego su derivada es de la forma
fi{z) = -¢c,/22 + .......

de ésto vemos que f'(z) tiene un cero de orden dos en el in-
finito, los ceros restantes son Tos puntos fijos, por lo tan

to 2N-2 en nﬁmero,

Tenemos x conjuntos de puntos §ifos congruenies, por
la proposicifn 4.8.2. estos conjuntos consisten de N/s,, N/s,
...., N/s. puntos fijos congruentes de 6rden s;, 52,...;, Sr

respectivamente,

Contando los ceros de f' e igualando a 2N-2, tenemos

.
Z{_‘—.-(s,-l) = 2N-2
4(‘—'_—1 A
sea
}‘:(1-1/%) = 2-2/N (17)
. L:l

tos enteros N y S: de cualquier grupo finito deben -
satisfacer (17), aqui tenemos que tanto N como s, son méyo——
res o iguales que 2; recordamos que N/gi es entero.

ObserQamos'qUe ro 1, pues de Jo contra}io sir =1,

I
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~

el primer miembro de (17) es menor que uno y el segundo es -
mayor o igual que uno. Observamos también que r < 4, ya -

que se cumple

—
LI
v =

L]
IIV‘
M|+

de donde

M-

(1-1/s£) > r/2 (18)
1 .
y tenemos que si r 2z 4 entonces (17) no se cumple para nin--

gin N>1, por lo que solamente nos queda considerar dos valo-

res para r, los cuales son éstos:

1) r = 2, De (17) tenemos

1 - 1)s1 +1-1/s, =2 - 2/N
Tuego |
Nfsy + Nfs, = 2
de donde |
N/sy = N/s, = 1 (19)

En este caso N'puede ser cuaiquier entero, los orde-
nes de Tos puntos fijos es igual a N, y los dos conjuntos de
puntos fijos congruentes contienen un solo punto, (por {19))}.
Es claro que:de entre Tos grupos enumerados en Ta seccidn

4,7, que satisfacen lo anterior son los gurpos ciclicos de

N transformaciones.

2) v = 3. De (17) tenemos que
1/51"'1/5'2""1/53:1'*'2/” (20)
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Para analizar este caso ordenamos 1los S; de la forma s,;ss,ss,.

E1 primer miembro de (20) es mayor que 1, de donde s, = 2,

de ahi{ que

1/s; + 1/ss = 1/2 + 2/N | (21)

el primer miembro de (21) es mayor que 1/2, por lo que s, -
puede ser 2 &6 3. S5i s, = 2, entbnces s3 = N/2. La ecuacidn
es satisfecha sélo si N es par. Si s, = 3, entonces (21) -
nos queda
1/ss = 1/6 + 2/N

de donde s3 > 6. Concluimos que s; puede tomar Tos tres va-
lores 3, 4 6 5, que nos dan §a1orés enteros de N, 12, 24 y
60 respectivamente.‘ |

Encontramos que todos los subgrupbs finitos de Aut(é),
exceptuando los grupos ciclicos, tienen tres conjuntos de -
puntos fijos congruentes, Resumimos Ta informacidn obteni-

da del andlisis anterior, en el siguiente cuadro

CUADRO I
S1 Sa S3 N/sa . N/sz N/ss, N
2 2 n n n 2 2n
2 3 3 6 4 4 12
2 3 4 12 8 & 24
3 5 30 20 12 60

S1 comparamos el cuadro I con el cuadro II, vemos la
correspondencia que existe entre ellos. La primera posibili

dad del cuadro II es la realizada en €1 grupo dihédrico, 1a

s




segunda, en el grupo tetrahédrico, Tla tercera en tanto el oc

tahédrico como el del cubo, y Ta Gl1tima en tanto el dodecahg

drico como el jcosahédrico,




145

4,9, DETERMINACION DE TODOS LOS GRUPOS FINITOS (pARTE II)

Esta seccidn se concreta a demostrar el fltimo teore
ma de nuestro trabajo para lo cual necesitamos saber ciertas

definiciones y resultados, que damos a continuacidn.

Definicidn 4.9.1.  Una cadena es una sucesién finita de.

dominios Dy, Dy,...,Dn tal que Di-ﬂ1Di £¢ para i = 1,2,..,n.

Definicidn 4.9.2. Un efemento de funcién es un par (f,D)

donde D es una regidn y f una funcidén meromorfa en D.

Definicidn 4.9.3. Dos elementos de funcién (f,,D,) vy

(f,,D,) son continuaciones directas uno del otro, si DoiD;#¢

y si fo(z) = f,(z) para toda z e D,MD;.

Definicién_4.9.4. Sea Dy, Dl,...,Dn una cadena que cu--

bre a la curva y, sean {f.,Di}ﬁ elementos de funcidén tal --

A
que (f.,D.) es continuacidn ‘directa de (f. ,D. ) para --
£°74 £~17"4-1

} 1
£= 1,2,...,n y si existe una particidn 0 = to<t1<...<tn< 1
. C : - - -
tal que Y(ti) € DL-1nDi.-YY([ti’ti+1])“BL’ decimos que
(f ,Dn) es continuvacibn meromonga de (f,,D,) a 1o largo de
i .

ta curva Y.

Las demostraciones de Tos siguientes teoremas (4.9.1

y 4.9.2.) se omiten, para las cuales recomendamos ver [1],

(2], [9]1. .
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TEOREMA 4.9.1. TEOREMA DE LA IDENTIDAD. Si& dos fun-

clones meromohfas § y g coinediden en una vecindad de un pun
to de un conjunto abiento conexo D, entonces § = g en Zodo

pCC

TEOREMA 4.9.2. TEOREMA DE MONODROMIA. Sea PC C un

dominio simplemente conexe, 0 dea {, una funciln meromorfa
en un ciernto dominio abiento Dy & D, Si es posible conti-
nuar meromorgicamente el elemento de funcidn (§,,0,) a Lo -
Lango de cua£quie¢ cuhva contenida en U, -entonces La conti-
nuacibén meromorda determina una funcidn univaluada en P, -

que codincide con §, en D,.

TEOREMA 4.9.3. Los dnicos grupos ginditos de transfon-

maciones bilineales que existen, son Los gruposd clclicos -
elilpticos y Los aonjdgadob en Aut(C) de Los grupos poliédri

cos.

DEMOSTRACION:

En Ta seccién anterior vimos que todos los grupos -
finitos, tienen dos o tres drbitas de puntos fijos. Vimos
también que si el grupo tiene dos §rbita$ de puntos fijos,
es un grupo ciclico eliptico, por lo que en este caso la --
conclusidon queda demostrada,'pasemos a estydiar el caso en

que el grupo tiene tres &rbitas de puntos fijos.

Para demostrar que cualquier grupo con tres drbitas

A
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de puntos fijos, es el conjugado de a?gﬁn_grupo poliédrico,
probaremos que si dos grupos tienen los mismos drdenes s,,
$s,,» s; de Tos puntos fijos congruentes, uno es conjugado deT
otro bajo una transformacidn bf1ineé1. Esto logra demostrar
To deseado, pues todo grupo tiene Tos valores de s,, S,, S,
expuestos en el cuadro II, y éstos corresponden a 1é vez a -
Tos grupos poliédricos, por la relacidn que hay entre el cua

dro II y el cuadro I.

Sean G y G* dos grupos finitos con tres drbitas de -
puntos fijos cuyos drdenes son s,, S,, S;; ésto determina, -
. AN

por lo visto en el cuadro iI, que G y G? tienen el mismo ni-

mero N de elementos.

Sea E = Fij(8) = E; U E, U E,, donde E, tiene N/s,
elementos de 6rden Seo 4= 1, 2, 3.. Sea Ef.é Fij(6*) =
Ef UE¥ U Eg donde Ez tiene N/Si elementos de drden SL’L =1,
2, 3.

Busquemos T e Aut(C) tal que TG*T ' = @,

Representaremos al grupo G en la esfera z y al grupo
G* en Ta esfera z*, y trataremos de establecer una correspon
dencia entre los puntos de las dos esferas. Para ésto demos
una funcidén automorfa para cada grupo; tenemos en Ta seccifn
4.8., que G admite una funcidn automorfa f, gque toma cada va
lor una vez en una feg{dn fundamental. Demos f de la forma
(16) donde las constantes a y b son distintas de Tos puntos

fijos y sea {Qi} = f(EL) donde los QL son distintos. Por

AN
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otra parte, sea f* una tal funcidn para G* con f*(Ez) = {”E}
donde los v* son distintos. Asi por el teorema 2.5.1., sabe

mos que existe una transformaci6n bilineal L e Aut(C), que -

Tleva v} en v, 4 =1, 2, 3. Luego
Lof*(E*) = y. £ =1, 2,3
N L

Como f* tiene N polos, Lef* tiene N polos también, -
por 1o que f y Lof* toman cualquier valor de C, N veces cof-
tando su multiplicidad.

Para un z ¢ C dado, f determina un valor en €, y es-
te valor f(z), es tomado por Lof* en N puntos z* e g, contqi
do su muitiplicidad. Es decir que, a cada punto de la esfe
ra z, le corresponden N puntos de Ta esfera z*, y de igual -
manera a cada z* Te corresponden N valores de la esfera z.
Por 1o que, la correspondencia que queremos establecer entre

tas dos esferas, Ta haremos resolviendo la ecuacién

f(z) = Lof*(z*) | (22)
con z = T(z*) como una solucidn a (22).

En un diagrama lo anterior queda asfi

B}

o

Z € +-l -3 Z*

Fig. (14)
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Ahora chequemos Tas multiplicidades con que f, f* to

man sus valores
Si z ¢ E; entonces f(z) # QL’ L =1,2,3 y - -

(Lof*)'l(f(z)) contiene N puntos que no estdn en E*,

Si e e E; entonces f(e) = v, para algn<=1, 2, 3,
Tos N valores correspondientes de (LOff)';(f(e)) caen en un
conjunto de N/;i puntos, donde cada bunto toma el valor Veo
s; veces, siendo &stos puntos los Zf € Ef, ya que (LOf%)(Ez)

= v, . De igual manera e* e E¥, tenemos que (Lef*)(e*} = qé
y los N valores correspondientes'dé f ' (LoF*)(e*) caen en un

conjunto de N/s; puntos, donde cada uno es de multiplicidad S; .

Puesto si f y Lof* estdn ramificados de 6rden s; en
Tos puntos de E;, Ef, tenemos Tos siguientes desarrollos, en
las vecindades de dichos puntos.

- s
v, + c(z-e) & +.... c #0 (23)

f(z)

U)l: + C*(Z*_e*)%’i:_ +... C* # 0 (24)

a

Lof*(z?)

Ahora por la ecuacidn (22) igualamos (23) con (24) y

nos queda:
8 54:
(z-e) 4 [et.oin] = (z%-¢*) " [e*+....];

extrayendo 1la sL—ésima raiz obtenemos:
(z-e)[c V%4, .11 = es(ar-e*)[e* V504, ]

con 6§ =1, 2, ...,5., donde Tos €5 son las s; raices de la -

unidad, de aqui que tengamos S; desarrollos en la Vecindad -

5\
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de e*.

z = ¢ + Sﬁ(c*/c)}/si(z*~e*) ... (25)

Entonces aunque los s; valores que toma z son igua--
les cuando z* = ¢*, pertenecen a distintos elementos de fun-

cién z* —— z, que satisfacen (22) cerca de e*.

Luego tenemos que la ecuacidn {22) nos d& en una ve-
cindad U* de cualquier punto z* ¢ E, N distintos elementos -
de funcidn; es decir N funciones meromorfas T,, Tz,...TN

u* —— C tales que para toda p € U¥
f°Tj(c) = Lof*(z)

Queremos escoger uno de éstos N elementos de funcidn
para cada z*, de tal suerte que sean restricciones de una --

~

7: ¢ — €, para lo cual procederemos como sigue:

Fijamos un elemento z% € C-E* por 1o que le corres--
ponden N valores distintos de z, escogemos un z, de éstos,
arbitrario.  Fijamos un elemento de funcidn T, en una veciﬁ
dad Uf de 23 tal que T,{(z*) = z,. Tomamos cualquier z* g 4
y cualguier curva Yf que una z§ con z*, veremos que T, admi-
te continuacidn meromorfa por cualquier curva Y%CZE, que em-
pieza en z}: |

Como Y* es compacta (cerrada y acotada), podemos cubrir
la por una cadena ug, uf, u;,...,u; donde estdn definidos -
Tos N elementos de funcidn (25), tal que z* e ur y z*fzféu;

ol
gque satisface 'Y. *(t e U* l }U“ Y ¥ t ,t - { IU"‘

~
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Sea z§ = Y*(t;). Los N elementos de funcién que son
soluciones de (22) en una vecindad de z; , son restricciones
de los N tales elementos con dominio en dg, por lo tanto uno
de ellos es restriccion de (T, U%) a Ta vecindad de zf¥ . -
Por otra parte, &sta restriccifn de exactamente uno de los e
lementos correspondientes a U¥ , dicho elemento 1o 1lamare--
mos (T, ,u¥*) que es continuacidn meromorfa directa de (Ta,ug}
Luego se escoge (T,,U¥) que sea continuaciﬁn meromorfa dires
ta de (Tl=”§)’ y continuamos extendiendo de esa manera a lo
largo de Y*, es decir qué'(Tj,U§) es continuacidn directa de

(T, ), y por lo tanto (T,,U*) admite continuacidn merQ

*
j-1°Y5-1
morfa a 1o largo de Y¥*,

~

Ahora bien, como C es simplemente conexo (seccién 0.5)
y (To,u*), uy&C, admite continuacidn meromorfa a lo largo -
de v*, por el teorema de monodromia existe una funcidn mero-

morfa T: ¢ — €, a la cual a cada z* le corresponde un z.

Notemos que T, es invertible y aplicando 1o anterior
a su inversa Ty , que estd definida en Ug= TQ(U;), obtene--
mos por el teorema de monodromia una extensidn T de TEI, con
ToT = (T;l)(To) = identidad, luego por el teorema 4.9.1.

us

ToT = identidad en todo C. 0 sea T es invertible.

Como T es meromorfa, por el teorema 2.1.2., tenemos
que T es racional, y por ser biyectiva tiene un solo polo y
un solo cero, por 1o que es de Ta forma (11) en 0.4., 0 sea

T e Aut(C).
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Por su construccidn la transformacidn T, lleva los -
puntos fijos de G* en los puntos de G: es més T(Ez) = E;. Si
conjugamos el grupo G* (ejemplo 9 de 1.5} obtenemos un'grupo
6' = TG*T™" tal que Fij(6') = E = Fij(G).

Probaremos que G' = G, con lo que el teorema queda de
mostrado, en efecto:

Sea .g € E un punto fijo comiin de g e Gy g' ¢ G', -
sea e,el otro punto fijo de g. Combinamos de todas las ma-
neras posibles 1os elementos g, g', y formamos un grupo r que
deja a E invariante (proposicidn 1.2.1 a)}, luego por Tla pro-
posicidén 2.6.1. r es fTinito, y por el teorema 3.6.2. tenemos
que g' fija a e, también, |

Asi todo elemento de G' que fija a ¢, fija a e, tam-

bién por 10 que

EstG(e) = EstG(al) y Est_ ,(e) = EstG.(el)

GI.

Fstos estabilizadores son ciclicos del mismo 6rden s

'y tienen los mismos multiplicadores Kjl = ejzn‘/spor lo tan-

to por la proposicidén 3.1.1 afirmamos que

EstG(e) = EstG‘(e)

luego
G = U EstG(e) = U Est,.,(e) = G*.

2€E _ e€E ¢
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APENDICE

GEOMETRIAS NO-EUCLIDEANAS

1). En la Geomeinfa Euclideana estudiamos a C y sus isome
trfas, es decir las transformaciones T, tales que d{z,,z,) =
d{Tz,,Tz,), {donde d estd definida en la seccién 0.5.), di--
chas fsometrfas pertenecen al grupo Aut(ﬁ), y puedén ser. re-

presentadas como producto de traslaciones y rotaciones, la -

forma analitica de éstas isometrias en el plano euclideano -

es
T(z) = az + b con |a] =1

y si la isometrfa no preserva la orientaciOn

1]
P

T(z) = az + b con  |a]

Es claro ver que cualquier isometria del plano manda
lineas euclideanas en 1fneas euclideanas.

Por costumbre se ha reservado el nombre de geometridas

no-eculideanas, para las que conservan todos los postulados

de Euclides menos uno de ellos, el quinto, el 1lamado postu
lTado de Tas paralelas.
Como el quinto postulado, en la forma dada por Eucli
des u otra equivalente, como:
" Por un punto extenior a una recta, pasa una y s6L0 -

una paralela™;

no se deduce de los otros, el hecho de negarlo aceptando 1los

Y
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demds, no debe conducir a contradiccidén alguna. Esta fué la
jdea que madurdé en la primera mitad del siglo XIX, y que dié
por resultado el nacimiento de las geometrias no-euclideanas,

como ejemplo tenemos las siguientes.

2). La geometrnia no-euclideana eliptica, la cual resulta

de sustituir el postulado de las paralelas por el siguiente:

" Pon un punto exterior a umna recta no pasa ninguna

paralela™;

es la.geometria sobre 1a.esfera de Riemann, donde se considg
ran como rectas las .circunferencias mdximas. Solamente hay
que convenir, para evitar que dos rectas se corten en dos -
puntos diferentes, que los puntos diametralmente opuestos -
sean un solo punto; y donde se tiene uﬁa definicidn natural

de Tongitud, junto con el hecho de que Ta longitud de una Ii

nea es finita.

E1 grupo Aut(ﬁ) contiene al grupo Rot(z,) de movi- -
mientos rigidos, definidos en &sta geometria, que son las ro
taciones de Ta esfera y que como vimos anteriormente, (prop.
3.6.1.), son las T € Aut(ﬁ), tal que T es eliptica, y donde
sus puntos fijos van a los extremos de un didmetro bajo 1la

proyeccidn estereogrdfica.

En el espacio eliptico, nuestro Gltimo teorema'(4.9.3)

aparece de una forma mds completa, a saber:
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TEQOREMA: Todo grupo f{inito G de isomeinlas del espacdio

eliptico, es clelico o politdrico.

DEMOSTRACION:

Buscamos un poliedro X 1inscrito en 1,, tal que G

sea la coleccién de rotaciones de X .

Debido que a 1las rotaciones de 1a esfera correspon--
den, bajo Ta proyecciGn estereogrifica, transformaciones bi-
lineales del plano, tenemos que G corresponde a un G,C Aut(C)
y sabemos por el teorema 4.9.3. que, G 6 es cfclico 6 - -
Gy = TG;T'}, donde T ¢ Aut(ﬁ) y donde G' comprende los ele--
mentos de Aut(a) queAcorresponden a las rotaciones de algin
poliedro X’.

Tomamos dos ejes de rotacién dé X', T manda sus ex--
tremos en pares de pﬁntos opuestos, por la proposicién 3.6.3,
T corresponde a una rotacién ? bajo Ta proyeccidn estereogr§

T(X')-

fica, luego G = Rot(X) con X

3}). La mds rica de las tres geometrfas en Ta geometrfa
no-euclideana hiperbglica, la cual resulta de sustituir el -

postulado de Jas paralelas por el siguiente:

" Por un punto exferndior a una recta pasan dos pardle

Las".
E1 grupo Aut(C) abarca también al grupo de moQimientos rigi-

dos definidos en esta geometrfa cuyas caracteristicas son:

N
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a) E1 plano hiperbdlico H?:
H%= {z € C: Imz>0}

b) Las rectas serdn las semicircunferencias cuyo centro ‘es
td en R, y como caso 1imite Tas rectas perpendiculares a R
Las rectas en H? serdn 1lamadas geodésicas, para no confun--

dirlas con tas rectas de C.

c) Aut{H?) = {T € Aut(E):T(HZ) = H?} , es decir que cada
T ¢ Aut(H?) es de 1a forma A

T(Z) "—'az+b ad-bc =1 » d ., bp c, d.’e'IR.
cz+d

De Ta propiedad homociclica y la conformidad de Tas
transformaciones de Mobius deducimos que cada T e Aut(H?) --
manda geodésicas en geodésicas, puesto que la imdgen de una
geodésica es a la vez un arco circular y una curva ortogonal

a‘R.

d) La distancia entre dos puntos z,, z, en H? estd dada -

por la fdrmula

d(zy, z2) = log(z}, z,, z,, z})

donde los puntos z¥,

zy; ¢ R, son los extremos de Ta geodési-
ca que pasa por z,, z,, y donde z%, z,, z,, z¥ estdn acomo
dados ciclicamente sobre un circulo. Probaremos que d{z;,z,)20

En secc. 2.6 vimos que:
(2%, z 5z, z*) = (A(z*), 1, 0,=)



157

donde A € Aut(ﬁ)-satisféce Alz,) = 1, A(z,) = 0, A(z;) =

Notemos que si w, = T(z,), w, = T{z,) entonces
w¥ = T(z¥*), wf = T(z*). Estos sé justifica debido a que:
T € Aut(Hf)_1uego T(ﬁ) = ﬁ, por 1o que T(zf), T(z;) € ﬁ, y
por se T un mapeo conforme el semicTrcu]o que contiene a z¥,

e

Z1, Zo, zZ¥ ©s enviado en el semicirculo que contiene a

T(z¥) = wf y T(zf) = wi.

Sear = A(zf). Luego

109(2:, Z1s Z2 Z:) 10g(rs ls 09 m)

Tog(r).

Como zf, Zrs 23, 2} estdn acomodados ciclicamente,

tenemos que r> 1, por lo que d(z,, 22)} 0.

Por la invariancia de la razdn cruzada y el hecho de
que T € Aut(Hz)_envid Tos extremos de la geodésica que con--
tiene a z;, 2z, en los extremos de la geodésica que contiene
T(z,), T(z,), justificamos la siguiente pfopiedad de T1a dis-

tancia:

d(zi, 2z2) = d(Tlls Tz,)

Con ésto vimos que el grupo Aut(ﬁ), nos es de gran -

utilidad para el estudio de las geometirias.

ref. [10], [11].
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