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INTRODUCCION

Las funciones bilineales (transformaciones de Móbius),

son el tipo más elemental de las funciones racionales de una

variable compleja.

Por la existencia de una fórmula explícita para la - -

transformación inversa, la colección de dichas funciones for

•
ma un grupo topológico de automorfismos de la esfera de - 	 -

Riemann.	 Estas transformaciones fueron investigadas por M6

bius, quien las caracterizó como las transformaciones de la

esfera, bajo las cuales los círculos corresponden nuevamente

a círculos.	 Dentro del grupo de 1116bius quedan representa-

dos, todos	 los grupos de rotaciones de los poliedros platóni

cos.

En el	 capítulo O, presentamos al Espacio Proyectivo	 -

Complejo CPI	 y como ejemplo CP' , el espacio isomorfo a la

esfera de Riemann, que es donde se desarrolla este trabajo;

en su última sección, presentamos la topología de C , de la

cual hacemos uso en el presente trabajo.

En el	 capítulo I, exponemos algunos conceptos de alge-

bra moderna, a los que haremos referencia posteriormente. 	 -

En particular, supondremos que el lector está familiarizado.

con los conceptos elementales de la teoría de grupos, como

son: grupo,	 subgrupo, homomorfismo, kernel, etc.



II

Escribiremos S(X) para el grupo de las aplicaciones biyecti	 —

vas de X en X, (con la operación de composición de funciones)

cuando X es cualquier conjunto.

El capítulo II es una presentación sistemática de las

propiedades básicas de las transformaciones bilineales, en

cuanto a su acción topológica y geométrica sobre la esfera;

en la última sección del capítulo presentamos la proyección

estereográfica, que es de gran utilidad en los capítulos 	 -

posteriores.

En el capítulo III se hace la clasificación de las 	 -

transformaciones bilineales, según su descripción algebrai-

ca (traza) y su acción geométrica (puntos fijos).

El capítulo IV es un estudio de los grupos finitos de

transformaciones bilineales, y su correspondencia con las	 -

rotaciones de los sólidos regulares inscritos en la esfera.

Y por último presentamos un apéndice sobre las distin-

tas geometrías (euclideana, elíptica e hiperbólica).
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CAPITULO O

EL ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO CPN

0.1 ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO CPN

En el presente texto C denotará el campo de los nú

meros complejos.	 Considérese un entero N	 1.	 Introduci-

mos una relación de equivalencia en C N1-1 {0},	 donde O = (0,0,

0,...,0), de la siguiente manera.

Sean z = ( zo, z1, ..., z
N'

)	 w = (wo, ele-

mentos de C
N+1

-{0}.	 Entonces z es equivalente a w, ( en -

símbolo z ti w), si y	 sólo si existe a e C-{0}, tal (lúe

i = 0, 1,...,N	 (1)

Escribiremos para la clase de equivalencias de z e CIT+I{G}

[ z ] ={ w e C114.1 {0} : w ti z }
	

(2)

Al espacio cociente CP N = (CIT÷1{0})/A, lo llamamos el	 Ezpacío

Ptoyectívo Complejo de Dímenzan N, así tenemos

CP N = { [z] : z e C N+1 {0} }	 (3)

Claramente los elementos de CP N son las líneas rec--

tas complejas de C
N+1

, que pasan por el origen 0, privadas -

de él.
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0.2	 TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS DE CPN,

N+1	 N+1
Sea T:C	 {0} ---+ C -{O} una función	 que	 satisfa-

ce	 para toda xeC-{0}	 y para toda zeC
N+1

 {0}, la	 relación

T	 (Az)	 = AT(z)	 (4)

A	 A
Por (1) tenemos que	 si z ebw, entonces T(z) ti	 T(w) ,

por lo tanto T induce una	 función T:CPN --+ CP N ,	 dada .

por:

T	 ([z]) = [T(z)]	 (5)

La función T	 inducida por AT , es la misma	 que

la	 función inducida por T , puesto que AT(z) ti T(z).

Y entonces tenemos	 que	 las funciones T, S correspondientes

a	 11 ,	 S, de CPN	en sí mismo son iguales, cuando existe

A e C	 - {0} tal que 11 =

El caso que nos interesa es cuando T e GL(N+1, C)

donde

Definición 0.2.1.	 GL ( N ,C) = L T = ( Tia ), 1 <	 < N:

T	 e C, det '( )f O}

Definición 0.2.2.	 SL(N,C) = { T e GL(N, C):	 det(T) = 1}.

Para conveniencia	 de notación identificaremos la matriz

T e GL(N, C) con la función 	 lineal T:CN--+ C
N	

asociada
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también con su restricción a	 C N if- 101,.

Se hace mención que el conjunto GL(N, C) forma un

grupo bajo la multiplicación de matrices, y su subconjunto
•

SL(N, C) es un subgrupo, bajo la misma operación.

a	 A	 A

Definición 0.2.3.	 [T] = { S:	 S A. T }, donde se define

ti 
a	 ,
T si, y sólo si existe A e	 C-{0} con S = XT.

Definición 0.2.4. 	 PGL(N, C) = { [T] : T e GL(N, C) }

Definición 0.2.5,	 PSL(N, C) = { [T] : T e SL(N, C) }

Cuando f e GL(N+1, C) es inmediato que se cumple

(4), y la función T asociada por (5), se llama una

7-)tan.66oitmacL6n Ptoyeatíva de CPN.
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CP',

4

Veamos el	 ejemplo de espacio proyectivo complejo -

de dimensión uno, (N = 1), en	 el cual desarrollaremos nues

tro trabajo.

Por (3) tenemos

CP' =	 {[(z o ,	 : (z o , z i ) e C 2 -{0} ,}	 (6).

Aquí tenemos que hay dos tipos de puntos de C2-{0}

a saber para los cuales

a)	 z
1 

= O o bien b)	 z 1	 O1

Sean	 w = (w o ,	 w 1 ) e C 2 -{0} 	 , z = (z 
o

, z	 ) e C 2 -{0}.

Como se vid en la sección 	 0.1,	 w	 z si, y sólo	 si existe

x e C-{0}	 tal que	 (1)	 es válido.

Estudiemos	 primero el caso en que (z o , z i ) sea del

tipo a). Tenemos	 z
1 
= 0, por lo tanto z o # 0.

Si (w o ,	 w i )	 ti	 ( z o ,	 z 1 )	 tenemos por	 (1)	 que existe

x tal que w i = Az 1 = O,	 por lo que (w o , w i ) también es

del tipo	 a).	 Recíprocamente,	 si	 (w o , w l )	 es del tipo	 a),

ponemos	 x =	 w o lz o	 y	 se satisface	 (1), luego (w o , wi ) '  (z o , zi).

Por lo que los puntos	 del tipo	 a),	 forman una sola clase	 de

equivalencia.

Ahora consideremos	 el caso de	 los puntos del tipo b)
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tomando	 X = z, , tenemos por	 (1)	 que	 (z 0 , z 1 )	 (z o lz i , 1)

y por lo	 tanto, todo punto del	 tipo b)	 es equiValente a

uno de la forma	 (z, 1)	 con	 z e	 C.

Con lo anterior podemos considerar a	 CP' ,	 como la

unión de	 subconjuntos

CP' =	 { [1, 0]	 U	 { [(z, 1)]	 : z	 e C

Si relacionamos a C =	 C U	 {	 con	 CP',	 por me-

dio de

z ---÷	 [(z, 1)	 y	 -	 [(1, O)]	 (7)

tenemos una correspondencia biunívoca entre C y	 CP'.

El símbolo - indica	 cualquier objeto	 fijo que no

sea elemento de C.

A E lo	 llamamos plano extendído complejo.

Por la correspondencia 	 establecida	 en	 (7),	 hemos

justificado que será lo mismo trabajar en 	 C que en	 CP'



0.4.	 REPRESENTACIÓN DE LAS TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS

DE CP'.

Sea T e GL(2, C ), y escríbase con a, b, c, d e C
•

T

b

d

(8)

con ad-bc # O.
	 (9)

Luego considérese [T] e PGL(2, C), así tenemos:   

[i] (

za

z_

a z o + b zi

c z o 
+ d z

(10) 

Así con z =	 z o IZ	 e C y por (5) tenemos T(z) e a,

dada por la fórmula

a z + b
T(z) - 	 	 (11)

c z + d

Si z = - cric	 , entonces	 c z + d = O, por lo que T(-dlc) =

Definiendo a T(-)	 como el limite de T(z) cuando z

tenemos que T(co) =	 a/c .

Definición 0.4.1.	 Las transformaciones T:C 	 C

•



de la forma (11) con ad - bc * O les llamamos tAan44ok--

mac.ioneh bílíneale4 o Automoillízmoz de a

Ahora definimos

Aut(e)= { transformaciones bilineales de e }

Si Te Aut(C) es dada por la fórmula (11), entonces

-T -1 (z) - d z	 b

-cz + a
(12)

satisface T (T -1 (z)) = T -1 (T(z)) = z , ésto es T -1 e	 Aut(C)

es la inversa de T.	 Si S y T son transformaciones bi-
A

lineales, entonces SoT lo es también, por lo que Aut(C) es

un grupo bajo la composición, y de hecho la función

[ T ] ---÷ T	 (13)

es un isomorfismo de PGL(2, C) en Aut(C).
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0.5 TOPOLOGÍA DE C.

En esta sección presentamos	 las	 definiciones básicas

de la topología de C , las cuales	 pueden estudiarse en cual

quier libro de topología general, o 	 bien en [1], [2].

La función d: C x C	 Y	 dada por

d(z, w)	 lz-

tiene las	 siguientes propiedades:

d(z, w)	 O

d(z, w)	 O si, y sólo si	 z
	

w

d(z, w) =	 d(w, z)

d(z, w) <	 d(z, u) + d(u,	 w)

A una función que cumple 	 con a), b), c) y d)	 le lla--

mamos dtstancía.

A	 un par	 (X, d), donde	 d	 es una función distancia

definida en el conjunto X , se llama Emoacío Méthíco.

Entonces	 (C, d)	 es un espacio métrico.

Daremos los conceptos topológicos básicos en la refe

rente al plano complejo.

Bola AbLetta de centroDefinición 0.5.1.	 Llamaremos

en z	 y radio r > O al conjunto
o
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B( z 0 ,	 r) =	 { z e C: d(z„ z) <	 r }

y diremos bola cettada al conjunto

-1(z
o' 	 r) =	 { z e C: d(z o

, z)	 r }

Definición 0.5.2.	 Un punto z o se llama punto ínteftíox

de un conjunto X c C, si	 existe r > O tal que	 B(z o , r)C:X.

Definición 0.5.3.	 Un conjunto X C C, decimos que es

ab-Lento si, y sólo si	 todo punto XI, es un punto interior

de X.

Definición 0.5.4.	 Si	 V c C contiene algún conjunto -

abierto A, tal que z e A,	 decimos que V es una vecLn-

dad de z.

Definición 0.5.5.	 Un conjunto X C C decimos	 que es ce

fricado si su complemento, C:-	 X es abierto.

Definición 0.5.6. 	 Un punto zeX_C_C se llama punto

Itonteita de X si, y sólo si	 toda vecindad con centro en z,

contiene puntos de X	 y de	 C - X.

Definición 0.5.7.	 Un puntozeX c C es adhetente a

si, y sólo si toda vecindad de z , centrado en z , con-

lene al menos un punto	 de	 X	 . Al conjunto de puntos adhe-

•
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rentes de X , se le llama	 adhexencía	 de X ó cettaduxa

de X y la denotamos	 X.

Definición 0.5.8.	 Un punto	 zeXc C se llama punto

de acumulacíán de X	 si, y sólo si	 es	 adherente	 a X -{z} .

Definición 0.5.9.	 Sea	 (X,	 d)	 y	 (X', d')	 dos espa--

cios métricos y sea f:X	 X'	 una función.	 Sean x O e•X,

X' , decimos que	 "lim	 f(x)	 = x'" si, para	 toda vecindad

de x'0 existe una	 vecindad	 V	 de	 x o tal	 que f(V) C V'

Definición 0.5.10.	 Sea	 (X,	 d)	 y	 (X', d')	 dos espa--

cios métricos y sea f:X	 X'	 una	 función.	 Decimos que

f es contínua en el	 punto x 0	e	 X si lim f(x) = f(x o
).

	

Si f es contínua en todo	 x	 e X,	 decimos que f es

contínua de X en X'.

Definición 0.5.11.	 Sea	 X un conjunto, se llama una -

topología T sobre X,	 a una colección	 de subconjuntos de

X que satisface lo siguiente:

i) La unión de toda familia 	 de elementos de T	 ,	 pertenece a

T.

ii)La intersección de toda familia finita de elementos de

es un elemento de T

	Como consecuencia de i) tenemos que el 	 vacío está

en T , y como consecuencia de ii)	 que	 X está en T . A

x' e
o
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los elementos de	 r	 los llamamos conjuntos abLettoz.

A un par (X, r),	 donde T es una topología definida

en el conjunto X,	 decimos que es un Ezpacío Topolágíco .

Como	 ejemplo	 tenemos	 al	 espacio topológico	 (C, T), donde

es el conjunto de	 los	 abiertos definidos en 	 0.5.3.

Otro ejemplo	 de espacio topológico que	 nos interesa
A

conocer es:	 (C,	 donde i consiste en los conjuntos si-

guientes:

Cada conjunto	 de	 la topología r de C.

Los complementos,	 respecto a C , de todos los conjun-

tos cerrados y acotados	 de C.

Definición 0.5.12.	 Llamaremos vecíndad del ínlíníto,

al complemento de cualquier conjuñto acotado de C.

Las definiciones de conjunto cerrado, punto frontera,

punto de acumulación, etc.,, son análogos a las definiciones

dadas para C , en	 términos del concepto de	 "vecindad".

	

Definición 0.5.13.	 Dados dos espacios topológicos X	 y

X', y sea f:X	 X'	 una función, decimos que f es un

homeomotlízmo 6 aplícación topolágíca de X sobre X',	 -

si f es una	 biyección de X sobre X', f	 manda cada	 -

abierto de X en un	 abierto de X', y f -1	 hace lo mismo.

	

De lo precedente	 si	 sigue sin más:
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Sea	 f:X --÷ X', f es un homeomorfismo de X sobre

si,	 y sólo si

f es una biyección de X en X'

f es continua en X.

c)	 f.-1	 es continua en X'

Definición 0.5:14. 	 Sea X un espacio topológico.	 Una'

función	 compleja y:[a,	 s] —÷ X definida y contínua en	 al-

gún intervalo [a, 5] real, es una cukva en X.

Definición 0.5.15.	 Una curva y[a,0]--• X , decimos 	 que

es una	 catva cemAada si, y sólo si y(a)= y(5).

a'Definición 0.5.16.	 Sean [0, 1] —÷ X , dos cur-
1-

	vas cerradas,	 entonces	 decimos que y o es homotópíca	 a

	

en X, si	 existe una función contínua

	

r : [0, 1]	 x [0, 1] –±X, tal que

	

r (s,0)	 = y o (s)	 y	 r(s, 1) = y 1 ( s )	 O 4 s

	

r (0,t)	 r (1,	 t)	 o- t	 1

	

Definición	 0.5.17.	 Si	 y es una curva cerrada en X,

entonces decimos que	 Y es	 homotápíca a ceta, 	 si y es

homotópica a una curva 	 constante.
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Definición '0.5.18.	 X es cuco	 conexo si para toda x 3 , X/

X, hay una curva y:_[0, 1]	 X, tal que Y(0) = xo y

Y(1) = xl

Definición 0.5.19. 	 Un conjúnto abierto X es 4ímpiemente

conexo, si es arco conexo y si cada curva cerrada en X es ho

motópica a cero.

•

Y como ejemplo de conjuntos simplemente conexos tene

mos a C, C, B(0,1)CC, etc..
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CAPITULO 1

ACCIONES DE GRUPOS

1.1 ACCIONES DE GRUPOS.

Sea X	 un conjunto no vacío y G	 un grupo, donde •

denota	 la identidad de	 G.

Definición 1.1.1.	 Una acción de G	 en X es una

función	 so : G	 x X	 X tal que:

so(1, x)	 = x	 para toda x e X

so(g i g 2 , x)	 so ( g 1 , so(g 2 , x))	 para todo

g 2 e	 G , x e X.

Dada una	 acción	 so de G en X ,	 hay un homomorfis

mo de grupos T:	 G	 S(X), tal que para cada g e	 G co--

rresponde	 T : X -÷ X dada por T (X) : w(g, x).	 T es un

homomorfismo de grupos, 	 puesto qbe las condiciones de arriba

son equivalentes	 a

a)	 T1=	 1

O	 Tb)
g 1 g 2 	 gl	 g2

Cualquier T	 que	 satisface estas condiciones, pro--

viene de una única acción so	 .
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Utilizaremos la siguiente	 notación:

50(g,x) =	 gx.

Por lo tanto escribiremos

a)	 l•x = x

(1)

b)	 ( g i g 2) • x = gl•(g2.x)

Generalmente se dirá "G actúa en X" sin mencionar

cuando	 ésta es sobre entendida.

Definición 1.1.2.	 Si G actúa en X siendo X un espacio

topológico, y si cada	 Tg es un homeomorfismo de X, la ac- -

ción es topolágíca.

Observemos que si H es un subgrupo de G, y G

actúa en X , entonces	 evidentemente H actúa en X, por me-

dio de	 la restricción de so a H x X ; el homomorfismo ít.:

H	 S(X) correspondiente, el la restricción de T a H.

•



1. 2 	PROPIEDADES DE ACCIONES.

Daremos	 una serie de definiciones, dado que G es -

un grupo que actúa	 en	 X.

Definición 1.2.1.	 La ótbíta del elemento x e X , la

definimos como el conjunto G • x = { • x:: g e G }.

Dos	 puntos	 de	 la misma órbita se llaman congAuente4

con respecto a G.

Definición 1.2.2.	 Un conjunto Y c: X es un conjunto -

lundamental para la acción de G , cuando está formado por

un elemento de cada órbita. Este conjunto no es único en ge

neral, puesto que se puede cambiar x e Y por cualquier

otro elemento de G • x .

Definición 1.2.3.	 Un conjunto Y c X es ínvatíante -

bajo	 g e G	 sí	 g(Y) =	 Y donde g(Y) = { g(y) = y e Y 1.

Y se	 dirá que	 Y es invariante bajo G, si lo es

para toda g	 e G.

Definición 1.2.4.	 El elemento x e X es un punto ifíjo

g	 e G ,	 si	 {x} es	 invariante bajo g , y escribimos

16

•
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	Fij(g)	 = {	 : x es punto fijo de g )

Definición 1:2:5.	 El elemento x e X es un punto petíd-

díco de g, si para algún n > O se cumple

g n• X =	 x	 (2)

Definición 1.2:6.	 Al mínimo n > 1, tal que g n =	 1, le

llamamos orden o pexLodo de g.

Definición 1.2.7.	 El conjunto de las g e G, tal 	 que de-

jan fijo a x e X, forman un subgrupo de G llamado _subgAupo

de ízottopta ó e4tabílízadox de x.

Lo escribimos así

EstG(x) = {g e G : g•x = x}

Definición 1.2.8.	 Un punto fijo x e X, tal que EstG(x)

es un grupo generado por un elemento de oi-den n, se llamará

punto fijo de anden n.

Sea G que actúa	 en X, definimos la siguiente relación

	

de equivalencia en X :	 x ' y si, y sólo si existe g e G

tal que g•x = y, es decir si, y sólo si, y e G • x.

Verifiquemos que es	 una relación de equivalencia:
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Es reflexiva :	 1•x = x	 , por tanto	 xeG•	 x

Es simétrica : yeG-x implica 	 que existe g e G

tal que g•x = y ; como g e G tenemos que x e G -y.

Es transitiva	 : (yeG•x,zeG• y). implica

que existen g y g'	 tales que g•x= y,	 g'•y = z

de donde (g'g)(x) = z ; por lo tanto z e G

Ahora podemos decir que una órbita de x , 	 es lo mis-

mo que una clase de equivalencia, pues

G • x = {y e X : X % y}

Definición 1.2.9.	 Al espacio cociente 	 XI% ó	 XIG , lo

llamamos Espaeíoz de Mbítais	 de G en X , y sus elementos

son las	 órbitas de la acción.

Un ejemplo de espacio de órbitas es, con G 	 = C --{O}

como el	 grupo multiplicativo y con X = CN1-1{0} , entonces

G actúa en X por homotecia

g•x= (g•x0,...,g•xn)	
(3)

Las órbitas G•x son las rectas complejas,	 genera-

das por	 x e X--{0} , que pasan	 por el origen privadas de él.

Entonces	 XIG es el espacio proyectivo complejo CP
N	

, visto

en el capítulo anterior.

•

•
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Sea G un grupo que actúa en X , y sea	 Y c X un

conjunto fundamental para la acción, es claro que	 existe una

biyección entre éste y	 el	 espacio de órbitas Y	 XIG , que

asocia	 y e Y con G•y	 e	 YIG

	

Definición 1.2.10. 	 Una función f:X-->Y donde 	 G actúa

en X ,	 se dice que es	 G-equíva/tíante si para toda	 g e G

y para toda x e X , tenemos que

f( g• x) = f( x )	 (4)

PROPOSICION 1.2:1:	 Sea. G o un zubconjunto geneitadol

de G , que actúa en X , tenemoz:

Sí Y C X giocuca toda geG o , g(Y) =Y entence4

Y e4 G - ínvatíante.

Sí f : X —÷ C	 y•locuta toda g e G o be cumple (4),

	

entonee4 f ez	 G-equívoutíante.

DEMOSTRACION:

	

a)	 Sea g e G o , tenemos que g (y)= y puesto	 que

	

g -1 (y)	 g-1(g(y)),. g -1 9(y) _. y

Sea g e G , luego g es de la forma

g= 9 1 9 2 ,..., g.	 (5)
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con g is G o o bien gibe G o , entonces

gen= g 1 g 2 ,,,,, gn(Y)

=

=	
gl(y)

= Y

b)	 tenemos que para toda g e G o y para toda	 x e X ,

f(g -i .x) 
= f(x)) puesto que

f(x)= f(gg -1 •x) = f(g1-x)

Sea g e G ,	 luego g es de la forma (5), y se con

cluye la demostración de igual forma que la anterior.

	

/ Definición 1.2.11.	 Se dice que la acción de G	 en X

es tkanzítíva si para todo x 1 , x 2 e X , existe g e G, -

tal que	 -g . xj : = x 2	 es	 decir cuando G • x = X, o sea	 el núme

ro de órbitas es uno.

	

Definición 1.2.12.	 Se dice que la acción de G 	 en X

es e6ectíva si para todo g-eGyxeX, 	 implica

9 es la identidad, lo cual es lo mismo a decir que el kernel

del homomorfismo T	 es	 la identidad
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PROPOSICION 1.2.2 	 Sí G actaa en X y	 S(X) es

_el hofficimaA6ízma azacíado, entonce4 ker(r) =	 n Est r (x) .
xeX

DEMOSTRAC ION :

Sea g e G . Entonces

g e ker(r) e- V xeX,	 (x).= g • x 	 x

< V x e X, g e EstG(x

g e	 n Est (x).
xeX



22

1.3 EJEMPLOS.

EJEMPLO 1.

TEOREMA DE CAYLEY .- Pata cada napa G exízte un

conjunto X , donde G actda efectivamente .6obte X.

DEMOSTRACION:

Tomemos X = G	 y	 So (g, x) = gx (acción de tras-

lación por la izquierda con	 el producto del grupo).

Sea x e X y g e EstG (x) , luego g • x =x implica

g = 1 , por lo tanto Est
G

(X) =	 { 1} y por definición la ac-

ción es efectiva.

EJEMPLO 2.

Decimos que G actúa titívía/mente en X , dada la

acción definida por

g•x = x	 para toda x e X

Y por lo tanto el espacio de órbitas XIG tiene una

correspondencia biunivoca con X.
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EJEMPLO 3.

Decimos que G = S(X) actúa natutaimente en X ,

dada la acción definida por

g•x = g(x)	 para toda g e S(X) , x e X

De igual manera si. X es un espacio topológico y.

G = H(x)	 = {gig es homeomorfismo de X} , H(X) es un sub-

grupo de S(X) que actúa en	 X , así mismo cualquier sub--

grupo de H(X) lo hace también y actúa topológicamente.

EJEMPLO 4.

Decimos que G actúa en si mismo pon conjusacídn

cuando la acción es dada por

g•x = gxg	 para toda g e G, xeX=G

Demostremos que ésta es una acción

1•x = 1•x • 1 -1= x

(g1g21•x =	 91`(92x921)911 = 9 1 . ( 9 2 . x)

(111a) • « • (3 . y

pero la acción no es siempre efectiva, pues para que ésto

suceda necesitaríamos que g•x fuera diferente de x para

•
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g * 1 , y ésto sucede si, y sólo si gx * xg lo cual no se

cumpl e para un grupo conmutativo.

EJEMPLO 5.

Sea H un subgrupo de G , H actúa en G por tras

ladón; luego hay un espacio cociente GIH , y es sabido que

cuando H es subgrupo normal, GIN es un grupo.

Sea X cualquier conjunto en el cual actúa G.

Entonces	 GIH actúa en el espacio de órbitas XIH , dada la

acción definida por.

(gH)(Hx) = Hgx donde gH e G 1	 Hx e XIH

Demostremos que ésta es una acción:

(1H)(Hx) = Hx

(g114)(g2H) • Hx = (g1g2H)(Hx)

= Hg1g2x

= (g1E1)(Hg2x)

= ( g 1 H )[( g2 H ) (Hx)]

Supongamos en particular que H = ker(r), donde r

es el homomorfismo correspondiente a la acción de G en X.

Entonces veremos a continuación que el grupo GIH
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actúa efectivamente en	 XIH .	 Debido a la correspondencia

q ueexisteentrexkly)(dadapor-{x.}—÷ x i para

tocla x . e)( , tenemos	 que GIN	 actúa efectivamente en	 X ,

cuyo	 homomorfismo correspondiente es T I :	S(X).

Para probar que	 la acción de GIH en X es efecti-

va, hay que	 ver que el	 ker(T 1 ) es la identidad, es	 decir --

que	 ker(T 1 ) = {H}	 .	 Veamos:

ker(T1	 {gH e GIN	 : gH . x = x	 para-, toda. o e X}

Obviamente H	 e ker(T i ), por ser H la identidad

en GIH	 .	 Sea gH1 e	 ker(T 1 ), entonces gli•x = Hgx = x	 de

donde	 •x = x por lo	 que g e ker T = fi	 luego	 gH = H.

Por	 lo tanto	 ker(T 1 ) . {H}.

EJEMPLO 6.

Daremos un	 ejemplo de acción topológica. Tomemos al

grupo GL(N+1, C) y al	 espacio topológico	 C m-1 .	 Defini--

mos a I	 e GL(N+1,	 C)	 como

•

•



E
i=0

•

N

i=0

•

que

gti

9N+1, i
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En efecto:

T(ci)([z]) = c•lz] =	 [cz] = [z]

para todo [z] e CP N , c e C-{0}.	 Por lo que

(C-{0})i C:ker(T)

Por otra parte, sea g e ker(T)	 , luego para todo [z] e CPN

tenemos que

94 z ] = [z]

es decir que para toda [z] e CPN

N
E

i=0

•

g ii zi

"•n•

z o

z
2

N

=i
E
0 9 N+1 , Z Z N

Ahora, para toda z e C NI-1 {0} , existe c e C-{0} tal
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1	 O	 O 	

O	 1	 0 	

O	 O	 1 	

0	 0 	  1

(6)

por lo que	 [i] = (C- {0}) I =	 Ici : c	 e C --{0)}

La	 acción de GL(N+1, C) en C N4-1 esté dada por:

114,1 = gz	 ,	 para todo g e	 GL(N+1,	 C) , z	 e CN+1 (la multi-

plicación común de una matriz por un vector).

Se comprueba	 que esta es	 una acción por la asociati-

vidad de matrices.	 Como	 SL(N+1,	 C) es	 subgrupo de

GL(N+1, C)	 tenemos que también actúa en	 C N+1 . Las accio-

nes descritas son topológicas puesto que 	 la multiplicación

de matrices	 es continua.

Ahora bien, por lo visto	 en	 el capítulo O , el gru-

po GL(N+1,	 C) también actúa en CP N , con la acción dada

por

•[z] = [g•z]

para todo g e GL(N+1, C)	 , [z]	 e CPN.

Si la función T	 GL(N+1, C)	 S(CPN) es el hamo

morfismo correspondiente a dicha acción demostraremos que

ker(T)=	 (7)



N
E
1=0

T(ci){[z]) =	 i•{z] = [ cz] =

para todo [z]	 e CPN , c e C-{0}. Por lo que

(C-{0})i Cker(T)

Por otra parte, sea g e ker( 1r) 	, luego para todo [z] e CP/

tenemos que

p[z] = [z]

es decir que para toda [z] e CPN

N
E g k í zi
i=0

27

E
1=0 

g N 	 .1

IMM

Ahora, para toda z e, C N±1 {0} , existe c e C-{0} tal

z o

z 1

Z N

N
E go1
1=0

que

\ic

•

•

N

En efecto:
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de don de obtenemos expresiones válidaS para toda z e C/44-{0},

de la siguiente forma

i g..z I 
= cZ	 para toda j	 (8)

Ji 
i=0

don de c puede depender de	 z.

si sustituimos en (8) los elementos de la fdrma

Z =
	 i = j

obteneffios que g
jj	

O y que g
di 

= O para toda i * j.

Y si escogemos z = 1 para i = O,	 ,

btenemos de (:8 ) que

g?t = • „* O 

así vimos que si g e ker(T) entonces g e (C-{0})i 	 , de

onde deducimos (7).

Habiendo demostrado (7) y por lo visto en el ejem--

10 5, aseguramos que el grupo GL(N+1, C)1(C-{0})i

PGL(N+1, C) actúa efectivhmente en CPIT
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1. 4 ACCIONES EQUIVALENTES.

Sea	 (p i : G 1 xX 2 --)- X 1 una	 acción de un grupo G	 en

un conjunto	 X 1 , sea T 2 :6 —÷ S(X 1 ) el	 homomorfismo	 corres-

pondiente.	 Considérese una biyección	 f de XI, en cualquier

conjunto X 2	 y un isomorfismo h	 de	 G	 en un grupo G2.

Entonces tenemos una acción 502 de G2 en X2	 inducida

por f y h	 , dada por:

92(h(d2), f( x 2 )) =	 f(S02 (9 1 , x l ))	 ( 9)

Escribiremos h(g1 ) = g 2	 y f(x 1 ) = x 2 .	 El homo-

morfismo asociado T2 está descrito por

- 1
T 2(gI) 

= f o T
1(g ) 

o	 f	 g 1eG 1

En un	 diagrama las fórmulas (9) y (10)	 se	 expre--

san
X	 1(") 1	 XI

fi	
if

X 2 	 X2
T2(12)

FIG. (1)

(10)

Decimos que so l y cp2 son accione:6 equívaiente4

•
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cuand o 	 4) 2 es inducida de	 la manera descrita.

Hacemos	 la	 aclaración	 que ésta relación es de hecho,

una relación de	 equivalencia	 en	 el conjunto de todas las ac

ciones,	 en efecto:

Sean T 12 T
2 

Tg,	 los homomorfismos correspondien--

tes a	 las acciones
	

co 1 
, Sp , (P 3 respectivamente

Reflexiva:

Dada la	 biyección	 X1 y el	 isomorfismo

h:G	 G1 , (con f y h como	 la identidad), tenemos	 que

T iln	 = f o T1(g2)	 o 
f-1

	 es	 decir, (p i. ti sol

Simetría:

De so l ny2 	 tenemos T
2(g2)

=f0T	 Dri con
11(g2)

una biyección f:X ---› X
2 	 y un isomorfismo h:G / --± G 2 , de3. 

donde tenemos f-1:X 2 ---› X
1 	 y	 h l :G 2 	G1	 por lo que

T 1 (g ) =
	 f 1 

o t2 , O f es decir, 9 2 % sol

	

1	
(g2)

	c)	 Transitividad:

De sol A. W2	 y 90 2 q, (p3 tenemos of
-1

2	
2

2(g)= f
1
 o T

1(g1

f
1
: X

1 ---4- X 2 y con el isomorfismo h 1 :G 1 ---)- G 2 , y

T 3(g 
3 
) =	 f

2 
O T

2(g ) o f 2 1 	con f :X 2 ---,- X 3 y	 con el isomor
2

fismo	 h 2 :G 2 ---4- G E	.

con
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Sea f 3 = f 2 0 
f i , f 3

 es	 una biyección de X 1 en X 3 •
'

y sea	 h a = h 2 0 h l , h 3 es un isomorfismo	 de G 1	 en G3	 por

-1
lo que	 T2(

g3 
)= f 2 0 Ti(5r, 

1,
‘ 0 f a	es decir, soln,

Tenemos los siguientes resultados:

PROPOSICION 1.4.1.	 Sean 91 , 502	 accíonez equíva/entez

de G 1 en X 1 , G2 en X 2	 tezpeetívamente. Ezetíbaze

x 2 = 1(x 1 ) y g 2 = h(2 1 ).	 Entoneez -tenemo4 /az zíguíentez

afiíxmacíonez:

w 2 ez electíva zí, y ¿dio zí sol	e4 eleetíva.

Demostración:

Supongamos que	 (p2 es efectiva, luego

92 (g 2 ,x 2 ) = x 2 para toda x 2 eX 2 implica g 2 = identidad.

Por otro lado tenemos que

so2 (g2 ,x 2 ) = f( q1(9 1 ,f 1 (x2 ))) = f(91 (9 2 ,x)) = x 2	si , y só-

lo si	 q(g 1 ,x 2 ) = x l ,	 puesto	 que f es una biyección y

como	 h es isomorfismo, g l es	 la identidad.

La suficiencia se demuestra por la simetría:

Sea Y ig.X 1 y zea	 IS(Y l ) = 5/ 2 5.1X 2 .	 Entoneez	 Y2 ez

G 2 -ínvalcíante zí, y 4610 zí Y	 e4 G -ínvaAíante.

n



32

La demostración tiene 	 el	 mismo razonamiento	 que a).

x 2 ea	 punto líjo de	 g 2 4.i.,	 y 4610 aí x 2	ea pun-

to Pijo de 22.

La demostración	 se sigue	 de	 b), haciendo Y 1=lx 1

x2 ea punto 
pexíódíco de g 2 dí, y 46/o al	 x 2 ea

punto pexíddíco de g i ,	 y cuando 14to ae tíene, zon

punto4 Wo4 de elemento4 del mízmo anden.

Demostración:

x 1 	/es	 punto fijo de g	 si, y sólo si x 2 es punton

fijo de	 g 121 .

e)	 OAden	 ( 2 2 ) = Otden (gi)

Demostración:

Sea n	 el orden de g l	 y sea m el orden de g2

= h(g 2 ) n = h(g121 ) = h(id) =	 id, por	 lo que

m	 n	 (11)

Por simetría tenemos que	 m	 n“ y por (11)	 conclui

mos que	 m = n.

Omitimos las demostraciones de las siguientes equiva

le ncias, ref	 [5], [6], [7].
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Fíj(g 2 ) = fi(Fíjfglil

Est,
u
 (x ) = h(EatG ( x 1 ))2	 2	 1

G 
2 
-x

2 
= 6(G 

1 
!x 1)

Sol es ttansítíva aí, y ¿d.to sí so, es tkanaítíva.

Exízte una bíveccatán X IG --÷ X IG	 entte los upa1	 2	 2

cío4 de 6ftbítaa dada por.	 G•x 2 .

secuencia de ésto tenemos que sí YCX 1 es un con--1— 

junto ilundamenta/, entonces
	

es un conjun

Lo dundamenta/. Cuando /as acciones son topoldgícas

h es un homeomoAlísmo, ésta bíyeccídn de XlIGI

en X 2 1G 2 es un homeomoxlísmo tambíln.

Si tomamos X 1 = X 2 = X, G l
= G

2
= G y f = geG pode--

mos deducir lo	 siguiente:

PROPOSICION 1.4.2. 	 Sea G un gkupo que actúa en X

entonces

Y C X ea h-ínvatíante, heG sí, y a6lo al G(Y) es

ghg -l -ínvaníante, geG.

x ea punto líjo de heG sí, y ¿dio s.í g•x es punto

líjo de ghg -1 , geG.

3.-	 Fíj(ghg -1 )= g Fíj(h)	 g, heG

Como con

•
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5.- Sí ghy -l = h, entonces Fíj(h) e4 g-ínvatcíante y ríj(g)

ea 11-ínvatíante.

5 , - Y ez conjunto lundamentai 41., y adío 31. gin e4 un

conjunto lundamental.

Ref.[5], [6], [7]:

PROPOSICION 1.4.3:	 Punto4 41.joa congkuente4 zon del mía

mo oxden.

Demostración:

La demostración se sigue de la prop. 1.4.1. a)

•



35

1.5 EJEMPLOS DE ACCIONES EQUIVALENTES

EJEMPLO 7.

Del ejemplo 6 anterior, tenemos que PGL(N+1, C)

actúa en CPN ,	 por medio de	 la acción definida por

[T]•[z] =	 [T•z]

para todo	 e PGL(N+1, C) ,	 [z] e CPN

Sabemos que PGL(N+1, C) y PSL(N+1, C) son isomor

fos dada la correspondencia 	 biunívoca

[i]	 [det(i)11(11-1-1)11

Por medio de éste isomorfismo, dicha acción y la bi-

yección identidad de CPN en sí mismo, se induce una acción

equivalente- de PSL(N+1, C) 	 CPN dada por

[i•zi = [T•z]

para todo [i]	 e PSL(N+1, O) , [z] e CPN

EJEMPLO 8.

En el ejempin 6 (con N = I) vimos que PGL(2, C) ac-

túa efectivamente en CP' .	 En la sección 0.4 (13), damos

un isomorfismo	 entre PGL(2, C)	 y Aut(C), dada la biyección
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de CP'	 C, deducimos que el grupo Aut(C) actúa en

de una manera equivalente a PGL(2, C)	 en CP'.

EJEMPLO 9.

Sea	 G un grupo que actúa en X y sea TeG.

Sea G	 un subgrupo de G . Definimos el siguiente con
o 

junto.

TG
o T-1 = { TgT -1 : geGo}

Es	 fácil ver que TG 0 T -1 es un	 subgrupo de G al

que llamaremos el Conjugado de G
o por T.

Ahora bien, como G o y TG 0 T
-1 

actúan en X , tene-

mos que debido al isomorfismo h = G o	 TG0T-1 dado por

h(g) = TgT-1

y a la hiyección f
	

X, dada por

f(x) = Tx

las acciones	 de Go y TG 0 T-1 en X son equivalentes.
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CAPITULO II.

TRANSFORMACIONES BILINEALES

2.1 FUNCIONES RACIONALES.

Definición 2.1.1.	 Diremos que f:C	 C es una lan--

cLán xacíonal,	 cuando pueda expresarse en la forma de una -

razón de	 dos polinomios

f(z)	 = P(z)!Q(z)	 (1)

con Q	 O.

Supongamos que P y Q	 no tienen factores comunes

de grado	 positivo.	 El	 grado	 de	 P es p y el de Q	 es q.

Sean a l , (1 2 ,...,or	 las raíces de	 P(z) = O	 y

1 ,k	 k	 k
r
	sus órdenes	 de multiplicidad.

Sean $ 1 2	
las raíces de Q(z) = O y S

m l ,
	 M2 .
	 ,MS
	

sus	 órdenes	 de multiplicidad.

Podemos	 escribir (1) como

a + a z	 a zP
f(z)-	
o 

b o +b 1 z 	 +...+	 b zq



o, decimos que 0.	 o a.a

imple, respectivamente.

Si el orden de multiplicidad t
i
 o k

i	es igual a

es un polo simple 15	 un cero

38

a (z — CL ) 1 .... (Z
P	 ur) 

r

b (z - e l )	 ....(z	 -	 ) ms

on af0 y bf 0.

Notemos que k + k 
2 

+ 	 + k =p,m
1

+ m 	 + m = q
1 

que los al son distintos de	 los 0	 para toda i,	 j, pues

i sucediera lo contrario P y	 Q tendrían factores no tri-

iales en común.

Nótese también que f(a i )	 = O. A los	 a l los llamamos

exo4 de f(z).

Aderflásf(03“.Alos 8. los	 llamamos	 poio4

e	 f(z).

Definición 2.1:2.	 El valor de una función racional en

punto al infinito, es la siguiente:

f(-)	 = lim f(z)

a
cual es siempre un punto de C .	 Esta definición dice que:
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f( co ) = O si p < q ;

f(-) = si p >	 q ;

f(-) =	 a p lb q	si p = q ;

Veamos ahora el orden	 de multiplicidad de la función

racional f	 en el W ; con éste fín se efectuará la substi-

tución z = lJp

a	 4- - a / ( 1 1 . PY	 -ap(irp)P
f(11p)

bo + b .1 (11p)	 b.q(11p)ci

p q	 a
o
p p + a p p-1 +,....+ a ppp
	

bop q+ b p
q_ 

1 +,...,+ bq

= P q-p• f (P)

donde	 f l es una función racional, que no tiene ni un cero

ni un polo en p = 0 .

Ahora bien, si p < q entonces la función que envía

p en f(11p) tiene un cero de orden q - p , y decimos que

f(z) tiene un cero en el infinito de orden q - p.

Si p > q entonces la función que envía p en

f(lip)
	

tiene un polo de orden p - q y decimos que f(z)

•
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tiene un polo en el infinito de orden p -

Observemos que un cero de f es un polo de lif ,

conservan do su orden de multiplicidad y viceversa.

Determinemos el número de polos y de ceros, que tie

una función racional, en el plano extendido C , contan-

órdenes de multiplicidad. Para ésto damos la siguien
•

definición.

Definición 2.1:3.	 El anden teta de la función racio-

nal f , dada por (1), es el número

orden (f) = N = max (p,q)

Veamos:

Si p	 q , f(z) tiene p ceros y todos ellos finitos,

no hay cero en el infinito, por lo tanto el número de ceros

de f(z)	 en C es	 p	 = N .

Si p <	 q , vimos anteriormente que hay un cero en el in-

finito de	 orden q - p,	 en total f(z) tendría

p + (q - p ) = q = N ceros en C, que nuevamente es igual

al orden (fY..

Por el mismo	 razonamiento el número total de polos
A

C , también es igual a N.

ne

do sus

en

•
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Observemos que si f toma el valor a l 0,	 en z
o

,

entonc es z o es	 un cero de F con F = (P-aQ)JQ.

Si	 p > q , entonces gr(P-aQ) = p , luego orden

(F) = P , y recordando que orden (f)= p tenemos que

Orden (F) = orden (f)	 (2)

Si	 p = q , entonces gr(P-aQ) < p y como gr(Q)= q.=

tenemos que	 se cumple la igualdad (2).

Si	 p < q , entonces gr((P-aQ) = q = gr(Q)	 por lo

que también	 se cumple (2).

Entonces	 debido a (2), podemos concluir que 	 toda --

función  racional	 en C toma un valor determinado a t O , -

tantas veces como número de polos o de ceros tenga, es	 decir

N veces, donde	 N es el orden de función.

TEOREMA 2.1.1.	 Toda fluneíón A.acíonal de C 	 en

u contínua.

DEMOSTRACION:

	

Por	 la definición	 (0.5.10) , tenemos que f es con

	

tinua en z	 si
o

f(zo) = lim f(z)

z	 zo
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Sea f : C	 C dada por (1) . Sabemos que toda fun

	

cien polinomial es	 continua, y por la continuidad	 de cocien-

	

tes aseguramos que	 f . es	 continua con Q	 O

Veamos entonces que pasa en los polos de f.

A
	Sea z o e C	 tal que Q(z o ) = O; entonces	 f(z o ) =

	pero tenemos que el	 lim	 f(z) = m	 , puesto	 que el	 lim Q(z) = O

z	 zo

	

zazo •

y el lim P(z) = P(z o )	 O ya que P	 y Q no tienen	 factores

z	 z
o

común, de donde f	 es	 continua en z .
o

Por lo tanto	 si	 f : 6	 E es racional,	 es conti-

nua en todo zeC

	

Definición 2.1:4.	 Una función f definida en 	 un domi--

nio D e C , es complejo - dífienencíable	 en el punto

zoe:D, cuando el límite

	

lim (f(z) - f(z 0 ))	 (z - zo)

z	
zo

existe.

	

El valor de	 éste límite lo	 denotamos f'(z
o
) y es

	

llamado la dexívada	 de	 f en z o . Si además f' es con

	

tinua decimos que f 	 es contínuamente dí4e/Lencíab1e.

	Definición 2.1.5.	 Una	 función	 definida	 en un dominio

en

•
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D c c , se dice que es analítíca en D	 , cuando es conti-

nuamente díferenciable en	 todo punto de	 D.

	

Si	 f es analítica en D S C , excepto en un punto

o'
z
0 

es	 una zíngulanidad aízlada de f, luego podemos di

bujar dos	 círculos concéntricos con centro en z
o

, dentro -

	

D ; en	 la región anular, _f admite un desarrollo_ llama.

expan..61.6n de Latí/tent, 	 de la forma

f(z) = E an (z-z o ) n + E b
n 
(z-z_)-n

n=0	 n=1

y la parte jE b (z-z o ) -u 	le llamamos parte lcutíncípal	 de f
n = 1 u

en z o .	 Si sucede que b n O, mientras	 b	 = 
bn+2 

=	 = O ,. _	 .

la singularidad- z o es llamada polo de' orden	 n.

	

El	 comportamiento de f en z = m , es considerado

	

por la sustitución z = 1Ip y examinando f(1Ip) en	 p = O.

	

Si	 f(1Ip) tiene un	 polo de orden n en p = O ,

tenemos
b	 b

f(1I p ) =E	 a P m +	 + 
s.

+2 en
+ u.=--t

m=0

Y por lo tanto cerca de z	 , tenemos

CO

f(z) = E a z -m + b z+ b 2	 'z2+.. +b z n 	 1/E.
m = 0 m

1	 n

n

•
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Para f	 en z	 =	 , tenemos la siguiente expansión

de Laurent

	

f(z)	 = E a
n

z n , Izi> 1/e	 (3)

y decimos que:

f es análitica en - , si no aparecen potencias po-
.

sitivas en	 (3) y f(-) = ao

f tiene	 un	 polo de orden n en m , si ,solo

un número finito de potencias positivas en (3), don

de a
n
 es	 el último termino con n > 1.

Definición 2.1.6.	 Una función definida en un dominio

D C C , se dice que es metomotla cuando es analítica en to-

do D , excepto en sus	 polos.

TEOREMA 2.1.2.	 Toda luneíón meromorfa en C ,	 e4

cLonaL.

Demostración:

Sea f una función meromorfa en »O . En particu

	

f es	 meromorfa en el punto al infinito, por lo que po

demos formar una región que contiene al - , en la cual f

es analítica o tiene al punto al infinito, como su única sin

	

gu laridad.	 Es decir dibujamos un círculo con centro en el -

a)

b

lar
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ori gen, tal que el	 punto al infinito es la única singulari--

dad fuer a de él.	 Luego tenemos que hay un número finito de

singulari dades dentro del circulo, puesto que los polos son

singula ridades aisladas.

	

Supongamos	 que los polos son z 1 , z 2 ,...,z n .

	En un polo	 z
i

, la función tiene un desarrollo de 	 -

	

Lauren t cuya parte	 principal es	 •

b 2j.	
1

z-z 1	(z-z);	 (z-z '111
i)

;•

donde m es el orden del polo zi.

La parte principal en el infinito es de la forma

A l z+

Consideramos	 la	 función

	

n	 ,
	F(z) = f(z) - E	 bli	 b21	

b
mi +...+ 	 —

	

1=1	 (z-z i )	 (z-z i ) 2 	(z-z
i

) m

+ A2
	 ...+ Akz )

	

La función F(z)	 es análitica en todo el plano in--

cluyendo al infinito.	 Por lo que F(z) es acotada y por el

t eorema de Liouville, 	 F	 es constante, digamos	 F(z) = c.
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i=1	 ((z-zi)

	

lí	 mí
	f(z) = c + E	 +...+ A z	 Ak2k

y asi	 f(z) es una función racional de z.
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2.2 TRANSFORMACIONES BILINEALES.

A las transformaciones bilineales definidas en la -

sección 0.4 , se	 les	 llama algunas veces, dependiendo de lo

que se esté tratando,	 transformaciones de Mbbius, homográfi-

cas, fracciones lineales, etc, o como dijimos en la defini--
a

ción 0.4.1. , automorfismos de C.

	

Proposición 2.2.1.	 Todo elemento de Aut(C) e4 un ho--

meomoxlízmo de C .

Demostración:

	

Sea T e Aut(C)	 , por lo que es de la forma (11) de

0.4 con ad-bc#0. Es claro ver que T es biyectiva.

	

Por el teorema	 2.1.1., tenemos que T es continua

lo mismo que T	
.	

Y	 con ésto se cumple con las condicio-

nes dadas en la definición 0.5.13 , es decir T es un ho--

meomorfismo de C	 . Por lo que la proposición queda demos--

trada.

Cuando corresponden dos elementos de GL(2,C) al mis

mo elemento de Aut(C)	 ?

a
Sabemos que el grupo PGL(2,C) es isomorfo a Aut(C),

por la función dada en (13) de 0.4., es decir que si los
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eleme ntos de

(a
T =	

1 1
1	 c dl

matriz asociada a T e Aut(E)

proporcionales con los elementos de la matriz

12=
d2 b2

c2 d2
asociada a T2 e Aut(C)

tenemos que T I = T 2 e Aut(C) , y reciprocamente.

Definición 2.2.1.	 La tiraza. Nokmalízada cuadnada de una

transformación	 T de Mbbius, dada por la fórmula (11) de

0.4., es la cantidad

tr 2 (T) = (a+d) 2 j(ad-bc)	 (4)

Por lo	 que acabamos	 de notar, la cantidad (4) no de

pende de la matriz	 T que representa a T.

En el caso de que

ad-bc = 1	 (5)

se tiene tr 2 (T)	 = (a+d) 2 .	 Además podemos escribir

tr(T) = ±(a+d),	 la cual presenta ambigüedad en el signo.

Todo Te Aut(C)	 corresponde	 a dos matrices ±Te GL(2,C) ta-

les que ±TeSL(2,C)	 por lo visto en el ejemplo 7 de 1.5

Una de	 las propiedades de la traza es la siguiente:

, T e GL(2,C)	 entonces

•
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tr(STi- 1 ) =

La cual se justifica por un teorema conocido de alge

bra lineal, sobre matrices semejantes.

Por lo tanto tenemos

tr 2 (STS -1 ) = tr2(T)

para cualquier S,T e Aut(C).

-ref. [6]
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2,3 LAS TRANSFORMACIONES BILINEALES SON MAPEOS CONFORMES.

Definición	 2.3.1 Una curva y en C es dífiexencíable si es

cribimos y(t)	 = x(t)	 + iy(t) donde x,y son funciones dife-

renciables.

Definición	 2.3.2.	 La curva diferenciable y es no-zingu-i -

/cut si y'(t)	 O para toda t. La tangente de una curva no-

singular y, en	 el punto to , es la recta que pasa por y(to)

y tiene como pendiente	 arg(y't0).

Definición	 2.3.3. El ángulo que forman dos curvas no-sin

gulares y , y 2 : [a,O]	 C al intersectarse, es el ángulo

que forman las	 tangentes de cada curva, en el punto de inter

sección.

Definición 2:3.4.	 Decimos que una transformación T pite

zekva dnguto.1., cuando el	 ángulo entre todo par de curvas

no-singulares	 y 2 y y 2 que	 se intersectan es igual al ángulo

entre T(r i )	 y T(y2).

Definición	 2.3.5.	 Una función inyectiva y continuamen-

te diferenciable, que preserva ángulos la llamamos conloitme.

Si la	 función preserva únicamente el valor del ángu

lo, y el sentido de su	 dirección cambia por el contrario,

diremos que es	 antíconiloftme.

El siguiente resultado es bien conocido de la teoría
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de variable compleja.

PROPOSICION 23.1: Toda 6uncíón eonflokme en un domínío

C, ea anaLítíca en dícho darnLnLo.

ref [1], [2], [9]

TEOREMA 2.3.1. Sí /a dutívada de una l'unción anattttaa

1, ea díatínta de cena en todo punto, entonce4 6 ea conáM.

me.

DEMOSTRACION:

Sea t e [ n ' O] C M Y sea y: [a,0]	 C una curva -

tal que y(to) = zo	 Y Y l ( t o) S O.

Sea f una función analítica en un dominio que con-

tiene a y, tal que f'(zo) diferente de O.	 Veremos que la --

tangente a la curva f(y) en f(zo) existe y no	 es cero.

Defínase la curva p por

p (t) =	 f(y(t)) = f(z)	 (6)

Si y'(t) # O y f'(y(t)) # O, entonces

11 1 (t) = f'(y(t))y'(t) # 0	 (7)

Luego se admite hablar de arg(u'(t))



f(zo)
e'

o' = arg p'(to)
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E	 II
	
	  IR

a	 t i) 0 e = arg y'(to)

Fig (2)

pero	 arg(u 1 (to)) = ar g ( f o y )'( to) = arg(f1(zo

= arg(f 1 (zo)) + arg(y'(to))

por lo que

Yl(to))

arg(f 1 (4)) = arg(11 1 (to)) - ary(Yito))	 (8)

Sean y 1 y y 2 dos curvas no-singulares que se	 inter--

sectan en zo , formando un ángulo O, o sea

e = arg(y l (to)) - arg(y12(t0))

y considérese las dos curvas no-singulares f(y i ) y f{y2)

que se intersectan en f(zo) formando un ángulo e', o 	 sea

o' = arg(pl(to)) - a r g (u' to)) ;

entonces por (8) se tiene que

e = o'

Con lo que queda terminada la demost'ación del teorema.
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Ya con este	 resultado, para	 llegar a la conclusión

de que cada T e Aut(C) 	 es conforme,	 basta probar quellz)_Y 0

para toda z e C. Esto	 excluye el	 caso en que z ó T(z) es

el punto al infinito, 	 caso que tendrá que tratarse aparte.

Demostrémoslo:

Sea T e	 Aut(C), por la	 fórmula (11) de 0.4, se

tiene

r'(zY: 	

(cz+d)2

para toda z	 - por lo que T	 es conforme en todos --

los puntos finitos,	 distintos de -dfc .

	

Veamos qué pasa en los casos 	 en que z es el	 punto

al infinito, y en que z = -dic. Para hablar del concepto de

función conforme en	 C,	 hace falta la	 definición siguiente:

	

Definición 2.3.6.	 Dos curvas continuas y l y y 2 del pla

no ampliado, que pasan por el infinito loiman un ángulo e en

el co si, y sólo si, las imágenes de	 éstas curvas, bajo la

transformación p(z)	 = lIp forman en el origen de coordenadas

un ángulo e .

Veamos primero que pasa en z = m , en el dominio

de una transformación bilineal T . 	 Por la definicón 2.1.2

tenemos que T(-) =	 aic. Supondremos primero que c 	 O, ó

sea que T(-) f m .

Sean dos curvas continuas y l y y 2 que forman un ángulo
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e en el infinito y sean y
1 y y2 sus imágenes bajo T. Hay

que demostrar que u 1 y 2 
forman un Ingulo o en alc .

Por la definición 2.3.6., las curvas r 1 y i' 2 image--

nes de y y y 2 bajo p, respectivamente, forman un ángulo o

en el origen

Y1

rl
2

r2

Pi

Fig.(3)

Sea	 L = Top -1 , luego 11 1	 = L ( r 1) Y P2 = L(r2).

Ya que L 1 (z) - cb-ad 	 # O
(c+dz)2

para z = O,	 tenemos por el teorema 2.3.1., que L es confor

me en z = O,	 entonces el ángulo entre p
1 

y p 2 en alc es

o, y así T es conforme en z =	 Es decir que para toda

T e Aut(C) y	 para cualesquier par	 de curvas y1, y 2 que se

intersectan en -, tenemos que:
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" El ángulo en el - de 	 y , y 2
 es igual al ángulo en	 ajc	 de

P1,11 2	 (9)

Para demostrar que T es conforme en -dic,-observemos

que como T(-dic) =	 y T-1 e Aut(a) tenemos por (9) . que:

"El ángulo en el m de	 p, p 2 es igual al án .gulo en -dic	 de

u.
Y 1 5 Y 2	 '

por lo que T es conforme en -dic.

El caso de que	 T( m ) = 03 es tratado de manera simi-

lar por medio de la función auxiliar L =poi-0p*

A
COROLARIO 2.3.1.	 Toda luneL6n en Aut(C) ea eonloAme.

Este corloario junto con la proposición siguiente justifican

el término "Aut(C)".

A	 A
PORPOSICION 2.3:2.	 Toda bLyeecídn conforme de C en C

ea elemento de Aut(2).

DEMOSTRACION:

Sea T biyectiva y conforme. Por ser T biyectiva

sólo hay un punto zo,	 tal	 que T(zo) = -, es decir admite --

unicamente un polo.	 Además por la proposición 2.3.1. tene-

mos que T es analítica en 	 cualquier punto distinto de zo ,

es decir T es meromorfa. 	 Por el teorema 2.1.2., T es racio-

nal, luego por tener un sólo polo, su órden total es uno, de

finición 2.1.3.	 De donde	 concluímos que T e Aut(C).
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2,4 PROPIEDAD HOMOCfCLICA,

Como vimos anteriormente toda Te Aut(C) transforma

el plano extendido complejo en si mismo homeomorficamente.

En particular, demostraremos que Te Aut(C) transforma cír-

culos en círculos, considerando a las rectas como círculos -

que pasan por el infinito.	 A esta propiedad que tienen las

transformaciones de Móbius le llamamos ptopLedad homocíaí-

ca.

Consideremos unas transformaciones de tipo especial,

dadas las siguientes definiciones:

Definición 2.4.1.	 Si T(z) = z+b con b#0, entonces

T es llamada una tita4/ací6n.

Bajo estas transformaciones cada punto del plano es

trasladado paralelamente a 	 la línea que contiene a O

(O = origen)	 y a b ,	 una	 distancia igual a	 ibi .

Definición	 2.4:2.	 Si	 T(z) = az	 con a > O , T es --

llamada una homo-tecla.

Las homotecias	 envían cada punto del plano en otro

con el mismo argumento, pero el módulo multiplicado por a.



57

Definición	 2.4.3.	 Si	 T(z)	 = e ill z 	 con	 o e IR, .T es --

llamada una	 Aotacíón.

Estas	 transformaciones rotan	 cada punto del plano un

ángulo	 o alrededor del origen.

Definición	 2:4:4..	 Si	 T(z)	 = liz	 T es llamada una

neeípxocídad. Esta transformación manda cada plinto en su 're

cíproco.

Proposición 2.4.1.	 Sí	 T es una titarusloxmaeídn de Mdbí

u4s, entonce4	 T es /a compozsíeídn de ticaziacione4 homotecí-

asó y xecípxoeídadeds, pudiendo omítíx alguna de éstas.

Demostración:

Sea	 T(z) - az+b,	 supongamos	 primero	 que c = O,cz+d
a	 b

entonces T(z) = a z + a	 y así T= T 2 0 T 1	donde

a	 b
T 
1 
(z) = a z	 es una homotecia y	 1- 2 (z)	 = z + a	 es una tras

lacíón.

Ahora supongamos que c # O. Sean T 1 (z)	 = z + 4 ,

T (z) = 1 ,	 T (z) - 
(bc-ad) z	 y	 T	 (z) = z + A ,

2	 Z	 3	 c 3	 4	 c

entonces T =	 T 4 oT 3 oT 2 oT 1	 con lo que	 concluimos	 la demos--

tración.
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TEOREMA 2.4.1.	 Toda ttanzloAmacíón de Mabía.4 manda caco.

lo6 en eíncutoS.

Demostración :

Todo círculo o	 recta es descrito por una ecuación de

la forma

A(x 2 + y 2 ) + Bx + Cy + D = 0	 (10)

con A, B, C y D reales.

Si A = O con	 B y C no ambos	 cero, entonces (10)

representa una recta.

Si A f O ,	 B 2 +	 C 2 - AD > O ,	 entonces (10) represen

ta una circunferencia.

	

Como vamos a trabajar con números complejos, es	 conve--

niente expresar (10) en términos de z = x+iy .

Tenemos que

zz = x 2 + y 2	z+z = 2x	 ;	 -i(z-i) = 2y	 .

Sustituyendo	 estas igualdades en (10) tenemos lo -

siguiente:

Azz + (B-iC)z + B+iC)i + 	 D = 0 ,
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si escribimos	 B + iC = E, obtenemos

Azi +	 Ez + Ez + D = 0	 (11)

con A y	 D reales.

Si A =	 0 y ESO, entonces	 (11) nos representa

una recta.

Si A $	 O y Er-AD > O , entonces (11) nos 	 repre--

senta una circunferencia.

Considérese la inversión T(z)	 = llz , y sustituimos

z = T(z')	 en	 (11),	 lo que nos da

A + Ez' + Ez' + Dz'r' = o
	

(12)

Ahora bien (12) es de la misma	 forma que (11),

por lo que	 representa una recta o una circunferencia.

Si Te Aut (E) , es una traslación o una homotecia

de las definiciones	 (2.4.1., 2.4.2.)	 es fácil observar que

la propiedad homocíclica se cumple para 	 T.

Con ayuda de	 la proposición 2.4.1. concluimos la de

mostración del	 teorema, y así vemos que se satisface	 la pro-

piedad homocíclica de las transformaciones de 116bius.

Es	 claro que	 Aut(C) actúa en Circ= /círculos y rec--

tas U{-} en C	 , donde T(Q) es la imagen de QeCirc bajo

TeAut(C). Es fácil ver que esta acción	 es transitiva,	 y es

efectiva.



2,5 PUNTOS FIJOS

En esta sección estudiaremos 	 lo referente a	 los pun-

tos fijos de la transformación T e Aut(C).	 Para lo	 cual re

solveremos la ecuación T(z) = z, que 	 satisfacen dichos pun--

tos.

Supondremos primero que c	 O. Como T(0) = alc # 0

tenemos en este caso que .0 no es punto fijo.

Busquemos entonces las soluciones finitas a

• áZ+b
= z

obtenemos que ésto es equivalente a :

cz 2 +(d-a)z-b = O	 (La)

que tiene la solución siguiente:

z = -(d-a)±((d-a)2+ 4bc)/ 
2c

con ésto vemos T(z) tiene a lo más dos puntos fijos. Si

ad-bc = 1, entonces los puntos fijos 	 pueden expresarse como

(a-d)±((a+d)2 - 4)1
2c

	

y si el radical es cero, es	 decir si

a+d = ±2

entonces existe solamente un punto fijo

z = 	
2c

(14)

60

z -
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Ahora supongamos que c = O, entonces z = o, es punto

fijo, y resolviendo (13) tenemos, aparte del -, la solución

)
z

	

	 (15)d-a

como el otro punto fijo.

Si b = O, entonces por (15), z = O. 	 Luego Fij(T)={0,.,}
A

En este caso T e Aut(C) tiene la forma •

T(z) = (ald)z	 (16)

Si a = d, entonces por (15), z =	 Luego Fij(T) = {0.}.

En este caso T e Aut(C) tiene la forma

T(z) = z+b	 (17)

COROLARIO 2:5:1.	 La aníca ttanslotmación de Mabías que tíene más

de dos puntos Iljos, es La identídad.

TEOREMA 2.5:1. 

Una ttanslotmacíón de Mablus está detctmínada unícamente pote

la apiíeacíón de tus puntos dístíntos de é‘

Los vatoxes en estos tices puntos pueden escogeAse akbítnattía-

mente en C, con tal que sean dístíntos.

DEMOSTRACION DE (a).

Sea	 T e Aut(C); sean z 1 , z 2 	, z 3 e a distintos.

Defínase	 zi = T(z 1 ), z1 = T(z 2 ) y z1 = T(z3).
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Supongamos que existe S e Aut(C) que transforma a

z 1 , z 2 , z 3 de igual manera que T, entonces

FiET 10 S) = { z 1 , z 2 , z3}

y por el corolario 2.5.1., tenemos que T -1 0S = I de donde

T = S.

Con ésto queda demostrada la parte (a) del teorema,

en la siguiente sección demostraremos la parte (b).
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2.6 RAZóN CRUZADA.

Con el fín de definir la razón cruzada encontraremos

la transformación bilineal, que manda tres puntos distintos

z 2 , z 3 , z 4 en 1, 0, . respectivamente.

Supongamos primero que z 1 , z2, Z3, Z4 t	 para que

	

T tome el valor O en z 3 y el	 valor - en z 4 , es necesario y.

suficiente que T sea de la forma

•

	

T(z) = 1- •	 .11.1.3.
c	 z-z4

pero T toma el valor 1 en 12, de donde

a	 z1 =	 •	 	 -z2	 3
C	 Z2-Z4

luego

a	 Z2-Z4
Z2-Z3

y la transformación que cumple con lo dicho anteriormente,

es

T(z)	 tz'z3nzit4) 

(z-z4)(z2-z3)
(18)

Definición 2.6:1.	 La kaz6n chuzada de los cuatro puntos

(z, z 2 , z 3 , z 4 ), es la	 imagen	 de z e C bajo la Cínica trans--

formación bilineal, que a z 2	le corresponde el 1, a z 3	el

O y a z 4 el - .

En el caso en que z, z 2 , z 3 , z 4 sean finitos la razón	 dru

a
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zada de z, z 2 , z 3 , z 4 , debido a (18), es la siguiente:

(Z, Z2 5 Z3s Z4)
(z-z9)(z2-z4)

(z-z4)(z2-z3)
(19)

Supongamos ahora	 que uno de los puntos es infinito; en ba

se	 a al adefinición	 2.6.1., escribimos la forma que toma

(Z, 22, Z3, Z4):
•

(", Z2, Z3s	 Z 4)	 = (Z2—Z4)/(22-23)

(Z, ", Z3 1 Z4 )	 = (Z —Z 3)/ (Z—Z4)

(Zs Z2 5 's Z4)	 = (Z2—Z4)/(Z—Z4)

(Z, Z2, Z3s'	 )	 = (Z—Z3)/(Z2—Z3)

TEOREMA 2.6.1.	 La ;tazón ctuzada es ínuaxíante bajo cua/

quien tkansfignmación	 T de M06Lus. Ea deeíA

(z, z 2 , z 3 , z 4 1	 = (T(z), T(z2), T(z3), T(z 4 ))	 (20)

DEMOSTRACION:

Sea	 S(z) =	 (z, z 2 , z3, Z4).	 Entonces	 S e Aut(a)	 y

S	 satisface	 S(z 2 ) = 1, S(z 3 ) = O, S(z 4 ) =

Sea M = ST-l e Aut(a). Veamos	 facilmente que:

M(T(z 2 )) = S(z 2 ) = 1;	 M(T(z 3 )) = S(z 3 ) = O;	 M(T(z 4 )) =

S(z 4 ) = m ;	 de donde	 M(z) = (z, T(z 2 ), T(z,), T(z 4 )) para

todo z e C .

En particular con T(z) en lugar de z, por el teorema
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2.5.1 (a) tenemos (20).

Pasemos a demostrar	 la parte pendiente (b) del teore

ma 2.5.1.

DEMOSTRACION DE	 (b):

Sea M(z)	 = (z, z2, z 3, z 4 ) y T(z r ) = ( z', zl, zl,

Sea S = T1M; tenemos que S e Aut(e) manda los tres

puntos distintos	 z 2 , z 3 , z 4 ,	 en otros tres puntos arbitrarios

distintos zl, z;, z 	 .

PROPOSICION 2.6.1.	 Sí Gc Aut(a) y G .tiene un con

junto E ínvaxíante flíníto con md,6 de titeh winto4 S.íjob, evitan

cesó • G e4 líníto.

DEMOSTRACION:

Sea f una función tal que f:G —÷ S(E), es decir

que para T e G, f(T) = TIE .

Si	 T 1 , T2	 e G y f(T 1 ) = f(T2) entonces Til E= T2IE

como E tiene por lo menos tres puntos, por el teorema 2.5.1.

(a), T 1 = T2,	 luego f es inyectiva.

Como	 E es	 finito, el grupo S(E) es finito, luego

G es finito.
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2,7 PUNTOS SIMÉTRICOS,

Sea Q una circunferencia en C, con centro en z o y

radio r.	 Sea z	 z 0 , ., cualquier punto del plano, colocado

a una distancia d	 de z 0 , y sea z' f zo, W un punto sobre el

radio que	 parte de zo hacia z , colocado a una distancia d'

de zo	 Si tenemos que

dd' = r 2	(21)

entonces decimos que z y z' son ínvenbad 6 62rrf/til,íco4 res--

pecto a Q. Note que cada punto de Q es su propio inverso en

Q.

Decimos que . es -¿fluctuó° de z0, y recíprocamente.

Sea Q una recta; luego divide a C en dos semipla--

nos.	 Sean z, z' dos puntos de C colocados en semiplanos

distintos	 y a una	 distancia d, d' de Q, respectivamente.

Sea L cualquier recta perpendicular a Q, si z, z' e L y si

d = d', entonces decimos que z y z' son 3ímIttíeo4 respecto

a Q.

Diremos que todo punto de Q ij,{.} es su propio j.nveX-

¿o en Q

Sea Q e Circ.	 Definimos 
pe? ' 

¿--t a como la trans-

formación de simetría o de inversión en Q, que manda a z en

su inverso

con respecto a Q

p (z) = z' (22)
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Encontremos la expresión analítica de (22).	 En base

a la definición de puntos inversos sabemos que:

(z 1 -5 )(z —zo 	= 
r2.

y	 arg(z'-z0) = arg(z-z o )

Como arg(z-z o ) = - arg(z--z 0 ) ,	 las ecuaciones ante

riores se cumplen si, y sólo si

(	 = r 2	(23) •

	

y así (23) es equivalente a	 (22).

Ahora si Q es la circunferencia	 representada por

una equación de la forma (11), con centro en -r/A y radio

	

((Er-AD)/A2)i, sustituyendo	 en (23), obtenemos:

+ r/A)(i+E/A) = (Er-AD)/A2

resolviendo el producto y simplificando nos queda:

Az'z + Ez' + Ez	 +- D = 0	 (24)

	

donde z' es el inverso de z	 con respecto a	 Q.

	

Si despejamos z' de 	 (24) obtenemos	 la forma explíci-

ta de la transformación

p Q
	 Az
(z)- 	 _ + E - z'	 cuando A # 0 (25)

Si A = O, entonces Q es recta y

z	
-Ez - D

B (26)



68

Es fácil ver que en este caso z y z' están coloca-

dos de tal manera, que todos los puntos de Q equidistan de

z y z'.

'

Hg. 4 •

PROPOSICION 2:7:1.	 Las tAanslokmacíones de ínvetlí6n -

son mapeo4 antíconloxmez.

DEMOSTRACION:

La transformación (25) la podemos escribir como una

composición, es decir

_
-Ez	 - D 

z'	 + 1 donde z 1 =

Ahora bien, z 1 es el conjugado de z, o sea una re--

flexión con respecto al eje real, que preserva la distancia pe-

rb invierte el signo del ángulo. Por lo que PQ es anticonfor

me.

TEOREMA 2:7:1.	 Sean z y z 1 puntos ínvettsos con te4pec
•

to a Q e Cíte, y sea T e Aut(C). Entonces T(z) y T(z 1 ) san

pan-toa ínven4o4 con nezpeeto a T(Q) G
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DEMOSTRACION:

Escribamos T( z) = z'	 y T(zi ) = 21 .	 Según (11) de

0.4, tenemos

b
ci' - a

Y

4 b 
z, -

cz1 ^- a

sustituyendo en	 (24) obtenemos:

A(-dzI +	 + 	 E(-dz' + b)	 War + b) 
+ D = O

(cz1 - a)(cz i	- a)	 cz' - a cz, - a

simplificando obtenemos	 otra ecuación	 de la forma (24), con

lo que demostramos 	 que	 zl y z' son inversos con respecto

a la circunferencia o recta transformada.

PROPOSICION 2.7.2. 	 Sea Qe CíA.c y Lean z,z' punto4

ínvekéo4 tespecto4 a Q.	 Entoneu todo cíAculo o kecta que

pala pon z, z' e4 oittogona/ a Q.

DEMOSTRACION:

Sean z y z' dos	 puntos inversos respecto a la recta

R.	 Entonces el centro de cualquier circunferencia que pase

por	 z y z', estará	 en IR,	 por lo que dicha circunferencia se-

rá ortogonal a M.	 De la	 definición se sigue que cualquier
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recta que pase por z y z' es ortogonal a R.

Transformamos	 a la recta R, por medio de una trans--

formación de Mbbius T, en la circunferencia Q, T existe por

el teorema 2.4.1. .	 Por la propiedad homocíclica todas las

rectas y circunferencias que pasen por z y z', son transfor-

madas en rectas o circunferencias que pasen por T(z) y T(z');

por el teorema 2.7.1., sabemos que T(z) y T(z') son inversas

en Q, y por ser T un mapeo conforme (corolario 2.3.1), con--

cluímos que las rectas y circunferencias que pasan por T(z)

y T(z') son ortogonales a Q.
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2.8 PROYECCIÓN ESTEREOGRÁFICA.

Dejando un poco las transformaciones bilineales, en

esta sección nos ocuparemos de la representación geométrica

de C. Veremos que existe una correspondencia biunívoca en-
,

tre la esfera unitaria en R 3 y el plano extendido C. A esta

correspondencia le llamamos pxoyeeción e.l.texeogilálíca.

Consideremos la esfera zo definida por

zo = i(x l , x 2 ,	 x 3 ) e M 3 : xl + xl + xi = 1}

Tomemos a C como el plano {(x l , x2, O) : x 1 , x 2 e R}

que corta a zo por su centro.	 Sea N = (O, 0, 1) e zo , po--

demos decir que N es el " polo 	 norte de so" .

Ahora para z e C, tracemos la recta en M 3 que pasa

por z y N, ésta intersectará a la esfera en un único punto

Z = (x 1 , x2, x3) $ N.

Observemos lo siguiente:

Si Izi > 1, entonces Z está en "el hemisferio norte de E
11

0
11

es decir x 3 > O.	 Si Izi < 1, entonces Z está en " el hemis-

ferio sur de Eo ll ,	 es decir que	 x 3 < O.	 Si izi = 1, enton-

ces x 3 = 0yZ = z.	 Si izI	 tiende a ., entonces Z tiende

a N, por lo que al punto . e C 	 le corresponde N de zo. Así

E está representado en	 zo. Z se llama la	 proyección estereo

gráifca de z.
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La proyección estereográfica que va de C en E0 es un

homeomorfismo, es decir C y E0 son homeomorfos.

	

Ahora encontremos la expresión algebraica de la 	 pro-

yección estereográfica:

Sea Z e Eo, Z = (x l , x2, x3); y sea z = x + iy e C el punto

que corresponde a Z .

La recta que pasa por z y N está dada paramétricamen

te como el conjunto de los puntos de la forma

((1 - t)x,(1 - t)y, t)	 con -	 < t <	 ,

entonces encontramos el valor de t que corresponde a Z. 	 Para

ésto tenemos; como este punto está en Ea,

((1 - t)x) 2 + ((1 - t)y) 2 	+ t 2 = 1

y recordando que 1z1 2 = x 2 + y 2 , tenemos

(1 - t) 1 1 2 = 1 - t2

luego

t
1 z1	 - 1 

-
111 2 + 1

Obsérvese que como z e C, tenemos z	 co luego t	 1.

Ahora es fácil encontrar las fórmulas para las coordenadas

de Z:
...

2x	 'Z 4 = (1 - t)x
1/1 2 + 1	 1112 + 1

(27)
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x2= (1 - t)y = 	
(28)

Izi2	 1

4(z2d 
1z1 2 + 1

X3-	 1 

	

1z1 2 	 1

por lo que

Z	 t 4 -±7. 	 9 . -1 (± 	 5 1 - z4	 1 

	

izi	 +r 1	 1 z 12 + 1	 IZI2	 1

(29)	 •

Calculemos la inversa, es decir encontremos el punto

z e C que se proyecta en Z e E 0 .	 Ya que z = x + iy de

(27) tenemos que

y de (28) que

Entonces

x =	 1z12 +	 1)]/2

y = Ex2(W2	 1)]/2

y como

z	 =	 [x l (1z1 2 	 + 1)]/2 + i[x 2 (1zI 2 	+ 1)]/2

= [(1z1 2 	 + 1)/27(x1	 + ix2)

x3=	 (1z1 2 -	 1)/(1z1 2 + 1)

tenemos

1 - x, = 2/(1z1 2 + 1)

de donde

z = (x 1 + ix2)/(1 - x3)	 (30 )



74

TEOREMA 2.8.1.	 La ptoyeccan uteiceogAllíca cumple con

La pxopíedad homocíclíca.

DEMOSTRACION:

Una circunferencia en la esfera se obtiene de la in-

tersección de ésta con cierto plano

Ax 2 	+ Bx 2 + Cx 3 + D = 0	 (31) •

y sustituimos el valor de x l , x 2 , x 3 en términos de x , ob-

teniendo:

A(2x) 	 B(2Y) 

k 2 + y 2 + 1 X2 + y2 + 1

lo que es equivalente a

C(x 2 + y 2 - 1)
D = O

x 2 +y 2 + 1

[(C+D)(x2+y2)]/2 + Ax + By + (D-C)/2 = Os

ésta última es la ecuación de una circunferencia si C+D 	 O

y una recta si C+D = O.

Notemos que si (x 1 , x2, x3) = ( 0, 0, 1) en la ecua--

ción (31) aparece precisamente iC+D = O, por lo que si la cir

cunferencia pasa por N, al proyectarla le corresponde una -

recta.

Así hemos probado que la proyección estereográfica -

transforma círculos de E l) en círculos o rectas de C
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TEOREMA 2.8.2.	 La pnoyeceián eisteneogicalíca u un ma-

peo conlonme.

DEMOSTRACION:

En esta demostración	 utilizaremos la siguiente 	 nota-

ción para los	 puntos de E0,

( x 1, )(2, x3) =	 ( 1,	 'n, C)

ésto se hace debido a	 la confusión	 que puede surgir en	 los

subíndices.

Sea LO = ( 10,	 no	 co)	 S N, Zo e E 0 , y sea r	 una -

curva continua que pase por el	 punto Zo y que tenga tangen-

te en el mismo. Una representación paramétrica de la curva

r es:

E = 1(t), n	 = n(t), c = c(t)

observando que

E(t) 2 +	 n(t)' +	 (t) 2 = 1

y tal que las	 funciones E,T1,,	 son	 diferenciables en t	 = to

Y	

E 1 (t) 2 + dt) 2 +	 ( t) 2 # o

La imagen de Zo ,	 bajo la	 proyección estereográfica es

zo y la imagen de la	 curva r	 es Y, tal que

x= E/(1-c)	 Y	 Y= n/(1-c)

Parados números x l (to), y'(to) que caracterizan la di-

rección de la tengente en el punto zo, se tiene:
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x' = [E'(1-c0)+1 1 c0]/(1-c0) 2	(33)

2

Y' = [n 1 (1 — co ) + C I Tio 1/(1 — Co)	 (34)

2	 2 2	 2	 4

xl
2
+Y'

2 	 2	 2 
)( 1 -0 0 ) + 2 (10e +non')-	 (1-00)-E c t (10+no )]/( 1 -00) 	(35)

pero observando que:

2
2 4- no2	 co = 1 (36)

non' +	 Col' = 0	 (37).

tenemos por las igualdades	 (36) y	 (37), que	 (35) se	 puede

escribir como
2	 2	 2	 2	 2	 2

x l -E y'	 = (1 1 + n i +19/(1- co)	 (38)

Consideremos	 las dos curvas	 r y r 1 en ro, que pasan

Zo , formando un ángulo e, y sus imágenes bajo la proyección

estereográfica, las curvas-y y y l en el plano, las cuales se

intersectan en z 0 formando un ángulo de e .	 Hay que demos-

trar que o = e y para	 esto calculamos el coseno de 0, en --

donde x 1 , Yl denota una representación paramétrica de 	 y i, Y

ni, SE, de r15 veamos:

x' xj + y 'y1

Cos e - (39)
[(x12+3,12)(x12+y12)]1

sustituyendo	 (33), (34), y (38) en (39), tenemos
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Cos e — [1 1 (1-)-F1 E0][11(1-u) 4-cl U] +E - n 1 (1-0)+C'noHni 1-c0+cir

( 1 -0) 2 [(1'21-n12+c12)(12+n12-hc12)]
(40)

pero

101 +noni + coc	 = 0	 (41)

recordando (36) y (37), además de (40),(41) nos queda:

( 1 1 11 1-n'ol)(1-c0) 2 -c'cl(co-c1 2 )-c'cl(1- 0 1 )+Cd(1-ci	 ) cos e -

E113.1÷o'nItl'CI 
[(1124,ni412)(d2+n124.112)11

= cos e

y con eso queda demostrado el teorema.

Definición 2.8.1.	 Diremos que r 1 , z 2 e C son punto4

opue4toz, cuando sus proyecciones estereográficas Z 1 , Z2 e z0

son puntos diametralmente opuestos, es decir Z 1 = -Z2.

PROPOSICION 2.8.1. Sean Z1, Z 2 Pant04 díametkalmente o--

puezto4 de E 0 ,	 y z 1 , z 2	 0, - 4a pkoyeccíone4 en C, en-ton-

ceo z 1 z 2 = - 7-

DEMOSTRACION:

Sean	 71 = (11,n1,1)	 y	 22 =	 -13-n1s-C1)

(1_ c0 )2[(ç12+ n 1 2+ c 12)( €1 2+1112+112)ji
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tenemos por (30) que

Z1 = ( El +i ni)/( 1 -Ç1) 	 Y	 Z2 =	 -Cl-ini)/(11-11)

luego

= [E1/(1-Çi)+ini/(1-1)][-E1/(1-1-1)-1-ini/(14-c1)]

= (-1i-n1)/(1-W	 (42)

recordando que li+ní = 1 -/i , (42) nos queda:
•

Z1F2 = -1
	

(43)
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CAPITULO III-

CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES DE MbBIUS

Sabemos por el corolario 2.5.1., que la identidad es

la única de las transformaciones de Mébius que tiene más . de

dos puntos fijos, por lo tanto haremos la clasificación

cluyendo dicha transformación.

-Considerando el número de puntos =fijos, diremos que

hay dos -clases de-tranlformaciones: las que tienen dos pun--

tos fijos y las que tienen un punto fijo.
•

Veremos en las.primeras cuatro _secciones el caso en

que T e Aut(C), -tiene dos puntos fijos, después en la sec--

ción  3.5.-viene el 	 case en que la transformación tiene única

mente un punto	
.
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3.1 MULTIPLICADOR,

Sea T e Aut(C), cuya forma está dada en (11) de 0.4.

tal que	 Fij(T) = { P2, P2) con	 13 2 	p2

Supongamos primero que c	 O, entonces	 Pi s P2 t cc's

En base al teorema 2.6.1. de raz6n	 cruzada, tenemos:

•

(z,	 P I, P2) = (T(z), ale, P1, P2)

es decir debido a (18) de 2.6, que

T(z)-p1 

T(z)-p2
K

z-p2 

z-p2
(1)

con K a-cp1 

a-cp2

	

A K±1	 le llamamos el multípiíeadot de T, y es quien

nos determina el carácter de la transformación, como veremos

	

más adelante.	 Nótese que si intercambiamos pl con p2 ,

cambiamos K por 1IK.

Obtendremos una expresión de K en términos de los

coeficientes de T, bajo la normalización de que ad-bc = 1,

lo cual es lícito por lo visto en la sección 2.2, veamos:

	

K + 1
	 2a 2 - 2ac(p1
 -

	

K	 a2-ac(p2

02)	 C2(51

P2)	 C2P1P2

P2) (2) 

Como p i , p2 son raíces de la ecuación (13) de 2.5.
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obtenemos facílmente las siguientes igualdades:

a-d
P I 	P 2 	 -
	

c

P1 p2 = —
c

(a-d) 2 + 2bc 

c 2

Sustituyendo éstas en (2), tenemos:

K + 
1 

= (a+d) 2 -2

Supongamos ahora que c =0, es decir

T(z) = az+b
 ' ad = 1

En este caso	 un	 punto fijo es -	 y otro p l -

	

De manera análoga	 a	 la anterior obtenemos:

	

T(z)	 •-•	 P1 = K(z-o2)	 (4)

con K - a
d
	 y tenemos que esta K satisface (3) pues

1	 a	 d	 (a+d) - ZadK + — =	 + 	 =	 - (a+d) 2 -	 2.K	 d	 a	 ad

Hacemos la observación que la clasificación de las

transformaciones de	 Mbbius con dos puntos fijos, que	 se verá

en las siguientes secciones, está	 hecha en base a su multi--

( 3)

d-a
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-
jo4 p , p	 en coman, entonce4 T 1 = T2 6 (p íen	 = T2

1

1	 2	 1

DEMOSTRACIDN:

Sea	 L(z) = (z-p1)/(z-p2) .	 Por (1)	 tenemos

LT I L -1 (z) =	 z	 y	 LT2L	 (z)	 =

Estos claramente son iguales	 o	 inversos,	 por lo tan-

to se tiene	 lo mismo para T 1 , T2
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3,2 TRANSFORMACIONES HIPERBÓLICAS.

Supondremos que el multiplicador k satisface 0 < k 	 1.

Por lo que
2

y por (3) tenemos que

tr 2 (T) > 4

de donde a+d e IR •

Definimos a T e Aut(C) como una transformación hípet

661Lca cuando a+d e IR y la+dl>2.

Pasemos al	 estudio del comportamiento geométrico de

una transformación	 hiperbólica.

Recordando que a T podemos escribirla de la forma

(6) donde H(z) = kz; primero notemos unas propiedades de la

homotecia H:

Toda línea recta que pasa por el origen es transfor-

mada por H	 en sis misma.

Una recta que pasa por el origen divide al plano en

dos conjuntos conexos de puntos, estos conjuntos son

invariantes	 bajo H.

Todo círculo con centro en el origen es transformado

por H, en otro círculo con la misma propiedad.

Los puntos	 {O, co } = Fij(H), son inversos respecto a

cualquier círculo de c).
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Ahora pasemos a T. Sea Q un círculo que pasa por

los puntos	 fijos {pi, p2} .	 Recordando que L(p 1 ) = O	 y

L(p 2 ) =	 L transforma a Q en una recta que pasa por el 	 ori

gen, luego H la deja invariante (por a) , después L -1 la re

gresa a Q,	 por lo que aseguramos:

Cualquier círculo que pasa	 por los puntos fijos es trans-

formado	 en si mismo.

Con el mismo razonamiento anterior podemos deducir

lo siguiente:

Un círculo que pasa por los puntos fijos divide al plano

en dos	 conjuntos conexos de 	 puntos, estos conjuntos perma

necen invariantes bajo T.

Cualquier círculo ortogonal	 a los círculos que pasan por

los puntos fijos es transformado en otro círculo con la -

misma propiedad.

Los puntos fijos son inversos respecto a cualquier círcu-

lo de	 C.
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3.3 TRANSFORMACIONES ELÍPTICAS

Supongamos ahora que el multiplicador K tiene la for

ma

K =ele con	 o # 2nn	 (7)

Entonces por (3), tenemos que

tr 2 (T) = 2 + 2 cos

de donde

O < tr 2 (T) < 4

por lo que a+d e

A
Definimos que T e Aut(C) es etíptíca si a+d e IR y

la+di<-2.

Para conocer el comportamiento geométrico de una 	 -

transformación elíptica, veamos primero las propíedades de‘H,

ya que T es de la forma L HL donde en este caso H(z) = elez

y H	 es una rotación.

Toda recta que pasa por el ori g en es transformada por 	 H

en otra recta que pasa por el origen, y forma un ángulo o

con la primera.

Todo círculo con centro en el origen en transformado en

si mismo.

c)	 El conjunto de puntos interiores de los círculos ante--

riores permanecen invariantes.
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d)	 Fij(H) = (O, -) son puntos inversos con respecto a los

círculos de b)

Ahora veamos el comportamiento de T e Aut(C), elípti

ca.	 Sea Q	 un círculo que pasa tanto por p i como por p i , y

recordando	 que L(p 1 ) = O y L(p 2 ) = =0 tenemos que Q, bajo L,

se transforma en una recta t, que pasa por el origen, luego

H(t)	 = t' tal que el ángulo entre z y z' es e (por b)), por

último L -1	 regresa a la recta a un círculo que pasa por p l y

pa, r ero que forma un ángulo e con Q. Conluimos:

Un	 círculo que pasa por los puntos fijos es transformado

en otro círculo con la misma propiedad y formando un ángu

io	 o con	 el primero.

Con el mismo razonamiento anterior concluimos:

Cualquier círculo ortogonal a los círculos que pasan por

los puntos fijos, es transformado en si mismo.

El	 conjunto de puntos interiores a un círculo de B, es in

variante	 bajo T.

Fij(T) =	 {p i , pa} son inversos respecto a los círculos de

B.

Un ejemplo de transformación elíptica de período dos,

es la	 siguiente:

Pongamos e = IT en la fórmula (7), luego K = —1, así

H(z) = -z y recordando que T = L'HL, es fácil ver que cada

punto	 es regresado a su posición original, en la segunda a-

plicación.	 Aquí la traza es . tr(T) = ,±2 cos H12 = O.
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3.4 TRANSFORMACIONES LOXODRÓMICAS

Por último consideremos el caso de que

Entonces

K = ae
ío	 con O < A # 1 Y	 2nn

tr 2 (T) = Ae ís + e -ie + 2

= 2+(A + 11A) cos o + i(A - 1/A) seno (8)

Supongamos	 que tr(T)e IR: ésto implicaría que el tér-

mino imaginario en	 (8) desaparece, luego o es un múltiplo de

u, entonces

tr 2 (T) = 2 ± ( A + 11A)

recordando que o	 2nn , nos queda

tr 2 (T) = 2-(A + 11A)

y como A + 11A > 2, tenemos que tr 2 T < O, lo que es una con-

tradicción, luego entonces tr(T)1 R.

Definimos a T e Aut(C), como loxodAdmíca si a+d	 M.

Como K = Ae
i0

, entonces H toma la forma H(z) = Aeic)z,

que podemos escribirla como la composición de dos transforma

ciones z 1 = Az 2 y z 2 = ez donde una es hiperbólica y la

otra elíptica. Así H es una combinación de homotecia con 	 ro

tación por lo que H transforma:

a) Todo círculo que pasa por el origen en otro círculo cen--

trado en el origen.
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b) Toda recta que pasa por el origen en otra recta que pasa

por el origen, formando un ángulo o con la primera.

Veamos el comportamiento de T, basándonos en

T = L'HL:

Cada arco que une los puntos fijos es transformado en otro

arco con la misma propiedad, y formando un ángulo e con el

•
primero.

Cada círculo ortogonal a los círculos que pasan por los

puntos fijos, son transformados en otros círculos con la

misma propiedad.

En general este tipo de transformaciones (loxodrómi-

cas)	 no dejan invariantes tales conjuntos de puntos, como vi

mos en A y B con la excepción de que en la observación A, si

o -	 entonces un círculo es transformado en si mismo pues ca

i/rco forma un arlgulo n con el otro, pero la diferencia de

esta	 observación en este caso, que parece ser igual al de --

las elípticas, es que el conjunto de puntos interiores del -

círculo no es invariante bajo T, si T e Aut(C) es loxodrómi

ca.
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3.5 TRANSFORMACIONES PARABÓLICAS

Pasemos finalmente al caso en que T e Aut(C) tiene

un solo punto fijo.	 Vimos en la sección 2.5 que en este ca-

so tr(T) =±2.

Definimos a T e Aut(C)-{id} 	 , como una transformación

patabólíca si a+d =±2.

Sea T e Aut(C)-{id}, tal que Fij(T) ={13 1 }, observe--

mos, como se vió en 2.5 que: si c 	 O, entonces	 p i = (a-d)j2c

si c 1-10, entonces	 p i =

Tomemos a L e Aut(C), tal que L(pi) =	 , no dudamos
1

de la existencia de L, ya que la transformación —
z-p,

con la condición deseada.

cumple

-A
Considerando la acción de L(Aut(C)L	 en L(C), tene-

mos de la misma forma que antes que:

FiELTL -1 ) = L Fij(T) = {-}

Sea H = LTL - ' e Aut(C). Sabemos que si Fij(H) = { c.}

entonces H es de la forma H(z) = z+b (sec. 2.5 (17)), y el -

comportamiento de la traslación H ya es conocido.

Cualquier línea recta es transformada por H en una línea

paralela a ella.

Cualquier línea paralela a la línea que une el origen con

b, es transformada en si misma.

c) La mitad del plano formado al dividir éste, por una línea

que permanece fija, es transformado en si mismo.
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-1
Como H = LTL	 de igual manera que en las secciones

anteriores, hacemos T = L -1 HL y conozcamos su comportamiento

geométrico,

Veamos que es lo que hace T con Q , si Q és un círcu

lo que pasa por p i , empecemos con L, L transforma a Q en una

	

línea recta, después H	 transforma a esta recta en otra para-

lela (a)), y por último L
-1
 manda a esa recta en un círculo

que pasa por p i , por lo que resumimos:

Cualquier círculo que pase por el punto fijo, es transfor

mado en un círculo tangente al primero en el punto fijo.

Hay una recta que pasa por el punto fijo, tal que todo -

círculo tangente a dicha recta en dicho punto, es trans-

	

formado en otro tal	 círculo o en la recta.

C: El conjunto de puntos interiores a cualquiera de los cír-

culos invariantes, es invariante bajo T.
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3,6 CLASIFICACIÓN DE ELEMENTOS DE AUT(C) (RESUMEN).

TEOREMA 3.6:1.	 Sea T e Aut(C) , ea decíx

	T(z)	 az+b	 donde ad-bt = 1
cz +a

entonceá T ea o la ídentídad o hípeAbdlíca o elíptica o lo-

xodxámíca o patabóLica.

DEMOSTRACION:

Sea T e Aut(d),	 es decir, T(z) = az+b
cz+d con ad-bc = 1

Si a+d	 R entonces T es loxodrómica. Si a+d e M, -

tenemos tres cosas: la+di > 2; o la+di< 2; o a+d = ±2; de -

donde T es hiperbólica;	 o elíptica;„ o parabólica, o la iden-

tidad, respectivamente.	 Como	 no hay más posibilidades para

a+d, termina la demostración.

El siguiente resultado servirá en las investigacio--

nes de capítulos	 posteriores.

	

TEOREMA 3.6.2.	 Sí un ykupo contLene doz titan4loAmacío

neá no-pakab62icaz, 2aa cualesó tienen un punto 6Ljo en coman,

y lo3 otto4 puntos líjo4 son di4enente4, entonce4 el gtupo -

contiene ttanálotmacionez patabMicas con dicho punto coman

como el punto gíjo.
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DEMOSTRACION:

Sean A y B dos transformaciones no-parabólicas ta

les que:

A( p 2) = Pi, A(P2) = p2,	 B (p2) = B (P3) = P3, con P2 # P3.

Sea L e Aut(C) tal que L(p i ) =	 [ ( pa) = O, L(p 3 ) = 1

luego tenemos que

LAL -1 (-) =

LAL -1 (0) = O

LBL -1 (.) =

LBL -4 (1) = 1

Como fij(LAL -1 )	 = { O,	 -) entonces LAL -1 (z) =	 az con

a	 0,1 y	 (LAL-1)-1(z)	 = z/a.

Como FiELBL -1 )(z) = 11, ..c. } entonces

LBL -1 (z) = b(z-1) + 1 con b V 0,1 y

(LBL 1 ) -1 (z) = ( z-1+b)/b	 entonces

(LAL-1 ) -1 (LBL-1 )(LAL -1 )(LBL -
1 )

-1 ( z )	 = z + [ ( b-1)(a-1)]/a

observando que (b-1)(a-1)/a	 0; de donde

LA 1 BAB -1 L -1 (z) = z	 + ( b-1)(a-1)/a	 (9)

luego (9) es	 parabólica cuyo punto fijo es 	 , y asf A-1BAB-1

es parabólica con el punto fijo z = p i .

PROPOSICION 3.6.1.	 Lao totacíone4 de la edsleiLa, aquí-

valen bajo la pfloyección ezteteogtálíca a tn.an.6.6oftmacíone4

elípt c ah en el plano.
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DEMOSTRACION:

Debido a que la proyección estereográfica es confor-

me (teorema 2.8.2) y biyectiva, tenemos por la proposición -
•

2.3.2, que a las rotaciones en la esfera le corresponden 	 --

transformaciones bilineales. Ahora pasemos a demostrar que

éstas son elípticas.

Supongamos que el ángulo de rotación de la esfera 	 zo

es o, y el eje la recta que pasa por ±Z 1 y O, con ±Z1 e xo.

Entonces observemos que:

±Z 1 son puntos fijos de la rotación;

Un círculo que pasa por ±Z 1 , es transformado en otro con

la misma	 propiedad, y formando un ángulo e-con el primero;

c) Un círculo ortogonal al eje o a los círculos de b), perma

nece fijo.

Considerando que la proyección de Z 1 es z 1 y de Z2

es z 2 , tenemos las siguientes observaciones:

z 1 y z 2	 son puntos fijos;

Un círculo que pasa por za y z2 es transformado en otro

que pasa	 por z 2 y z 2 formando un ángulo e con el primero;

C: Los círculos ortogonales a los de B, permanecen fijos.

El comportamiento anterior es precisamente el que --

tiene una transformación elíptica y ninguna otra, ver 	 -

ción 3.3.
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PROPOSICION 3.6.2. Sí T e Aut(a) cokkesponde a una

kotacídn en Eo, entonces T es de /a 6otma

T(z) - 
az-

cz+a

DEMOSTRACION:

lal2	
IC12 =.1

Sea T(z)	
az+b

 cz+d , ad-bc = 1, una transformación que

corresponde a una rotación en E 0 , a través de un eje cuyos

extremos son Z 1 , Z2; sean z 1 , z 2 las proyecciones de Z i , 12,

por lo que z 1 , z 2 son los puntos fijos de T. Por la própo

sición 2.8.1. tenemos que

z 2 = -11?1

o sea

sustituyendo zl = -llz2

tenemos que

az 2 +b	 =

cz 2 +d azi+

- az +b	 =	 l iaz	 -c 

cz2+d

de donde por lo visto en la sección 	 2.2, tenemos

a = xa, b =	 c =	 d

de aquí que

1 = ad-bc = x 2 (ad-bc)	 = Wal2+IcI2)
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luego x = 1

de donde T es de la forma deseada.

PROPOSICION 3.6.3.	 Sea	 T e Aut(C), Lean z 1 y z2, z3 y z4

panel de punto.6 opuezto.s. Sí T(z 1 ) y T(z2), T (z3) y T(z4)

tambíln lo son, enÉonee4, T cmilezponde a una totacíCn de Lo

pm la piLoyeecíón e4tekeovillíea.

DEMOSTRACION: 

Sea T 1 e Aut(C)	 una transformación que corresponde

a una rotación, tal que	 T I ( z 3 ) =	 O y T 1(Z4) =

Sea Tz e Aut(C)	 una transformación que corresponde

a una rotación tal que	 T 2 (T(z 3 )) = O y T 2 (T(z 4 )) =

Luego Fij(T 2 T1- 1 1 ) = { O, -} y por lo visto en la

sección-2.5. tenemos que	 T 2 1- 1- 1 1 es de la forma

T 2 TTI 1	= kz

Por otro lado	 tenemos que:

T 1 ( z 1 ) = zl; 1- 1 ( z 2 )	 z1	 son puntos	 opuestos;

T 2 (T(z 1 )) = w{, T2(T(zj)) = w2	 son puntos opuestos;

c) zl, z1 , wl , wl O {O, -}.

Así w1 = T2T1- 1 1 (z1) = kz

y como w11,71q	 -1

tenemos que

-1 = (kz1)(kz1) =	 = - ik12
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de donde ikl = 1.	 Por lo tanto T 2 TT: 1 corresponde a una -

rotación, y dado que T2, T 1 también corresponde a una rota--

ción, tenemos que T 	 corresponde a una rotación.
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3,7, CÍRCULO ISOMÉTRICO.

Definición 3.7.1.	 Sea T e Aut(C), y defínase

I(T)	 = {z e C : IT 1 (z)1 = 11

a I(T) le llamamos el 	 cínculo l4omélníco de la transforma-

ción T.

Si c es cero,	 la definición no tiene sentido, y por:

lo tanto no se habla de I(T) en dicho caso.

Sea y una curva	 (sección 2.3) y recordando que

long
Y 	 a

=flyi(t)Idt

Hacemos la observación 	 de que si y<= I(T) entonces

longy =	 long T(y)	(10)

TEOREMA 3:7.1. Todo T e Aut(C) ttanzloitma 4u cíAcu.to -

íisomáttíco en el cixeulo íoniltitíco de 4u titan46oxmacien ín-

veua T-I , ínviittíendo 4u. otíentaca.n.

DEMOSTRACION:

Sea z e I(T) por lo que IT ) (z)1 = 1, luego

1(1 1 ) 1 ( T (z))1 = 1/IT'(z)I = I de donde T(z) e I(T-I).

Debido a que I(T) e I(T - ')son del mismo radio, pode-

mos definir una transformación T 1 , compuesta por una	 trasla-

ción y una rotación, tal que
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T 1 : I(T)---)-I(T-1)	 y con zi e I(T) tenemos que

1- 1 (z1) = T(z1);	 T 1 preserva la orientación, es isometría y

por ser conforme T 1	e Aut(C).

Supongamos que T	 I(T)-->I(T-1)	 preservando la orien

tación natural de estos círculos, 	 y recordando que es isome-

tría tenemos que si	 z 2 , z 3 e I(T), z2	 z 3 entonces

T(z 2 ) = T 1 ( z 2 )	 y T(z3) = T (z3)	 luego por el teorema 2.5•.1

a) afirmamos que

T 1 (z) = T(z) para todo z e C

pero T 1 fija al	 -, contradicción !Luego T no preserva la --

orientación al enviar su propio círculo isométrico en el de

su inversa.

Una interpretación geométrica de T con relación a su

círculo isométrico es la siguiente.

Sea p e	 I(T)	 y por	 el teorema anterior T(p) e I(T-1);

sea L la bisectriz perpendicular al segmento L' que une los

centros de I(T)	 e 1(T -1 ).	 Si aplicamos una inversión (sec.

2.7) respecto a	 I(T), p queda fijo, y luego una reflexión	 -

respecto a L, entonces p cae sobre un punto p ' , que pertene-

ce a I(T -1 ), y por último mandamos p 1 a T(p), por medio de

una rotación con centro en	 alc. Luego si denotamos a la com

posición de las	 dos inversiones con la rotación, por la trans

formación T 1 , tenemos que T 1 : I(T)---}I(T 1 ) y T1 (p) = T(p).

Por el mismo razonamiento que utilizamos	 en la demostración

anterior, vemos	 que T 1 = T.
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Fig. 5

Hacemos	 la observación	 que los círculos isométricos

I(T), I(T -1 ) se	 intersectan, se tocan o son ajenos dependien

do del tipo de transformación (de	 la sección anterior) que -

sea, véamos:

I(T)	 Icz+di = 1 con centro -clic	 y radio 1/Icl ;

I(T -1 ) :	 Icz-al = 1 con centro alc 	 y radio 1/1c1 ;

la distancia entre los centros 	 :	 la/c+d/cI	 ;

La suma de los radios : 2/Icl

Entonces I(T) e I(T )	 se	 intersectarán si

I A + g- I	 < 2/Icl	 es decir si	 la+clI < 2 o sea si T es elí2
c	 a

tica, de	 igual manera; si T es	 hiperbólica I(T) e I(T -1 ) son

ajenos; si T es	 parabólica I(T) e	 I(T -1 ) son	 tangentes; si T

es loxodrómica puede suceder cualesquiera de 	 los casos ante-

riores, excepto	 la coincidencia.
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TEOREMA 3.7.2.	 Laz longítude4 de una cueva y en D(T)

zson aumentadaz en magnitud, y taz tongítude4 de y en E(T)

hon dizmínuídaz en magnítud bajo la aplLeacan de T.

DEMOSTRACION:

Si z s y S D(T), entonces icz+cil< 1 y como

11"( )1 = I/1cz+d12
tenemos que

IT'(z)I> 1

Analogamente vemos que si zeyCE(T) entonces

11"(z)1‹ I.

•
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CAPITULO IV

GRUPOS FINITOS DE TRANSFORMACIONES BILINEALES

Antes de iniciar este capítulo hacemos la aclaración

que el grupo G de transformaciones de Mdbius en el cual tra

bajaremos, es finito.	 •

Notar que si T e G es hiperbólica, loxodrómica o pa-

rabólica, las transformaciones T n (n e Z) son distintas. Lue

go tal T no puede ser elemento de G, de donde concluimos que

G contiene unicamente transformaciones elípticas y la identi

dad. Además cada elíptica de G tiene traza = ±2 cos o donde

0111 es racional.

El grupo por tener un número finito de puntos fijos,

puede ser transformado, por una conjugación (ejem. 9, 1.5),

de tal manera que - no sea punto fijo de ningún elemento de

G - {id}, por lo que supondremos, sin pérdida de generalidad,

que - no es punto fijo de T e G. Y asi toda T e G, con ex-

cepción de la identidad, posee su círculo isométrico, ya que

de lo contrario si c = O entonces T( 00 ) =
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4.1 REGIÓN FUNDAMENTAL.

Definición 4.1.1.	 La región abierta R es una itegíón

damentaL del grupo G, si,

Para toda T e G - {id}, T(R)ñ R 	 =

Para toda z e C, existe T e G tal que T(z) e I

(aquí	 1T denota la cerradura de R)

Nótese que si R es una región fundamental, existe un

conjunto fundamental Y tal que RCYtI.

Veamos unos ejemplos de regiones fundamentales

1.- Tenemos el grupo de rotaciones

G 1 = {T;(z) = e 2n11116 z 	 (0 5 n .s5)}

y R 1 =	 { z : O < arg(z) < n13} es una región fundamental pa-

ra G1 .	 La vecindad de cualquier punto de la frontera de R

contiene puntos que son transformados en puntos interiores

de R 1 , por una rotación de un ángulo de	 ±n13.

Fig. (6)
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2.-	 El grupo de traslaciones

	

G2	 = {T m (Z) = Z+M , m e Z}

Sea R 2 = { z : O	 Re(z) s 1}

o

Fig. (7)

R 2 es una región fundamental para el grupo G 2 •

Hacemos la observación de que en los ejemplos ante--

riores la frontera de R consta de dos curvas congruentes y

notamos que en el	 ejemplo 1, el {O} es punto fijo.

Notamos además	 que la región fundamental no es única,

cualquier región congruente a ella, es otra región fundamen-

tal.

TEOREMA 4.1:1.	 Sí una tegíán no contíene do4 punto4

congAuente3 bajo	 G, £a4 ímdgenez de e4.ta fLegíán bajo dad -

ttanzgoAmacíonez dístíntaz de G, zon dízjuntoz.

DEMOSTRACION:

Sea A una región que no tiene dos puntos congruentes
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bajo	 G.	 Sean S,T e G dos transformaciones distintas tales	 -

que	 S(A) n T(A)#(1).

Ya que S(A)n T(A) es abierto tomamos tres	 puntos dis

- 
tintos z 1 , z2, z 3 e S(A)r1

1 	 1
T(A).	 Como s	 (z i ), T	 (z i ) e A

i = 1, 2, 3 y son puntos congruentes pues, T -1 ( z í ) =

(T 1 5)(S	 1 ( z i )) y T -1 S e G, tienen que ser el mismo punto:

= T 
1 
(z) i = 1, 2, 3	 '

luego cada z
í
 es punto fijo de	 TS 

1 
.	 Y por el corolario 2.5.1.,

tenemos que

TS - = id	 luego	 T = S

Esta contradicción concluye la	 demostración.

Llamaremos a R, la tegíón £undamenta/ de FoAd para

G, a la región

R = n E(T)
	

(1)
TeG

Como G es finito, la unión de	 los círculos isométri-

cos de sus transformaciones son acotadas, luego . e E(T), pa

ra toda T e G, de donde . e R de ahí que R 	 qs.

TEOREMA 4:1.2. R e4 una hegan Sundamentai pata G.

DEMOSTRACION:

Primero demostraremos la condición 	 í) de la defini-

ción 4.1.1., recordando que R es abierto. 	 Sea z e R, enton-

ces z O D(T) para cualquier T e G; por lo tanto, por el teo-
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rema 3.7.2, tenemos que IT'(z)I es menor que 1.	 Ahora bien,

como z = (T	 0 T)(z), derivando tenemos que:

1 = (T-1)1(T(z))1-1(z)

luego
1/IT 1 (z)1= I(T-1)1(T(z))1 >	 1 ;

y nuevamente por el teorema 3.7.2. concluimos que

T(z) e D(T -1 ).	 Entonces T(z) t R y la afirmación	 i) queda

verificada.

Ahora verificaremos ii), es decir que C = 	 UT(R),
TEG

(usando T	 en lugar de T -1 , sin afectar lo afirmado).

Pero como es una unión finita, tenemos que

UT(R) = UT(R)	 es cerrado.

Si	 ii)	 no fuera válida, tendríamos un zo O UT(R) Y
TEG

por ser 
TE
UT(1) cerrado, tendríamos un disco Q con centro en

G

z o y radio	 r o	tal que	 Qn (UT(R)) = (1), lo cual quiere decir
TEG

que Q no contiene puntos de R ni puntos congruentes 	 a R. A

continuación construiremos una sucesión de discos Q, T,(Q),

T 2 (Q), ....	 arbitrariamente grandes, lo cual es una 	 contra--

dición por ser	 G un grupo finito, luego quedaría probado que

R es una región	 fundamental.

Como zo	 $ UT(R), entonces zo 	 e D( T i)UI(TI) para al
T€G

gún T, e	 G.	 Consideremos 1- 1 (Q), T ,	es equivalente a una

inversión	 en I(T 1 ) seguida de una reflexión en una recta y

una posible	 rotación.	 La magnitud de 1- 1 (Q) está determina-

da por la	 inversión en I(T1).
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Supongamos primero que zo e I(T 1 ) cuyo radio es r

y cuyo centro z i es exterior a Q. Encontremos el radio de

T 1 (Q), que denotaremos por r 1 , veamos :

Sean p y q puntos de Q, que se encuentran a una distancia

r
1
 - ro y r1 + ro respectivamente de z 	 .	 Y sean x, y las

distancias de z
1' 

a los puntos inversos 	 de	 p, q con respecto

a 1(1- 1 ), respectivamente.
•

luego

Por lo que

r 2 = ( r1 + ro) •Y Y -r	 (r	 - ro).x

r 1 = ( x-Y)/ 2 = ro/( 1 - r 5/r12 )	 ( 2)

Si z o e D(T 1 )	 entonces

r 1	 kro	 (3)

con k = 1/(1-rl/M)

siendo M un número real mayor que todos los radios de los -

círculos isométricos de los elementos de G.

	

Si aplicamos a	 este nuevo disco una transformación

de G, con las mismas condiciones que la anterior, obtendre--

mos un disco de radio r 2 ,	 tal que

r 2 > r 1 /(1-r1) > kr1 > k 2 ro

Continuando este proceso encontramos para cada n uh

	

círculo Q n de radio r 	 , congruente con Q, tal que

	

r	 >	 k n ro	 (4)
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lo que conduce a la contradiccíon ya mencionada, y termina -

la demostración.
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4,2 ARISTAS Y VÉRTICES DE LA FRONTERA DE R.

Denotaremos a la frontera de R por aR . Nótese que

afi c U I(T); luego aR es unión de arcos circulares puesto
T€G

que G es finito.

Definición 4.2.1.	 Un punto frontera por el cual pasa -

más de un círculo isométrico, le llamamos vékttce. En el ca

so que el punto frontera descanse sobre un sólo círculo 	 iso-

métrico, y además sea punto fijo de una transformación elíp-

tica de período dos, le llamamos también vértice.

Definición 4.2.2. Llamaremos axízta ó lado de BR, a cada

componente conexa de 4-{vértices}.

Cada arista es	 un arco abierto de un 1(T), T e 	 tal

que cada uno de sus dos extremos es vértice.

TEOREMA 4.2.1. Laz atíztaz de BR, lotman un conjunto de

atcoz congtuentea bajo G pon parea, y cada doz akcoz con- -

gtuente4 zon de /a mízma longitud.

DEMOSTRACION:

Sea p un	 punto	 frontera que no es vértice, p e I(T)

para alguna T e G, sea 	 p' = T(p) lúego p' e I(T -1), por el

teorema 3.7.1.	 Supongamos que p' estuviera en D(S) para
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alguna	 S e	 G, por	 el	 teorema 3.7.2., S magnifica	 longitudes

en la vecindad de	 p',	 luego ST magnifica longitudes en la 	 ve

cindad	 de p; de donde	 p e D(ST), lo que contradice el hecho

de que	 p es un punto	 frontera. Asi p' no está en	 D(S) para

ningún	 S e	 G, luego p' es punto frontera. 	 Nos falta probar

que no	 es vértice.

Considerando que no hay círculos isométricos en la 	 -

vecindad de p, con	 excepción de I(T), los puntos de I(T) en

la vecindad de p son puntos frontera no-vértices. Asi hemos

visto que el arco	 frontera de I(T) que contiene p, es con---

gruente	 bajo T con	 el	 de I(T 1 )que contiene p'.	 Y por la

fórmula	 (10) de la	 sección 3.7., tenemos que dichos arcos	 -

son de la misma longitud.

PROPOSICION 4.2.1. Sí p eh un vIttíce de aR y T una -

txanhlwimación de G tal que p' = T(p) e &R,	 entoneez p' .eh	 -

un véttíce.

DEMOSTRACION:

Sea p un vértice por el cual pasan los círculos iso-

métricos I(T), I(S).	 Entonces los círculos	 isométricos

I(T -1 )	 y	 I(ST -1 )	 pasan por p', pues S manda a p	 en algún	 -

punto sin alterar longitudes, luego ST -1 manda a	 p' sin al-

terar longitudes.	 Asi el mismo número de círculos	 isométri-

cos que

	

	 pasan por p, pasarán por p', luego p' es un vértice.

Veamos un ejemplo.
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Sea G el grupo	 cuyos	 elementos	 son:

To(z) = z,	 T 1 (z) = 2z-1	 T2(z)	 5z-1	 7z-2	  T3(z) -	 3z-13z-2'	 7z-2

2z-1	 —3i-1 T 4 (z) 
= 7z-3'

T 5 (z)	 81,-3

Los	 respectivos círculos isométricos son:

= { z e C :1z-2/31 =	 1/3)

= { z e C:	 lz —1/51 =	 1/5}

	

I(T 3 ) = { z e C:	 lz-2/71 =	 1/7}

	

= {z e C:	 1z-3/71 =	1/7}

	

I(T 5 ) = { z e C:	 lz-3/81=	 1/8}

a: arista

Ii = i(Ti)

Fi g . (8)
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Notamos de estas fórmulas y de la figura (8), los --

siguientes hechos; que son ilustrativos de las proposiciones

anteriores.

La región fundamental	 R de (1) está acotada por arcos

de los círculos I(T 1 ),	 I(T2).

T I y T 2 son elípticas por tener traza 0, ±1 respectiva-

mente.

T 1 deja fijo al 1 y al	 1/3; T2 deja fijo al O y al 2/5.

p y p' son vértices y T1(p) = T2(p) =

Por el teorema 4.2.1.,	 T1(a 1 ) = u _ l y T2(0.2) = a - 2 •

O y 1 son vértices de	 aR, por ser puntos fijos de T 1 y

T2 que son transformaciones elípticas de período dos.



113

4,3.	 CICLOS DE VÉRTICES

Sea A l un vértice de aR, y sean a(S), a(T) los la--

dos que	 se intersectan en A l , los cuales están orientados de

tal manera que R está a su izquierda y tal que o(T) sigue de

a(S), es decir A l es el punto final de a(S) y el comienzo de

a(T).	 Estos lados son llevados por S y T en sus lados con--

-1
gruentes o(S 1 ) y a(T ) de R. Ahora nos fijamos en la se--

gunda de las transformaciones mencionadas, o sea T, que co--

rresponde al lado que comienza en A l . A l es llevado por T

en un vértice A2 colocado al final de a(T -1 ), ésto está jus-

tificado por el teorema 3.7.1.

Ponemos T 1 = T , a = a(T) y el proceso se puede re

petir ahora con A2, dando un elemento T2 e G que lleve a la

arista	 Ci2ç I(T 2 ), que empieza en A2, en la arista

T 2 ( a 2 ) S I(T; 1 ) que termina en un vértice A 3 . Continuamos -

de esta manera, hasta que un vértice es llevado de vuelta a

A l , lo	 cual además es inevitable, pues el número de vértices

de dR es finito ya que G es finito.

Veamos la siguiente figura como una ilustración sencilla:

Fig. (9)
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En este ejemplo tenemos que:

T 1, T 2, T3 e	 G; 0 ±i ,	 a+-', (3 -43	 e aR	 tal	 que cs iÇ I(Ti),

_1
I(T

í
	) y T

í
(a) = a	 . Sea A l un vértice de dR, que está

al comienzo de 01 Y

T 1 (A1) = A2

T 2( A 2) = A3

C)	 T3(A3) = Al

Aquf	 tenemos	 que A 1 , A2, A3	 son	 vértices congruen--

tes.

Definicien 4.3.1.	 Un	 ciclo es un	 conjunto de	 vértices con

gruentes, A l , A2,...,Am~1, A m = A. ,	 llevados de	 uno en otro

por el proceso descrito	 anteriormente.

Veamos que no	 hay . vértices	 de dR congruentes con

A l ,	 más que	 los del	 ciclo.

Sea	 {A 1 , A 2 ,...,A } un ciclo	 y sean T 1 ,	 T2,...,T

las transformaciones	 de	 G, que	 llevan	 a A l en A2, A2 en A3,

	

... y A en A l , respectivamente, como 	 ya	 se describió.
m

	

Consideremos	 la manera en que	 las imágenes de R, ba-

jo ciertos elementos	 de	 G que indicaremos a continuación, se

acomodan junto a A l . Las transformaciones T , T T
ID.	 111

T T...T 2 T 1 llevan	 A	 , A	 ..,A1	 respectivamente en A 1,M M- 1 	 m M-1"

y a R	 en regiones que	 llamaremos R ,	 R	 ,...,R	 respectiva-
m	 M-1

mente.

Observemos primero	 que T (A ) =	 A l	 y que T	 (R) = R
111
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luego R . es adyacente a R, a lo largo de la arista 	 u _m

que termina en A l .

En general 1- 1. ( Ai ) es igual a 
A1.+1 

y T i (R) = R1 , don-
s

de R' es una región que se junta con R a	 lo largo de un ladoí
que termina en 

Aj1-1.
	 Entonces T 

m
.... T	 (R) = R	 y _ -

í+1	 í+1
T 
m...Ti+1 

T.(R) = R
1
 son adyacentes a lo	 largo de un arco

que surge de A l .
•

El ángulo de las aristas de aR en A
n
, se preservan

debido a que las T i son de Mdbius (conformes), es decir es

el mismo ángulo que el ángulo de las aristas de R n en:'A1

Con relación a la figura (9) las regiones nos queda-

rían así; cerca del vértice Al:

Fig. (10)

Como las regiones congruentes no se traslapan (Teore

ma 4.1.) tenemos dos posibilidades, que son éstas:

R1 =	 R, y por lo tanto las regiones Rm , Rm_ 1 , .. . R2, R

llenan completamente el ángulo alrededor de A l , concluí

mos que la suma al+a2+...+a
m de los ángulos de R en -

los vértices de ciclo es de 2n.

R 1 	R, entonces S = T nT._1 ...TaT I es una transformación
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elíptica, tal que S(A 1 ) = A l .	 Su multiplicador es K = ele

donde o es el ángulo	 que S rota	 las curvas que pasan por Al;

como S(R) = R entonces o es la suma de los ángulos de los 	 -

vértices del ciclo.	 Pero después de un número finito k, de

aplicaciones de S, la	 región alrededor de A l se llena comple

tamente y S k (R) = R	 Por lo tanto

I I+ a +	 +a	 = 211/k
m (5)	 '

Ahora podemos	 ver claro que	 no hay vértices congruen

tes con Al, más que los del ciclo.	 Pues si suponemos lo con

trario, la transformación de G, que	 lleva a algún vértice no

perteneciente al ciclo, a Al; lleva	 a R en una región que -

forzosamente se traslapa con alguna 	 de las anteriores, lo

cual no puede ser.

Resumimos lo anterior en los siguientes teoremas:

TEOREMA 4.3.1. No hay véttíce.4, &uta de un ciclo, con

gtuente4 con algún véntíce pentenecíente al cíelo. La 4uma

de loa dngu/o4 en /04 ventícea de un cíelo, ea 211/k, donde k

e4 un entena. Sí k e4 mayor que 1,	 cada 1./Ottice del cíelo

ea punto Pijo de una ttans6oxmacíón eltptíca de peitíodo k.

TEOREMA 4.3:2.	 Cada ciclo detenmína una ne/acíán de la

lonma	 = íd, aatíaáeeha pon /a4 ttanalmmacío

ne4 que unen loa ladea	 congtuente4 de R. Aquí k eatá deteitmí

nada pon (5).
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Volviendo al ejemplo de la sección 4.2, observamos -

que en la figura (8):

La arista a	 comienza en el vértice p, 	 y es llevado -

por T 1 en la arista o -1 que finaliza en p'.	 El lado a_	 q ue

empieza en p' es llevado por T 2 	 en a_ 2 , que	 finaliza en	 p.

Entonces podemos decir que {p, p'} es un cíclo.

La transformación S = T 2 T I 	 no es la identidad, puesto•

que la suma de los	 ángulos en p y p' es menor que 2H, enton--

ces S es elíptica con p como punto fijo, y encontramos que

S 3 =	 id, y por el teorema 4.3.1 la suma de los ángulos del ci

clo {p, p'} es de 2H/3.

El conjunto {O} constituye un ciclo pues 	 T 2 ( a 2 ) = u_2y

T: 1 (0_ 2 ) = a 2 , el ángulo es H y	 por el teorema 4.3.2, Ti=id.

El conjunto {1} constituye un ciclo, Ti(a l ) = a_, y

71 1 ( a _ 1 ) = a l , su ángulo es fr , por lo tanto Ti = id.

En este ejemplo aR tiene 	 tres ciclos.
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4,4.	 FUNCIONES AUTOMORFAS,

Definición 4.4.1.	 El domínío de exíztencia de una	 función

analítica univaluada f, es el conjunto de puntos para los cua

les f es analítica o tiene polos.

Definición 4.4.2.	 Diremos que una función f es automoAla

respecto a un grupo G de transformaciones si se cumple 	 lo si-

guiente:

f es función analíticia univaluada.

El dominio de f es invariante bajo G.

3.	 f es G-equivariante: foT = f para toda T e G. 	 &a

ir 11 l'Ir'
rLE o-

TEOREMA 4.4.1.	 Una fluncíón automot6a no conatante to

ma 4u valora con multíptícídad k, o un mdltíplo de k, en un -

vé)ttíce pektenecíente a un cía° cuya duma de 4u4 dngulo4 ez

211/k.

DEMOSTRACION:

Si k = 1 no hay nada que probar.

Sea k> 1 y sea	 zo un vértice que pertenece a un 	 ci--

clo cuyos ángulos suman	 2n/k. Luego por el teorema 4.3.1.

tenemos	 que zo es un punto fijo de una transformación elípti

ca de período k.

Recordamos que	 una función f analítica en zo, deci--

mos que	 tiene multiplicidad s en zo ó que toma su valor	 s ve

ces en zo, si podemos escribir en una vecindad de zo,
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	f(z)	 = f(zo) + ( z-z 0 ) 8 so (z)	 (6)

donde v'(zo) $ O y 9 es analítica en zo .

	Sea zo un	 punto fijo de una transformación elíptica

S de período k.	 Supondremos primero que zo es finito.	 En-

tonces debido a (1) en 3.1., S satisface la fórmula

S(Z)-Z0 _ e illí/k	 z -10 
S(z)-z1	 z-z1

(7)	 .

donde z'o es el otro punto fijo de S. Ahora bien tenemos por

(6)

f(z)	 f(z,;) + (z-zn),/,(z)	 (8)
(z-z1)s

para z suficientemente	 cerca de zo, con *(z) = z-z1) s 40(z)

analítica y distinta de cero en zo.

Consideremos una vecindad circular U de zo, ínvarian

te bajo S (sección 1.2), en la cual se tiene (8). 	 Si	 z e U,

como z o es un punto fijo de 5, tenemos que el punto S(z) es-

tá en U, y por la fórmula (8)

f(S(z)) = f(zo) + (S(z)-z ° )s *(S(z))
(S(z)-z1)8

y por (7) tenemos que

f(S(z)) = f(z o ) + (z-zo)scoliís/k
4, (S(z))	 (9)

(z-z1)s

como foS = f igualamos	 (8) y (9), obteniendo
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e ll is / k _ 4/(z) 	 ;
1P(S(z))

ya que S(z)--)- zo	 cuando z--1- zo, tenemos

ezilis/k
= 1

de donde concluímos que s es múltiplo de k.

	

Si f tiene	 un polo en zo,	 1/f es una función automor

fa con un cero en zo, cuyo órden es múltiplo de k, entonces

	

f tiene un polo de	 órden múltiplo	 de k.

	

Supongamos	 ahora que zo es	 el punto al infinito.	 Pa

ra demostrar el teorema en este caso, unicamente sustituimos

a z-zo por 1/z en (6) y la demostración es igual al caso an-

terior.
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4,5,	 POLOS Y CEROS EN LA REGIÓN R

Para contar los ceros y los polos de una función auto

morfa que se encuentran en la región fundamental, es necesa--

rio establecer ciertos convenios para el conteo de	 los polos

y ceros	 que descansan en la frontera de R. 	 Los convenios	 son

estos:	 •

Si hay un polo o un cero en una arista c 	 I(T), hay

un polo o un cero en el punto congruente en T(a) C

I(T -1 ). Sólo uno de éstos lo contaremos como perténe

ciente a R.,

El órden verdadero (s) de un polo o	 de un cero en un

vértice, será dividido por una cantidad igual al neme

ro de regiones que ahí se encuentra, 	 (ver la descrip-

ción en la sección 4.3). Si hay m vértices	 en el ci-

clo y la suma de sus ángulos en los 	 vértices es de

211/k, entonces km regiones se encuentran en 	 cada vér-

tice, y tenemos s/km polos o ceros en cada 	 vértice,

por lo que se contarán s/k polos o ceros en	 todos los

vértices del ciclo.

TEOREMA 4:5.1. Una tfunca'n automon6a nezpecto a un gnu

po líníto de tnanislonmacíonea, la cual no 2.4 ídentícamente -

ceno, tLene ígual ;lamen° de cetoz y de po/o4s	 en la negíón

'fundamental.
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DEMOSTRACION:

Por el principio del argumento	 tenemos

1  ir 	 f
(
'(z) dz

d log(f(z))	 fz)N - M 214

aRaR

(10)

recordemos que (10) se	 satisface solo cuando f(z) no 	 tiene -

polos ni ceros en aR.	 En	 (10)	 N denota el número de	 ceros y

M el número de polos, en	 el interior de la región fundamen--

tal.

	

Supongamos primero !que 	 f no tiene ni polos,	 ni ceros

sobre la frontera de R.	 Consideremos las partes de	 la inte-

gral que comprenden un	 par de	 aristas congruentes, sean és--

tas a y T(a).	 Su contribución a la integral total (10) es,

f'(z) dz	 f'(w) dw
f(z)f(w)

T(cr)

pero tenemos que

jr f'(w) dw

	

	 	 fi(T(i).)1"(z) dz
TrWT	 f(T(z))

T(a)	 a

=	 (f0T)1(z) dz	 (12)
u	 (foT)(z)

como f es automorfa, tenemos que (12) es igual a

_f
 f'(z) dz

a	 f(z)
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por lo que (11) se cancela y tenemos N-M = O; es	 decir N = M

y el	 teorema queda demostrado para este caso.

Supongamos ahora que hay un cero o un polo en el pun

to zo e a, por lo que también lo hay en T(zo) e	 T(a), para -

este	 caso deformamos	 la arista a, de tal manera	 que la curva

sobre la que integramos no pase por zo .	 Demos	 una bola

B(zo, E ) con centro en zo y radio suficientemente	 pequeño; y.

sea	 R' = R U B(z o ,E) - T(B(zo, E)), así podemos	 integrar so

bre las partes de B(zo,e ) y su imagen bajo T,	 que nos inte

resa.

R'

T(zo).	 zo.

T(a)	 a

Fig. (11)

Solamente un	 cero o un polo queda 	 en la nueva región

fundamental R'; y el	 teorema se mantiene pues las	 integrales

de los lados congruentes se cancelas como	 en el caso anterior.

Por último supondremos que f(z) tiene un	 cero o un

polo	 en un vértice.	 Empecemos estudiando qué sucede si f

tiene	 un cero de orden s, en un vértice A . . Para	 integrar

alteramos la trayectoria para que excluya a A . , de la siguien

te manera:

Sean	 dos aristas Go que va de B a A
n 

y a l 	 que va de A m a C,

como	 vemos en la figa(12). Sea el punto B	 que pertenece a co
m

T ( z o )

	

(

T(a)	 a
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yque está a una distancia r, de A m ; sea también el punto Cm,

que está en a 1, a la misma distancia r de A. Trazamos una

curva Y de B a C e integramos sobre ella

R

Las partes que restan de las curvas, por estar empa-

rejadas por elementos de G en cuyos	 círculos isométricos ya-

cen, son congruentes por pares, por 	 lo que las integrales se

cancelan como en los casos 	 anteriores.

La función f es meromorfa en A , entonces
m

f(z) = (z-A. ) s so(z)

con so(z) analítica y distinta	 de cero en A. tenemos qua

log f(z) = flog(z-A.) w(z) + 2nni

= Slog(z-A.) + log (so(z)) + 2nni

algún n e Z ;

y su diferencial correspondiente es

d log f(z) = 	 s 	 dz	 s°1(z) dz

z-Am	9(z)
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luego

log f(z) = s
dz  dz

z-Am	

j(  90 (z) dz	 (13)

Y w(Z)

	

jr  so1(z)	
pero tenemos que	 dz tiende	 a cero, cuando r tiende
.7 

w(z)
w1

a cero, ésto es debido a que 	
(z)	

es analítica; la otra.-
w(z)

integral la resolvemos.   

dz 
- s log (z-Am) = -is

z-Am
Y     

por lo que	 (13) tiende a -is 1 A ,	 entonces

1	 d log f(z)	 - S (yA 1
2111
	

2n

sumando para todos	 los vértices del	 ciclo, tenemos

N-M = "j!- EY A. = - s/k
2il

de donde N	 + s/k = M.

Como N es el número de ceros	 en R y s/k el número de

los que hay en los	 vértices (contando 	 los polos negativamen-

te), demostremos que el número de ceros es igual al número

de polos.	 Y así el teorema queda demostrado.
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TEOREMA 4.5.2.	 Una fluncí6n automorfa, la cua/ no atie-

ne poloá en /a kegión lundamenta/, eá una conztante.

DEMOSTRACION:

Sea f automorfa que no tiene polos en la región fun-

damental R, sea zo e R y escríbase c = f(z0).

Entonces la función que envía z en f(z)-c, es una --

función automorfa con	 un cero en zo y no tiene polos. Esto

es posible unicamente 	 si f(z)-cE0, por el teorema anterior.

De donde deducimos que	 f(z) = c para toda z

TEOREMA 4.5.3.	 Una fluncí6n automoxfia no-constante to-

ma 411 cada va/ok, e/ mízmo número de vecez en /a nes416n jun-

damental.

DEMOSTRACION:

Sea f una función automorfa no-constante.

La función f tiene un número finito de polos en la -

región fundamental. Y	 la función que envía z en f(z)-c, don

de c es cualquier constante, tiene el mismo número de polos

que f, y por el teorema 4.5.1., tenemos que f(z) es igual a

c, tantas veces como el número de polos de f.
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4,6.	 GRUPOS DE ROTACIONES DE SÓLIDOS REGULARES

Construiremos grupos finitos de transformaciones de

á, formando grupos	 finitos de	 rotaciones en	 la esfera E 0 en

R 3 , y proyectándolas estereograficamente sobre el plano com-

plejo, como en la sección	 2.8. Daremos un nombre a	 la pro-

yección	 estereográfica.

11/: Zo	 C

Procederemos como sigue:

Sea Y un sólido regular inscrito en ro, necesariamen

te con su centro de ZO.	 Existen ciertos movimientos rígi--

dos del	 espacio los cuales llevan a Y en sí mismo.	 Estos mo

vimientos que intercambian las caras de Y, dejan fijo el cen

tro de la figura, pero que cada movimiento es una rotación -

alrededor de un eje que pasa por el centro.	 Es claro que el

conjunto	 de todas estas rotaciones, que llevan a Y en si mis

mo y que llamaremos Rot(Y), es un grupo, pues la composición

de dos de ellas, asi como	 las	 inversas dejan	 a Y invariante

y son restricciones de isometrías de R 3 , y por lo tanto per-

tenecen	 a Rot(Y).	 Por estos movimientos la esfera Z O rota -

alrededor de sus ejes diametrales, y aplicando
	 o a dichas

rotaciones de Rot(r 0 ), obtenemos transformaciones bilineales

elípticas correspondientes; como lo demostramos en la propo-

sición 3.6.1.
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Observamos que el grupo Rot(Y) es finito, puesto que

tanto el número c de caras como el número u de aristas en ca

da cara del sólido, son finitas; y es claro ver que el núme-

ro N de rotaciones que llevan a Y en si mismo es N = cp, lue

go Rot(Y) es finito.	 Y así tenemos que las correspondientes

transformaciones bilineales forman un subgrupo finito de

Aut(a).

Sea G S Rot(zo) y sea G S Aut(a)el grupo de las

transformaciones bilineales correspondientes.	 Por medio de

la relación dada por

•

T *11 1	 T e G, 
T* 

e *

tenemos	 que G y G
*

 son isomorfos. Recordando que G actúa en

*
C y que G actúa en so, observamos que por medio de la biyec

ción	 so	 C „ estas acciones son equivalentes.

U N ESTUDIO DEL OCTAHEDRO

Ilustraremos lo anterior 	 construyendo el grupo de --

transformaciones, que llevan al octahedro en	 sí mismo.

Supondremos que el octahedro X está inscrito en x0,

con su centro en el origen (ver figura 13). 	 Estudiemos los

ejes alrededor de los cuales el octahedro es	 rotado en sí

mismo.	 De éstos hay tres clases	 a saber:
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Fig. (13)

Primero tenemos tres ejes que unen los pares de vér-

tices opuestos, como por ejemplo KK'; estos ejes rotan un án

gulo H/2, de H o de 3H/2 y Y es llevado en sí mismo por lo

que en este caso tenemos nueve rotaciones, tomando en cuenta

los tres ejes de este tipo, dos de período cuatro y una de -

período dos.

Luego están los cuatro ejes que unen los puntos me--

dios de pares de caras opuestas, como por ejemplo MM', y en

este caso Y necesita ser rotado un ángulo de 211/3 o de 4n/3,

para ser llevado en sí mismo, por lo que aquí tenemos ocho -

rotaciones de este tipo, las cuales son de período tres.

Finalmente están los seis ejes que unen los puntos -

medios de pares de aristas opuestas, ejemplo NN', que al ha-

cer una rotación de u, llevan a Y en sí mismo, de aquí que

tengamos seis rotaciones másde período dos.
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De estos tres tipos de ejes tenemos 23 rotaciones y

agregando la identidad, concluímos que el grupo de rotacio--

nes, los cuales llevan a Y en	 sí mismo consiste en 24 trans-

formaciones.	 Y el grupo correspondiente en el plano comple-

jo extendido,	 consiste de 24	 transformaciones bilineales.

Para determinar cuales son las transformaciones del

grupo, encontramos primero	 los puntos fijos de las rotaciones,

o sea los puntos donde los	 ejes de rotación intersectan a	 zo

después los proyectamos en	 el	 plano complejo, y como sabemos

por la proposición 3.6.1. que	 las rotaciones de la esfera	 co-

rresponden a transformaciones	 elípticas,	 tenemos que T (la -

transformación elíptica correspondiente a la rotación zo) 	 es

tá dada por

T(z)-z/. - e 1.0	 z-z1 

T(z)-z2	 z-z2

donde e es el	 ángulo de rotación y z i , z 2 las proyecciones

en C de los puntos fijos en	 Eci.

Conozcamos algunas transformaciones de dicho grupo:

Sean los puntos L =	 (1, 0, 0) .	 Proyectamos L y L'

estereográficamente por medio	 de la ecuación (30) en 2.8 y	 -

obtenemos *(L)	 = 1, p(L') =	 -1 Los ángulos de rotación por

el eje LL' son	 n/2, TI ó 3n/2,	 por lo que	 e
ie es igual a

i, -1, -i respectivamente.	 Entonces las	 transformaciones	 -

bilineales correspondientes 	 a	 las rotaciones no triviales --

del octahedro,	 alrededor del eje LL' son 	 estas:
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7(t)-1 _ Kt-1

T(z)+1	 z+1
k = í, -1, £

Consideremos ahora los	 puntos N =	 O, -1JZ)

N' = (1/JI, O, 1/JY ) y sus proyecciones en el plano - - -

/p(N) =	 ,p(N1) =	 El ángulo de rotación por el

eje NN' es II, por lo que e 16 es -1, sustituyendo en (14) ob-

tenemos

S( z) = -
z-1
z+1 (15)

Finalmente consideremos los puntos M = (-1/15, -1/1Y,

1//5);M' = (1/JS, 1/IT, -1/J5) y SUS proyecciones 0(M) = - -

-(1+í)/(i5-1), Ip(M9 =(1+L)/(1+1). El ángulo de rotación -

alrededor del eje MM' es de 2n/3 o de 4R/3, por lo que e10

es igual a (-1+íV5)/2 ó (-1-L 33)/2 respectivamente; sustitu-

yendo esto en (14) obtenemos las transformaciones bilineales

correspondientes, que denotaremos por W.

Como K puede ser llevado en K', o en cualquiera de -

los cuatro vértices restantes de X, por medio de las rotacio

nes que llevan a Y en sí mismo, tenemos que las proyecciones

de esos seis puntos son congruentes, relativo al grupo de -

Aut(C) que corresponde a Rot(50. De igual manera las proyec

ciones de los puntos medios de las caras de Y, son congruen-

tes y lo mismo sucede con las proyecciones de los puntos me-

dios de las aristasde Y .	 Por este hecho los puntos fijos -

ya mencionado de las transformaciones elípticas, que forman

el grupo, son divididos en	 tres conjuntos, donde todos los
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puntos fijos dentro de cada conjunto son congruentes. Note-

mos que un vértice no puede ser llevado, por una rotación -

	

que lleve a 5( en si mismo, en un punto medio de una cara 	 o

una arista.

Podríamos formar una región fundamental del grupo, -

por medio de los círculos isométricos, pero lo haremos aquí

de una manera distinta.

Considérese el tríangulo KPL', en la superficie del

octahedro, formado por la unión de los vértices KL' en los

extremos de una arista, y el punto medio p de una cara adya-

cente.

	

Si rotamos el eje MM', el cual pasa por p (ya que	 M

es la proyección en la esfera de p e Y), el tríangulo es lle

	

vado en otro tríangulo que colinda con el lado L'P y éste	 --

tríangulo es llevado en otro que colinda con el lado KP. 	 Si

aplicamos algún otro elemento de Rot(Y) al tríangulo KPL', -

éste es llevado a otra cara, luego KPL' cubre esa cara por

otros elementos de Rot(X); si proseguimos así tenemos que, -

el tríangulo KPL' junto con sus imágenes (que no se tras la--

pan entre sí) cubren todo Y. Por lo que el tríangulo KPL' -

es una región fundamental para el grupo Rot(r). Si proyecta

mos dicho tríangulo sobre la superficie de la esfera, siendo

el origen el centro de proyección, tendremos un tríangulo 	 es

férico formado por los arcos MK, ML' y L'NK, que debido a	 la

proposición 1.4.1.(j) es la región fundamental para el grupo

Rot(Y) actuando en Ea, y su proyección estereográfica en el
•
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plano complejo nos da la región fundamental 	 R g_ C, para el

grupo de transformaciones bilineales correspondientes; y ve-

mos que su frontera consta de 	 tres arcos circulares o partes

de rectas.

Hay precisamente un elemento de G, para cada trasTada

do de la región fundamental. 	 Está claro que	 para el grupo -

Rot(X) tenemos 23 tríangulos más sobre Y, congruentes con z.

KPL'. Si éstos 23 tríangulos 	 son proyectados	 sobre la esfe-

ra, y éstos proyectados estereográficamente sobre C, tenemos

23 regiones congruentes a la región fundamental anteriormen-

te descrita, las cuales llenan C .
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4.7	 ESTUDIO DE UN SÓLIDO REGULAR GENERAL.

Nos serviremos	 de la siguiente notación:

	

c:	 número de caras del sólido

	

V:	 número de sus vértices

	

A:	 número de sus aristas

número de aristas que rodean cada cara

	

v:	 número de caras que se encuentran en cada vértice.

Definición 4.7.1. 	 Un dídmetno del sólido X es un eje

por el	 cual el sólido Y puede ser rotado en sí mismo.

Si un diámetro de la esfera, es un diámetro de Y
	

-

entonces cada mitad de	 dicho eje (radio de E 0 ), pasa por

un vértice; o bien

el punto medio	 de alguna arista; o bien

	

c)	 el punto medio	 de alguna cara.

Las rotaciones minimales alrededor de un diametro del

tipo

son de período	 v; del tipo

son de período	 2; del tipo

	

c)	 son de período	 p.

El único caso en que las dos mitades de un diámetro

no son del mismo tipo, ocurre en el tetrahedro, en donde a--

fortunadamente p = v .
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Es claro ver, que los puntos fijos de las transforma

ciones en el plano, son las proyecciones de los extremos de

los diámetros	 de la rotación correspondiente.

Los extremos de los diámetros de Y se proyectan en -

puntos de C,	 que se llamarán de tipo a), b), c).

Los elementos del grupo con	 estos tipos de puntos fi

jos tienen los períodos indicados. 	 Entonces tenemos que un'

grupo finito de transformaciones tiene c+V+A puntos fijos.

Un punto medio de una cara,	 admite ser llevado, por

medio de una rotación que transforma al sólido en sí mismo,

en otro punto medio de cualquier otra cara, un vértice en --

cualquier otro vértice y un punto medio de una arista, en el

punto medio de cualquier otra arista. Por lo que tenemos, -

igual que en el ejemplo del octahedro, tres conjuntos de pun

tos fijos congruentes, que constan de c, V y A puntos fijos

congruentes.

La región fundamental del grupo, puede ser construi-

da de igual manera que en la sección 	 anterior, uniendo los -

extremos de una arista al punto medio de la cara adyacente,

este tríangulo	 se proyecta a la esfera, y éste se proyecta -

estereograficamente sobre el plano,	 obteniendo así la región

fundamental del grupo de transformaciones.

De igual manera que en la sección anterior, tenemos

tantas copias de la región fundamental, como elementos tiene
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el grupo.

En el siguiente cuadro, presentamos una lista de to-

dos los sólidos regulares con su número de vértices, caras, -

etc., y el número N de transformaciones que forman al grupo

C UADRO I

C V A u v N

Tetrahedro 4 4 6 3 3 12 •

Cubo 6 8 12 4 3 24

Octahedro 8 6 12 3 4 24

Dodecahedro 12 20 30 5 3 60

Icosahedro 20 12 30 3 5 60

Dihedro 2 n n n 2 2n

El último sólido que aparece en el cuadro, el dihe--

dro, es un sólido ideal de volúmen cero, podemos verlo como

un sólido regular de n lados, inscrito en la circunferencia

"ecuador de la esfera". 	 La recta que une los puntos KK'	 -

(de la fig. (13)), es un eje alrededor del cual la figura --

puede ser rotada en si misma, a traves de múltiplos del ángu

lo de 211/n.	 Las rectas que unen los vértices opuestos, o 	 -

los puntos medios de las aristas opuestas, son diámetros los

cuales llevan	 a la figura	 en si misma con un ángulo H.

Tenemos para n = 2 en el grupo dihédrico, el grupo	 -

de transformaciones llamado, e/ grupo cuatko, que comprende

las cuatro rotaciones que	 llevan al aje real y al eje imagi-
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nario cada uno en si mismos.

Otro grupo no incluido en el cuadro, el más simple -

de los grupos finitos, llamado e/ grupo ctclíco elíptíeo, el

cual tiene dos puntos fijos no-congruentes, pues consiste en

el grupo de rotaciones que llevan a una pirámide regular en

sí misma.

Observemos en el cuadro I, que si intercambiamos los

•
números c y V y los númerospyvdel cubo, obtenemos los da

tos del octahedro; también si intercambiamos los datos c y V

p y v del dodecahedro obtenemos los del icosahedro. Los da-

tos del tetrahedro se vuelven en si mismos, por el intercam-

bio mencionado.

Hemos encontrado cinco tipos de grupos finitos de -

transformaciones bilineales,	 el grupo cíclico elíptico, el -

grupo dihédrico, grupo tetrahédrico, octahédrico y por últi-

mo el icosahédrico. Cada uno de estos grupos puede ser trans-

formado, como en el ejem. 9 de 1.5, y obtener otros subgrupos.

En las últimas dos secciones siguientes, veremos que

los grupos finitos mencionados son loz anícoz subgrupos fini

tos de Aut(C).

Definición 4.7.2.	 Llamaremos GAupois PoladAícoz,

a los grupos finitos de transformaciones bilineales de Aut(C),

que corresponden bajo la proyección estereográfica, a las ro

taciones de So, que llevan al dihedro, tetrahedro, octahedro

y al icosahedro, estando éstos inscritos en s o , en sí mismos.

•
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4.8, DETERMINACIÓN DE TODOS LOS GRUPOS FINITOS (PARTE 1)-

Sea G un grupo finito de N > 1 transformaciones bili

neales, donde - no es 'punto fijo.

PROPOSICION 4.8.1.	 Cada punto líjo de oaden k de G, -

e4 congruente a un véittíce de R (nega'n lundamentai) que pe/E.-

fenece a un ciclo de cíngulo total 211/k.

_DEMOSTRACION: 

Sea zo un punto fijo de orden k; hacemos la observa--

ción que las k transformaciones que satisfaceM S(zo) = zo son

potencias de una transformación elíptica con multiplicador 	 -

e
2Ri/k

Por la definiciónsie región fundamental sabemos que	 -

existe un punto T(zo), congruente con zo, dentro de R o en	 -

la frontera de R, y por la	 proposición 1.4.3. T(zo) es un	 -

punto fijo de orden k y por lo tanto tenemos k puntos congru

entes en la vecindad de T(zo), de donde deducimos que -	 -

T(zo) e aR y por el mismo	 argumento T(zo) tiene que ser vér

tice. Por la observación hecha anteriormente y el teorema	 -

4.3.1, concluímos que T(zo)	 pertenece a un ciclo de ángulo	 -

2n/k.

Construiremos ahora	 la función f.0	 C definida	 -

por
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f ( z )) = 1 I 
T(z)-a
T(z)-b

T e G

(16)

donde a y b son puntos distintos interiores de R.

Es fácil ver que f es automorfa respecto al grupo G,

comprobémoslo:

Primero, f es meromorfa por seruna función racional,

y su dominio de existencia C es invariante bajo G.

Finalmente, la equivariancia sigue 'de

f(S(z)) =	 I	 T(S(z))-a
T(S(z))-b

Te G

U(z)-a 

U(z)-b

U e G

= f(z)

ya que la correspondencia T ----y U.S es biyección de G.

Por el teorema 4.3.1. aseguramos que por (16), como

f tiene un polo simple en R (a saber en b), entonces f toma

cada calor de C una sola vez en R.	 Ese mismo teorema nos ha

obligado a contar los valores, que la función toma en los
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vértices, de una manera	 especial, que ahora se manifiesta 	 de

la siguiente forma.

Sea z: un vértice	 que pertenece a un ciclo de	 ángulo

2:./k tal que f(z,)	 supongamos que f toma en el sentido

ordinario, r veces el valor A en zo ; el valor A es tomado -

r/k veces en los vértices 	 del ciclo (sección 4.5, 2))	 y como

en este caso r/k es igual	 a 1, deducimos que f toma el valor

A exactamente k veces en z„ es decir que

f(z) = A	 +	 z-z-)k + c
k+1

(z-z: ) + 	

De esto vemos cue f'(z)	 tiene k-1 ceros en z 2 , observación

de la cual nos serviremos 	 en un momento.

Veamos ahora	 a (16) como una función racional 	 en to-

do el plano, observamos	 que tiene N polos, por lo que toma

cada valor N veces.	 Toma	 el valor A, solamente en el vérti-

ce zc, y en sus puntos congruentes k veces en cada uno. 	 De

aquí que z, y sus puntos congruentes forman un conjunto de -

N/k puntos congruentes.	 Con este resultado y con ayuda de

la proposición 4.8.1., hemos establecido la siguiente propo-

sición,

PPOPOSICION 4.E de cíz.dce r, petteilecc  

entes.	 EC o,tdeu. d2E

AnalícemoÇ la derivada de (so); como	 f tiene N polos

simples,	 f 	 tiene N polos de orden dos, y por lo
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tanto 2N ceros también.	 Nos damos cuenta que

de anularse en un punto finito que no sea punto fu

de otra manera f(z) tomaría dos veces su	 valor en el

lo cual no es posible.

En el punto al infinito tenemos que f es de la

f(z) = c o + c 1 /z + 	

con c l # O puesto que f(z) toma el valor c o una sola vez

el infinito, luego	 su derivada es de la forma

f'(z) =	 -c i / z 2 + 	

de ésto vemos que f'(z) tiene un cero de 	 orden dos en el in

finito, los ceros restantes son los puntos fijos, por lo tan

to 2N-2 en número.

Tenemos x conjunto4 de punto4 6íjo4 congxuente4, por

la proposición 4.8.2. estos conjuntos consisten de N/s 1 , N/s2

N/sr puntos fijos congruentes de órden si, s 2 , 	  , sr

respectivamente.

Contando los ceros	 de f' e igualando a 2N-2, tenemos

Er 	 (sí-1)
= 2N-2

í=1

.t(1-1/si) = 2-2/N	 (17)

L=1

Los enteros N y s. de cualquier grupo finito deben -

satisfacerWhaquítenemosquetailtoblcomos.son mayo--
A

res o iguales que 2; recordamos 'que
í
 es	 entero.

Observamos que r> 1, pues de lo contrario si r = 1,

sea
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el primer miembro de (17) es menor que uno y el segundo es

mayor o igual que uno.	 Observamos también que r < 4, ya

que se cumple

de donde

:E:(1-1/s.) k r/2	 (18)

í=1

y tenemos que si r k 4 entonces (17) no se cumple para nin-

gún N>l, por lo que solamente nos queda considerar dos valo-

res para r,	 los cuales son éstos:

r = 2.	 De (17) tenemos 

1 - 1/s 1 + 1 - 1/s 2 = 2 - 2/N

luego

N/si + N/s 2 = 2

de donde

N/s1 = N/s 2 = 1 (19)   

En	 este caso N puede ser cualquier entero, los órde-

nes de los	 puntos fijos es igual a N, y los dos conjuntos de

puntos fijos congruentes contienen un solo punto, (por (19)).

Es claro que de entre los grupos enumerados en la sección

4.7, que satisfacen lo anterior son los gurpos cíclicos de

N transformaciones.

r = 3.	 De (17) tenemos que

1/s / + 1/s 2 + l/s/ = 1 + 2/N	 (20)
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Paraanalizareste casoordenamosloss - de la forma	 s1-552-5s3.

El primer miembro	 de (20) es mayor que 1, de donde s i = 2,

de ahí que

1/s 2 +	 Usa = 1/2 + 2/N	 (21)

el primer miembro	 de (21) es mayor que 1/2, por lo que s2

puede ser 2 ó 3.	 Si s2 = 2, entonces s i = N/2.	 La ecuación

es satisfecha sólo si N es par.	 Si s 2 = 3, entonces (21) -

nos queda

1/s3 =	 1/6 + 2/N

de donde s 3 >6.	 Concluímos que s i puede tomar los tres va-

lores 3, 4 ó 5, que nos dan valores enteros de N, 12, 	 24 y

60 respectivamente.

Encontramos que todos los	 subgrupos finitos de Aut(C),

exceptuando los grupos cíclicos, tienen tres conjuntos de -

puntos fijos congruentes.	 Resumimos la información obteni-

da del análisis anterior, en el siguiente cuadro

CUADRO II

s i 52 53 Ntsi N/s 2 N/s3

2 2 n n n 2 2n

2 3 3 6 4 4 12

2 3 4 12 8 6 24

2 3 5 30 20 12 60

Si comparamos el cuadro I con el	 cuadro II, vemos la

correspondencia que existe entre ellos.	 La primera posibili

dad del cuadro II es la realizada en el grupo dihédrico, la
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segunda, en el grupo tetrahédrico, la tercera en tanto el oc

tahédrico como el del cubo, y la última en tanto el dodecahé

drico como el icosahédrico.
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4,9, DETERMINACIÓN DE TODOS LOS GRUPOS FINITOS (PARTE II)

Esta sección se concreta a demostrar el último teore

ma de nuestro trabajo 	 para lo cual necesitamos saber ciertas

definiciones y resultados, que damos a continuación.

Definición 4.9.1. 	 Una cadena es una sucesión finita	 de.

dominios D o , D I ,...,Dn	 tal que .11 :4 (.1DL #95 para £ = 1,2,..,n.

Definición 4.9.2.	 Un elemento de luncL6n es un	 par	 (f,D)

donde D es una región y f una función meromorfa en	 D.

Definición 4.9.3.	 Dos elementos de función (fo,D 0 )	 y

(f 1 ,D 1 ) son contínuaeLone4 díiteetaz uno del otro, si DonDSch

y si fa(z) = f 1 (z) para toda z e DorlDi.

Definición 4.9.4.	 Sea Do, D I ,...,O n una cadena	 que cu-

bre a la curva y, sean	 {fí ,DL )1 elementos de función tal	 --

que (fí ,D ,(1 ) es continuación directa de (f. -1,D. 	 para	 --

	

L= 1,2,...,n y si existe una partición O = to<t“...ctn<	 1

tal que Y(t , ) e Dí...1 (1Dí y Y([tí ,tín ] ) g_ Dí , decimos	 que - -

(f ,D ) es contínuaean metomot6a de (f 0 ,0 0 ) a lo largo de
n n

la curva Y.

Las demostraciones de los siguientes teoremas (4.9.1

y 4.9.2.) se omiten, para las cuales recomendamos ver [1],

[2], [9].
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TEOREMA 4:9.1.	 TEOREMA DE LA IDENTIDAD. Sí doz flan-

cíonea muLomok6a4 6 y g coíncíden en una vecindad de un pan
to de un conjunto abíento conexo D, entonce4 fi = g en todo

D C a .

TEOREMA 4.9.2.	 TEOREMA DE MONODROMIA. Sea D C C un

domínío zímplemente conexo, o 4ea l o una fluncíón mexomoxila

en un cíenlo domínío abLenio D o e D.	 Sí• ez pozíble contí-

nuat metommlícamente el elemento de 6uncLón (6 0 ,D 0 )	 a lo -

/a/Lgo de cua/quíex cunea contenLda en D, entonce4 la contí-

nuacídn me/como/u& deteAmína una fluncídn uníva/uada en D, -

que coíncíde con l o en Do.

TEOREMA 4.9.3. Loa anícoz gxupois	 líníto4 de t)Lanálot-

macione4 bílínealez que exizten, 4on /04 gnupos cíclícoz -

etíptícoz y loa conjugados en Aut(h de las gitupo4 políédtí

coz.

DEMOSTRACION:

En la sección	 anterior vimos que todos los grupos -

finitos, tienen dos o 	 tres órbitas de puntos fijos. 	 Vimos

también que si el grupo tiene dos órbitas de puntos fijos,

es un grupo cíclico elíptico, pon lo que en este caso la --

conclusión queda demostrada, pasemos a estudiar el caso en

que el grupo tiene tres órbitas de puntos fijos.

Para demostrar	 que cualquier grupo con tres órbitas
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de puntos fijos, es el conjugado de 	 algún grupo poliédrico,

probaremos que si dos grupos tienen 	 los	 mismos órdenes si,

s 2 , s 3 de los puntos fijos congruentes, 	 uno es conjugado del

otro bajo una transformación bilineal.	 Esto logra demostrar

lo deseado, pues todo grupo tiene los valores de s i , 5 2 , s3

expuestos en el cuadro II, y éstos corresponden a la vez a -

los grupos poliédricos, por la relación	 que hay entre	 el cua

dro II y el cuadro I.

Sean G y G* dos grupos finitos con tres órbitas	 de

puntos fijos cuyos órdenes son s i , s 2 , 5 3 ; ésto determina,

por lo visto en el cuadro II, que G y G* tienen el mismo	 nú-

mero N de elementos.

Sea E = Fij(G) = E i U E l U E 3 , donde E . tiene	 N/s

elementos de órden s . , sí, = 1, 2, 3.	 Sea	 E* = Fij(G*)	 =

Et U Et U EI donde Et tiene N/s elementos de órden s 	 = 1,

2, 3.

Busquemos T e Aut(e) tal que TG*T -1 = G.

Representaremos al grupo G en la esfera z y al	 grupo

G* en la esfera z*, y trataremos de establecer una correspon

dencia entre los puntos de las dos esferas. Para ésto	 demos

una función automorfa para cada grupo; tenemos en la sección

	

4.8., que G admite una función automorfa 	 f, que toma cada	 va

lor una vez en una región fundamental. 	 Demos f de la	 forma

(16) donde las constantes a y b son distintas de los puntos

fijos y sea {u.} = f(E.) donde los v
í
	son distintos.	 Por



1148

otra parte, sea f* una	 tal función para G* con f*(Et) = {v'}

donde los v* son distintos. Así por el teorema 2.5.1., sabe

mos que existe una transformación bilineal L e Aut(E), que -

lleva vt en v - í = 1,	 2, 3.	 Luego

	

Lof*(E*) = vti	 £ = 1, 2, 3
ti

Como f* tiene N polos, 	 L o f* tiene N polos también, -

por lo que f y Lof* toman cualquier valor de E, N veces con-

tando su multiplicidad.

Para un z e C dado, f determina un valor en C, y es-

te valor f(z), es tomado por Lof* en N puntos z* e C, contan

do su multiplicidad.	 Es decir que, a cada punto de la esfe

ra z, le corresponden N puntos	 de la esfera z*, y de igual -

manera a cada z* le corresponden N valores de la esfera z.

Por lo que, la correspondencia que queremos establecer entre

las dos esferas, la haremos resolviendo la ecuación

f(z) = Lof*(z*)

	

con z = T(z*) como una	 solución a (22).

	

En un diagrama	 lo anterior queda así

zee f 	 T	 E 4 z*

(22)

u. e C 
L

Fig. (14)
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Ahora chequemos las multiplicidades con que f, f* to

man sus	 valores .

Si z O EL, entonces f(z) 1 u,	 =	 1, 2, 3 y	 -

(Lof*)-1(f(z)) contiene N puntos	 que no	 están en	 E*.

Si eeEzentoncesf(e)--shpara algún í = 1, 2, 3,

los N valores correspondiéntes de (Lof*)-1(f(e)) 	 caen en	 un

conjunto de N/sí puntos, donde cada	 punto	 toma	 el	 valor tr,L,,

sí veces, siendo éstos puntos los z* e Et, ya	 que (Lof*)(Et)

= u..	 De igual manera e* e E7,	 tenemos que (L o f*)(e*) =

y los N valores correspondientes 	 de	 f-1(10f*)(e*)	 caen en un

conjunto de N/sí puntos, donde cada	 uno	 es	 de multiplicidad sí.

Puesto si f y Lof* están	 ramificados de órden sí en

los puntos de EL ,	 tenemos los	 siguientes desarrollos, en

las vecindades de dichos puntos.

f(z) = uí + c(z-e)4 +. 	 $ 0	 (23)

+ c*(z*-et ) 4 +...L o f*(z*) =	 1	 c* 1 0	 (24)

Ahora por la ecuación (22) igualamos (23) 	 con (24) y

nos queda:

z - e )	 c . . . . ] =	 z*- e* )	 c*+ • • • • ;

extrayendo la sí-ésima	 raíz obtenemos:

(z-e)C 
I/ 
sí +...] = c6(z*-e*)Cc*1/1¿+.. •

cons = 1,2,...,sí,dondelos e lssonlass.raíces de la

unidad, de aquí que tengamos sí desarrollos en la vecindad
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de e*.

z = e + e l (c*/c)	 L (z*-e*) +... (25)

Entonces aunque los sí 	 valores que toma	 z son igua--

les cuando z*	 = e*, pertenecen	 a	 distintos elementos de fun-

ción z*	 z, que satisfacen	 (22)	 cerca	 de e*.

Luego	 tenemos que la ecuación (22) nos dá en una ve-

cindad u* de	 cualquier punto z* e C,	 N distintos- elementos

de función; es decir N funciones	 meromorfas T 1 ,	 T 2 ,...T
N :

U*	 C tales que para toda	 e U*

f o T.(c) = Lof*(c)

Queremos escoger uno de	 éstos N elementos de función

para cada z*,	 de tal suerte que	 sean	 restricciones de una --

T:	 e,	 para lo cual procederemos como sigue:

Fijamos un elemento z: e	 e-E* por	 lo que	 le corres--

ponden N valores distintos de z, 	 escogemos	 un z o	de éstos,

arbitrario.	 Fijamos un elemento de 	 función T o en una vecin

dad U 0* de	 zt	 tal que T o (zI) = z o .	 Tomamos cualquier z* e C

y cualquier curva y * que una t'o' con z*, veremos que T o admi-

te continuación meromorfa por cualquier curva y *c:C, que em-

pieza en	 z*:

Como Y* es compacta (cerrada y acotada), podemos cubrir

la por una cadena Wor , Ut,	 donde	 están	 definidos -

los N elementos de función (25), 	 tal	 que z: e U: y z*=zZeU:1

y que satisface y*(t ) e u* nu* y Y*fft ,t	 Driu* .
j-1	 j	 j j+1
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Sea zt = Y*(t i ).	 Los N elementos de función que son

soluciones de (22) en una	 vecindad de zt	 son restricciones

de los N tales elementos con dominio en U,1, por lo tanto uno

de ellos es restricción de (To, U*) a la vecindad de z*o	 •	 -

Por otra parte, ésta restricción de exactamente uno de los 	 e

lementos correspondientes	 a ut , dicho elemento lo llamare--

mos ( T 1 ,ut- ) que es continuación meromorfa directa de (T0,Ult).

Luego se escoge (T 2 ,Ut) que sea continuación meromorfa direc
ta de ( 1- 1.Ot), y continuamos extendiendo de esa manera a	 lo

largo de Y*, es decir que	 (T. ,Ut) es continuación directa de
J

(T.	 ,Ut	 ), y por lo tanto (To,U 1*, ) admite	 continuación meroJ -1 2 -1	 —
morfa a lo largo de T.

Ahora bien, como C es simplemente conexo (sección 0.5)

Y (To'Llt. ), trote, admite continuación meromorfa a lo largo 	 -

de y*, por el teorema de monodromía existe una función mero-

morfa T: e --, C, a la cual a cada z* le corresponde un z.

Notemos que To es	 invertible y aplicando lo anterior

a su	 inversa To , que está	 definida en Uo=	 To(U19, obtene--

mos por el teorema de monodromía una extensión T de Tí'	 con

Toll U* = (T: 1 )(To) = identidad, luego por el teorema 4.9.1.
o

T 0 T =	 identidad en todo C. O sea T es invertible.

Como T es meromorfa, por el teorema	 2.1.2., tenemos

que T es racional, y por ser biyectiva tiene un solo polo y

un solo cero, por lo que es de la forma (11) en 0.4., o sea

T e Aut(C).
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Por su construcción la	 transformación T, lleva los -

puntos fijos de G* en los puntos de	 G: es más T(E1) = E. Si

conjugamos el grupo G* (ejemplo 9	 de 1.5) obtenemos un grupo

G' = TG*T -1 tal que Fij(G')	 E =	 Fij(G).

Probaremos que G' = G,	 con	 lo que el teorema queda de

mostrado, en efecto:

Sea e e E un punto fijo común degeGyg'eG', -

sea e l el otro punto fijo de g. Combinamos de todas las ma-

neras posibles los elementos g,	 g', y formamos un grupo r que

deja a E invariante (proposición 1.2.1 a)), luego por la pro-

posición 2.6.1. r es finito, y	 por el teorema 3.6.2. tenemos

que g' fija a e l también.

Así todo elemento de G'	 que	 fija a e, fija a e l tam-

bién por lo que

EstG(e) = Est G (e i )	 y	 EstG ,(e) = EstG,(el)

Estos estabilizadores	 son cíclicos del mismo órden s

y tienen los mismos multiplicadores 	 1(i1 = e-1211 '1/50r lo tan-
]

to por la proposición 3.1.1 afirmamos que

Est
G
(e) = Est

G
,(e)

luego

G = U Est
G
(e) =	 U Est ,(e) = G'.

eGE	 eGE	
G'
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APENDICE

GEOMETRIAS NO-EUCLIDEANAS

1).	 En la Geomettía Euelídeana estudiamos	 a C y sus isome

trías,	 es decir las transformaciones T, tales que d(z 1 , z 2 ) =

d(Tz 1 ,Tz 2 ), (donde d está definida 	 en la	 sección 0.5.), di--

chas isometrías pertenecen al grupo Aut(C), y pueden ser re-

presentadas como producto de traslaciones y	 rotaciones, la -

forma analítica de éstas isometrías en el plano euclideano -

es

T(z) = az + b	 con	 la!	 = 1

y si la isometría no preserva la orientación

T(z) = az + b	 con	 I	 = 1

Es claro ver que cualquier 	 isometría del plano manda

líneas	 euclideanas en líneas euclideanas.

Por costumbre se ha reservado el 	 nombre de geometzLou

no-ecutideanas, para las que conservan todos 	 los postulados

de Euclides menos uno de ellos, el 	 quinto, el llamado postu

lado de	 las paralelas.

Como el quinto postulado, en la forma dada por Eucli

des u otra equivalente, como:

" Pot un punto extetím a una xecta, pap a una y ¿dio -

una paralela";

no se deduce de los otros, el hecho 	 de negarlo aceptando los

•
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demás, no debe conducir a contradicción alguna.	 Esta fué la

idea que maduró en la primera mitad del siglo XIX, y que dió

por resultado el nacimiento de las geometrías no-euclideanas,

como ejemplo tenemos las siguientes.

2).	 La geometitta no-eucla gana eltptíca, la cual resulta

de sustituir el postulado de las paralelas por el 	 siguiente:

" Pon un punto extetiox a una 4ecta no /Daza nLnguna

pata-eta";

es la geometría sobre la esfera de Riemann, donde se conside

ran como rectas las circunferencias máximas. Solamente hay

que convenir, para evitar que dos rectas se corten en dos -

puntos diferentes, que los puntos diametralmente opuestos -

sean un	 solo punto; y donde se tiene una definición natural

de longitud, junto con el hecho de que la longitud de una 11

nea es finita.

El grupo Aut(C) contiene al grupo Rot(E 0 )	 de movi- -

mientos	 rígidos, definidos en ésta geometría, que son las ro

taciones	 de la esfera y que como vimos anteriormente, (prop.

3.6.1.),	 son las T e Aut(¿), tal que T es elíptica, y donde

sus puntos fijos van a los extremos de un diámetro bajo la

proyección estereográfica.

En el espacio elíptico, nuestro último teorema (4.9.3)

aparece de una forma más completa, a saber:
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TEOREMA:	 Todo grupo líníto G de i6omettla4 del e4pacío

elíptico, ez cíclico o pollIdtico.

DEMOSTRACION:

Buscamos un poliedro Y inscrito en

sea la colección de rotaciones de X .

r o 9 tal que G

Debido que a las rotaciones de la esfera correspon-

den, bajo	 la proyección estereográfica, transformaciones bi-

lineales del plano, tenemos que G corresponde a un GoC:Aut(C)

y sabemos	 por el teorema 4.9.3. que, G ó es cíclico ó
A

Go = TGóT , donde T e Aut(C) y donde G' comprende los ele--

mentos de Aut(C) que corresponden a las rotaciones de algún

poliedro Y'.

Tomamos dos ejes de rotación de Y', T manda sus ex-

tremos en	 pares de puntos opuestos, por la proposición 3.6.3,

T corresponde a una rotación T bajo la proyección estereográ

fica, luego G = Rot(X) con Y = t(Y9•

3).	 La más rica de las tres geometrías en la geometría

no-euclídeana hípetb6líca, la cual resulta de sustituir el -

postulado	 de las paralelas por el siguiente:

1/ Pon un punto extetíot a una tecta pactan do4 pana-te

la4".

El grupo Aut(C) abarca también al grupo de movimientos rígi-

dos definidos en esta geometría cuyas características son:
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El plano hiperbólico 112:

	B 2 = { z e C:	 IMZ>0}

Las rectas serán las semicircunferencias cuyb centro es

tá en R, y como caso límite	 las	 rectas	 perpendiculares a IR .

Las	 rectas en 112 serán llamadas	 geodlzícaz, para no confun--

dirlas con las rectas de C.

Aut(IB 2 ) = { T e Aut(0):T(B 2 ) = E 2 )	 ,	 es decir que cada

T e Aut(B 2 ) es de la forma

T(z) = 
az+b ad-bc = 1 ,	 a, b, c, d, e R.
cz+d

De la propiedad homocíclica y la	 conformidad de las

transformaciones de Móbius deducimos que	 cada T e AutCH 2 ) --

manda	 geodésicas en geodésicas,	 puesto	 que la imagen de una

geodésica es a la vez un arco circular y una curva Ortogonal

a R.

La distancia entre dos puntos. z 1 ,	 z 2	 en B 2 está dada

por la fórmula

	

d(z 1 , z 2 ) = log(zt,	 z 1 ,	 z 2 , zt)

donde	 los puntos zt, zt e IR,	 son	 los extremos de la geodési-

ca que pasa por z 1 , z 2 , y donde	 zt, z 1 , z 2 , zt están acomo

dados	 cíclicamente sobre un círculo. Probaremos que d(z1,z2)10

En secc. 2.6 vimos que:

	

(z*, z 
1 ,
	

2	 2
Z * ) = (A(z*), 1, 0,-)

1 	 1
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A
donde A e Aut(C) satisface A(z 1 ) = 1, A(z 2 ) = O, A(z2) =

Notemos que	 si w 1 = T(z 1 ), w2 = T(z 2 ) entoncés

w* = T(z*), w* = T(z*). 	 Estos se justifica debido a que:1	 2	 2

T e Aut( â 1 2 ) luego T(R) =a, por lo que T(z,.), T(z;) e P, y

por se T un mapeo conforme el semicírculo que contiene a VI',

z i , z 2 , zI es enviado en	 el semicírculo que contiene a

T(zt) = wt y T(zI)	 = wr.

Sea r = A(zt).	 Luego

	

z1, z 2 , z 1 ) =	 log(r, 1, 0, -)

	

=	 log(r).

Como z*, z i , z 2 ,	 z* están acomodados cíclicamente,2

tenemos que r> 1, por lo 	 que	 d(z 1 , z 2 ) > O.

Por la invariancia de la razón cruzada y el hecho de

que T e Aut(11 2 ) envía los	 extremos de la geodésica que con--

tiene a z 1 , z2 en los extremos de la geodésica que contiene

T(z 1 ), T(z 2 ), justificamos la siguiente propiedad de la dis-

tancia:

d(z1,	 z2) = d(Tzl, T z2)

A
Con ésto vimos que el grupo Aut(C), nos es de gran -

utilidad para el estudio 	 de las geometrías.

ref. [10], [11].
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