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~ Existen en 1a naturaleza una inmensa cantidad de fendmenos que pre-
» sentan cambios bruscos en su comportamiento. Por ejemplo tomemos un fend
meno quedﬁa en la economia de un sistema competitivo donde aparecen va-~
rios centros de acti¥ggigfeconom1ca con actitudes distintas entre ellas
a los cuales 1lamaremos™ compet1dores y a un grupo de consumidores al que
" nombraremos demanda, ' '

En 1a configurakifn del mercado donde la demanda y el nimero de com
petidores se mantiene*fija el precio tiende a ser estable y puede ser con
. siderado como punto critico de una funcidn f(x,u,v).

.. Pero si Onicamente el nimero de competidores se mantiene fijo y la
demanda crece o disminuye,el precio del produéfo tiende a sube¥ 0 a bajar
de una manera suave, de otra manera si la demanda es.lo que se mantiene
fijo y el nimero de competidores es el que yarfa el precio también varia
ra dependiendo si el No. de consumidores crece o disminuye, es decir el
precio bajard si el No. de competidores aumenta y subird si el nimero de
consumidores;disminuye y también de una manera suave. Ahora si variamos
tanto la demanda como el nlmero de competidores se tendra lo siguiente:
Si la demanda disminuye y el nimero de competidores aumenta el precio
del producto baja y si la demanda crece y el nimero de competidores baja. ]
el precio sube pero esta alza y baja de precios se hace de una forma brus
ca.

E1 modelo matemdtico que aSemeja en cierta medida a una fendmeno
bajo esas condiciones esta dada por una funcidn de la forma fx,u,v)=
x4+ux2+vx El d“namofbaidiwﬂ@ﬂ prec1o se obtiene precisamente donde -

f(x,u,v) tiene sus puntos criticos, es decir donde df -4x3+2ux+v=.0 por
. dx



2 ve 3 3 3

loque p(uv}= \\ g+ gttt ) § - 8% 75 -

Se puede decir que en aquellas situaciones en 1as que el precio
bﬁja o sube de una manera estable es en los puntos criticos no degene-
rados de f(x,u,v) mientras que si el cambio es dado bruscamente este co
rresponde a los, puntos eriticos degenerados,

g 3 e

La teor1a de la catistrofe estudia precisamente aquellas situacio-
nes en las que movimientos suaves en los parémetros de control {demanda
y niimero de competidores en e] ejemplo) originan cambios bruscos en los
parﬁmetros de comportamiento (precio)iyes decir el comportamiento de fun

ciones alrededor de puntos criticos dégenerados.

En el capitulo I se estudia el comportamiento de las funciones alre
dedor de puntos criticos no degenerados y generados. Para el estudio de
los primeros se hard uso la teorfa de Morse 1a cual prueba que aquellas
funciones cuyos puntos criticos Soh no degenerados son estables y el que -
el conjunto formade por tales funciones es denso. En el estudio de Tos
segundos es decir en puntos criticos degenerados se utiliza el lema de
Separac16n el cual permite a una funcidn separarla en dos una de Morse
y una_degenepada y esta ﬁ]tlma nos da el comportamiento de Ia funC1on
alrededor del punto. '

En_el_capitulo_I1I nos concehtraremos.al estudio. de familiade-funn..-
cianesaestab%ésﬂqUE"HOS"da“1asLheﬁramientas‘netesarTas_para comprender’
el concepto de despliegue, Concepto que serd definido en el capitulo
III y el cual nos permite conocer todos las definiciones posibles'que
puede tener una funcidn cuando se analiza alrededor de un punto criti-
co degenerado y concluir el capitulo III con el teorema de clasificacibn
de Thom que nos dice que si tiene una funcion k-determinada es decir una
funcidn en que su comportamiento topolbégico pueda ser determinado por su
polinomio de Taylor hasta de grado k y de codimensifn ¢ 4 existen siete



despliegues universales es decir despliegues en 1o0s gue intervienen un
minimo de pardmetros, Cualquier fenbmeno en la naturaleza que presente
cambios bruscos en su comportamiento puede ser analizado utilizando cua
Tesquiera de los siate despliegues universales catistrofe, dependiendo
este del nimero de variables de control y variables de comportamiento.

Finalmente en el capitulo IV se dard l1a interpretacion geométrica
- de los siete modelos, haciendo é&nfasis en los dos primeros dado que es
mas facil Ta visualizacién de dichos modelos.




CAPITULO 1

| Sea_f:RE—~>R una funcidn potencial y considérese X=Vf(x)
el gradiente de l1a funcidon. Se dice'que un punto es phnto de

equilibrio de una funcién cuando Af(x)=0. Trataremos de estu

diar el comportamiénto de la funcidn en tales puntds conoci-
. ’ ‘ /-
dos como singularidades de las cuales se tienen dos tipos:

a) Los puntos criticos no degenerados que son aquellos

92f
en los que det ( )+ 0.
oXay

b) Los puntos criticos degenerados es decir aque]los
en los que det ,3 f )= 0.
3X 3y
Si lo que se tiene son puntos criticos no degenerados,
se puede hacer un cambio local de coordenadas de tal manera
2.2, 2 2 x2

que la funcidn tome ]a forma f(x)= X{HXot. o +X L -Xq-ae Xy

{1}. A r se le conoce como el indice de 1a funcidn y ex1ste

-X

un tipo bédsico para cada r=0,1,...n. Todas las funciones que
toman 1; forma (1) se les conoce como funciones de Morse y
dan é1 comportamiento de Ta funcion alrededor de un punto
¢critico no degeherado;_También una propiedad que guardan las

funciones de Morse es la estabilidad, es decir si tomamos g




]

,una pequéﬁa perturbacidén suficientemente cercana a un punto

y derivadas de f, entonces g toma la forma (1).

. Por otro lado si se tienen puntos criticos degenerados,
\'se puede utilizar el lema de Separacisn que permite separar a
‘funcién enIQOs funcfones, una de morse y una no de morse, la
primera contiene variabIes—llamadas no esenciales y la otra

esenciales. Estas G1timas nos dicen comé es el compoftﬁmiento

de la funcidon para puntos criticos degenerados.

La propiedad de estabilidad referida anteriormente puede
ser vista algebraicamente, pero se hace mds clara si se formu
la como una propiedad geométrica transversal. Esto nos 1lleva
‘a una discusién de tranversalidad, concepto que introducido
por Rene Thom ya que ayudd en gran medida a crear la teoria

de 1Ta catistrofe.




1,1 PUNTOS CRITICOS Y EL LEMA DE MORSE

Definicifn 1,7, Sea f un mapeo diferenciable de M a N, don

~vde M y N son variedades diferenciables. Un punto X.eM es un
punto singulgn de f si el rango Df(Xo)<min {dim M, dim N}. De
otra manera, Xo é§§?ﬁamado un punto regular de §. Para funciones

~de R—>R a los puntos singulares se les l1lama puntos criticos.

I

EJEMPLOS:

(1.1) Sea f:R—>R, f(x)= x. Dado que Df(x) tiene matriz
(2x} 1a cual tiene rango 1 si y sblo si X40, enton

ces el fnico punto singualr de f es 0.

2 + 3y2. Entonces la

(1.2) Sea f:R3u>R dada por f(x,y)= 2x
m;triz‘jacobiana es (4x,6y) 1a cual tiene rango 1 a
menos que X= Y=0, por lo cual (0,0) es un punto sin

gular,

(1.3) Sea f:RS>R, f(x,y,z)= (xy,xz). E1 jacobiano de f

es y X 0 el*tua? tiene rango 2 a menos que todos los
z 0 x | 7

menores 2x2 sean cero, es decir que Xxz= Xxy= x2= 0

1o cual es equiVa1ente a x=0 por lo que (0,y.z) es

un punto singular,.




¥

De&&dﬁi&mJ;LSeaf:Rﬂ—>R una funcidn suave. Un punto X, en
R" es un punto cnltico no degenerado si X, es un punto singular de
fy el Hessiano es no singular es decir, el determinante de la

matriz

by

(221
OX.9X.
. 1

- i

evaluado en.Xo, es diferente de cero,

), igi, jgn

EJEMPLOS:

(1.4) f:R—>R definida por f(x)= x2

punto critico no degenerado en x=-1.

+2x+1 tiene un

(1.5) g:R—R definida por g(x})= x? tiene un punto
critico degenerado en x=0.

(1.6) h:RZ>R dada por h(x,y}= x2+4xy+xy2 tiene un
punto critico no degenerado en (x,y)= (0,0).

n

Deginicifn 1,3,Una funcidn suave f:R >R es una funcidn de

Morse si todos sus puntos singulares son puntos criticos no
degenerados.

Ahoira-que-se-han-definido-las-funciones-de-Morse;=se_puge
de dar un resultado importante de la teoria de Morse, el lema
que Tleva su nombre,-el cual nos dice como es el comportamien
to de una funcidn alrededor de un punto critico no degenerado,
pero antes veamos el siguiente lema.

Lema 1,7, Sea f:RL—>R una funcidén suave en una vecindad de
0 con f(0)= 0. Entonces en una posible pequefia vecindad, exis
ten funciones g:Rﬂ——>R tal que




f::0y X489

N

Demostnacifn: Se tiene que

1 d
f(xl,xz,,d..,xn)= IO—E: (f(txl,....,txn))dt

L
of
- f _z e
01-1 ax.

" .

(txl,....,txn)-xjdt

Sﬁ?ﬂe:aqﬁﬁf§Efﬂef?ne

. _ b of
gi(xl,....,xn)- ;o - l{’
| £

diferenciando parcialmente con respecto a x; se muestra que

gi(o) =7 of

axi

0
Q.E.D.




TEOREMA 1,7,{Lema de Morse), Sea u un punto critico no dege

- n L] -
nerado de una funcidon f:R——>R. Entonces existe un sistema 1o

t

cal de coordenadas (yl,yz,...;yn) en una vecindad U de u, con

¥y (u)=0 para toda i, tal que

!

2 2. 2 "
f= f(u)- Yy=--e=¥g * Yot .- +y§

para toda yel.

PRUEBA: Se puede trasladar el origen a u y de aqui supo-
ner que u=0 y f(u)= f(0)=0. Por el lema 1, se puede entonces

escribir

n
Flx)=,2; x59;(x) "

en-zl guna=vecindad ~de =0, =Dade que0 es=un=punte-critieas;-sec=

tiene gque




[

De aqui usando el lema 1 de nuevo, existen funciones sua
ves hij tal que

i i h'ij(X)
y f(x) se pueéde escribir como -
g f(x) £  x,x.h,§ (x)
i,j=1 1 I
K si reemplaza hij por v
hi, =

1,,. .

g
3°F = 2 hi. (0)
axi 9%,




f‘i;@yique_la matriz

3%f

axiaxj 0

hij(o)

N |

no singular dado que 0 es un punto critico no degenerado.

[P

&

Supdongase inductivamente que existen coordenadas loca-

les UpsUpsennpll €N dna vecindad Uy de 0 tal que

n

_ p 2 .
f= + Up *...kuy gt I u.u.H1j(u1,...,u

)
j.jar VI

|

donde Hij= Hj;. Por un cambio lineal es las r coordenadas fi

nales, se puede suponer que Hrr(0)+0. Sea

g(ul,uz,...,un)=r/{Hrr(ul,uz,.ff;un)l

Por el teorema de la funcidn inversa, esta es suave en

alguna vecindad U, de 0 contenida en Uy

Cambiando coordenadas a ViseonaVy definida por

-
it

i U, (i r)

r g(Ulsno-QU'n)(U +

., Hir(Ul,..,,U )
r ing

1 n )

-l
1]

rr‘ (U130.-9Un)
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1a cual, de nuevo usando el teorema de la funcidn inversa,

es un difeomorfismo local. Ahora

| L2 2 ' |
RIS CTERENS PP LA M AP ) +ijzr+1v.ivj His (Vys...0V,)

| .‘uHI'h:

una férmula semejante como para las u;s pero con-r sustituido
por r+j. Dé aqui por induccién se obtiene la conclusidn del

teorema.

Una funcidon de la forma

2 2 2 2 2
Zl + Zz +..._+ angl- Zn_z_‘l'_l--. - Zn

es llamada una %-siila de morse. De aqui el lema de Morse
implica ‘que cada punto critico no degenerado puede ser trans
f araradopor:-un-difeomerfismo-a=upa—-L-5i1Ta-de=Moese—para-al- -

giin £. Cuando &=n se tiene un maximo, cuando 2=0 un minimo.

-




1.2 ESTABILIDAD DE FUNCIONES

Existen funciones las cuales con.pequefias perturbacio-
nes que se le haganzalrededor de un punto critico, el compor
tamiento cualitativo de dichas funciones variari notablemen-

- te, a este tipo de funciones se les dice inestables.

Considérese por ejemplo la funcién f:R—>R dada por
f(x)= x2 y sumémosle el término 2ex para £ suficientemente

pequefio y obtendremos una nueva funcion

F(X)= f(x) + 2ex = x°+2ex

-

véase que F{(x) no varia no importa como se tome (fig. 8),
el_comportamiento de F(x)_y f{x)_alrededor_de x=-& {pupte-=
critico no degenerado) sera cualitativamente el mismo

-

- 10 -




'.Li“:i‘i?-':

7. £<0 ‘ e=0 A - €>0
Fig. 8

Por 1o que f(x)=x2 es estable.

Por otra parte veamos g:R+ R, g(x)= x3.

Hagamos lo mismo que en ejemplo anterior pero sumando
ex, obtendremos G(x)= g(x)+ex = x3+ex 1a cual asume diferen

tes tipos topolbgicos para e€<o, e>o0 y €=0.

Para e<o se obtienen dos puntos c¢riticos un maximo y un

minimo en ‘una pequefia vecindad de 0"R, mieAtras que para e>o

3

ninguno se obtiene,de ahi que g(x)= x° es-inestable

)

£>0 £ =0 £>0

 Fig. 9

- 11 -




Intuitivamente diremos que unadfuncidn f es estable si

para todas las funciones suficientemente pequefias p, los

puntos criticos de f y f+p son del mismo tipo; o en otras

palabras si f y f+p son equivalentes después de una apropia-

‘da translacidn del origen.
¢

E1 ejemplo estandar de una funciﬁniﬁnestab]e es f{x)=x3,

3

dado que para cualquier eto, pequefio, g{x)= x°+ex es cercano

pero no equivalente a g{x) (fig. 9)

Definicibn1.2.1, Dos mapeosfyg en C (M N) son equivalentes
,(o estr1ctamente hablando C - equivalentes) fmg, si existen
C -d1feomorf1smos (en el caso de k=0 son homeomorfismos)
hy:M> N y ho:N> N tal. que el diagrama

| Mt o N

T

f"\""_‘“"u

conmuta. As7 f es estable (en el sentido global) si la clase

de equivalencia de f contiene una vecindad de f en 1la Ck-topg

logia.

Deginicion de estabilidad Local 1.2.2. Un. Ck—mapeo fiRT—>R™ es

estable en un punto p si existe una vecindad U de p con la si-

- 12 -
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guiente propiedad: para cualquier vecindad U' de P con u CU
y para cualquier pequefia Ck—perturbacién g de f, existe:un

punto p' €U' y un diagrama conmutativo

(R"p) T (RT.F(p))
hy | h

.1 "2
] |

(R",p') e (AT g (p'))
g .

donde hl,h2 son Ck—difeomorfismo locales, en p y f(p) respec
tivamente.

E1 resultado principal de la teoria de Morse es que 1a§
funciones-de Morse son fLocalmente estable. Especificamente sj f
tiene una singularidad no degenerada en XoeR" y si g es su-
ficientemente éercano a f, entonces f se mira como f cercanq'

a_xo;mes;a:tambiéﬁétieﬁe:una:siagu%aﬁidaﬁ#ﬁotdegeaeaaéaﬁen-ﬁ
algin punto X5 cercano a Xo.

La importancia de este resultado -deperde  por supues
to de cuantas funciones de Morse existan. La respuesta es sim

pte y fortuita "al menos cada" funcidn es una funcidn de Morse.

- 13 -




Resumamos estos dos conceptos de la teoria de Morse con

sjiguiente teorema.

TEOREMA 1.2:

WW

Las funciones de Morse sobre R" son (localmente) esta-

bles en sus puntos criticos no degenerados.

E1 conjunto de las funciones de Morse es denso en.

c® (R",R!)
La demostracién puede verse en [ 10]

La importancia de este teorema estriba que al menos to-
das las fﬁnciones son de Morse y de ahi estables (localmente).
-

Entonces para conocer si una funcidn es estable o no, basta
con saber si es de Morse, es decir conocer de que tipo son

sus'singu]aridades.
1,3 . LEMA DE SEPARACION

Una mejor version del lema de Morse que permite algo mas
es el lema de separacidn (o lema de reduccidn) el cual bajo
ciertas circunstancias permite una reduccidon en el nimero de

variables en el problema. En otras palabras el lema de sepa-

- 14 -




._racian_nos_penmiie_ﬂsepanahﬂ-una—ﬁuncién—alxededop—de_un—puntonu
- .chtico'degenerado en-una pieza de Morse ‘sobre un conjunto de
' '"var1ab1es‘no'esenciales"'y una pieza degenerada sobre un con-

| . junto de "variables esenciales" que envuelven la 1nestab11idad
..estructura1, por [9 tanto nos.concentramos en_las segundas e

E=——h

- jgnoramos las primeras, de ahi la reduccién.

TEOREMA:I.3.Sea f:R—>R una_funcidn suave, con Df{0)=0 cuyo
Heésiaho en 0 tiene rango'r'(y'cb}ahgo n-r). Entonces f es equi

valente, alrededor de 0 a una funcibn de la forma

2 - 2 :
1-+-"'+"r‘-.+f(

o+
+x Xpgg2oeeesX,)

‘donde

~ . .
f: R R
es suave,

PRUEBA: Por un cambio lineal de coordenadas u=u(x) podemos

transformar el Hessiano de f en 0 a 1a forma

- 15 -




E1 teorema de la funcidn implicita nos permite expresar al

conjunto

{u‘.l_a.i_= e =£—.='0}
duy L

{localmente) comola grdfica
{ (gl(ur+1""’un)""’grLur+1”"'un)“HWI"”'un)}

de una funcidn suave

g: R SR

Usemos g para tener esta grafica en el eje (ur;l,...,un) por

un mapeo ¢, un difeomorfismo local definido por

- 16 -




Plligyeeestp)= Augtgpllppga .. I S

oco’ur+gr(ur+1goou’un)" lrr_l_l’oc-’un)u

Sea F= fo¢. Localg?nte cada funciodn
_ =4 ) " . o p

=

. T
F(ur.l_l,..-,. ,Un) H R"‘_>R

c

- © s

(uls; --_,ur‘)'__>F(u15 .‘..’ur’ Vlur.'_l,.-.-,un)

tiene un punto critico de Morse en el origen de Rr, aungue no

necesariamente toma el valor de cero en ese punto. Escribamos

f(ur‘+1!-o-’un)= F(O’-.-’O,ur+1’...’un)
Ahorarel argumente-que-aparece en—ta-primera parte de
la prueba del lema de Morse (después de generalizar el lema

al caso donde -f se anula a lo largo de un multieje) para es

critiir | -
: ~ . .(u s u )
o _ ) 1° *“n
F(U)= f(U_,qs...5U )+ Z U Uh r+ | ,
r‘+1 ? n k’m‘r k I:ﬂ km . . (Ul,...’ur)-.

donde para cada eleccibn de U q,...U 12 funcion

- 17 -




(u ,u-.’
r+l n’.. .
hem . RE—3R !

es suave. El resto de ia prueba del lema de Morse, se aplica

Y

en una manera (Ur+1""’un)' dependzente para esta expresion,

FlUyggneseatip) £V

y prueba el teorema. En esencfa, el proceso entero de reduc
ion a la forma usada para probar el lema de Morse dependen

“suavemente sobre U U de nueve el arreglo inicial ha

r+l*°° 2
sido hecho. Q.E.D.

& Este teorema dice en un sentido fuerte, que el compor-
F&amiento de una funcidn cercano a un punto critico degenera
do se pue&e encontrar, estudiando una thcién que envuelva
un nimero de variables igual al corango del Hessiano. As{

.un punto critico de una funcidn de 2001 variables e coran

- go--3, ‘requiere- inicamente-del estudio-de-una-funcidn-de tres

variables.

Esta reduccidn a un nimero pequefio de variables, es.

1o que hace al Lema de Separacién (til y sorprendente.

- 18 -




1,4 TRANSVERSALIDAD

puntos cr1t1cos de Morse tienen una importante pro-
de estab111dad 1o cual puede ser establecida simple-

fo se hace mas ﬁfﬁra si se formuIa como una propiedad -
métrica transversa]. Esto. 1leva a una discusion general de
psversalidad, la cual es discutida priméro para espacios
g@torias y generalizado para variedades suaves.

EK?“TA": - -
s n . .
Dos subespacios U, V de R* son transversos si se inter-

ctan en un subespacio cuya dimensidn es lo mds pequefia po-
ble. Si dim U=S y dim V=T entonces su dimensién minima es

‘max (0, s+t-n)

» . 3 .
ir. ejemplo, dos planos en R” son transversos si se unen en
na 1inea {o equivalentemente, no coinciden), porque

»

max (0, 2+2=3)=

un subespac1o de 4 dimensiones y un subespacio de dimensidn

6 de R son—transversos-si~se-umen-en un subespacio de dimen
sidn ‘

max (0, 4+6=7)= 3

por otra parte dos subespacios unidimensional de RS son trans

versos si se unen en un subespacio de dimensién

- 19 -




max (0, 1+1-3)= 0

esto es un punto (propiamente el origen). Equivalentemente U

y Vv son transverso si y s6lo si U y V conjuntamente generan a

], .

Tl

Ahora se generalizara para sdbespaciosnafin; los subespa

cios vectoriales trasladados lejos del origen. Especificamente,

un subespacio afin -de R" es un subconjunto de la forma

X = V+a = {v+a|veV}

"donde a es un elemento fijo de R" y V es un subespacio (fig.

1). La dimensidn de X se define como la de V

(Fig. 1)

Sean X y Y subespacios afin de R" de dimensiones s,t

respectivamente. Ellos se unen transversalmente si




' %
a) Su interseccidon XAY es vacia o ;
b) s+tan y dim ¥AY= s+ten
-
La figufa 2 muestra algunas intersecciones tipicas en p
, estab]eciehdo_gua]es son transversas - ' ‘1 ;
% = '
¢ oN‘ )
(a) - i (b) {e) (d) :
transversa transversa  no transversa transversa ;
a b =7 //1 :
(e) (f) (g0 (h)
noftransversa no transversa transversa no-transversa
.
A=Y -/ ) A
- (4) (i) (k) ()
transversa no transversa transversa transversa
Fig. 2
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_Notese que la transversatilidad depende de la‘a1mens1on de} espak
1rcundante. por EJEmp10 Tas f1guras g, 5(a), (h) y (J) po

an-ser-1ntersecc1ones transversas en Rz.

Ahora Vease la ﬁef1n1c16n para variedades. Dos subvarie-

:s de R" se unen%%fansversalmente en un punto dado a condi

on de que no se 1ntersectan 0 sus h1perp1anos tangentes afin
“intersectan transversalmente. A diferencia de aquellos sub

pacios --afin, estas tangentes pueden coincidir para varie-

aes las cuales se unen en puntos aislados.

2

3 en R™ no

" Por ejemplo las curvas (j-variedades) y=0 y y=x
gn transversa en cero, aiin cuando este sea un punto aislado -

e interseccion, dada que ambos tienen el eje X como tangente

Fig. 3

La figura 4 muestra las correspondientes imdgenes de la

fig. 2 para varijedades,

-22 -
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ML N
. o

(a) (b) (e (d)

~transversa transversa no transversa transversa:

Y

(e) | () (g) (h)

no transversa no transversa transversa no transversa

&

(3= | der (1=

~transversafﬁ no-transversa - tramsversa — transversa
Fig. 4

Cercano a un punto de interseccion transversal las dos

‘variables son cercanamenté aproximadas por sus tangentes. Esto

- 23 -
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jmplica que la naturaleza local de la jnterseccidn depende Gni

camente de la dimensidon de las variedades.

Ahora daremos 1a definicidbn formal de transversalidad

.Da&én,éc,‘{.c':fnsl."#,.}.:s-_ean Xy?¥Y variedades suaves y f:x——>Yl un ma-
peo suave., Sea W una subvarijedad de Y y ;k'un punt-o”a; X. En-
tonces { {ntersecia a W&‘/Lanbue/wa.&nubteen X (denotado por f{aﬂ en

X) si

a) f(x)¢ W o
b) flxle W ¥y Te(p)V= Te(y M+ (df) (T X), donde T X es.

el espacio tangente a X en X.

Definicini.4.2. Sean X, Y y Wcomo en la definicidn 4.
Sea A un subconjunto de X, entonces f intersecta a'W trans-
versalmente sobre A (denotado por f/hhl sobre A) si f/h"l en
X -para-t0do-—x e-A- —F inalmente-F qnt—e»rse&tad W tranév.eur:.salmeg_,r-.

te (denotado por Fd)w) si fﬁjw sobre X.

EJEMPLOS:

(1) Sea x=R = W, Y =R? y f(x)= (x,xz). Entonces f/‘w
en toda x30 (véase fig. 5)
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Fig. § .

{fife

Notese que f puede ser perturbada ligeramente para que

.sea transversal a W (fig. 6)=="=

3

N

Fig. 6

(a) Sea X¥ W= R, Y=R%. Definimos fiR+> R

Entonces f no se intersecta con W en-(0,0)

Fig. 7

- 25 -
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por f(x)= (ng3)-




¥

Y finaimente se dard la definicidn de transversalidad

;bero entre variedades.

02@0«1& 1.4.3 SeanMyS subvariedades de una variedad Y.

oy
_Entonces M ¢S si . SRR S S S

i) MS= ¢ 6
i1) TxM+ TxS = TxY para todo xeM'S.

ez ==

iif |

B i T TU I
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o RTRCBE | LA R e e

CAPITULO 2

En el capitulo anterior estuvimos manejando estabilidad
para funciones y vimos que las lnicas funciones estables co-
rresponden a aquellas cuyos puntos criticos son no degenera-
dps. Para familia de funciones la estabilidad no radica en

é] hecho de tener o no puntos criticos ng degenerados, por -
que puede suceder que familia de funciones inc1u&an funcio-

nes inestables aunque la familia sea estable,

E1 propdsito principal de este capitulo es el tratamien
%o de estabilidad para funciones asi como los lema de Morse
Y de Separacidn. Otro de los conceptos que se manejo en el
~capitulo 1 y que extendremos a familias es el de transversa-
lidad-.y vémemos una serie de lemas sin demostrarlo que estan

relacionados con la transversalidad para familias.

Antes de dar la definicidn de equivalencia para familias,
daremos una nocion de equivalencia para funciones algo distin

ta a Ta que se di6 en el capitulo 1.
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Se dice que dos funciones ¥, g:RM——>R son equivalentes
i alrededor de cero, si existe un difeomorfismo Tocal y:Rﬂ-¢R"

y un término constante ¥ tal ‘que

.qfx)= f(Y(X)5+Y

i

~en una vecindad de cero. Para familia dééfunciones‘fjg:Rnx

rRL>R se requiere una mezcla apropiada de equivalencia. E}

difeomorfismo Y se”transforma en.una gamilia de difeomorfismo

_Ys:Rﬂ—>Rn, para ser seR” s 1a cual varfa suavemente con 5; la
-constante Y se transforma en una "familia de constantes”,

que varian suavemente con s, o 1o que es Yo mismo una_funcién

siave R—>R. Finalmente se permite también un difeomorfismo

RE—>R".

va a demandar que:

a)-un-difeomorfismo
e:R—>R"

b) un mapeo suave
y:R"XRY_R"

tal que para cada seR", el mapeo

et RN >R"

yex)= y(x,s)

- 28 -

=  Formulando estos requerimientos de una manera clara, 1le
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sea un difeomorfismo

C) un mapeo suave

Y:Rr >R.

Entonces f y g son equivalentes si existen e,y,y, defini
dos en una vecindad de 0, tal que |

i

g(x,s)= fly (x), e(s))+ v(s) -
-para-todor(x;s}eRnﬁiﬁr“en*esa:vecindad.

E1 significado geométrico se ve ilustrado en la figura
10, 1a cual representa a R" y R" por‘lfneas. Para cualquier
ser’ fijo, el conjunto de puntos (x,s) para xeR" representédq”
por la linea vertical arriba de s, es deformado de acuerdo a_
Y, y colocado verticalmente arriba de e(s). Asi la descomposi
Eidn por 1fneas verticales es presefvado, aunqugzlﬁs lineas )
individuales sean deformadas y movidas casi a lo largo de R,
Finalmente se puede trasladar el origen en cada Tinea verti-

cal utilizando Yo
Las 1ineas de contorno en la figura 10 son dibujadas para

ilustrar el efecto de este sobre R"xR": este es deformado sua-

vemente en forma tal que preserva las caracteristicas topologi
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cas de la proyeccion Ranﬂ—->Rp, (x,s)—>s. Asi un contorno
~el cual es "multivariado" arriba de RS, asi continua y de

- una forma cualitativamente similar.

| - =l Xl
1 . N5, N M
f:’>,>q::<:33 (: ;251;J> ///
= / Y = .
A ;”’d W5 I
- M e
' —b ::::C:::jh' N ]
< e(s)
I S T - Y e S WV
Fig. 10

2,2 ESTABILIDAD ES TRUCTURAL PARA FAMILIAS

E1 concepto de estabilidad estructural se extiende ahora

_para familias en una forma natural. §i fiRTXxRE—>R es equiva-
lente en el sentido anterior, para cualquier familia f+p:
R"xRE—>R donde;xesuna gamilia suficientemente pequefia R"xRY—>R,

enfonces f es estructunalmente estable.

Es de alguna manera mds jlustrativa mirar 1o de inesta-
bilidad, dado que se puede ver mids facilmente 1o que no se

busca y entonces decir que "estabilidad es cuando esta clase

1
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de cosa no sucede”.
o
Por ejemplo, supdngase -que se tiene la familia de fun-.
)
ciones
Wa(x)= X+ % x
: 4 2

los puntos criticos seran dados por,

0= -9 Wa(x)= x3 + ax
dx

esto es por la 1inea x=0 y la parébo1a x2+a= 0, como se mues
tra en la figura 11(a). Para varios propﬁsitos se puede hacer
una descripcién completa de 1o que sucede. Siﬁ embargo esta
no es estructuralmente estable y no siempre captura el compor;
tamiento total. Por ejemplo en la fig. 11 (a) no existen brigﬂ

cos repentinos.

En—efee ;“sifper%ﬂfbameﬁr%aafaméiiaﬁdeﬁfuﬂeiones={13*‘

por un pequefio término e€x, se obtiene

<

4

2

Wa(x)= + % X"+ eX

Ahora los puntgs criticos estdn dados por

- 31 -
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"

X7 + axXx + € -

(a) ()
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2.3 LGS LEMAS DE MORSE Y SEPARACION PARA FAMILIAS

Los lemas de Morse y Separacidn se extienden para fami-
ijas en un sentido mds fuerte, haciendo uso del teorema de

a funcion implicita.

. TEOREMA 2.3.1. (Lema de Separacidon para familias). Sea
:F:w&RCéR suave. - Dendtese un punto R" x RF por (x,c)=

f(xl,...,xn, Cys...2C.). Supdngase que el Hessiano

X . .
T Jl1gi, jeN

tiene corango-m en (x,c)= 0. Entonces F es equivalente a una

familia de 1a forma

F(yi(x,c),....ym(x,c),c)i_y;+1 tot yﬁ.

PRUEBA: Encuéntrese un menor no degenerado (n-m)x(n-m)
de H y renumérese las coordenadas para hacer

4
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32F
9X. 9X
i
1<i, j<n-m

hora definase

--GzRE % R" — g

(x,¢)—> (A _(x,¢),..., L (x.e))
Bxl axn-m

Este es el rango mdximal n-m o RT™™ x{0},"por hipdtesis.
De aqui por el teorema de la funcidn implicita existe una fun
cidon local (deifinida sobre una vecindad U de 0 en R™ x_Rr)
g:R™ x RFe—pM"M

ta] que

G(f(xn-mﬂ".‘ . :xnsc) s X_meloc e ;Xn_sc)= 0

g(0)=0

Por continuidad se puede poner

Z= QX _ne1oer2XnaC)s X pypqaeeesXpsC)s

j - 34 -




matriz

E Rt

T,

< (z)
ax ax
’ Iii, j‘n"m

WSWW

s no degenerada par odo ceU. Definase

‘(X:C}—>(x1+gl(xngm+l),...,xn,C),..;

(xn_m+1....,xn C),Xn_m+1,...,xn1C)

Xn-mtg 1

f Este es claramente un difeomorfismo el cual preserva los con-

ntos c=constante. Sea F=Fb¢. Entonces alrededor de 0,

aF A _ :
3—(0’..10’ anm_l_l,...,xn,C)— 0 1{1‘"-"]
x B
i .
det |- (o 0, ) ‘
e —— veaa0sX secasX_ sC 7 ‘
Ml e S R A R

1‘1, j‘n-m

Ahora se puede proceder como en la prueba del lema de
Morse, excepto que hij’ Hij’ g, etc. (para I<i, j<n-m) tiene
a (xn m+1""’xn1°) como parimetros. Para valores de parame

tro fijo solo se cambia XpsevesX, o en el proceso. E1 valor

critico de cada FIRn-m x{{x

es inalterado
nemt1?+° 3Xps€)? Y
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defina la funcién F:R™ x R"—>R en la exposicion del teorema.

COROLARTO 2.3.2,(Lema de Morse para familias). Sea F:R"xRT>R
suave. Supdngase que el Hessiano

A
!_‘ y2 'I"" o
_L‘axi axj__

es no debenerado' en (f,c)=0. Entonces F es equivalente a una
i EFid-dé~1a-forma !

1%i, JeN

PRUEBA: H 5 gase m=0-en el teorema-anterior.

Para una fam111a de funciones expresada en la forma dada
en e] Tema de separac1on se dice gque Yl,...,Yn son las varia-
Bles esenciales y Ym+1""’vn las variables inesenciales. Esto
refleja el hecho de que para varios propdsitos se puede olvi-
dar el efecto de Ym+l""’vn' |
E1 corolario da la estabilidad de funciones de Morse en
zuna forma particularmente fuerte. No 5610 puede cualquier pe-
quena perturbaciﬁn de una funC1on f:RE>R con una singularidad
de Morse en 0 R" ser anulada alrededor de 0,R" por una parame
rizactén de R" y la adicién de una constante, permaneciendo
..1a forma original, sino que se puede hacer esto und gormemente
para una gamifia suave de perturbaciones F: R" x RE—>R, donde
}Fkn x{c} Son pequefias perturbaciones de f cuando ¢ es pequefio,
sin embargo "pequefio" es medido por la continuidad y suavidad -
- de F,
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'+l “TRANS VERS ALIDAD PARA FAMILIA DE FUNCIONES

Veremos aqui una serie de lemas sin dar su demostracidn
ue se refieren al concepto de transversalidad pero referente

familia de-funcione§é§ado un Cs—mapeb.1dca1 f=v(f1,...,fp):

|

: L gﬁ&eﬁéﬁééﬁ:;ﬁﬁﬂ de ,siexpzndeg%e&d&1f;fgmﬁﬂﬁ?defwrrﬁ+1o
Lde Taylor alrededor del origen. Si omitimos £odos los términos
grado »r+l (r<s}, 1§”que résta_en uﬁ;hp-ada de polinomios
:dé;gnado;n;ilagaualﬁa§£;ximafawff A:tal p-agda=se=le-+rama=un
:g;igg. Esta es la definicidn intuitiva de un r-jet que depen
de de T4 eleccién de un sistema de coordenadas. Ahora daremos
i1‘-a definicidn pero en el cuai el r-jet no depende de 1a elec-

cion del sistema de coordenadas.

Definicidn 2.4.1.Sea Cs(n,p)-e1 conjunto de todos Tos mapeos
s-veces diferenciables f= (fl,...,fp): RE>RP, con f(0)=0.
lzlamamos f,ge:'cs(n,p) eqiiivalentes de onden n en 0,,si en 0er", sus
desarrollo’ de Taylor hasta incluir los términos de grado &r
son idénticos. E1 r-jet de f, denotado por 3" (f) (tdﬁbién pug'
de ser‘denbtado por JY(f)(0)) es 1a clase de equivalencia de

f; y f es 1lamada una realizacién del jet ar().

E1 conjunto de todos los r-jets es denotado por Jr(n,p).

Tomando Tos valores de las derivadas_parciales en 0 como las




oordenadas de un jet, J'(n,p) se convierte en un espacio eu
1ideano. Asi un r-jet puede ser realizado -en un espacio con
unto de polinomios truncados de grado <r o por una N-ada

; =(a1,...,aN) para algdn N en el espacio euclideano Jr(n,p).

13

l

=

: ,Parﬁ:uﬂ:ggﬁmapea;f§U—>RR, donde-U-es-up—subconjunto. abier

to de R", F(0)=0, £La n-extensidn de §

Jrf?): U—bJr(n,p).T

‘es definido como sigue: para x.,eU translademos los origenes
'ﬂe R" y RP a x. y f(xo) respectivamente, entonces J"(f)(Xo)
es el desarrollo de Taylor de f en X, hasta incluir los térmi

‘nos de grado %r.

| 2
EJEMPLO. 1.- Sean f,g: R—>R definidas por f(t)= e¢1*t")
Q?lg(t)= Sen(et-l) entonces J4(f)= et2+ %. y 34(g)= L+ l;tz_ 54
| ‘ 2 24

corresponden a los 4-jets en 0 de f x g respectivamente.
EJEMPLO -2.- Sea f:R—>R definida por f(x)=x3.cercano-a Xo

f{x)= fx-x,+xo)= (X-Xo+xo)3

= x3+ 3x3 (xexo )+ 3xs (iqxoia,+ (x—xo)3

4

-38-
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"Por definicion

J3 f(xo)= Exgix'+ 3x5x% + x5 eJ3(1,dJ-

donde J3(1,l) puede ser ident%fiEEHB tbn R3 con 1a corres-

lif

pondencia

8 . '
ax + bx% + cx%:f*>(§39,0)

- 4

Asi, es claro que 33

paréﬁgla a=3x§, b=3x., c=1 en RS. Utilizando un diagrama

f, donde f(x)= x3, mapeo R' sobre la

esto puede verse de la siguiente manera

o
TenE R

R —— 2

donde 1 es la proyeccidn sobre el eje C.-




Sea f:NxS—>P un mapeo suave. Podemos pensar de este
como una familia de mapeos suaves‘fS:N—bP donde fs(x)= F(x,s)
parametrizado por los elementos s S. Supongase que F Q, donde
Q es una subvariedad suave-de P. Preguntamos si ¢f  Q para to
dos los parametros? La respuesta puede ser negativa como lo:
:muestra el s1QU1ente eJemplo.

pwg!ﬁ

EJEMPLO 4.- Tomese N= Rz, S=R, P=R%Ty'considérese lTa fami
lia<suave- ErNxS=>P=definida—por=la=féenul ac{{xsy)ss)= (X, y5s).
AS1 f ‘mapea R2 sobre el plano horizontal Z=s en R3 y Toman-
.do Q 1a r-esfera S2 ‘F es un difeomorfismo, asi F Q. De otra
manera f Q con tal 39 que evitemos dos pardmetros excepcio-
~nales s= il - cuando=el pltano-Z=s=es-tangente 2 Q.

s$in embargo es claro en este ejemplo que cualquier vaior
del pardmetro s puede ser aproximado tan cercano como se quie
ra por valores "buenos", es decir aquellos para los cuales
'f Q. Que esto sea cierto generalmente es el contenido del le
a de Transversalidad Bésico; por razones técnicas preferimos
reemplazar la {inica variedad suave Q por varias variedades sua
ves 01;\..,Q£. La herramienta crucial aqui es el Teorema de
Sard, el cual establecemos en 1a siguiente forma.

TEOREMA 2.4.1. Sea f.: N.,->P una familia numerable de mapeos
suaves. El conjunto de valores regulares comunes de‘fi es den-
so-en P.

E1 Lema de Transversalidad Bdsico es
lema 2.4.1. Sea F:NxS—>P una familia suave de mapeos suaves
transverso 0 subvariedades suaves Ql"""Qt de P: entonces

existe un conjunto denso de pardmetros s para lo cual f es
transverso para todo 01,...,Qt.
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Ahora dado un mapeo suave f:R"—>R y una variedad suave

P

ERP, podemos encontrar un mapeo suave g:R-—>R' el cual es -

pansverso a Q, y tan “"cercano" como queramos a f. Por supues.
o el primer.problema es decir precijsamente que significo_que
0S mapeos suaves segégrcercanbg";Jhab]ando intyitivamente to
éremos esto dicieﬁdéuzle sus valores son "cercanos" y que para
Eda entero k21 sus dérivadas de orden K SOf "cercandgs”.

Haremos esto més preciso como sigue. C” (R";RP) denota el
onjunto de todos los mapeos RL>RF y -sea FiR™>RP un mapeo
Suavéégado. Dado un nﬁmero real positivo (pequefio) € un nﬁmero
real positivd (grande) R y un entero ka0, asociamos a f una -
?vaﬁhdmi{umﬁmmﬂhﬂ en € (Rn, RP) abarcando todos éque11os mapeos

uaves g:R"-——->RP para lo cual, para toda xeR" con [x|<R se tie-

nﬁ.que
11a%F(x)~ 3¥g(x) |5 ¢

con [| || una norma fija sobre el espacio-jet aX (Bn, RP).

-

Y Tlamamos un subconjunto Xc ¢” (R", RPl denso aqui’ - cuando

dado cualquier mapeo suave f:R.>RP y cualquier vecindad fun-

A

damental V de f, uno puede encontrar un mapeo suave g:R™>R en
X con geV; intuitivamente, cualquier mapeo puede ser aproxima

do tan cercanamente como se quiera por mapeos en X.
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- Teonema de Transvernsalidad Elemental 2.4.2.~ E1 conjunto de ma-
peo suaves RLRP transverso a subvariedades suaves dadas
Qs-..,0Q, de RP es denso en C* (Rﬂ—>3p).

- Nuestro siguierse teorema de transversalidad es algo mis

dtil que el teq?ema"§%4.2.

Teonema de Transversalidad de Thom 2.4.3.- Sean Qys...5Q; subva
riedades suaves déﬁf%spacio-jet Jk(n,p). E1 conjunto de todos

k

los mapeos-suaves f:RQ—;Rpr'paraf1o cual J"f: Rn—ﬁdk-(n,p)~es

transverso a Qi,...,Qt)es”denso en ¢~ (R",RP).

Es esencial que se aprecie la diferencia entre el teorema

2.4.1 y el teorema 2.4.2. En el resultado previo se manejo que

para hacer f transverso a una subvariedad se usard una defor-
macion constan;e. Pero en la situacidn presente es ka, no f
el cual de§eaﬁds hacer transverso a una subvafiedad, Aqui no
se trabaja coh una deformacidn constante dado que no altera
las derivadas de f. Lo-que se hace.én lugar de esto es usar de

formacion polinomial.
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CAPITULO 3
3,.1,-GERMENES DE- MAPEOS

Definicibn 3.1.1.Sea S el conjunto de todos los c°- mapeos
suaves continuos: RL—RP definidos en una vecindad del origen.
Se dice ‘que dos de tales c°- mapeos f,geS determinan el mismo

germen-mapeo (o simplemente geamen ) si estos concuerdan en al-

mz-g#n-&rﬁeﬁ"ﬂﬂ&d‘ del-origen~ demmed&uquew un=r~gse=r'me-n-= de=un--c “==ma-

peos, estrictamente hablando es una clase de equivalencia de

c®-mapeos. )

..Dado que la teoria es enteramente'1oca], se permitira
_habIar de valores de un germen ¥ y escfibir f(x), xeR", aun- é
que sea mas correcto escoger un representante f de la clase 4
de equivalencia f. Se puede hablar también de gérmenes: R—':‘-—>R.p
en puntos dg R" diferentes del origen. Ndtese aqui que se pue
- de escribir ? =[¥7].1a ¢lase de equivalencia de f, y algunas

veces no se distingue el germen ? y sus representantes.

~ _
.Un germen f en x es suave 0 Cm'(analitico 0 C?) si tiene

un representante el cual es suave (respectivamente analitico)

en una vecindad de ¥X.

Los germenes se comportan de 1a misma forma que los ma-

peos, i.e. si f RL>RP es un germen en xeR" y g RE_>R"




un germen en f(x)eRP, e} germen de 3 o ¥ en x se puede defi

nir en una forma natural tomando las clases de equivalencia
4" v

de los representantes de f'y ¢

: U@&Oukiﬁns;nJ.Déﬁgfese por €(n,p) -e1 conjunto de gérme
nes en o ¢ R" de mapeos suaves RP—>RP. Si p=1._Se escribe

e{n,1) para denotar e(n,1).
| e

=

Es claro que e(n) es ahillo c5Ht3dentidad, donde 1la
identidad es el germen en- 0 de la funciﬁﬁ constante que toma
el valor de 1eR. La adicipn y la multiplicacidon en e{(n) son

inducidos por la estructura R-a]gebra de R.

€
u V)
Definamos m(n)= {fee(n)|f(0)=0}, que es un ideal de

y y
g(n). pados f,5...,f. € €{n}, se adopta la siguiente notacidn
n ") 1 r ‘ Y] ny
<fraeeenf, >c(n) ©S el ideal en e€(n) generado por fla...,

f
. . ~"-f—
i.e. el conjunto de gérmenes expresable en la forma 1§1ai LU

donde ae e(n).
Ahora dendtese por m{n)k'el conjunto de aquellos gérme-
nes qgue se anulan en 0 junto con sus derivadas de orden menor

N

que K. En otras palabras

~ n
m(n® = tfem(n)] a1 fer)
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4V] 2 4 v 4" 3
claramente si f m{n)° entonces f es singular (en 0}, si fem(n)

u
f se dice degenerado.

Deﬁmuﬁna".-f;S.Denétese L{n)= {¢e e(n,n)|¢(0)=0 ¥y ¢ no sin-
_-:gu]af en 0} por el grupo de gér'menes de difeomorfismos locales

de R" de o bajo la operacidn composicidn.

4] u Y

Degdinlcibn 3.1.4,Sean-f y g gérmenes de e{n). Se dice que f
¥} n 4V

y g son denecho equ,wa,ttmtu y escribimos fo r9 si existe un
v 'b

¢e L(n) tal que f— god . Se dice que f X g son dmecho—x.zqmeﬂdo
N Ny

equaﬂgn,te f'u o8 si existen ¢e L(n) ye L(1) tal que f' v g¢.

Es claro que derecho equivalente y derecho-izquierdo equi-

valente son relaciones de equivalencia.

Deﬁuu.cwns 1. SSea fem(n) y sea k un entero no negatwo.
"Entonces f es derecho (o derecho-izquierdo)- dtermmado por

su k-jet o simplemente derecho (o der‘echo-izqu‘ierdor) k-déter
4

minado si para cada gem(n) tal que Jk(f)= J.k(g) entonces
NN Y

fyo g (r'es_pecti vamente f'iar',zg').

De aquf en adelante k-determinado indicard derecho k-de-

terminadq.
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EJEMPLO 1.- Si f{x)=x y g(x)con J@=x, entonces J'f= x

1

como g'(0)=13 g~ en V(0). Eligamos ¢(x)= g"l encontramos

que
. _1 _ .
go¢= gyo9 = x = f(x)
c—por=to=gue f-es l—determinado.

Si suponemos que f{(x) y g(x) son dos funcione$~ton'f(0)=?
g(0)=0 Yf3‘¥¥0;’dr9*0;'EBtonces el teorema de la~funciéﬁ:im-'
plicita garantiza que f(x)ﬁ g(y(x)), Hado que ambas fgg pue-
denrger transformadas a la misma forma canonicas. En efecto
siempre se puede elegir un cambio lineal y suave de coordena

das tal que

| J'gly(x))= J'Ff(x)

Por ejemplo sea f£R§—>R dada bor f(x12x2)=x2 como Ta

derivada en 0 de f es diferente de 0, cero es un punto sin
gular, Tomemos g:Rg—>R dada por gﬁxl,x2)=x2+x§ claramente
J'g=d'f, podemos tomar 0y >¥,)= (y1sy,) donde yi=x; y y,=

xz-xi por lo que

g0 = g(yys¥,)= X,= Flx),x,)

como se requefiaﬁﬁa menor k para lo cual f es k-determinado




en 0 es la determinacidn de f y se denota por off).

V]
Definicitn3.1:6.Un germen fem(n) se dice finitamente-determi

nado si existe un entero no negativo k tal que f es k-deter

minado.
;:Losiféemvioiftﬁ#*2;&on;gé¥meﬁe§;£ini$amente§detarmina;

dos. Un ejemplo de un gérmen que no es finitamente determi--

.nado es
-1,.2
f(x) =1 € o x40

0 x=0

K k

ya que si tomamos el germen g(x)=0, es clarc que J"f = J"g=0

pero f(x) no es equivalente a g{x).

Por conveniencia X denotard un elemento (xl,...,xn)eRn
N :

con coordena&as estandar, Si fem(n)z, entonces sus derivadas

parcihTes af i=1,...,n peftenecen»a m(n) y denotaremos
' 3X. n

af 1 af
<3y 2 el ideal generado por las 3;? 0
v
<-§-—f—.> =< ..@_f._,..'.’.a..f..'—) (n)
9 X 39X 4 ax_ F
a
- . of 5 2
es claro que < — > ¢ m(n) si fm{n)",
; - 9X
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En lo que sigue enunciaremos (sin probarlo) un importan
tisimo teorema debido a Mather que es de gran ayuda para co-

nocer la k-determinancia de un germen.

TEOREMA 3.1.1(Mather) sea_fsm(n). Sea k un entero no negati -

vo. Si m(n).k"':t c m2 < af_ entonces f es k-determinado,
ax
en _1 .3 3 . 1 2 3
, of _ 2 . .3 2 2_ 2 2
<.;; >= < x] ¥ Xy, XgX5 > Y m(?) = < X]s X1Xps X5 >
Por consiguiente
'm(2)2<§i > <x§+x§xg, xfx2+x1xg, x§x§+xg, xixg, x?xg, xlxg>
- 99X
dado que xg ¢m(2)2 2f, implica que m(2)5¢ m(2)2 of, aungue
X X
~ 6 2.3 2

oy | 2,4 2 3
f es 4-determinado. Puesto que xl—xl(x1+x1x2)-x1 (xlxz)

xgx2= xlxz(x§+x§xg)-_xlxz(xfxg), xgxg= §l(x3x§) etc, es

f5ci1 ver que m(2)6 C m(2)2 < 2f > asi por el teorema 1
n ax ‘
f es 5-determinada. '
EJEMPLO 2. E1 germen f(xl,x2)= x?+xg es 3-determinado.
En efecto < 2f > « x?: XS N
ax
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2 of _ .4 .3 2.2 . .3 4
m(2) <‘g;>— <xl! xlxzs XIXZ: XIXZ’ X2>
4 _ 4 3 2.2 3 4 2 of
mT(2)= <x7, X]X5s XX5s XXps Xp> M < 32 >

por 1o que f es 3-determinado..

E1 siguiente teorema da la condicidn necesaria para que

un germen sea k-determinado,

-

" Y
TEOREMA 3.1,2.51 fem(n) y f es k-determinado entonces m(n)k+1

c m(ﬁ;) <.§...f.>,
aX
+ Para la prueba del teorema véase C. La condicidn de

este teorema no es una condicidn de suficiencia para la k-de

terminancia,

Por ejemplo el germen f(x,y)=x2 no esli—determinado aun
que m(l)2 ¢ m(1) <%§>, ya que para cualquier entero positivo

2N

k y 2N>k el germen g(x,y)=x2-y no es equ{valente'a f(x,y)

aunque JKe= Jkg por 1o que f(x,y) no es k-determinado.

Poniendo juntos los teoremas 1 y 2 generan el siguiente

interesante corolario.
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. _
Conobario 3. f es finitamente determinado si y solo si

m(n)k c <%;> para alguna k.

N, et

Pueba: S1 f es finitamente determinado, es decir k de

j 1

terminado entonces .

W

m(n)k+1 ¢ m(n) Of, ¢ 2f,
' - 8X 9x

y si existe ufa k tal que

m(n)k ¢ <<2f

X
Y —
m(n)k+2 c m(n)2 PLAN
X
7 Y
por el teorema J f es (k+1)-determinado. T

Dedinicibn 3.1.7. Si £ m{n)2, la codimensién de f, denotada
‘ _

: I T TP . af
por cod §, es definida por el entero d1mR m{n)/ N T

u

MY
EJEMPLO 3. f= x¥ m(1), cod f = dimy <x>/_ k-1
bases {xl,x2 xk-2y

> =k=2 con

- O -
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v af 2
EJEMPLO 4. f =x"yem(2), < x> <2xy,y">. En este caso
' ",
las clases de y,yz,y3,... nunca serdn cero. Asi cod f=o=

dimR <X,y> /<2xy,y2>.

N 3 3 v 5 9 -
EJEMPLO 5. f =x"+y em(2) cod f= dimp <x,y>/<x“,y“>= 3

[

con base {X,y,xy}l.

4,48 B '
EJEMPLO 6, f= x fi_em(Z), cod f= d'imR <x’y>/<x3,y3>= 8

con bases'{x,y,x?,xy,yz,xzy.xyz,Xzyz}u

3, 2.~ DESPLIEGUES

Definicibn 3.2,1.Un r-despliegue de una funcidn f:RE->R es
una funcidn

F: RMTT_sp

tal que

.F(xl,...,xn,o,...,0)= f(xlg---,xn-) H

Frecuentemente denotamos F(xl,;..,xn,tl,...,tr) por

Fti,;::;tr(xl""’xn) y pensar de F como una familia de fun
ciones'R1—>R'parametrizada por t. Llamamos a xl,...,xn ]ag

variables {ntenas tq,...,t, las variables despliegues, r la

r

. . . r : :
ccfdc.me.nawfn del despliegue y R ] espacio dupueg_m , podemos
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escribir (F,r) para enfatizar la codimensién de F.

Por ejemplo F(x,u)= x3+ux es un despliegue uniparametri

3, mientras que F(x,u)= x3+sen(u1)x+u2x2 es un 2-des

zado de x
pliegue de x3. As? un germen dade tiene en general infinita-

mente muchos despliegues.

3 .

-

Para cualquier fem(n), el despliegue constante F de codimen
sién r es definido por

F(X,d)= f(X), xER",0er"

EJEMPLO 2.1.- Sea bem(n), U= (uj,...,u.)eR". Entonces
F(X,0 )= F(X)*+ b(X)i,

es un despliegue de fem(n) de codimensién 1, mids generalmen-

te sean bi,;..,brsm(nl. Entonces

P
(X, u)= f(i)+ B by (X)u,

es un de%pliegue de fem{n) de <codimensién r.

Este ejemplo sugiere 1mp1jc1tamente'1a nocidon de la

suma de dos despliegues de f(Xx). . -




Definicién 3.2.2, Sean (F,r) y (G,s) dos despliegues de

fem{n). Definimos .1a suma de {F,r) y (G,s) como

(For)+(G,s)= (H,r+s}-

donde -

donde xeR", ileR", ¥eRrS.

;Véase (ejemplo 2.1) que F(X,U)= f(X)+ I by (X)u; es Ta .
suma de despliegues de codimensiﬁn 1,f(i)+b%(i)ui. En general
1a cbdimensiﬁn es aditiva con'reSpeéto a la suma de desplie- i
gues,

EJEMPLO 2.2, Sea fem(1) definido por f(x)= x°

3

. F{x,u}=

344° +ux es también un des

x“+u° es un despliegue de f. G(x,u)= x
pliegué"de'f. Infuitivamente G dar§ todas las deformaciones
de f cuando variamos el paramefro u. Este es desde el punto
de vi'si:a intuit‘ivo el despliegue vesal el cual se definiré_' des

3 3 2 \

,pués. Similarmente H(x,w,v)= Xx“+wx+vyx y k{x,v)= x“+3vx“ son

también despliegues de f,

Una pregunta natural surge de nuestro segundo ejemplo:




iComo podemos distinguir (o asociar) dos despliegues? Empeza
remos con una discusiﬁn'informal. Sea fem(n) y sean (F,r) y

(G,s) dos despliegues de f. Entonces F y G se dicen asociados

n

. si existe un C°- mapeo §: (R" x R®, 5)» (R" x R", §) donde

amly

_QER" que tiene las siguientes propiedades:

f

il

.

—dla

- = id i.e (X,'6)= (X,a‘)
(l) C_b R"X{O} . Rh _ § i ,

: {2) ¢ es una gibra en el sentido de que si mantenemos VeRS

constante, entonces ¢ mapeard ROx{¥)} dentro de algin R"x{0}

donde ger depende Gnicamente de V. Se requiere que este mapeo

—

4 5
¢ sea suave _. |
2 v //””fﬁ,ﬂﬂ:ﬁiﬁ_ﬁkﬁﬁ\‘\\w
= : ' \-f.: uns"‘n“tﬂ-
- % /
‘ X
y escribimos U= ¢ (v). ’

(3) La grdfica de G sobre R"x{V}cuando V= constante y la
gréfica de F sobre R"x{ii} cuando &= constante, donde u=y(v)
difieren Gnicamente por una translacién. Esas translaciones

' \

pueden depender de Vv, i.e. podemos tener diferentes transla

ciones para diferentes V's, este mapeo sobre RS se:requiere




) ." L A
que sea tambien C .

EJEMPLO 2.3, Refiriéndonos al ejemplo 2.2..

'i) G(x,u}= x3+ﬁx es asociado a H(x,w,v)=x

2

3+wx+vx.

‘Definimos §:R*xR“+ RL;&‘ por § (x,w;v)= (x,u). En este caso
si mantenemos w,v coﬁ?%ante, obtenemos una lfnea_para1e1a al
eje x en el espacio (x,w,v). Entonces la grdfica de H para

W,V manteniéndose conétante es la misma que la gréffca de G

donde u=w+v. Nbtese qffe no se hizo una translacién para este

caso.

i) G(x,u) es asociado a k{x,v)= x3+3vx2. Definimos
$: R'XR'+ R'xR' por ¢ (x,v)= (x+v,u). Dado que k(x,v)= x3+
3vx2= (x+v)3- 3v? (x+v)+2v3, es claro gue u serd definido

como ~3v2 de modo que k(u,v)= Go{x,v)+ 2v3, necesitamos una

trandacidn
A3R'XR'—>R
dada por

Alt,v)= t-2v®

0 escrita de otra manera

Alt,vl= t+ alv)




donde a(v)= -2v3

Ahora l1a formal definicién de aAooamidn de dos desplie-

.gues {F;r) y (G,s) de un germen fem{n) puede ser dada como
{;§1gue:

\,I*]jl'il’ﬂ“"' :

1

Definicibn 3,2.3,(F,r) y (G,s)

son asocia@os si existe un
morfismo (3, ¥; A}: (G,s)—>(F,r) donde 3 es un germen:

4

R"S,0)—>(R""",0), v €5 un germen {R%,0)—>(R", D) y una trans
Tacidn A: (R1+S

,0)=>{R,0) con A(t,V)= t+a(¥) donde a:(RS,0)+
(R,0) tal que

1.- 3 = id

i.e. 3(Xx,0)= (X,0) xeR"

Rnx{D} RD

2.- Hr'§ =1 HS donde Hr’ns son proygcciones naturales

3.~ 6= 2 {F§,N_ )= F§ + ol

Algunas veces denotamos un morfismo (¢,¥,A) simplemente
por ($:¢,al."

Para ser consistente con la nocidn de equivalencia (de

recha) de gérmenes requeriremos que Ay € e(i), Ag(t)= A(t,v)

sea el mapeo identidad para cada v en lugar de permitir que o
A sea una translacién,
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Es posible reemplazar esta translacién por transforma

ciones mds generales. -

/
. Definicibn 3.2,4.(F5r) y (G,s) son derecha-izquierda asp
zciado si existe un morfismo derecho-izquierdo (g,w,X) donde
®,¢ son igual que antes pero Aee(l+s), A|R= idIR y G=l(F¢,Hs).

i

Notese que el mapeo X mencionado en la definicidn no

(AN I

“se requiere que sea 1na trans]aéién"éﬁ”tontraste con la X
dada en la definicidon 2.4.

Ahora dgdo un morfismo (@;,¥y,4;): (Fyoryd)> (For) y
un morfismo (@2,¢2,12): (Fz,r2)+ (Fl,rl), podemos componer

estos morfismos como sigue
(q)z:lpzsxz) 0 (lewllxl)zt‘l)s ‘ps 1)

donde @ =8, 0.¢45 Y=Y,09; , ¥ . azadyta, con Xy (to¥)= t+o,(¥) .
Az(t,ﬁ)= t+a2(ﬁ) y a{t,w)= t+e{w). Claramente (¢1w11) es un
‘morfismo (fz,r2)+ (F,r). En esta forma obtenemos una categorfc
de despliégues de f. Para la categoria derecha-izquierda la iUni
ca diferencia es gue debemos escribir A por la regla mas ge-

neral
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2
A(t.w)= &, (Ay(t, ¥,(W), W) para weR'

Ltuando dos despliegues se consideran los mismos?. La

v respuesta a esta pregunta nos la da la siguiente definicién

Defénicibn 3.2.5.0a= despliegues (F,r) y (G,s) de fem(n)

son equivalentes (o isomorfos) si son objetos equivalentes
en la categoria de despliegues de f.

F 3

Geométricamente {F,r) es equivalente a (G,s) si
i) r=s
ii) Existe un morfismo de (G,s) a (F,r) donde ¢ es
una reparametfizaciﬁn de R" (0 ¢ e L(r)) y ¢ 3¢

RE_5R" es una reparametrizacién de R". Asi
(¢.¥,a) , tiene una inversa (¢'1, w'l; a@'l).

Vayamos ahora a la definicidn de despliegue versal que

ya se did intuitivamente.

Definicién 3,2,6,Un despliegue. (F,r) de fem(n) es vewsal (o
estable) si para cualquier despliegue (G;g) de f, existe un

morfismo (¢,y,a) de (G,s) a (F,r).
fnl
Defdnicdbn 3.2,7, Un despliegue (F,r) es universal si este

es estable y r es la codimensi8n mfnima de F,
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Definicifn 3.2.8.5ea F: U(a_bier'to en R"ﬂ) >R y (x u)el,
Definimos F o oy el germen en m(nl del mapeo representativo
denotadq‘también por F(i,ﬁ) el cual es definido sobre una pe
vquefia vecindad de x en-R" como sigue: |

'

Ke.ys aK(n,1) el jet extensién de F defini

~ Entonces sea ;= J
. do por E(x,u)= JkF(x,uT= Hk(F( )) Aqui m e(n, 1)+J {p,1)=
e(n, l)lm(n)k+1~es el hapeo p§oyecc1on natura]—y un elemento
candnico de1a clase de F X,0) es su expans16n de Taylor evalua

da en 0, hasta de orden K.

Definicibn 3.1.9,5€a {(For) un despliegue de fem(n). Sea
z=Hk(f)eJk(n,1).. Entonces F es k—m\:waﬁ (derecha-izquienda)
k-transversal, o ri k-transvensal} si el k-jet de F.()-(,ﬁ) -
ésto es, g ?(i,ﬁ) es transversal en o a ZLk(n)

([.k,(l)ka(n) respectivamente), para u fijo.

Aqui ZLk(n) es la orbita de z en kK(n,1) bajo el grupo

"de Vk-jets_de difeomorfismo Ta cual fija oeR". La accién es
dada por zeu =T, (fog) donde g:(R",8)+ (R",3) es un difeomor

fismo local de R" con Jk(g)=u
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Veamos ahora que condiciones debe cumplir un desplie-

gue para que sea k-transversal.

Sea F un despliegue de f, Fe e(n+r). Sea ai(F)=

‘E'E_ n - Eé(n), .i 1,,..,7‘, donde {u1’.-.’u } eS e] S"Ste-
ma coordenado de R“;%sea Ve

r
eR} y W= { 2,34 o;(F): al,...,areR}.

‘;w

= {, zl Y (F)+ a 1 805 Aps.-.58.

'
"

lh 'kh

™

TEOREMA 3,2,.2,
i} Un despliegue (F,r) de f es k-transversal si y solo

. af of k+1
si e(n)= < sevns > + Vo + m(n)
| 9X1 Xy “e(ny F
ii) F es r& k-transversal si y sélo si
eln)= < 2F, . 2, + Fe(1)+ Woam(n)

Para=probar el-teeorefia necesitamos el siguientelema el
cual es esecialmente una reinterpretacidon del espacio tangen

te z de sz(n) 0 Lk(l)zL"(n)-en J"(n,1). Para la prueba de

estetema=remitase-a [ «+7].

Lema Sea. fem{n), sea k un entero no negativo y sea

z=Hk(f)eJk(n,1). Entonces
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g Ei_j(F(i,ﬁ)(’-’”

-1 - of k+1
(a) II ]:T {z L (n))] m{n) < "1' vy >+ min)
y

n
(5) 1! [ ke tien)) = min) < e >+ (L) m(n)
. _ n

g~ Ahora se pfobaré la parte i) del teorema, se necesita

- mostrar que- dE(U,Dj(T(D,U)Rn+r)+ To(z LX(n))= Jk(p,l). Asi

es necesario encontrar la diferencial de F en 0:

~

dF (5.5) ‘ " (9,0)

i ;’n‘. INETL

donde lgi, jg<n. Ahora

(5 0)= - I(F (y))
J J e (x,5)VY

(%,d)=(0,0) = T Er"’(x 0 I (z,5)=0,0) |

Entonces

T
= - b@;@;ﬁ}-‘(—fﬂéﬁ:}&(ﬁ?@)ﬁ :

T (5.0-2 (0 0)= 2(5)- 3 (0),
Xy 7 x5 Y %5

.0)=0,0) " T (y) (o)) nk(wty))
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Similarmente

? - ) - =
Hk[ﬁ'ﬁz(F(i,i)(y)) ()_(,ﬁ)=(ﬁ,0)]= m | 5% 0)- F(ﬁ,ﬁ)]
S - 1 [ 350 F-0.00= 1 G-7.00).
j’ Asi d}(ﬁJﬁ (T(D U)Rn+r) es generado por
e B T G50 T 50
;ﬁ sobre R. De aqui F es transversal a z LX(n) en O si y s6lo si
3 -
Lo
- nem S an @b G0, @D, n Gt
] Bxl""’a rollLR i x> Tgar) e I (5
5 o equivalentemente
of of aF oF k+1
e(n)= < I TR T “n(n)"* <1, 3EI""f§§'>R + m(n)
- dado—que -

Bf ' of - of
fE">R < 'c)xl"""’éxr-l‘> m{n)

Un argumento similar prueba la parte (ii).
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A la luz del siguiente teorema se tienen los siguientes

corolarios.

Conolarnio 2.4, E1 despliegue (F,r) de f es k-transversal

si m(n) - <§£—> + Vg +_m(n)k+1, es derecho=izquierdo k-trans-
versal si

k+l fkm(l)

m(n) <-g-:—-> ¥ VF + m'(n_)
Conolario 2.5. Sea bysbose..sby, elementos de m(n) los cua
les proyectan una base para m(n)/<§£—>+ m(n)k+1. Entonces el
r
despliegue F(x,u)= f(x)+ ;L1 bi(x)ui donde u= (”1""’ur)’

es k-transversal.

Conolario 2.6. La suma de cualquier despliegue y un des-

pliegue k-transversal es k-transversal.

Como una consecuencia del teorema 2.1 se tienen los si-

guientes dos resultados importantes,

TEOREMA 3.7.7.Sea fem{n). Entonces para cada entero no ne-
gativo k, existe un desplieqgue F de f el cual es k-transver-

sal (y de aqui'rz k-transversal).
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Prueba: Sea k un entero no negativo, Dado que e(n)/(3IJ+ :
yk+1 =

m(n ) es un espacio vectorial de dimensidon finita sobre R, —i
podemos elegir by,...,b ¢ e{n) cuyo coset modulo <§§$+ m(n)k+-1

genera este espacio vectorial sobre R. Definase Fee(n+r) por -?{:

r
CF{X,u)= f(Xx)+ B Yy bi(i). Entonces

- = b,
u. Rnxa 1

para lg<is<r. De aqui b, genera We V.. Del tep
i

. rema 4.1 es claro que F es k-transversal, ademds es también

inmediato que cualquier despliegue k-transversal de f es tam

bién derecho izquierdo k-transversal.

TEOREMA 3.2.§,Para 'Fsm(n)z, sea (F,r) un despliegue versal

de f. Entonces F es k-transversal para cuaiquier entero no ne ]ﬁ

gativo k.

Para su demostracidn véase Yung-chen Lu,

L&%ﬁwﬁﬁﬁamwﬁ&ﬁrxMﬁMﬁ%ﬁ@meﬁmﬁmﬁfaﬁmm 
tificar un criterio para que una funciﬁn tenga un despliegu;
versal. Observaremos que la existencia de un despliegue es -
equivalente a una condicién algebraica la cual es facilitada

por la condicidén de transversalidad formulada anteriormente.
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Ahora estableceremos sin probarlo el siguiente teorema

fundamental y entonces aplicarlo a 1a nocidn de determinacifn
finita para mostrar el reciproco del teorema 2.8.

N ' ‘ - S

: TEOREMA 3.2:9. Sea k un entero no negativo. Si fem(n) es

k-determinado, entonces cualesquiera dos k-transversal des-

pliegue de f de 1a misma condimensidn son equivalentes.

TEOREMA 3.2.'10,Sea 'Fem(n)2 k-determinado. Entonces un des-
pliegue (F,r) de f es versal si y sblo si este es k-transver

sal.

PRUEBA: "solo si" es claro del teorema 2.7. Ahora sea

(6G,s) cualquier despliegue de F. Se puede mostrar que (G,s)
es asociado con (F,r). Es fdcil verse que, en la categoria

de despliegues de cualquier germen f, existen siempre morfis

mo

(65)> (653) + (Fur) |

(F,r) + constante> (F,r)
Ademds (F,r)+ (G,s) es obviamente un despliegue k-trans

versal de f, dado que (F,r) 1o es. Por la misma razén (F,r)+.

constante es también k-transversal. Entonces por el teorema
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4.8 se tiene una equivalencia de despliegues,

(F,r)+ constante = (F,r)+(G,s)
donde, del lado jzquierdo se toma el despliegue constante de

dimensién s. As{ se tiene que

(G,s)> (G,s)+(F,r) = (F,r) +‘constanté+ (F,r)

.o

mostrando que (F,r) es versal,

Corolarnio 2.11, Si para cada k, el despliegue (F,r) de
fem(n)2 es k-transversal, entonces
a) F es versal

b) f és finitamente determinado,

PRUEBA: Por el teorema 2.9 lo ﬁnico que se tiene que mos
t rar—bajoe=l a==hiphtesis gue—f = s=f ivitamente-determinado;-Pero -
§i F es k-transversal, entonces F es derecho-izquierdo k-trans
versal, as{ por el Teorema 4.1., se tiene que para cada ente

ro no negativo k

af k+1

e{n)= <>t fF e(1)+ We + m(n)
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~y de—aqui-dimg s(n)f >+ f*e(1)+m(n)k+1 <dimpW<r, de 1o cual

es fdcil ver que f es finitamente determinado.

. TEOREMA 3..7,12, (Existencia de despliegues versales). E1l ger
men fem(n)2 tiene un despliegue versal si y s0lo si este es

finitamente determinado,

PRUEBA: "S1i" es una consecuencja inmediata del teorema 2.9
y 2.6 "solo si" se puede concluir del teorema 2.7 y el corola =

rio 2.10 en una forma obvia..

TEOREMA 3.2.13. Sea fem(n)2 y sea (F,r) un despliegue de f.

Entonces F es versal st y sdélo si e(n)= 2y

X F*

Como resultado de este teorema, se puede también calcu-

137Tel minimo nimero de pardmetros que un despliegue universal

de un germen finitamente determinado debe tener.

Recordemos—que —si fsm(h)z'és finitamente determinado,

entonces

cod f = dim m{n)/ <§_ n(n)
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TEOREMA 3,2,14.Para fsm(n)2 finitamente determinado, el
minimo nﬁmero de parédmetros aparecen en un despliegue uni-
versal, i.e. la—codimension de un-despliegue es la codimen-

sidn de f.

Ademds sabemos como construir un despliegue universal
de f. La idea es la misma como 1a prueba del Teorema 4.6;
elegimos bisbose..sbre m{n) como sus cosets en m(n)/<%§>
forman una base para este espacio R-vectorial y entonces
. | -
F(i,ul,f..,ur)= 1’(3'()+1.§1u,i bi(i) es un despliegue universal

de f.

Esta informacidn y el teorema 4.13 dan lugar a una res
puesta pﬁsitiva a la siguiente pregunta. Sea k un éntero no
hegativo y sea fem(n)2 k-determinado. Si se tienen dos dés-
pliegues (F;r) y (G,r) de f y F, G son k-tranSVersai, les
F asociada con G? y si asi es, ies G asociado con F?. Esto
es podemos inducir F de G y viceversa con morfismos compues-
tos como 1a identidad.~Ademds=si-se puede; entonces para un
de§p1iegue de dimensidn minima (iqual a dimRe(n)/<%§>), po-
demos hablar de un desbliegue universal de f (la respuesta
positiva a esta cuestibn es por supuesto el Teorema 4.8).
Si no nos contentaremos con la exiétencia de un despliegue

versa] de fT.
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3.3, TEOREMA DE CLASIFICACION DE THOM

En esta seccidon la siguiente jdea serd formalizada: Dado
un "desplieqgue canonico" (G,r) (en un sentido que se hard mas
precise después), y un despliegue arbitrario (F,k), k r del -
mismo germen fem(n)s, nos gustarfia expresar el hecho de que -
el ﬁéximo y el minimo de F puedan ser esencialmente obtenidos
del méximo y'ﬁinimo de G (por supuesto como funcidn de R"),

k

esto es mdximo y minimo de Fi RN 'para cada ueR" se pueda ob

tener esecialmente del maximo y minimo de Gy|gn para cada -
Qer:_En esta forma F es un despliegue universal de f, enton-
ces no sdlo contendrd la . reparametrizacion de todos los des-

pliegues de f, sino que también conteﬁdrérla configuracion en
tera de extremos para despliegues de f. Definimo; el sitio sin

+ .
ntk que consiste -

gutar del germen F en 0 el subconjunto de R
dEﬁtudvsfiofﬁpUﬁtﬁs'singulares de la funcion F R"x{g} Para -
todo U y 0 en RK. Claramente esta definicidn es independien-

te de la eiecciﬁn de los representantes déT germen F. Esto es

porqgue-no se hace distincion entre el germen y sus represen-

‘tantes. Es también obvio que el sitio singular de F no cambia

esencialmente si sumamos una forma cuadrdatica no degenerada
~y§-...-y5 + y5+1 +,...1 ys a un despliegue F ni ailin si se -
toma un despliegue constante de F. Esto nos lleva a las si-

guientes definiciones.
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_ Degindedibn $.3.17Sea {G,r) un despliegue de gem(n). Sea
(F,r+s) un despliegue de fem{n+q) y u un entero Ogugq. F re-

duce—a G con Indicep si F es equivalente -como-un—despliegue
. r+s al desplieque (G, n+q+r+s) donde

il §

G(x,y,u,v)= G(x,u)- y%—...-yﬁ + yu+1+....+y

o it

q 5.1
para xeR", yeRY, GeR", VeRS.

Deginicién 3.3.2. F reduce a G propiamente si g+s es positi

vo en la definicidn 5.1 y G serd 1lamada una xeduceifn propia

de F. Si un despliegue F no tiene reduccidon propia, enton-
ces F se dird .iweducible,

Observe que en el caso de que f y g sean singulares y
un-despliegue {F,r+s) de fem(n+q) reduce a un despliegque

(G,r')_'de gem(n), entonces existe un isomorfismo (¢,9,a) don
de peL{r+s) ¢eL{n+g+r+s) tal que

i

- F = g0 +ar

r+s

donde G es de la forma 5.1. Asi u es {nicamente determinado,
~dado que p en este caso es igual al indice de la forma del

Hessiano de f menos el Tndice de 1a forma del Hessiano de f.
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Correspondiente a despliegues, se tiene también una no-

cién de reduccidn para germenes:

Deginicibn 7.%3.3 Sea gem(n), fem(n+q), u un entero Oguzq,
f neduce a g con fndice n si f es equivalente al germen § donde
a esta definido por

A Y - 2 5
g {X,¥)= g(X)- y1--.. Yy * Yusl oot g 5.3

b

Llamamos a ‘g una xeduceifn de f con indice p si f redu-
ce a g, con Tndice u, Dado que el indice p no jugara un impor
tante rol en la discusidon, decimos que g es una xeduccifn de f

si para algiin u, Ogu<q, f reduce a g con ndice u.

Definicifn3.3.4.f reduce propiamente a g si- g>0, en tal
Caso—decHnesque~—g es—unateducetinpiopia-de—f ~f es-itedueible--

si f no tiene reduccidn propia.
Antes de establecer el Teorema de Clasificacién de Thom

veremos la nocidon correcta de vecindad comparada con la reduc

cidn de germenes de sus despliegues.
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Definicibn3.3.551 (G,r) es un despliegue de gem{n) y exis

te 'un entero U<v¢n, G tiene una singubanidad simple con indice ~

v an-0 si g es equivalente a Qvem(_n) donde

(X)= - x%-..‘..-xs + x3+1+.,,+xﬁ... 5.4,

Definicibn 3.3.6.6 tiene un minimo simple si v=0 y tiene
“un mdximo simple si v=n,

Porque es esta i.ma vacio?, g equivalente a Qv significa

.g_g. :‘h ___30\) = -
(ax> <3x > <X1,

‘universal de s mismo con codimensién cero. Asi, G es iso-

ceesX > = m{n). De aqui g es un despliegue

morfico a un despliegue constante de g y de aqui G reduce a

un despliegue trivial 0em(0). Esto es, G es equivalente a
O4yTy =¥ ;2 '

debemos excluir este caso cuando establecemos el teorema de

u
-EY %, -el=cUal—no produce catdstrofe. De aqui
Thom. - | _ . '

Ademis si f tiene un minimo (madximo) local en 0, el

Tndice del punto critico debe ser claramente 0 (n respecti-

vamente).
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Definieibn '3,3.7.5ea (F,r) un despliegue de fem(n). F tie
ne un minime Local BeR™ T

si pafa cada vecindad W de 0 en

existe un puhto (x,0)eW tal que F n. tiene un
' - - (R"x{DanwW
minimO'local en (X,u),

Es importante sefialar que si F tiene un minimo local en

e

0, entonces F tiene un mfnimo local cercano a 0. Sin embargo

F puede tener un minimo local cercano a 0 aunque f no tenga

3
y F(x,u)= x>

upn minimo en. 0, E1 ejemplo obvio para este caso es f{x)= x
+ux.,

TEOREMA 3.3.17. (Teorema de Clasificacién de Thom). Sea
fem(n)? finitamente determinado, (F,r) un despliegue estable
de f y que tiene un minimo Tocal cercano a 0, y r<4. Entonces
F tiene un minimo simple o F se reduce con indice 0 a uno de

le%%s%gﬂéfﬁ%m%t%ﬁete?desp?iegue5“irreducib1es—(canonicas) G
de germes 9;
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PARABOLICO

G UDIMENSION DEL)

NOMBRE 94 i DESPL IEGUE
DOBLES gy (x)= x> |6 (x.u)= X3+ux 1
CUSPIDE gz(x)= x4 Gz(x,u,v)= x4+ux2+vx 2
COLA DE ; 5 3 o

GOLONDRINA gs(x)a X Gs(x,u,v,w)= X7+ux VX SHwx 3
MARIPOSA  |g, (%)= x° 66V, )= xCruxtruxdeixeix 4
OMBLIGO 3 3 3 3

-HIPERBOLICO gs(x,y)= X“+y Gs(x,y,u,v,w)= X“+y T Huxytvxwy 3

| OMBL1GO -

ELIPTICO  |g5(%,y)= x%-xy2|Gg(X,y,u,v )= xPrayru(xBry?) +vxsuy 3
OMBLIGO | | '

97(x,y)= x2y+y4 G7(x,y,u,v,w,t)= x2y+y4+ux2+vy2+wx+ty . 4

iyl

Para la demostracidn remitase a BrBcker y Lander.
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- : CAPITULO 4
1. LA GEOMETRIA DE LAS SIETE CATASTROFES ELEMENTALES.

Ahora quesetienen Ta lista de las siete catdstrofes ele

mentales descubriremos sus propiedades,

Datoun potencial V, definimos la superficie de equilibrio M,

por la ecuacion

VyV= 0
donde el indice x indica que el gradiente es con respecto
unicamente a las variables estado. Esta superficié es cons-
truida con todos los puntos criticos de V, i.e. con tedos
los puntos de equilibrio (o estables) del sistema.
Ahora encontremos el conjunto singularidad S, el cual es

el-subtonjunto de M el cual consiste de tédos los puntos cri

ticos=degenerados=de=V, -Estos—sor=tos=puntos—1os -cuales VxV=0

y también

[
1

det{H(V)}= 0

donde H(V) es el Hessiano de V. Entonces proyectamos S hacia
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7 ¥
abajo en el espacio de control C (eliminando las variables

estados de las ecuaciones del cual se definibd) para obtener

hY

el conjunto de bifurcacibn B, el cual es el conjunto de todos

T 4l

los puntos en C en el cual los cambios en Ta forma de que V

qcurren, Finalmente determinemos la forma de V en cada punto
C. |

LAS DOBLES

Mgt el

La grdafica de la catdstrofe dobles representa el com-

portamiento de todos los sistemas gque dependen de una sola

condicidn de variacidon o factor de control.

El potencial de la catdstrofe dobles esta dada por

V(x)= x3+ux

3
(algunos autores utiliizan el potencial V{(x)= g_ +ux para
simplificar-d 0s—cileutost-

Asi el espacio estado es de dos dimensiones. La super
ficie de equilibrio M es la curva
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E1 conjunto singularidad S es el subconjunto de M para

To cual la ecuacion
6x= 0 « - - - - 2

es también satisfecha, e.i. el Gnico punto (0,0). E1 conjun

to bifurcacidn B es la proyeccidn de este sobre el espacio

= control (i.e. sobre la 1fnea x=0) y es por consiguiente el

- punto u=0 véase figura 1 -

A
e

factor de comportamiento

w
factor de control

hﬂ
Fig. 1. La superficie equilibrio y el conjunto

bifurcaciﬁn de la catﬁstrofe dobles,

*E1 conjunto bifurcacidn divide el espacio control en
dos regiones, el eje positivo y el eje negativo, Si u>0, la

ecuacion (1) no tiene soluciones reales y V no tiene puntos

i P




criticos, S1 u<0, V tiene dos puntos crfticos un miximo y un
mihimo y por consiguiente dos puntos de equilibrio uno esta

b]e'y_otro‘inestable. Sobre B (1.e, cuando u=0) estas se con
vierten en un punto de inflexion es decir un estado semjesta

ble.

Un ejemplo de un sistema tal es una'léga, en el cual el
factor control es la fuerza aplicada al estirarla y el com-
portamiento es su tensidn. Hasta un nivel critﬁco de fuerza,
la T1iga esta tiesa y derecha esto es, minimiza la tensién
siendo tan corta como se pueda. Sobre este nivel critico, la

liga se rompe y la tensidn desaparece. La posicidn de las pie

Zzas sueltas es estable.

LA cwsPIDE (o Riemann-HueoNnioT)

La catistrofe cﬁspide ocurre en sistemas cuyo comporta
miento depende de dos factores de control.  Su gréfica (Fig. 2)
es—tridimensional ; ‘una=superficie ~curva-con-un pliegue. De -
nuevo cada punto de la superficie representa un estado de e-
quilibrio.Todos los puntos en la parte de abajo del pliegue
son ﬁéXimo inestable. Todos 10s puntos a 1o largo de 1la ]fnea
dobles, los cuales forman el "labio" del pliegue son puntos

de inflexidn inestables, E1 resto de los puntos son minimo es
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Para ciertas combinaciones de valores de los factores
~de control, existen solo dos estables positivos, uno sobre
Ta superficie superior del pliegue y otro sobre la superfi-
cie inferior abajo del pliegue, E1 comportamiento del sis-
tema bajo esas condiciones es 1lamado "bimodal®, es decir
que las ﬁismas condiciones permiten cualesquiera de los dos
estados estables. (Existe una tercera posibiiidad; el méximo
inestable sobre la parte de abajo del pliegue, pero este es
gene[almente inaccesible: si el sistema ocupa este estado,
cualquier perturbacidn lo forzar& a un punto-estable arriba

o abajo.

E1 potencial para la catistrofe clispide estd dado por

~-

V{x)= x¥ + ux? + VX

Laisuperficte=de-equitibrio M=estd dada por

4x3+2uxsv= 0 (1)

y el conjunto singularidad es el.subconjunto de M para lo

cual la ecuacidn




12x2+2u= 0 (2)

es también satijsfecha. Encontramos el conjunto bifurcaciodn

~eliminando x de {1) y (2) y obtenemos
8u3+27v2= 0

Para la cﬁspide, como realmente para todas las catastro
fes elementales no existe una_notacién generé]meﬁte aceptada.
Diferentes autores usan diferentes_simbolos para los par&mg
tros despliegues, algunos prefieren escribir V como

%«4 + }zux2 + vXx para evitar factores‘numéricos en M, De otra
manera algunos autores siguen a Zeeman y se refieren a los
coeficientes de x y x2 como los factores normaly separacibn
respectivamente. Estos nombres reflejan el hecho de que cuan
do u>0, é]’cémbio en v s61o produce cambios suaves en X, el
cual podemos 1lamar el comportamiento "normal" pero cuando

u decrece a valores negativos "parte" a M y-las discontinui

_dades en x pueden ocurrir
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Fig. 2. La superficie de equilibrio y el conjunto

bifurcacidn de l1a catdstrofe clspide,

LA COLA DE GOLONDRINA

La catdstrofe cola de golondrina puede ser usada para
modelar procesos en sistemas cuyo -comportamiento depende de
tg;s factores de control. Su gr&fica‘es de cuatro dimensio-
nes,-asi que un modelo tridimensional es inadecuado. Pero
unﬂco#te,%pidimensieﬂa%fde:ia*gr&fitazseiéueﬂg:nbxngerff1f*"
jando el valor de uno de los factores de control como se

muestra en la figura 3, En la parte de su rango (3a) la su-
perficie es simplemente una hoja doblada. En Ta otra parte

{3b) se desenvuelve un enrosque interno que se asemeja al

trazo de una cola de pdjaro. Fuera del enrosque, la cola de




'
golondrina tiené un estado estable.para cada conjunto de
condiciones., Dentro de 1a cola de golondrina se -tienen dos:
una 1{nea recta a través del enrosque pasard a través de Ta
superficie cuatre veces, dos veces un maximo y dos veces un
m{nimo. En un modelo de la cola de gotondrina, la catéstro-
fe ocurre cuando un sistéma deja la superficie, si este es
otra capa--de-la superficie o la posici&nmno estd sobre la Eg_

perficie.

Factor & Control 72’

Factor—de control 1 fijo Factor de control fijo en un
' valor diferente,

3.a, Una vista tridimensional de 3.b. Otra vista de 1a misma
lazeota-de—gotondrina—. grificaz: .

E1 potencial de la coia de golondrina se da pbr

N Vix)= x5+ux3+vx2+wx

La superficie de equilibrio M es 1a hipersuperficie

4

5x fsux2+2vx+w= 0 (1)
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y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo
cual Ta ecuacibn

3

20x° + Bux + 2v&0 (2)

‘también es cierta.

Es posible eliminar x directamente de (1) y (2) y de
.aquf encontraf la ecuacién del conjunto bifurcacién B, el
cual es una superficie en el espacio de control tri-dimen-
sfona] C. Dado que estamos interesados ﬁnicamente con el
comportamiento cualitativo del sistema y por consiguiente.
queremos primeramente ser capaces de dibujar B, una‘difergﬂ
fe-aprdximacién-resu]ta~ser-méS'efectiva. Sea C, un plano
u=constante.en C, y sea Bu }a interseccién de Cu con B. En-
tonces,Bu Seré una curva en C y si podemos dibujar esta cur

va para todos los valores de u podemos construir completa-

mente la superficie B. ’

Adn con u siendo constante es mejornoeliminar.x de las
ecuaciones si no considerarlo como pardmetro a lo largo de
Bu.

Entonces observamos que (2) implica que v es una fun-




cion impar de X y esto junto con (1) implica que w es una
funcidn par de X. De aquf w es una funcidn par de y as{ para

cualquier u la curva'Bu es simétrica con respecto al eje w.

Diferenciando—{(1) y {2) obtenemos

.-d.ﬂ-z—-zxd—v———n-—q/———-(s)
dx dx

Yy ‘

Y (30x%43u) - - - - - = - - - (4)
dx

el resto de los términos en (3) se han eliminado a causa de
{(2), Ahora se tienen que considerar los casos u>0 y u<0 se-

paradamente,

. : - - d
SI“U'es_:pos1t1vo,'"entonce§':i-l no se anula. De aqufi v
N .
es una funcidn estrictamente mondtona de x y la ecuacidn

es vdlida donde quiera. Ademds la ecuacidn (2) implica que
Xxv<0, con igualdad sélo cuando x=vy=0 en la cual el punto w
‘también se anula. Se sigue que Bu es suave, que w es grande

cuando |x] es grande y que el signo de du es el mismo que

dv
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el de v, anuldndose s8lo en el origen, Esto nos permite tener

la fig. 4.a,

.
-

Si u es negativo, entonces la situacion es mds compli-

cada, Véase de (4) que'il se anula para dos valores reales
eeE TE N ‘

de x, +/(-0,1 u] . Consecuentemente dw se anula para 3 valo-
v dx -

res de x, estos dos junto con x=0 como antes, y se sigue que

Bu tiene un punto critico en x=0 y clispide en los otros dos

puntos.

Para determinar el tipo de punto critico, nﬁtese gue
la eEuaciﬁn (2) implica que |x|<+ /(-0.3u) el producto xv
no puede ser negativo., Dado que X y v se anulan juntamente,
se sigue que si v es pequefio y positivo también x 1o es, y
| %%aeS'entonces negativa. Asf, juntamente con el hecho de que
,Bd{gs:siméifécaiﬁnﬂ:re;petiﬁ;il:eje—m se_establece que el
punto critico es minimo relativo.

£

Ftﬁi%ﬂimie:métésezﬁue:siev=ﬁ;;en¢nmc23;x=9:ﬁ:a=g'
Se ha visto que x=0 corresponde un méximo en el origen y sus
tituyendo dentro de Ta ecuacién (1), se encuentra que las
otras rafces dan m=9u2/20. De aqui Bu tiene un punto de in-
terés.secciﬁn propia, sobre el eje positivo w. Entonces se

checa que |x| grande implica que |[v| y w son también grandes
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y entonces usando los valores del parédmetro x nos lleva a
que el orden de 10s puntos que se ha encontrado es: inter-
seccion pEOpia, clspide, maximo, clspide, interseccidn pro
pia, podemos dibujar fig. 4(b), Y dado que 1a ecuacion de
la 1inea de puntos de interseccidn propia es la pardbola.
_ 2

w= 2u v=0

20
podemos poner las curvas Bu juntas para formar la superfi-
cie B mostrado en la fig. 5, E1 origen del nombre “cola de

gq}ondrina" es ahora aparente,

Para encontrar la forma del potencial en cada una de

las tres regiones dentro del cual B divide a C, es suficien

te considerar puntos para 1os cuales v=0 y u<0. Entonces la

solucibn de la ecu;ciﬁn (1) es

%2 = —%3Y£‘3“i_“t§uz'?0w ))

Existen _tres casos: .

: 2
a) w> 9y
20

ta ecuacion {1) no tiene raices reales y

V no tiene puntos critices,
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2
b)) O<u< Su Dado que v{9u~--20w) es menor que el

= 20
real-y positivo -3u, ambas soluciones para x2 son reales y
positivas y V tiene 4 puntos criticos, dos méximo y dos mT-

nimoss -

[ LI

2y . 2
%€) w<o  Ambas soluciones para X~ son reales pero una
es negativa. Consecuentemente .V tiene lnicamente dos puntos

critiios uno maximo y uno minimo.

Asi en la figura 5 no existen equilibrios estables po-

sibles sobre la superficié, un'equi1ibrio estable algo de

r—~

la superficie, y dos dentro de 1a cola de golondrina

Fig. 4, Secciones transversales del conjunto bifurca

ciﬁn de la cola de golondrina (a) u>0, {b) u<O0.
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Fig. 5. E1 conjunto bifurcacion de la cola de

golondrina,

EL OMBLIGO ELIPTICO

E1 potencial es

2

- Vix;y)= % xs—xy + m(x2+y2)—ux+vy

Hemos 1ntroducido un factor % en el primer término ya
queesto=hacte-tos-cdleilos-mejory-los-resultados cualitati-
vos no son afectados por esto. E1 espacio estado es ahora
de cinco dimensijones, es decir tres factores de control y
' F dos de comportamiento. La superficie de equilibrio M es una

hipersuperficie tri-dimensional cuyas ecuaciones son
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xz-y2+2mx— u=0 | (1.a)

-2xy+20y+v = 0 (1.b)

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo

cual
2x+zw -2y '
_ | - o
-2y -2X+2w
"es decir
- b= 4 (P-x®-y%)= 0

Ahora procederemos casi de la misma forma que antes.
En lugar de encontrar la ecuacidon de B directamente, eli-
minando X y Y de las ecuaciones de S, consideremog planos
w=constante y tratemos de dibujar las curvas Bw. De Ta ecua

cion (2) véase gue si w es una constante podemos escribir
X = wcos6, Y= wsend
las cuales cuando se sustituyen dentro de las ecuaciones {1)

nos 1levan a las ecuaciones para u y v en términos de un sé

lo parametro, 0:
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u= »? (cos26+2cosH)

v= w? (sen20-2send)

Si w=0, entonces B, es un sblo punto u=v=0, Si w $ O,

entonces escribimos

“4u . 4 cuando 9=0,m,+ 27n/3
dg - '
y
"gl = 0 cuando €=0,+ 2n/3
8

De aqui que existen ciispides en
C@ed0), (3R 3 W), (032, 2R WY

y una tangente vertical en (-mz,ol. Ahora es facil dibujar

Bw (fig. 6), y dado que las Tineas de las clspides son cla
ramente par&bﬂlas_se,pggdg_dihuiin,el;saﬁiuntnﬁde_la_biiugu
cacién completo (fig., 7).
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Fig. 6. Seccidn transversal del conjunto bifurcacidn
del ombligo eléptico. '

EL OMBLIGO H IPERBOLICO

E1 potencial es

V{xX,y)= x3+y3+mxy-ux-vy

se tiene de nuevo que el espacio estado es de cinco dimen-
siones y el espacio de control. tridimensional, .Nétese=que=-
se han cambiado los signos de u y v para hacer los cdlculos

mejor, Las ecuaciones de M son

- 3x2+my-u= 0 (1.a)
3yleux-v= 0 (1.b)
- 91 =




y el.conjunto.singularidad de $§ es.el subconjunto de.M para

1o cual
6x w
= 0
W by
i.e.
&= 36xy - w2=0 (2).

De nuevo, Ta forma mds simple es considerada secciones
w=constante, Obsérvemos primere que si w=0 entonces X o Y
se pueden anular., Si x=0, entonces (la) implica que u=0 mien
-tras que (1,b) requiere que v sea positivo, De esto y del re

sultado simtlar para Y=0, vemos que Bo consiste de los ejés

positives-u y v,

Supfngase ahora que w$0, Usemos la ecuacidén (2) para

ner ecuacignes paramétricas para u y v:

2 - w3
X us 3x°+ — (3,a)
' 36x
v€“§9;¥é-+ mx (3.b)
36°x _ ' |
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$i |x| es muy pequefia, entonces |u| y |v| son muy grap
des., Por otra parte, v es ﬁositfvo si x es pequefio y posi{ti
Vo o peﬁueﬁo y negativo, mientras u cambia de signo (dado
que este tiene el mismo que x st w>c y el signo opuesto si
w<o}, Consecuentemente Bw no es una curva continua, este se

hace de dos piezas disjuntas,

Diferenciando 1a ecuacidn (3) cen respecto a x:

o

AU o6x - w?/36x°

dx
r-'. ' . _gl _ N ‘—60)4 . +w
dx 362%:3 '

Ambas derivadas se anulan s{ y sflo si x= % . ast que

B, noe ttene midximo e m¥ntmo relative lGnicamente una clspide,

la cual es localizada en'L% w?, % w?),

St w>e, la porcibn de Bwigorrespondienée a x<0 es suave

=y—no£TTéﬁe*punt05'estacionariOS. Este cruzan el eje u cuando

x= 2% ___ {.e. cuando

3,413

; 1 .1 1
y = = n? ( - )< 0
3 16%/3 413
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La porcidn de la curva correspondiente a x>0 tiene una
clispide pero ningin punto estacionario ni intersecciones con

los ejes. De esto junto con el hecho de gue la simetrfa de

V con respecto a X y Y'imp11ca simetria de Bw con respecto

a la Tinea u=v, podemos dibujar la fig, 8,

Si w<o, la figura es 1a misma, excepto que esta es la

misma porcibn de la curva que ahora corresponde a X>0. Las

1ineas de interseccibn de B cen u=v son de nuevo pardbolas,

asi podemos inmediatamente dibujar B mismo (fig. 9).

E1 conjunto bifurcactén divide al espacio control den

- tro ‘de cuatro regiones y podemos examinar tres de estas con

_siderando punfos‘sobre Ta 1inea

- u=y, w=1

Sustituyendo estas ecuaciones en {1)'nos da__

3x% + y= 3y2 + X

(x-y)}(x+y= T
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de modo que

: ‘.=!ii|"!|"'“"l1l‘f.¢

X=y o0 X+y= 1/3

Estas son satisfechas s1mu1t5neamente un1camente en los

)
<
meg $lf

s cﬁ5pide, y no hacemos consideracion de aque]]os que

est&n sobre B mismo.

i x=y, la ecuac16n (1,a) da

;m&mﬂﬂil; ‘

3x% + x-u= 0

J‘w.

la cual tiene dos rajces reales si y s6lo si u>-1/2, 'Sj

x+y= 1/3, entonces Ta ecuactdn (1,a) da
"3x? - x+ 1/3 - u=0

la cual tiene dos rajces si y s6lo si u>1/4. Dado‘que

usy=w=1/32=ésti=sobre=ta=porctin-suavesdesB =y u=v=1/4 es
su punto cﬂspide, véase que existen cuatro puntos criticos

en Ta regién 1, dos en la regibn 2 y ninguno en la regién

3. ETigiendo al azar puntos apropiados sobre la Iinea es
facil mostrar que en Ta regién 1 el potencial tiene un mi

nimo, un maximo y das puntos silla, mientras en Ta regibn 2
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este tiene un méximo y un punto silla., Todo lo que resta esta

en-la regién 4, la cual incluye el eje negativo w, y calculan

do como ya se ha hecho, podemos mostrar que el potencial tie-
. ne un punto silla y un minimo.

o o T _:E“'m—r

~AsT el potencial para el ombligo hiperbdlico como para
el ombligo eliptico, puedén tener mds de un equilibrio esta-
LT b]e

4v

U
Fig. 7. E1 conjunto bifurcacidn del ombligo eliptico.
_ 4 '

¥

Fig. 8, Seccidon transversal del conjunto bifurcacidn
~del ombligo hiperbdlico.
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Fig. 9. E1 conjunto bifurcacidn del ‘ombligo hiperbdlico.

LA MARIPGS A

o~

E1 potencial es

v{x)= x6+tx4+ux3+vx2+mx

tenemos-de-nuevo-el -espacio -estado es-de-cinco-dimensijones,

pero el es espacio de control.es de cuatro dimensjones, por

10,qug;ng_nndﬂmgs,dihuian_elwcnniugtawbiiup%&%%éagiawm&snﬁti3ﬂ;

aproximaciﬁnhaparece dibujando las curvas B, , i.e. las sec-
ciones de B por el plano t= constante y u= constante para va
lores diferentes de t y u (recuérdese que en R? un plano tie
ne cddimensiﬁnIZ y por consiguiente espeéificado por dos ecua
ciones), En efecto hacemos los c&]cu]os eXplicitamehte para

u=0, y esto es suficiente para demostrar las caracteristicas
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de Ta catdstrofe mariposa,

La superficie de equilibrio M es la hipersuperficie

wome it oo BXTRAEXTH3UXC+H2Vvxte= 0 (1)

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo
cual

4

30x+12x%t46ux+2y= 0 (2)

i

Teniendo t y u fijos y usando x como un pardmetro a lo

largo de By

-y= 15x4+6tx2+3ux (3)
w= 24x5+8tx§+3ux2 (4)
Si t=u=0, podemos eliminar Xx: t

-(Y/15)° = (Y/24)8

as‘T'BOO es una simple clspide, Para ver que sucede para otros

valores de t y u diferenciamos (3) y (4)
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-4V _ gox3 + 12tx + 3u (5)

- dx : :

4w - 190x% + 24tx? + 6ux (6)
dx

Nétese que 99 5510 se anula si x=0 y que ambas derivadas
- ' : dx
se anulan si

20x3 4 8tx + u=0 (7)

Las ecuaciones (5) y {6) no tienen otros ceros, asi
Biy puede tener una tangente vertical (la cual debe estar

en el origen) o clspide, pero no tangentes horizontales.

" Dado que la ecuacidn (7) es cfibica debe siempre tener

al menos una rafz real, y Btu debe tener por consiguiente

siempre, al menos una clspide, Existirdn tres cidspides si
f todas las raices de (7) son reales, y la condicidn para

esto es que

u? + 4(%%3)3 <o

-Esta condicidn no puede. ser satisfecha si t es positivo, °
y asi t es 1lamado el factor "mariposa" para recordarnos gue
este es esencial cambiando esta variable, progresando de una

simple curva clspide a una con forma como de mariposa. La va

L]
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riable-u es 1lamada el factor "bjas" dado que By, es simé-

1& trica con respectp al eje v sﬁlo,si- u=0(por un argumento

: similar que se usa para establecer 1la S1metria_de la cola

- de go]bndrfna). Y wyv son 11amadas las variables "normal"
y "sepéraciﬂn" respectivamente, ya que estas jueg;n el mismo
papel que las variables normal y separaci@n de T1a clispide cg_;

) t&strofe.

R S

Ahora poniendo u=0, las ecuaciones (3)-(6) se transfor

A

man en

~y= 15x4 + 6tx? | (8)
ws 24x° 4 6tx3 ' (9)

- v - gox? + 12tx (10)
.g.‘;(i - ;20x4 + 24tx2 (11)

Si t>0, se ve fadcilmente que vy es sjempre negativo, que
extstezuna=¢lsptde=en-el=origeny Que;Btﬁ_gs:unaﬂcu¥¥%¥fﬂ§;a~

pide simple;

$§i t 0, las dos derivadas se anulan an x=0 y x= +/(-t/5)
asi existen tres clspides, Sustituyendo directamente en (8)
y (9) se pude mostrar que las dos clspides que no estdn en

el origen se encuentran en la mitad del plano superior.
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s  Finalmente localizemos las intersecciones con los ejes:
* v=Q jmplica que x=0 o x2= - 6t/15
;; w=0 implica que x=0 o x?= - t/3

i

ol

L

Aparte Jel;origen; encontramos que existen dos interseccio
dés con.giugjg’w_y sﬁlo ung con él eje v, casi los dos va-
.E?res iy;Cﬂﬂ3T_ da el mismo valor (positivo) de v a saber
i?/3, De aqﬁf que existe un punto de 1ntersecci§n propia

sobre el eje v, Después de checar que v'y w tienen el com-

. portamiento indjcado para grandes valores de |x] podemos

dibujar 1a fig, 10,

Para encontrar las formas del'potencia1 para diferen-
tes regtiones podemos'empezar tomando u=w=0 de modo que la

ecuaciBn de M se convierte en -

5

6x° + 4tx3 + 2yx= 0

Una raiz es obviamente x=0 y las otras cuatro estdn

dadas por




L

2

Si-t>0, entonces x —tﬁene-un s6lo valor real positivo si y sdlo

; H\fa;l‘\‘h‘

si v<0., De aquf que existen tres equilibrios (dos estables
y uno inestable) dentro de la clspide, pero sdlo un equili
brio {estable) fuera de este, exactamente como para la cﬁg

spide catdstrofe, . |

U

Si t<0, existen tres casos

ol

'ita) v<0 tres équiTibrios, dos estables y une inestable, J
(b) 0<v<t2/3 cinco equilibrios, tres estables y dos inesta
bles.

(c) v$t2[3 un equilibrio estable,

Estos resultados son facilmente establecidos por argu-

mentos exactamente similares a aquellos empleados en la dis

cusiﬁn de la cola de golondrina. Podemos tratar con las dos

regiones restantes sin hacer ningln cdlculo, notando que

guandg,cruzamoswel,chiuﬂip_bifur;a;jjn_ﬁe_ﬂﬁa_nﬁspige4vgg:, o

tonces en general (1o cual significa que no cruzamos un pun
to especial tal come un punto de interseccifn propia) suma

mos o substraemos un par de equilibrios uno estable y otro

1nestéb1es.
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Finalmente-en la fig, 11 se muestra 1a superficie de
- equilibrio M como una funcidn de x,v,w para u=0 y t<0.Esto

i1ustra*1a+§1mﬁ11tud-entre Ta mariposd y la cﬁspide:y por

supuesto para t>0 las superficies son equivalentes.

L A R R

| Fig, 10, La seccidn trénsversal del conjunto
bifurcacifn de 1a mariposa con u=0
e
%:
5 ¥
o Fig. 11. La superficie de equilibrio de 1la

mariposa con u=0 y t<0.
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EL OMBLIGO PARAEOLICO

Tomando el potencial como

Vix,y)= yrexZeux@ety-ux-vy

La superficie de equilibrio M esta dada por las ecuaciones

2xy+2wx-w= 0 (1,a)
-x244y3+2ty~v= 0 (1,b)

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo

cual
* | 2y+2 2xw
2 = (0 -~
2x 12y~+2t
.i!-e-l-_
(y+u) (6y2+t)= x° (2)

Bl espatio estado es de seis dimensiones, cuatro facto
res de control y dos de comportamiento por 1o que tratar de
dibujar el conjunto bifurcacidn es algo mds diffcil que Tos
ahteriorES. Para ver esto de una forma detallada remitase a

Pastos y lan Stewart,
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