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PRESENTACION

E1 presente trabajo tiene por objetivo discutir y analizar
algunos modelos matemdticos que recientemente se han desarro-
1lado para estudiar-eT comportamiento de poblaciones, asi como
pafa el disefio de politicas para el aprovechamiento Optimo de

distintos tipos de recursos bidticos.

En este trabajo desarrollaremos varios modelos para la

dindmica de poblaciones tanto de cardcter continuo como dis-

creto.

En el capitulo I, se mencionan algunos modelos de tiempo
continuo para determinar el tamafio de una poblacidn a futuro,
en las cualeés las tasas de crecimiento dependen del estado -
presente., Se examinan primero distintos casos sin-considefar
limitantes (de alimento, espacio, etc.), y enseguida se impo-
nen algunas restricciones.

Se discute en particular una aplicacion a problemas de~
rivados de 1a pesca y se demuestra que bajo leyes de creci-
miento de la forma g% = rx(1- i} y retiro h= qEx donde E

es el esfuerzo pesquero, que es la relacidn existente entre

1a produccidn por unidad de pesca y el rendimiento por &rea



en un lapso determinado de tiempo y q es una constante 1la
mada coeficiente de capturabilidad, se tiene un equilibrio
Gnico x;= k(1- E/r) para cualquier E<r. Ademds, el "rendimien
to sostenible"” llegard a su nivel m&ximo cuando E= r/2(x1=k/2)

y declinard a cero si E=r(x1=0).

Para terminar el pfimer capitulo, se ve el caso de 2 po-
blaciones interactuando, el modelo que se desarrolla es el mo
delo de Lotka-Volterra para un sistema presa rapaz. Las ecua
ciones que se analizan en este modelo no tienen solucidn por
medio de integracidn, pero se analiza el sistema‘por un mé-

todo que .se debe a Volterra.

En el capituio II, se analiza el modelo matricial de Lei
lie para poblaciones esfratificadas. Este modelo de tiempo dis
creto sirve para determinar la distribuﬁién de edad de una po
blacion humana, animal o vegetal a futuro, con la suposicifn
de que los porceptajés de nacimiento y'supervivencia permane-
cen siempre constantes. Ademds, se desarrollan 2 ejemplos para
ver cudl es el comportamiento de las potencias de las matrices,
Estos 2 ejemplos indican que el conocimiento de valores propios

y vectores propios ayudan a entender ese comportamiento.

En el capitulo III, se estudia el problema de la estabi-

lidad de Ta estructura de una poblacién estratificada y se de-



muestra el teorema de Perron Froebenius para matrices de Les
lie. De esto se concluye que la matriz de Leslie tiene un -
Gnico valor propio real positivo (A;) y un vector propio co
rrespondienté con todas sus entradas positivas. Otra cosa -
que se puede decir es que |11|3|1j|, donde 15 es cualquier
otro valor propio de la matriz de Leslie, y la desigualdad
estricta se cumple bajo ciertas condiciones para la matriz
de Leslie que mostramos en el teorema III. Es importante
que se éumpla la desigualdad estricta porque de otra manera,
la poB]aciBn oscilard con un periodo de n unidades de tiem-

po, un ejemplo en el capitulo 11I ilustra el hecho.

Por Gltimo, se concluye que el comportamiento a futuro
del vector de Ta distribucidn de edades depende del valor -
propio y del vector propio correspondiente, y para cual-
quier vector de la distribucibn inicial de edades gque se to
me, el vector de la distribucidn x (k) para k grandes se aproxi
ma a una distribucién 1imite y ese 1imite se conoce como la

distribucidn de edad estable. -

E1l programa en FORTRAN IV para encontrar valores propios

y vectores propios de una matriz cuadrada se muestra también

. en esta unidad.



En el capitulo IV, se muestra una aplicacibén a Ta admi-
nistracidn de rebafios que se refiere al disefio de politicas
de retiro para distintos problemas de control sobre el tama
fio y Ta estructura de la poblacibén a futuro. De una manada -
con determinado nﬁmero de cabezas, se "retiran” un cierto ng
mero de cabeza adultas cada afio y Ta manada restante se deja
para que se reproduzca con sus propias crfas. Se analizan al
gunos caso; en los que se quiere establecer la cantidad y es
tructura de una manada inicial de tal manéra que el siguien-
te afio se pueda retirar lo gue se desee y tener una manada
en el "afio 1" dgual a la del "afio 0" o tener una manada que
aumente durante los primeros 2 afios en un 30%. También se -
analizan algunos casos en los que se quiere establecer el re

tiro que debe de tomarse de una manada inicial, si el tamafio

- de la manada debe conservarse.en el futuroo si se quiere do-

blar eh 10 afos.

Los puntajes de nacimiento y supervivencia, fueron obte
nidos (hace 4 afios} de la experiencia del ingeniero especialis
ta en zootecnia Rodrigo Preciado Torres, quien fungia en aguel

entonces como técnico en ganaderia de la SARH en la regidn -

Ric Sonora.
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Se anexa un programa para computadora (apéndice C), en
el cudl se obtiene la distribucibn de la clase de edad y el
tamafio total de la poblacidn de cada afio, durante 20 afios,
tambié&n se obtienen los porcentafes de cada una de las cla
ses de edad. Este programa se corriﬁ.varias veces con diferen
tes porcentajes de retiro, y en algunos se observa (en e]rsto.
afio) que un retiro no adecuado gufa a la poblacidn a la desa
pariciodn.

\

En el ejemplo III, se analiza un modelio para la adminis
tracidn de un bosque, én el gue la distribucidn de las clases
se toma por diferentes alturas de los érboles y diferentes cos
tos. Se comienza con una distribucidn de drboles de diferen-
tes tamahos y se dejan crecer un cierto periodo, después se -
cortan algunos y los que no se cortan deben de guardar 1a mis
ma configuracidn de alturas del bosque original para que asi
la explotaciﬁn sea racional y duradera, y significa que el ren
dimiento obtenido al té&rmino de cada periodo es el mismo y 1la
configuracidn del bosque se conserva al cortar los drboles ca
da perfodo. En este modelo se trata de encontrar el rendimien
to 6ptimo duradero {YLd) del bosque y es el méximo rendimien- _
to continuo del bosque sin que se agote, y para esto se utili
za un resultado de la programacidn lineal que es badsico para
el desarrollo dei modelo, y es que el YLd se logra cortando

todos los &rboles de una misma clase y ninguno de las demis -



clases. En este ejemplo en realidad la matriz de transicidn

no se opera, nada mé&s se obtienen los porcentajes de supervi

vencia de una clase a otra, para con esto en contra el YLd.
Pero como quiera gue sea, es un ejemplo de una pobiaciﬁn es-
tratificada y si se quiere conocer la distribucidon de las cla

ses, solo hay que operar la matriz de transicion,

Es claro que estos modelos son solo modelos. No previe-
nen fendmenos naturales tales como catdstrofes, sequias, te-

g rremotos, etc. que no son diffciles de ocurrir,

ﬁ Asi fina]menfe también se incluyen dos programas en BASIC,
uno de ellos para calcular las potencias de una matriz cuadra-
da y se corren para encontrar las potencias de la matriz A y B
del capitulo II, E1 otro programa calcula la inversa de una ma
triz cuadrada y se calcula la matriz inversa de M para el ejem

plo I del capitulo IV.

"\"6-




CAPITULO 1
MODELOS DE TIEMPO CORTINUO

1.1 INTRODUCCION

Analizaremos algunos modelos matematicos para la explo
tacidn de recursos bioldgicos. Estos modelos se basan en una

ecuacidon diferencial ordinaria de Ta forma:

dXet) = f(x(t))- n(t) (1.1)
dt

x(t): Denota el tamafio del recurso de 1a poblacidn en el
tiempo t.

f(x): Es una funcién dadé_que representa la tasa de creci-
miento natural de Ta poblacién, que depende de la po
blacidn presente

h(t): Representa la tasa de "retirados", "removidos" o "co
sechados". En este caso es una funcidn que solo de-

pende del tiempo y no de la poblacidn presente,

Cuando la tasa de "retiro“‘h(tJ excede T1a tasa de creci
miento natural f{x(t)), ec. (1.1) indica que el nivel de la
poblacidn decrecetrd; esto significa que gi(t)<0, y vicever-
sa. Si h{t)= f(x(t)) para algin tiempo t e:tonces, la pobla-

cidn permanecerd en un nivel constante para ese tiempo t.



1.2 MODELO DE CRECIMIENTO LOGISTICO:

Supdngase que,en una cierta poblacion, la tasa de cre-
cimiento b y la tasa de mortandad m, son proporcionales al
tamafio de la poblacidon x. Sea r= b-m la tasa de crecimiento

proporcional neta entonces, se obtiene la ecuacidn diferen-

cial dx rx (1.2)

dt

Como un modelo de tiempo continuo de crecimiento de po

blacibn. La solucibn de la ecuacibn (1.2} es

x(t)= x(O)ert,

que crece exponencialmente a infinito si r>0 y decrece expo-

nencialmente a 0 si r<0.

Bajo condiciones ideales, donde Ta disponibilidad de es
pacio y otros recursos no impiden el crecimiento, muchas po
blaciones bioTégicas crecen en un principio con una tasa -
aproximadamente exponencial. Tal proceéo no puede seguir in
definidamente. Como el nivel de poblacifn x aumenta, algunas
limitaciones ambientales deben obligar a la tasa de crecimien
to proporcional a declinar. Un elemento es rechazado cuando

la demanda hecha por 1a poblacidn existente impide mas cre-




cimiento y la poblacidn se encuentra entonces en su "nivel

de saturacib6n® o "capacidad de carga".

1.3 MODELQ LOGISTICO DEPENDIENTE DE LA DENSIDAD

Con el efecto descrito anteriormente,_e1 modelo se mo

difica a 1la forma:
dx
=2(t)= r{x)x (1.3)
dt

r(x): Es alguna funcidn decreciente de x.

f{x)
X
depende del nivel de la poblacidn x. Si r(x) es una funcidn

La tasa de crecimiento proporcional r(x)= ahora
decreciente de x, este modelo se dice describir un proceso
de compensacidn que controla el crecimiento de i1a poblacidn

a medida que su nivel aumenta.

La ecuacidon logistica, propuesta primero por Verhulst
en 1838, como un modelo de poblacidn es obtenida cuando

rix)= r(1- 5), asi que Ta ecuacidn (1.3) se convierte en

SO x(1- f)= £(x) (1.4)



e

donde r, supuesta positiva, es 1lamada tasa de crecimiento
intrinseco. La tasa de crecimiento proporcional para x pe-
quefias es aproximadamente igual a r. La constante positiva

k es 1lamada nivel de saturacidn o capacidad de carga.

Obsérvese que la ecuacidn (1.4) tiene 2 soluciones de

equilibrio, en x=0 y en x=k. Ademds si 0<x<k, se tiene

9x(¢)>0, y si x>k, entonces %<0, K es un equilibrio esta

dt dt _
ble, para x>0, ademis, es asintSticamente estable, en el sen

tido que Lim x(t)= K, siempre que x{0)>0,

toco

Este hecho se ilustra en las siguientes figuras

34

2 f&® |

o =

E T

= i :

@ AT T T e '[

(s 8

i, ="

o

2 x

- poblacwn' K - tiempo t
Figura 1 T Figura 2

FIGURAS: La Ecuacidn Logistica:
Fig. 1.- La funcidn de crecimiento logis
tico f(x)= rx(1- X),
k

Fig, 2.- Tipicas curvas de solucidn.
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La figura 1 muestra la funcidon de crecimiento -

Fx)= rx(1- %) y las. flechas indican la direccidn de cambio

de x{(t) con incremento t.

La figura 2 ilustra 2 curvas de solucidn x{(t) aproximin
dose al equilibrio k por arriba y por abajo. La cruva de aba

jo es 1lamada curva de crecimiento logistico.

La ecuacidn diferencial (1.4) se resuelve por separacidn

de variables, y su solucidn es

x(t)= k
1+ce-rt
k-X,o _
donde c= ———2 y Xo = %(0).
Xo

Aqui se ve claramente que cuando t>~, x(t) converge

a k.
1.4 MODELOS DE POBLACIONES CON RETIRO.

Supbngase que la poblacidn descrita por la ecuacién g

gistica (1.4) estd sujeta a "retiro" con una tasa h{(t). En-

tonces la ecuacidon (1.4) gqueda

X4y = §(x(t))- h(t) (1.5)
dt

- 11 -




Estudiemos el comportamiento dindmico de 1a poblacibn.
Un caso aparece cuando el "retiro" es constante, osea h(t)=

= constante:
C9X(4) = f(x(t))- h (1.6)
- dt

cuando h es menor que el maxf{x(t))= rk/4, 1a ecuacidn (1.6)

posee dos equilibrios Xy ¥ Xp, cOMO lo indica la figura 3.

4 dx 4 _g._X_
Y IO . N
: i
i |
i 1
| 1
el
i L i ] -
SR 5 \
Figura 3 Figura 4

FIGURAS: Modelo logistico con tasa de retiro constante h;

-

Fig. 3.~ h<max F(x(t))
Fig. 4.- h>max F{x(t))

Aqui se observa que gi(t)>0 cuando xlﬁgi(t)<x2'y que
. t t

g%(t)<0 en las otras partes. Asi, X, €5 un equilibrio estable

y Xy un equilibrio no estable. 0 sea, cuando x>X, entonces,

- 12 -



x(t) convergerd asintdticamente bajo "retiro” constante, al

equilibrio Xope Si X<Xqs x(t)—>0, pero no asintdticamente.

Entonces, x{t) es reducido a cero en’un t1Empo finito,

Otro caso seria cuando h>maxf(x{t)), como 1o indica

la figura 4, la poblacidn tiende a cero para cualquier ni-

vel inicial x{(0).

Finalmente, en el caso cuando h=max F(x(t)}, hay un
equilibrio dnico en Xq1= k/2, el cual es "semiestable® en el

sentido que x(t)—>x; cuando x(0)>xy ¥y x{t)—>0 cuando x(0)

<)(1a

A pesar de las restricciones del mode]o, de 1a ecuacibn
(1.6) surgen varias predicciones. Primero, existe un "mdximo
rendimiento sostenible® {MRS) tal que hMRS: max f(x(t)}) con
la condicidn de que cualquier tasa de retiro grande~guiar§
a la desaparicidn a la poblacidn. Segundo, el nivel de la
pob1aci§n X= Xypc €N e1=cu§1 1a productividad del recurso

es maximizado, no es el nivel de equilibrio k; en este mode

lo, es solamente la mitad del nivel. Realmente, no hay "ren-

dimiento sostenible"” en el nivel de poblacidon x=k,

- 13 -




1.5 ESFUERZO PESQUERD.

La razdn de pesca dividida por el esfuerzo es casi siem
pre tomada como una indicacidon del nivel patrdon de 1a pobla-
cidon de peces. Se usarda la siguiente frase para suponer que

pesca-por-unidad- de esfuerzo es proporcional al nivel pa-

tron, o gue

= gqEx (1.7)

donde E: denota esfuerzo y q: es una constante Tlamada bog

ficiente de capturabilidad.

Ya que para los fines que se guiere llegar no es nece-
sario unidades de esfuerzo, se puede normalizar unidades por

conveniencia: g=1 entonces, sustituyendo la ecuacidén (1.7)

en la ecuacidn (1.5) queda:

gi(t)s FIx(t))= Ex = rx (1-x/k)- Ex (1.8)
t . ) -

Unicamente se considerard el caso cuando E sea constan

te. Para saber cudl es el equilibrio de la ecuacidn {1.8},

determinaremos cuando ~c—lz'(—(t)= 0 entonces:
dt

- 14 -



rx{1- x/k)- Ex= 0
asi 1-x/k = E/r

por To que Xy= k(1-E/r)

Para cualquier E<r se observa que Xy es un equilibrio

inico diferente de cero.

Ademas, este egpi]ibrio es asintoticamente estable:
dx '
L)

Fix(t))

FigufaiS
Figura 5.- Modelo Togistico con tasa de esfuerzo cons

tante E.

E1 equilibrio "retiro" o "rendimiento sostenib}e"‘Y=h
correspondiente a E estd dado por 1a ecuacidn Y=Ex1=-KE(l-E/T)
siempre y cuando E sea mayor que r, La grafica de esta ecua-
ciﬁn es una parabola (ver figura 6), graficando E contra y

queda:

- 15 -




MRS — — — —

' Producto-~ curva esfuerzo

Figura 6

Este modelo es 1lamado modelo "Schaefer" en honor al

bidlogo M.B. Schaefer.

Cuando el esfuerzo aumenta, el rendimiento sostenible
se elevard a un nivel maximo en E=r/2 (x1=k/2) y declinarad

uniformemente hacia cero en E=r (x1=0).
1.6 MODELQO PARA SISTEMAS DE POBLACION.

Cuando dos tipos de poblaciones viven en un mismo sis
tema ecoldgico pueden interactuar de diferentes manefés; al
gunas se resumen a continuaciodn:

i) Depredacidn: Si Ta poblacidn A es depredadora de

B entonces la poblacidn B alimenta a
la poblacidén A. Cuando la poblacidn A

tiene como {inica fuente de alimento la

- 16 -



poblacidn B entonces, Ta depredacidn
se dice ser absoluta. Y si la pobla-
cién B es una de tantas fuentes de ali
mento entonces, la depredacidn se dice

ser relativa.

ii) Competencia: Cuando las poblaciones A y B tienen
que recurrir al mismo recurso natural
entonces, se dice que las poblaciones
estdan compitiendo., Por ejemplo, las
poblaciones A y B puede competir por
alimento, por espacio fisico habitable,

etc.

1i1) Simbiosis: Cuando 1a poblacidn A depende en cier
| to modo de la poblacidn B, y al mismo
tiempo A estimula el crecimiento de la

poblacidn B entonces, se dice que Ay

B viven en Simbiosis. -

E1 caso general de dos poblaciones que interactiian pue-

de expresarse por medio del sistema de ecuaciones diferencia

les siguientes:

- 17 -




L Fp{x,y)
dt
9 = Fy(x,y)
dt

donde x indica el nlmero de elementos de 1a poblacidn A e

y el nimero de elementos de la poblacién B.
Aqui se analizard un ejemplo para el caso i).
1.7 ECUACIONES DE LOTKA-VOLTERRA PARA UN SiSTEMA PRESA-RAPAZ,

En el mundo hay una lucha por subsistir entre los dife
rentes animales que se desenvuelven en el mismo medio. Un
ejemplo cldsico es el de los zorros y los cohejos, Los zorros
tratan de comerse a los conejos y 8stos tratan de esconderse

para evitar se devorados por 10s zorros,

Este sistema dindmico fué proplUesto por Lotka (1925) y

Volterra (1931) como un modelo de interaccidn presa-rapaz.

dx

— = rx - oaXxy

a (1.9)
dy =-s5y + BXy

dt

donde r,s,a,B son constantes positivas, x=x{t) representa la

poblacidn de l1a presa e y=y(t) representa la poblacidn rapaz.



Estas ecuaciones (1.9) constituyen un modelo de un sis
tema ecolbgicamente aislado presa-rapaz en el sentido, que
1a poblacibn rapaz es la nica que controla la presa y la po

blacion de la presa es el Ginico alimento para la poblacidn

rapaz.

Si y=0 ta poblacidn de la presa crece exponencialmente,

y si x=0 la poblacibn rapaz muere con tendencia exponencial.

Este sistema no se puede resolver en términos de fun-

ciones elementales, pero se hard 1o siguiente:

Se elimina dt en (1.9) y resolviendo la ecuacidn dife

rencial que queda, se tiene:

dx - dy
x(r-ay) ~-y(s-8x)
separando variables
(s-Bx) 40 - (r-oy) 4, N
X y
asi ye "% = x"SePX ¢ :
(1.10)
de donde ¢ o= xg yr e BXe o"®¥o

donde Xo,,Yo Sson las condiciones iniciales.
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La ecuacidn (1,10) no se puede resolver para ninguna

variable x o y, pero se puede determinar puntos en la curva

por el método propuesto por VYolterra,.

Se igualan el lado derecho e izquierdo de la ecuacidn

(1.10) con nuevas variables U=y"e™®, v= x7S eF¥c (1.11)

Con un poco de cdlculo, se puede obtener de la primera
funcidn un maximo en y=r/a, dos puntos de inflexitn en

x=455—L£—-, y cuando y=0, U=0, La segunda funcidn tiene un

. )
winimo en x=s/B. Trazaremos las 2 gridficas como lo indica

la Fig. 7.

I

Como U=V, en el III cuadrante de la grdafica que se tie

ne es la recta a 45°, Trazando paralelos y perpendiculares a

- 20 -




los ejes que pasen por los puntos graficados en el segundo
y cuarto cuadrante, se obtiene la gréfica que esté en el I
cuadrante. 0 sea, el punto D queesel mdximo de la curva 9y
le corresponde dos X y una y, que son los Timites donde x
varia, por medio del punto P que estd sobre la recta L,

Del mismo modo, al punto F que es el minimo de la curva 9o
le corresponde una x y dos y, que son los 1imites donde va
ria y, por medio del punto Q que estd sobre la recta L. Gra
ficando puntos sobre la recta L, entre P y {, se pueden en-

contrar otros puntos de la curva gg, proyectindolos a las

cur‘vas'g1 Y 992 ¥ Tuego a la curva 93-

Para diferentes valores de C, el punto F se eleva o -
desciende y esto hace que Ta curva g3 se agrande 0 se con-
traiga. Cuando U toma varios valores, se obtiene una fami-
1ia de Ovalos con centro en S, que es todo 1o gque queda de

93 cuando el maximo de u coincide con el minimo.de V.




CAPITULO TI

EL MODELO DE LESLIE PARA LA DINAMICA DE POBLACIONES ESTRATIFICADAS.

2.1 EL MODELO.

Uno de los modelos que utilizan los dembgrafos para pre
decir el crecimiento de una poblacidn es el modelo de Leslie.

Este modelo se desarrollo alrededor de 1940,

E1 modelo describe el crecimiento numérico de una poblg
ci6n humana, animal o vegetal, la cual es dividida en clases

que se definen tomando en cuenta rangos de edad,de peso, de

altura, o de otros paréametros.

Dividiendo 1a poblacidn inicial en n clases, se forma un

vector columna, 1lamado vectorn de £fa dﬁi‘/dbuciﬁn indeiak de c,&a.éeA
0, (O

x(o) = x2(0)

(0)

n

X
(o) . -
3 i=1,2,...,n son el nimero de elementos en ca
da clase, en un tiempo inicial t=0.

donde los x

- 29 .



Conforme transcurre el tiempo y debido aATos procesos
naturales (nacimiento, envegecimiento y muerte), cambia el
nimero de elementos de cada una de las n clases, Describien.
do ios procesos naturales cuantitativamente, e1 vector de la

distribucidn inicial de clases puede proyectarse hacia el fu

turo,

Denotemos al vector de Ta distribucidn de clases en cual
quier tiempo tk’ como:

x, (k) |

X =

SO, )

donde los xi(k) i=l,...,n son el niimero de elementos de 1la

clase de orden i en el tiembo ty-

Como hipdtesis tendremos que la duracidn entre dos tiem
pos sucesivos de observacion, sea igual a la duracidn de 1la
clase, As1, tddos los elementos de la clase de orden{i+l) en

el tiempo tk+1’ estaban en la clase de orden i en el tiempo

tk°

Los procesos naturales pueden describirse con los si=~

guientes parametros:
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¢+ Es el nimero promedio de hijas que tiene una hembra de
la clase de orden i, -
b.: Es la probabjlidad de que un elemento de la clase de

orden i sobreviva y pase a la clase siguiente (i+1).

De 1o anterior

a,- 30 para 1i=1,2,...,n

Ogbi: g1 para i=1,2,...,n-1 :

En el tiempo tys el nilimero de elementos de Ta primera
clase, seran lnicamente los elementos nacidos entre los tiem
pos t, ., ¥ t . Esto To podemos describir de 1a siguiente ma

nerasj;

E1 # de eh'-zmentc;;I al nimerc de hijas de las hembras de 1;—]
de 1q c]ase 1l en = | clase 1 +”c]ase 2 + clase 3+,,.+ clase n
L_?1 §1empo tk ,L_?ntre los tiempos tk_1 y tk ‘

Matemdaticamente

1(k)= alxl(k-l)+ a2x2(k-1)+.__+ anxn(k—l) (2.1

X

Ahora, el nimero de elementos de la clase de orden (i+1),
en el tiempo t,, es igual al nimero de elementos de la clase
de orden i en el tiempo tk_l,quetomnﬁaviva1 en el tiempo ty.

Esto se puede expresar de la siguiente manera:

- 24 -
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TE} # de elementos al porcentaje de elementos| {E1 nimerc de elementos

de la clase i+l en| =|de la clase i que sobrevi-| [de 1a clase i en el
el tiempo tk ven y pasan a la clase i+l| |tiempo te_1-
Matematicamente
(k) ’ (k-1) L 1 (2.2
Xisg = bixi para i=1,2,...,n~ .2)

utilizando la notacidn matricial, (2.1) y (2.2) pueden escri-

birse de 1la siguiente forma:

(k) (k-1)
xl( ) 81 2 - -+ %ol ¥y "1( )
k k-1
X2 bl 0 - - L] 0 0 X2
; =10 b, . ... 0 0 )
KDL > (k-1)
0 0 b 0 n
L3 L] L] -1 R
I B A B _
0 en forma mas compacta: -
(e (k=1) g o (2:73)

donde L es la 1lamada Matrniz de lestie,

Asi, el nimero de integrantes de las clases al paso del
tiempo viene dada por una funcidén de transicidn, que para

cada unidad de tiempo nos proporciona el estado resultante -

- 25 -
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como producto de la funcion de transicidn al actuar sobre el

estado anterior.

Ejecutando {2.3) se puede encontrar la distribucidn de

las edades después de un afio.

(1) 2, (0)

Si se supone que las tazas de nacimiento y superviven-

. . 2
cia peunanecieran constantes entonces, se puede encontrar x( ),

1 . . cm s s s .
esta vez usando x( ) como distribucidn inicial, asi =

022 1 (Da L x10))= 12510

Siguiendo con el proceso

(302 (2 12,000y, (3,(0)

mids generalmente, si los pardmetros de nacimiento y supervi-
vencia peumanecen consfantes, se puede encontrar el vector de

ta distribucidon de edades después de k unidades de tiempo

LK) (k=-1) _ K, (0) (2.4)

(0)

La distribucidon inicial de edades x y la matriz de

Leslie se conocen, por lo tanto, puede determinarse la distri
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bucidon de los elementos en cada clase en un tiempo futuro.

2.2 POTENCIAS DE [A MATRIZ DE LESIIE.

A continuacidn se desarrollan 2 ejemplos para observar

como se comporta una matriz de Leslie cuando se calculan sus

potencias.

EJEMPLO 7.- ConsidBrese una poblacidn animal (éxclusivg
mente hembras) ficticia que consiste de 1000 animales con
edad entre 0 y 1, 800 animaies con edad entre 1 y 2 y 600
con edad entre 2 y 3. Se supone que ninguno de los animales -

vive mas de tres afios.

As7 el vector de la distribucifn inicial es:

|—1000_]

800
600

L

(0) _

X =

-

La . mitad de los animales de la clase 1 sobrevivirﬁn pafa
estar en la clase 2 el-prﬁx{mo afio, la mitad de los animales
de la clase 2 sobrevivir&n para estar en la clase 3 el proxi
mo afio. Los animales de la clase 1 no producen hijos, cada
animal de la clase 2 produce 1 hijo en promedio, y cada ani

mal de 1a clase 3 produce 2 hijos en promedio. Con estos |[da-

tos se forma la matriz de Leslie:

-27—




0 1 2
A=11/2 0 0
0 1/2 2J

iCudl es la distribucidn eén las clases después de un afio?

(1) 4, (0) o

o 1“_51[71006_1 r_éooéu]

| 172 o0 800 500
L__so?_J 4oq_J

| 0 1/2.0
éCull es 1a distribucidn de edades después de 2 afios?

Retomando lo dicho anteriormente, si Tas tasas de naci

miento y supervivencia permanecen constantes entonces,

—_—

0 1 2 20661 1356‘]
0

x(2) <1 172 0 500|=| 1000
o 1/2 0] | 400 | 250
- L

aqui se observa que una clase no guarda la proporcion del

vector inicial. Y si se toma otro vector de distribucidn ini

cial sucederi lo mismo,

(2), pero si se quiere'

Es féc11 obtener x(s) operando Ax
3, (0)

encontrar x( ) primero operando A3 y luego operando A

seria mds complicado., Calculemos algunas potencias de A. E1

< _ 28 -



programa para calcular las potencias de A se encuentra en el

apéndice A.

Mo 1 5_] [?% 1 0| [_*25
1/2 0 ?—J A= [ 0 .5 o :25
|0 1/2 0 .L:?s 0 .[":125 .25 .?_J

4375 .75 ;75—] . .402344 79687 .796875]
®- |.190210  ,402344 .398438,

a8= |.1875  .4375 .375 alé.
.09375 .1875 .25 .099609 .199219 '2031%EJ

.400009  .799988  .79998g | 4 .8 .8 |
A32_| .199997  .400009  .399994 l R R S l
09999 199997  .200012

| 09999 .1 . 2 | 1 e

Se puede observar que 1as grandes potencias de A se pare-

cen mucha, Con este resultado, tqué se puede decir acerca del

{(k},

vector de distribucion x ?

—

. 0 @ .
Supongase que X( = |b » ¥ si K es grande entonces, x(kJ
_ e )
es aproximadamente: e - : _ - .
4 .8 .8 [-a_T [_ia + .8b + .Bc .4
x(k) = .2 & .4 b 2a + _4b + ,4c| = « .2
A .2 lEJL.C [_}a + .2b + .%EJ l .1'|

donde a=a+2b+2c,
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E1l tamafio total de la poblacion depende de los valores
iniciales a,b y ¢, la proporcidn relativa de los animales en
las 3 clases de edad, se aproxima a una relacidn fija de -
4;2:1 cuando k»~, Y estas proporciones no dependen de la dis

‘tribucidn inicial de edades de la poblacidn.

'Si la poblacidn alcanza estas proporciones en algiin tiem
po m entonces, el vector de distribucion de edades no cambia

rd en los proximos periodos de tiempo. Por ejemplo:

m 0 1 ——} 400
Ax" = |1/20 0 [,200

Jo 1z 0 190

1

| 400 |
Si x(m) = {;;O entonces, x(m+l)
| B)o

400
200

Bo

(m)

X(ﬁl+1) -

]
>

De aqui obtenemos que Ax(m) = x(m), que matematicamente
~quiere decir que; x(m) es un vector propio- correspondiente

al valor propio 1. Recordando que un vector diferente de ce
roV es un~vector propio de una matriz cuadrada A si existe

A, llamado valor propio tal que AV=2V.

Las proporciones 4:Z:1 que se obtienen en el vector pro

pio, también se obtienen aproximadamente en Tas columnas de
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Ak, cuando k es un nimero grande.

EJEMPLO 2.- Consideremos la siguiente matriz de Leslie:

A

/

Algunas potencias calculadas de B, son:

— ' -
) 3 4_] ' 4 [—11 20 ! \
Y- 2_J 8= |25 8| |

8 171 3&?! 15 [—4—3691 87380
B™= 1425 B‘BJ 8= bgzz 5 21846
L o | ' : o

De aquf se ve que los valores de B16

son bastante gran

des y da Tugar a una explosidn demog}éf%ca. Si se observa BS
y BlG, se puede ver que la propor;it‘_)n que guarda de la prime
ra fila a 1a segunda es de 4:1. As{ como el ejemplo anterior,
tendremos un vector con una razén de 4:1, que es un .vector -

propio de B. Multiplicando Bx(m}, tenemos:

RO I




Aquf se tiene un valor propio de 2, que dice el porqué
de la explosidn demografica. Aunque la prOporciﬁn en el vgé
tor de la distribucidn de edades se estabilice en una razbn
de 4:1, la poblacidn crecerd y se doblara en cada unidad de

tiempo. Para evitar la tendencia de doblamiento de Ta pobla-

cion en las potencias de B, dividiremos a 62 por 22, aB4.por
24, y asi sucesivamente. Esto es lo que resulta:
751 - | .e875 1.25 |
2 2. 4 4
/27 B™= | 125 .5 1727 B'= | 15625 .275
| 1 l_ o
B e i3]
o g |-667969  1.328125[ 516,16, 666672 1.333313
1728 B8- =
.166016 .33593il .166664 .333344“'

De 1o anterior se puede suponer due:

K _k 2/3 -’-1/5—-|
Lim 1/2" B"=
ko 1/6 173

— -

Es. posible analizar el comportamiento y predecir la al-
tima forma de Ak -(ejemp1o 1) vy 1/2k Bk ., sin calcular 1las
potencias. Los ejemplos indican que el conocimiento de valo-
res propios y vectores propios son de mucha utilidad en el

andlisis.
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Los valores propios de B son las raices del polinomio

caracteristico |aI-B|:

a1 -8 )
|A1-B]| = [—- = (A -2) (A+1)
_ -1/2 A

los valores propios son A1= 2y k2= =1. Los vectores pro-
pios de B, se encuentran resolviendo la ecuacidn (XjI-B)Vj=O.
E1 vector propio correspondiente a A1= 2 es V1=(f) » el vec

tor propio correspondiente a X,= 1 ‘es V2=(;%).

Con Tc¢s vectores Vl y VZ’ se forma una matriz P, la cudl

es invertible y PDP™1= B (2.5), donde

o SRS

p= [Z- 5—1 y p=|1 -
-k g L] T

La igualdad (2.5) es de utilidad en los cdlculos de las

potencias de B, por el siguiente resultado:

B = ppp~!

82- ppp~! ppp~l = pp?p-l
83- ppZ p~! ppp~l= ppdp-?
BX= ppk p~?



Lo anterior es de bastante ayuda poraue las potencias

de una matriz diagonal se calculan fdcilmente:

P‘ oT—1 'l_zk o—[

o ‘
° 2] h (1"

——

Entonces:

Dividien&o por el valor propio.e1evado a la k, tenemos:
.F-—ﬂ 1 o‘\r_l/s 1/3

k gk
bem BE o i\ 0 12’)"\’15 2/3
\__a 0 (-1/2)7] /6 . -2/

tomando Timites:

el e

Lim 172K BX=
ko _Ll.—lJ.. o al |1/

(o]
—
S
o
N l
S
(S8
-3
S
”

o
1
™2
™
L
B
‘t—.l
S
oh
ot
S
"
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E1 cual es el mismo resultado que el de la suposicidn

hecha anteriormente. Una vez hecho este cdlculo, se puede

(k)

encontrar el vector de 1a distribucion de edades x
decir cudl es la proporcidn gue hay entre las clases de eda
des, Sea x(0)= a) el vector de la distribucidn inicial, y

(1/2)k x‘k) = (1/2)k (ka(ﬂ)) entonces,

(273 4/3] i'a—l __é/ﬂ'
L J = (a+2b)
1 b 1_1/6—J |

o . F;/G—l
Cuando k»® . x'"* se aproxima a 2 (a+2b) l}/?J cuando

k es grande,

La prOporciﬁn de 4:1 en las clasesAde edades es casi
constante. Esta proporcidn también se obtiene en el vector
prOpioicdrrespondiente a 11='2. En este ejemplo, el crecimien
to total de la poblacidn se ve afectado por un factor de

2 cada unidad de tiempo.
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CAPITULO III

EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

3.1 EL POLINOMIO CARACTERISTICO ¥ SU INTERPREFACION GEOMETRICA.

Los dos ejemplos anteriores muestran que es importante
el estudio de valores propios y vectores propios de Ta matriz
de Leslie. Como ya se vib antes, los valores propios son las

rafces del polinomio caracteristico ¢orrespondiente;

PN ={rI-1]
_an n-1 n-2 n-3 _
- )\ "aIA 'azbll -33b1b2 )\ -.-o"anblbzonnbn_l— 0
analizando sus raices:
n_ n-1, n-2, =
A= agh T a byt Tl ur A byb b

n 172" "n-1

dividiendo por A", tenemos:
1= a,/A + a,b /X2+ + a_b,b b /AP
1 271 v n"1°2 °*° "n-1

para A$0 definimos

- 2 n
a(Rd)= ay/x + ayb, /a+. .+ a bib, ... b /27,
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entonces P(rA)= 0 <—> g{A)= 1.

Como los valores a; y bi son no negativos , gq(A) decre
ce en forma mondtona para valores de A>0. q(A) tiene una asi
tota vertical en A=0 y q(X)—>O cuando X+,

Lo anterior se muestra en la siguiente figura:

qLKTT

Fig. 8
De esto se deduce que éxiste un solo valor A(11am§mos]e
Al) para el cual q(a)= 1; es decir,'una matriz L tiene un
valor propio Unico positivo que es sﬁmple; o sea tiene multi
plicidad uno, por lo que el espacio propio correspondignte
es unidimensional y por tanto, cualquier vector propio de Aq

es miltiplo constante de Vqi-

3.2 EL TEOREMA DE PERRON-FROBENTUS. =

Parece ser que todas las matrices de Leslie tienen un va

Tor propio positivo, el cual es mds grande que Tos otros valo
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res propios‘y, ademds se puede encontrar un vector propio
no negativo correspondiente a ese valor propio, El teorema

1] .
de Perron-Frobenius dice en que términos es verdadero

1o anterior. En este trabajo no se demuestra el teorema de
Perron-Frobenius en general, pero se demuestra el teorema
de Perron-Frobenius para la matriz de Leslie., Para esto de
bemos suponer que aizo , Yy que 0<kﬁsl. También es necesa
rio suponer que a_, es estrictamente positivo, esto asegura

n
que la matriz de Leslie es Irreducible [2] .

TEOREMA 1,- Una matriz de Leslie, tiene un valor propio
Gnico Ays este valor propio es simple y tiene un vector pro

pio‘Vl cuyas entradas son todas positivas.

Demostnacifn lera: Basta con demostrar que q(ll)= 0, para

ver que 11 es simple.

- 2 , 3. ,
Sea q{A)= a;/x+ a,b,/A% + agb ba"= ., - na bibo...b 1/

entonces:

- 2 ' 3 4
q!()\)'— -alll -2a2b1/)\ -3a3b1b2/A bl S nanblbz. .bn_ll}l

cemo 1os a; son no negativos y 1los bi son positivos,

q'(ll)% 0.

Al menos una a; tiene que ser positiva, para asegurar

gue ocurren nacimientos.
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?do: Para ver que V1 tiene todas sus componentés positi

vas, solo hay que resolver el sistema de ecuaciones siguien

te:
ay a2 an—l an x1 xl
bl 0 0 0 X, x2
0 b2 - 0 0 XB = Al X3
0 0 bn-l 0 xn xn

TEOREMA 2.- Si A, es el valor propio @nico pesitivo de

una matriz de Leslie L y si Aj es cualquier otro valor pro

pio real o complejo de L, entonces, ]Aj|< Aq-

Demostracibn:
Sea a;=re'® y q(a)=a,/a+a,b /2%, .. +a b.b b__;/a"
h 1 271 "t nT1727 " n-1
: -19 . -2i¢ -316 . _-nig
asi q{x.)= a}e + a;b%e + Eég%kée 4.+ anbleﬁ--Qn:le :
J R - . .
ind

Sustituyendo q(Aj) por 1 y e~ por cosné -isennd

1= 81(cos6-isend)+ E-312'3!--&052(3-'7sene)-'}—._,:a"bl“'bn-l
r r rn

{cosB-isennsd)
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T i e ey L

tomando partes reales se tiene

= 2 daby , 'QEnPA;;;"Eigi;if
1f - cos + ~:?-c0526 toodt o = Eg;nea

ab]icando valor absoluto

1=| 21 coso+ 335100526+...+ aﬂbi?'a'b"41 cosno|
r r

1¢ 3y 22Dy aﬂ91'4?a bn-]

r r r

Por 1o que 1gq(r), entonces 1=q{A;)< q{r), pero como

q(*} es monbtona decreciente se tiene que r=|lilﬂll.

LgQb.

A 11 comﬁnment$ se le Tlama valor propic dominante de
L., Cuandolkjl<ll, entonces se dice que A; es un valor propio
estrictameﬁte dominante de'L. No todas las matrices de Les-
lie cumplen con esa condicidn. E1 siguiente teorema, nos di
ce bajo que condiciones se cumple la desigualdad estricta.

TEOREMA 3.- Si 2 entradas sucesivas a, y a. ., de la pri

mera fila de una matriz de Leslie L son diferentes de cero,

el valor propio positivo de L es estrictamente dominante.
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Demosinacidn: Como hay un nico val

. 16 .
s xj= re es un valor propio entonces,

cos mé y cos{m+l)® no puede ser ambos 1 y

Fi consecutivas positivos, se tiene:

r : r 7 r

< 81 4, @by, poapghy... bpa3 . alr)

n
r r r

. l"=l}\j]<ll. . LQQD.

3.3 COMPORTAMIENTO EN EL LIMITE DE IA DISTRIBUCTON DE CLASES
UTTLIZANDO VECTORES PROPIOS IZQUIERDOS ¥ VECTORES PROPIOS
- DERECHCS,

A continuacibn se veré gue el comportamiento a largo
pjazo de la distribucién de las clases de edad de Ta pobla
cién estd determinada por el valor propio positivo 24 y.el
vector propio correspondiente Vl. Esto se verd, utilizando

vectores propios izquierdos y vectores propios derechos.

Una de las cosas que se debe tener presente es que la
matriz L y Lt, tienen los mismos valores propios pero no
lTos mismos vectores propias. Sea Ay el valor propio de las

matrices L y Lt y sea Vl y U1 (vector propio izguierdo)
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los vectores propios de L y Lt respectivamente correspon-

dientes a ll.

Supbngase que L se puede diagnolizar Eij. Esto en
réalidad no es necesario que se cumpla, pero facilita los
cdlculos; entonces L tiene n valores propios ll,lz...,.ln
no necesariamente distintos y n vectores propios linealmen

te independientes VI’VZ""Vh correspondientes,

Sea P la matriz cuadrada en la cual, Tas columnas es

tdn formadas por los vectores propios de L;

1 0 ... O
0 1 0 ... O
R E  o-lop=lpy vy .. .
1= |. P~ p=p (VI:\'z: ...:vn)
0 0 0 1
Asi ]

(3.1)

[on AP N o T
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Por otro lado tenemos que
[~ i

p-lope [P0 L

Aplicando transpuesta (ya que la transpuesta de una matriz

diagonal es ella misma), tenemos:

A1 0 ... 0

-1 -1 pyt oty tp-lyts

A
. >
N
.
.
o

= (Ul’DéP""Un) U; es un vector

De aqui que (P'l)t

prbﬁio de At. U1 tal vez no sea igual que Ul pero es un mill

tiplo de &ste, Uy= dUl.
Entonces

o1yt p(0,,0,,....0 )= |0 1 ... 0




AS? ~1 —
rl o
0 G
t = t = t = '
P (Dl) = . |« Por tanto P Uy aP Ul .
: 0
0
| _
Aplicando transpuesta tenemos 'U} P= (a 0...0) (3.2)
multiplicando {3.1) y (3.2) se obtiene
r1 (o« 0 ... 0} 1 0... E-T
-1 t 0
p~iyv Ut p=
171 . 0 c ... 0
. = o i (3.3)
1 :
L
0 0 ... 0
- -
ty ot po-l 1
c.pero UyVy = Uy PPTRV, = (a0 ... 0) { 0| =a (3.4)
0
b
Dividiendo ‘(3.3) y (3.4) se tiene
]
~1 t .
P Vl'Ulp l_l— 0 e 0
t : D 0 .e H
Ui %1

O » a2
<
o]
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L 0 e 0]
v Ut _
1 1 "‘1 -
- =P 0 0 0 P (3.5)
t .
Uy vy .
0 0 . 0
| A
Por otro fado

~ — [

11 0 e 0 1 7\1 0 .8 D 1
kK _ o} - -
A=l Ak 0 S P T N L

0 0 ... A 0o 0 ... 0

n .
L — — |
x Mo o ... o0l!
k
0 A . 0 - ~
\“ | | |
L_? 0 .o Zﬁ - -

djvidiendo por 1§
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[ ] [ . ]
‘ v 1 0 - o 0o 0 ... 0 .

AY - k . -
P o 0 wo. om0 (2snn) o 17 (s
1 . . :
0 0 ves 0 0 0 (A, /21)

sustituyendo {3.5) en (3.6)

k V Ut 0 0 - 0
Ak = % S— 4P 0 (h/r1)F 0 p-1
2
A Uivq
0 0 - (ln/lliij

t
| K V.U

Entonces Lim Ak = 11 ) (3.7)
) T
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(0)

(0) . (3.8)

o oF
-

De esto se concluye que x(k) es como un escalar milti-
plo del vector propio V1 y se tiene una fdrmula para calcu-

lar ese escalar, pra K grandes. Entonces, no importando -~
(k)

cudl sea el vector de distribucibn inicial, x se aproxi-

ma a una distribucién 1fmite cuando K es grande. Este 1fmi-
te es conocido como la fa distrnibucibn de edad estabfe, Y a Vl se
le conoce como el vectorn de edad estable,

Retomando la ecuacidn {3.8) para valores grandes de K, se

obtienen 3 casos que dependen del valor propio positivo A,:

i) la poblacidn crece si A;> 1,
ii) La poblacidn decrece si A< 1.

i1i) Lz poblacitn se estabiliza si a;= 1.

E1 caso iii) es importante porque determina una pobla-
cin de crecimiento nulo; cuando esto pasa, la poblacidn se

dice ser estacionaria,

Una forma de encontrar el valor propio daminante 2,, es
por el método de la potencia de Miseél:%j. Un programa para
computadora utilizando este método para encontrar valores pro

pios y vectores propios, se propone a continuacidn,
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ROGRAMA PARA CALCULAR VAILLORES PROFPIOS Y VECTDRES PROPIOS
MPLICIT REAL#8{A~H,D-2)
- REAL#B L,{ CERG, LAMBDA, IDENT
‘DIMENSION A(10, 103, B(10,10),C(10, 10, D(10, 103, IDENT(10,10),U(10, 10
), LAMBDAC1Q), ¥ (10}, VGERO(10), ¥(10)
BHEE LEER Y VERIFICAR DATOS ##ex
READ (1, #)N, MMAX, MFREG, EMP, (VCEROC(1), I=1,N)
WRITE(1, 200} N; MMAX, MFREQR, EMP
WRITE(L, 207) (VCERO(I), I=1, N)
READ(L, %) ((A(I.,.J),J=1,N), I=1, N)
WRITE(1l.201) ‘
DO 15 I=1, N
WRITE(1,207) (AL{T,JY,J=1, N)
IGUALAR B A& LA MATRIZ IDENTIDAD
po 2 I=1,M
DD 2 J=1:N
IDENT (I, J)=0.
DO 3 I=1,N
IDENT(I, I)=1.
CALL MATEQR(IDENT, B, N, N)
: EJECUTAR EL METODD DE LA PDTENCIA
PARA LOS N VALORES PROPIOS
DO 11 1=1,N
MODIFICAR EL VECTOR COMIENZDC TAL GUE ES DRTOGDNAL
A TODOS LOS VECTORES PROPIOS CALCULADOS PREVIAMENTE
CALL MATVEC (B, VCERD, V, N; N}
CALL VECLEN(V, LCERG, N)
EJECUTAR LAS DPERACIDNES DEL METODD DE LA POTENCIA
DO 5 M=1,MMAX
PERIDDICAMENTE REDRTOGDMALIZAR EL VECTOR V
IF{(M/MFREQ) #MFREQ. NE. MGG TO 4
CALL MATVEC{EB.V, Y, N, N)
CALL VECLEN(Y, L, N}
CALL SCAVEC(1.0/L,Y,V:N)
o CALCULAR EL NUEVD VECTOR V Y 5U LONGITUD
4 CALL MATVEC{A, V, Y, N, ND
CALL VECLEN(Y, L, N)
CALL SCAVEC(1.0/L.Y.,V.N)
VERIFICAL LA COMVERGENCIA
IF(DABS((L-LCERO) /LCERG). LT. EMPIGO TO 7

5 LCERDO=L . :
SALVAR LOS RESULTADDS PARCIALES 51 EL METODO ND _CONVERGE
IMI=I~1

WRITE(1, 202) 1, M (LAMBDA(K )}, K=1, IM1}

WRITE(L, 203) -

DO & K=1t.N
& WRITEC(L, 2073 (UK, J),J=1, IM1)
&0 T 1

ESTABLECER El. SIGNO DEL VALOR PROPIO
7 CALL MATVEC (A, V, Y, N, N
DO B K=1,N
IF(DABS(V(K)).LT. L. 0D-2)C0 TO 8
IF{IVKIRY (). LT. 0. O)L=L
GD TD 9

8 CONTINUE |
ALMACEHAMIENTO GENERAL DE VALORES Y VECTORES PROPIOS
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LAMBDACI =L
DO 10 K=1, N
UK, 1)=V(IK)
SWRITE(L, 20411, M) L
~ MOFIFICAR LA MATR1Z B
IF(I. GE. YD TO 12
CALL SCAMAT (L, IDENT, C, N, N?
CALL MATSUB(A. C, D, N, N
s0ALL MATMLT (D, B, C) Ny N, N)
SLCALL MATEG(C, B, N, N
17 CONT INUE
e IMPRIMIR VALDRES Y VECTORES PROPIDS
© WRITE(1,205) (LAMBDA(I}, I=1,N)
CWRITEC(L, 208&)
W;DD 12 I=1,N
SWRITECL, 207) (UCI,J),J=1, N}
oD TO 1
u FORMNATOS PARA LEER E  IMPRIMIR
o FORMAT(1H1, 4%, 61H METODO DE LA POTENCIA PARA DETERMINAR VALORES PR
C#DPINS, CON  /1HO. 6% 10H N = ,14/7%, 10H MMAX = ,J4/7X,10H MF
‘H#REQ@ = , 14/7X, 10H EMP = ,E1D. 3/1HO, 4X, 394 VECTOR COMIENZO YCERO
S“#(1). .. VCERD(N) EBS)
1 FORMATC(1HO, 4X, © LA MATRIZ COMIENZO A(1,1)...A(N:. M) ES")
2 FORMAT(1HO, 4%, © ND CONVERGE. L0OS RESULTADOS PARCIALES SON‘/1HO, &%
S &H T =, 12, 10X, 2H M = ,I3/1HD, X, 27H LAMBDA(1)...LAMBDA{I-1)
‘x = / (10FB. 5)) _ -
3 FORMATC(1HO, 4¥, * LOS PRIMEROS 1-~1 VECTDRES PROPIDS SON‘)
4 FORMATCIHO, 63X, 6H I = , 12, 5X.9H M = ,I3DL6HL =.,F11.4)
5 FORMAT(1HD, 4X, ¢+ LOS VALDORES PROPINS LAMBDA{(1)...LAMBDA(N) SON ‘(7
#¥, 10F11. &)} '
& FORMAT(1HO, 4%, ¢ LOS VECTORES PROPIDS ESTAN POR COLUMNAS ‘)
7 FORMAT(10F8. 5) . '
END

#x+ SUBRUTINAS PARA CALCULD DE MATRICES Y VECTDRES ##x
SUBROUTIME MATMLT (A, U, T, M, N, P)
##% MULTIPLICACICN DE MATRICES #%#
REAL#8 A, T, U '
INTEGER P
DIMENSIDN A(10, 10). 1(10,10) V10, 100
DOt I=i,H
DO 1 J=1,p
1 T¢I, J1=0. : -
DO & I=1,M ' .
PO 2 J=1,P
DO 2 K=1,N
TCI )=A0L KIEU(K, JI+T (L DD
RETURN
ERD

)

##% RESTA DE MATRICES L
SUBROUTINE MATSUB (A, By C, M N
REAL#EB A, H,C
DIMENSION A(10, 10}, 3(10,10}),C(10, 10}
Do 3 I=1.1
DO 3 J=1,N
3 CAI,J¥=A0), JO-B(I,J)
RETURN
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t

END
' #r# MULTIPLICACION DE UNA MATRIZ PDR UN VECTDR  ###

SUBROUTIME MATVEC{(A, X, Z,M, N)

REAL*B A,¥, Z . )
DIMENSION A(10, 100, X{10): Z2(10)

D0 4 I=1.H

Z{1)=0.

Do S5 I=1,m™

DO 5 J=1,N

Z(I)=A(L, D) #X(JI+Z(T)

"RETURN

END :
##%  MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UN VECTOR ##¥x

SUBROUTINE SCAVEC(S, X, ¥,N)
REAL#B X.Y. 85
DIMENSION X{103).¥Y(10)
D0 & I=1,N
Y{I)=5#X({1)
RETURN
END :
#x% MULTIPLICACION DE UN EBCALAR POR UNA MATRIZ #%#
SUBROUTINE SCAMAT(S, & B:M, N
REAL%B A,B, B :
DIMENSION A{10, 102,B410,10)
Do 7 I=1i,M '
DO 7 J=1,N
B(I, J)=8+A01, )
RETURN
END
#+## IGUALAR UNA MATRIZ A UTRA 3 345
SUBROUTINE MATEG(A: B, M, W) ‘
REaAlL#8 A, B
DIMENSION A{(10, 10),.B{10,10)
DO 8 I=1,M
B(I, Ji=A(1,J)
RETURN
END

&

### NORMA DE UN VECTOR  ###
SUBROUTINE VECLEN(X, 8: N}
REAL#8 X, 5, SUMB@GX
DIMENSION X(10) -
SUMSRX=0.
DO 9 I=1i,N
SUMSEX=SUMSAX+X (I %#X(1)
B=DSAERT (SUMBQRX)
'RETURN
END



| CAPITULO IV
ALGUNAS APLICACIONES QUE ILUSTRAN EL MODELO DE LESLIE.

A S

I} EJEMPLO UE POBLACTON ESTRATIFICADA CON RETIRO COHSTANTE.

4.1 INTRODUCCION

Supdngase que se tiene un rancho de vacunos, con una
manada de cierto nimero de cabezas y cada afio se "retira"
un nimero de vacas aduitas para la produccidn de carne. Se
deja la manada restante, para que e]-prﬁximo afno se reproduz
ca con sus propias crias. La manada tjene una caracteristica
conocida, definida por una proporcidn dada de cabezas adul-

tas contra no adultas, de hembras machos.

Dependiendo de cuales sean las condiciones del rancho,

se pueden plantear varios tipos de politica:

lero. iCudl es el sistema que seguirfamos de tal manera.que
el siguiente afio Ta produccidn y las proporciones de

la manada fueran las mismas que las de este afio?

2do, iQué método seria conveniente utilizar para que el cre

cimiento de 1a manada estuviera controlado?

- 51 -




3ero. ¢Qué produccidn anual permitirfa dejar crecer a la ma
nada progresivamente, de manera que en 10 afios la -
produccidn se duplicara, conservando la misma propor

cion de la manada que se deja para cria?

Sup8ngase que se planea dedicar ese rancho para la in-
dustrializacidn de carne. Se fijan las metas (basadas en cos

tos, capital, ingresos, etc.) para retirar lo deseado.

la eleccibn como un parimetro bdsico para el negocio -

serd retirar Gnicamente animales adultos cada afio.
Una de las cosas que se debe tener presente es:

lero. ¢Qué tamafio y condiciones debe tener la manada ini-

cial de manera que permita "retirar" 10 que se desea?

2do. iQué cantidad se debe poner de machos y hembras pafa
lograr tener una produccidn constante de becerros

afio con afno?

4,2 LAS COMPONENTES DE LA MANADA Y CONDICIONES DE SUPERVIVENCIA

Las c¢lases de vacunos en la manada son: Los becerros

en su primer afioc de crecimiento, los novillos en su segun
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do afio, y todos los vacunos mis grandes seran considerados

adultos. Cada clase se dividen dos categorfas de hembras y

machos.

Cada centenar de hembras adultas parird aproximadamen

te 46 becerros machos y 44 becerros hembras cada afio, a fi

nes de la primavera,

Los vacunos por naturaleza tienen diferentes causas de
mortandad en las diferentes clases. Unas de las causas de
muerte de los vacunos son: rentenci&n placentaria, por defi
cencias nutricionales, mogquillo, mal de paleta, fiebre de

embarque, efc.

E1 95% de los becerros sobreviven y 1legan al segundo
afio de-su crecimiento, de ese 95% el 96% 1lega a ser adul-
to. Una vez que los vacuno§ ﬁan 1legado a su madurez, estén
pr&cticamenté a salvo. E1 98% de los adultos sobreviven de
un afic a otro. Tqmaremas estos porcentajes tanto.par& los

machos como para las hembras, y Tos mismos afio tras afio.

4.3 ECUACIONES DEL MODELO.

Se utilizard la siquiente notacidn para las diferentes

clases de vacunos:
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AM

AR=
NM, NH=
BM, BH=

# de aduTltos machos

# de adultos hembras

# de novillos machos, # de novillgos hembras

# de becerros machos, # de becerros hembras,

tomaremos estos niimeros, como el nlimero de vacunos al final

de un afio, justamente anteS'del'retiro. Digamos AM', AH',...,

BH' serdn el nilimero de vacunos en cada clase de la manada -

para el siguiente afio, Para la constante de "retiro” utiliza

mos Ja siguiente

notacidn:

OM'= # de adultos machos *retirados” en el sjguiente afo.

" QH'= # de adul

tos hembras”retirados"” en el siguijente afo.
_ 9

Entonces el proceso de cria, seguido de la "retirada®,

=

estd contenido en Tas siguientes ecuaciones:

AN =
AH' =
NMY =
NH' = |
BM' =
BH' = .

98AM + ,96NM-QM!

98AH + ,96NH-QH' (4.1)
95 EM

95 BH

46 AM

44 AH
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4,4 EL MODELO DESPUES DE LA RETIRADA EN FORMA DE VECTOR Y MATRIZ. -

Llamaremos a "este afio" como "afio 0", el sjguiente "afio
1" y asi sucesivamente. Definimos el vector Gj= la estructura

de 1a. manada después del retiro en el afio j{j=0,1;2,...).

Lo primeros 2 vectores son:

AM " ane
AH AH
Go =| NM Gy=; AM! '
NH NH*
BM BM'
BH BH'
L 4 |

E1 vector de "retiro" es:

[ qm' |
QH
0

L
[N
1l
!

0
0
0

I

donde Ql se obtiene de Qj= # de "retirados" en cada clase en

-

el afio jJ.
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Con esta notacidn establecida, reescribimos (4.1) como:

av' |98 o T o] [ am] Font |
AH 0 .98 0 .96 0 0 AH QK"
NM' 0 0 0 0 .95 0O NM 0
NH' =] 0 0 0 0 6 .95 NH | = {0
BM! 0 .46 O 0 0 0 'BM 0
BH! 0 .44 0 0 0 0 BH |o
| I B N |

o en forma mis compacta

Gl = MGD- Ql ' ] (402)

donde M es la matriz 6x6. E1 proceso de afio a afio estd dado

mds generalmente asi:

ng MGj - Qj+1 j=0’1’2’..t.

Supbngase que Ta cantidad de vacunos que el ranmcho te

nia una semana antes de la "retirada" del afio pasado era la

siguiente

AM= 200 NM= 300 BM= 520
AH=-1000 NH= 300 BH= 500
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La poiftica de retiro a seguir serd de 100 adultos ma

chos y 200 adultos hembras cada afio.

4.5 OQPERANDO EL MODELO.

iCu8l es la estructura de Ta manada?

i) Despuds del retiro del afio pasado

MT7 m;1 '1@q r:@j
AR 1000 200 800
am' || 300 0 300
NHE = | 300 |- 0 | = | 300
BM" 520 0 520
BH' 500 0 500

i4) Antes del retiro de este afio

llmﬁ s 0 .96 o o ol 1001 [3e8 ]

AH o .98 Q@ .9 0 O 800 1072

| o o 0 .0 .95 0 300 |_ |49

NH 0 0 0 0 ¢ .95 300 475

BM 0 .46 0 0 0 0 520 368

BH |0 e 0 0 0 0 |5s00]| |52 3
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iii) Después del retiro de este afio

r-iM' [ 386
AH' 1072
NM’ 494
“NH! 475
BM' | 368
BH' 352

AR U A

iv) Después del

DI
AH' 0 .98
M 0 0"
NH' = 0 0
BM' 0 .46
BH' 0 .44

Ll

—
100 |

200
0
0

L

— ham— ’

286
872
494
475
368
352

retiro del proximo afio

0
0
- .85
.0

o o o v O ©
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0 ! 494 0
.95 {1475 {-| ©
o {1386 [ | 0
0 {352 0
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(654
1110
350
334
401
383
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4,6 ESTABLECIENDO UNA MANADA.

a) ¢Qué cantidad y estructura de manada inicial G, se
debe tener este afio, de tal manera que el afio siguiente, se

pueda tener una “retirada” Ql’ y entonces tener una manada

G; de modo que G;= 6,?

S Hacemos G;=Gos ¥ sé_reemplaza en la ecuacidn (4.2),

tenemos:

Go= MG,- 01 (4-3J

Despejando G, queda:

go= (M-1)71 @ (4.4)

As? {4.4) seria la manada que hay gque tomar, para que la ma

nada del "afio 0" sea igual a 1z manada en el "afio 1" (Go=Gy}.

Un programa de computadora para encontrar la inversa de

la matriz (M-I) se encuentra en el apéndice B.

b) Ahora lo que el rancho quiere, es una manada que pro
duzca un "retiro® Q el siguiente afio (y cada afio igual}, a?
mismo tiempo que aumente en un 30% durante Tos primeros 2

afios. Se presenta el mismo problema que el inciso a), cono-_
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ciendo Q y M se encuentra la manada inicial G,.

Después del primer afio de crecimiento junto con el

"retiro", la manada inicial G, seréi:

Gy = MG,-Q (4.5)

En el afio siguiente de crecimiento con "retiro", Ta

manada seri:

G2= MGl- Q = M(MG,-Q)- Q

6= M2Go- MQ-Q | | (4.6)

recordando que el rancho quiere el 30% de crecimiento (apar

te &1 rétiro) después de 2 aﬁos; esto se puede expresar:

6,= {1.3)6o - (4.7)
Sustituyendo (4.7) en (4.6), se tiene:‘ -
M26, - MQ - Q = (1.3)G,
reordenando
(mz- (1.3)1)60 = (M1)g
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2

despejando G.= (M2~ 1.317°1 (m+1) q.

4.7 CALCULANDO EL RETIRO.

c) Ahora se quiere saber que retiro debe ser tomado de

una manada que se tiene, si debe de conservarse del mismo

tamafio en el futuro.

Si ﬁo es una manada de este afio, équé retiro 3o.deber5
ser tomado de manera que la manada Hl‘dei afio siguiente, ten

ga el mismo tamafio y estructura que la de este afio?, es de-

cir ﬁl=ﬁ°‘

(Este proceso puede seguir por muches afios, producien .

do un retiro y una manada, estable y uniforme).

Es claro que esta pregunta se tiene que contestar antes
de que se "retire".

-

Sea Hj= la manada antes del retiroc en el afio j—ésimb

(j=0,1,2,...) entonces

.= - . N = . .‘-"0,1’.0..
65= Hy- 0, y Hipp = MGy (j=0 )
por 10 que Hj+1: M(Hj - Qj)
aS.T H1= M(Ho" Qo) (418)
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pero si hacemos H=He= Hl’ =0, yun poco de dlgebra se 1le

ga a:

MQ= (M-I)H (4.9)

Aqui obtendrfamos la respuesta correcta si multiplica
mes per M'l, pero desgraciadamente ML no existe (ver'apéﬂ
diCe B). Hasta el momento, se ha trabajado con las matrices
como si fueran enteros, pero nunca se ha trabajado con las
entradas de ellas. Analicemos sus entradas, para saber

hasta donde se puede 1legar en este problema.

Observemos las ecuaciones (4.9). (E1 lado derecho es co
nocido). Ahi aparentemente hay 6 ecuaciones con 6 incbgnitas
de §. Pero como 4 de las 6 entradas de Q son cero, entonces

"en las ecuaciones (4.9) hay 6 ecuaciones con 2 incdgnitas,

QM y QF.

Por 1o general, 2 ecuaciones bastan para determinar 2

incégnitas. Pero habrd solucidn para todas las ecuaciones,

solamente que para las cuatro ecuaciones extras no haya con .
tradiccidn para QM y QF. Las ecuaciones siguientes dicen -

cuando habrd contradiccién.
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.98QM=-,02AM + ,96RM AM= _9B(AM-QM)+ _96NNM
<—> (4.10a)

.98QH=-.02AH + ,96NH AF= ,98(AH-QH)+ .96NH

0= -NM+ ,95BM T NM= ,95BM
= -NH+ .95BH MH= .95BH
.46QH= ,46AH - BM BM = .46 (AH - QH)

< T

BH = ,44 (AH - QH)

il

.44QH= .44AK - BH

Los valores AM, AH, NM, NH, BM, BH, son conocidos, asf
qhe se puede conocer las incdgnitas QM y QF de 1las eEuacio-
nes (4.10a). Las ecuaciones (4.10b,c) 1levan a una contradic
~¢cidn, a menos que AM, AH, NM, NH, BM, BH, QM y QH satisfa-
gan (4.10b y c). Cualesquier manada que se tome para la cudl
estas 4 ecuaciones (4.10 b,d) no se satisfagan, no podrd re-
producirse por si misma de un afio a otro, no importando que

retiro se tome. (recordando que se ﬁide con exactitud, H1=Ho).

b}

-

4,8 RETIRD CONSTANTE DE UNA MANADA CRECIENTE.

d) Se desea un retiro O, de manera que retirando l1a mis-

ma cantidad cada afio .1a manada se doble en 10 afios, al mismo
tiempo que mantenga su estructura proporcional. Es decir, si

1 . .. . -
Ho es la manada inicial antes del retiro de este afio enton-
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ces, al final de 10 afios se quiere tener 2H, como manada

estructural.

Otra vez se tiene que resolver el problema antes de re

tirar.

Sea Hj= T1a manada antes del retiro en el j-&simo afo

(j=0,1,2,...,10) retomando 1a ecuacifn (4.8)

Asi

L
W, = M(H,-00)= M, - MOo= ME(Ho-0o)- Mlo= MZH.- MOo-MQ
ﬁs = Mﬁz "60 = Maﬁo" M3ﬁo had Mzﬁo - Mﬁo
Zﬁo = ﬁlo = Mlo_ﬁc' = MIO 60 = Mg ao"--'v Lt Mﬁ-o

Factorizando y haciendo ﬁ=6° entonces
2B, = nio o - (T+msm? 4.+ M) MG
(1+memee, oM = (w102 n)A, (4.11)

{o Ginico desconocido de {4.11) es Q. La expresidn

9 . . ..
I+M+,..+M” se puede trabajar como una serie geometrica.
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S= T+MeMlt ... +M2

Ms= MeMZemSs .. +Mi0
5iMs= 1-M10
(1-M)s= 1-m0  —>  s=(1-m)7t (1019 (4.12) i
| 4
sustituyendo (4.12) en (4.11), tenemos 5
(L-M)'1 (I-Mlo)mﬁ = (M1°-21)'ﬁ° %

ST T L b o
o i S e TS

(De hecho, (I—M)"lexisuﬂ1parala matriz M 6x6, ver apéndice

e

B).

e e i,

De 1o anterior se tiene que:

e T e Sl

s e e
= EE- e

Mo= (1-110)-1 (1-m) (ml.21)A, . (8.13)

(agui tambiénl(I—M10)°1 existe, y esto se puede ver de los

apéndices A y B). k)

1 no existe. E1

Hasta agui se puede ilegar, ya que M

Tado derecho de (4.13) es conocido,

La manada sé& puede duplicar aproximadamente, y para
eso nos podemos ayudar de (4.13), examinando las condicio-

nes en las que precisamente se puede hacerlo,
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171, EJEMPLO DE UNA POBLACION HUMANA,

Consideremos la poblacidn femenina de Tos EEUU en 1967.
Dividamos a la poblacidn en 10 clases de edades; de 0-5, 5-10,
10-15,....,45-50. Ya que son pocas las mujeres que se embara-
zan a partir de los 50 afios tomaremos sclamente la poblacidn

femenina de edad entre los 0 y 50 afios.

Los pardmetros de nacimiento y supervivencia se dan a cg

nocer en la tabla #1.

TABLA # 1

Intervalo de

edades 3 bi
[0,5) .00000 .99694
[[5,10) .00105 .99842
[10,15) .08203 . .99783
[15,20) . +28849 99671
[20,25) .37780 .99614
[25,30) .26478 .99496
[30,35) . 14055 .99247 ~
[35,40) ‘ . 05857 .98875
[30,45) 01344 | .98305
[45,50) . 0081 -
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Utilizando el programa para computadoras del Capitule
111, para encontrar valores propios y vectores propios, se

obtiene que el valor propio i4= 1.03859%9 y que el vector pro-

pio correspondiente es:

.37591
. 36084
.34688
.33326
Vl = .31982
.30675
.29386
.28081
.26734
.25304

" De esto se puede decir, que e! tamafio de la poblacidn

total aumentard en un 3.85% cada 5 afios, si la taza de na-

cimiento y supervivencia permanecieran constantes. Ademis,
se obtiene que en el 1imite, habrd aproximadamente, por cada

100,000 hembras cuya edad esta comprendida entre 0 y5 afios,

95,991 cuya edad esta comprendida en 5 y 10 afios, 92,277 que

tienen una edad entre Tos 10 y 15 afios, y as{ sucesivamente.
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IT1, CASO DISCRETO CON RETIRO

4.9 INTRODUCCION

Analizaremos un modelo simplificado para la administra
ciﬁn de un bosque cuyos drboles se clasifican por rangos de
altura, La politica a seguir para el bosque, es la de explo
tacibn nacional duradera y significa que, el rendimiento que
se obtiene al térmio de cada periodo es el mismo y 1a con-
figuracidn del bosque se conserva al cortar los drboles en’

cada periodo.

La altura del &rbol determinar&.su_va]or econdmico al

corte y a la venta,

Se comenzard con una cierta distribucidn de &rboles de
diferentes tamafios y luego se dejan crecer durante un cier
to perfodo; después se cortan ailgunos de ciertos tamafios y
1os que se dejan sin cortar deben tener %a m%sma configu-
raciﬁn de alturas del bosque original para que 1a explota-

cidn sea racional y duradera.

La politica a seguir de este problema, serfa gque el
costo econdmico de los arboles cortados sea el maximo po-

sible. Esto determinard el rendimiento Sptime duradero del
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bosque y es el médximo rendimiento posible de explotacidn con

tinuo del bosque sin que se acabe,
4,10 EL MODELO.

En este modelo se Supondré que el bosque se desea explo
tar y vender sus drboles como arbolitos para navidad, afio
con afio, Para que el bosque'tenga la misma cantidad de drbo-
les, por cada &rbol cortado, se p]ant;ré en el mismo lugar
otro arbolito. No se tomard en cuenta, drboles qde mueran du
rante 2 temporadas de corte, se supondrd gue todos los drbo-

Tes plantados, sobrevivirdn y crecerdn hasta gue se corten.

Los arboles de diferentes alturas tienen diferentes cos
- tos. Se supondrd que hay n precios diferentes para Jos dife-

rentes rangos de altura, como se muestra abajo:

CLASE VALOR EN DOLARES INT. DE ALTURAS

1 ninguno [0, hy)

2 Py Lhys by

3 Py Chys hg)
n-1 Ph-1 [h“:‘z’h""”
n P Chyoqs =)




Sea xi(i=1,2,...,n) el nilmero de 5rbo1e5'p1antados en
la clase de orden i, despuds de la temporada de corte, Asi

denotamos al vecton de dnboles no contados como:
[
x .

2

ya que el nGmero total de &rboles del bosque es fijo, tene-

mos

X Xty o #X = S ' (4.;4)

donde S depende del terrenc con que se cuenta y del espacio

requerido para plantar cada drbol,

Consideremos el crecimiento de los &rboles entre 2 tem
poradas de corte, En este periodo, un &rbol de la clase de

orden i puede pasar a una clase de mayor altura o bien, por

alguna razdn, puede tener un crecimiento retardado y quedar
se en la misma clase, Por lo que definiremos los siguientes

pardmetros de crecimiento, gi(i=1,2,...,n-1):
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g;= La fraccidn de &rboles de la clase de orden i que cre-
cen y.pasan a 1a clase de orden (i+1) durante un perio

do de crecimiento,

Se supondrd tambi&n que, en un perjodo de crecimien
to, un &rbol solo puede pasar a la siguiente clase, o sea,
de 1a clase i no puede pasar a la clase i+2, o mds adelante,

Con esto, sea ’

l1-g;= La fraccifn de &rboles de la clase de orden i gue
permanecen en la misma clase durante un periodo de

crecimiento,

Con estos parémetros se forma la matriz nxn de creci

miento:
”Engl 0 0 con 0 Y
gl 1"'92 0 e 0 0
G - 0 gz 1"'93 .. 0 0 (4.15)
0 0 0 cee l-g 40
0 o 0 ... 9.7 0
L ]
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Ya que las componentes del vector x, son el nlmero de
frboles del bosque hay en cada una de las n clases antes del

perfodo de crecimiento; las componentes del vector G,

(1"91)X1
glxl + (1—92))(2
gpx, + (1-93)%4
G, = : , (4.16)

In-2%n-2 + (1“qn-l)xn—1

gn—lxn-1+xn

"son el ndmero de &rboles que hay en cada una de las n clases,

despuds del periodo-del crecimiento.

Se supondri que en una temporada se cortan y; (i=1,2,...,10)
frboles de la clase de orden i, Ast, definimos al vector de -

boles contades como? -
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En cada temporada de corte, el nimero de drboles corta

dos serd

Este nilmero de drboles son los que se agregan a la pri

4

mera clase después de cada temporada de corte,

Definiendo la matriz de reforestacidn nxn como:

— | : ;T

o -
o
o
.

R = St (4.17)

]

entonces el vector columna RY s

Y1+Y2+"'+Yn
0

R = o | (4.18)




serdn los arboles plantados después de cada temporada'&e

corte.

Entonces, la ecuacidn que determina una politica de

explotacion racional duradera es:

onfiguraciﬁn a] rbo]e representac1on
terminar el perio; - con nuevos =
[do de crecimiento cortados arbolitos

configuracion al,
inicio de un per1o
do de creC1m1enté—J

L

en forma matemdticas: Gx- Y + Ry = x
la cual podemos reescribir: (I-R)Y = (G-I)x (4.19)
[_0— "1 -1 .0 -l '-1 Yl I_"_gl 0 0 LRI 0
0 1 0 . 0 0 Y2 9; -9, 0 . 0
0 0 1 cee 0 0 Y3 0 99 =93 --- 0
o 0 o0 .. 1 0|y, 4/ 0 0 0 ...-g
0 0 0o ... 0 1ly, 0 0 0 ...9,4
N I
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A la ecuacibn {(4.19) se le conoce como la condicidn de
explotacidn racional duradera. Si y1>0 entonces, se cortarian
drboles que no tienen valor econdmico y se reemplazarian por

otros nuevos. Por 1o que se supondrd que

Y.= 0 (4.20)

Asi sustituyendo (4.20) en (4.19) se llega al sistema

de ecuaciones siguientes:

Yotyzt oo F YT 91X
Y7 91%1 ~ 92%p
¥3% 8% - 93X3

n-1= 9-2*n-2 = 9p-1%n-1

Yp= gn-lxn-l

De las ecuaciones (4.21) se puede observar que ia prime

ra es la suma de Jas n-1 ecuaciones restantes,

Ya que y,30 {(i=2,3,....n), las ecuaciones deben cumplir.
las condiciones siguientes:
GyXq{ 2 0,%y 294X 2 ... 20 ¢ xn_lzo (4.22)
/
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Si x es un vector columna con compeonente no negativos
que satisface la desiqualdad (4.22), 1las ecuaciones (4.20)
y (4.21) definen un vector columna Y con componentes no ne
gativos. Por 1o que x ey cumplen con la condicion de explo-
tacidn racional y duradera (ecuacidn 4.19), 0 sea, una con
diéién necesaria y suficiente para que un vector columna x
determine una configuracibn del bosque que permita una explo
faciﬁn racional y duradera es que sus componentes satisfagan

la desigualdad (4.22).
4,11 RENDIMIENTO OPTIMO Y DURADERG.

Si se cortan Y5 {i=2,3,...,n) drboles y cada &rbol tie
ne un costo P_i entonces, el rendimiento YLd en una tempora-

da de corte és
YLd = PZYZ + P3Y3 + ...+ Pn Yn ' (4.23)

sustituyendo las ecuaciones (4.21) en (4.23) se obttene

YLd= P,(g;x3-g,%,)+ PalgpXy-ggxglte.ot Pola, 4x; ;)
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Asi, se puede enunciar el problema de maximizacidn del
rendimiento del bosque para todas las posibles politicas de

exp]otaci&n que sean racionales y duraderas, con la ayuda de

las ecuaciones (4.24), (4.14) y (4.22):

Encontrar 1os valores no negativos X1sXgaaeasX, qUe

hagan maxima la expresibn

YLd= Pygyxy+{Py~Polapxyt. ..+ (Py-Py 109y 1%poy
con tas condiciones

x1+x2+...+xn= S Y 9qX{29pXp%...2 gn_lxn_lzo

Este problema asi enunciado, se resuelve con programa
cidn Tineal. Pero, solo se utiliza el siguiente resultado

de la programacidn lineal y aplicado a este problema dice

gque:

"E1l rendimiento Gptimo duradero se logra cortando todos
16s drboles de una misma clase y ninguno de las demds

clases™”.

Utilizando el resultado anterior, se verd como se obtie

ne el rendimiento Optimo y duradero,
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Supongamos que

YLdk=E1 rendimiento que se obtiene de cortar todos
Tos &rboles de 1a clase de orden K y ninguno

de las otras clases.

ET1 midximo valor de YLdk(k=2,3,...,n) serd el rendimien
to Optimo duradero sostenido y k determinard la clase que
debe cortarse totalmente para obtener el rendimiento desea
do, Como los {inicos drboles que pueden ser cortados son los
de la clase de orden K, entonces

Yo¥3= «oo= Y1 = YVgur™ ee 7 Ypog o (4425
a¢emés,‘como se cortan los arboles de la clase de orden K

totalmente, no podrd haber &rboles mis altos que los de esa

clase. Por lo que:

Xp™ Xpp1 = eee T X7 0 (4.26)

-

sustituyendo (4.26) y (4.25) en las ecuaciones (4.21), se

gbtiene
Y= 91%
0 = g9%9-95%,
0 = gpXy-93X%3 (3.27)

0= 9y 2% k27 9k-1%-],
Y= 9k-1%k-1
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Las ecuaciones (4,27) se pueden reescribir de la siguien

te manera
V= 93%) = 9%p7 o+ = Gy p¥pip T Gy 1¥k-1 (4-28)
de doﬁde
Xp= 91%1/9;
X3 g31%9/95 (4.29)
Xo1® 91 xi/gk-1. o

sustituyendo (4.26) y (4.29) en (4.14) y despejando Xy, se

tiene

s
Xq = (4.30)
1 g g g
1+ __1 +._.];+___+__1.._

9, 93 Ig-1

combinando las ecuaciones (4.23), (4.25), (4.28) y (4.30)

se obtiene el rendimiento YLdk

Yidi = PoY, + Po¥y 4o 4 P Y

2 nn
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YLdk = P Y

YLdyp = PL9y%q

YLd, = P, g
k= Tkl ! 9y
¥ — 4+ ———t_ ..+
9, 93 In-1
por-lo tanto

. PSS

YLdk = . (4.31)
‘1_ 4‘1 + 1 + 4 1 .
9 92 93 91

para Cua]quiera que sea el valor de k (k=2,3,...,n). La ecua’
cibn (4.31) determina YLdy en funcidn de los pardmetros de

crecimiento y del costo econdmico.

E1 vector de drboles no cortados x en el rendimiento

6ptimo duradero,es

s,




No necesariamente los &rboles de la clase con el precio

mis alto son los que deban cortarse, tambié&n, hay que tomar

en cuenta los pardmetros de crecimiento, g;s para determinar

el rendimiento.
4.12  APLICANDO EL METODO

A continuacidn desarrollaremos y analizaremos el método'
para un bosque de pinos en Escocia; en el que se determinafﬁ
cudl es la clase que debe cortarse totalmente para oétener
un rendimiento ﬁptimo duradero y cudl es ese rendimiento, ET
" perfodo de crecimiento se toma de 6 afios, encontrdndose la

siguiente matriz de crecimiento:

(72 0 0o 0 0 0
.28 .69 0 0 0 0
6 ~.31.75 0 0 0
"7 0 .25 .77 0 0
0 0 0 .23 .63 O i
0 0 0 0 .37 1.0 )

los costos de cada arbol de las cinco clases de mayor altura

son:
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P2= $50.00 , P,= $100.00 , Py= $ 150,00

Pg= $ 200.00 , P6= $ 250,00

Solucién: Para calcular el rendimiento Gptimo duradero, nece
sitamos los valores de g, (i=1,2,3,4,5), y estos Tos

obtenemos de la matriz &.
Gl= .28, Gz= .31, 53= .25, G4= .23, 85= .37

para saber cudl es la clase que hace que el rendimiento sea

miximo, se tiene que calcular YLdy para k=2,3,4,5,6

yLd, = 505/(.28" %)= 14.0§
100s/(.28°} + .31"1)= 14,75

Yid, =
Yid, = 1505/(.28 % + .31"1 + 257 1)= 13.95
vidg = 2005/(.287% + (3171 4 (2571 4 237h)- 13,25
| yLdg = 2505/(.28°% + 3171 & o5l s 237l 4 3 ly= 14005

de aquf se concluye que la clase gue debe cortarse po} comple
to cada seis afios, es la tercera clase, para obtener un ren-
dimiento &ptimo y méximo. As%, el rendimiento 6ptimo duradero
es de $14.75 donde S es el niimero total de drboles que hay en

el bosque.
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a} Ahora, se guiere conocer el precio de los &rboles
de la quinta clase para que sea ésta, la que deba cortarse
totalmente y lograr asY el rendimiento &ptime duradero sos

tenible.

Solucibn: Para que la quinta clase deba cortarse totalmen

te, debe cumplirse qgue YL65>14.TS, entonces

S PSS
Yidg = ‘ >14.7S
- ] -1, -1, -1
07! + ot 03T 97’ ¢ g

P.s
5% . 14.7S

15.145

5 >(14.7)(15.145)

Pe .>222.64

.*. ET precio de cada arbol de 1a quinta clase tiene que ser

¥

“por lo menos-#222;64.

b) Si Tos pardmetros de crecimiento 9s9pse-->9,_7 SON
todos iguales icu@l debe ser la relacibn entre los precios

Pz,...,P para que cualquier pontica de exp]otacién racio

n’
nal y duradera sea Optima?
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Solucibn:

AR s - PES 1 = :65 1 -1, -1
il vy sutdieliurs s =S IR SUED SRR s S Y
91 9% 9 o] +gy +93 91 92 +g3 +g;t 91 '92 Y9397

como g,= 9,= 95 94" 95 entonces

Pp _ P3 Py Pg _.Psi_
-1 -1 1 T, -1 -
94 294 39 494 594
1y 1 1 1 .
l.c . P = —_— P = - P =. _— P = _.._P

V. EJEMPLO CON OSCILACTONES

Consideremos la matriz de Leslie siguiente:

o 8]

' 1/2 0

\-—, ] | .

10
(0)
con el vector de distribucion de edad inicial x =[‘f0

calculamos x(l), x(z),..,.,x(s), para ver que sucede:
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- — = -
[o— 8| (10{ |80 (2y [0 8 80_’ 40

A1) N I .
:]_1‘/2_0| 0] |5 1/2 o SJ ] 40
I R N B I I ]
(3) 0 8] [a0 320—l (4) 0 8] I':szo—] 160 |
x = = X = =
- iﬂz ol |40 ZEJ /2 0 chJ l1_50__,

5

N psoﬂpq 5 5] sl
I . s40]

1/2 o] I_}su 1/2 0| ,.Lao‘,

Se puede observar que unos vectores de distribucidn tie
nen una razdn de 16:1 y otros una razdén de 1:1. Cada 2 unji
dades de tiempo el tamafio total de la pobliacidn crece en un

factor de 4§,

Veamos que pasa con Jlos valores propies de esta matriz

de Leslie. E1 polinomio caracteristico de Ta matriz es

P{r)= A2.4 y por tanto, los valores propids de L son las so-

-

Tuciones de lz ~4=0, entonces

el valor absoluto de los dos valores propios es 2, por lo tan
to, el valor propio Uinico positivo A1=2 no es estrictamente

dominante. Y es por esto, que el vector de distribucidn se com
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porta asi, de manera oscilatorija. Esta matriz tiene la pro-
piedad de gue L2= ZZI, y para cualquiera que sea la distri-

bucidn de edades inicial x(ol, se tendré

(0), 22x(2)= 24x{4)= — 22k x(Zk) = ..

X
V. EJEMPLO UTILIZANDO VECTORES PROPIOS 1ZQUIERDOS Y DERECHOS.

Sea una poblacidn, la cudl estd gobernada por la siguien_
—
A =
e |
L—‘ .

encontrar cudl es el Lim Aklli y describir al vector
]

x(k) de 1a distribucidn de la poblacidn cuando ke,

te matriz

E1 polinomio caracteristico de la matriz A es:

- i s—l ]
P(2)= li” __l_lz (-2)(-2)-2=2% 32

Tos valores propios de A son:

- 86 -




E1 vector propio V, correspondiente a i, de 1a matriz A

vfm

—

es:

E1 vector propioc U, correspondiente a "11 de la matriz

G
1[3_’

Recordando la ecuacibn (3.7)

At es:

v T
K V.U
Lim 32— = 11l
ke Alk Ulvl | o
L3NC U ) I
ak () 1. .3

Asi Lim - = £ =

ke Ak (1 3) (%) 9

_ 1

K rs' 18 |
* Lim LI 1
' 9 3
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Por otro lado, si x I ] es el vector de 1a dis-
1P
en

tribucidn de edades inicial, tonces
) I—/9 18/9 | F;' K 6/9a + 18/9b—]
(k)_ | o= -
SRS SVE I 11 s 1/9a + 3/9b

6/9
x(k)= Zk(a+3b) [ﬁ
e
_ Por lo que el vector x(k) se comporta parecido a un
midltiplo del vector [ﬁ} . Cada unidad de tiempo, las entra
A1t ! 2
das del vector de la distribucibn de edades son multipli-

cadas por 2, aproximadamente,

VI. EJEMPLO.

Con este ejemplo se tratarﬁ de ver que las raices com-
plejas del polinomio caracteristico de una matriz de Leslie,
influyen para que la poblacibn tarde mds o menos en estabi
lizarse, Considerense 2 matrices  de Leslie con el mismo va
lor propio 11 y el mismo vector propio, pero difieren en
algunos de sus elementos diferentes de cero. Entonces, di-

fieren también en sus otras raices 12""?1h'
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r6‘3 1.6 6.0 0.7 1.9 1.5
Sea 0.5 0 0 B =] .5 o 0

0 0.5 0 0 0.5 0

L L L ]

Ambas tienen el mismo valor propio estrictamente domi

9
nante, iy= 1.5, y el mismo vector propio Vl = iJ .

Las otras raices de A son 12=‘—0.6 + 0.8i,

A3= -0.6.- 0.8i. E1 mbdulo de estas raices es 1.0.

Las otras raices de B son l2= -0.4.+‘0.3i,

l3=v-0.4 - 0.3i. Cuyo modelo es 0.5.

Supdngase que se tienen 2 poblaciones, una con crecimien
to gobernado por A y 1a otra gobernado por B, Ambas poblacio

nes principian con la misma distribucibn de edad initial

Po’l
(0

= 10 .
)
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Los vectores de la distribucidn de edad en los tiempos

0,1,...7 son mostrados en la Fig. #9. En esta figura se Ve

claramente que la poblacidén que tiene rafces complejas con md

dulo mds pequefio (B), ]ogra estabilizarse mds rdpido que la

poblacidn que tiene raices complejas con mbdulo mayor. (A).

Fig. # 9
Crecimiento de poblaciones cuyas matrices de
proyeccidn son A{arriba) y B(abajo}. La tra-
yectoria de cada poblacibn es 1a sucesibn de
puntos de la parte de arriba de cada grafica.
Las coordenadas de 10s puntos estan en esca- .
la logaritmica en las 3 clases de edad.




APENDICE A

REM POTENCIAS DE UNA MATRIZ
DIM A(10,103,B{10, 10}

INPUT ‘# DE RENGLONES Y/0 COLUMNAS‘; N
PRINT ‘VALORES DE LA MATRIZ A’

MAT INPUT AN, N>

PRINT

PRINT ‘MATRIZ A°

PRINT

MAT PRINT A

FOR I=1 TO &

MAT B=AxA

PRINT *MATRIZ A’ : 2%l

PRINT

MAT PRINT B

MAT A=B

NEXT I

END

- 91 -




POTENCIAS DE LA MATRIZ A

‘NGLONES Y/0 COLUMNAS

i DE LA MATRIZ A

A 16 .

375
375
73795

A 32
71552734
27482422
3JA7412109
A &4
20001397

79999534
779997672

0,L2. . 500050

.29
.29

.79
. 4375
. 1875

. 796875
. 40234375
. 19921875

. 7999877527688
. 4000091552734
. 1999962482422

. 7999999998137
. 4000000001397
. 1997999979534

92 -

oon

Lol e}

.75

. 375

. 29

. 796875

. 3984375
. 203125

. 7997877929688
. 3999938764844
. 2000122070313

. 7999999998137
. BIRRFFIITI0ET
. 2000000001863




POTENCIAS DE LA“MATRIZ B

EENGLONES Y/0 COLUMNAS o
‘5 DE LA MATRIZ A
l 114’1.5’6

' A

4

0O
rAa R

4

o
A4

20

&
7 A8

240

G4
I A is

87380
5 21844
Z A 32 -
11531 . B726623060
7882. 5 | 1431655786
7 A b4

7H2938247E+19 2. 45956587649 5E+19
4573456166+18 6. 1487146912376 +18
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APENDICE B .

REM INVERSA DE UNA MATRIZ

DIM A{10,10),B(10, 10),C{10: 13}

INPUT “# DE COLUMNAS Y/D RENGLONES ":i N
PRINT "VALORES DE L& MATRIZ"®

MAT INPUT A(N, N)

PRINT

PRINT * MATRIZ A 7

PRINT

MAT PRINT &

- MAT B=INV{A)

REM COMPRDBAR GUE ES 5U INVERSA
MAT C=AxDB

+ ¥Yi=DET{A)

)
!
)
)
}
)

PRINT "MATRIZ INVERSA"
MAT PRINT B

PRINT "MATRIZ IDENTIDAD"
MAT PRINT C

PRINT ‘DETERMINANTE=’:Y1
END
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INVERSA DE LATMATRIZ M.

ILUMNAS Y/0 RENGLOMES 1)
i DE LA MATRIZ

. 96,0,0,0,0,.98,0,.960,0,0,0,0,0,.950,0.0,0, 0.0, 95,0, 646, 0,0, 0,0, 0,

0: 0,0,

7 A
o .94 o
O
. 98 0 .96
0
O O O
0
0 O o
.95
. 44 O O
o
.44 O O
0

TRIX IS SINGULAR AT LINE &0
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APENDICE C

i PROGRAMA QUE ACOMPANA LA APLICACION DE LA ##ss
H# ADMINISTRACION DE UNA MANADA DE VACUNDOS s

DIMENSION H(&), Q(b), BUARDA(SO, 71}
READ(L, #)H, Q{(1), Q{(2), LARGD
IF(H(1). LT. 0) 60 TO 208
WRITE(1, 101)
FORMAT{1H1, 24X, 'MILES DE VACUNOS 7))
WRITE(1, 102) _
FORMAT (2X, *AND ‘. 4X, 'TOTAL ‘. 7%, *AM*, B, ‘AH ' BX, ‘NM’, BX, ‘NH ",
:8X%, ‘BM’, BY, ‘BH’)
CALCULAR EL TOTAL DE VACUNDS DEL AND CERD.
NANO=0
TOTAL=0. 0
DO 5 L=1,6
TOTAL=TOTAL+H{L.)
WRITE(1, 103)NAND, TOTAL, H
FORMAT(2X, 12, 3X, F8. 3, 6(3X, F7.3)) _
CONVERTIR A PORCENTAJES Y GUARDAR LA IMPRESION PARA DESPUES
GUARDA(1,1)=0
DD 10 L=2,7
T

PORCENTAJE DE AM. AH, BM, BH, DEL ANO CEROC.

GUARDA(1,L)=H(LL) /TOTAL#100
PORCENTAJE TOTAL DE VACUNOS DEL ANO CERO.

GUARDA(1, 1)=6UARDA{1, 1)+GUARDA(1, L)
CALCULD DE CADA UNA DE LAS CLASES DE LA MANADA, DEL AND 1 AL 20.

DO 23 K=1, LARGD

NANDO=K
TEMPO SE USA PARA GUARDAR EL VALOR DE H(2), PARA NO CALCULAR MAL
H{SY Y H({&).
TEMPO=H(2)

H{1)=. 98%H{1 )+ 94%H(3)~Q(1)
H(2)=. 9B#H(2)+. 9a#H(4)~A(2)
H{3)=. 95%H(5) '
H(4)=. 254H(6)
H(5)=. 46¥TEMPD
H{6)=. 44%TEMPQ : |
CALCULAR EL TOTAL DE VACUNOS DE CADA AND
TOTAL=0. O '
DO 15 (=1, 6
TOTAL=TOTAL+H(L )
WRITE(1, 103)NANG, TOTAL, H
KK=K+1
GUARDA (KK, 1)=0
DO 20 L=2, 7
LL=L-1 A
'CALCULD DEL PORCENTAJE DE LAS CLASES DE VACUNOS DE CADA ANO
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GUARDA (KK, L)=H(LL) /TOTAL%100

CaLCULO DEL PORCENTAJE TOTAL DE VACUNOS DE CADA ANQ.
GUARDA (KK, 1}=CUARDA (KK, 1)+GUARDA (KK, L.) :
CONTINUE

IMPRIMIR PORCENTAJES Y TOTALES DE PORCENTAJES.
WRITE(1, 104)
FORMAT (1HO, 15X, 'PORCENTAJES DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA’)
WRITE(L, 102)
LL=LARGCO+] -
DO 30 K=1,LL
NANG=K-1
WRITE(L, 105)NANG, (GUARDAIK: J), J=1,7)

FORMAT(2X, I2, 5X, F5. 1, &X,&6(F4. 1, 4&X))
CONTINUE
WRITE(1, 10&63Q{1), a{(2)}
FORMAT(1HO, 2X, ‘LA CONSTANTE ANUAL DE RETIRD ES‘, 2X,Fé6. 2, 2X. ‘MACHDS
#7,2X,F6.2, 2%, '"HEMBRAS (MILES) *}
@0 TO 1
CALL EXIT
END
2.32.1 3.8 3.15 i
20 ~ :
MILES DE VACUNDS
TOTAL AM AH NM NH BM BH
26.150 5. 000 10. 000 2. 300 2 100 3. 600 3. 150
31. 336 5. 108 10. 814 3. 420 o 992 4. 600 4. 400
37. 046 6. 2879 12. 472 4. 370 4. 180 4.275 4. 759
44 0&7 8. 358 15. 234 4,727 45021 5.737 5. 45
53. 376 10. 729 18. 271 5. 450 5. 213 7.008 &. 704
65.128 13, 747 21. 911 6. 658 &. 369 8. 405 8. 037
79.792 17. B63 26. 586 7.985 7. 637 10. 079 9. £41
98. 220 23. 171 32. 387 9. 575 9. 159 i2. 230 11. 458
121.311 29. 900 39. 531 11. &18 11.113 14. 898 14. 255
150. 134 38. 456 48. 409 i4. 153 13. 538 i8. 184 17. 3574
184. 078 49. 273 59. 437 17.275 14. 524 2. 248 ‘21,359
230. 867 &2. 8972 73.112 21. 155 20. 235 D7.341 24. 152
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28b. 617 72. 923 F0. 075 25. 974 24. 845 33. 631 32, 1469

2

3 355, 9462 101. 260 111, 124 31. 950 10, 541 41. 434 39. 53
3 A87 172 137. 906 137. 240 39, 363 37. 651 51,117 48, 595
5 549304 161. 136 167, 641 48, 5&1 44450 63. 130 40. =28
16 LE2. ARG 202.5332 207. 8B40 59. 974 57. 346 78. 035 74. 642
17 847. 6469  254. 057 25%. 715 74. 133 70. 910 96. 526 92, =57
8 1052. 892 518. 142 321, 594 g1, 700 87.713 119. 4469 114. 275
19 1307. 668 397. 812  393. 346 1173, 495 108 561 147. 933 141, 501
20 16072, 920 496, 811 493 617 140. 536 134 426 183. 248 175. 21

PORCENTAJES DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA

AN TOTAL A AH NM i+ B BH

0 100. 0 19. 1 55, 2 8.8 5.0 13. 8 12. G

1 100. 0 16.3 355 10. 9 9.5 14. 7 14. G
2 100. 0 17.0 33,7 11.8 1:1. 3 13. 4 ==
3 100. O i9.0 34, 4 10.7 10. 3 13. 0 12,5
4 100. O 20. 1 34,2 10. 2 2.8 13. 1 12. &
L5 100. 0 21,1 a3, 6 10. 2 5.8 12. 9 12,2
& i00. O o7 4 23,3 10. 0 9. & iz. & iz 1
-7 100. 0 o306 33.0 .7 9.3 12. 5 11. 9
B 100.0 D4, b oo & 9.6 9.2 12. 3 11.7
‘g 100. O 05. 6 3p. 2 3. 4 .0 12. 1 11. &
10 100. 0 06. 5 31.% .3 8.9 12. 0 11. 4
1l 100. 0 7.2 31.7 q.2 8.8 11. 8 11. 3
12 100. 0 o7 % 51,4 9. 1 a7 11.7 11. 2
:u 100. 0 28. 4 e = 9.0 0.6 11. & 11,1
14 100, 0 8. % 31.0 6.9 5.5 11. 6 11. 1
5 100. 0 25. 3 %0, 9 8.8 585 11. 5 11. G
e 100. 0 09.7 50, 8 8.8 £ 4 ii. 4 10. 9
17 100. 0 30.0 30. 6 8.7 5.4 11. 4 10. 9
16 100. 0 30.2 30.5 8.7 8.3 11. 3 10. 9
e 100. 0 30. 4 30. 5 8.7 8.3 11. 3 10. 8
20 100. 0 30. & 30. 4 8.7 6.3 11. 3 10. 8

o 00 MACHODS 1. 00 HEMBRAS (MILEES:

LA CONSTANTE aNUAL DE RETIRD ES

_****#**wm*ammﬁmm*mmwmmm#wmmm BEEEF mrmwnm*#m#*m*w#*****#*m#**m*#mwﬁwwﬂmuk*

* 10, 2.3 2.1 3.6 3.15

. 2. 20

| MILES DE VACUNOS -

ﬁpzm TOTAL A aAH ! NH BM BH
0 o&. 150 =, 000 10. Q00 . 300 2 100 3. 600 3150

P 31, 3364 &. 108 5. 816 3. 420 2. 592 4, 500 4. 50

S 346 146 8. 267 10. 492 4. 370 4, 1640 4.515 4. 319

_ 2 41. 430 11. 297 12, 295 4. 290 4,103 4, 827 4. 617
" 45. 2164 14, 191 13. 988 4. 585 4, 386 5. 656 5. 416
5 s¢&. 330 17. 30% 15. 919 5. 373 5. 139 6. 435 b, 155

_ & &£5. 947 o1, 1214 18. 535 & 113 5. BAT 7.323 7. GO
7 77. 634 o5, 567 21,777 &, 757 b, 654 8. 526 8. 155
= 21. 910 20,734 25,730 g. 100 7. 747 10. 018 9. 552
2 10%. 324 34, 895 30, 653 g, 517 9. 103 11. 836 11. =21
10 130, 458 44, 293 4. 778 11. 244 10. 755 14. 100 13. 48
1t 15¢&£. 877 53. 201 44 348 173, 395 i2. 813 16 218 16. 162
12 18%. 153 &3, G597 53. 781 146, 072 15 373 20. A09 19. 572

awm 228. 244 77. 146 &5, 463 19. 389 18. 546 DA, 739 ww.wrw

Pig 078, 073 93. 216 79. 958 23, 502 2z 450 30. 113 28. B4
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T

338. 787 112. 9214 GF7. 940 28. 607 27. 364 36. 781 35. 1B1

413,878 137. 119 120. 250 34, 942 33, 422 45_ 052 43, 074

506, 814 166. 920 147. 931 42, 800 40. 939 55. 315 52. 916

621, 894 203. 669 182, 273 52. 549 50. 265 &3. 048 65. 057

764, 451 D49 043 224882 &4, &46 61,835 83. B4b 80. 200

941,105 305. 122 n77. 746 79. 653 76. 190 103. 446 98. 948

PORCENTAJES DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA

TOTAL AM AH NM NH BH BH

0 100.0 19. 1 58, 2 8.8 50 13. 8 12. ¢
! 100. 0 19. 5 31.3 10. 9 %. 5 14. 7 14.0
2 100. 0 22. 9 29. 0 12. 1 i1. 6 12. 5 11.¢
e 100. 0 27. 3 29. 7 10. 4 9.9 11. 6 11.1
4 100. 0 29. 4 29. 0 2.5 7.1 11, 7 11.2
5 100, 0 30.7 28. 3 9.5 9.1 11. 4 10.9
b 100. 0 32.0 28. 1 9.3 8.9 11. 1 10. &
7 100.0 32.9 28. 1 2.0 8.6 11. 0 10. 5
8 100, 0 33. 4 o8, 0 8.8 g 4 10. 9 10, 4
9 100. 0 33.7 28. 0 8.7 5.3 10. 8 10. 4
10 100. 0 33. 9 28. 1 8.6 8.2 10. 8 10.3
i1 100. 0 33. 9 28, 3 B.5 8.2 10. 8 10. 3
i2 100. 0 33.8 o8. 4 8.5 8.1 10. 8 10.3
13 100. 0 33. 7 8. 6 8.5 &1 10. 8 10. 32
14 100. 0 33. 5 23. 8 8.5 8.1 - 10. 8 10. 4
15 100. 0 33. 3 08. 9 8.4 8.1 10. 9 i0. 4
16 100. 0 33,1 29. 1 8.4 B.1 10. 9 10. 4
17 100. 0 32.9 29.2 B. 4 8.1 10. 9 10. 4
kB 100. 0 32.7 09.3 8.4 5.1 10. 9 10. 5
47 100. 0 32. & o9, 4 8.5 g, 1 11. 0 10. 5
ko 100. 0 32 4 29.5 8.5 a1 11. 0 10.5

Ly CONSTANTE ANUAL DE RETIRO ES 1. 00 MACHOS 5 00 HEMBRAS (MILES:

10. 2.3 2.1 3.6 3.15
3. 20
MILES DE VACUNDS

AND TOTAL AM AH N MH B . BH
10 26. 150 5. 000 10. 000 2. 300 2. 100 3. &00 3. 1%
1 31.3356 7.108 8. 814 3. 420 2,992 4. 600 4. 40O
2 35. 246 10. 249 8. 512 4. 370 4,180 4.055 3. B7%
3 38, 793 14 239 9. 355 4. 853 "3, 6895 3.9186 3. 745
4 43. 056 17. 653 9. 706 3. 720 3. 558 4.303 4. 11&
5 47.532 20. 871 9. 927 4. 088 3. 910 4. 465 4. 270G
& 52. 094 24. 378 10. 483 4. 241 4. 057 4. 547 4, 2LE
7 57. 053 7. 962 11. 168 4,338 4. 150 4.822 4. 412
_m &2. 510 31. 568 11. 928 4,581 4. 0482 5.137 A 914
'9 £8.514 135. 334 12. 896 4. 880 4. b68 5. 487 5. 24€
10 75. 237 39, 313 14. 120 5 213 4. 9B6& 5. 932 5. 874
L3 2. 888 43. 530 15. 624 5. 636 5. 371 L. 495 & 213
2 91. 690 48. 070 17. 486 6. 170 5 902 7.187 b B74
13 101. 930 53. 032 19. Bo2 &. 828 5. 531 8. 044 7. &94%
14 113.974 58. 5264 2. 676 7. 441 7. 309 9.109 8.713
b5 128.269  64.691 26,239 8. 654 g8 277  10.431 9. 977
16 145, 368 71.705 30. 661 9. 209 9. 478 12, 070 11. 545
17 165. 959 7. 784 3%, 147 11. 464 10. 948 14. 104 13. 451
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PORCENTAJES DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA

o
I

12,
iq.
13,
13.
13.
i3.
13.
12
12,
12
12.
11.
11,
il
11.
11.
11.
11,
1i.
11
10.

ﬂciOh*m&lLunuGJH&JDUJH#hu0~ﬂcno

HEMBRAS (MILEE:

AND TOTAL AM AH NM NH BM
0 100. 0 19. 1 ag. 2 8.8 8. 0 13. 8
1 100. 0 13,1 37.7 10. 9 9.5 14. 7
2 100. © 11. 4 38. 1 11.5 11.0 14. 3
3 100. 0 11. 6 a8. 9 11. 1 10. 6 14. 2
A 100. O 12.4 38. 5 10. 8 10. 3 14. 3
5 100. 0 13. 8 37.7 10. 7 10. 3 14.
. 100. O 15 6 87.0 10. 5 10. 1 13. 7
v 100. 0 17.5 36. 2 10. 3 5. @ 13. 4
g 100. O 19.3 35. 4 10. 0 9.6 13. 1
y 100. 0 21.0 24,7 9.8 9. 4 12. 8
10 100. 0 22.5 34. 0 5.7 9.2 12. &6

11 100. 0 23. 8 33. 4 9.5 9.1 12. 4

12 100. 0 25. 0 32. 9 9.3 g9 12. 2

13 100. O 26.0 32.5 9.2 8.8 12. 0

14 100. 0 26. 8 a2, 1 9.1 8.7 11. 9

15 100. 0 27. 6 31.8 9.0 8. & 11. 8

16 100. © o8. 2 31,5 8.9 8. 6 11. 7

17 100. O 28.7 a1.3 8.9 8.5 11. &

18 100. O 29. 2 a1, i 8.8 . 4 11. 5
19 100. 0 29.5 30. 9 g.8 8. 4 11.5

20 100. O 29. 8 50. 8 8.7 8.4 11. 4
LA CONSTANTE ANUAL DE RETIRD ES 3. 00 - MACHDS 0. 00
{0, 10. 2321 3.6 3. 15
c. 20

MILES DE VACUNDS

AND TOTAL AM A NM NH BM
0 26. 150 5. D00 10. 000 2. 300 2.100 3. 600
1 28. 336 6. 108 6. 816 3. 420 2. 992 4. 600
2 27.506 B. 269 4. 552 4. 370 4.180 3.135
3 24. 698 11. 299 3. 474 2. 979 0. 849 2. 094
4 21. 091 12, 932 1. 140 1. 989 1. 903 1.598
5 15. 524 13. 584 -2. 056 1.518 1. 452 0. 524
& 7. 273 13. 769 -5. 621 0. 498 0. 476 —0. 946
7 -3. 896 12. 972  —10. 051 —0. B9? ~0. 859 -2.586
8 ~-18. 677 10. 850 —15.675 ~2. 456 -2, 350 —A. 623
9 -38. 043 7.275 —22. 617 —4. 392 -4, 201 —7. 211
10 -43. 043 1.913 —31.198 -6. 850 —6 552  —10.404
11 94,982 -5. 701 —41. 864 -g. 8B4 ~9. 454  —14.351
5 135 531 -~16.076 -55.103 -13. 634 ~-13.041  -19.2358
13 —186. 749 -29. 842 —71.920  ~-18.295 -17.49%  -25.347
in  -251 178 -47.808 -91.889 -24 080 -23.033 -32. 897
{1 —mm1 981  ~70. 969 =117.16 . -31.254  —29.895 -42. 269
\6  -433 084 =100.55 =148.51  -40.155 ~-38 410 -53.89
17  -589 354 =138 09 =187.42 ~51.200 -48.974 -68.31%
'8 716 893 =185 48 =235.68 —44.903 -62 081  -B6.214

li9 913 016 =245.07 =295.57 -81.903 ~-78.342 =108. 41

26 =1157 20 =319 80 =369.B6 =102.99 -98.518 =135 95

PORCENTAJES DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA

AND TOTAL AM AH NM NH B

0 100. 0 19. 1 53. 2 B.8 8. 0 13. 8

BH
3. 150
4. 500
o557
2. Co3
1. 559
0. 502
~0. 905
-2, 473
-4, 522
—-&. B97
-9. 952
-13. 727
-18. 420
-4, 245
~31. 467
-40. 431
-51. 552
—-65. S48
-B2. 5&5
=103. 7C
=130. 05

'BH
12. G
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16
i1

o
=

13
14
15
16
17
1B
1?
20

100.
100.
1060.
100.
100.
100.
100,
100.
100.
100.
100.
100.
100.
100,
100.
1006.
100.
100.
100.

100.

OE)O(JO(JOCJO(JOEDO(DO(JOE3C3O

10. 2.2 2
5. 20
. |aMD TOTAL
6 26. 150
1 29. 336
2 29. 486
3 27. 638
5 24. 973
5 20.328
b 12. 980
7 2. 698
8 ~11.215
9 -29. 731
10 ~53. 896
11 ~-85. 018
12 -124.766
13 —-175. 200
14  -238. 860
15 -318. 909
16  —419.274
17  —544.820
11 ~701. 590
v -B97.078
20 =1140. 58
AND TOTAL
0 100. 0
1 100. 0
o 100. 0
3 100. 0

1 3.6

16,
12.
21.
23.
24.
25.
26.
27.

&[DG‘QHLhO(DGCJO'

3. 15
AM
5. 000
7. 108
10, 249
14, 239
16. 814
18. 387
19. 477
19. 566
18. 312
15. 588
11. 059
4. 262
-5. 311
-18. 293
~-35. 491
-57. 897
-86. 743
=123. 55
=170. 23
=p29. 14
=303. 18
PORCENTAJES
AM
19. 1
24. 2
34. 8
51.5

LA CONSTANTE ANUAL DE RETIRD E

10.8

102 -

24.1 12. 1 10. &6 16. 2
16. 6 15. 9 15. 2 11. 4
14. 1 12.1 11.5 8.5
5.4 9.4 9.0 7.6
=13. 9.8 9.4 3.4
=77. 6.8 6.6 =13,
$258 23.1 er2 | b6, 4
83. 9 13.2 12, 6 24. 8
59. 5 11.5 11. 0 19. 0
49.5 10.9 10. 4 16. 5
44, 1 10. 4 10. 0 15. 1
40. 7 10. 1 9. 6 14. 2
38. 3 .8 9. 4 13. &
36. & 2.6 9.2 i3.1
35, 3 9.4 . 0 12. 7
34. 3 2.3 8.9 12. 4
83.5 .2 5.8, i2. 2
ag. g 9.1 8.7 12. 0
2. 4 7.0 5. 6 11. 9
32.0 g8.9 8.5 11. 7
5 1. 00 MACHOS 5. Q0 -
MILES DE VACUNDS
AH NM NH BM
10. 000 2, 300 2.100 3. 600
& 816 3. 420 2. 992 4. 600
4,552 4. 370 4.180 3.135%
3. 474 . 979 D849 o. 094
1.140 1. 989 1. 903 1. 598
-2, 058 1. 518 1. 452 0. 524
-5, 621 0. 498 0. 476 ~0. 245
-10. 051 -0. 899 -0, 859 -2, 5864
~15. 675 -2, 4564 -2, 350 -4, 623
—-22. 617 -4, 392 -4 201 -7.211
~31. 198 ~6. 850 -6 552 —10. 404
~41_. 844 —-9. 884 ~9. 454 -14. 351
~-55. 103 =13, 634 -13. 041 -19. 258
-71. 520 ~18. 295 -17. 499  -25.3%7
-91. 889 -24. 080 -23. 033 —-32.899
=117. 164 ~-131. 954 ~29.895 @ -42. 269
=148. 51 —40, 155 -38. 410 -53. 895
=187. 42 —-51. 200 -48. 974  —-4&8.319
=235, LB -b4, 903 -62. 081 —-g6. 214
=295. 57 -81. 903 -78.342 =108. 41
=269, B& =102. 99 ~-28. 518 =135. 9&
DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA
AH N NH BM
38. 2 8.8 8.0 13. 8
23. 2 11.7 10. 2 15. 7
15. 4 14.8 14. 2 10. &
12. 6 10. 3 7.6

[N
. - v . U‘
1J#nnu-umcnc>mtnmr4~lm N e n

HEMBRAS hZHrmnv

BH
3182
4. 402
2. 999
2. C03
1. 552
0. S02

-0, 905
-2, A73
—4_ 422
~&. 557
-G, 232
-13. 727
-18. 42
~24. 243
—-31. &£56%
—40. &3
—~51. 552
-65. 318
~-82. 2&5
=103. 78
=130. 03

BH
ie2. G
i5. G
i0 2

7.2
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i 100,
- B 100.
.9 100.
10 100.
i1 100,
12 100.
13 100.
14 100.
i9 100.
ié 100.
7 100.
1y 100,
19 100,
20 100

CO0VO0OCOCOO000

LA CONSTANTE ANUAL D

E RETIRD E

73.8 2.4 7.
9461 =10. 5.
$154 =43. 2.
£105 =560 =53
=126 119 12.
=38. &8. 9 13.
=1D. 53. 7 11
1.1 44. 3 11,
82 51,9 10.
14,1 3%. 1 10.
17. 7. 37.1 9.
20. 6 35. 6 2.
22. 7 34,5 9.
24. 4 33. &6 2.

=) 1. 00
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PRINCIPALES VARIABLES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA PARA
ENCONTRAR VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS,

C,D:

EMP:

IDENT:

.CERO:

LAMBDA:

MFREQ:

MMAX:

Matriz a la cual se le quieren encontrar los valores

propios y vectores propios.

Matriz producto repetido, B=(A-111)(A-121)....
Matrices usadas para intercambiar almacenaje.
Error méximo permitido. ()

Matriz identidad; I.

Longitud de r.

Usada para almacenar tembora1mente al.

Vector que contiene los valores propios, Ai(i=1,...,n)

Contador de iteraciones.
Nimero de filas y/o columnas de la matriz A"

Nimero de 1iteraciones, entre la reortogonalizacidn

periodica de v.

Niimero maXimo de iteraciones permitidas.

-

Aproximacidn reciente de vector propio.
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VCERO:

Vector supuesto al principio para vector propio..

Vector para almacenaje temporail.

PRINCIPALES VARIABLES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA DE APENDICE B.

H(i) (i=1,2,...,6)
Q(1),0(2):

LARGO:
GUARDA:.

TOTAL:

TEMPO:

Son las clases de la manada. (AM, AH,.....,BH).
Es Ta constante de retiro (adultos {nicamente)

Es el nimero de afios que se quiere proyectar

la manada.

En esta variable se guardan los porcentajes
de las clases,

Es total de vacunos de cada afio.

Se usa para guardar el valor de H(2).
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La demostracidn del teorema de Perron para el caso general
se puede ver en libro de:

Richard Bellman, "Introduceibn al Andlisis Matricial", Ed.
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Para cuando la matriz de Leslie sea reducible en el 1ibro de:
E.C. Pielou, Matematical Ecology, Ed. Wiley-intercience, Pag:
42-45, se analiza esta situacidn.

Si la matriz de Leslie no se puede diagonalizar, existe un
cambio de base tal que la matriz estd constituida por bloques
de Jordan, En el libro de: D.K, FADDEEV and V.N. FADDEEVA,

Computational Methods of Linear Algebra 1963: Pag: 111 y 112,
se demuestra que si los elementos de la diagonal son menores
que 1, cada bloque de Jordan tiende a cero cuando el orden de

las potencias tiende a infinito.

En los 1ibros de D.K. FADDEEV and FADDEEVA, Computational Me-
thods of Linear Algehna, 1963: Pag: 291-311 y CARNAHAN, APPLIED,

'NUMERICAL METHODS, Ed, Wiley, Pag: 226 y 227, Se puede ver como

trabaja el método de Ta potencia de Mises,

-
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de: David Gale, The Theony of Lineak Economic Models, Ed. Mc.
Graw-H{LE, 1960.

Colin W. C]ark,'Mathematicai Bioeconomics. The Optimal Magement
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