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El cálculo diferencial, ataca desde sus principios, el pro-

blema de aproximar una función en una vecindad de un cierto punto-

mediante funciones lineales, dada la sencillez y manuabilidad de -

estas últimas. Esta función lineal aproximadora es una buena apro

ximación a la función dada en un sentido bien preciso y además de-

que resulta ser única y es llamada la diferencial de lo función en

el punto considerado. La definición de proximidad de funciones en

una vecindad de un punto, nos lleva además directamente al concep-

to de tangencia, que en el caso de funciones reales de varias va-

riables reales corresponde fielmente al concepto de tangencia que-

en geometría se tiene.

En el caso de funciones sobre espacios vectoriales normados

y con valores sobre espacios vectoriales normados, el concepto de-

diferencial y de aproximación o tangencia de funciones se traduce-

satisfactoriamente por medio de la llamada diferencial de Frechet,

la cual valiéndose de las normas sobre los respectivos espacios --

nos da una magnifica generalización del concepto de diferencial --

que para espacios euclideanos se tenía. (J. Dieudonn6 "Foundations

of modern analysis")

Es bien conocido por otra parte, y además se demuestra en -

el Capítulo II de este trabajo que si se remplazan las normas por-

normas equivalentes, es decir por normas que generan la misma topo

logra, entonces los conceptos y resultados del cálculo diferencial

permanecen incambiables. Todo lo anterior, sugiere directamente -

que los conceptos y resultados del cálculo diferencial sobre espa-

cios normados únicamente dependen de las respectivas topologfas so

bre los espacios en cuestión y no de las normas que las generan.

Tomando en cuenta todo lo anterior, construiremos una teo-

ría del cálculo diferencial que únicamente recurra a las propieda-

des topológicas de los espacios para proponer las definiciones fun



damenta le s de tangencia, aproximación y diferencial de funciones y

que además sea una buena generalización.

A. Fre:licher y W. Bucher en 	 su "Calculus in vector spaces -

without norm" Springer-Verlag 1966, construyen un cálculo diferen-

cial para funciones con valores sobre espacios vectoriales pseudo-

topológicos y con variable sobre espacios vectoriales pseudotopoló

gicos, y al hacerlo recurren a la noción que de convergencia de --

filtros que sobre ese tipo de espacios se tiene. 	 El cálculo allí-

construído es una buena generalización del caso normado, además --

que se verifican los resultados más importantes del análisis.

Los espacios vectoriales pseudotopológicos bajo ciertas con
••

diciones son espacios vectoriales topológicos (A. 	 Frolicher, Vi. Bu

cher "Calculus in vector spaces without norm", ' N.	 Flores "Nota so-

bre los espacios vectoriales pseudotopológicos" Revisto Sonorense-

de Matemáticas Abril 1970.). Nosotros en nuestro caso construire

mos un cálculo diferencial para funciones con valores y variable -

sobre espacios vectoriales topológicos, pero recurriremos para ---

ello a la noción de convergencia Moore-Smith que sobre un espacio-

vectorial topológico existe, aunque la manera de hacerlo está suge

rida por la construcción de fr .dlicher y Bucher.

Demostraremos que nuestra teoría es una buena generaliza-

ción del caso normado y que satisface los requisitos importantes -

que pide el análisis.	 En la teoría para un cálculo diferencial so

bre espacios de , Banach, la norma es usada en	 dos lugares clave:
i) Se definen f y g, 	 funciones continúas con 	 valores y variable so

bre espacios de Banach como tangentes en xot

Len ir(r)- CM:: o
i O Se define una norma sobre el espacio vectorial 	 de las funcio—
nes lineales  como	 el! -.-z. SU 5,	tua lk	 nr,fir. I

La primera es usada para dar una definición 	 apropiada de di



ferencia l , y la segunda para dar una definición de funciones V-di-

ferenciabl e s (Ver J, Diendonn6 "Foundations of modern onalysis"),

En este trabajo, ónicamente atacaremos el problema, de dar-

una buena definición de funciones diferenciables rara Eusciercsj--

non valores y variable sebe° espacies vectoriales fopológices, ---

mientras que el problema de definir topolopias apropiados pana cl-

espacio vectorial de los funciones lineales continuas de un r- v-t,

en un e.v.t,, no será tratado r aunque creemos que puede hacerse de

una manera natural.

Cabe hacer notar que la originalidad que se pretende con es.

te trabajo es, ademas de presentar una exposición sistem5ien de -

la teoría del C5lculo diferencial desde el caso real host.a. nl case}

topológico vectorial, la de dar uno construcción de un cnlculo d l

-fereneial para espacios vectoriales fonológicos recurriendo a In -

noción de convergencia Moore-Smith Que sobro dichos espacios cvis

t e.

La secuencia de la exposición será la siguiente;

En el Capitulo 1 daremos un breve resumen del cále lne dife-

rencial, desde funciones reales de variable reo! hasta (uncieres -

con valores y variables sobre espacios vectoriales euclideones, En

este capítulo, además se procura dar definiciones apropiadas de le

diferencial de una función ene permitan ir automáticamente genera-

lizando el concepto como es e! caso de los teoremas 117 y 135,

En el Capítulo II se cic5 una breve exposición del cálculo di

ferencial para funciones definidas sobre especies vectoriales nor-

mados y con valores sobre espacios vectoriales normados. En este-

capítulo además se hace una breve discusión del teorema del voleo-

medio y sus consecuencias.

En el Capítulo 111 se hace una breve exposición de los he--



chos mas importantes sobre los espacios vectoriales topológicos (ba

ses, metrización, etc.) en este capítulo por otra parte se dan ejem

plos de espacios topológicos vectoriales puros como son los espe---

cios topológicos vectoriales no normados y se dan también ejemplos-

de espacios topológicos vectoriales no metrizables.

En el Capítulo IV se da una definición de diferencial y de -

tangencia de funciones con valores en e.t.v, y de variable sobre e.

t.v., además se demuestran los teoremas relativos al álgebra de di-

ferenciales así como la llamada regla de cadena; además que se de--

muestra que es una generalización de todas las anteriores definicio

nes.

En el Capítulo V se demuestra el llamado teorema fundamental

del cálculo diferencial dada su utilidad al probar otros básicos -e

sultados del cálculo diferencial. 	 Intuitivamente el da una estima-

ción de la diferencia entre los puntos finales del movimiento de un

punto en un espacio vectorial por medio de la velocidad, la estima-

ción se hace por medio de un conjunto convexo. En el caso normado-

el teorema nos lleva a la ya conocida estimación por medio de la --

norma como lo hace Dieudonné siempre que tomemos como el conjunto -

convexo a la vecindad cerrada unitaria. Pero tomando otros subcon-

juntos convexos se obtiene más información que la dada por el caso-

clásico.

Además en este capítulo se demuestran algunos corolariós im-

portantes de este último teorema y se hace una breve discusión so--

bre el mismo,
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C A	 P I TU L 0	 I

1.1 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL.

Daremos esta vez un breve resumen de la teoría de la dife-- -

renciacíón de funciones reales de una variable real.

DEFINICION 111.-	 Sea f: (a,b)-7)R y	 sea x o e(,a,b).	 Entonces se di-

ce que tiene derivado en	 x o si el	 siguiente lími-

te existe.	 lim	 f(x) T f(x )
Jí	 .Yro	 x	 xo

A este límite lo denotaremos por r(x 0 ) y lo lla-

maremos la derivada de f en x..

La anterior definición da lugar 0 algunos teoremas inmedia-

tos los cuales únicamente enunciaremos.

TEOREMA 111.-	 Si f tiene derivada en un punto x 0 de (a,b), en--

tonces f es cont.ínua en xo.

TEOREMA 112.-	 Si f y g son funciones definidas en (a,b), enton-

ces en aquellos puntos donde f y 9 tienen deriva-

da, las funciones f 15:g y fg también tienen deriva

da. Lo anterior tamhión	 es cierto de f/9 en aguo

llos puntos	 donde	 9(x) 71-- o.

Estas derivadas estén dadas así:

(f-179)' = f'± 9'

(F 171)'	 -1'99	 flf"

(f/o)' = (of f	-	 ')/a si	 q(x) 54 o

TEOREMA 113.-	 (Renio de lo cadena) Sea f continua en un inter-

valo cerrado S y sea	 F(S) In ímn,flen de S halo f.
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Sea 9 definida sobre f(S) y consideremos la fun---

ción composición g o f; sea x o un punto interior -

de S tal que f(x 0 ) es un punto interior de f(S); -

sean f y g derivables en x o y f(x 0 ) respectivamen-

te. Entonces g o f es derivable en x o y (g o f)'

( x 0) = 9 1 ( f ( x 0 )) f'(xo)

ScR.

R.

DEFINICION 112.- (Diferenciabilidad de una función) Sea f una fun

ción real de variable real definida en un abierto

S y tal que es derivable en cada punto de S.

Construyamos la siguiente Función.

df: s x rt	 re
df	 (x t) = f'(x) t

A la función así definida la llamaremos la dife-

rencial de f y	 a df(x o ,t) - lo llamaremos la dife-

rencial de f en xo.

Los-siguientes teoremas son facilmente probados recurriendo

a los teoremas 112 y	 115.



TEOREMA 114.-	 Si f y g están definidas en (a,b) y además ambas -

son diferenciables en Se(a,b), entonces las funcio

nes f± 9 y fg son también diferenciables en S. Lo

anterior también es cierto de f/g en aquel subcon-

junto de S donde g 54- O. Las diferenciales además-

están dadas así:

TEOREMA 115.-

d h (x.,t) = d r (x o ,t) 4 d g (x.,t) con h= f ÷ 9

dh (x.,t) = f(x.,dg(x.,t) + g(x.)df(x.,t)con h=f9

-2
dh (x„t) = g(x.) df(x.,t) - f(x.)g(x.) dg (x.t)

con h = f/9.

(Diferenciación de funciones compuestas) Sea f --

continua sobre un cerrado S y sea f(S) la imágen -

de S bajo f. Sea q definida sobre f(S) y conside-

remos la función composición q o f. Sea Ac S don-

de f es diferenciable y tal que g es diferenciable

en f(A). Entonces q o f es diferenciable en A y

se tiene que:

d(9 o f, x.,t) = dg(f(x.), df (x.,t)) 101x01:7A

Por último daremos dos útiles teoremas, uno de ellos el cono

cido teorema del	 valor medio y et otro un teorema que nos permitirá

hacer la subsiguiente generalización a nuestro cálculo diferenCial.

TEOREMA 116.-	 (Teorema del valor medio) Sean f y q definidas so

bre el intervalo cerrado rá,b1 , ambas teniendo de-
rivada finita ó infinita en cada punto interior y-

en los puntos (a,b) terminales satisfaciendo la re



!ación:

rf ( a± )- f ( blf 9( a )-9( b ) = rf ( a )- f ( b ar 9(a±)-9(b-)]

Entonces existe al menos un punto interior Y 0 tal.

que:

("( x o) [g(h)-9(a)]	 9'(x0) rf(b)-f(a)]

TEOREMA 117.- Sea f una función real de una variable real defi

nide sobre un abierto S, entonces f es diferen--

ciable en S y solo si existe una función g tal -

que:

g: S x i r7 R

g es lineal en su segunda variable, es de-

g(x,dt + d't') = dg(x,t) + d'g(x,t')

iii).- Para cada Enexiste una vecindad V (x) -

de x tal que para todaytU(x) se tiene

que:

lf(y) - f(x) - g(x,y-x)fICIV-Wpara cada >:$67.S

Además g(x,t) = df(x,t).



1.2 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES REALES DE UN NUMERO FINITO -
DE VARIABLES REALES.

Trataremos aqui el caso de la diferenciabilidad de funcio--

nes f:P/1-:>172dado que en este tipo de funciones, la diferencial -

cobra su verdadero significado e importancia como función lineal -

que se aproxima tanto como se quiere en una cierta vecindad del --

punto, a la función en cuestión pues en este tipo de funciones co-

mo no existe un concepto de derivada, es necesario dar una defini-

ción apropiada de diferenciabilidad como lo sugiere el teorema 116.

DEFINICION 121.- (Derivada direccional) Sea f: A 	 , A un sub--
conjunto de R y sea x un elemento de A. Sea u -

un vector unitario de R. Definiremos la derivada

direccional de f en la dirección u en el punto x-

como el siguiente límite en caso que 	 exista:

I im

En caso que exista lo'denotaremos C uy (x).

En el caso de que el vector u sea el 	 ele-

mento de la base ortonormal 1.129e29.—

a la derivada direccional en la dirección e„,' la-

llamaremos la i-ésima derivada parcial y la deno-

taremos simplemente B.f(x0).

DEFINICION 122.- (Diferenciabilidad de funciones) Sea f: A--" Y R . A

un subconjunto abierto de g . Diremos que f es -

diferencieble en un subconjunto S de A si existe-

una función g tal que:



-

g: S x kt
 R

g es lineal en	 la segunda	 variable, es de-

cir:

g (x	 t ) = CY. g ( X	 +(tea ( X t t r )

iii)- Para cada x elemento de S y para cada 	 ein,
existe una vecindad V(x)	 tal	 que para toda

yln Ilf(x)	 se tiene que:

If(y)	 f(x)	 g(x, -	 I! y-xl!

Cuando tal función exista diremos que 	 f es-

diferenciable en S y la denotaremos d f.

ti
TEOREMA 121.-	 Sea f: A	 A un subconjunto abierto de R	 .

Si f es diferenciable en S A entonces:	 ti

df(x,t) =	 (21c60 t C?)n	 r: Die(00	 ritteep.
Lir,/

Kr e

TEOREMA 122.- 	 Bajo las mismas hipótesis del teorema anterior, -

si t es un vector unitario, se tiene:

df(x p t) = P A f(x).

•
TEOREMA 123.-	 Sean f:	 y g: A	 R, A un subconjunto abier

to de K". Si tanto f como g son diferenciables -
cen un subconjunto S de A, entonces df rnpripp P-

también lo son en S y se tiene que:

d	 dtd, tfrd(1•
(Regla de la cadena o diferenciabilidad de funcio

nes compuestas) Sea f =	 f-1,1 )

una función vectorvaluada sobre un abierto Z de -
"t1

I. y con valores en h ,	 y	 sea g una función defi-

TEOREMA 124.-
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nida en un abierto X C R
ri

 tal que 21341 (7. ), sea -

además S un subconjunto de A donde cada 	 es -
4)t,

diferenciable y tal que g es a su vez diferencia-

ble en f (A). Entonces h = o o f es diferencia-

ble en S y,

1...1

dh(z,t)	 (Z TIC 9 (ficz) 7titt (39 ¡f

Este teorema	 lo veremos en una mejor forma cuando

veamos funciones de R'O en R".

TEOREMA 125.-	 (Teorema del	 valor medio) Sea f: A	 R, A un --

abierto en R .", sea además f diferenciable en

C A. Sean x y v dos puntos de S tales que el --

conjunto L.:-.1xy+(t -))x 1	 e- 1.5	 está conte

nido en S.	 Entonces existe un punto z G L tal

que:

f (y) - f (x) = d f (z,y-x).



1.3 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES f: k ets7 k

Esta vez, al mismo tiempo que haremos una exposición breví-

sima del cálculo diferencial de funciones de 	 R 41 en k h aprovecha

remos pera ilustrar que para este tipo de funciones no existe un -

teorema del valor medio como el del teorema 125 y que es necesario

remplazarlo por otro. La discusión acerca del teorema del valor -

medio la dejaremos para	 el capítulo 1I de este trabajo.

DEFINICION 131.- Sea f: A	 R, A un subconjunto abierto de -

R . Diremos nue f es díferencíable en S A 	 si-

existe una función p la cual satisfaga:

)
	

q: S x	 --)	 tn

ii)	 o es lineal en la segunda variable, es	 de-

cir	 g(x,e+ ej t' ) = ctg(x,t) + cc? p(x,t' ).

Para cada x elemento 4e S y cada e.	 O,

existe una vecindad V(x) de x tal nue pa-

ra todr,	 ye V(x) se tiene:
N f(y)-f(x)- p(x,y-x)11 1), S. G II v-x11,

donde	 II	 fi t,„ II	 Hin	 son las normas euclj

deanes sobre k	 V h	 respectivamente.

, la Función n en raso de existir la deno-

taremos	 df y la llamaremos la diferen-

cial de f	 en S.

TEOREMA 131.- (Unicidad de le diferencial) Si 	 f: A. ---45 P" -

es diferenciab l e en un subconjunto S cA, enton-

ces la diferencial es (mica.



Demostración.- Sean h v g dos iiinc i ones que satisfa-

gan los postulados de la definición 	 anterior y sean

x elemento de S v t elemento de K.	 Tornemos:

t con	 tal que y esté en las
 II

vecindades que por iii) existen para cada El'50

Entonces, pnr el mismo postulado	 iii), tenemos:

- hlx , tIII 4 e II til	 y(x,t)

inEntonces si	 F:	 L tenemos que se puede escribir

ft• 	 	 fr„)	 con fc	 A	 2. y si	 f es cli Ferenc i ab I e aná-

logamente, podemos	 escribir:

df	 (df(x,t) r , df(x,t)

y	 por el	 tercer postu I ado con	 cale cumple la diferencial,

nemos que para cada	 E..70 7y v(,)	 tal nue IciyeV(x)

Il f(y)	 f(x) -(df(x,Y-x)	 df( y , y-x))1K--	 y-x ll

II f. (y)-	 F.	 Y-x) II t	 II y-xll V- y E V(x)	 y como

df(x	 t)c	 es lineal tenemos	 Pile	 df(x t)c = dft: (x,t).

Entonces	 la	 diferencial de f	 ro	 podemos escribir:

df(x	 =	 (11-,,n (x t)).

. . Dc. 4, 09...-Ontl.

st!	)	 DI .1j/9 • •

•	 •

it
al—

(5— 	 rt.
(Ah- k,

gt,
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TEOREMA	 133•-	 Sean f y g: A —101, si f y g son diferenciables

en SCA también lo son «4	 p	 y

d ( 	) =	 cf ± va clec),

(Diferenciación de funciones compuestas) Sea f :
tc

A --DR yg:B —,R,Aun abierto deR
er,
 y B un-

abierto que contiene a f(A) 	 y además BCR . Sea

f diferenciable en SCA de tal	 manera que g es-

diferenciable en f(S), entonces la función compo-
m

sición g o f: A	 P. es di ferenciable en S y,

d ((g o f)	 x i t)	 dg(f(x),df(x,t)),

t'y;	 •
Sea f: A	 , A un subconjunto abierto de rl
es diferenciable en S C A y solo	 si existe una --

función h:	 S x R ts --* R
t .+,

h(x,y) = f(x) + u (x,y-x)

con	 u lineal en la segunda variable y además:

lim	 )111(Y)___: hfitiv"
y	 tl	 y - >11�
En tal caso se tiene que df = u.

Demostración.- Si F es diferenciable en S enton--

ces sea h(x,y) = f(x) + df(x,y), es claro que:

I hm	 1f € (y) - f (x)	 df(x,y-xilfm = 0

y	 1( y -
Yri-n
pues	 existe	 en virtud de los	 postulados i),	 i)

iii)	 de la definición 131 para cada F.1	 una -

vecindad V(x) de x tal que	 lif(y)	 - f(x) - df (x,

y-x)11	 effy--$11 \f y elky,^) )	 y reciprocamen-



te,	 si tal función h existe obviamente f es dife-

renciable con df = u.

En este tipo de funciones, funciones de R en	 no existe-

algo parecido al teorema del valor medio cuya formulación dimos en

el teorema 125. Para este efecto, daremos un ejemplo de una f que

siendo diferenciable en un convexo, no existe un punto	 dC L(x,y)
tal que f(y)	 f(x) = d (&,y-x).

Sea f:	 rz,

f(x y) = (3x' y') f es diferenciable en todo
Cla

Además	 f(	 1,1) =	 (3,1)	 y	 f(0,0) = (0,0)

6x	 0 t1
df	 (	 ;,t)= 	 n	 jy 2

()

( t 2 /
con t =	 (t 1 , t2) =(x,y)

Si r e L((0,0),(1,1))se tiene que Z = (t o ,to) pues,

..-2,c.1,„ si	 z =

Entonces:

f(1,1) - f(0,0) = (3,1) =
(6

0	 3 tó (1
)= df(z

(3,1) - (6t0,3t)
	

y t o =	 1 3	 Absurdo.

No tiene sentido la existencia de é L 1(7, ;) con --
f(y) - f(x) = d (z,y-x).

En el Capítulo II haremos una discusión exhaustiva del teo-

rema del valor medio que hay que definir para espacios vectoriales

normados.
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CAPI T tILO	 I I

CALCULO DIFERENCIAL SOBRE ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS.

Construiremos esta vez un cálculo diferencial sobre espa---

cios vectoriales normados y para ello nos aprovecharemos del últi-

mo teorema del capítulo anterior, el cual nos da una caracteriza--

ción del concepto de diferenciabilidad basado únicamente en la nor

ma de los espacios. Además de que demostraremos que se cumplen --

los resultados básicos del cálculo, discutiremos el importante teo

rema del valor medio, el cual tomará esta vez una diferente formu-

lación.

DEFINICION 211.- Sean E, F dos espacios vectoriales normados (am--

bos reales o complejos) y sea A un abierto conte-

nido en E. Sean f y g dos funciones con dominio-

A y contradominio F. Diremos que f y g son tan--

gentes en SCA si

im	 II f(y) -	 g(Y)11 - o para toda X e S
11	 y-xll

xtY

Esta definición claramente calca el concepto de -

tangencia de funciones que en geometría se tiene.

TEOREMA 211.-

	

	 Si f y g son tangentes y continuas en S, entonces

f (x) = g(x)

Demostración.- Corno tanto f como g son tangentes-

y continuas en cada x C S tenemos que para cada -

xc.. S, dado	 >o existe V(x) vecindad de x tal -

que;



-	 1 -

H f(y)	 {t.	 1/2 Ni i(E)/(x)

II g(y)	 g(x)II	 1/2 V ye4(x)

II f(y)	 g(y)II	 4 f 11 y-xIl	 Icryc111/(x)="7,

II f(x)	 -	 g(x)II	 H f(y)-f(x)11+ II g(y)-g(x)II +

f(y)	 g(y)	 e + C II y - xll	 sdyc v(x)

Pero	 E II y-x11...5.-, E	 \J II y-x II	 z-	 1	 lo que implica

que	 II f(x)-g(x) II2C Vycv,(x) C)	 V(x).

( y 1 (x)	 vecindad de	 x de radio 1).

El anterior argumento es válido para cada A CS.
lo que demuestra plenamente.el teorema.

TEOREMA 212.- Sean E, F dos espacios vectoriales normados (am-

bos reales o complejos) y sea A un abierto conte-

nido en E.	 Entonces	 si	 se E	 la relación ser --

tangentes	 en S es una relación de equivalencia -

sobre el	 conjunto de funciones con dominio A y -

controdominio F.

Demostración.- Obviamente se cumplen la reflexivi

dad y la simetría de	 la	 relación.

Además como	 II f(y)-h(y)I1 5	 II f(y)-g(y) II+11 g(y)t

-h(y)II.Entonces:

mII f (Y_ )-211(yJ./.._	 t.	 I im	 _ II f (Y)-Del1
H y- x11	 yAx	 H y - x11

yr X,	 YrX

+ 1 im	 Il qCy.) thly 111_
y 4x	

11 y	 - x11
-
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Entonces si f es tangente a g en S y g lo es a h

en 5 se tiene en virtud de la desigualdad ante---

rior que f es tangente a h en S.

Es de notar que	 la definición de tangencia de funciones pa-

ra espacios vectoriales normados, depende únicamente de las topolo

gías inducidas por las normas, 	 pues f y g siguen siendo tangentes-

para normas equivalentes,	 es decir para normas diferentes pero que

generan la misma topología.

Aclarando	 lo anterior, tenemos que si:

lim	 II f(y) - g(y)111. _ o
y x	 -	 x lia
y r/-x

Entonces si	 II	 11 1 ,	es una	 norma	 equivaLente sobre F y	 II 112'

es una norma equivalente sobre E, se tiene que existen 0 5 65 122,b

constantes reales mayores que cero tales que:

	

0. 2 11 x11 2 ¿	 II x112'II x11 2 kf)<C. E ; ar 11X1I4	 fixik. .." be 'Mi% yx,e

Lo anterior nos lleva:

II f (Y) - 51(0W	 4	 bu	 II f(»--9-(Y)111:,lim	 II f (y)-9(Y) II< =0

	

y - x	 02	 IIy	 x112 y _ x1121
y—ryx
)/	 x

DEFINICION 212.- (Diferenciabilidad de funciones continuas). 	 Sea

F:	 E una función continua, A un subconjunto -

abierto de E . L, F espacios vectoriales norma---

dos. Diremos que f es diferenciable en Se A si -

existe una función	 U. tal que:

l )	 LA- :	 F
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LA. es lineal en la segunda variable, es de-

cir Utx,CCt + cet" = 01.44.(x,t) + 	 U.(x,	 )

iii) Para cada >CES la función m:E-,F	 m(t)	 =

= f(x) +1,k(x,t-x) es tangente a f en x, es-

decir:

lim

	

	 f(y)7fb)-_,92tLI)J.L = O para ca-
11 y - x11

da Y.	 S.

A la función bten caso de existir se le llama la-

diferencial de f en S y se denota 	 df (x,t).

Enseguida demostraremos que la diferencial de una función,-

en caso de existir es única.

TEOREMA 213 .- Si F:	 A --"> E, A un abierto contenido en E. 	 E,

F e.v.n.	 Entonces si f es di ferenciable 	 en SCA

la diferencial es única.

Demostración.- Supongamos que existen 2 funciones

U, y	 eta que cumplen con los postulados i) ii)

e iii)	 de la definición anterior.	 Sea (x,y) CS/cE,

entonces se tiene que:

i m	 "(Y/ -_f( x12_ 145.( x tY- x /i l =

y--ox	 II y - x II

y x

y 1 ím __ I I -11y )_	 = o
- x

y x



Esto implica que	 I im	 II ne(x,y-x)- ‘42,(.x,y-x)I1 
y-->x	 II y	 - x11
y x

Hagamos	 17	 U1 . Demostraremos que	 O. Pa

ra cada ,g-yo 3 no tal	 que	 II ir(x,,z)II t.. e	 II z II

con z = y-x y 0C-11 zlit5.- Nr pero también	 si	 1.9	 O

se tiene que z =	 Y CIJ _)litruyto
II	 Kelt	 !MCI

UY( x,	 II irell w il . Es decir para toda ej € E se -

tiene  que	 IIV(x,w)Il	 EIl la	 esto implica

II	 (x,w) II = O ‘1,co C Ez)titíx,y) = t./2.(x,y),	 es de

cir	 la diferencial es única.

TEOREMA 214.-	 Sea f:	 A	 F, continua, A Lin	 abierto de E. E r F

e.v. normados. Si	 f es di ferenc i ahl e en S c A en

tonces I a diferencia! de f en cada punto Xc 5 es -

una función	 lineal	 continua en	 la	 segunda var i a--

b I e.

Demostración.- hasta demostrar nue es continua en

cero y entonces si £ .50 existe, QZ v¿. 111, tal que

II f(x + t)	 - f(x) II 4-	 E12	 y además,

II f(x+t) -	 f(x) -	 df(x,t)II E	 1/ 2	 II -Hl .

Ambas aseveraciones para toda 	 t ; oG II t11:5 Y , en

tonces esto nos I leva a:

II df(x,t)t1 e C / 2	 II til	 + 1/9 c a	 V 0¿-11"6".(z A

df es continua	 en la se gunda variable.

En esta demostración hemos hecho uso de que	 la to

pología sobre E es	 invariante	 bajo traslaciones.

fE



Ahora daremos cabida al álgebra de funciones diferenciables,

y así tenemos:

TEOREMA 215.- Sea 60
d el conjunto de las funciones contínuas 	 (con -

dominio A y contradominio F, A un abierto de E. 	 E,

F e.v. normados) diferenciables en S c A.

Entonces Cc< es un subespacio vectorial del espacio -

vectorial de las funciones continuas definidas 	 en	 --

los conjuntos de definición de los elementos de ec.‘

Mas aún:

01(cer:p5)(xet) = ouf(x,t).-0.:	 dg(x,t).

Demostración.-	 Efectivamente:

I im II (c‘f73(4)(y)—IP!,F.,¡39)(x)-0WFCILy—x)7/3411CIL

x	 II y - x11	 1

y

— o

TEOREMA 216.- (Diferenciabilidad de funciones compuestas)	 Sean	 E,

F y G tres espacios vectoriales normados. Sea f: A

--y F una función contínua diferenciable en Sc A

Sea g:	 B un	 abierto de E tal que R	 f (A)

además sea g diferenciable en Kc B y tal que R9

f (S). Entonces la función composición h= g o	 f es-

diferenciable en S 	 y	 dh = dg o df es decir,

dh (x,t) = dg (f(x), df(x,t)).

Demostración.- Fado	 E > O existe V(x) ta I que si —

y e V(x) se tiene que:



f (y) = f(x) + df(x,y-x) + Y;(y-x)

con	 H N; (y-x)11	 II y-xll .	 Además existe	 ---
V(f(x)) vecindad abierta de f(x ) tal que:

II g(z)-g(f(x)) - dg(f(x),Z-f(x) 	 z-f(x)il

Esto para toda x E V(f(x)).

Como f es contínua en 	 x,	 existe V I (x) vecindad -

abierta  de x tal que	 f(V i (x))C. V(f(x))

II g(f(y))-g(f(x))-ds-i(f(x),f(y)-f(x))11	 f(y)-

-f(x)ii V y e y, (x).

Todo	 lo anterior nos lleva a que

II g(f(Y))-9(f( ))-dg(f(x), df ( x ,Y- x )	 4-Y1(Y-x))H

.4_ e II f(y)-f(x)II VyC y i (x) n V(x), y entonces:

II g(f (y))-g(f (x))-Lig(f(x),df(x,y-x)) II 	 € II df(x,

y-x) + "Y; ( y-x ) II + II dy(f ( x ),	 Y-x) ) II <5.: e II df(x)I I
II y-x II + E II df(x)II	 (y-x) II + II dg(f(x)	 II w,

(y-x)II E E aii y-xll + g2 0-11 y-x) II +	 EG II y-xll =

= a(eo--1-a.+1,) II y-x I

con a. = norma de df(x)

b = norma de dg(f(x))

Todo	 lo anterior nos lleva a que:

lig(f(y))-g(f(x))-dg(fex),df(x,y-x))H �- E II y-xll

9. y e vi ( x) n v (x).

Y entonces tenemos que g o f es diferenciable en-

S y d(g o f) = dg o df.
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Enseguida enunciaremos y demostraremos el llamado Teorema -

del valor medio, pero además haremos una discusión importante de -

él.

2.2 TEOREMA DEL VALOR MEDIO.-

La verdadera importancia del teorema del valor medio radica

en que dados dos puntos a y b permite dar una estimación de la -

variación de la función en estos dos puntos en términos de la deri

vada en un punto interior del segmento de recta que une a a y h -

y en términos de la variación de la variable b-a . Su formula-

ción para funciones reales de variable real es de la forma:
•

f (b) - f(a) = P(c)(b-a) 	 con	 a e .(a,b).	 Hemos visto -

además que para funciones vectoriales de variable vectorial no tie

ne sentido la igualdad como lo ilustra el último ejemplo del Capí-

tulo 1. Por otra parte nada se sabe del	 punto e. salvo que se en-

cuentra entre a y b ypara todos 	 los casos en que el teorema del

valor medio	 es útil, todo lo que necesitamos saber es que f'(c),

es un número que se encuentra entre el	 supremum e infimum	 del-

conjunto	 f'(x) 1 x	 L(a,h) =	 a segmento de recta que une a --

q, con b.1 Enunciaremos para funciones con valores y variable so-

bre espacios normados, el teorema del valor medio en la forma de -

la desigualdad.

II f(b)-f(a)H tc_.• M(b-a) con	 f:rel,,,b1---) E (E. e.v.normado

y M“Ildf(c)Illeel(a,b) 	 y II df(c)II la norma de

la diferencial en C

Enunciaremos el teorema en una forma equivalente aunque mas

general.
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TEOREMA 221.- Sea 11 = ra, hl un intervalo compacto en 	 f una -

función continua de j en un espacio vectorial normo-

do r- e una función continua de I en 7-7 . Suponga-
mos que existe un conjunto numerable 0 	 subconjunto-
de 7: tal	 que,	 para cada lici-C.125 se tiene que f y	 -
son di ferenc abl es en Se y además 	 II df(y) II C.	 (y)

Entonces	 II f (b)-f (o) ll(1))-g(a)•

Demostración.- Sea 6n	 Tc' t, una biyeccián de 19 ene;
para cada	 6,0	 , probaremos que II f(b)-f(a)ll

(b)- 9(a)	 (b-a+1);	 el miembro de la inquier-o
da es independiente de e y eso completare la (lomos-
trec ón.
Sea A =	 t.! g )7 tales quepara 0. 1.7 ?	 :34 , se ti ene:

n-re
H f ( n )- f ( a ) H	 0( 7 )- 1(o) 4- a (7-a)	 e 21 (-•

2°t, e, 2.

Es claro	 que	 A 7,7h O pues a e	 ; si reí') y o.e,	 \-

entonces Cc': A también, esto muestra que si ()es el-entonces 
superior de A	 entonces A = rae s) o	 A = Fo r s,1	 pe.
ro de la definición de A, tenemos que A = ra r s1	 y -

de la continuidad de f e  9 II II	 tenemos que:
n-rs

II f(s)-f(a)II	 / (s)-	 (a) ± E (1)-a) ± CE,	 en-

tonces necesitamos probar que s = b. 	 Supongamos --
que S	 ;	 si	 sdo, entonces de	 la definición de	 D
se sigue que existe un intervalo rs, Stncontenicio
en 1: tal	 que	 si	 5 :f. ‘:-1

IIf(y)-f(s)	 df(s,Y-s)P	 (y-s)
II 9(y)-g(s) -	 g r (s)(y-s)I1	 (y-s)	 y entonces
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II f(y)-f(s)II 411 df(s)Il (y-s)	 + /72 (y-s) E g'(s)

(y-s) + e/2 (y-s) e

	

g(y)-g(s) + e (y-s)	 y entonces

II f(y)-f(a)II	 g(y)-g(a) +	 (y-a) + e
nv, 4 S

••••
	

9(Y)-9( 0 )	 ¿ ( y-a) +	 E z	 2"
7( ti 4'1

contrario a la definición de 	 s . Si s C D sea

x.s.„ se sigue de la continuidad de f y g existe

s, s +	 , tal que para S	 5 +

H f (Y)- f (s)I I 	1/2	 19(Y)-9(s)1	 t g/2

II f (Y)- f ( a ) 11 5	 g (Y)-9( a )	 t(s-a) + a Z 2-1.1
I, ci

g (Y )-9( a) +	 ( y a ) + E Z. 2 "

contrario a la definición de 	 s.

El caso mas importante es aquel en que 	 g(x) = M

(x-a) con M	 o.

COROLARIO 1.-	 Si existe un subconjunto numerable D de 	 tal-

que para cada	 ye- 1-D	 f es di ferenciable en y

y además II df(y)11	 M.	 Entonces II f(b)-f(a)II

M (h-a).

COROLARIO 2.-	 Supongamos g es una función contínua y g:

y ta I que s i y 61-[' entonces yn	 g' (y) c M.
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Entonces:

11,1( b -a) G	 9( b )	 - g ( a )	 M(b-a).

COROLARIO 3.-	 Sean E y	 F dos espacios vectoriales normados,-
f una función contínua en una vecindad del segmen-

to S que une los puntos x o , x o+t de E

Si f es diferenciable en S, entonces:

II f(x o+t)-f(x 0 )11 e: II tll Sup. II df( x 0+ r t) II

O .c r.; 1

Demostración.- Sea g	 E-0,11	 F con g(Y) =

=	 g es diferenciable donde f lo es y -

g i ( r ) = cif(x 0+ Y t,t),	 entonces:

II g' II = II cIf(x 0+	 t) II	 II t II	 y	 entonces:

II f(x o+t)-F(x 0 ) II	 15:	 II t II Sup II df(x0+-9"

O .er_rik..1

COROLARIO 4.-	 Sea A un subconjunto abierto conexo de un espacio-
normado E,	 f una función contínua de A en F e.v.

normado; si	 f es diferenciable en A y la diferen-

cial en cada	 xELA	 es	 la función nula, entonces-

f es constante.

Demostración.- Sea x o E A y sea B= 4. x em f(x) =

= f(x o )	 8 es cerrado pues f es continua ; Si --

xe 2 y si T,„I es una esfera abierta contenida -

en A, entonces U" contiene al segmento de recta -

que une a x con y y punto de 	 Dr , entonces:



f(y) = f(x) = f(x.) aplicando Corolario 3.	 Esto-

demuestra que E) es abierto =n> B = A pues A es --

co n exo.

COROLARIO 5.- Sean E, F dos espacios vectoriales normados, f di-

ferenciable en una vecindad A del segmento S que -

une los puntos a y h. Entonces para cada x. G A,

tenemos:

II f(b)-f(a)-df(x0,1J-allí G II b-all Sup II df(x)-df
x S

Demostración.- Apliquemos ef Corolario 3 a la fun-

ción	 g(x) = f(x) - df(x,,,x).

Bibliografía.- J. Dieudonné 	 Foundations of modem, analysis.
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CAP1TULO

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

El propósito de este capítulo, es el de presentar algunos -

resultados básicos sobre espacios vectoriales topológicos, los cua

les nos serviran en la posterior construcción de un cálculo dife--

rencial sobre dicho tipo de espacios, Los primeros teoremas los -

haremos para espacios vectoriales topológicos sobre un campo valua

do no discreto K, mientras que 	 los teoremas relativos a metriza---

ción de espacios vectoriales topológicos los haremos para e.v.t. -

sobre	 los reales (de a qui	 en adelante usaremos e.v.t. para denotar

espacio topológico vectorial).

El último teorema de este capítulo nos da una manera siste-

mática de construir e.v.t, no metrizables que son sobre los cuales

tendrá interés nuestra teoría, pues habremos que recurrir tnnicenen

te e	 las propiedades netamente topológicas del espacio para cons-

truir una teoría de la	 diferenciación.

Primeramente daremos algunas definiciones para aclarar la -

terminología a usar.

DEFINICION 311.- Un campo	 K se dice valuado si existe una función-

( I tal que:

I	 I	 K	 9:5

lx1 =	 O si	 y solo si x = O

lx+yl	 Ixl+lyl	 x,y	 I<

Ixyl = IxIly1	 7,..1

A la función I I se le llama comunmente valor ab-
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soluto y genera una métrica sobre K así d(x,y) =

= lx-yl. El campo valuado K se llama no-discreto-

si la métrica es, tal cine la topología generada es-

distinto de la discreta (equivalente esto (l'Hm o

que el rango de l 1 sea distinto de }(Orfl/:

Vn campo voluodo no--discreto es necesariamente in-

finito.

DEFINICION 312.-11n espacio vectorial t_po l ógico c.ebre un canoa va-

luado V (e.v,t. sobre K) es una parejo (L,T) don-

de L es un espacio vectorial topológico sobro U. y

1- una topología sobre L, donde además se satLsfa--

cen los siguientes postuladosi

11- 1) La función +: L x	 L; +	 ( x p y) = x+y es

contínua en la topología producto correspondiente.

LT 2) La función .1 K x L--7) L;	 (arx) = ex es

contínua en la topología producto sobre K x V,

Los postulados para e.t.v. nos llevan directamente a la con

tinuidad de la función (x,y)---5 x - y.

Sea L un e.t.v. sobre K.	 Entonces:

Para cada x o C L y cada (710 :1K se tiene que si

O, entonces la función 1- (x) = x o +r o x es -

un homeomorfismo de L en L. Si(), = 1 a T se le -

llama traslación.

Demostración.- Claramente 1- (x) =x+rx es contí

nua como consecuencia de los postulados 1T1) y LT2)
ae	 ri

para e.v.t., además como	 T (x) = i20 (x--x 0 ), los --
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mismos postulados nos llevan a la continuidad de -

T . Lo anterior implica que 1 es un homeomorfis--

MO.

El anterior teorema es de suma importancia en el siguiente-

sentido: Si A es una vecindad de x.6 L,	 entonces A= x. + V donde

V es una vecindad de cero en L y viceversa si V es una vecindad de

cero, entonces x.+V es una vecindad de x o . Lo anterior implica --

que basta conocer el filtro de las vecindades de cero para conocer

las vecindades de cualquier punto x. de L. A este tipo de topolo-

gías se les llama topologías invariantes bajo traslaciones.

DEFINICION 312.-Sea L un e.v.t. Diremos que A c 1 absorbe a B si -

existe t o e I< tal que BCtA siempre que Itl 3 It.l.

Un subconjunto	 U de L se dice radial si absorLe a

cualquier subconjunto finito de L.

DEFINICION 313.-Un subconjunto C de L e.v.t. lo llamaremos circu-

lar si {C c C V l 'O É.	 •

TEOREMA 312.-	 Una topología T sobre un espacio vectorial L sobre

PC satisface los postulados LT1 y LT2 si y solo-

si T es invariante bajo traslaciones y además el -

filtro de las vecindades de cero ti o posee una ba-

se £3 con las propiedades.

Para cada	 V 6 33 existe tfe.11 0" tr

i i)	 Cada V c 3 es radial y circular.
iii)	 Existe í	 K con	 O C ItI < 1 tal que \lo 2

implica 	 V €	 .
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Demostración.- Probaremos primero que en un e.t.v.

L existe una tal base /3 para el filtro de las ve-

cindades de cero. Construyamosla así: sea ur??.)

( Yo el

existe

filtro de les vecindades de cero en L),

ur u o y	 tal que trie,V3	 c. de

bido al postulado 1T2.

Entonces sea V vy = Ulti7 1 I t 1 �t C 11 y sea B
=	 t'7 C. 14..0

Es Here oue t0 es una base para 7(1 0 pues cada ele-

mento de 110 contiene un elemento de [3; además se

cumplen los	 postulados para base filtrante.

Obviamente P	 es circular pues /3V	 =p11 .1 t17 I Itl c7:
k •

. u .pfi r	 re,e5	 1111 1' A	 - .̀5 Al f (1 7,	 -4,

Además es claramente radial	 pues si	 A es un subconjunto fi-

nito de L, sea x o c A, por el	 postulado LT2, dado V yv existe Cno

tal que tx o C V" k./-	 !ti	 e e, 1, lo que implica x o ctV I:J ./ si

it - 'I	 \--5i	 e'	 !ti	 lo que nos	 lleva a V-1 0 cV•l

x o E Ne V" , es decir Vvy	 es radial pues esto se extiende para ca-

da elemento de A.

Ahora demostraremos que para cada Vy, ci7 existe 7,-C-571)
con 17+ Vr c V , ésto es claro pues dado	 V w 	por LT1, existe

7.40 tal que	 X + )C C.	 V" y entonces existe V r C -17? con

>1. , lo que implica que \in +v, C v,,	 que es lo que Que-

ríamos probar.

Para demostrar iii) hasta hacer notar que como K es no dis-

creto existe	 !ti ,C	 1	 y como I; es circular, se tiene Que -- c

t V t9 e .../t para toda Vv_f e 23.	 7
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El	 que la topología sea	 invariante bajo traslaciones ya se-

probó en el teorema anterior.

Reciprocamente, si	 1. es un	 espacio vectorial y 1 - una tepole,

ola	 invariante bajo traslaciones definida sobre 	 L e	la cual	 posee

una base fi para U n con las características dadas por el 	 teorema,-

demostraremos que se verifican 	 los postulados 1T1 y LT2.

Es	 claro que 17 	 4- VI V 	 ?v x0	 es una base para	 V/,s

demostraremos que + (x,y)	 x + y es continua. Sea	 U E Uro-I- yo

ra>	 IV = x o + y o + V	 con	 V e ..13 y entonces existe 7c 13 tal
'	 e	 '-	 .

.	 ty c 1.,	 5-,que 17P + 
e	

y entonces	 U x o + y o + Va + Ve y VI n (:,, -	 9-!-- 8

+ ( y o + Ve) entonces x o + Ve C 1-17. :o -	
yo + Ve C Uy	 lo que im--V

plica que LT1 se cumple.

Para probar le continuidad de .(t,x) = t x, sea t o C K y

L;	 si W C	 c7-1x o entonces kni = t o x o + V con V C.: e)	 r por

otro lado tx = t o x o + t (x-x o ) + ( t-to)

	

•0	 procuraremos encen---

trar vecindades de t o y de x o teles que bajo	 la función producto-

enterior caigan dentro de VI.

Pr i meramente como	 V C- 13 existe Z c. -1.3 con	 7.r +	 r C.

COMO	 r CO radia l existe L 7 C ta I	 que si	 I t-t o I 5• C	 se tic

ne que (t-t o ) x o c tr ti It-t o I e e	 , y por otra parte sea:
e

Cc ha !	 y sea LE C /V	 tal	 que	 Ir 
n 

I	 .,	 !te! + C

Sea	 R = lall til entonces	 t(x-x o )C t1a n tr	 si x-x o c n.  y co

t— -I

1710	 iti..'C- It o I 4-	 e .fi na l	 se tiene que	 t(x-x o ) C U r	 para -

toda 1-tc 4,1",, -1. rt-) 1 7 y entonces si 7.I. C: >lo ÷ ren TT	 y	 I t^t o i 1:: e

entonces	 tx. C t o x o + V	 lo que prueba que LT2	 se cum•-

pie.
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3.2 METRIZACION DE ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

Con el	 propósito de exhibir espacios vectoriales no-metriza

bles y por lo tanto no normados, daremos esta vez un resultado que

nos permite conocer condiciones necesarias y suficientes paro

trizar espacios vectoriales topológicos sobre los reales. 	 Lo im--

portancia de este tipo de espacios, radica en que para construír -

un cálculo diferencial	 sobre	 ellos, se tendrá que recurrir única--

mente a sus propiedades netamente topológicas y no a su métrica ni

a su carácter normado.

Haremos aqui también una breve discusión sobre e.t.v. pro--

dueto.

TEOREMA 321.- Un e.t.v. sobre 	 los reales y de Hausdorff es metriza

ble	 si	 y solo	 si posee una base numerable del fil-

tro de las vecindades de cero. En tal caso existe -

una función	 I	 1 : L
	

tal que:

Itl �L: 1 :=2:›Itx1 e-	 Ixl	 x e

Ix+yl	 lx!	 1y1	 "V >ce'1

lx1 =	 O	 si	 y solo si	 x=0

La métrica d(x,y) =	 lx-yl genera la topolo-

gia de L.

Demostración.- Sea L un e.t.v. de Hausdorff el cual-

posee una base numerable. del filtro 	 de las ve-

cindades de cero.

A partir de esta base O. es posible construír una -
t.-.

base J5 tal	 que sea radial	 y circular y además posea

la propiedad de que si 	 V (1 .5 entonces existe UC-(5



con 17+717(1V. El teorema 311 anterior,	 asegura-
r'

y da la forma de construfr la tal base

CTI claramente es numerable y sea jr-'	 gmcfl:
c.

.?
construyamos a partir de j2 la siguiente hose:

El conjunto de	 las vecindades abiertos de cero se-

puede partir en clases al, asi: A vecindad abier-
ta de cero está en 6; 7 si lt n G A. Tomemos un retire

sentante de cada clase y construyamos lo siguiente

coleccijn -(°) =	 1-gC PI	 SO.-1 Vo

el elemento de C72 contenido én A n ,	 para este ele-
mento existe Fig n G 2 2 tal que Ç. 	 + Ft,	 e, V e ;

es claro que Ez r n n A, es una vecindad de cero y -
por lo tanto contiene a un elemento V, de	 ,;)	 con

V., C	 A,	 además	 Vne +	 Vr, c..1. V e .	 Poro	 At?,

repitamos el proceso y obtengamos V.,	 y así sea-:

13 = 4 V,, obtenidos mediante el proceso	 enteríorl,n

Es claro que,(} es una base-- 11	 y ademas, se --

cum p le que	 V
.h!'e 

4-	 V/ 11+ I	 C: V 1,

Para cada subconjunto H no vario y finito de naturales,

finamos la vecindad circular V F1	 como:

V = 21, V	 y definamos el n6mero real 1-11
i"C ti	 Vfl C

Lo anterior implica	 que:

(1)	 P M Z, 2	 V71	 >	 < H _Tez> V t_Js G	 V tn.,	 donde

N.^..n 4 1-1 significa	 \4L t-t ‘1,1 Ur.	 /-1•

Definamos la función real	 I !	 L	 n



I xl =

rI nf.	 Pti	 x c_ V„

j

1	 si x	 Vel V H.

si x es elemento de algán -
V " .

Es claro  que e!	 rango de esta función está contenida en

FP O .
Como cada	 V El	 es	 circular,  entonces si	 11.1

	 y	 si

x 6 V	 entonces	 txc VII y I x 1 •"7„, Itx1	 !o que prueba i

Demostraremos ahora que se cumple	 la desigualdad del trián-

galo:

Si	 1 xl	 1 y 1 ?71• 1	 entonces claramente 1 x+y c.-. 1 x.1 -1- HH

Ahora, si	 lx1 -4- I yl fa:. i r sea. 711 c) un real tal que	 H!

lid -1 2 Cr, e.- 1;	 existen entonces subcen,iuntos no y ac i os y	 finitos

H, V, de natura l es tal es nue x Vc- / r y C. ve. 	 r nr

Pu  ¿. 1 y! + C.—	 Como	 P	 + Pe,	 1	 entone es exi ste un subconjunto -

'finito Pi de naturales	 tal que P	 = p. --	 y M ti ene	 prop;

dad V" 4-	 C	 Se sinue	 entonces	 y C 11t	 y x+ ) , t.:

Pul 	 Pt- 	 lxl	 lyi	 2 C, .

Lo	 que prueba	 a desigualdad del	 tr ángel lo.

	

Para cada r.'2",	 r sea	 dfxC I.	 I x	 tr.7. r 7; r entonces es

c I aro que S	 (ti 	 )c v t , C-	 cr_ /N )	 ( ) pues, r re , me re—

mente 1/y; (1i S.,-n	 es obvio pues	 si	 xC V.,t,	 entonces lx 1

Por otro lado	 si	 1 x 1	 2	 entonces existe il tal nue ,r\fit

Y	 rt.,1
	

2	 y por (11 se tiene  q,le	 y C. V.z,,
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De	 la relación 2 es	 claro que iií) se verifica pues como L

es de Hausdorff entonces si x = O , esto implica xtn 4 Vn :nc‘11

y entonces iii) es	 inmediato a partir de ésto.	 Mas eón,	 (2) mues-

tra que la familia 4, s,	 e-po	 es una base de vecindades de cc
ro; como además la topología inducida por la métrica d(x y) =

-yl es invariante bajo traslaciones pues T(x) = x o	x es un ho

meomorfismo y entonces por el teorema anterior se verifica iv).

Hay que hacer notar que	 los postulados para una métrica co-

. mo son IxI = I-xl	 y lx1 --O	 para toda xtZL son cumplidos por -

nuestra función aqui definida pues	 si	 !ti Ct. 1	 implica	 Itml �:Iml

	

xe.L, entonces se tiene	 1-xl G lx1	 y lx1 t 1-xl	 1ml =1•m!

y además	 OS lx1	 1-xl = 21x1	 implica	 lx1 717, O.

Wi

iN

df
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3.3	 ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOG1COS PRODUCTO.

Sea P.	 -1 una familia de espaci os vectoriales topo-

1 ón i cos sobro U.	 El producto cortes i ano L 	 (1( Lt: con

,,
)	 ;I • f(t) (7, Lt". 1	 es un espacio vecto---

ce 71.

rial topológico sobre R con las operaciones:

+ (fin) = f + n	 con ( f+ 9)(L) = f(L) + 90

° (t,f) =	 t f	 con (t f)(t) = tf(t.)

y con le topología producto sobre	 1.

Demostraremos que efectivamente es un e.v.t. viendo que se--

cumple LT1 y LT2.

Sea A una vecindad abierta de f	 o,	 entonces:

A =	 i(
o	

	(rir,. 	 /
J	 P

ron	 la i-6sima fun -

ción proyección T ir- enjerto en
Entonces:

f + g
77 -5 (7T \

para alguna A

entonces	 f(1: ) +	 ca,.•-



Entonces:

11.1. )G A
¿"D

= 1,

cindad de f(j)

entonces:

y entonces existe	 .>	 y V t.; ve--

tal nue tVI, c. Utlhtl/7=
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f (i)	 9Wer- 1-c: ¿$ 1 ,2, 	 	 y entonces exis
f(t) y g(i) respectivamente tales que

pues	 I. t: es	 epv.t,

lo que prueba la	 continuidad de la suma.

Ahora si A es una vecindad abierta de tf , entonces:

t15.
-

Sea A =	 1/;)	 entonces tf(i)C 14:
•	 tclJc•-)

cp.n

ten vecindades V	 v 1/2 • de

V 6* ±	 C

-- e rg -- t13)1

lo que prueba que LT2 se cumple y L es un e.v.t.

TEOREMA 331.- Sea	 i, F 1" 1
metrizahle.	 El producto cartesiano	 t

t:6711-

una familia de e.v.t. sobre
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metrizable si y solo si 1 es numerable.

Para probar este importante probemos mejor éste:

TEOREMA 332.- Sea í L,, c 6 1 5 	 una familia de e.v.t. tales que-
cada L. t. posee una base numerable para el filtro -

de las vecindades de cero. Entonces el producto --

cartesiano 1-71 4:	 posee una base numerable para el
¿Cr

filtro lto de las vecindades de cero Si y solo si 	 -
todos menos un número numerable de espacios L: son-

indiscretos.

Demostración.- Supongamos que (3 es un subconjunto-

numerable de .r de tal manera que Lz es indiscreto-

para C E I- 13	 y que .)C E L 4: • Para cada CE:r

escojamos una base numerable 33,: del sistema de ve-

cindades de cero de Le. Entonces tomemos 53 =
5%; ( E ][ ES	 . Consideremos	 la familia de to-

das	 las intersecciones finitas de subconjuntos de
I	

-
"-,

la forma II: ( In para i E 1: y VE B1 , ésta
es claramente numerable pues P -1M= 7Tit :4.115

. Pero la familia de las interseccio-

nes finitas es una base para el sistema de las ve-

cindades de cero y entonces Triss., posee una base.

¿iI

	

Probemos el converso. Supongamos que C3	 es un subconjunto
no-numerable de 31 tal que para cada 1.:€1.- 13 existe una vecindad

de cero en Le la cual es un subconjunto propio de Le , y suponga
mos que existe una base numerable S' para 26 en TTL e . Cede-

r'	 ¿as
miembro Ir de	 contiene un miembro de la base definidora de la

numerable.
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topología producto y entonces	 P c,(F) = L " salvo para un nume-

ro finito de elementos de B.

.Como 13 es no-numerable,	 existe un elemento " de B tal --

-'
que P t (0 = Lo. para cada rzc / . Pero existe una vecindad -
V de cero tal que es un subconjunto propio de Lo, y claramente --

-o
ningún miembro de	 es tal que es un subconjunto de Pn. (v).

Contradicción. Este teorema y el teorema 521 demuestran el teore-

ma 331. Este teorema nos enseña e construir espacios vectorieles-

topol6gicos ro-metrizebles.

Ejemplos:

0	 1
¿ea

je) TT
¿ea

(17fl	 Ali C.' ( C	 ,rv.t))/1 !-P(1,-)1	 re ni

- rekst,l,	
'°-1

oi

YI

1
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CAPITULO	 IV

CALCULO DIFERENCIAL SOBRE ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

En este importante capitulo daremos la construcción de un

cálculo diferencial sobre espacios vectoriales fonológicos, res---

tringióndonos a espacios vectoriales topológicos sobre los reales--

y de Hausdorff. A pesar de estas restricciones la teoría se puede

extender sin mover prob l ema a espacios vectoriales tepo!jg¡eor, so-

bre campos valuados no-discretos; sin embargo en este ceso le hoce

mos para e.vrtr sobre	 les reales pues este caso da claramente lo -

pausa a seguir.

Lo imoortente de nuestra construcción és que, además de ser

una generalixeción del cálculo diferencio ! sobre espacios vec±nria.

les normados conserva para los ervrtr todos aquellos resultados --

fundamentales del	 cálculo diferencial como veremos luego.

Emne7oremos el	 capítulo con lo eue llamaremos funciones 	 ---

error, las cuales nos definen el concepto de "oproximocón" de furi

ciones con el cual construiremos nuestro Cálculo diferencial.	 In-

definición de función	 error nos perece clero en cuanto o que se dn

fine como tal, una función ene "tiende" más ranido e cero de como-

lo hace su variable.	 En este nuestro caso pedimos que la vorioble

tienda a cero por medio de una sucesión real convergente a cero.

En este capítulo e.vrt, siempre denotará espacios vectoria-

les -fonológicos sobre	 los venles y de llausdorff,

YI

4?

J'

p

tu
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4.1	 FUNCIONES ERROR.

DEFINICION 410.- Sea L un e.v.t. Una sucesión generalizada hpil
sobre un conjunto dirigido D la llamaremos ecc t n

da si para toda	 sucesión generalizada l tp -1,), de ron
les sobre el mismo conjunto dirigido D y tal que-

es convergente a cero, se tiene que Itphp .1 1 es --

también convergente a cero.

DEFINICION 411.- Sean L, M e.v.t.	 Sea V 	 L --J-Jr1 una función. 1)1_

remos que 1 es una función 	 error, si la Función

(1 a P x 1	 M
U

1 t

n (t,h) —
-1-,7 

o

r(th) si	 o

si t = O

•

IiW

'1*

;

es tal que si hp\ es una sucesión acotada y ---

Itpk una sucesión generalizada de reales convcr_

gentes a cero y sobré el mismo conjunto diri g ido-

D, entonces:

lim	 (1 (tp,hp) = 0
re-D

Las funciones error son aquellas que tienden "más rá p ido" -

a cero de como lo hace su variable, esto es claro intuitivamente.

Es de hacer notar que si t, es una fuhción error entonces --

7(0) = O. Esto es claro pues si consideramos la sucesión acotada

4, 0\ entonces

	

Lim	 Y. (0)
- - - = O

	

CGT)	 t- n

ru



para toda sucesión ttp‘mede reales sobre el conjun

to dirigido D y esto claramente nos lleva a que --

V(0)

TEOREMA 411.- Sean 1.,M e.v.t. Si re y rt son funciones error, -

entonces también lo es la 	 función V.s= 0,1;1±

Demostración.- la función_	 R x L	 M es

tal quer

re1\76(")	 krz(th)1	 si t

(t,h)

4
j O si t.= o

y claramente si ,Ihpi es una sucesión acotada y --

tp #1 	una sucesión de reales sobre el mismo conjun

to dirigido D convergente a cero, entoncesP

lim	 (1, (tp.hp) =
p617

TEOREMA 412.- Sean L,M,N	 e.v.t.	 M	 una función error

y	 M	 N una función lineal continua. Enton—

ces la función composición .e.or :	 N es tam-

bién una función error.

Demostración,- Construyamosx L	 N
;Cota

r e
1

(t h)
toP‘	 10

r (t h )	 s i t 74 O

si t = O

(11
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Entonces:

q (tifo-
'Po t-

Z (th))	 si t

o	 ni	 t = 0

y si Ihp‘	 y (tia\	 son	 sucesiones generalizadas-

en e! sentido do	 le	 definición 411, entonces:

lim	 9	 (tp,hp) = O	 pues e es continua.
en

TEOREMA 413.- Sean 1,M	 e.v.t.,	 : L	 M. Si‘res una función-

error lineal, entonces X° = O.

Demostración,- Sea	 bel	 entonces la sucesión kl111=
=4 h\	 es una sucesión acotada y entonces

O = Hm	 ----
tp	

(tph) =	 Iim"Y"' (h) = ti (h)
D	 r,

4.2	 DIFERENCIABILIDAD EN	 ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOG!COS DE FUN-

CIONES CONTINUAS.

DEFINICION	 421 Sean L,M	 e.v.t.	 f: A--27,M, A un abierto de 1, -

f una función contínua.	 Diremos que f es diferen-

ciable	 en	 1.!C. A si	 existe	 una función ‹ tal nue:

)	 -C,	 -t7 M

es	 lineal y	 contínua

La función	 r	 M con y (h) = f(x+h) -

f (x) -4„(h)	 es una función error,
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En caso de existir llamaremos a	 :la diferencial-

de f en x y denotaremos por df(x,t) a la diferen

cial de f. en x valuada en t.

TEOREMA 421.-	 Sean L,M e.v.t. Si f función continua en difc--

renciable en x entonces la diferencial 	 es única,

Demostración.- Supongamos que existen 2 funciones

lineales -e, y {7 2, que cumplen	 con la definición-

421.	 Es decir: Irt (h) = f(x+h)	 f(x)	 117,01)	 y

	

V:,(11) = f ( x+h )	 -	 f(x)

son funciones error. Esto nos	 lleva a que

= L - .e 2, y entonces 1:. - V' 	 una función error-

lineal lo QUe implica nue 1.;= 

A partir de la definición de diferenciabilidad en 	 un punto-

es claro que, la función constante y todo función 	 lineal	 son dife-

renciables en cada punto de su dominio.

TEOREMA 422.- Sea f una función contínua	 f: L	 M P
	M e.

v,t.	 Sea 1. 4 . un vector en L,	 entonces	 definiremos

la derivada direccional de f 	 en x en la dirección

el-,COMO el siguiente !imite en caso de (loe exis--

ta

I im	 f( x-tt	 f( x )__
t 7 O

y la denotaremos	 Dej(x).

TEOREMA.-
	 Sea f: L--7,M continua y diferenciable en x, ri

U., es un vector de L entonces f posee derivada -

direccional en x en la dirección 	 y p t..,-f ( x ) = df
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Demostración.- Como f es diferenciable en x enton-

ces: \f(h) = f(x+h ) - f(x ) - df ( x,h ) es una fun-

ción error y entonces como Itt' S es una sucesión --
acotada,	 entonces para toda sucesión generalizada-

jite 'S de reales convergente a cero, se tiene:

1
lim 

t	
ff(x+t U)	 f(x)	 df(x,trit)1	 = O

y entonces

lim	
r	

[f(x+tptt) - f(x)3 = df(x,PL).
.2)t

re9

A las derivadas direccionales en la dirección de -

	

los elementos de le base 	 las llamaremos derivadas parciales.

Antes de enunciar y demostrar el importante resul-

tado que se refiere a diferenciación de funciones compuestas, hare

mos notar que nuestra definición es una generalización del-concep-•.

to de diferenciabilidad para funciones continuas sobré especies --

vectoriales normados.

Sea f: N -=',M una función contínua, N,M c.v. --

normados. Si f es diferenciable en x, entonces existe una función

lineal en su segunda variable tal que:

lim	 II f(x+h) - f(x) - df(xjb)11

h 
yo	 11 h 

O 

Demostraremos que le función r : N --ti M con (h)=
= f(x+h)	 f(x) - df(x,h) es una función error.

40
Sea la función Ct • k	 N --) M:
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11

- 4 3 -
1?	 1

ri
1"

t	
. (th) si t	 o

7 (t,h) =

si	 t = O

Sean !he/	 y {te l	 dos sucesiones con	 las caracte

rísticas dadas en la definición 411.	 Entonces:

II	
u 	 t e 	hp n	 si he	 oIl(ta l	-  	 heY r

y entonces	 I im	 II 9.(tp,h r )11	 = O	 pues como -
ni)

1 in, ti	 (t p Ite_)II	 o	 y {11 (3'1	 es una	 sucesión —
NI)	 II t e hen

acotada por la continuidad de la norma tenemos que

p*D

Esto prueba que si f es di ferenciable en el senti-
..

do de Frechet también 	 lo es en el nuestro y viceversa, sea si f:

N —7 M e.v.11 cumple con la definición 421 en x entonces si ---

x I, —, O se ti ene que II x n11 —, O	 y como	 xt.	 1 con

	

II	 x	 11	 )

IIX-nit*0 es una sucesión acotada en el sentido de la definición --

411, tenemos que:

i	 O	 im	 II V.--(251511j--	 lo	 que-
11	 x	 11	 xn 11

x v.--> o
4

implica que f	 es Frechet diferenciahle.

Jim nq.(t r hr)n = o
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4,3 
DIFERENCIACION DE FUNCIONES COMPUESTAS.

Antes de enuncia r y demostra r el importante teorema sob re

diferenciación de funciones compuestas, daremos un breve lema

nos seré de utilida d después.

LEMA 431•-
Sean L,M,N e.v•t. 	

r : L --).M una función erro

L	
M una función lineal continua y ;;M-7-,

una función error	 Entonces
V 	 es una --

función error.

Demostración.- Sea
	 : R x	 )

(1 (t,h) =
)

(e+Y;) (th) si t 74 O

si t = O

.;.

entonces si the12 y Ite-‘ son sucesiones con les-

características de los pedidos en la definición 411- •

Entonces:	
. .. '	 .

a (tp,hp) =
vrtoLC-t-cili

1 YY( hp)+1;(trylt
si t

117(3 Nrt ft e (? (h	 -ti;	 (t r he ?)

	Ahora consideremOs lasucesión generalizada 
)	 11

+ 4,t(tpho esta es acotada pues si Ibp
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es una sucesión de reales convergente a cero enton
- 	.

ces:

be tisis	 1-e. (beho÷ b e kry-, (te hr )5 y esta

claramenteconvergeatero pues .e es continua
neal y	 es funci -ón error.

Entonces tenemos que:

Cf (tmhp) = í—
r 	

i. teee(ho	 re	 h
te	 e P.

y como V-2 es función error 	 tenemos que:

lim	 (te,hr) = lim	 Vittree(hr»	 (t,„e	 frre r 11-zewri)

he)] = 0

TEOREMA 431.-	 Sean las funciones f: L 	 M y g: M

e.7v.t". EntOnce-s si f es diferenciable en xel. y

g es diferenciable en f(x)	 entonces o o f es dife-

renciable en x

d(g o f)(x,t) = dg(f(x),	 df(x,t))

Demostración.- Como f es -diferenciable en x enton

ces la función ti: L	 M

r(h) = F(x+h) - f(x) - df(x,h) es una función

error.

Como g es diferenciable en f(x) entonces	 N

y,



son funciones error por el teorema .412(h))
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yi(w) = g(f(x)± K))	 (-(x)) - dg(f(x) K

una función error.

(g o f)(x+h) = g(f(x+h)) = g(f(x)+df(x,h) + Ni(h))=

= g(f(x)) + r2 (df(x,h) + Irt (h)) + dg(f(x),df(x,h))+

+ dg(f(x), Y; (h))

y como las funciones Y/ (df(x,h) +1;(h)) y dg(f(x)

el lema anterior, entonces la función lineal

dg(f(x), df(x,h)) es la diferencial de g o f en
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CAPITULO

En este capítulo enunciaremos y demostraremos el importantí

simo Teorema del	 valor medio,	 donde el valor de una función con va

lores sobre un e.v.t. será estimado por medio de su diferencial.

Como no se tiene una norma 	 lo formularemos por medio de un conjun-

to convexo,	 lo cual es más ventajoso.

Al final de este capítulo haremos una breve discusión de es

te importante teorema.

	

TECUJIMA DEL VALOR MEDIO	 •

Sea f: Cá,b)	 L,	 un e.v.t., localmente convexo y g:

ra,b)	 y g continuas. Sea S un subconjunto cerrado y --

convexo de L conteniendo a cero y sea P un subconjunto numerable -

de [a,b)	 tal que f y q son difel, enciables en cada te &eh) -D

y además se tiene:

df(t,x) e	 g'(t,x) ° B	 t 4. ra,b) -D

Además	 S G t	 g(s) < g(t)

Teorema.- dejo las anteriores 	 hipótesis.

f ( h )	 - f ( a ) á ( g ( b ) -	 g(a))-

Demostración.- Consideremos el•caso

a = O, g(0) = 0,	 f(0) = O	 y	 oeB	 y reduzcamos a és--
te el caso general así:

Sea	 I, e S un punto fijo y definamos

a t = O, 13 1 = h-a,	 u ,	( t) = g (t+a) - g (a)	 t e Cap,



Obviamente 1	 O pues d G I se cumple la condición por
vacuidad.
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f (t) = f(t+a) - f(a) - 9, (t) ni9

e = B- p.

para t e ro,ba

Demostraremos que	 la val idez de las condiciones dadas arri-

ba sobre	 a, b, g, f y Q	 implica la val idez de las mismas sobre -

a e , b , , g e	 ,	 fe , Be

g;	 (t) = g'(t + a)

df l (t,h) = df(t + a,	 h)	 - g'(t + a)	 y como

df (t,h) c g' (t,h) 6 Q	 V t E ra,b3--D, entonces

df i (t,h)e	 9'(t + a,h) • g - g' (t+a) 	 o /49 = g is (t,h)" Be

Además de que	 B	 es convexo y cerrado también.

Entonces si	 f	 (be)) C	 g(b e ) o B E	 nos l leva a que

f ( b )	 f(a) - ( g (b) - 9( a )) 0 1,2 e: ( g (b)	 g( a))° (3-9

f(b)	 - f(a)C(g(b) - g(a))

Demostraremos entonces el caso especial agregando a 6 la —

condición de que sea una vecindad de cero.

Probemos que	 f(b) C (g(b) + C.b + e) Q para cada E j o .

Sea	 In	 Y. In	 una biyección de tU	 en D y definamos la --

función	 h:	 CO,b)	 f n 	 con

h(s) = g(s) +	 o s	 Z2 "

x	 e., S

Sea	 T. =	 C	 ro,b3	 1	 f(s) e,. h(s) e B para toda 0.53:5":.1,

11.
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Sea K = sup y . Si 05 t c. PC	 entonces existe tsci

con t< t 1	 y entonces 1 =	 It)	 pues K 61.

Demostraremos que f(t< ) G h (tC) o	 B

Si 14 = O no hay nada que probar. Si U. 1> O entonces:

t). e 8 para O	 t ft
h (t)

y como f; es continua y h también por la izquierda,  tenemos-

que:

f ( l). _	 f(!1.) G n
h(t)	 h(E)

pues B es cerrado

lo que implica	 f(K) G h(140 e B.

Como Dt [0,tc3 G. [0, b)

demostraremos que 1< - = b.

CASO 1.- Supongamos que 	 b y kY rrk	 para toda be N, es -

decir  14 es un punto donde se cumple el que df (K,x) (^

(K.) o S.

Entonces

f(t< +h) = f(K) + df(g, h)

9 ( me +h) = q(K) + dg(K,h)

df(M,h) e 9 , ( K)ho E con funciones error.

Y entonces dado 1/2 existe > O	 tal	 que

'a (t) C. 	 C/2 t

error y

B Itl	 G	 Se

y.- In a

pues	 Y1 es una función

I	 im I, 1/4-5-,	 ITte - o
t —*PO

t
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dado g/2 existe	 (5,	 O	 tal	 que

V-2,(t) C g/2 t o con 1 0.r_ ei	 v	 , es de-

c i r:

1I-2 (t)1	 e/2 itl	 kf	 Iti 517

Sea ahora	 = miní	 ,St , h - bel , entonces para toda cl

con O	 -c , tenemos

f(	 ) = f(le) + df(t!„Ç,I, ) + Ye 	 (9) C
C	 h(K) °	 + g i (t,),a	 + E /2 %.1- e	 =

= h(tc.)	 +	 g (tt+ )	 9(I!)	 -	 (fp )	 B + C729-a
u

como los coeficientes	 h(M), g(IC
	

ft) - 9(14 -	 r--; ( 4? )	 9 011)-52

Y /2° - 	 son no negapvos y como B es convexo, entonces

si u,v,w	 O	 u R + vB + w8	 G (u+v+w) B pues	 ub, +

+ vb o	 (u+v) 8ya que	 ub, + vb y	 es un elemento del -

segmento que une	 (u + v) 1) 1 	con	 (u+v) by pues ub i + vbz =

y ) b e	+ (1 -	 (u + v)	 y enton-- u + v

ces ub, + vb a = b * con	 b * 	G	 uB+vB y ahora ub e + vb, + wb ? =

= b4 + wbg	 y este es analogamente un elemento de (u+v+w) R.

Entonces tenemos:

f ( tC±	 ) e (h(K) + 9(k+ .12-) - 9(k)	 - )1-2(?) + 1/2 51- )	 e B

= (n(v..+ Q. ) + E T 2 "+ C	 -	 + e/2	 ) o R
xn d. (4

c (g(t<+ I . ) +e Z 2 n+ e(IG+ 44)) ñ =

Sne.t4+1;



= h(e‹+ 51) o

ya que E	 2-v/ > 4-2-"
atta G 14-551	 nti e E

pues IY;(q)1 ¿ a/2 9,	 y

y - ;€1) + //2 El -;17 o

- 1/2 5 -v yi (? ) .e C/2 Cr.

Se ti ene además que f(s) E h(s) B V O t b 	 +

entonces ¡V.+	 C- I contra ,' i c i endo I a definición de tt co-

mo el supremum.

Esto muestra que este caso no es posible.

CASO -2.- Sea tr< e- ID y	 V.. = r„ para a I puna Int; . Como f es --

continua en X tn existe	 e	 O con f (5/) -f (C4C 17/2. P:12 n
.• „_;	 para	 l<7	 -hl

Aná I a-gamente como

con:

Cr;

9 es continua y monótona, existe

9e7 -	 9(e.0 2." hr) para	 ie.

Sea

ro

5 = min

IK .4- 9G t¿4-

r)9,2 b- dC ,	 entonces se tiene pa—

«59 = (f4) - f( 1-1) + f(?)

e	 -4c /2 2 "B +

L ,2	 _/ 2 2	 13 + ( (IC) +	 + e Z 2-1-1 ) e
X. y% e. fe-

(1-)(Çp -E “3+	 - "
,N, 4 V..

c ( g (i) + e 1. ± 	 2-	 )3
ra

c,	
	 •

Jrt, d e‘.

C h(q) o

Contrario a la hipótesis de nue tetera el sup. Entonces-

K



- 52-

PARTE 3.- Demostraremos ahora que 	 f(b)	 g(b)0 B.

si	 g(b) yl O	 entonces teniendo en cuenta que B es ce-
rrado y haciendo	 G	 O	 se tiene

f1111 = lim	 f(b) 
9(b)	 4-90 9(3) +	 B

e -7 o

En el caso de que g(b) = O, entonces g(t) = O para to-

da t CrO o b:% y entonces df(t,x) = O V tOto,17-1 -D

Sea C una vecindad convexa, cerrada de cero, entonces --

las hipótesis del teorema se mantienen remplazando B por

C y entonces por la parte 2 se tiene:

f(b) E (rb +	
feb)

C 6	 -C+

como- el espacio es de Hausdorff se tiene entonces que --

f(13) 
1 

_ o
b 

lo que implica que f(b) = O pues pc, B.

PARTE 4.- En esta parte trataremos de eliminar la hipótesis de que

B sea una vecindad de cero.

En el caso que q(h) = O, entonces f(h) = O y ciertamen

te f(b) C g(b) • B.

En el caso g(b)	 O. Supongamos que Z = f(b)
g(b)

•

donde B es un cerrado convexo pero no una vecindad de ce

ro. Como B es cerrado escojamos una vecindad Ti de Z-

tal que tr /1 6 =	 . Por la continuidad de la suma co-

mo 0-0+ 2 = -3 C tir existe una vecindad V de cero-
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tal que V-V+ Z.0 	 i la topología de L es local-
mente convexa podemos escoger a V convexo.

Ahora ( +	 f 	 + V) = 0. Pues si la intersec-
ción no fuera varia, existirian 	 ,1lye V y bEB --
con -2-+	 = b + Va y b = V; - vt + z. e V-V + e-Cr

contradicción al	 hecho de que U n B = 0.

Entonces Z + V	 es una vecindad ajena de B + V y-

entonces Z	 B + V	 = B*. El conjunto B* es ce-.

rrado, convexo y una vecindad de cero y B*>8.

Entonces las hipótesis del teorema se cumplen para -

B* y se tiene	 f(b) £ g(b) B*, es decir Z B* en-

contradicción con 	 Z 1 B*. Lo que termina la'demos

tración del	 teorema.

EL SADE* DE MIS MIMO
MARA MI DRAMIDEEM

ALTOS ESTUDIOS
BIBLIOTECA
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Sea g: I ---> M, L M e.v.t. . Sea g contínua en"

/todos los puntos del segmento S'que une a con C + h
y sea y diferencieble en todos los puntos de S sal-

vo en un conjunto numerable D de ellos.

Sea 8 un conjunto cerrado y convexo de M y : 1—> M

lineal.

Entonces si

S-D

se tiene que g(a + h) - 9( a ) -e(h) e B.

Demostración.- Consideremos el caso e= o.
Sea f: c0,13	 M	 con f(t) = -g(a + th) ve te

entonces df(t,h) = dg(a + th,h) y como a 4-th gfee

tiene df(t,h) r.	 8	 yr. tt S-D ; entonces vale el-

teorema anterior y f(1)	 f(0)	 que es lo

queríamos probar pues g(a+h) - g(a) e B.

Si	 lo reduciremos al caso anterior introdu---

---) M con p(x) = (x) - 1,(x)

Entonces dp(x,h) = dg(x,h) - g(h) y aplicando el

caso anterior se tiene p(a+h) - P(a) E El	 es de--

cir	 9(e+h ) - 9( a) - ¿( h ) G 8.

El teorema del valor medio que acabamos de probar considera

do para espacios vectoriales normados hasta escoger a 8 como la es

e.v. normados teo-fera unitaria para caer en el que llamamos para

rema del valor medio.



- 55 -

Entre las ventajas de este teorema están la de que no solo-

nos dice que sida velocidad no es "muy grande" entonces el desola

zamiento no lo . es tampoco, sino que adz:n5.z el término "grande" lo-

extiende al hecho de que df(x,h) descanse en mn conjunto con-
.

vexo.

e
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