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E|l célculo diferencial, ataca desde sus principios, el pro-
blema de aproximar una funcidn en una vecindad de un cierto punto-
mediante funciones lineales, dada la sencillez y manusbiiided de -
estas Gitimas. Esta funcidn lincal aproximadora es una buena aprg
ximacidén a la funcidén dada en un sentido bien preciso y ademis de-
que resulta ser dnica y es |lamada la diferencial de la funcién cn
el punto considerado. La definicidén de proximidad de funciocnes en
una vecindad de un punto, nos lleva ademis directamente al concep-
to de tangencia, que en ¢l caso de funciones reales de varias va--—
riables rcales corresponde fielmente al concepto de tangencia que=
en gecometria se tiene.

fn el caso de funciones sobre espacios vectoriales normados
y con valores sobre espacios vectoriales normados, el concepto de~
diferencial y de aproximacibébn o tangencia de funciones se traduce-
satisfactoriamente por medio de la llamada diferencial de Frechet,
la cual valiéndose de las normas sobre los respectivos espacios --
nos da una magnifica generalizacidn del concepto de diferencial --
gue para espacios euclideanos se tenia. (J. Dicudonné “foundations
of modern enalysis”) -

Es bien conocido por otra parte, y ademis s¢ demuestra en -
el Capftulo |l de este trabajo que si se remplazan las normas por-
normas equivalentes, es decir por normas que generan la misma topa
logfa, entonces los conceptos y resultados del cdlculo diferencial
permanecen incaembiables. Todo lo anterior, sugierc directemente -
que los conceptos y resultados del cllculo diferencial sobre espa~
cios normados Gnicamente dependen de las respectivas topologias so
bre los espacios en cuestién y no de las normas que las gencran.

Tomando en cuenta todo fo anterior, construiremos una tco--
ria del célculo diferencial que dnicamente recurra a las propieda-

des topoldgicas de los espacios para proponer las definiciones fun



damentaies de tangencia, aproximacidén v diferencial de funciones y
que ademds sea una buena generalizacidn.

A. Frolicher y W. Bucher en su “Caleulus in vector spaces -
without norm” Springer-Verlag 1966, construyen un cdlculo diferen-
cial para funciones con valores sobre espacios vectoriales pseudo-
topolégicos y con variable sobre espacios vectoriales pseudotopold
gicos, y al hacerlo recurren a la nocién que de convergencia de --
filtros que sobre esec tipo de espacics sec tiene. El cdlculo alli~
construido es una buena generalizacidn del caso normado, ademis =--
que se verifican los resultados més importantes del anélisis.

Los espacios vectoriales pseudotopoldgicos bajo ciertas con
diciones son espacios vectoriales topolégicos (A. Frolicher, V., Bu
cher "Calculus in vector spaces without norm”, R. Flores “Nota so-
bre los espacios vectoriales pscudotepoldgicos” Kevista Sonorense-
de Matemdticas Abril 1070.). Nosotros en nuestro caso construire
mos un cllculo diferencial para funciones con valores y variahle -
sobre espacios vectoriales topoldgicos, pero recurriremos para ===
ello a la nocién de convergencia Moore-Smith que sobre un espacio-
vectorial topoldgice existe, aunque la manera de hacerlo estd suge
rida por la construeccién de Frolicher y Bucher.

Demostraremos que nuestra teoria es una buena generaliza---
cién del caso normade v que satisface los requisitos importantes -
que pide el andlisis. En la teoria para un célculo diferencial so
bre ecpacios de Banach, la norma es usada en dos lugares clave:

i) Se definen f y g, funciones continGas con valores y variable so

bre espacios de Banach como tangentes en x5, St
Liwn YEC0 = Q00 o

ke ¥ — Yol
ii) Se define una norma sobre cl espacio vectorial de las funcio--

nes lineales como ”%H:— SUF {‘!QU"JH E H’Ul:ii

La primera es usada para dar una definicidn apropiada de di



ferencial, y la segunda para dar una definicién de funcicnes k-di-
ferenciables (Ver J, Dieudonné "foundations of modern amalysis™),

En este +rabajo, (nicamente atacaremos cl problema, de dar-
una bucna definicidn de funciones difercnciables para fuccicnes -
con valeres v variable schre cspacies vectoriales tepelégices, ——-
mientras que el problema de detinie topoleaios aprepiadas para cl-
.espacio vectorial de las funciones lincales continuas de uvn c.v.t.
en un c.v,.t., no serd tratado, aunaue crecmos auce puede hacerse de
una mancra natural,

Cabe hacer notar aque la originalidad que se pretende con s
te trabajo cs, ademis de prescntar una exposicidén sistendtica de -
la tcorfa del cdlcula diTcerencial desde el caso real hasta ot cacns
topolbgico vectorial, la de dar una construccidn de vn cdlcoute di-
fercncial para cspacios vectoriales teopoldgices recurricendn a ta -
nocidn de converqgencia Heoore-Smith ane cobere diches cspacios oxie-
te.

La secuencia de la exposicidn serd la siantente:

En el Capitule ! daremeos un breve resumen ded céleulo dife-
rencial, desde Tuncienes rceales de verieble real hasta {uncreonce -
con valores v variahbles sohre espacios vectoriales cuclideanes. En

este capitule, ademis sc procura der definitcioncs apropiladas d

e le
diferencial de una funcidén ove permitan 1 automdticamente acnera-
lizando el concepto come e¢s el caso de los teoremas 117 + 135,

En el Capitulo ! se dd una breve exposicidén del cdlaulo di
ferencial para funciones definidas sobre espaciecs vecteriales neor-
mados y con valores sobre espacios vectoriales normados. Fn esto-
capitulo ademds se hace una breve discusién del teorcma del valer-
medio y sus consccuencias.

En el Capitulo 11} sc hace una breve exposicién de los he--



chos mas importantes sobre los espacios vectoriales topoldgicoes (bg

ses, metrizacién, etc. ) en este capitulo por otra parte se dan e jem

plos de espacios topoldgicos vectoriales puros como son los cspa=---
cios topolégicos vectoriales no normados y se dan también cjemplos-
de espacios topoldgicos vectoriales no metrizables.

En el Capitulo IV se da una definiciédn de diferencial y de -
tangencia de funciones con valores en e.t.v., y de variable sobre e,
t.v., ademds se demuestran los teoremas relativos al Aalgebra de di-

ferenciales asi como la |lamada regla de cadena; ademis que se de=-~

muestra que es una generalizacidn de todas las anteriores definicio

nes,

En el Capitulo V se demuestra el |lamado teorema fundamental
del célculo diferencial dada su utilidad al péobar otros bisicos -2
sultados del cidlculo diferencial. Inturtivamente el da una cstima-

cidén de la diferencia entre los puntos finales del movimiento de un
punto en un espacio vectorial por medio de la velocidad, la estima~
cidn se hace por medio de un conjunte convexo. En el caso normado-
el teorema nos lieva a la vya conocida estimacién por medio de la =-
norma como lo hace Dieudonné siempre que tomemos como el conjunto -
convexo a la vecindad cerrada unitaria. Pero tomando otros subcon-
juntos convexos se obticne mis informacidn que la dada por el caso-
cl&sico.

Adem&s en este capitulo se demuestran algunos corolarios im-

portantes de este Gltimo teorema y se hace una breve discusidn so-=

bre el mismo,
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CAPITULG |

1.1 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES REALES DE UNA VAKIABLE REAL,

Daremos esta vez un hbreve resumen de la teorta de la dife--

renciacidon de funciones reales de una variable real.

DEFINICION 111.- Sea f: (a,b)}=DK y seca x0<1(a,h), Entonces se di-
ce que tiene derivada en »g  si el siguicente fimi-

te existe. lim _f(x) - Flx,}

Nep Mo x = X4

A este limite lo denotaremos por F'(xo) y lo lla-
maremos la derivada de F en x,.
La anterior definicién da lugar a algunos teoremas inmedin-

tos los cuales Unicamente enunciarcmos.

TEOREMA 111.- Si f tiene derivada en un punto x, de (a,b), en--
tonces f es continua en xg .

TEOREMA 112,- Si f v g son funciones definidas en (a,b), enton-
ces en aquelles puntos donde £ y a tienen dertva-
da, las funciones fZ g y fg también tienen deriva
da. Lo anterior también es cierto de f/a en aaue
llos puntos donde al(x) # o.

Fstas derivadas estén dadas asi:
iY.- (FTa) = f%g°
pid.ee (Fa)t = fa' + off

L

iii).= (Ff/a) = {af” ~ Fa") 5 SI al x} # o

TEOREMA 115, - {(kenla de ta cadenal Sea £ continua en un inter-

valo cerradno & v sea F(S) la imagen de S bajie T,
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Sea o definida sobre f{5) v consideremos la fun---
cidén composicidn g o f; sea x, un punto interior -
de S tal que F(xo) es un punto interior de f(S); -
sean T y g derivables en x, y f(x,) respectivamen-

te. Entonces g o f es derivable en x, y (g o f)’

(xo) = a’(fxo}) f7(x,)

g £ R

EN: 9 SeR.

R.

NEFINICION 112.- (Diferenciabitidad de una funcidn) Sea f una fun
cidén real de variable real definida en un abierto
S v tal que es derivable en cada punto de S.

Construyamos {a siouiente funcidn.

df: s xR =R
df (x t) = f'({x) ¢

A la funcién asi definida la |lamaremos la dife--
rencial de F y a dfix_,t) lo liamaremos la dife-
rencial de f en x,.

Llos siguientes tcorcecmas son facilmente probados recurriendo

a los teoremas 112 v 115,




TEOREMA 114.- Si f y g estén definidas en (a,b) v ademis ambas -
son diferenciables en Sel(a,b), entonces las funcio
nes f2 g y fg son también diferenciables en S. Lo
anterior también es cierto de f/a en agquel subcon-

£

junto de £ donde g # 0. Las diferenciales ademis-

estan Jdadas asi:

dh (x,,t) = d f {x4,%) Tdog (xgst) con h = f% g

dh (x,,%) = Flxg,dalxg,,t) + a(x,)df(x,,t)con h=Ffg
~d -2

dh (xo,t) = glxg) dflxg,t) = Tlxg)alxs) dg {x,t)

con h = f/q.

TEOREMA 115.-~ (Diferenciacién de Funciones.compuestas) Sea ¥ -~
continua sobre un cerrado $ y sea f(S) la imdgen -
de S bajo f. Sea o definida sobre f(S) y conside-
remos la funcidn composicidn g o f. Sea AG S don-

de f es diferenciable v tal que g es difercnciable

en f{A). Entonces 9 o f es diferenciable en A y ~

se tlene que:

d(g o f, xo,t) = dg(f’(xo), df (xo,t)) b’-xoel\

Por Gltimo daremos dos (tiles teoremas, uno de ellos el cono
cido teorema del valor medio y el otro un teorema que nos permitird

hacer la subsiguiente generalizacidn a nuestro cdiculo diferencial.

TEOREMA 11lo.- (Teorema del valor medio) Sean f y g definidas so
bre el intervalo cerrado [a,bl), ambas teniendo de-
rivada finita 6 infinita en cada punto interior y-

en los puntos (a,b) terminales satisfaciendo la re




lacién:

[r(aH)-£(b7)][s(a)=a(b)] =[F(a)-F(bJ[ 9(a*)-g(b7]]

Entonces existe al menos un punto interior x_, tal

que:

£/ (x) [ob)-a(a)] = o' (xo) [ Fb)-£(a)]

TEOREMA 117, - Sea f una funcidén real de una variable real defi
nida sobre un abierto S, entonces f es diferen--
ciable en S y solo si existe una funcidén o tal -

que:

id.- g: $ x R=—7R
it}).- g es linea! en su segunda variable, es de-
cLr:

Q(ert + d't’) = dg(X,t) + d'g(x,t')

iii).- Para cada £70existe una vecindad V (x) -
de x tal que para toda*yélV’(x) se tiene

que:

If(y) - f(x) - g(x,y-x)[f&lv—%’[par‘a cada )./(::S

Ademds glx,t) = df(x,t).




1.2 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES REALES DE UN NUMERO FINITO -
DE VARIABLES KEALES.

Trataremos aqui el caso de la diferenciabilidad de funcio--

123 P . . . .
nes f: R ->M dado que en este tipo de funciones, la diferencial -
cobra su verdadero significade e importancia como funcidn lincal -
que se aproxima tanto como se quiere en una cierta vecindad del --
punto, a la funcién en cuestién pues en este tipo de funciones co-
mo no existe un concepto de derivada, es necesario dar una defini-

cidén apropiada de diferenciabilidad como lo sugiere el teorema 116

DEFINICION 121.- (Derivada direccional) Sea f: A-—>(L, A un sub--
T

conjunto de K vy sea x un elemento de A, Sea u -

un vector unitario de K. Definiremos la derivada

direccional de f en la direccidn u en el punto x-

como el siguiente limite en caso que exista:

lim _ flx +Auw) - fx)
A= 0 A

En.caso que exista lo denotaremos DtLF(x).

En el caso de que el vector u sea el i-ésimo ele-
mento de la base ortonormal i@;,eg)... C)b . @,,i‘
a la derivada direccional en la direccién &y l'a-
I lamaremos la i1-ésima derivada parcial y la deno-

taremos simplemente D;F(xo).

DEFINICION 122.- (Diferenciabilidad de funciones) Sea f: A-=>R . A
-
un subconjunto abierte de K. Diremos ave f es -

diferenctable en un subconiunto S de A s1 existe-

una funcidén g tal que:



TEOREMA 121.-

TEOREMA 122, -

TEOREMA 123.~

TEOREMA 124.-

. 4

i) a1 S x R —>R

ii)e~ g es lineal en la segunda variable, es de--
cir:

[4
9 (x, &t +e't’) =olalx, &) +aglx,t7)

iii)- Para cada x elemento de S y para cada €»>o0
existe una vecindad V(x) tal que para toda
)KG\/(X) se ticne que:
E(v) = F(x) = alx,v-x)} & CHY-4U

Cuando tal funcidn exista diremos que f ecs-

diferenciable en 5 v la denotaremos d f.

)
3y

Sea f: A =k, A un subconjunte abierto de R

[
Tt

et

31 f es diferenciable en 3 A entonces:

1 A ;
df(x,t) = ): (0 ern = ’)ﬁﬁ{m J t
f ol

Bajo las mismas hipStesis del tecorema anterior, -

si t es un vector unitario, se trene;

df{x,t) = Dé F{x).

Sean f: A=DR v g: A=DR, A un subconjunto abier
» . . ) .
to de K . Si tanto f como g son diferenctables -

en un subconjunto S de A, entonces df * {_5‘(} ,C’;PGQ

también lo son en 5 v se tiene que:

d (ftpg)= et tpdq.

(Regla de 'a cadena o diferenciabilidad de funcio
nes compuestas) Sea f = ({2,$&... -fg ... 'gra )
una funcidén vectorvaluada sobre un abierto Z de -

=} e
K y con valores en N , v sea g una functdn defi-



TEOREMA 125.-

nida en un abierto X C R tal que )(3{(7 ), sea -
ademds S un subconjunto de A donde cada ﬁk es -
diferenciable y tal aue g es a su vez diferencia-
ble en f (A). Entonces h = g o f es diferencia-
ble en S vy,

dh(z,t) = E (Z DieQ(£(2) Dc,-,f-jt(a)) . L5k, Co

1221
(=g EE!

Este teorema lo veremos en una mejor forma cuando

. b A
veamos funciones de K' en RY¥.

(Teorema de! valor medio) Sea f: A—> R, A un --
abierto en R¢&, sea ademés f diferenciable en §

C A, Sean x y y dos puntos de § tales que el =~
conjunto L= ‘%?W’-*(! - ) ( 0c )< 3-} estd conte
nido en S. Entonces existe un punto z & L tal

que:

F(y) -F (x)= df (z,y-x).




n
1.3 CALCULD DIFEKENCHAL DE FUNCIONES f:1 W —2 K .

Esta vez, al mismo tiempo que haremos una exposicién brevi-

B . . . A .
sima del cdlculo diferencial de funciones de K™ en R

aprovecha
remos para ilustrar que para este tino de funciones no existe un -

teorema del valor medio como el del teorema 125 v cue es necesario

i

. .
remplazarlo por otro. la discusidén acerca del teorema del valor

medio la dejaremos para el canftulo It de este trabajo.

)
DEFINICION 131.~ Sea f: & ~— Kk, & un subconjunto abierto de -
a8

™~

. liremas oue T es diferenciable en 8 A si-
existe una funcidn o la cual satisfaga:

i) qQr S x ko ——2 K

it) a es lineal en la segunda variable, es de-

cir  a(x,et+ oo t7) =calx,t) + alx,t’).

iii) Para cada x elemento de S v cada & % 0,
existe una vecindad V{(x) de x tal ~ue pa-

ra todes }(6 vix) se tiene:
W E(y)=Flxd= alx,y=xIl & € I y-xil,

donde i !hﬂJii flay <=on las normas eucli

Lz b

]

deanas sobre W v & respectivamente.

Ata Furcidn n en caso de existir la deno-
taremao= df v la llamaremos la diferen-—--

cial de f en S.

TEOREMA 131.- (nicidad de ta diferencial) i F: A -~—> T -
es diferenciabhie ~n 1'n subconjunte S e¢d, enton-

ces la diferencial es dnica.




0

Demostracidn.- Sean h v g dos funciones que satisfa-
gan los postulados de ia definicidn anterior y scan |

. "
x elementa de » v ¥ eloemento de k, Tomemos:

A

y = X t ey —.  t con tal que v esté en las
it

vecindades aue vor 1ii) existen para cada &DO

Fntonces, vor el mismo postulado 111}, tenemos:
b2 ) _ _ ,

T I I T C D I Y A T < ¢ty -9 gix,t) =
0t D SRS et I, n=y olx, t)
= hix,t).

™

Entonces =i F: 2 > L tenemos ove se puede escribir f=(ﬁ P
for ronnss r Fom ) con f.: A ~ f2 v st t es difercnciable and-
logamente, podemos escribir:

df (x, ) = (AF(x, t)y , df(s,tdy, . oo dF(x, 1))

y por el tercer postulado con aue cumple la diferencial, te
nemos que para cada £E£20 3 V(s tal nue \:l)(G Vix)

WF(y) - Fx) =(dfvmxdy o oo dFl v Y e 1 y-xl

i f‘;(y)- Fd(x)—df('x,\-'-x) HE&E & 1 v-xll \7")’ <€ v(x) v como

df{x t)d ez lineal tenemos oue AFlx t)b' = dt, {(x,t).

fntonces la diferencial de ¥ {a podemos escribir:

dF(x £y = (df, (at), e onn cal, db g, (6 £)),

Dyl .. Dok co.. DS B

' ' alr § 4.0
’ ’ {7 ‘L: P A
_G. L .- "\ - hd uh l' Cand
de(x, )= [PFbr Dl Doty £x1

.
L] -
. r
.
.

. : - N
Dy ! ) - --T)J‘Fh {x) . ’Eﬂ‘%w‘&_ [N
J // /

fin



TEOREMA 133.-~

TEOREMA 134, -~

TEOREMA 135.-

- 10 -

Sean f v g: A — Rh: si f v g son diferenciables

en S€A también lo son O!-f_":(}c(} Y

d (42t pg ):o!éf.f?iﬁdl%).

(Diferenciacidén de funciones compuestas) Sea f

Ae>R y g : 8= K™ A un abierto de Ry B un-
abierto que contiene a f(A) y ademés BCLHM. Sea
f diferenciable en S< A de tal manera que g es-
diferenciable en f(3), entonces la funcién compo-

o
sicién g o f: A —>P " es diferenciable en S vy,
d ((g 0 £) x,t) = do(F(x),dF(x,t)).

Sea f: A=> R , A un subconjunto abierto de f2 ,
es diferenciable en SCA vy solo si existe una --~

, -
funcién h: S x R —» K o
hi{x,y) = Fx) + u (x,y=-x)

con u lineal en la segunda variable v ademés:

tim  Wf(y) = hicew)fle =0

R iy - xf_ .
¥
En tal caso se tiene gue df = u.

Demostracidén.~- Si F es diferenciable en § enton--

ces sea hi{x,y) = f(x) #+ df(x,v), es claro que:
Vim  _We(v) = F(x) - df (x,y=x)fm =0

yor u LA (P

ye

pues existe en virtud de los postulados i), ii) vy

ii1) de la definicidén 131 para cada & ¢  una -
vecindad V{x} de x tal que !lF(y) - f{x) - df (x,
y-xIll £ E¥Y Y—xlt \f )/ e Vix) , Y rec iprocamen-



te, st tal funcidén h existe obviamente f es dife-

renciable con df = u.

En este tipo de funciones, funciones de Rh en R no existe-
algo parecido al teorema del valor medio cuya formulacidén dimos en
el teorema 125. Para este cfecto, daremos un ejemplo de una f que
siendo diferenciable en un convexo, no existe un punto A& L{x,y)

tal que f(y) - f(x) = d (¢,y~x).

Sea f: N — "
s ] 3 . 3 A
f(x y) = (SX“} y?) f es diferenciable en todo 2

Ademds f{ 1,1) = (3,1) y £(0,0) = (0,0)

- Ox 0 t1 -
df ( x,t) = L2 ' con t = (ty, t2) X =(x,y)
O Ay tz |
/
Si e L((0,0),(1,1))se tienec que Z = (t,,t,) pues,

zed. si 7= (t,,t,).

Entonces: ’
b tg Q i

F(lrl) - ‘F(0,0) = (3,1) = - ) = dF(Zp(l'l))

(3,1) = (6te,3t2)  to =3 v t, = J1/3 Absurdo.

No tiene sentido ia existencia de 2 £ (X, ¥) con --

fly) - f(x) = d (z,y=x).

En el Capitulo Il haremos una discusidén exhaustiva del teo-

rema de! valor medio que hav que definir para espacios vectoriales

normados.




CALCULO DIFERENCIAL SOBRE ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS.

Construiremos esta vez un calculo diferencial sobre espa---

cios vectoriales normados y para ello nos aprovecharemos del Glti-

" mo teorema dei capitulo anterior, el cual nos da una caracteriza--
cién del concepto de diferenciabilidad basado Unicamente en la nor

ma de los especios. Ademas dec que demostraremos que se cumplen --

los resultados bdsicos del cilculo, discuiiremos ¢l importante teo

rema del valor medio, el cual tomar&d esta vez una diferente formu-

lacién.

DEFINICION 211.- Sean E, F dos espa?ios vector}ales normados (am--
bos reales o complejos) vy sea A un abierto conte-
nido en E. Sean f v g dos funciones con dominio-
Ay contradominio F. Diremos que f v a son tan--

gentes en SC A si

lim Hf(y) = aly)nl _ .
A-Y v = x i Q para toda X€
x3+Y

Esta definicidn claramente calca el concepto de -

tangencia de funciones que en geometria se ticne.

TEOREMA 211, - Si ¥ v g son tangentes y continuas en S, entonces
f {x) = o(x)

Demostracidn.- Como tanto f como g son tangentes-
v continuas en cada X& S tenemos qﬁe para cada -
Xx€ S, dado €20 existe V(x) vecindad de x tal -

que:



TEOREMA 212.-

Hf(y) - F(x)Ne €2 Y yev(x)

s g T2 Yyev(x)

ngly)
aly)l & € 1ly-xil Yycv(x) =»
al(x)N =

+ I F(y) - aly)USE €+ € 1y - xil

Hf{y)

n£(x) N F(y)=F(x)N + Haly)-g(x)}ll +

\3’)/6 V(x)

Pero ENl v=xll£ € Y Hy-xll &« 1 lo que implica

que N F(x)-g(x)it € 26 Yyev, (x) N V(x).

(V, (x) vecindad de x de radio 1).
El anterior argumento es valido para cada 1465:5-

lo que demuestra plenamente el teorema.

Sean [, F dos espacios vectoriales normados {am-=-
bos reales o complejos) y sea A un abierto conte-
nido en L. Entonces si S¢E la relfacién ser --
tangentes en S es una refacidén de equivalencia -
sobre el conjunto de funciones con dominta A y -
contradominio F.

Demostracién.- Obviamente se cumplen la reflexivi
dad v la simetria de la relacidn.

N flyY-h{y) il € 1 fly)-g(y) N +1 o(y)+

Ademds como

~h(y)ll . Entonces:
tim D FCy)-h(ydll o tim W f(y)-g(y) i
y ~DX Hoyv = xlt -7 yaax Hy - x|
b4 % Xa }'#X
+ im _Haly)=h(x) N
Iy - xI!
Y% x

i
y 7x
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Entonces si f es tangente a g en S v g lo es a h

en S se tiene en virtud de la desigualdad ante---

rior que T es tangente a h en S.

Es de notar que la definicidn de tangencia de funciones pa-

ra espacios vectoriales normados, depende Gnicamente de las topolo
gfas inducidas por las normas, pues f y g siguen siendo tangentes-
para normas equivalentes, es decir para normas diferentes pero que
éeneran la misma topoiogia.

Aclarando lo anterior, tenemos que si:

bim 4 f{y) - gl(v)la _ 4

y__,)x "y - x"z
y 7 x i
Entonces si  Hl llr es una norma equivalente sobre F y [f Iy

es una norma equivalente sobre [, se tiene que existen G,,b,’ q:z) ba

constantes reales mayores que cero tales que:

Opll xlg € Wxlig € bo 1 xlipg ¥xeE | @illxitly £ XIS b Hnlly yxef

lo anterior nos lleva:

WF(y) - gyt . b M F(yi-gly)lig . '
v oy el 2ay Lim 4 Fly)-g(y) IR _q
Ity - xlib C2 Hy = xliy 0y = xlis”
y=—>X

yF x

DEFINICION 212.- {(Diferenciabilidad de funciones continuas). Sea
t: A= F una funcidén continua, A un subconjunto -
abierto de L . L, F espacios vectoriales norma---
dos. firemos que [ es diferenciable en S€ A si -
existe una funcidn W tal que:

i) W S X Ly F



Z

e

KL SABER DE MIB HIJB®
HARA Mi GRANDEZA

ALTOS c5TUDIOS
BIBLIOTECA

I

i) LA, es lineal en ia segunda variable, es de-
cir Wix, et +A't7) =auwlx,t) +o’ U(x,t")
iii) Para cada %X€9% la funcién m:E—=F m(t) =

= f(x) +\W(x,t-x) es tangente a f en x, es-

decir:

tim 1 f(ﬁi.),ltf(-‘*)"..?:'&.L&,LX:,&)_*_!_ = 0 para ca-
v Py = xIl

v #ox

da ¥x€8.

A la funcidn Wen caso de existir se le (lama |la-

diferencial de f en S y se denota df (x,t).

Enseguida demostraremos que la diferencial de una funcién,-

en caso de existir es (nica.

TEOREMA 213 .- Si F: A—=>F, A un abierto contenido en E. E,
F e.v.n., L[ntonces si f es diferenciable en ScA
la diferenciai es tnica.

Demostracién.- Supongamos que existen 2 funciones

U, ¥y WU, aque cumplien con los postulados i) i)
e iii) de ta definicidén anterior. Sea (x,y) €SxE,

entonces se tiene que:

i lim I F{y) = F(x) = W(x,y=x)H . 0
| . iy =K

; y# x

3‘ y Vim0 F(y) - F(x) - Ua(x,y=-x)N__ _ g
, Y7 x v = x 1

v # x




TEOREMA 214. -

- f0 -

Esto implica que lim I Wi(x,y=-x)= u-a{_xtx—x!il -0

Y=o x Hy - xII

y #x

Hagamos Vv =W,- WU, . Demostraremos que ¥ = 0. Pa
ra cada 0 d vro0 tal que Nar{x,z)ih < € 1zl

con z = y-xy Q%I zI14& ¥ pero también si t# 0

se tiene que z = ¥V (J =>”U(’=’;M)“-€' EYlull_ oy
He2 Nl fteolt ffentl

HYV (x,w)&ell wll . Es decir para toda 1€ se -
tiene que NV (x,w)tl € £l wii esto implica —==-
Hy (x,w)il=0 VY we EaU(x,y) = U,lx,y), es de

cir la diferencia! es dnica.

Sea f: A—»F, continua, A un abierto de E. E,. F
e.v. normados. Si f es diferenciable en S CA en
tonces la diferencial de f en cada punto X€Ses =~
una funcidén lineal! continua en la seounda varia--
ble,

femostracién.~ Rasta demostrar aue es continua en

cero y entonces si £ DO existe, < ¥ <4 tal que

H'F(x + 1) - fF(xY W & 8/2 y ademés,

0 F(x+t) - F(x) - dF(x, )11 € &2 ytn,

Ambas aseveraciones npara tods 'tjoéilfﬂlf Y, en

tonces este nos lleva a:
LY <L

L dfxut) e €/2 en +&p < & ¥ oantd A

=» df es continua en la segunda variable.

En esta demostracidén hemos hecho uso de que la to

pologia sobre E es invariante bajo traslaciones.




Ahora daremos cabida al 4dlgebra de funciones diferenciables,

y asi tenemos:

TEOREMA 215.-

TEOREMA 2106, -

Sea é; el conjunto de las funciones continuas (con -
dominio A y contradominio F, A un abierto de E. E,
F e.v. normados) diferenciables en S ¢ A.

Fntonces 62 es un subespacio vectorial del espacio -
vectorial de las funciones continuas definidas en --

los cenjuntos de definicion de los elementos de é;ﬁ

Mas adn:
d(c{f’ffpﬂ}(x,t) = o df(x,t)* ﬁdg(x,t),

Demostracién.- LEfectivamente:

lim N (#FEmBa)(y)-(etf FBa)(x)- &dF(x,y-x)%A dalx,
vy X ! Hy - xIl !

y #x

(Diferenciabilidad de funciones compuestas) Sean E,
F vy G tres espacios vectoriales normados. Sea f: A

—>» F una funcidn continua diferenciable en Sc A
Sea g: B—2G, B un abierto de F tal que B 2> f (A)
ademis sea o diferenciable en KeB vy tal que R?2
f (S). Entonces la funcidén composicién h= g o f es-

diferenciable en S v dh = dg o df es decir,
dh (x,t) = dg (F(x), df{x,t)).
Nemostracidn.~ Nado 1> &> Oexiste Vix) tal que si -

Y € ¥V{ix) se tiene aue:




f (y) = fix) + df(x,y-x) + Y (y-x)

Hy, (y=x)It € £ Il y-xli . Ademés existe ---

-

con
V(f{x)) vecindad abierta de f(x ) tal que:

I g(é)—g(f(x)) - dg(f(x},z-f(xY0%en z-f(x) 1
fsto para toda Z € V(f(x)).

Como f es continua en x, existe V!(x) vecindad -

abierta de x tal que F(V,(x))e V(f(x))

W g(fl{y))-g(F(x)}-da(F(x),Fly)-Fx)IN SN F(y)-
-FOIN Yye v (x).

Todo o anterior nos lleva a que

1 9(F(x))=0(F(x))=dalF (), dF(x,y=x) +%(y=))ll €

< ENFf(y)-f(x)ll Yye v, (x}) N V(x), y entonces:

A

B a(f{y))=a(F(x))=do(f{x),df(x,y=x)) 1l £ €1l df(x,
y=x) + ¥ (y=x)li + W dg(f(x), i(y-x))U £t dF(x NI
Hy=xIt+ £ dE0x ) 1Y (y=x)+ Nl dg(fF{x)N N,
(y=x)U € Eall y-xil +E°AN y=x)ll + £l 1 y-x1l =
= £(ga+a+b) Il y-xI1

con (L = norma de df(x)
l> = norma de da(f(x)})

Todo lo anterior nos lleva a que:
Ho(F{y)Y=a(F(x))=dg(F{x), dfF(x,y-x))U € € N y=xil
Vyevx)nv (x).

Y entonces tenemos que g o f es diferenciable en-

Sy dla o f) = dg o df.




Enseguida enunciaremos v demostraremns el |lamado Teorema -

del valor medio, pero ademds haremos una discusién importante de -

&l

2.2 TEOREMA DEL VALOKR MEDIO.-

La verdadera importancia del teorema del valor medio radica

en gue dados dos puntos a v b permite dar una estimacidén de la -

variacién de la funcidén en estos dos puntos en términos de la deri

vada en un punto interior del segmento de recta que une a a y b -

y en términos de la variacidon de la variable b-a . Su formula---

cién para funciones reates de variable real es de la forma:

£ (b) - f(a) = f (c)(b-a) con e <€ (a,b). Hemos visto -

ademis que para funciones vectoriales de variable vectorial no tie

ne sentido la igualdad como lo ilustra el Oltimo ejemplo de! Capi-

tulo 1. Por otra parte nada se sabe del punto € salvo que se en-

cuentra entre a v b v para todos los casos en que el teorema del

valor medio es Gtil, todo lo que necesitamos saber es que f’{c),

es un numero que se encuentra entre el supremum e infimum del-

con junto 5 f'{x) I xe L(a,b) = a segmento Jde recta que une a -=-
¢ con b.g Cnunciaremos para funciones con valores y variable so-

bre espacios normados, ¢! teorema del valor medio en la forma de -

la desigqualdad.

HF(b)-f(a)ll £ M(b-a) con F:E@x,bl-—d) £ (E. e.v.normado

y M 2’ {Il df{c) I l Fad o L(a,b)% y 1l df{ec) ta norma de

la diferencial en & .

Enunciaremos el teorema en una ftorma equivalente aunque mas

general .




TEQREMA 221.- Sea 1= [a,bj un intervalo compacto en R, -F- una-
funcidn continua de J. en un espacio vectorial norma-
do F’ g una funcidn continua de J en 7 . Supenga-
mos que existe un conjuntoe numerable 7 subcenjunto-
de 7 tal que, para cada ;!C.["@ sc tiene que v g -
son diferenciables en Y v ademés il df(y)N 2 q’(y) :
Entonces H f(b)-fla)ll & g(h?-g&ﬂ ) j

Demostracién.- Sea W - ¥., una biveccién de M cnD;
para cada €>0© , prcbaremos que B f(b)-f{a)n 4

C.Cj (b)-g(a} + £ (b-at1); el miembro de la izguier—
da es independiente de £ v eso completard la domog—-

trocidn. - L

Sea A =*[{ LjEI,tales aue para @£ 24 Y | se tiene;

{ ol 1
: I E(z)-fFladt & q(z)-q{a)+ &(z-a)+82;-" T
< . i

X
Es claro ave A # @ pues OEA; sively 0. q LN
entonces QC'A también, esto muestra gue si §} es el-

superior de A entonces A = [ a,sYo A= fa,sT pe

ro de la definicién de A, tenemos que A = Fa,s] v - ﬁ
de la continuidad de f, g yll I tenemos que: ‘

-1 :
hfis)-f(all & 9(5)-3(6) + € (b-a) +fZ? . en-— '

b SN AN

tonces necesitamos probar que s = b, Supongamos --

Bl

que S b si 5({@, entonces de la definicidn de D
se sigue que existe un intervalo [Sa S+ 01 contenido

en 1 tal que si S$EV< s+l

N E(y)-F(s) -~ df(s,y-s)lt < &2 (y-s) ‘
<,

N g(y)-g(s) - o (s){y-s)Hl! /2 (y-s) vy entonces




COROLARIO 1, -

COROLARIO 2.~

NE(y)-F(s) I €10 dF(s) N (v=s) + §/2 (y-s) € o’ (s)
(y-s) + £/2 (y-s) &
< aly)-g(s) + € (y-s) vy entonces
I F(y)-F(a)l € g(y)-g(a) + €(y-a) + & & 2
Yt §
€ a(y)-a(a) + E(y-a) + € g IV

XanwdY

contrario a la definicién de s . Si s € D sea --
S= X\ S€ sigue de la continuidad de f y g existe

CLs, s +.£’,R:I . tal que para sé14 s-f-ﬂ

HF(y)-F(s) € €y 2, tgly)-g(s)l & E/g 2

N F(y)-Fla)ll € gly)-ala) + £(s=a) + £ F 277

X
-h
€ aly)-0(a) + &(y-a) + & 2. 2
YV
contrario a la defintcidén de s.
El caso mas importante es aquel en gue gf{x) =M

(x-a) con ¥ > o.

Si1 existe un subconjunto numerable D de :!: tal-
gue para cada ve€IL-D,f es diferenciable en vy
y ademds Il df{y)ll £ M. Entonces Il f(b)-f(a)ll =
M (b-a}).

Supongamos a es una funcidén continua y g:.L,—'?P.-

y tal que si ye@L -0 entonces w % a'(y) < M,



CORCLARIO 3.-

COROLARIO 4.-
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Entonces:

an (b~a) & g(b) - gla) £ M(b-a).

Sean L ¥y I dos espacios vectoriales normados,-
f una funcidén continua en una vecindad del segmen-
to S que une los puntos x,, x,+tt de E .

Si f es diferenciable en S, entonces:
HF(x,tt)=F(x )b S H tll Sup. I df{x,+yt)ll

LY &1
Nemostracién.- Sea g .[0,11 —> F con g(¥) =
= f(x0+*8t), g es diferenciable donde f lo es y -
g’(¥) = dF(xO+Y't,t), entonces:

I df{xgt vt} 1t y entonces:

il

Hag'll

B F(xo+t)=F(x 31 S 1L €1 Sup I dF(x + ¥ £l
0 &yl

Sea A un subconjunto asbierto conexo de un espacio-
normado E, f una funcidn continua de A en F e.v.
normado; si f es diFérenciable en Ay la diferen-
cial en cada xebA es la funcidn nula, entonces-

f es constante.

Demostracidn.- Sea x, € A y sea &=i><€A| f{x) =

= fx,) % B es cerrado pues f es continua , J& —--
XxXEPH y si (}les una esfera abierta contenida -

en A, entonces [I contiene al segmento de recta -

que une a x con ¥y y punto de t/r, entonces:




4

fly) = f(x) = F(xo) aplicando Corolaric 3. Esto- ¥

; demuestra que B es abierto =% B = A pues A es -- .

CONCRXo. !
COROLARIO 5.- Sean E, F dos espacios vectoriales normados, ¥ di-
ferenciable en una vecindad A del segmento S que -

une los puntos a vy b. Entonces para cada x, G A, i

tenemos: f

HE(L)=f(a)-df(x,,b-alll € Il b=all Sup It df(x)-df g

xC S 1

(x ) I ;

. ‘j

Demostracidén.- Apliauemos el Corolario 3 a la fun- :

t

cidn alx) = f{x) - df{x,,x)- ¥

i

Bibliograffa.- J. Dieudonné Foundations of modern analysis.




CAPLIETULO Pl

ESPACEQS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

El propésito de este capitulo, es el de presentar algunos -
resultados bdsicos sobre espacios vectoriales topoldgicos, los cua
les nos serviran en ta posterior construccidén de un cdlculo dife~w-
rencial sobre dicho tipo de espacios. los primeros tcoremas los -
haremos para espacios vecteriales topoldgicos sobre un campo valua
do no discreto K, mientras que los teoremas relativos a metrizar—-
cién de espacios vectoriales topoldgicos los haremos para c.v.t, -
sobre los rcales (de aaui en adelante usaremos e.v.*t. para denotar
espacio topolégico vectorial),

El Gltimo teorema de este capitulo nos da una manera stiste~
matica de construir e.v.t. no metrizables que son sobre los cuales
tendrd interés nuestra teoria, pues habremos que recurrir {nicamen
te a las propiedades netamente topoldgicas del espacio para conge-
truir una.teorfa de la diferenciacién.

Primeramente darcmos algunas definiciones para aclarar la -

terminologia a usar.

DEFIMNICION 311.~- Un campo K se dice valuado si existe una funcidn-

I 1 tal que:

L
i) b K= R
i) Ixl =0 si v solo si x = 0
iii) bxtyl Ixl+lyl = x, v e K
Y] = 4
iv) Ixyl Ix11y! %N c U

A la Funcidn | | se le llama comunmente valor ab-




DEFINICION 312.-l'n esp

Los postulados para e.t.v. nos !|levan directamente a la cen

- 25 =

soluto v genera una métrica sobre ¥ asi dix_yv) =
: e ¥,

= ix~yl. El campo valuadn K se llama no-~diccreto-
si la méirica es tal aune la topolegfa ccnerada -
distinta de la discreta {ecauivalente csto (14ims o
aque el ranaon de | | sca distinto de ‘{Orl?fr

IU'n camro valuado ne-diccreto eos necesarionconte in-

Finito.

acio vectortal tepoeldaico sebre vn camno va-
feade [2 {c.v.t. sobre EY es una parcia (L,7} don-
de L. cs un espacio vecterial topoldgico sobhre (1 v
T una topelogia sobre |, donde ademés se saris

cen los siguientes postuladosy

LT 1) La funcidén +: L x L—1; + (x,y) = »+v es

continua en la topoloafa preoducto correspondicnte.

LT 2} ta funcidn .: [ x L —>1- . {a,») = a» o

\

’

continua en la topoloafa producto sobre V » 1.,

tinuidad de la funcidén (x,y) =" x = Yo

TEOREMA 311, -

Sea L un e.t.v. sobre K. Entonces:

Para cada x,C L v cada (s,CK se ticne aue si —--
(1, # 0, entonces la funcién T(x) = x, + O, x ecs -
un homcomorfismo de L en L. Sidl,=1a7T se le -

I lama +traslacién.

Demostracidén.- Claramente T(x) = x_+ (0.x c¢s contf
o 0 -

nua come consecuencia de los postulados LT1) v LT2Y

=l -y
para c.v.t., ademds como T (x)=¢2, {x=x,), tos --
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mismos postulados nos llevan a la continuidad de -
-1 ) ) .
T . Lo anterior implica que T es un homeomorfis--—

mo.

El anterior teorema es de suma importancia en el siguiente-
sentido: Si A es una vecindad de x, &L, entonces A= x, + V donde
¥ es una vecindad de cero en L y viceversa st Y es una vecindad de
cero, entonces x,+V es una vecindad de X" Lo anterior implica -~
que basta conocer el filtro de las vecindades de cero para conocer
las vecindades de cualquier punto x, de L. A este tipo de topolo~-

gias se les llama topologias invariantes bajo trasiaciones.

DEFINICION 312.-Sea L un e.v.t. Diremos que ACL absorbe a B si -
existe t,€K tal que BCtA siempre que ltl =2 It 1,
Un subconjunto U de L se dice radial! si absorke a

cualquier subconjunto finito de L.

DEFINICION 313.-Un subconjunto (: de L e.v.t. lo |lamaremos circu-
lar si {(:c(: v Pt‘éi..

TEOREMA 312, - Una topologia T sobre un espacio vectorial L sobre
I{ satisface los postulados LTl y LT2 si y solo-

si T es invariante bajo traslaciones y ademés el =

filtro de Iaé vecindades de cero U, posee una ba-

se B con las propiedades.

i) Para cada V€I existe UEB con U+UC\/
ii) Cada ve B o5 radial y circular.

iii) Existe €€K con O < itl < 1 tal que V€SB
implica CV&S3
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Nemostracidn.~ Probaremos primero que en un e.t.v,
L existe una tal base 3 para el filtro de las ve-
cindades de cero. Construyamosla asf: sea U(?@%

(M, el filtro de las vecindades de cero en L), =
existe TFci?, y &ro tal que +0Ia\ Vitic o de

bido al postulado LTZ.

Entonces sea Vtu==kjﬁﬁ11 [ - & % y seca B =

. 1
= ) Vo, twalls b,

o

%

Y

Ee clare ave [} es una base para E{O pues cada ele-
mente de lhjcontiene un clemento de /) ademis se -
cumpnlen loe postulados para base filtrante.

~

Al

Ny

Obviamente B es circuler pucs fjv ::ﬁnjg AT 1180
Y, { f.ot.Uﬂ ﬁ{:ﬂtﬁ ¢ £ ? pues ﬂ.fﬂ{; A =S ,ﬁ;,vw Vs,

Ademis es claramente radial pues si A es un subconjunto fi-

nito de L, seca x,¢ A, ror el postulado LT2, dado V., existe Coo

) ) -t .
tal que tx, &V, VIt1 £ ¢ ¢ 1, lo aue implica xo &t Y,y st -

- ) -] — =1 &, \ ol .
vy < 1+t 1 =D IR B S A to aue nos lleva a ¥ Yo € Uy
X0 & ¥ Vy , es decir V., es radial pues esto se extiende para ca-

da elemento de A.

Ahora demostraremos que para cada V., € J3) existe 17 ¢ 33
con I]'+'IF¥ZV » ésto es claro pues dado V,, por LT1l, existe -
M C lfa tal que }f%»?ﬂ G Yy ¥y entonces existe V, & j? con
V,, € 75 . lo que implica que Yy +Y, <& Vi, , que es lo aue gue-—-

rfamos probar.

Para demostrar iii) basta hacer notar que como K es no dis-
creto existe O <1ttt <« 1 v como §5 es circular, se tiene que --

t V., € 53 para toda V., & ja .

TANES eyt -

L B W T T



probd en el teorema anterior.

ai
una basec [J para E@O con las caracterfsticas dadas por cl

demostraremos aque se verifican

demostrarcemos aque

2t RaSER DL MISH
Fakr W GRANDEZA

£l que la topologfa sea invariante bajo traslaciones ya se-

vectorial y T una tepolo

by

Reciprocamente, si L es un espacio

ia tavartante bajo traslaciones definida sebre L, la cual posce -

tecorena, -
los postulados LT1 v LT2.

; o
% xo 4 VIV g\ﬁ)E es una basc para E@xo

Es claro que

+ (x,v}) = x+ v es continuva. Sea Y!C.Rigdk Yo

-y .
= W= xg+t v, +V con VYV CJJ v cntonces existe T72353 tal
.0

que Eﬁ’+ ?ipc V' v entonces Wax, + v, + Vot ¥y vy WO (s, - V)

+ (yo + V) entonces x, + ¥, € &{xc)y Vo T ¥, & E{}g Yo que Im--

plica que LTl se cumple.

Para prebar le continuidad de .(t,x) = t x, sea t, C K vy

W= t,x, + V¥ con V) r por

x, & L; we / entonces .
o & L; 8 l .éoxo 0oXo
otro lado tx = £, x, + t (x—xo) + (tmto) X o procuraremns cnoon--—

trar vecindades de £, ¥ de x, tales aue bajo la funcién preducto-

c:rerior caigan dentro de W,

Primeramente como V & F3 existe UJ € 2 con '(_,.f-!"\f:rc-‘i:" v

Lral ! . . . .
como {J es radial existe €20 tal acue si It-t 1 & C ge tie

ne que (t—tO) %o G.E;r t/lt—tol & & » Y por otra parte sca:

r

=1
o< gl < 1 v sea nnc tal oaue TRl B £, 1 + &
Sca R = V’” {/ entonces t(x=x,)¢ £y P EV gl xexo & {2y co
ro  ltl £ 1t 1+ & % e se tienc que t(x~x,) ¢ {7 para -
toda ¥ < Mo+ YVP1J y entonces si 7@ Y~V DUT y =t 1< C

entonces tx € t x, + V lo que prueba que T2 se¢ cum--

ple.

MR o e AR G

R,

R
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3.2 METRIZACION DE ESPACIOS VECTORIALES TOPQLOGICOS.

Con el propésito de exhibir espacios vectoriales no-metriza
bles v por lo tanto no normados, daremos esta vez un resultads que
nos permite conocer condiciones neccsarias y suficientes para me--—
trizar espacios vectoriales topoldgicos sobre los reales. La im--
portancia de este tipo de espacios, radica en que para construir -
un calculo diferencia! sobre ellos, se tendrd acue recurrir Gnica--
mente a sus propicdades netamente teopolégicas v no a su méirica ni
a su caréacter normado.

Haremos aqui también una breve discusién sobre e.t.v. pro--

ducto.

TEOREMA 321.- Un e.t.v. sobre los reales v de Hausdorff esrmctrizg

ble si y solo si posee una base numerabie del! fil-
é 1 tro de las vecindades de cero. En tal caso existe -
? una funcidén | | ¢ L > tal que:
_ i) it £ 1 =21txl £ x| YV xel
) byl Eoaxl 4 Iyl ¥ ox,y e b

iti) Ixl =0 si y solo si x=0

iv) La métrica d(x,y) = Ix-y! genera ta topolo--

afa de L.

Demostracidn.- Sea L un e.t.v. de Hausdorff el cual-
posee una base numerable del filtro LLO de las ve--
cindades de cero.

A partir de esta base (. es posible construfr una -
base tal que sea radial y circular y ademis posea

1 . , il ) -~ O
3 la propiedad de que si1 V ¢ 7 entonces existe [FCI~




i
(o
o
!

con J+77 V. El| teorema 311 anterior, asequra-
- 7,
y da la forma de construir la tal base 7 .
»
5?7 claramente es numerable y sea :f’zr!F%x:zqcﬁf&
v )
L P . .
construvamos a partir de 37 la siguiente bose:

El conjunto de las vecindades ehicertas de cero se-
nuede partir en clascs {23 asi: A vecindad abicr-
[
ta de cero estd en 5;3:5i£*v§c A.  Tomemos un repre
sentante de cada clase v construvamos la siauicente

e g 2 - )
coleccién ) = g Ao, WAy mc bty - Sea Yy -
L -
s } r~ a- .| : .
el clemento de O contenido en A,, para cste cle-

]
1 - | " /2 e s S \li -
mento existe Fpy © J° tal que T, + F.p OV ;
es claro aque F. /1 A, es una vecindad de cero y -
- ° ~ 2
por lo tanto contiene a un elemento V., de [/ con

o

V, © F;’;q As ademés Va + Vo <& V¥V, . Para Ag

repttamos el proceso y obtenoamos Va y ast sea-
N = 4 V., obtenidos mediante el proceso antorior?,

Fs clarc cue . ecs una base pern ﬂ}o y ademds se -

4+ ¥ < V..

cumnle que |\ T4 "

/
bt
Para cada subconjunte H no vacic v finito de naturales, de

finamos la vecindad circular th como s

,7.-.\.1"&
Vg = E Vi v defiramos el nifimero real f23==§i_f-

lLo anterior implica que:

(1) Py & 277 =S uacH=> Vyy € Vya  donde

vn < H sionifica w4t N te, ¢ 1,

Definamos la funcidn rea!l N “

T ornA s

N L M mm .

all M v o



{'!nf- % P,, » x GLVt1§ si »x es elemento de algin -
' Y
£y -

L1 sioxcd vy Von.

Es claro aue el rango de esta funcién estd contentda en ~--
o, 13 .

Como cada Vi, cs circular, entences si 141 & 1 v si ~o

2]

x ¥y entonces txC Ve v o Ixl AN R lo que prucha i),

Demostraremes ahora que sc cumple la desiouvaldad det +riéin-
gulo:

St Ix! + Iyt =2 1 entonces claramente Ixtyl &% Ixt = fyi,

Ahera, si Ixl + Iyl £ 1, cea C 70 un vreal tal ane 1yl +

+ tvl + 2C . 1; eoxisten entonces subceonjuntos ro vecios v Tinitos

H, 11 de natnrales talecs aue x<3vbg,§e<fvv, Vo Py e Bt coo,

P, & vl + &, Como D+ 1, 1 enliences existe vn subeon ivnto -
[ 3 t3 t: .
finito M de naturales tal aque %ﬁ == Q] 2 PV v M tiene 'a preopie-

dad VH + Vo & Vg o Se sioue entonces x + v Q Vv Pty b <O

-

= PE']‘!" Pt'. f",lx! + !Vl - ?;L- »

Le anue prueba la desianaldad del tridnoulo.

™ ?.
Para cada £~ , sea Se :‘{xfft b ixtl < C %, enteonces cs =
” !

claro que Sa- (vt )} GV ES e e M, (2)9 pues, primera--

-t
- . . - ~
mente Vi & So=ta es obvio pues si xC Vi, entonces Ixd 002 .
T e o=t , . :
Por otro fado s ixt = 7 cntonces existe b tal aue xcViey

- .
y Pt_;&é 2 v por {1} se ftiene guie > Ve, .




De la relacién 2 es claro que tii) se verifica pues como |

cs de Hausdorff entonces si x = 0 , esto implica xél{w %'Vn=hCNﬁ

y entonces 1ii) es inmediato a partir de ésto. Mas aln, (2) nues-

tra ague la familia { Sg s oo } cs uvna base de vecindades de ce

ro; como ademis la topologia inducida por la métrica d(x yv) = Ixz
-yl es invariante bajo traslaciones pues T(x) = xo ¥ » ecs un ho
mecomorfismo y entonces por el teorcma anterior sec verifica iv).

Hay que hacer notar que les postulados para una métrica co-

"mo son Ixl| = |-=x] y Ix] 2.0 para toda x<&1L son cumpl!ides por -
nuestra funcidn aaui definida pues si 1t} £ 1 implica I1txl<Ix|
V x@ L, entonces se tienc l-xl € Ixl v Ixl & 1=x] =9 I»x! =1l
y ademds 0€ Ixl + l=x1 = 2ixl implica Ixl 2. 0.




3.3 ESPACIOS YECTORIALES TOPOLOGICOS PRODUCTO,

Sea j!_g :b<3:[?%una familia de espacios vectoriales topo-

I8gicos sobre R. E!l preducto cortesiane L = ﬁﬁiLi cen
[ e
J - o 2 ,
L =4 £1 F:k,=ﬁk)ﬂ$5§{l) C .y { es un espacto vecto-w—-
¢ 7, g

rial topolégaico sobre K con las opecraciones:

i

+ (foa) = F+ a con (Frgd() = £(¢) + o)

° (¢,1)

il

t T con (£ FY() = tf(i)
y con la topoloafa producte cobre 1.

Demostraremos gue efectivamente es un e.,v.t. viendo aque se-
cumple LT1 v LT2.

Sea A una vecindad abterta de T + o, entonces:

) ! _
h = &*i/(’ffhm Fz {L}i )) con fz ta t=ésima fun-

JET ey

. . Ve .
cién proveccidn Ejz ahierto en

A

Entoncen:

20 :
N g Tl s
rf“ FLOLTE) o
f+g & | [ e A para alguna 4 v

=

e

- L . / - s v- .
entonces flo} + ale )T L, L=, V30 y



fl2) + o) e L o¢# 1,2,.....mi y entonces exis
v Wi de () v g{d) respectivamente tales aue

ten vecindades V!; \ ;

" . P - 3 F
1y pues | - es e.v.t.

V(:+ \.J!:C M; ?;:1gnﬂnflnni‘t

Entonces:

o i
//\) Hnl(\f{;) + f) E () ¢ /A

lo que prueba la continuidad de la suma.

Ahora si A es una vecindad abierta de tf , entonces:

2} ) . |
o - S
Sea A = k/j{/) 1;? 1{(,{,)/\) entonces tf(z) € @’{,
‘jg;r X1 .

ﬂ‘\"“c‘, a‘\(\f'llmﬁk—é"
L’ = 1[ A g nnnw rl" {\"‘ ‘. y Qn{“OnC(‘S ex i Ste (;’ A" P O ), \j (: T

cindad de f(£) ¢= 1,.....,..,)'3j A tal aue ‘t\"L < kk.\‘/"l‘tl ﬂu{'a Y

entonces:

3 ' .
SRV e A ViHEmind G s b,
Loy ‘_ |

fo que prueba que LT2 se cumple vy L es un e.v.t.

TEOREMA 331.- Sea 4L¢ ' ¢€T § una familia de e.v.t. sobre -
E! procducto cartesiano ﬂ i ﬂ.ﬁ
cCT.

K, metrizables. s

e g o o

o k. W ERE 2

s e

A R K T e _
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—-—r

metrizable st y solo si _L es numerable.

Para probar este importante probemos mejor éste:

Sea { Ld, LeIS una familia de e.v.t. tales que-

cada L‘: posee una base numerable para el filtro -

de las vecindades de cero. Entonces el producto --
cartesiano [l LJ posee una base numerable para el
ceT

filtro uo de las vecindades de cero ¢/ y solo si -

todos menos un ndmero numerable de espacios L.;son-

indiscretos,

Demostracidn.- Supongamos que B es un subcon junto-
numerable de I de tal manera que L¢ es indiscreto-
para t £ - R y que X &€ ¢ - Para cadaceX
escojamos una base numerable B¢ del sistema de ve-
cindades de cero de Lo' . Entonces tomemos B =iLi‘
¢¢ €& I-8 . Consideremos la familia de to-

das las intergecciones finitas de subconjuntos de -

-1 )
la forma E (U) para (€1 y U€ Be , ésta
1 b PR TT{/; :celf

es C ararl_}ente numerable pues p = [‘-.46
S "&_Z:'B . Pero la familia de las intergeccio-
nes finitas es una base para el sistema de las ve--
cindades de cero y entonces 11l posee una base

cel '

numerable.

Probemos el converso. Supongamos que B es un subcon junto
no=-numerable de L tal que para cada deI—B existe una vecindad
de cero en L¢ la cual es un subconjunto propio de L‘; ; Y suponga

mos que existe una base numerable y para u,, en 'e] 1:' Le . Cada-
P

miembro F de .’7() contiene un miembro de

la base definidora de la

o
o

Tr A Y 113

-



topologia producto y entonces PCM(F) = L A s=alvo para un nime-

ro finitto de clementos de B.

.Como B es no-numerable, existe un elemento A de B tal --

aue P, (F) = L, para cada

V de cero tal que es un subconjunto propio de

~? . .
/= ¢ %.. . Pero existe vna vecindad -
LA v ctaremente -

~7 . -t
ningtn miembro de &'¥ c¢s tal que es un subeconjunto de [ (v).

Contradiccidn, f£ste teorema v el tecorema 321 demuestran ol tcore-
ma 331. Este teorcma nos enscha o ceonstruir espacios vectoriales—

tornolégicos ro-metrizables.

Ciemplos:

.) ﬂ p- Cmin FJ\?{ = r).

L L.
XL . -P

' ' ' }1 L. | a G oy

i) | E Mo oo ni = (Cﬁa,ﬂﬂ, sup u!( % !



CALCULO DIFERENCIAL SOBRE ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

En este importante capitulo daremos la construcecién de vn -
cilculo diferencial sobre espacios vectoriales topolégicos, reg——-
tringiéndonos a espacios vectoriales topoldgices sobre les realeea-
y de Hausderff., A pesar de cstas restriccicnes la teoria =se puede

ytender sin mover probleme a cepeacios vectoriales termo!lnicos co-
bre campos valuades ne-discretes; sin cmbarae en ecste caso o hare
mes para e.,v.t. sohre les reales puves cste caso da claremente la -
pausa a sequir,

Lo imnortante de nuestra construccidn es que, ademis de scor
una gencraliracidn de! cilculo diferencie! sobre cspacics vectoria
les normados conserva para los e.v.t. todes acquellos resultados -~
fundamentales de! célculo difercencial como veremos luego.

|

Emperaremos el cepftulo con te aue !'lamaremos Tuncicones —--

—

crror, las cuales nos definen ¢! concepto de "aproximacidn™ cde fun

g
ciones con ! cuval construivemos nuestrn cllcule diforencrat, e

definicidén de Tuncidn crrar nos perece clera en cuanto & ove se de

fine como tal, una funcidén aque “tirende” mis rapide a cero de como-

lo hace su variable. En este nuestro caso pedimos aque la vertahle
tienda @ cero por medico de una sucesién real converagente a cero.
En este capitule e.v.t, siemere denotard cepacios vectorta-

les topoldaicos sebre les reales vy de HovsdortF.

£
m‘

1
H

i

NJ3ld



e

Al FUMCIOMNES ERROR.

DEFINICION 410.- Sea L un e.v.t. iUna sucesidn generalizada %hpm
sobre un conjunto dirigido D la llamarcmos ccota
da si para toda sucesidn generalizada %tp% de ren

les sobre el mismo conjunto dirigido Iy tal cue-

1

y  es -

es convergente a cero, se tienec que %tphp

también convergente a cero.

DEFINICION 411,.- Sean L, M e.v.t. Sea YV : L —"M una funcidn. Di
remos que Y es una funcidn error, si la funcidén -
G P x L —=>
s
{%’ Y (th) si t'#0

L

Qlem =

es tal que si ﬁhpk es una sucesidn acotada y =---
{tp& una sucesidén generalizada de reales conver

agentes a cero y sobhre el mismo conjunto dirtgido-

D, entonces:

Lim EZ (tghp) =0
peD N

las funciones error son aquellas gue tienden “mas rapido” -

a cero de como |lo hace su variable, esto es claro intuitivamente.

Es de hacer notar que si \V es una funcién error entonces --

v (0) = 0. Esto es claro pues si consideramos la sucesién acotada

0% entonces Lim Y (9)__ = o
(35@ tp

i

¢
E

YNIALVL ATy



TEOREMA 411.-

TEOREMA 412.-

- 59 -

para toda sucesién tt0§¢0de reales sobre el conjun

e —

to dirigido D y esto claramente nos lleva a que

(o) = 0,

. e - -
Sean .,M e.v.t. Si Yy v Vs son Tunciones crror, -
entonces también lo es Ta funcidn Yq4= Oﬁﬁ%-tﬂia
Nemostracidn.~ La funcidn @, st R x L= M ecg5 =—
e
Yy
tal que:

4
L)

1t

0

1 EC’L\;’;(H\) + b \"'z,(th):ﬂ

|+
;

d en)
- ]

o) |
Y s1 .= o

I

!

v claramente si ‘{h;\% e= una sucesidn acotada v ~--
[\
.

:’Ltp.(\ una sucesidén de reales sobre el mismo conjun

to diriaido D converagernte a cero, entonces:

lim 0 (¢p.hp) = 0
()C.‘D Wy

N L M , una funcidn error

Sean L, M,N e.v.t.
y {,: M > N una funcidén lineal contfnua. Enton--

ces la func:i:én composicidn '@01(’ t L= N cos tam-

bién una funcidén error.

Demostraciédn.- Construvamos g{ : B x L= N
i‘a{zo‘;«-
1%— Co'ﬁ'(th) st £ # 0
it
a, (t.h) =1
{0 v 4 )
fer 0 si t =0

ulmi

e S

=
=

gl ]

1
13
x

M3ivig

_

e
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Fntonces:

'?(‘3; Y (th)) si t#0

q (tﬂh)= ¢

“foy

LBy

o
2
r’.
I
o

v si {hp& v 5tp§ son sucesiones general tzadas-~

en e! sentido de ta definicién 411, cn%onces:

bim g} {tp,hp) =0 pues 6 es contin(iaa

PLD Do

L —™ M., SiYes una funcidn-

TEOREMA A13.- Sean L. .M e.v.t.. ¥ ¢
error lincal, entonces Y = 0.

Demostracidn.—- Sea h¢ |l  entonces la sucesién {hﬁaz

==%?f§ es una sucesidn ecotada y entonces

Q0= lim %:"\”(tph) = tim ~x(h) = v (h)
ped pco

4.2 DIFERENCIABILIDAD EN ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS DE FUN-

CIONES COHNTINUAS,

DEFINICION 421 Sean LM e.v.t. f: A—%M, A un abierto de L, -

f una funcidn continua. Diremos que f es diferen-

ciable en Y& A si existe una funcidn £ tal aue:

i) £ L—->M
i) £ es lineal y contfnua

iii) la funcién Y : L~>M con Y (h) = f(x+h) -

- f (x) =€ (h) cs una funcidn error.
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En caso de existir ilamaremos a Lia diferencial-
de f en x vy denotaremos por df{(x,t) a la di feren

cital de £ en x valuada en t.

TEOREMA A21. -~ Sean L, e.v.t. St f funcidn continua cs dife--
renciable en x entonces la diferencial cs Gnica.
Demostracidén.- Supongamos que existen 2 {funciones
lineales {% Y eg, que cumplen con la definicién-
421, Es decir; I}(h) = f(x+h) - f(x) - {%(h) v

13(0) = F(xrh) = E(x) - Calh)

son funciones error. Esto nos lleva a age VY=
==-6:- eg,y entonces ;- V7, es una funcién erevov-

-

lineal lo auwe imntica ove Yi= Y5 .

A partir de la definicidn de diferenciabilidad en un punto-
B n
es clare aue, la funcién ceonstante y toda funcidn lineal con dife-

renciables en cada punto de su deminio.

TEOREMA 422, - Sea f una funcidén continua t:r L-—>M, LM c.
vet. Sea 11 un vector en L, entonces definiremos
la derivada dircccicnal de f en »x en la dircecidén
\L como el siguiente !imite en caso de aue exic—-

ta.

lim _FOte) = £00

y la denotaremos Dl&F(x).

TECREMA. - Sea f: L-—>M continua y diferenciable en x . (i
V. es un vector de L entonces T posece deritvada -
direccional en x en la direccién y Dwfis) = df

(x,Uf).



Demostracidéon.- Como F es diferenciable en x enton-
ces: Y(h) = f(x+h) - f(x) - df(x,h) es una fun---
cidn error y entonces como {}A& es una sucesidén -~
acotada, entonces para toda sucesién generalizada-

ﬁtf;§ de recales convergente a cero, sc tiencs

(,Igl; -tl—-— [F(x-!—tpl.t) - f(x) - df(x,tfu.)} = 0

v entonces

[F(x+tpu) - F(x)} = df(x,n).

i 1
im T
€
eer
A las derivadas direccionales en la direccién de -

tos elementos de la base las ilamaremos derivadas parciales.

Antes de enunciar vy demostrar el importante resul-
tado que se refierc a diferenciacién de funciones compuestas, hare
mos notar que nuecstra definicidn es una gcneralizaciéﬁ del.concep-
to de diferenciabilidad para funciones continuas sobré}espaéios -
vectoriales normados. |

Sea f: N —>»M una funcidn continua, N,M e.v. --

normados. Si f es diferenciable en x, entonces existe una funcidn

lineal en su segunda variable tal que:

Pim 1 €0cth) = Flx) = df(x, )N _
Hh I

h->o0

Demostraremos que la funcidn Y : N—>M con (h)=
= f({x+h) - f(x) = df{x,h) es una funcién crror.

Sea la funcidn C}v T R ox N =~ M




Sean {hf} y {tfl dos sucesiones con las caracte

risticas dadas en la definiciéon 411. Entonces:

I g (tp, he)lt = -:-}-E%ﬁh{l—li hp Il si hp# 0

y entonces |im l|€¥*(te,h? jn =9 pues como -
PeD _

lim WX (e he)ll - o /lh("ﬁ es una sucesidn —--

Peb iltrhp“ .

acotada por la continuidad de la norma tenemos que

bim N9 (tp hp)ll =0
ey L Hp e

Esto prueba que si f es diferenciable en el senti-

“ . . . ) .
do de Frechet también io es en el nuestro y viceversa, sea si f:

N =M e.v.m cumple con la definicidn 421 en x entonces si =--

xw =20 se tiene que Il xnll —=> 0 vy como { XN &con
i x #

[HXwll £ O es una sucesidén acotada en el sentido de la definicidén --

411, tenemos que:

NGl o e

‘. _..ﬁ.,?_‘d——- = == i
Lim g (1 xll 370, 0= bim A

x;*?o

implica gue f es Frgchet diferenciabile.

gjig “ LT STy LORII TN e e

e

.....

ok e Wk g

¥



u4;é DIFERENCIACION DE FUMCIONES COMPUESTAS.

y demostrar el importantewieébéﬁafs

Antes de enunciar
nciones compuestas,

daremos un breve lé

diferenciacibn de fu

nos serd de utilidad después.

[ —> .M una funcién err

Sean L,M/N e.v.t. I,

L, + L~ M una funcidn
Entonces Y,o(L+Yi) es una

LEMA 431.-

lineal continua vy VﬁiM‘

una Funcidén error.

funcidén error.

(
. .

Demostracidn.- Sea

\"%c{;,‘:"rg)
1,0 (+¥%i) (th) sit 70
4. (£.h) =
¥ , :
Ge(LV) ] 0 si t=0

v Atek son sucesiones con las=

los pedidos en la definicién a1t

entonces sl {hp&

caracteristicas de

Entonces:

g (eebp) = L, [0(tpho)+ Niltphp)y =i c#0
"‘e'.,hoLQ-wg te Z‘[' phelT te e f’}b T

_ oy L . o
;—(:’Tzl'tf: (£(h )+ a;“(ti’ hp )'} .

Juph =

Ahora considerembs la sucesidn generélizada
‘ 1 - .
= @(h?) + t(ﬂ%}(tphp) esta es acqtadq pues sl ibek
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es una. sucesidn de realeq convergente a cero enton L

{b() ULM =_-J,l-£(b‘,h(,)+ b -11:—; \'}_(tehp)g y esta --

. claramente converge a cero pues*ﬂ es continua vy i

neal y Y, es funcién error.

Entonces tenemos que:

| R
qi’(;&,bf)) “7 %, Ltp(2ng) + 15V (epho ]

y Ccomo \3 es funcidn error, tenemos que: -

Iim CW (tp,hp) = lim == Y- t (e(h )+ Yy (t
CeeD rne(fivy) "{F Pep 00

)] =0 ST
TEOREMA 431.- Sean las funciones f: L —> K y g M —=>N LM, N,
e v.t, "Entonces si f es diferenciable en xglL vy _

g es diferenciable en f(x) entonces g o f es dife~

renciable en x vy,

d(g o F)(x,t) = dg(F(x), df(x,t))

Demostracién.- Como f es‘ﬁifgheﬂciéble en x enton
ces la funcidn Yy: L —> M

Y (h) = F{x+h) = f(x) - df(x,h) es una funcién =-

error.

Como g es diferenciable en f(x) entonces Y,:M—3 N




L a6 -

oK) = alF()* K)) - o(F(x)) - da(F(x), k) es=
una Funéién error. x ' L
(g o F)(x+h) = g(f(x+h)) = g(F(x)+df(x,h) + ¥; (h))=

+ dg(f(x), Y (h))

y como las funciones Yy(df(x,h) +¥(h)) y dg(F(x)Tﬁ

. {h)) son funciones error por el teorema 412 y i
el lema anterior, entonces ia funcién lineal we——

dg{f(x), df(x,h)) es la diferencial de g o ¥ en x.

j Bt
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CAPI TULD v

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el important]
simo Teorema del valor mediO,{donde el valor de una funcién con va
lores sobre un e.v.t. serd estimado por medic de su diferencial.
Como no se tiene una norma lo formularemos por medio de un con_jun-
to convexo, lo cual es mis ventaioso,

Al final de este capitulo haremos una breve discusidn de e§'

te importante teorema.

L

TEOREMA DEL VALOK MEDIQ

Sea f: [8,b] ~3 L, ! un e.v.t., localmente convexo y g:

[h,b] —» i. .f v g continuas. Sea 3 un subconjunto cerrado y —--
convexo de L conteniendo a cero v sea ' un subconjunto numerable =~
de ta,b] tal que f v a son diferenciables en cada t & [b,b] =D

y ademds se tiene:
df (t,x) € g’(t,x) ° & | t € [a,b] -D
Ademds S « t = als) € alt)
Teorema.- Bajo las anteriores hipdtesis.
£(b) - f(a) @ (a(b) - g(a)) © &
Demostracion.- Considéremos el "caso

a =20, g(0) =0, F(O) =0 vy o€R y reduzcamos a és--

te el caso general asi:
Sea fe B8 un punto fijo v definamos

ay =0, by =b-a, a ()= 4ltra) - g(a) Y t €[a,, b)),
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Fn(t) = f(t+a) - f(a) - g‘(t) o?@ para t € [o,b,]

B, = B_f:"

Demostraremos que la validez de las condiciones dadas arri=-

ba sobre a, b, g, f y B implica la validez de las mismas sobre -
‘a,r by » 9, + fy . By

9t (t) = 9’ (¢t + a)

df (t,h) = df(t + a, h}) - g’'{t + a) y como

df (t,h) € g'(¢t,h)eB8 Y t & [a,b}-D, entonces

df, (t,h)& g’ (t + a,h) » B - g'(t+a) of = o, (t,h) = B,

Ademds de que B, es convexo y cerrado témbién.

Entonces si f (b,) & oflb,) o B, nos |Ieva.a:;”,;ql;i:'e

£(b) - £(a) - (a(b) - 9(2)) oo & (a(b) - ala)) e (B~}

= :

£(b) - f(a) & (alb) - ola)) «

Demostraremos entonces el caso especial agregando a B la --

condicién de que sea una vecindad de cero.
Probemos qué Cf(bYeE (gb) +€b + £) B para cada &S0 .

Sea W —> ¥, una biyeccién de N en D y definamos la -
funcidn he EO,b] -— K con
h(s) = g(s) + go s;f- E..Z 2=

Xepd S

Sea ]- = lg‘t G [O,b] I f(s) € h(s) ¢ B para toda O‘é‘:‘:é'&ﬁ'}

-

Obviamente jf £ @ pues OC T se cumple la condicién por

vacundad.




Sea = sup _T

v entonces I = [0, l&]

con t £ t,

_49_

Demostraremos que

Si K=

£ (t) -
h (t)

. Si

0€ t <

k

f(K)G h (17) »

no hay nada que probar.

para 0 £ t < ¥

entonces existe t,& I

pues KéI.

Si 4> 0 entonces:

y como f:es continua v h también por la izquierda, tenemos-

que:

| tm
t &
+t=—o

o que implica

pues B es cerrado

Como Iﬁ [0, < EO,b-j

demostraremos qgue

CASQO 1.- Supongamos que
o decir |4

(12) o B.

Entonces
f(1¢ +h)

a(j¢ +h)

1<

1< <

b

es un punto

fF(1e) + df(ie,h) +

b.

f(i) ¢ h{(1Q o B.

enton

y K# Xwn
donde se cumple el que df (2. x) € o'

v, (h)

o(K) + dolte,h) + ¥, (h)

df(te,h) € g’ (t9he B

Y entonces dado

Nt e &2 t-8 Y

error v

lim

t—=>0

6/2

ces |4 & b_r

para toda he N, es -

con Yiy Y, funciones error.

existe

é', > 0 tal que

Sy

(&%)
t

pues \n es una funcidn
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o | 8/2 existe 53 » 0 tal que

(t) € €2 ¢ Ty cond=[-1,1] V¥ 1t1 & S, ., es de-

R £ €21t Yl = 0§,

Sea ahora 8 = minﬁ 6, R 87_, by - ‘IL} ; entonces para toda aQ

[}

con 0 & {] . S . tenemos

Flle+d) = £40) + df (2,0 ) + ¥y @) €
& h()e B+ g (t:)g:';_o B +£/2€g_ e B =
= h() - B+ (altrg) = o) - % (@) 8+ &2d0p

¥

como los coeficientes h{f2), o(1¢+ ‘,fl) - o(td) - va(@) = g’ ()6

y 6/2’? SON no negaltivos vy como B es convexo, entonces
L3 ] . -

si u,v,w >0 u B+ vB+ wB < (utviw) B pues ub, +
) ?

+ vb, & (utv) B vya que ub, + vb, es un elemento del -

mento que une (u + v) by con (utv) by pues ub,+ vb,

= -'G'HI"""\; (u('_-i— v) b, + (1 - -LT-F—“) (u + v) b, vy enton-

uby + vb, = bg con bi‘ & uB+vB  y ahora ub.—!—‘vbz-!- _wbg =

= b,_“-,+ wbg y este es analogamente un elemento de (utv+w) B.

Entonces tenemos:

f(1erq) (h(k) + aerg) - k) - (g + €/29) o B
= (a+9) + £) 27+ El<-vy(q) + €2 9-) o B

Mo 14 |
c (g(+q) +¢ Z 2" ¢ (e ) 5 =
K tetd
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= h(u<+g) o B
ya que & EZ’M > &2_2-“ y Y;z(ﬂ) + 6/2 > 0
; !{114. !4‘""{‘1 b APR A {<

s G £829 v -929L %9 % 62T

Se tiene ademis que f(s) & h(s)- B Y 02 § 4 g._.{+§u'f,
entonces M+ ¢ & T contradiciendo la definicién de {1 co-

mo el supremum.

Esto muestra que este caso no es posible.

CASQO 2.- Sea L&l y I = Ywa para algunavne . Como f es --
. =P
contfnua en Xe, existe §, » 0 con F(g?)—F(M)CC C/Z 2 "ﬁ
~e para 149 -0 & 8,
']
Anidlogamente como g es continua y mondtona, existe é;:g?’@ i

cofo

9@) - gltr) & &;/2 27 para ﬁf L Ut Sa

Sea & = min {8, e, b- 1< %’ R entonces Se tiene pa-

F(@) = (F(@) - £(1) + £(9)

2275+ (o) +E+ € 2 27V Yob
Xne. (TN

c &2 27 B+(q(<7)+£‘l+ £2_ 2~ “)ob

th_ | T

[e (o(g) +€9+ & 2 2 )a B h(q) o8
<l

'L‘.\-a
Contrario a la hipdtesis de aue £ era el sup. Entonces-

K = 5.

[
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PARTE 3.~ Demostrareﬁos ahora que  f(b) & gql(b)e B.

PARTE 4.-

si a(b) # 0 entonces teniendo en cuenta que B es ce-

rrado v haciendo e —> 0 se tiene

£b) _ i f(b) eB
a(b)  ge a(b) +2b +&
c>o

En el caso de que a(b) = 0, entonces gq(t) = 0 para to-
da t &{0,b7} v entonces df(t,x) = 0 U tGEo,b'ﬁ -D

Sea C una vecindad convexa, cerrada de cero, entonces —--
tas hipétesis del teorema se mantienen remplazando B por
C y entonces por la parte 2 se tiene:

~ - F(b) F ol -
F)E b +8) o © & wiloe ¢ -

(S

como el espacio es de Hausdorff se tiene entonces que ==

"“ELEAT“ =0 - o que implica que f(b) = 0 pues OCBBn
En esta parte trataremos de eliminar la hipbtesis de que -
B sea una(Qecindad de cero.

En el caso que g(b) = 0, entonces f(b) =0 v ciertémeﬁ
te F(b)<& g(b) - B. o
En el caso g(b) # 0. Supongamos que 2Z = _f(b) f! R

donde B es un cerrado convexo pero no una vecindad de ce
ro. Como B es cerrado escojamos una vecindad z;/ de Z-
tal que Z;me B=@. Por la continuidad de la suma co-

mo 0 -0+2= Z €TUJ existe una vecindad V de cero-




[3
i+

e

tal que V-V+Z & U “t la topologia de L es loc'a'f--
mente convexa podemos escoger a V convexo.
Ahora (z+ V) NN (B+ V) =@, Pues si la 'i'nter*g_ec.—
cién no fuera vacia, existirian T, ,",2eV y b€B -
con 2+ U =5b +1rziy b=% -V,+Z €V-V +L¥‘-'U
contradiccién al hecho de que UNB = ¢. '

Entonces Z + V es una vecindad ajena de B + V y-~

entonces 2 é B+ V = B%*. El conjunto B* es ce-.

rrado, convexo y una vecindad de cero y B¥2>B.

Entonces las hipétesis del teorema se cumplen para -

¥

B¥ y se tiene f(b) g g(b) B*, es decir 2 & B#* en-

contradiccidén con 2 ;r.{ B¥., Lo que termina la demos .

** tracidn del teorema.

KL BABER m-nuu
WARA M) GRANBEZA
BIBLIOTECA

@ Yimet ot il
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'__'CQR_OLARIO 1_.1.- Sea g:: o PR—— .IM,, L.' M e,‘.'v.ﬁ. L ""'.Se:a=' 9"con‘tfﬁ'.ua en

‘todos los puntos del éegmento'S“qﬁe uné1a:-c0n“q + h
y sea g diferenciable en todos los puntos de 8.56}5
- vo ‘en un conjunto numerable D de-éfloé}. |
Sea B un conjunto cérrado y convexo de M y £ L == R

Iinea’r

Entonces si
o’ (x,h) =0(h) €B para / x £ S-D
ce tiene que gla + h) = g(a) -f(h) e 8.

Demostracidn.- Consideremos el caso '€Z= 0.

Sca f: [o,13 —> M con f(£) = g(a + th) 05;1{:& 4, !

entonces df(t,h) = dg(a + th,h) y como a4 + th &g s‘é_

1’;35,

\tiene df (t,h} & B V t £ S-D , entonces vale el

o

teorema anterior y f(1) -~ f{Q) & B que es ﬂé_qéé;
querfamos probar pues é(afh) - gla) e B,

Si -6740 io r-educir'emos:a! caso a.nter‘ior’ intr’cidu{_—'_-'w
ciendq pr L —>M con  p(x) = g(x) = €(x)

Entonces dp(x,h) = dg(x,h) = €Kh) y apiicando.gl ;”
caso anterior se tiene p(ath) - p(a) € R egyde—-'
cir  glath) - a(a) - &(h) € B.

Ei teorema del valor medio que acabamos de probar considerg
do para espacios vectoriales normadses basta escoger a B como la eg

fera unitaria para caer en el que |lamamos para e.v. normados teo-

rema del valor medio.




+

Entre las ventajas de este teorema estan la de que no solo-
‘nos dice que si- la velocidad no es "muy grande” entonces el despla
zamiento no lo :es tampoco, sino que adcmis el término “grande” lo-

extiende al hecho de que df(x;h) descanse en.un conjunto con=--

VexXo. ; . ’
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