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INTRODUCCION

¢

Fste trabajo consiste en el estudio de sistemas de ecua

ciones diferenciales de la forma

x= F(x,y)
(1) .
y= G(x,y)

que son llamados “"sistemas auténomos en el plano™, esto es,

sistemas que no dependen del tiempo.

F1 estudio de las ecuaciones diferenciales se centra en
la bﬂsqueda de “"solucjones™ a la ecuacidn (1), para 1o cual.
se han- ido desarrollando métodos para encontrar $doTuciones '
explicitas, y gue no en todos los casos es posib1e poder de-

terminarlas.

Este trabajd tiene como objetivo mostrar otra forma de
estudiar las soluciones de una ecuacidén diferencial, esto es,
estudiar el comportamiento geométrico de Tas soluciones o tam
bién 1lamada "teoria cualitativa" de las ecuaciones diferen-
ciales. Por To tanto en el tipo de sistemas que vamos a estu
diar tenemos 1la Jentaja de poder dibujar las "trayectorias"
gue describen las soluciones, puesto gue son sistemas en el

plano.



e -
La primera persona que vid a una ecuacidn diferencial
desde el punto de vista de 1a geometria fué Poincaré, median

te investigaciones que hacia en meclnica celeste.

El hecho de estudiar el problema cualitative, esta en la
dificultad gque se pueda ‘tener, al tratar de obtener solucio -
nes explicitas a la ecuacidn diferencial. Ademds en muchos ca
s0S précticos, el calculo de soluciones explicitas es de menor
importancia. Por ejemplc el "oscilador de Yan der Pol", poco -
se sabe cuantitativamente de las soluciones, pero se conocen -
con detalle sus aspectos cualitativos mas interesantes y estos

son los gque importan en la aplicacidn.

Estudiaremos distintos tipos de sistemas autdnomos,como -
‘por ejemplo: los sistemas Tineales, gradientes, hamiltonianos

y el caso general de un sistema de 1a forma (1).

En el capitulo I, damos los conceptos mds generales que

se van a ir mencionando en cada uno de los capitulos subsecuen

tes,

En el capitulo II se tratan a los sistemas autdonomos mis
sencillos: los "sistemas lineales", esto es cuando las funcio.

nes F y G son lineales, teniendo la siguiente representaciodn:



e
1

ax + by

cx + dy .

e
"

Estos sistemas son muy sencillos, puesto gue se cong
ce la solucidn explicita y resulta gue baste conocer las so
lucicnes en vecindades cercanas al origen para poder determi
nar en forme global el comoortamiento geométrico de Ta solu-
cidn., es decir, en este capitulioc clasificamos Tos distintos
tipos de comportamiento geométrico gque tienen ]és trayecto-

rias del sistemsa.

hl L4 N y
rn el caprtvis IJ1, se encuentre la parte centrat de -

rry

este traoaic gus es la "teoria de Poincaré&-Béndinxon". Mediarn
te esta teoria se hace un estudio general de los "sistemas au
toénomos en el plano®, enunciados anteriormenfe° Se determ%nan
el comportamiento de las soluciones del sistema 2 1a Jarga,-

esto es, se estudian los "conjuntos l?ﬁfte" de las trayecto-

rias, haciéndose énfasis en estos conjuntos, estudiando asi -
sus principales propjedades y deduciendo de este el comporta-

miento que tendrdn las trayectorias al aproximarse a estos con

Juntos.

En este capitulo también se demuestra el teorema de Poin
caré-Béndinxon en el cual se detectan la existencia de trayec

torias periddicas en un sistema autdnomo.

*
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En los capitulos IV y V se estudian dos tipos particula
res de sistemas autdnomos, los cuales son Tlamados "sistemas
conservativos", y los cuales tienen gran aplicacion en la fi
sica. En el capitu]é IV se definen Tos "“sistemas gradiente"
estudiando de elios {as propiedades cualitativas de las solu
ciones, teniéndose c&mo resultados importantes gque los con-
juntos 1imites de sus trayectorias estan formado por puntos
criticos solamente concluyendo entonces que los sistemas gra
diente no contienen §o]uciones periddicas perc si soluciones
asitbticamente estables e inestables. Y por Gltimo en el capi
tulo V se éncuentranj]os "sistemas hamiltonianos" de Jos gua-
les observamos que el comportamiento geométrico de las trayec

torias es periddico y en el cual no se observan soluciones

asitBticamente estables.

Al fTinal de cada capitulo se dan algunos ejemplos para

Glustrar 1z teorfa expuesta en cada uno de ellos.

BIBLIOTECA
gE CIENCIAS EXACTAS
Y RATURALES

©upte hE MIS RLIOR
L RANIELA
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CAPITULO ]
1. CONCEPTOS PRELIMINARES

DEFINICION T.1:

SISTEMAS AUTQMOMOS EN E! PLANC. b un sistemsz de ecuacicnes

de ls Torma:

x =F(x,y)

,

. . -

y =G{x,y)
donde e! Tadc derecho no depende de fe variabie inczpendie
te t, es liamado un sistema autinome er 21 pianc, Londe se
tiene ocue ias funciones = v § estan definidas en un Ci8ric
dominic DR, v satisfacern 1a condicidon ae Lipschitz nare

X y y en alcuna vecindad para cada punto de D.

3

EXISTENCIA V (NICIDAD. |

TEOREMA TE

Bajo las condiciones de
una soltucion de la forma:
x=x(t), y=y(t) (2)
tal que para un tiempo t. satisface:
x{tol= xo , vitol= yo

la definicidn anterior existe



Donde x{t), y(t):[ a,b 7]+ Rz, son continuas y contienen

primeras-derivadas continuas y satisfacen a (1).

Las soluciones {2) describen geométricamente curvas solucidn

en RxRZ.

DEFINICION 1.2:
TRAYECTORIAS DEL SISTEMA. A Tas imdgenes de las curvas so-

lucidn sobre RZ Tas Tlamaremos trayectorias y las denotare-

mos:

C: (x{t),y(t)), -w<tco (3)
tal que para t=t pasa por (X,,y.).

Por lo tanto las trayectorias son también solucidn del

sistema,

DEFINICION 71.3:
RETRATO FASE. A1 conjunto de todas las imagenes de las

. - 2 .
curvas solucidon en R™ le llamaremos retrato_fase del siste-

ma,

PROPIEDAD 1.- Si x(t), y(t):[:a;§]~>R2 son soluciones de (1)
entonces x(t+t,), y(t+ty): [?,E}——>R2 son tam-

bién'so1uciones de (1), para algin tiempo to.



Pemosthacidn:

Si x(t), y(t) es solucidn de (1), entonces

(t) = F(x(t), y(t))

e w

y(t) = 6(x(t), y(t)),lo satisface
entonces X(t+to)= F{x{t+to), y(t+to) )=F(x{t).y(t))
ylt+to)= G(x(t+to), y{t+to)I=G(x(t),y(t))

Es también solucidn puesto que el Tado derecho de las

ecuaciones no dependen del tiempo.

Por 1o tanto distintas soluciones de (1) nos pueden re
presentar a una misma trayectoria puesto que los sistemas son

autonomos.

DEFINICION 1.,4: - ‘
PUNTO CRITICO.DEL SISTEMA, Un punto (Xo.,yo) es un punto cri

? tico si-el lado derecho de (1) es igual a cero esto es:

X = F( 6 s o)= 0
X XosY "(5)

y= G(XO;YD)z 0

Si (Xosyo) representa un punto critico para (1) enton
ces:

x(t)= %o » y(t)= yo .

-3 -




representan soluciones constantes para el sistema. Todo

punto que no sea critico es liamado punto regular.

DEFINICION T.5:
PUNTO CRITICO AISLAPO. Un punto critico (Xeo.ye) de (1) se
dice aislado si existe una vecindad de {Xo,yo), dentro del

cual no existen otros puntos criticos.

DEFINICION 1.6+

CAMPO VECTORIAL, Un campo vectorial esta definido por una

2 2

funcidn V: R >R® tal que para cada punto (x,y):

Vix,y)= (F{x,y), G(x,y)) (6).

Esto es para cada punto {x,y) estd definido un vector
V con componentes F(x,y) y G(x,y) horizontal y vertical res-

pectivamente,

Definir el campd vectorial en un punto-crftico del sis-
“tema se tiene que V(xosy¥o)}= (0,0) entonces el vector defini-
do ahi es nu]o,-ffsicamente podemos representar al campo vec
torial como un campo de velocidades en R? tal que si se deja
caer una particula esta lleva una velocidad defihida por V

en {x,y) y si 1a particuia se encuentra en un punto critico

-4 -



(Xo-Yo) 5€& tiene gue ia velocicad de la particula en ese pun

to es cero, © sea esta se encuentra en reposo.

DEFINICION1.7:
PUNTO CRITICO ESTABLE, Sea X, un punto critico de (1). El
punto X, es estable si dado e>o existe é>o0 y T.tal que si

[X(To)-%Xo|<8 entonces ¥t>T,

Se tiene

[ X(t)-%,]<e.

Podemos decir en estos casos que cuando las trayectorias
se aproximan a este tipo de puntos criticos, estas permanecen
cercanas al punto X., entonces se dice queq,el sistema es esta

ble; en caso contrario el sistema es llamado no-estable.

DEFINICION 1.8
PUNT"O CRITICO ASINTOTICAMENTE ESTABLE. Si un punto critico X,

| es estable y ademas se tiene gue:
Tim X(t)= X,
t+eo

entonces X, es asintdticamente estable.



1

por 1o tanto todas las trayectorias del sistema se -

aproximan al punto critico, entonces e} sistema es asintoti-

camente estabie,

DEFINICION 1.9:
PUNTO LIMITE., Un punto x* es punto Timite de una trayecto
ria C: X{t), si existe una sucesidn {t __ J} tal que:

Hm (Z(tn))= X *
n-—>x .

En particular un punto critico asintoticamente estable
es punto limite, Denotaremos por w-limite a, puntos 1imite
para sucesiones con tiempos positivos y a-limite para suce-

siones con tiempos negativos.

DEFINICION 1.10:
CONJUNTOS LIMITE,
10.a) Conjunto Lw(C): A todos los puntos,]fmite'de una tra-
yectoria C:(x{(t),y(t)) -=<t<e, para sucesiones t e

son denotados por Lw(C).

10.b) Conjunto La(C): Es el conjunto de puntos limite de una

trayectoria C para sucesiones tn+_m'



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

i M8 KUOS
S OIRANDEZA

Tenemos gue las trayectorias de tas soluciones nunca
se cortan, pero si pasa gue para dos tiempos distintos es-

tas coinciden entonces las trayectorias son periodicas.

DEFINICION 1,11:
TRAYECTORIA PERIQDICA, Sean t.y tﬁ1 dos tiempos distintos

tal que:

x{tol= x(t;) ¥y ylto)= y(ty)
y para todo £ '

x(to+t)= x{t +t)

y{tott)= y(t1+t)

se tiene que la trayectoria es cerrada, entonces existe un

periodo h donde es el menor niimero positivo tal que

x{(t + h)= x{t} y y(t + h)= y(t)
por Jo tanto la trayectoria es una trayectoria periodica.

CAMBIO DE COORDENADAS

Supongamos que un sistema de ecuaciones definen.un cam

po vectorial V.:_R2 >RZ y aplicando una transformacidn a

€se campo queremos determinar que caracteristicas tendrd el

- 7 -



oy 2

. 2
nuevo campo vectorial y 1o denctaremos por V: R >R,

supongamos una transformacidn T:Rz—-——>R2 tal que puntos

9
XeR2 los transforma en puntos xeR™ y curvas t+(yl(t),

; 2 - -
*Z(t})eR 8N curvas t+(y1(t)i33{&)),

Supongamos ademis que t+(y1(t),y2(t)) satisfacen a

U{x,y)
W (x,y)

-y
i

(*)

s
i

puesto que:
1= UCyy(t),v,(t))
Yo= Wiy (t),y,(t))

aplicando a Tas curvas Ja transformaci6n T tenemos gque
E (Tlvyavy)s Tylygar,))- (Y9(t)s7,(t)) (**)

determinamos el campo vectorial ¥ diferenciando (**) obtene

mos:;

aTl(Yls;YZ) y

- 3Ta(vi,y2), = .y
2

Yi o+
3 X 1 ay
of2{vi,v2}, = + B3T2(yi,v,) -}2 de donde:

¥o(t) = 2lzlyasye), &
2 gXx 1 ay
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Por lo tanto la primera matriz de lado derecho de 1a
ecuacion (***) es el jacobiano de la transformacion T, enton
ces el nuevo campo vectorial V estd determinado por el sistema

:(*) que determina el campo V solo que mu]tip]icada’poﬁ un fac
tor gue es la matriz jacobiana de T. Utilizaremos este cambio
de coordenadas en los sistemas de ecuaciones para facilitar

la resolucidn del sistema.

En la teoria geométrica de Tas ecuaciones diferenciales

se distinguen tres tipos de espacio Tlamados espacios de fa

se 0 estados del sistema:

1) Espacio de 1a variable t: el cual es R, la recta
real. . _

IT) Espacio de Tas variables dependientes x(t), y(t):
el cual es Rz, el plano. “

I11) Espacio de Tas soluciones {t,x(t),y(t)): que es el

2 3

espacio producto RxR"= R, donde se dibujan Tas

curvas solucidn de (1).




DEFINICION 1.1Z:

INTEGRAL PRIMERA., Una funcién H: R__SR de valores reales
es una integral primera de un sistema de la forma (1) si es
constante sobre sus soluciones y no es constante sobre abier

tos.

Esto es si x{t), y(t) son soluciones entonces

H{x{t), y(t))= K (K=constante)

y %;(H(x(t),y(t))= 0 = VHeF(x(t)).

- 10 -




CAPITULO 11
IT. SISTEMAS LINEALES

PEFINICION 7.7
SISTEMAS LINEALES. Un sistema de la forma:

F(x,y)
G(x,y)

e
I}

(1)

e
1]

donde F y G son funciones lineales definidas en un dominio

DcR2 es llamado un sistema lineal.

Las funciones F y G son de Ta forma:

F{x,y)= ax+by+ao
(2)
G(x,y)= cx+dy+ba

donde a,b,c,d, a. ¥y bo son constantes, y si as=bo=0 entonces

(1} se dice que es homogéneo.

Los sistemas que seran considerados en este capitulo

seran de la forma:

x= axtby

§= cx+dy




Con ad-cb %0, comc Gnico punto critico (0,0},
p partir de este punto critico del sistema, se obtiene una

solucion para el sistema que es de la forma:

x(t)= © | (4)

ponde las soluciones son constantes y la representa-
. - ‘ “ . . - 3 .
cidn geométrica de las curvas solucidn en R™ consiste en

una recta que en este caso es el eje t, que al proyectarse
2

en R el retrato fase consiste en un punto.

Este tipo de soluciones del sistema no seran conside-
rados, ademds ninguna otra curva atraviesa ese punto, lo

inico que se puede esperar de las trayectorias es de que

se aproximan o alejen de ei.

E1 estudio de los sistemas de la forma {3) consistird
principa]mehte en mostrar el retrato fase de las soluciones,

esto es estudiar la teoria geométrica de las soluciones.



E1 estudic del retratc fase de las soluciones de (3) se
haran alrededor de Tos puntos critices, y segdn el comporta-
miento que tengan através de estos puntos se clasifican en

puntos:nedo, silla, centros y focos.
2.2, CAMBIO DF COORDENADAS

E1 sistema x= Ax (forma vectorial de (3}) define un cam
po de vectores en RZ, para cada punto (x,y)r—:R2 define un vec

tor con componentes V(x,y)= (ax+by, cx+dy).

Jrﬂ
/ /‘/,V('f-tﬁ)
ST oe?
t Va ! - O
J ;7

Sea y(t) una curva en R® tal que v(t)= Ay(t) satisface

2 2

al sistema, sea T: R°“—>R una transformacidn que al aplicar

To a v(t) se obtiene:

T(y(t))= 8(t)

- 13 -




otrz curva en Rz; &qué campc de vectores define esta nueva
curva &n Rz? diferenciando entonces a ¢(t) obtenemos
§(t) = T(y(t})
= TA(v(t))
Hov(en)
= TAT (68(t))

= TAT™

Bs(t) , B= TAT 1

o §(t)

Por 1o tanto cada vector &(t) tiene nuevas coordenadas
que dependen de TAT! que en el caso de los vectores y(t)
dependian solamente de A. Ahora la nueva matriz TAT™? trans
forma al sistema (3) en un sistema que es equivalente a es-
te, 1Iamado este nuevo sistema "Sistema Equivalente" expre-

sado en forma candnica,

- - ‘. .
Todas 1as representacicnes canbénicas gque puede adquirir
(3) através de la transformacidn a la que es sometido las -

enunciaremos a continuacion al obtener sus soluciones.




2.3, OBTENCION DE LAS SOLUCIONES DEL SISTEMA

Sea

Xx= ax + by

y= cX + dy
con ad - c¢b¥0. E1 Gnico puntc critico es (0,0).

Existe una ecuacidn caracteristica asocjada al sistema:

a-A b _
, t= (a-A)(d-A)- cb= 0
c d-A -
quedando la ecuacidn: A%+ px + g=0 (6)
donde: p= a+d

g= ad-cb

cuyos valores caracteristicos a Ta ecuacion son A1 yiz. A par
tir de estos valores obtendremos Tas formas candnicas del -sis

% tema cuyas soluciones serdn mds sencillas de calcular.

Tenemos de (6) que las soluciones A;, A, pueden estar en

4 Tos siguientes casos:



CLASIFICACION DE LOS PUNTbS CRITICOS

nie) 1. A1 s h2 reales y distintas
CASO e R b BIBLIDTECA
%] DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

(a) A1 y*r2 del mismo signo,

(b) X1y iz diferente signo. s

dBOIT. Rafces A1yiz repetidas

i N a-2 b
= (a) E1 rango de ( ¢ d-p ! es cero.

. a-A b ‘
(b} E1 rango de ( ) es uno.
C d—}u

@ a0 1770 A1, A, rafces complejas

(a) A1 , A2 complejas puras.

(b) A; , A2 complejas conjugadas.

FORMAS CANONICAS DEL SISTEMA

Las formas candnicas de (3) que estan expresadas en la

ig'transformacién TI-‘.T'l son las siguientes:

| T ST
_ | Y 8«
' 3)(0 A) 4)(-_& 8)

La forma candnica 1) corresponde al caso I, 1a forma 2) y 3) para

4l caso II y 4) para el caso III,
- 16 -




goluctoned:

Por 1o tanto el sistema de ecuaciones (3) escrita en for

na canbnica tiene la siguiente representacion

e
I

= )\lx

(7)

e
|

= Ay
cuya solucidon se obtiene por un simple proceso de integracidn,

obteniéndose con esto

y(t): CZEAZt

"y cuya solucion general es

_ Axt Aot
x{t)= AC,e + Bcze (9)

1
y(t)= ccperzt 4 peetet

Las soluciones (8) son soluciones equivalentes al siste
ma {3} y las soluciones originales de este son obtenidas al

quedar determinadas en (8) el valor de las constantes A,B,C

v o 2.4 RETRATO FASE
PUNTOS NODOS.

Consideraremos el caso I.{a) de Ta’c]asificacién hecha
anteriormente de los va]oreslh;,yAz . Tomarehos'A2<Ai<D. Ob -

tendremos la ecuacidn de las trayectorias a partir de (8)



jzaremos estas soluciones para jos tiempos cuando t=e §

anal
t+-. Encontrando asi el retratc fase para el caso Ila).
RETRATO FASE:

La ecuacidon de las trayectorias se obtiene de la siguien

te forma: eliminando "t" de (b)

X A1t

— e

¢

Y o et

Co
==> s [Og ">C‘(—— = )\l LDg %—

1 2

X VA A
—> (Z)t2 = (LM

Cl C2

A,/ o
cx 2" donde T =C y Az/A >1, (d)
Clz/)\. i

La ecuacion encontrada de las trayectorias determinan
parabolas con centro en el origen. Haciendo un andlisis de

Tas soluciones (b} obtenidas tenemos:

I) Las trayectorias se aproximan hacia el origen cuan
do t+~ puesto que 21y X, <0 entonces:
x(t)= cpet it g

y({t)= CZEAZt > 0 _

- 18 -



11)

I11)

Iv)

F1 cociente £ = 0 cuanto t~= esto implica que
X

~las trayectorias son tangentes al eje "x".

be Ta ecuacidon (d) tenemos que si x>0 == y>0 y

viceversa.

Por 1o tanto todas las trayectorias se aproximan
al origen tangentes al eje "x", ademds Tas tra-
yectorias através de los ejes también se diri-
gen hacia el origen obteniéndose estas Gltimas
trayectorias cuando algunas de las constantes

C1 0 02 son cero., En este caso cuando todas las

trayectorias se dirigen al punto critico el sis

tema es asintdticamente estable y el punto un NODO,

Grafica del Retrato Fase:

t

N

Tomando como base la solucidén general (9) para obtener

- 19 -




e] retratoe fase del sistema, se observa lo siguiente:

1) Todas las trayectorias entran al origen puesto

gue cuando t-oe =—> x 0»y y-0.

I1) Las trayectorias entran al origen con pendien

te D y L esto se deduce de lo siguiente:
B A

coooyle) e CCiettty peyetet | cpetet

b s Tt 2ot Aot

treo x(t) t+ AC.e”?"+ BC,e"?2 C.e’?

1 2 2
t
; D+ ElCe(lihkz)
- o9 C» _ D
= 1im £ 5=
| tr-e po Gy (R1-2y) B
Ca

o mismo para 1lim yite) | ¢ .
tr+o x(t) A

ET retrato fase obtenido tiene la siguiente represen

D/y

tacidon grafica:

</p

i /////FIG.\<;
3

- 20 -



uya configuraciodon es equiva?ente a la obtenida anteriormen
e observando la FIG. 1. Se observa que la solucidn original
‘del sistema (3) es la que se muestra en la FIG. 2. y bajo Ta
\tfﬁnsformacién a la gue es sometida se obtienen soluciones

quivalentes cuyas configuracidon estan mostradas en la FIG.

ughpor lo que podemos decir que las soluciones dadas en (8)

nos sirven como soluciones a nuestro sistema original.

“‘En el caso I.{a) se tiene un segundo caso cuando
A1<Ar2<0. Para este prob]emé el retrato fase de las solucio
ﬁes es la misma que el caso anterior con Az<x;<0, solo gue
w éhora las trayectorias son tangentes al eje "y" y el punto

‘critico representa un nodo asintdticamente estable.

Grafica del Retrato Fas

=

S

W

FIG. 3.




para e] caso I.(a) tenemos

A1 A2>0.

RETRATO FASE.

E1 retrato fase de las trayectorias es igual al caso 1.1.a)
solo que el sentido de las flechas es hacia afuera. En este
baso el punto critico en un NODO inestable puesto que todas

las trayectorias se dirigen hacia el infinito,

Grafica del Retrato Fase:

h‘\é
x
FIG. 4.
PUNTOS STLLIA -
Caso1.(bJa;,A, reales y distinto signo.
g: ' Sea’ A;<0<X,. Las soluciones para este caso son Tlas

d - mismas a (B) esto es:
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RETRATO FASE:

La ecuacién de las trayectorias:

y= cx*2/a; (f)
A2/31<0

sto implica que Ta ecuacidon (f) da curvas hiperbdlicas. Ha-
ciendo el andlisis geométrico de las ecuaciones (e) y (f)

‘para tiempos al infinito:

I) Cuanto t+~ esto implica x(t)> 0, y(t)»~ , se obser
va con esto que las trayectorias se aproximén al origen atra

vés del eje "x"'y se van alejando hacia el infinito através

I1) De (f) tenemos que si x(t)» 0 + y(t)+= y. si y(t)=0

'?m>x(t)+m.
| w, . n

II11) Las trayectorias son tangentes al eje "y" puesto

. que lim (t) .o s con esto podemos decir que las trayecto-
L tsc X(t) )
rias se alejan al infinito tangentes al eje "y".




1v) Si las constantes C, ¥y C, son iguales a cero al
55 una, entonces x(t) y y(t) son trayectorias sobre los
miejes tal que:

"si Cy= 0=>x(t)= 0 y y(t)»= , trayectorias al infi
nito", ©

"si C,= =>x{t)»= y y{t)=0, trayectorias al origen".

Grafica del Retrato Fase: £35R BIBLIOTE (':TAAS
(geepl/] DE CIENCIAS EXAC
19 \% > Y NATURALES
mL SABER DE MiS HLIOS
Tats Wl GRANDELA
ﬁtt::::r
- ‘Fx
y f
FIG. 5.

E1 punto critico en I.{(b} representa un punto silla el

cual es inestable.

Para el caso donde x,< 0<A;, intercambiando los valores

Caracteristicos de I.(b) la representacidn del retratc fase

- 24 -
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B oo A e

es el mismo solo intercambiando los ejes. La representacidn

es la siguiente:

4
\
::::iijzr\\\\\\‘
< »— ~
\\\“
FIG. 6.

PUNTOS NODOS DEGENERADOS

Caso II, Reales e iguales: A1,22>0 ; X1,A2<0

Caso IT1.(a) Az1,Xx2<0 A; = Ay ,(fl 0) rango cero.
0 A

Soluciones del sistema:

It
L]

x(t)
y(t)

1]
o

Ecuacidon de Tas trayectorias:

y= CXAZ/Al s A2 €0

- 25 -



Por lo tanto la ecuacidn de Tas trayectorias representan

rectas que se aproximan al origen. ET punto critico reprg

“centa un nodo asintdticamente estable.

s

Si tenemos el caso donde A1 =Xiz;yAr A2>0, la represen
~tacidn del retrato fase de las soluciones serd el mismo que
el de la FIG. 7. con el sentido de las flechas hacia fuera.-

E1 punto critico es un nodo inestable.

CASO. 11, (b)

(A 1) rango uno, A; =A§<0.
0 A

E1 sistema de ecuaciones eguivalentes seri:

e

S Ax Tty {g)
Y

e
1]



la solucidon de la segqunda ecuacidon es inmediata

y la solucion de Taprimera es de la forma:

At At

x(t)= C,e t Cyte

existe una relacion entre, las constantes C, ¥ Cq

derivando x{t):

(h)

igualando (g) y (h)

A[@lekt + Cztelt:]+ Czelt = Ax+y
= y=62eAt y como y= 63eAt

por lo tanto la solucidn de (g) es de la siguiente manera:

At

x(t)= cpett 4 (:Zte"t
(i)
y(t)= Céekt
i
% - 27 -




QETRATO FASE.

IvV)

II1)°Si ¢

1) Sit—e , x(t)—0 y  y(t)}—>0.

I1) Lim. y/x= 0, puesto que y/x=—-i¥L———===> las tra-

yectorias son tangentes al eje

X

2=0 y t——>w =>las trayectorias sobre el

eje "x" tendiendo a cero puesto gue:

x(t}= Clelt como A<o

===>  x{t)=>0 cuando t—>=

La ecuacidon de las trayectorias se obtiene de
la siguiente manera: despejando "t"™ de la se

-

gundda ecuacidn de (i):

elt

Ln y/02

[\l

y
t=

2

n:[La o

sustituyendo en laprimera ecuacidn de (i)

| t 1
x= (p1+c3an4y)eh , donde C,*3 = C,
yIC, = Cpy

*, X= (C1+C3LnC4y)y/CZ, ECUACION DE LAS TRA-
YECTORIAS.,

- 78 -



Representando gréficamente el retrato fase de las tra-

yectorias:

FIG. &.

En este caso el punto critico representa un nodo asin

toticamente estable.

Para el caso A:=1,>0 el retrato fase es el mismo que
el caso anterior solo cambiando el sentido de las flechas

de 1a FIG. 8 todas hacia fuera.

PUNTOS CENTRO )

Caso I1I. A1, Ap complejas,

Caso IIT.(a}.A, , A, complejas puras, Las raices caracteristi

cas son de Ta forma A;= ai,Az=-ai. Las solucio-

nes al sistema son de la forma

- - 29 -



Encontrando estas soluciones en términos de "“senos" y

osenos":
x(t)= Cq (cosat + i senat)

tomando Cl=C2=1
y(t)= C, (cosat - i senat)

X (t): .’E_J'l : y (t): X=y
2 ; 2

21

:una solucidon Tinealmente independiente se tiene:

xz(t) cosat

yz(t).= senat

encontrando con esta segunda solucidn la ecuacion de las

trayectorias tenemos:

-XS + yg = coszat + senzat
> xg + yg = C2 , ECUACION DE LAS TRAYECTORIAS,

‘Cuya ecuacidn demuestra que las curvas son circulos con cen

tro en (0,0) y radio C. En este caso el punto critico es un

- 30 -
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centro esto es todas las curvas son vecindades a (0,0). Las

curvas solucidn en el sistema original representan elipses

con centro en {0,0).

E1 sentido que siguen las trayectorias en el retrato
" fase dependen de ias siguientes constantes: "b" y "¢" que
sgn 1as constantgs de nuestro sistema original (3), el sen
tido de Tas flechas es el signo gue le corresponde a la cons

tante "c", esto es si "c" es positiva el sentido es contra-

rio al de Tas manecillas del reloj; o si c=0 entonces el sen

tido de Tas flechas se tomard del sentido contrario al de -

Iibﬂ.

Grafica de la geometria de Tas soluciones:

TH

AN

FIG. 9.

Por G1timo tenemos el caso II1_(b).




PUNTOS FOCO.
aso 111.(b) A1 s A, complejas conjugadas,

l - (prai)t :
las soluciones son: x(t)= Cie :

y(t)= Cze(s“d”t

Representaremos estas soluciones en términos de "senos"

‘"cosenos”,

RETRATO FASE,

x(t)= Cle@t(cosdt + i senat)

y(t)= Czegt(cosat-- i senat)

Sean x*(t) y y*(t) nuevas representaciones de estas solucio-

nes:
x*(t)= e cosat

y*(t)= eBt senit

Las curvas son espirales logaritmicas alrededor del

origen el equilibrio es denotado un punto focal o espiral,

"Sipg<0 las espirales se van acercando al origen"

"SiB8>0 las espirales se tienden al infinito".

el sentido de las flechas dependen de la constante "c" del

- 32 -




sistema original.

La representacidn geométrica de Tas soluciones es la

~giguiente:

@\

Flg. 10.

La interpretacidn geométrica del comportamiento de las
soluciones de les sistemas autdbnomos lineales queda sintenti
Zada de la siguiente manera:

(1) Ay .4, reales y del mismo signo: punto nodo
(2) X1 ,%, reales y de signo opuesto: punto silla
(3) Ay .4, complejas puras:. punto centro

“(4) A1 5 A», complejas: punto espiral,



CAPITULO 111
I11, TEORIA DE POINCARE -BENDINXON

1 INTRODUCCION
Seguimos con el estudio de Jos sistemas autBnomos en

el nlanc definidos de ia forma:

e
1]

F(x,y)
G(x,y)

(1)

)
il

El objetivo de la teoria de Poincaré-Bendinxon es estu-
ar el comportamiento de las soluciones ‘de {1) a la larga,
to es para tiempos infinitos mediante métodos geométricos.

“Estudiaremos Tlas trayecto}fas que describe el sistema

) que forma el retrato fase de las soluciones en DcRZ. Y

nﬁ trayectoria la denotaremos por C: (x(t.xo), y(t,yo)),
9£t<m tal que estd definida para todo tiempo, y para un tiem

po t=t, pasa por el punto (Xo,Yol.

IPOTESIS 3.1. Supondremos que la trayectoria C se encuentra

en una region acotada ReD,

€Xista una sucesidn {tn}+= tal que {x{tn,x,), y{tn,yo)}+{(x*,y*))}.
Sea Lw(c) el conjunto de puntos Timites de C para t-»= y puntos

P R e T v



19mites para t--« como La{(), esto es para sucesiones de -

. +iempos negativos,

Cada sucesidn de puntos {x{tn,x.}, y(tn,y.}} contenida

~en la regidn R, contiene una subsucesidn convergente.

Tenemos entonces que las trayectorias tienden hacia esos
‘conjuntos 1imite, entonces podriamos decir, si tonocemos o de
‘terminamos a esos conjuntos limite podremos determinar el com

:portamiento de -las trayectorias a la larga.

Trabajaremos con puntos 1imite de una trayectoria C para
.sucesiones de tiempos'positivos, esto es el conjunto Lm(C) y

IIo denotaremos C'. Empezaremos entonces con el estudio de estos
:cohjuntos Timite que es precisamente lo que desarrolla Tla teo

ria de Poincaré-Bendinxon.

ET sistema (1) contiene dos clases de puntos que son los
puntos criticos y Tos puntos regulares, los primeros es cuan-
do sucede que el lado derecho de las ecuaciones diferenciales
Qe (1) se anulan, esto es (Xo,yo) es un punto critico si -
';t F(Xo,¥0)= 0 y y= G(Xo,yo)= 0 y todo punto que no sea -

:crftico e§’11amado punto regular,

e

S T e AR e

o



Mostraremos & continuacion las propiedades que contie-

nen los conjuntos limite C'.

3.2, PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS LIMITE C'

3.2.1  CERRADOS ¥V ACOTADOS
3.2.,2  CONEXOCS

'3.2.3  INVARIANTES.

3.2.7 CERRADOS Y ACOTADOS.- Sea d[“M,N7]7la distancia entre

los puntos de los conjuntos M y N, y tenemos

Tim d[ (x(t), y(t)); €' = 0

torx

Demostracifn: Supongamos {An} una sucesidbn de puntos de C'
tal que convergen a un punto A¢C'. Entonces existe una suce-

sidn {tn}+m » donde t >n, y

df (x(t,), y(t,))s Ay J<1/n

Qero los An‘s tienden a A entonces la sucesidn {x(tn);'y(tn)}+A,

y por lo tanto AeC' y C' es cerrado.

- 36 -



El conjunto C' es acotado puesto que las trayectorias

C se encuentran acotadas,

3,2.2 CONEXOS.- Supongamos que C' es no conexo. Enton-
ces podemos representar a C' como una suma de dos conjuntos,

disjuntos y no nulos M y N, es decir

C' = M#N ; M«¥=0 ; M,N$0

My N son subconjuntos disjuntos s cerrados y acotados, en-
onces entre ellos existe una distancia &. Ahora, existe

na sucesion monétona'{tn}+m tal que

para n-par  d[ {({x{(t ),y (t ))} 5 M]<s/4

para n-impar d[:{(x(tn),y (tn))} ; N7]<s/4.

Por la continuidad de (x{(t), y{t)) existe una sucesién

: Ty . _ L ) " - R
i#“-} tal que t, <t '<t, ; "“1:2==--=d[{X(tn“=¥‘Hﬁ)};”3=
aL{(x(t '), y(t "))} 5 N entonces

d [:{(x(tn'j, y (tn')}; M+N:]a 8/2 (*)

Pero la sucesidn de puntos {(x(t '), y (tn'))} contiene una

_SUbsucesiﬁn que converge a un punto 1imite (Xx,y)eC' pero de

- 37 -




(*) se tiene que
dl (Xx,y); M+NT]> &/2.

1o cual es una contradiccidon puesto que C'= M+N.

3.2.3 INVARIANTE.- La trayectoria T gue pasa por un punto

(x,y)€C' estd totalmente contenida en C'..

Demosinacitn: Sea T: (x(t,X), y(t,y})) T1a trayectoria tal

‘que para t=0, (x(0,%X), y(0,¥))= (X.y).

Sea {tn}+oo una sucesion tal que puhtos de una trayecto-

ria C: (x{t,xo), y(t,yo)) con

— -

> (X,Y).

(X(tn..sxo)s ,V(tn s.Yo))

Tomemos una nueva representacidn de C y determinemos a
donde convergen los siguientes puntos {(x(t +tosXo)sy(t +te.yo))}

se tiene:

(x(t +to,xo0), y(tn+to,yo))=I:x(to,(x(tn,xo)),-y(to,(y(tn,xo)):]+(x(to,§)

Y{tosy))
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este punte esta en la trayectoria T y es un punto limi-

perO

te de C' por lo tanto TcC'.

Por lo tanto hemos demostiradc las propiedades con que
cuentan los conjuntos limite de una trayectoria C'.Veamos -
" ahora en que forma pueden ser clasificados estos conjuntos

limite.

La clasificacion de C' la haremos en base al tipo de
puntos que puede tener el sistema (1) ya sea regulares o cri

_ ticos.

HIPOTESIS 3.2. Los puntos criticos son aislados.

3.3 CLASIFICACION DE LOS CONJUNTOS LIMITE C'.

3.3.1 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS CRITICOS
3.3.7 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS REGULARES
3.3.3 C'" CONTIENE PUNTOS REGULARES Y PUNTOS CRITICOS.

3.3.1 (' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS CRITICOS.

TEOREMA 3.7. Si C' contiene un punto critico A y no con-
tiene puntos regulares, entonces C' consiste solamente de A,

tal que la trayectoria C se aproxima cuanto t-e,

- 39 .




Demostracibn: Como C' contiene sclamenie a A y no contiene

guntos regulares, y C' debe ser conexo, entonces el conjunto
1imite de C consiste en un solo punto el cual es Ay las tra

yectorias { se aproxima a A cuando t-o=.

Una clase particular de sistemas autdnomos con este tipo
de conjuntos 1imite son 1os s{stemas lineales, tal que cuando
'os valores qaracteristicos A1 , Az asociados al sistema son
eales y negativas, o cuando_klj X2 son raices complejas con
ugadas con parte real negativa; en estos casos tenemos que

1 punto critico (0,0) es el punto 1imite de una trayectoria

/
'del sistema lineatl.

TEOREMA DE POINCARE BENDIMEON
5.3.2 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS REGULARES.

TEOREMA 3.2 Si C' contiene solamente puntos regulares en

onces C' es una trayectoria peridodica tal que:

1) Si C es periddica entonces C=C'
2) Si Crioes periddica, entonces C se aproxima a C'

espiralimente por adentro o por afuera,.
Demostracibn:
Sea C' una trayectoria periddica, puesto que es una tra
Yectoria donde todos sus puntos son regulares, mostraremos

qUe la trayectoria C se aproxima espiralmente a C' o C es -

T9ual a C', Definiremos primero 1o que es un segmento sin con
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tracto, que servira como base para nuestra demostracion.

Definicibn -3.1 Un segmento sin contacto L por un punto
regular A es una recta finita, cuya direccion es perpendicu
lar al campo vectorial V definidec en A. Ademds todo punto de

t es un punto regular de V.

Geométricamente tenemos a un segmento sin contacto [

y el campo V al pasar através del punto regular A, Fig. a.

E1 campo vectorial sobre L no difie

re mucho de la direccidn de V(A) y

v esto se sigue por 1a continuidad del
A campo; ademés se tiene que todas
y las trayectorias que intersectan a
Fig. a. L 1o atraviesan en la misma direc-

» o
cion,

Supongamos que el conjunto 1fmite C' atraviesa e inter
secta en un punto A a un segmento sin contacto, la pregun-
ta que nos planteamos es la siguiente: équé comportamiento
tendré la trayectoria C cuando‘se'aproxime a ese punto 17-
mite A?, pero antes de respondernos-a esta pregunta en la

siguiente parte mostraremos una de Tlas propiedades que con-
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jenen los segmentos sin contacto.

PROPIEDAD 3.1 Sea A un punto interior de L. Entonces exis
te e>o y una vecindad V. con centro en A, tal que cada trayeg
toria que atraviesa a V,para t=0 intersecta a L para un tiem

po t finito, cercano a cero.

Demostnaciin, Sea A={0,0) el origen del plano xy y L un
.s.c sobre el eje x. Las soluciones {x{t,{Xo,¥0))s ¥Y{ts{Xcs¥ol)))

F(x,y), y= G(x,y)

e
1



cuna trayectoria periddica. Si Ay %AZ entonces todos los An's
.505 distintos ¥y An+1 estd entre An ¥ An+2, (n=1,2,...).
pammtuwiéﬁ: E1 punto A es un punto 1ﬁmite de C tal que
existe un segmento sin contacto L gue lo atraviesa, entonces
para cada vecindad de A existen puntos de C para tiempos su-
:ficientemente.grandes, y por ta propiedad anterior C intersec
ta a L en puntos {An}. Tenemos que si la primera intersecciodn
A, es igual a A2 entonces C es periédica y como A es un punto
.1im1te se tiene que A =A (n=1,2,...). en este caso tenemos
‘que C estd totalmente contenida en C' por la propiedad de in
varianza de los conjuntos C', Supongamos ahora que Al%A2 y C
no intersecta a L para un tiempb t1<t<t2. Podemos formar una

curva cerrada simple T de Jordan con el arco de trayectoria

K;hl y el segmento ﬁlﬁz, entonces T divide al plano.en dos

\ regiones M y N, ver Fig. b que

:‘ remos mostrar donde se encuentra
* T C para un tiempo tzt,. Si C con
tinuara hacia la region N; ésta
N tendrfa gue cruzar a [ pero ésto
no puede suceder puesto que las
FIG. b

trayectorias no se cruzan, y si
B C sale hacia N por el segmento

Alﬁz esto tampoco puede suceder, entonces tenemos gque C con

tinua en la.regidn M e intersecta a L en A, tal que A, esta

entre Al y A3; podemos seguir haciendo 1o mismo para probar
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que A3 se encuentra entre AZyA4 y entonces probar por 1nducci§n gque An+1

es monbtona y convergiendo a A. Entonces tenemos que el com-
portamiento de C cuando se aproxima a un punto Timite de C'
esta trayectoria o es periddica o se aproxima espiralmente y

monotanamente a A. Ver Fig. c.

Ay

tenemos como consecuencia el siquiente lema.

lema 3.2.- Un segmento sin contacto L no puede cortar a

' en dos puntos distintos.

Demostnacidn: Esto sigue de la monotonia de las trayecto-

rias sobre un segmento sin contacto.

lema 3.3 Si C' contiene una trayectoria periddica F, este

0 contiene ningln otro punto,

estd entre Any Apizepor lo tanto concluimos que Ta sucesion {A }

T T s



Pemostractin: Suponemos gue el conjunto timite de C con
te en una trayectoria periddica F y al menos en otro pun
;c'-F . C'-F es no nulo, y no puede ser cerrado puesto -
' seria no conexo, contrario a sus propiedades. Como C'
cerrado, existe un punto AeF tal que es un punto limite
C'-F. Sea L un segmento sin contacto atravesando a A. En
nces para cada circulo de A existen puntbs de C'-F y por
propiedad existen puntos de una trayectoria de C'-F. En-

s L corta @ C' en dos puntos distintos, contrario al Tema

;2, Por 10 tanto C'-F=¢, C' contiene solamente a F.

Por lo tanto concluimos que cuando el conjunto limite
-esté formado por puntos regulares solamente, C' es una tra-
ectoria periédica, tal-que si sucede, que C es periﬁdica
ﬁtonces'C'=C y si no es C' periddica entonces sé aproxima
espiraimente a C' por dentro o por afuera. Ver fig. d.

c




Tenemos ahora el Ultimo caso, como es L' cuando:

3.3. C' CONTIENE PUNTOS REGUIARES Y PUNTOS CRITICOS.

TEOREMA 3.3 C' contiene puntos regulares y puntos criti
cos, entonces C' consiste de un conjunto finito de puntos cri
ticos {An} y un conjunto de trayectorias {Ca}, donde cuando

t>+= cada C_ se aproxima a un punto critico.

Demostracibn: Si C' contiene puntos criticos kAnf este es
finito, puesto que si es infinito, existe una sucesidon infi-
nita de punt0§ crfticos convergiendo a un punto limite que
es un punto cr?ticoF y estos son aislados por 1lo tanto'{An}
es finita. Si C' contiene entonces un punto regular, exjste
una trayectoria gue atraviesa a ese punto y entonces la tra-
yectoria - estd totalmente contenida en C', 1a cual se aproxi
ma para t=+w a puntos criticos de C'. Ademds C' consiste de
un conjunto de trayectorias {C_  } dqnde el conjunto 1{miter
C& de esas:trayectorias no céntfenen puntos regulares. Si un
C', contiene un punto regular entonces C, seria periddica y
entonces contradice las suposiciones de que C' contiene pun-
tos brfticos; por 1o tanto C' consiste de un conjunto'{An} |
finito de puntos criticos y um conjunto {Ca} de trayectorias

aproximandose cada una a un punto critico. E] siguiente es
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un esquema de un conjunto 1imite con estas caracteristicas

Fig. e.
Cx

T TN )e

Q.

Fig. e.
Aplicacion del Teorema de Poincaré-Bendinxon

EJEMPLO 1:

y + x (l—xz—yz)

e
i

=ox +y (1-x8oy?)

e
1}

Este sistema tiene un dnico punto critico en (0,0).

Aplicar el teorema de Poincaré-Bendinxon significa en-

. = 2 .

contrar una regidn ReR™ acotada donde se encuentren conteni
das Tas soluciones del sistema (1) y no existan en esa re-

gi6n puntos criticos,
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Transformando a (1) en coordenadas polares tenemos

> r = 3/8>0

ura da.

]

.e
it
w|~

Fig. a.

Tomemos ahora un circulo de radio r=2 y determinemos la

direccidn del campo en ese circulo:

§i p=2 =—> p = -6<0

A T

R



onces se tiene que la direccidn de los vectores apuntan

.ja dentro del circulo de radio r=2, figura b.

>

A

~Tenemos entonces una regidn comprendida entre % £rge,
onde se tiene que el campo apunta hacia adelante y ademés
no contiene punfos criticos. Por 1o tanto aplicando el teo-
rema de Poincaré-Bendinxon se determina que en 1la regiﬁn
R:% ¢re2 , las soluciones del sistema se encuentran conte
nidas ahi y ademéds no existen puntos criticos, por lo tanto
(1) contiene soluciones periddicas en la regién R en la cual
el conjunto Timite consiste de una trayectoria pefiﬁﬁich y

donde la trayectoria C es igual que el conjunto 1imite o se

enreda espiralmente hacia el conjunto Timite,



o
r=1
\\\;ii///// /f_x u’
¥
Fig. c.

En la fig. c observamos el comportamiento de Jas solu-
ciones del ejemplo (1), donde el conjunto l1imite C' es el
circulo de radio uno y donde la trayectoria C se enreda cuan

dg t-ee,

EJEMPLO 2: "Ecuacibn de Volterna de presa y hapaz”.

Existe cierto fendmeno en la naturaleza en determinadas
'espéties de animales, en los cuales una especie se alimenta

~de otra para su supervivéncia y a su vez esta 01tima crea mé
~todos de evasidn para poder sobrevivir. Podemos citar varias

‘especies de este tipo como: zorros y conejos en un bosquejrg

balos y peces rueda en un lago.

Veamos en particular como se presenta este fendmeno -

entre los zorros y los conejos.

Supongamos que existe una cierta poblacidon de zorros y

Conejos en el cual el zorro se alimenta de conejos y a su
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su vez el conejo de trévoles, si existe una gran cantidad
.e alimento para el conejo a medida gue transcurre el tiempo
U poblacién empieza a crecer, pero a su vez Té pob]acién

iel zorro empieza a crecer puesto que cuenta con suficiente
Timento (conejo)}, pero con esto va a existir mas deprada-
{Bn y la poblacion de l1a presa empieza a decaer, disminuyen
é con esto el alimento para el zorro empezando este a morir
eniendo entonces el conejo més probabilidad de sobrevivir,

vy la poblacidn del conejo empieza a crecer,desencadenandose

s7 un ciclo de supervivencia de estas especies.

Estableciendo un modelo para este fenbmeno llegamos al
planteamiento de un "Sistema de Ecuaciones Diferenciales Au

6nomo en el Plano”.

Representemos por:

"*x" poblacion de Tos conejos
"y" poblacidn de los zorros

"xy" dinteraccidn entre las dos especies.

Supongamos una poblacidon que consiste de conejos sola-
‘mente, entonces la poblacidn del conejo crece proporcional

mente esto es:



dx
. dt

= ax , a>0

pero que sucede si existen encuentros entre zorros y conejos

la poblacidon del conejo decrece-y se tiene:

dx ax - bxy , b>0
dt

ahora supongamos una poblacidn de zorros, esta decrece a me

dida gue transcurre el tiempo, y tenemos:

EX = -cy , ¢>0
dt

pero si existen interacciones entre las dos especjes enton-

ces:
9y .. cy + dxy d>0;
dt

por lo tanto tenemos el siguiente modelo que describe este

fenomeno:
X= ax - bxy

"Ecuaciones de Volterra" .
. y:_cy + d_xy’ a,b,C,d>0

Queremos aplicar el método de Poicaré&-Bendinxon encon
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trando una regidon del plano donde se encuentren acotadas las

soluciones del sistema y esté 1ibre de puntos criticos.

Analizando el sistema tenemos que tiene dos puntos cri

ticos en:

(0,0) y (c/d, a/b).

Determinemos una region del plano donde las soluciones
de] sistema estén contenidas. Estudiaremos el campo vecto-
rial del sistema de Volterra. Analizarembs el campo en el
ﬁrimer cuadrante determinado por los ejes coordenados pues-
{O‘que existen poblaciones de las dos especiés; ademés sub-
dividiremos en otras cuatro regiones mds que seran: A. B,

C y D con referencia en el punto (c¢/d, a/b), ver la figura

., determinando el campo.vectorial en cada regidn.

it g | A
7N
a./s_,______*_______
- !
N
/4 e
Fig. 1.

gin A: Ambas eépecies tienen una poblacidn grande. En -

esta region al existir gran cantidad de zorros se
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tiene mayor depradacidn, entonces la poblacidn del

conejo empieza a decrecer y la del zorro a crecer,

Regifn B: . Existe mayor poblacidn de zorros que de conejos. Al

"tener una mayor pob1ac16n de zorros empieza a descen
~der €1 de la presa pero a su vez no existe suficien-
te alimento para gue sobreviva el zorro entonces em-

“pieza a morir.

‘qumn C: Ambas poblaciones son pequefias. Al existir poca pre-
sa el depradador empieza a morir pero al existir po-
ca poblacidn de esta Gltima, la poblacidn de l1a pre-

P

sa crece.
gién D: La poblacidn del conejo es mayor que la del zorro.
Existe mas alimento para el zorro y esta empieza a

crecer en esta regidn.

Entonces tenemos que las soluciones del sistema se en-

uentran en Tas regiones A, B, C y D, puesto que el campo

ectorial no sale de esas regiones. .

Ahora determinemos que esa regidon no contenga puntos

ticos pero para empezar se tiene que el punto {c/d,a/b)
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ps un punto critico contenido en esa regidon del plano gue es

tamos estudiando, entonces probemos que las soluciones no

tienden a ese punto es decir que el campo vectorial no apun-

te hacia adentro del punto critico.

E1 punto (c/d,a/b) es un punto donde ambas poblaciones
permanecen constantes. .

X= aXx-bxy
Linealicemos el sistema .. y determinemos
y=-cy+dxy

que tipo de soluciones se obtienen alrededor del punto
(c/d,a/b); el sistema linealizado tiene la siguiente repre-

. be ,
~ 4 Y  los valores caracteristicos asociados

sentaciodn _
-7 s ad

a este sistema son:

A%+ ca= 0

A = +/ca i

se obtienen raices imaginarias esto muestra que en el siste
ma lineal el punto critico representa un centro, To cual de-
Muestra que el campo no apunta hacia ese punto critico, ¥y
o mismo podemos_asegﬁrar entonces en el sistema no lineal
&n vecindades ceréanas al punto critico. Por 1o tanto, el

campo vectorial determinado por las ecuaciones de Volterra
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.se encuentran contenidas en las regiones A,B,C y D y ademias
el campo no apunta hacia el punto critico mostrando con esto
que el conjunto 1imite de las trayectorias del sistema no

contiene puntos criticos entonces aplicando el teorema conclui

mos que las soluciones son periddicas.




CAPITULC 1V
IV SISTEMAS GRADIENTES

En este capitulo analtizaremos un tipo particular de sis

temas autondmos en el plano,los cuales son los "sistemas gra

dientes",

DEFINICION 4,7, Un sistema gradiente en R es un sis

tema de la fTorma

x= -vy {x) (1)
2
donde VeC Ve Rg—>R
_ 9V a3V
VV-— ('_a_x" :'_7)

El sistema (1) define un campo de vectores en RZ, donde
cada vector se obtiene al aplicarle el operador gradiente a
la funcidn V, y esta recibe el nombre de "funcidn potencial",

donde este tipo de sistemas son "sistemas conservativos".

4.1 CARACTERIZACION

El sistema gradiente'(l) tiene la siguiente representa

.
>
-

e
I
¥

(1')

]

e

1

)

w‘cu @
Wi=s x



Primeramente atacaremos el siguiente probiema.

Dado un sistema autdnomo en el planoc de la forma

X= F(x,y) _
. (2)
y= G{x,y)

iQué caracteristicas debe tener este sistema para poder iden

tificarlo como un sistema gradiente?. Esto es lo gque deter-

minaremos a continuacidn,

TEOREMA 4.1. Sea un sistema autbnomo en el plano de 1la

forma (2), tal que las parciales %;, g% existen y son contj

nuas en un rectangulo de Rz. Entonces (2} es un sistema gra

. , - . 9F . 96
diente, si y sdlo si, R TR

Demostracifn:===> "Si (2) es un sistema gradiente, enton
. ces existe una funcidn V: R2—>R tal- que
3y _
X
aV
Ty " G

entonces se tiene que las parciales mixtas son continuas y

ademis
a2V _ 3%y

axoy dyox

s, entonces
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se cumple aF oG

oy ax
"<—" Ahora debemos encontrar una funcidn V tal que
F; B_V . G= _a!
X ay

Aplicando la integral de linea, sobre Ta trayectoria
: ' 2
horizontal de la figura 1; sea P,= (Xo»Yo) uUn punto en R",

entonces debemos tener una funcibn V de la siguiente manera:

(X,yo)
V(Xs.yb)"v(x&lsyo) = Jr %}(Ssyo)ds
(Xo,,Vo)
; a3V _
donde si queremos gue el F, entonces
' | (x,y0)

Vix,yo)= V(Xosyelt [ F{S,y»)dSz (3)

XD’yD
aplicando 1a integral de 1inea sobre la

trayectoria vertical debemos tener:

- (xs.y) av . . . BV R
V(x,y)-V(x,yo)= s ‘L 'FY(¥’t)dt y s[queremOSTEr-G
*Je entonces ‘
C(x,y)
Vix,y)=V(x.yo}+ [ G(x,t)dt (4)
(xXy¥0
donde se tiene que {(4) a partir de (1) gueda determinado:
| (X,¥a) (x,y) |
V{x,y)= V(Xo,yo)+ J F(S,yo)dS + J G(x,t)dt (5)
{XosYo) (X,¥0)
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$i existe una funcidn V con vV=(F,G)} esta debe estar
dada por (5), es decir V es independiente de 1a trayectoria,
Mostraremos ahora que la funcidn V dada por (3) funciona; -

esto es, si

utilizando el teorema fundamental del cdlculo en (5) tenemos

El(x,y)= G(x,y).
oy

Diferenciando (5) con respecto a x tenemos:

(x,y)
El(x,y)= F(X,yo)t J %%(x,t)dt
aX (xsyo)
y se tiene por hipbtesis que oF 36 entonces
3y 98X

3V (x2¥) 5F
—(x,y)= F(Xs.Vo)"‘. f va——(x,t)dt
ax (X,y0) %Y

— ..E_).!(x,y)= F(x,y°)+ f‘;(xs.‘/)" F(Xsyo)
X '

—> Ei(x,y)= F{x,y)
ax

queda demostrado el teorema.
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4.2, CONSTDERACIONES GEOMETRICAS DE LOS SISTEMAS GRADIENTE.

TEOREMA 4.Z,- Dado un sistema gradiente

x= - VV(x)

se cumple 1o siguiente:

4.2,1,- EN PUNTOS REGULARES LAS TRAVECTORIAS DEL SISTEMA CORTAN
" PERPENDICULARMENTE A LAS CURVAS DE NIVEL.

4.2,2,- UN MINIMO ATSLADO DE LA FUNCION V REPRESENTA UN PUNTO
CRITICO ASINTOTICAMENTE ESTABLE.

~Todo punto x donde -VV(x)$0 es punto regular del siste
ma, y:un punto critico del sistema es todo punto no regular.
Una cwwa de nivel de V es una curva donde V(x)= K (K=constan
te), es decir una curva de nivel es la proyeccibn sobre el
b]ano xy de todos los puntos de la grédfica. de 1a-%unc15n v

que se encuentra a una misma altura.

Demostnacibn 4.2,.1.,- Sea Xo un punto regular del sistema
por el cual pasa una curva de nivel,
esto es, sea x=y({t) una curva tal que
para un tiempo t=t, pasa por X.con la

propiedad de
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V{v(t))= K (6)

derivando ambos lados de esta ecuaciln con respecto a t en

t=t, s$e obtiene

Ly(t)) =0
= DV{v(t))- y(t)= 0
—> W{y(t))s y(t)= 0

para t=1, VV(Y(to))';(to)z 0
VV(XQ)'{'(to) 0

donde W= ?(to) es el vector tangente a la curva_Y(t) en
t=t.. Por lo tanto 165 vectores grandiente son perpendicu-
lares a las curvas de nivel de V, implicando que las trayec
torias de un sistema gradiente son perpendiculares 'a las cur

vas de nivel para todo bunto regular de &1, .

Antes de demostrar la parte 4.2.2.del teorema mostraremos
primeroc que la funcidn V decrece a lo Targo de las trayecto
rias, esto es V(x(t))<0 y V(x)= 0 si y solo'si x es punto
critico del sistema gradiente. La derivada de V a 1o largo

de las trayectorias es:
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DV{x(t)) x(t)
vV(x(t) ) (-vv{x(t)))
~lovix(t))|? _ (7)

Vix(t))= S(vix(£)))
dt

1

y con esto queda demostrado Ta anterior afirmacidén. Como con
secuencia de esto tenemos la parte 4.2.2. del teorema, esto
es si X es un punto tal que V(X)= 0 =>x es un valor extremo
para la funcidn V y a la vez un punto ;ritico para el siste

ma.

Entonces si X es un minimo aislado para V mostraremos ,

gue X es asintdticamente estable, N

Demosinacibn de 4.2.2.~ Para mostrar que X es un punto cri °
tico asintéticamente estable, se

debe probar que la funcidn

Ct—>V(x) - V(X) (7)
. 1 -
es una funcidn "estricta deliapunov"., X representa un
minimo aislado de V, entonces existe una vecindad UCRZ

de X tal que
Vix)- V(X)s0 ¥xel
y  V(x)- v(x)=0

ademéas V{x)- V{X)>0 ¥xel-X (8)‘
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y la derivada de esta funcidn[ v(x)-V(X]]= V(x)=-]|vV(x))<0

¥xel-X (9)

Si la funcidén cumple con (8) y (9) se dice que es una
funcién "estricta de Liapunov" y el punto X representa un

punto critico asintdticamente estable.

4.3, RETRATO FASE DE LAS SCOLUCIONES-

Estudiando el comportamiento de las soluciones de un

sistema gradiente a la larga, mostraremos que el conjunto

1imite de las trayectorias solo puede contener puntos cri-

temas gradiente no pueden tener trayectorias cerradas como
conjuntos 1imite, 7o cual 'démostraremos en el siguiente teo

rema.

ma gradiente y tomaremos el conjunto Lw(CJ, esto es

C'= {x* /3{t_Yo= 3 x(t ) x*} .

TEOREMA 4.3.~ Sea x* un punto 1imite de una trayeétoria
C de un sistema gradiente. Entonces x* es -

un punto critico.
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ticos y no puntos regulares, implicando con esto que 16s sis

Denotaremos por C: x{t,Xx,) a una trayectoria del siste |



Demostracifn: Sea X* un punto 1imite de una ﬁrayectoria
C: x(t,xo), tal que existe una trayectoria
T: x(t,x*) tal gue para t=0, x{(0,x*)= x*.
Entonces T estd totalmente contenida en el
conjuﬁto C!. Como x* es punto 1imite de C

==> existe una sucesidn {tn}+oo tal que

x(t , Xo )—>X* (10)

La funcidn V de potencial por (6) se tiene que es de-
creciente a lo Targo de las trayectorias del sistema (1) y
ademds es continua por To tanto V tiene un infimo, al que

denotamos por a=V(x*), Tenemos que

x(t +to, Xo)= x(to, X(tn,xo})

son todos Tos puntos de Ta sucesién (7) tomados un tiempo

despuds t=t,, tal que convergen a

x{to, X(tn’ 'Xo))-"‘"‘>x(to s~ X*)

pero tenemos que V es decreciente a lo largo de las trayec

torias y
SV(x*)> V(x(to, x*)) ;

entonces a=V{x*) no es infimo, pero entonces V tendria que
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ser constante a 1o largo de la trayectoria T, pero esto con
tradice que V sea decreciente a 1o largo de las trayectorias,

por 1o tanto x* es punto critico.
4.4. ESTABILIDAD DE LOS PUNTOS CRITICOS

Supongamos que el sistema gradiente contiene como pun-
to critico a OERZ. Tomemos la derivada de D(-vV(0))= A como
el campo vectorial lineal gradiente que aproxima al (-VV)}

cerca de 0. La matriz A estd determinada por:

3zv 92y

A = ax? X3y
32V 32V
3y ax ay?
- —
. 32V _ a2y _ -
donde se tiene gue = por ser continuas y por
ayax oXay

To tanto A es simétrica. Esto.hace que los valores caracte
risticos asociados a la matriz A sean reales, esto es, no

tiene valores caracteristicos complejos.

Por 1o tanto la estabilidad del sistema gradiente en el pun

to critico 0 es el siguiente:

1) Si los valores caracteristicos son reales negativos, en-
tonces el punto crifico representa un punto critico asin

téticamente estable y representa un nodo para el sistema

~ b6 -



gradiente,

Si los valores caracteristicos son reales con signo contra

™

rio, entonces el punto critico es inestable y representa

un punto s4£fa para el sistema gradiente.

EJEMPLDO 5.1.- Sea V: R >R la funcibdn

V(x,y)= x%(x-1)% +y2

donde el gradiente es VV(x,y)= {2x(x-1){2x-1),2y). En la si
guiente Fig. A observamos 1a grdfica de V y algunas curvas de

nivel: v

o

Nl
/ ] ) \ x
Y

Fig. A

2"

“"Grafica de V(x,y)= x?(x-1)2+y

De acuerdo al grandiente de V, tenemos nuestro siguiente

sistema:




- 2x(x-1)(2x-1)

e
n

y = - 2y

Determinando 10s puntos criticos del sistema gradiente

obtenemos los siguientes:

1

analtizaremos la estabilidad de estos puntos criticos, encon

trando a 1a matriz A:

4 (-2x(x-1)(2x-1) 0
dx
A =
0 d (-2y)
dy
_ _
— —_ P é
~12x% 4 12x-2 0 !
A = 5 J
0 -2
evaluando Tos puntos criticos en A obtenemos:
EREE
Apl - | 0 _—J > A1= Ap=-2 =f>_P1(O,0) es asintdtica-
L— mente estable y representa un nodo para

el sistema gradiente,
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1 "]
- 1 0 _ e 1
A - 0 _2 —_— )\]_15 AZ‘——Z—'——> Pz(?’ 502 es puntD

| critico estable y representa un pun

yA=IFz?]

P3 ]o ol ==> A1= A,=-2 , un nodo para el sistema.

to Asilfa para el sistema.

El retrato fase para este sistema 1o observamos en la

siguiente Fig. B:

Fig. B

Curvas de nivel de V(x,y) y los vectores gradiente (X.,y)= -vV{x,y)".




CAPITULO V

x = 2
ay
aH

y=-
oX

cjon de clase CZ, tal que

H: RZ—>R
y owvh= (B, 38y
X 3y

un sistema hamiitoniano

e
)

<]

T
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V  SISTEMAS HAMILTONIANOS

En este capitulo estudiaremos una clase de sistemas muy
importantes que son los sistemas hamiltonianos y que vienen
siendo otro tipo particular de "sistemas autdnomos". Empeza

remos definiendo a un sistema hamiltoniano.

Definicibn 5.17.- Un sistema de la forma

(1)

se define como un sistema hamiltoniano, donde H es una fun-

Utilizaremos .la sijguiente notacidén para representar a




5.1 TPROPIEDAD DE LA FUNCION H.

La funcion H que interviene en la definjcidn de un sis-
tema hamiltoniano tiene la propfedad de éer una "integral
primera" (def. 1.12), es decir, es una.funcién gue es cons-
-tante sobre trayectorias y no constante sobre ningin conjun

to abierto.

2”

PROPIEDAD 5.1.- Sea H:R=>R una funcion de (1), entonces se

tiene que H es “integral primera®,

Demostnacién: Tenemos que si (x(t), : y(t) es solucidn a
(1")
d
—H (x(t).y(t))
dt

= DH(x(t),y(t))- ggtx(t),y(tJ)
= VH(x(t),y(t))+ (X(t),5(t))
SH 3y, (3H -3H

5x | dy By | dx

- 8 BH _ " 9H 3H
3x 3y By ax
=0

K es constante sobre trayectorias deil sis-

ot. Hix{t),y(t))

tema hamiltoniano.

N ra



5.2 INTERPRETACION GEOMETRICA.

E1 campo vectorial definido por un sistema hamiltoniano,
al contrario de los sistemas gradiente es tangente a las cur

vas de nivel de. la funcidn H, esto se sigue a partir de:

TEOREMA 5.1. En todo pﬁnto regular el campo vectorial ha

miltoniano es tangente a las curvas de nivel de H.

Demostnacibn: Si x(t), ylt) tal que para t=t. pasa por

(x0,¥0) es solucidén de (1) se tiene que:

H{x(t)}, v(t)) = K (K=constante)

—_— Q—(H(X(t),y(t)= 0
dt

> VH . VHH= 0 - s

entonces para todo punto regular de (1) se tiene que VHH+0
y VHH es perpendicular a. los vectores gradiente de H, tenien

do entonces que Tos vectores determinados por un sistema ha-

miltoniano son tangentes a las curvas de nivel de la funcion

H.




5.3 RETRATO FASE

Analizaremos el comportamiento geométrico de las.trayec
torias de un sistema hamiltoniano a la larga, es decir, los
conjuntos 1imites de las-trayectorias, determinarembs que -
tipo de solucidn tienen estos sistemas.

Lema 5.1.- Sea H una funcidn de (1) definida sobre un conjunto
abierto D conteniendo ﬁn ﬁunto critico X. No existe vecindad

U de X para el cual X sea punto w-Timite de las trayectorias

que pasan por U,

Demostracibn: Supongamos que X es punto ITmite de und tra
yectoria L, entonces existe una sucesién‘{tn}+w tal que

x(tﬁ)¥—>§. Entonces por la continuidad de H tenemos:
H(x(t,))= H(Z) .

Sea U una vecidad de X, si X es punto w-1Tmite para -
toda trayectoria que pasa por cada punto xeU, entonces tene-
mos que H es constante sobre U, pero esto contradice a la ‘de

finicion de integral primera.

Por 1o tanto tenemos que las puntos criticos de un sis

tema hamiltoniano no pueden ser asintfticamente estables o .
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completamente inestables,

lema 5.2.- Sea H una funcién acotada de (1), definida en una
vecindad abierta D de un punto criticeo x=0 de (1), Si H{0)=0

y H{x)>0 para x$0 en D, entonces x=0 es un punto critico es

table.

Demostracidn: Como H(Q)=0 v H es continua, entonces para
cualquier >0, se tiene que en algiin punto de |x|=e para

Xx$0 es D, H(x) toma un minime y denotamos a este por
o = min H{x)>0,

escogemos ahora un D<&<e tal que en algilin punto de |[x]«8,

x30 en D el mdximo de H(x) es tal gue:

o

2

max H{x) =

)

como H es coenstante sobre trayectorias, si tenemos una trayec
toria C, tal que para un tiempo t=0 se encuentra en [x(0)]|<éd,
entonces para toda t»0 [x(t)|<e y por lo tanto el punto cri

tico x=0 es un punto critico estable.

Hemos determinado que un sistema hamiltoniano contiene

puntos criticos estables, determinaremos ahora que tipo de
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comportamiento tienen las trayectorias alrededor de estos pun

tos criticos.

Lema 5,3.- Toda trayectoria C en una vecindad de un punto cri-

tico estable y aislado de un sistema hamiltoniano debe ser una

trayectoria periddica y el punto criticoe un centro.

Demostracifn: Sea X un punto critico de (1), tal que existe
una vecindad U conteniendo solamente a X.y a 1a trayectoria C.
Entonces por la teoria de Poincaré&-Bendinxon, toda trayecto-
ria C gue se encuentra en U tiene como conjunto 1imite a X o
a una trayectoria periddica T. Por el Lema 5.1, se tiene que

no puede ser punto 1imite para C. Supongamos entonces que

x1

T es el conjunto Timite de C, entonces la trayectoria C se -
acerca espiralmente por adentro o pd% afuera a T, entonces T
es asintdticamente estable 1o cual no puede ocurrir, y, asfi,
existe un conjunto abierto en el cual H es constante. Esto de
muestra que cualquier trayectoria que no se aproxima a un -
punto critico es una'frayEﬁtoria perifédica y el punto critico

un centro.

Por 1o tanto concluimos que en los sistemas hamiTtonia-
nos no existen soluciones asintdticamente estables o comple-
tamente inestables, no presentdndose en este tipo de sistemas

los puntos "nodo" pero si los puntos "silla" y los "centros,
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teniéndose con este UTtimo soluciones peribdicas del sistema.
5.4. PROPIEDADES GENERALES,

En esta parte mostraremos dos teoremas que se demuestran

si consideramos el flujo de un sistema hamiltoniano:

Teorema de Liouville.

Teorema de Retorno de Poincaré.

E1 primer teorema lo enunciaremos en forma general;

| FEOREMA OF LTOUYTLLE

ET "flujo" conserva volimenes, es decir para un dominio
D y un flujo gt se tiene:

vol. g%p = voi. D.

Demostraremos que este teorema se prueba si el flujoque °
se enuncia es de un sistema hamiltoniano, y expresaremos a un

- - - . -
flujo hamiltonianc como una funcidn:

ot (x(0),y(0))——>(x(t),y(t))



donde se tiene que ¢(t,x,y) es el flujo de un sistema hamil'
toniano, el cual determina una solucidn del sistema, qhe en
el tiempo t=0 pasa por (x,y). Entonces enunciaremos el sigujen
te teorema en analogia con el teorema de Liouville. Conside-

rando flujos hamiltonianos,

TEOREMA 5.7. Consideremos al sistema hamijltoniano (1), tal
que ¢{t,x,y) es el flujo que en t=0 pasa por (X,y). Considere
mos un conjunto de puntos con condiciones iniciales D(O)cR2

y cuya area estd dada por A(0)}, entonces se tiene:

A{t)= A(O)
donde CA{t)= Area D(t)
y - D(t)= ¢(t,b(0))

Demostraciébn: Para demostrar que A(0) permanece constante

-através de un flujo hamiltontano, basta con mostrar que

1t
o

4 A(t}
dt




E | Yy o
AT
AR
e “ﬂéﬁ kD
._;:.f’)/.r—
P se tiene que o(t,x,y)= (¢;(t. %y,
?&dg} . .
‘tf;”) x ¢2{t.x,y)) donde ¢1y ¢, en desarro-
0
110 de taylor en t=0:
62 (1,%,¥)= 62(0,%5y)+ 222(0,%,y) t+0( %)
' ot
- o2 P
F-ig.x ¢’2(t:x:.y}' ¢2(09X:.V)+ _t_‘(osx:.y)t'*'o(t ) Y
8
por Tas hipOtesis del teorema se tiene:
. ah \ 2
¢1(t,x,y)= x + =(x,ylt + 0 (t%)
oy
H 2
02(t.x,y)= y - (x,ylt + 0 (t°)
ax ¢
8¢y B¢1] 0 56, 56
ax ] _ 9 1
tenemos que | Jace(t,x,y)l= 3¢, 3%2 B gfl Eyz - ax2 oy
X oy
. —gﬁ.}_ = iz__}:[.—.—-. 2
donde: S 1+ 5%y (x,y)t+ 0(t") \

oy ay

2
2z - L 3 My gyt + ot
3x ax?
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\ . 2 2
20 28p 20z 283 . [yl x,y}t+0(t2)~H'1- "oy ()|
— axay

gX ay X 3y 9xay
- [ (x,y)t+0(t )_l ,y)t+0(t2ﬂ
2 2
= 1- 2 (ot + 2 )+ otd)
ayax axoy

quedando 1, dos términos en t los cuales son iguales y térmi-

nos en tz, t3,'etc. entonces:

ldaco(t,x,y)| = 1+0 + 0(t?)

y v(t) = 5r [ 1+0 (tz}] dxdy
{0)

g-—v(t) i' =0 y se tiene demostrado el teorema. :

Entonces el &rea de un conjunto con condiciones inicia-
- 1es D{(0), permanece constante atrav8s de un flujo hamiltonia-

no, Considerando ahora un conjunto de puntos D{t,) en el dins- |

‘tante t=t,, el 4rea de este conjunto de puntos se sigue con-

servando bajo el flujo hamiltoniano puesto que podemos trasla
dar el conjunto D(t.) de éondiciones iniciales por un cambio

de coordenadas D(t-t.) y trabajar con este conjunto y tenien-
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do entonces:

—(vit})) =0 .
dt t=1t,

(Este cambio de coordenadas lo podemos efectuar puesto que

nuestros sistemas son “sistemas autbnomos").

TEOREMA DE RETORNO DE POINCARE

Si ¢(t.x,y) es un flujo hamiltoniano en el planc, y exis
te D tal que o({t,x,y)eD y (x,y)eD. Entonces para cada (x,y)eD
y V(x,y) vecindad, existe un punto {x', y')eV y n>0 tal que -

¢{n,x',y')eV.

Demostnacitn: Sea ¢{0,x*,y'}= (x',y')eV=> existe un n>0
tal que ¢(n,x',y')eV. Se tiene que el &rea de D es finita,

entonces para algln K>0, L>0, K>L:

SLK V)N O(L, V)40
—> (K, x',y' )= 9(L,x,y)
—> ¢(K-L,x",y')= ¢(0,x,y)
—> p{K-L,x',y')= (x ,y )
con (X';y')eV y (x,y)eV

.o {xt,yWey  y  d(n,x',y')eV para n=K-L
L.Q.Q.D.-
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5.5 APLICACION.

ET algunos sistemas dindmicos reales puede considerarse

que la energia total del mismo es constante, es decir, la ener
gia qué disipa el sistema dindmico por alglin medio de friccidn,
es tar lenta que puéde ser despreciada, y en estos casos se -
lpresupone gue la Tey de conservacidn de la energia o sea la su

ma de la energia cinética y la energia potencial es constante.

Tenemos que los sistemas hamiltonianos son un tipo de estos

sistemas conservativos y la funcibn H queda expresada:

H{x.y)= T(y) + V(x} ,

-

donde T{y) indica la energfia cinética y V(x) la energla poten-

cial.

EJEMPLO 5.1:

. Consideremos 1a ecuacidn que describe el "movimento de

un péndulo no amortiguado":
X + k senx = 0 , k>0 (2}
La ecuacion (1) es. equivalente al sistema autdnomo:

\ ).(=y (2'}
y =-ksenx
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El sistema (1') es un sisteme hamiltoniano donde la fun

cibn de energia total esta dada por:

-2
H(x,y)= ¥— + k-kcosx
e PBIBLIOTEC
X .59/ DE CIENCIAS EXACTas
donde V(x)= S, ksenx dx= k-kcosx. N Y NATURALES
“+8€x DE MI§ ROnG )

0
“ ML GRANDEZA

.) Los puntos griticos del sistema (1') son:

(0,0), (+m,0), (+2m,0),...

~los cuales en el retrato fase representan "centros” o

puntos "sillia".

B ) La ecuacion de las trayectorias de (1'), la determiparemos

para las curvas de nivel de H(x,y)= 2k, obteniéndose:

y= + /2k{l+cosx)

.) E1 retrato fase de las trayectorias del sistema (1') se observa en la

siguiente Fig. a.
+ i " . . | i
i
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