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NTRODUCCION

Este trabajo consiste en el estudio de sistemas de ecua

clones diferenciales	 de la forma

(1)

	 X= F(x,y)

y= G(x,y)

que son llamados "sistemas autónomos en el p lano", esto es,

sistemas que no dependen del tiempo.

El estudio de las ecuaciones diferenciales se centra en

la búsqueda de "soluciones" a la ecuación (1), para lo cual.

se han-ido desarrollando métodos para encontrar soluciones

explícitas, y que no en todos los casos es posible poder de-

terminarlas.

Este trabajo tiene como objetivo mostrar otra forma de

estudiar las soluciones de una ecuación diferencial, esto es,

estudiar el comportamiento geométrico de las soluciones o tam

bién llamada "teoría	 cualitativa" de las ecuaciones diferen-

ciales. Por lo tanto en el tipo de sistemas que vamos a estu

diar tenemos la ventaja de poder dibujar las "trayectorias"

que describen las soluciones, puesto que son sistemas en el

plano.



La primera persona que vió a una ecuación diferencial

desde el punto de vista de la geometría fué Poincaré, median

te investigaciones que hacía en mecánica celeste.

El hecho de estudiar el problema cualitativo, está en la

dificultad que se pueda tener, al tratar de obtener solucio -

nes explícitas a la ecuación diferencial. Además en muchos ca

sos prácticos, el cálculo de soluciones explícitas es de menor

importancia. Por ejemplo el "oscilador de Van der Pol", poco

se sabe cuantitativamente de las soluciones, pero se conocen -

con detalle sus aspectos cualitativos más interesantes y estos

son los que importan en la aplicación.

Estudiaremos distintos tipos de sistemas autónomos,como

-por ejemplo: los sistemas lineales, gradientes, hamiltonianos

y el caso general de un sistema de la forma (1).

En el capitulo I, damos los conceptos más generales que

se van a ir mencionando en cada uno de los capítulos subsecuen

tes.

En el capítulo II se tratan a los sistemas autónomos más

sencillos: los "sistemas lineales", esto es cuando las funcio

nes F y G son lineales, teniendo la siguiente representación:



Z= ax + by

•
y= cx + dy

Estos	 sistemas son muy sencillos,	 puesto que se cono

ce la solución explícita y	 resulta que basta conocer las so

luciones en' vecindades cercanas al ori g en para poder determi

nar en forma global el com p ortamiento geométrico de la solu-

ción, es decir, en este capítulo clasificamos los distintos

tipos de comportamiento geométrico que tienen las trayecto-

rias del sistema.

En el clpítult, III, se encuentra la	 parte central de	 -

este trabajo que es la "teoría de Poincaré-Béndinxon". Median

te esta teoría se hace un estudio g eneral de los "sistemas 	 au

tónomos en el plano", enunciados anteriormente. Se determinan

el comportamiento de las soluciones del sistema a la -larga,-

esto es, se	 estudian los "conjuntos limite" de las trayecto-

rias, haciéndose énfasis en estos conjuntos, estudiando así -

sus principales propiedades y deduciendo	 de este el comporta-

miento que tendrán las trayectorias al aproximarse a estos 	 con

juntos.

En este	 capítulo también se demuestra el teorema de Poin

caré-Béndinxon en el cual se	 detectan la	 existencia de trayec

torias periódicas en un sistema autónomo.

•
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En los capítulos IV y V se estudian dos tipos particula

res de sistemas autónomos, los cuales son llamados "sistemas

conservativos", y los cuales tienen , gran aplicación en la fí

sita. En	 el capituló IV se definen los "sistemas 	 gradiente"

estudiando de ellos las propiedades cualitativas de las solu

ciones, teniéndose como resultados importantes que los con-

juntos limites de sus trayectorias están formado por puntos

críticos solamente concluyendo entonces que los sistemas gra

diente no	 contienen soluciones periódicas pero si	 soluciones

asitóticamente estables e inestables. Y por último en el capi

tulo V se	 encuentran los "sistemas flamiltonianos" 	 de los cua-

les observamos que el comportamiento geométrico de	 las trayec

torias es	 periódico y en el cual no se observan soluciones

asitóticamente estables.

Al final de cada capítulo se dan algunos ejemplos para

ilustrar la teoría expuesta en cada uno de ellos.
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CAPITULO I

1, CONCEPTOS PRELIMINARES

VEFINICION 1.1:

c2sTEMA Ç AUTONOMOS FN E ! P 1 ANC. G un sistema de ecuaciones

de la forma:

X =t(X,y)

y =G(x,Y)

donde el lado derecho no depende de la var able	 nc‘oendier

llamado un sist e ma autónomo en el Hanc. Dunoe se

tiene oue las funciones E CG est1n definidas en 	 un cie rto

dominio D c:R - , y satisfacen la condición ce Lipscnitz para

x y y en alcuna vecindad para cada punto de D.

TEOREMA DF EXISTENCIA Y LIM/CIPI.C.

Bajo las condiciones de	 la definición anterior existe

una solución de la forma: •

x=x(t),	 yey(t)	 (2)

tal que para un tiempo t o satisface:

x(t.)= xc ,	 Y(t.)-- y.

- i -



Donde x(t), y(t):F~a,b-1÷ R 2 , son continuas y contienen

	

primeras derivadas continuas	 y satisfacen a (1).

	

Las soluciones (2) describen 	 g eométricamente	 curvas solución

en RxR
2 ,

DEFINICION 1.2:

	

TRAYECTORIAS DEL SISTEMA. A	 las imágenes de las curvas so-

lución sobre R
2 

las llamaremos trayectorias y	 las denotare-

mos:

	

C: (x(t),y(t)),	 -0<t<0
	

(3)
tal que para t=to pasa por (x„yo).

Por lo tanto las trayectorias son también solución del

sistema,

DEFINICION 1.3:

RETRATO FASE, Al conjunto de todas las imágenes de las

curvas solución en R
2 

le llamaremos retrato_fase del siste-

ma.

PROPIEDAD 1.- Si x(t), y(t):Lla,151-->R 2 son soluciones de (1)

entonces x(t+t o ), y(t+t o ): 5,153-->R 2 
son tam-

bién soluciones de (1), para algún tiempo t..

- 2 -



Demoistnación:

entonces

Si x (t), y(t) es solución de (1), entonces

;(t) = F(x(t), y(t))

;( t ) = G(x(t), Y(t))ylo satisface

;(t+to) = F(x(t+to), y(t+to))=F(x(t),Y(t))

;( t+t o) = G(x(t+to), Y(t+to))=G(x(t),Y(t))

Es también solución puesto que el lado derecho de las

ecuaciones no dependen del tiempo.

Por lo tanto distintas soluciones de (1) nos pueden re

presentar a una misma trayectoria puesto que los sistemas son

autónomos.

DEFINICION .4:

PUNTO CRITICO. DEL SISTEMA. Un punto (x0,3, 0) es un punto crí

tico si el lado derecho de (1) es igual a cero esto es:

x= F(x0,3/0)=

;= G(x0,y0) = O
(5)

Si ( x o ,yo) representa un punto crítico para (1) enton

ces:

x(t) = xo	 y(t)= y.

- 3 -



representan soluciones constantes para el sistema. Todo

punto que no sea crítico es llamado punto regular.

DEFINICION 1.5:

PUNTO CRITICO AISLADO. Un punto critico (xo,y0) de (1) se

	

dice aislado si	 existe una vecindad de (x0,y0), dentro del

	

cual no existen	 otros puntos críticos.

DEFINICION 1.6:

CAMPO VECTORIAL. Un campo vectorial esta definido por una

función V: R 2	>R2
 tal que para cada punto (x,y):

V(x,y) = (F( x ,y ), G(x,y))

Esto es para cada punto (x,y) está definido un vector

V con componentes F(x,y) y G(x,y) horizontal y vertical res-

pectivamente.

Definir el	 campo vectorial en un punto crítico del sis-

tema se tiene que V(x0,y,) = ( 0,0) entonces el vector defini-

do ahí es nulo,	 físicamente podemos representar al campo vec

torial como un campo de velocidades en R 2 tal que si se deja

caer una partídula esta lleva una velocidad definida por V

	

en (x,y) y si la	 partícula se encuentra en un punto crítico

•

- 4 -



velocidad de la partícula en ese pun(xe,y0) se tiene que la

to es cero, o sea esta se encuentra en reposo.

DEFIN7CION1.7:

PUNTO CRITICO ESTABLE. Sea R o un punto crítico de (1). El

punto 7o es estable si dado c>o	 existe d>o y Total que si

IR(T0)-R01<cs	 entonces	 11-t>1-0

Se tiene

jR(t)-Zol<c.

Podemos decir en estos casos que Cuando las trayectorias

se aproximan a este tipo de puntos críticos, estas permanecen

cercanas al punto R., entonces se dice queoel sistema es esta

ble; en caso contrario el sistema es llamado no-estable.

DEFINICION 1.S:

PUNTO CRITICO ASINTOTICAMENTE ESTABLE. Si un punto crítico Ro

es estable y además se tiene que:

lim Z(t)= 7.

entonces 51 0 es asintóticamente estable.



Por lo tanto todas las trayectorias del sistema se

aproxim an al punto crítico, entonces el sistema es asintóti-

camente estable.

DEFINI CIO N 1 .9 :

PUNTO LIMITE, Un punto x F es punto límite de una trayecto

ria C: 7(t), si existe una sucesión {t n.	 tal que:

lim (7( t n )) r
-n÷..

En particular un punto crítico asintoticamente estable

es punto límite. Denotaremos por w-límite a, puntos límite

para sucesiones con tiempos positivos y a-límite para suce-

siones con tiempos negativos.

DEFINI CION 1 .10:

CONJUNTOS LIMITE.

Conjunto L w (C): A todos los puntos límite de una tra-

yectoria C:(x(t),y(t)) - .0 <t< co , para sucesiones t

son denotados por Lw(C).

Conjunto L a (C): Es el conjunto de puntos límite de una

trayectoria C para sucesiones t
n÷-00

- 6
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Tenemos que las	 trayectorias	 de las soluciones nunca

se cortan, pero si pasa que para dos tiempos distintos es-

tas coinciden entonces las trayectorias son períodicas.

DEFINICION 1,11:

TRAYECTORIA PERJUDICA, Sean t o y t 1	dos tiempos distintos

tal que:

x(t o )-- x(t 1 )	 y	 y(to)= y( t )

y para todo t:

x(t o +t)-- x(ti+t)

y(to+t)= y(trit)

se tiene que la trayectoria es cerrada, entonces existe un

período h donde es el 	 menor número positivo tal que

x(t	 h) =. x(t)	 y	 y(t + h) = y(t)

por lo tanto la trayectoria es	 una	 trayectoria periodica.

CAMBIO DE COORDENADAS

Supongamos que un sistema	 de ecuaciones definen.un cam

po vectorial V: JR 2 	 >R 2 
y aplicando una transformación a

ese campo queremos determinar que características tendrá el

7



	

nuevo campo vectorial y lo denotaremos por 9:	 R
2

>R
2

.

Supongamos una tr ansformación T:R 2

	

>R
2 	

tal que puntos

XcR 2
 
los transforma en puntos xER 2 y curvas	 t÷(.1/1(t),

Y 2 (t))cR 2
.en curvas t.(yi(t)fj:lifl)

Supongamos además que t.(y1(t),y2(t)) satisfacen a

= U(x,y)

Y = W (x,Y)

	 ( * )

puesto que:

yl = U(y1(t),y2(t))

Y 2 = W(Y1(t),Y2(t))

aplicando a las curvas la transformación T tenemos que

(yr1 , y 2 ), T 2 ( Y 1 , Y 2 ) ) = (71(t),V2(t)) (**)

	

determinamos el campo vectorial 9 diferenciando	 (**) obtene

	

DTI(Y.I,Y2) 	
•

.4.	 91-1 (YI,Y2)	 •..;:f l. (t) -	
•	 •yi

Dx	 ay	
Y2

	

2 ( t ) _ aT 2(Y1,Y2)	 '1
;1'

y	 + 	 9T2(y1,Y2) 
de donde:" 29x	 Dy

-	 8



í
Y
"1

Y

2 

/

* * )

,9T2

\ 9x

Por lo tanto la primera matriz de lado derecho de la

ecuación (***) es el jacobiano de la transformación T, enton

ces el nuevo campo vectorial 	 V está determinado por el sistema

(*) que determina el campo V solo que multiplicada por un fac

tor que es la matriz jacobiana de T. Utilizaremos este cambio

de coordenadas en los sistemas de ecuaciones para facilitar

la resolución del sistema.

En la teoría geométrica de las ecuaciones diferenciales

se distinguen tres tipos de espacio llamados espacios de fa

se o estados del sistema:

Espacio de la variable t: el cual es R, la recta

real.

Espacio de las variables dependientes x(t), y(t):

el cual es R 2 , el plano.

III) Espacio de las soluciones (t,x(t),Y(t)): que es el

espacio producto RxR 2= R 3 , donde - se dibujan las

curvas solución de (1).

- 9 -



DEFINIC1ON 1.12:

INTEGRAL PRIMERA. Una función H: R
2
__>It de valores reales

es una integral primera de un sistema de la forma (1) si es

consta nte sobre sus soluciones y no es	 constante sobre abier

tos.

	

Esto es si	 x(t), y(t) son soluciones entonces

H(x(t), y(t))= K	 (K=constante)

	

y	 --(H(x(t),y(t))= 0 = 	 VH,F(x(t)).
dt

- 10 -



CAPITULO II

II, SISTEMAS LINEALES

DEFINICION 2.1

SISTEM&S LINEALES. Un sistema de la forma:

X = F(x,y)	
(1)

;= G(x,y)

donde F y G son funciOnes lineales definidas en un dominio

DcR
2 es llamado un sistema lineal.

Las funciones F y G son de la forma:

F(x,y)= ax+by+a.	
(2)

G(x,y)= cx+dy+b.

donde a,b,c,d, ao y bo son constantes, y si ao=b 0 =0 entonces

(1) se dice que es homogéneo.

Los sistemas que serán considerados en este capítulo

serán de la forma:

X = ax+by
(3)

y= cx+dy



Con ad-cb +O, Corno único	 punto critico (0,0).

A partir de este punto critico del 	 sistema seobtiene una

solución para el sistema que es de	 la forma:

x(t).= O	
( 4 )

y(t): O

Donde las soluciones son	 constantes y la representa-

ción geométrica de las curvas 	 solución en R
3 

consiste en

una recta que en este caso es 	 el eje t, que al proyectarse

en R
2

el retrato fase consiste	 en un punto.

Este tipo de soluciones del sistema no serán conside-

rados, además ninguna otra curva atraviesa ese punto, lo

único que se puede esperar de 	 las trayectorias es de que

se aproximan o alejen de el.

El estudio de los sistemas de la forma (3) consistirá

principalmente en mostrar el retrato fase de las soluciones,

esto es estudiar la teoría geométrica de las soluciones.

- 12 -



El estudio del retrato fase de las soluciones de (3) se

hará n alrededor de los puntos críticos, y se g ún el comporta-

miento que tengan através de estos puntos se clasifican en

puntos:nodo, silla, centros y focos.

2,2, CAMBIO DE COORDENADAS

El sistema x= Ax (forma vectorial de (3)) define un cam

po de vectores en R
2
, para cada punto (x,y)eR

2
define un vec

tor con componentes V(x,y)= (ax+by, cx+dy)..

Sea y(t) una curva en R 2 tal que y(t)= Ay(t) satisface

al sistema, sea T: R
2 
-->R

2
 una transformación que al aplicar

lo a y(t) se obtiene:

T(y(t))= 6(t)

- 13 -



pira curva en R 2 ; ¿qué	 campo de vectores define esta nueva

curva en R
2
? diferenciando entonces a 6(t) obtenemos

(t)
	

= T(y(t))

= TA(y(t))

= TAT
-1

(y(t))

= TAT-1(5(t))

1(t)	 = B6(t)	 ,	 B= TAT
-1

Por lo tanto cada vector 6(t) tiene nuevas coordenadas

que dependen de TAT -1 que en el caso	 de los vectores y(t)

dependí-an solamente de A. Ahora la nueva matriz TAT
-1
 trans

forma al sistema (3) en 	 un sistema que es equivalente a es-

te, llamado este nuevo sistema "Sistema Equivalente" expre-

sado en forma canónica.

Todas las representaciones canónicas que puede adquirir

(3) atrav1s de la transformación a la que es sometido las

enunciaremos a continuación al obtener sus soluciones.

- 14 -



2,3, OBTENCION DE LAS SOLUCIONES DEL SISTEMA

Sea

ax + by

cx + dy

con ad - cbf0. El único punto crítico es (0,0).

Existe una ecuación característica asociada al sistema:

a-A

c d-X
-A)(d-A)- cb =	O

quedando	 la	 ecuación: x 2 + pA + q=0 (6)

donde: p=	 a+d

q=	 ad-cb

cuyos valores característicos a la ecuación son Al y X . A par

tir de estos valores obtendremos las formas canónicas del sis

tema cuyas soluciones serán más sencillas de calcular.

Tenemos de (6) que las soluciones A l , A2 pueden estar en

los siguientes casos:

- 15 -
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DUO I,A2, X2 reales y distintas

al y X2	 del mismo signo,

Al Y az
	

di ferente signo.

CASO TI. Raíces X I y X2 repetidas

a-A b
El rango de	 (c	 d-X )	 es	

cero.

a-A b
El rango de	 (	 )	 es uno.

c d-X

CASO III. a l , Az	 raíces	 complejas

A l , A2	 complejas	 puras.

A l , A2	 complejas	 conjugadas.

FORMAS CANONICAS DEL SISTEMA

Las formas	 canónic•as de (3) que están expresadas en la

transformación TAT
-1
 son las siguientes:

A O

1) (o1
A 2	2)(0	 )

	

A	 O

	

3) ( A

	 1 \	 i3 a

	

O	 A )	

4)

(a 13 )

La forma canónica 1) corresponde al caso I, la forma 2) y 3) para

e l caso II y 4) para el caso III.

- 16	 -



solaci.one.5

Por lo tanto el sistema de ecuaciones (3) 	 escrita en for

ma canónica tiene la si g uiente representación

;	 Xix

; =	 '2Y
	 ( 7 )

cuya solución se obtiene	 por un simple	 proceso	 de integración,

obtenién d ose con esto

x(t)	 = CieTAlt
	

(8)

y(t)= C2eA2t

y cuya solución	 general es

x(t)=	 AC 1 e AIt + BC 2 e Á2t
	

(9)

Y( t ) =	CC1 e A2t + DC2e
X2t

Las soluciones (8) son soluciones	 equivalentes al siste

ma (3) y las soluciones originales de	 este son	 obtenidas al

quedar determinadas en (8) el valor de	 las constantes A,B,C

y D.	
2,4 RETRATO FASE,

PUNTOS NUDOS.

Consideraremos el caso I.(a) de la	 clasificación hecha

an teriormente de los valores A l yA 2 .	 Tomaremos	 A 2 <A1<0. Ob-

t endremos la ecuación de las trayectorias a partir de (3)

- 17 -



a nalizaremos estas soluciones para los 	 tiempos cuando t-°

Encontrando así el retrate fase para el caso 	 Ha).

RETRATO FASE:

La ecuación de las trayectorias se obtiene de la siguien

te forma: eliminando "t" de (b)

e
ht

= eA2t
C
2

==> )12 Log 1— = A l Log -

	

1	 2

(1)A2 = (1-)A11	 2-

C2

	

.*. y= cx ?' 2/A1	 donde 	  - C y X2/21	 I. (d)

1
C 2/X1

La ecuación encontrada de las trayectorias determinan

parábolas con centro en el origen. Haciendo un análisis de

	

las soluciones (b) obtenidas	 tenemos:

I) Las trayectorias se aproximan 	 hacia el origen cuan

- do t-K. puesto que Aiy2 <O entonces:

x(t)= C l e Al(t)	 > 0

y(t)= C 2 e 22t	 > O

- 18 -



El cociente Y- * O cuanto t- 	 esto implica	 que

las trayectorias son tangentes al eje "x".

De la ecuación (d) tenemos que si x .4-0	 y-,0 y

viceversa.

IV) Por lo tanto todas las trayectorias se aproximan

al origen tangentes al eje "x", además Tas tra-

yectorias através de los ejes también se 	 diri-

gen hacia el origen obteniéndose estas últimas

trayectorias cuando algunas de las constantes

C
1
 ó C

2
 son cero. En este caso cuando todas las

trayectorias se dirigen al punto crítico el sis

tema es asintóticamente estable y el punto un NODO.

Gráfica del Retrato Fase:

4A

FIG. 1.

Tomando como base la solución general (9) para obtener

- 19 -



lim

B + 5-1Ae(Xl-A2)

D + SICe(XI-X2)
C2

tación gráfica:

- 20 -

el retrato fase	 del sistema, se observa lo siguiente:

1) Todas las trayectorias entran al origen puesto

que cuando t... 	 > x 0.y y.0.

II) Las trayectorias entran al origen con pendien

te 2 y	 — esto se deduce de lo siguiente:
B	 A

lim
y(t) 

x(t)

	

lim CCie Ált + DC 2 e Á2t	C2e
A2t

AC e
Alt

+ BC
2
e

	

X2t	
C

1	
C 2 e X 2 t

C2

lo mismo para lim y(t) _	 C

t-+co x(t)	 A

El retrato fase obtenido tiene la siguiente represen



cuya configuración es equivalente a la obtenida anteriormen

te observando la FIG. 1. Se observa que la solución original

del sistema (3) es la que se muestra en la FIG. 2. y bajo la

transformación a la que es sometida se obtienen soluciones

equiva l en tes cuyas configuración están mostradas en la FIG.

,,.por lo que podemos decir que las soluciones dadas en (8)

nos sirven como soluciones a nuestro sistema original.

En el caso I.( a) se tiene un segundo caso cuando

7, 1 0, 2 <0. Para este problema el retrato fase de las solucio

nes es la misma que el caso anterior con X 2 <X I <O, solo que

ahora las trayectorias son tangentes al eje "y" y el punto

critico representa un nodo asintóticamente estable.

Gráfica del Retrato Fase:

FIG. 3.
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Para el caso I0(a) tenemos

AI>A2>0.

RETRATO FASE.

El retrato fase de las trayectorias	 es igual al caso 1.1.a)

solo que el sentido de las flechas es hacia afuera. En este

caso el punto critico en un NODO inestable puesto que todas

las trayectorias se dirigen hacia el 	 infinito.

Gráfica del Retrato Fase:

FIG 4.

PUNTOS SILLA

Casol :(15) X 1 , A 2 reales y distinto signo.

Sea A I <O<A 2 . Las soluciones para este caso son las

- mismas a (8) esto es:

- 22 -



x(t) =

Y(t) = C2eX2t

-RETRATO FASE:

La ecuación de las trayectorias:

y= cx A2 nti
9 X2/Al<0

esto implica que la ecuación (f) da curvas. hiperbólicas. Ha-

iciendo el análisis geométrico de las ecuaciones (e) y (f)

para tiempos al infinito: •

' I) Cuanto t4c. esto implica x(t)-- O, y(t); .. ,	 se obser

va con esto que las trayectorias se aproximan al origen atra

ves del eje "x"'y se van alejando hacia el 	 infinito através

del eje

De (f) tenemos que si x(t) .* O	 y(t) ÷co y si y(t)-•O

>x(t)±...

Las trayectorias son tangentes ál eje	 puesto

que lim y(t) +o. , con esto podemos decir que las trayecto-
x(t)

rías se alejan al infinito tangentes al eje

(e)

(f),

- 23 -



IV) Si las constantes C
1 y C

2 son iguales a cero al

una, entonces x(t) y y(t) son trayectorias sobre los

miej e s tal que:

"si C 1 = 0=>x(t)= O y y(t)-*co , trayectorias al infi

nito", ó

"si C 2 = O —>x(t)->co	 y y(t)=0, trayectorias al origen".

enos

Gráfica del Retrato Fase: BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
BE CABER DE MIS HIJOS

1 GRMallaÁ

	FIG.	 5.

El punto crítico en I 0 (b)	 representa un punto sil la el

cual es inestable.

Para el caso donde X2< O <A1, intercambiando los valores

cara cterísticos de 1.03) la 	 representación del retrato fase

- 24 -



es el mismo solo intercambiando los ejes. La representación

es la siguiente:

FIG.	 6.

PUNTOS NODOS DEGENERADOS

Caso II,	 Reales e iguales:	 AI,X2>0 ; AI,A2<0

Caso H(a) X i, A 2 < 0 Al = X 2 , ( A °) rango cero,
0 A

Soluciones del sistema:

x(t) = CleXit

y(t) = C2eX2t

Ecuación de las trlyectorias:

y= Cx A2/ Al , A2,A1 <

- 25 -



Por lo tanto la ecuación de las trayectorias representan

rectas que se aproximan al origen.	 El punto crítico repre

sén ta un nodo	 asintóticamente estable.

FIG. 7.

Si tenemos el caso donde A l = A 2 y A l X 2 >0, la represen

tación del retrato fase de las soluciones será el mismo que

el de la FIG. 7. con el sentido de las flechas hacia fuera.

El punto crítico es un nodó inestable,

CASO. II.(b)

( 20 1A) 
rango uno, X/ = X2<0.

El sistema de ecuaciones equivalentes será:

>1 = XX + y

;= Y

- 26 -
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la solución de la segunda ecuación es inmediata

y(t)= C3eAt

y la solución de fa primera es de la forma:

.-
x(t)= C l e Xt + C

2
reAt

existe una relación entre, las constantes 0 2 y C
3

derivando x(t):

X(t)= AC l e At + XC 2 te Xt + aC2e

=XL-p l e t + C 2 te Xt-j+ C2eAt

igualando (g) y (h)

X 11, 1 e	 + C 2 te
Xt
 j+ C2 e

Xt 
= Xx+y

y=C 2 e At y como y= C3e
at

==	 C
2
=C

3

por lo tanto la solución de (g) es de la siguiente manera:

x (t) = Cle t + C 2
teAt

Y( t )- C2eit

at

(h)

- 2.7 -



1) Si t —>= , x(t)—>0	 y	 y(t)—>0.

II) Lim y/x= O, puesto que	 y/x= C2
	

—> las tra-
t±ac	 C

1
+C

2
t

yectorías son	 tangentes al eje "x".

III) . Si	 C
2
= O y	 =>las trayectorias sobre el

eje	 "x" tendiendo	 a cero	 puesto	 que:

	

x(t)=	 C l e
it
 como	 21<o

x(t)—>0 cuando

IV) La ecuación de las trayectorias 	 se obtiene de

la siguiente manera:	 despejando	 "t' de la se

gundá ecuación de (1):

y= C
2 e

Xt

t=	 Ln y/C2
2

sustituyendo en la primera	 ecuación de (i)

x= (C 1 +C 3 LnC 4y)e'tt , donde C 2 4 = C3

Y/C2 = C 4 Y

.°	 x = (C i +C 3 LnC 4y)y/C
2'
 ECUACION DE LAS TRA-

YECTORIAS.

	

-	 28 -



Representando gráficamente el retrato fase de las tra-

yectorias:

FIG. 8.

En este caso el punto critico representa un nodo asin

tfticamente estable.

Para el caso AI=A 2 >0 el retrato fase es el mismo que

el caso anterior solo cambiando el sentido de las flechas

de la FIG. 8 todas hacia fuera.

PUNTOS CENTRO

Caso III. A l , A 2 complejas.

Caso III.(a).A 1 ,a 2 complejas puras, Las raíces caracteristi

cas son de la forma A l = ai,A2 = - ai. Las solucio-

nes al sistema son de la forma
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x(t)= Clealt

y(t)= C2e-ait

Encontrando estas soluciones en términos de "senos" y

"cosenos":

x(t)= C 1 (cosat + i senat)

y(t)= C 2 (cosat - i senat)

sea

tomando C
1
=C

2
=1

x
2
(t).2=±£ ;	 y (t) -

2	 2i

:una solución lineálmente 	 independiente se tiene:

x
2
(t) =	 cosat

Y 2 ( t ) =	 senat

encontrando con	 esta segunda solución la ecuación de las

trayectorias tenemos:

•

x
2
 + y

2 
= cosat + sen

2
at

2	 2

x 2
2
 + y 2

2 
= C 2 , ECUACION DE LAS TRAYECTORIAS,

cuya ecuación demuestra que las curvas son círculos con cen

tro en (0,0) y radio C. En este caso el punto crítico es un

- 30 -



BIBLIOTECA
Dt CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

centro esto es todas las curvas son vecindades a (0,0). Las

curvas solución en el sistema original representan elipses

con centro en (0,0),

El sentido que siguen las trayectorias en el retrato

fase dependen de las siguientes constantes: "b" y "c" que

son las constantes de nuestro sistema original (3), el sen

tido de las flethas es el signo que le corresponde a la cons

tante "c", esto es si "c" es positiva el sentido es contra-

rio al de las manecillas del reloj; o si c=0 entonces el sen

tido de las flechas se tomará del sentido contrario al de -

"b".

Gráfica de la geometría de las soluciones:

FIG. 9.

Por último tenemos el caso III.(b).

- 31 -



puivros FOCO.

aso III • ( b ) XI 3 A2 complejas conjugadas.

las soluciones son:
	 x(t)= Cle(4-ant

y(-t)= C2e (S-ái)t

Representaremos estas soluciones en términos de "senos"

"cosenos".

RETRATO FASE.

x(t)= Ci elt (cosat + i senat)

y(t)= C2e lt (cosat - i senat)

Sean x*(t) y y*(t) nuevas representaciones de estas solucio-

nes:

x*(t)= e	 cosat

y*(t)= e St senat

Las curvas son espirales logarítmicas alrededor del

origen el equilibrio es denotado un punto focal o espiral.

"Si S'<0 las espirales se van acercando al origen"

u sis>o las espiraleS se tienden al infinito".

el sentido	 de las flechas dependen de la constante "c" del

- 32 -



sistema original.

La representación geométrica de las soluciones es la

siguiente:

p zo
c. >0

FIG. 10.

La interpretación geométrica del comportamiento de las

soluciones de los sistemas autónomos lineales queda sintenti

nada de la siguiente manera:

A l	,A 2 reales y del	 mismo	 signo:	 punto nodo

A l	,A 2 reales	 y	 de	 signo	 opuesto:	 punto	 silla

A l	, A2 complejas	 puras:-	 punto	 centro

x l	 ,A complejas:	 punto	 espiral.
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CAPITULO III

III. TEORIA DE POINCARE-BENDINXON

.1 INTRODUCCION

Seguimos con el estudio de los sistemas autónomos en

el plano definidos de la forma:

x = F(x,y)

; = G(x,y)

	 (1)

El objetivo de la teoría de PoincarE-Bendinxon es estu-

lar el comportamiento de las soluciones 	 de (1) a la larga,

sto es para tiempos infinitos mediante métodos geométricos.

Estudiaremos las trayectorias que describe el sistema

) que forma el retrato fáse de las soluciones en DcR 2
. Y

na trayectoria la denotaremos por C: (x(t,x.), y(t,y0)),

<tcm tal que está definida para todo tiempo, y para un tiem

4). -9 t=to pasa por el punto (x0,y0).

HIPOTESIS 3.1. Supondremos que la trayectoria C se encuentra

en una región acotada RcD.

Denotaremos a C' como el conjunto de	 puntos límite de la

tray ectoria C y sea (x*,y*) un punto límite de C siempre que

exista una sucesión {tn}-.m tal que {x(tn,x 0 ), y(tn,y0)}->-(x*,y*)).

	

Sea L
w (c) el conjunto de puntos límites de 	 C para t .-1-m y puntos
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limite s para t÷ - 0. como La(C), esto es para sucesiones de

tiem p o s negativos.

Cada sucesión de puntos {x(tn,x 0 ), y(tn,y.); contenida

en la región R, contiene una subsucesión convergente.

Tenemos entonces que las trayectorias tienden hacia esos

conjuntos límite, entonces podríamos decir, si Conocemos o de

terminamos a esos conjuntos límite podremos determinar el com

portamiento de las trayectorias a la larga.

Trabajaremos con puntos límite de una trayectoria C para

sucesiones de tiempos positivos, esto es el conjunto L w (C) y

lo denotaremos C'. Empezaremos entonces con el estudio dé estos

conjuntos límite que es precisamente lo que desarrolla la teo

ría de Poincaré-Bendinxon.

El sistema (1) contiene dos clases de puntos que son los

puntos críticos y los puntos regulares, los primeros es cuan-

do sucede que el lado derecho de las ecuaciones diferenciales

de (1) se anulan, esto es (x.,Y0) es un punto crítico si

xt F(x.,y 0 )-- O y	 G(x,„3/0)-- O y todo punto que no sea -

c rítico es llamado punto regular.
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Mostraremos a continuación las propiedades que contie-

nen los conjuntos límite O'.

3,2, PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS LIMITE C'

	

3.2.1	 CERRADOS Y ACOTADOS

	3.2.2	 CONEXOS

	3.2.3	 INVARIANTES.

3.2.1 CERRADOS Y ACOTADOS.- Sea dr- M,N]la distancia entre

los puntos de los conjuntos M y N, y tenemos

lim dL(x(t), y(t)); C'3=
t-»03

Demaatitac,L6n: Supongamos {A li } una sucesión de puntos de C'

tal que convergen a un punto A1C'. Entonces existe una suce-

sión {t
n	, donde t n

>n,	 y

dE(x(t n ), y(t n )); Anj<lin

pero los A
n
's tienden a A	 entonces la sucesión {x(t

	
t )}÷A,

Y por lo tanto AcC I y C' es cerrado.
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El conjunto C' es	 acotado puesto que las trayectorias

C se encuentran acotadas.

3 0 2.2 CONEXOS.-	 Supongamos que C' es no conexo. Enton-

ces podemos representar a	 C' como una suma de dos conjuntos,

disjun tos y no nulos	 M y	 N, es decir

C' = M+N	 ;	 M • N=0	 ;	 M,Ni0

M y N son subconjuntos	 disjuntos , cerrados y acotados, en-

tonces entre ellos existe	 una distancia 6. Ahora, existe

una sucesión monótona	 {t
n

}->,=, tal	 que

para n-par	 d[:{(x(tn),y (t n ))} ; M:]<6/4

para n-impar	 di.:{(x(tn),y (t n ))} ; N:]<6/4•

Por la continuidad	 de (x(t),	 y(t)) existe una sucesión

{t 1:1 1 } tal que t 2n...1 <t n .	
<t

2n ; n=1,2,...,dt:{x(t
n
1),y(t

n
')};PC=

dr{(x(tn'), y(t ry))1 ; N]	 entonces

d r{(x(tn '), y (t ry)i; M+Nla 6/2	 (*)

pero la sucesión de puntos	 {(x(t ri l ), y (t n '))} contiene una

sub sucesión que converge a	 un punto límite (7c,;)cC 1 pero de
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*) se tiene que

d[1(5<j); M+N -1 �. 6/2.

- lo cual es una	 contradicción puesto que C'= M+11„

3.2.3 INVARDWE.- La trayectoria T que pasa por un punto

LS-,)1C 1 está totalmente contenida en C'.

Demalstvwíón . Sea T: (x(t,1), y(t,9)) la trayectoria tal

que para t=0,	 (x(0,R), y(0,7))= (1,5-/).

Sea { t
n
}÷.0 una sucesión tal que puntos de una trayecto-

ria C: (x(t,x.), y(t,y.)) con

(x ( t n x.), y(t n ,y.))----> (X,9).

Tomemos una nueva representación de C y determinemos a

donde convergen	 los siguientes puntos {(x(tn+t.,x0),y(tn+to,y.))}

se tiene:

x( tn +t„ ,x.) , y( t n+to ,y 0 ) )= E x (t., ( x ( tn ,x.) ), Y( , (y( tn ,x . )) ]÷ (x( t

y(t.,5,-))
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

pero este

te	 de C 1

:,~MWHIJOS
~DUSA

punto está en la trayectoria T y es un punto lími-

por lo tanto Tcr.

Por lo tanto hemos demostrado las propiedades con que

cuentan los conjuntos límite de una trayectoria Cflieamos

ahora en que forma pueden ser clasificados estos conjuntos

límite.

La clasificación de C' la haremos en base al tipo de

puntos que puede tener el sistema (1) ya sea regulares o crí

ticos.

	

HIPOTESIS 3.2.	 Los puntos críticos son aislados.

3,3 CLASIFICACION DE LOS CONJUNTOS LIMITE C'.

3.3.1 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS CRITICOS

3.3.2 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS REGULARES

3.3.3 C' CONTIENE PUNTOS REGULARES Y PUNTOS CRITICOS.

3.3.1 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS CRITICOS.

	

TEOREMA 3.1.	 Si C' contiene un punto critico A y no con-

t iene puntos regulares, entonces C' consiste solamente de A,

tal que la trayectoria C se aproxima cuanto t÷..
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Demotizac,C6n: Como C' contiene solamente a A y no contiene

puntos regulares, y C' debe ser conexo, entonces el conjunto

limi te de C consiste en un solo punto el cual es A y las tra

yectorias C se aproxima a A cuando t÷...

Una clase particular de sistemas autónomos con este tipo

de conjuntos límite son los sistemas lineales, tal que cuando

los valores característicos X 1 X2 asociados al sistema son

reales y negativas, o cuando A l y A2 son raíces complejas con

jugadas con parte real negativa; en estos casos tenemos que

el punto crítico (0,0) es el punto límite de una trayectoria

C del sistema lineal.

TEOREMA DE POINCARE BENDIKON
3.3.2 C' CONTIENE SOLAMENTE PUNTOS REGULARES.

TEOREMA 3.2 Si C' contiene solamente puntos regulares en

_tonces C' es una trayectoria periódica tal que:

Si C es periódica entonces C=C'

Si C roes periódica, entonces C se aproxima a C'

espiralmente por adentro o por afuera.

Dernoztitacan:

Sea C' una trayectoria periódica, puesto que es una tra

'ye ctoria donde todos sus puntos son regulares, mostraremos

que la trayectoria C se aproxima espiralmente a C' o C es -

ig ual a C'. Definiremos primero lo que es un segmento sin con
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tacto, que servirá	 como	 base para nuestra demostración.

Delíníci.6n-3.1	 Un segmento sin contacto L por un punto

regula r A es una recta finita, cuya dirección es perpendicu

lar al campo vectorial V	 definido en A. Además todo punto de

L es un punto regular de	 V.

Geométricamente tenemos a un segmento sin contacto L

y el campo V al pasar através del punto regular A, fig. a.

El campo vectorial sobre L no difie

re mucho de la dirección de V(A) y

esto se sigue por la continuidad del

campo; además se tiene que todas

las trayectorias que intersectan a

Fig. a.	 L lo atraviesan en la misma direc-

ción.

Supongamos que	 el conjunto limite C' atraviesa e inter—

Secta en un punto A a un	 segmento sin contacto, la pregun-

ta que nos planteamos es	 la siguiente: ¿qué comportamiento

tendrá la trayectoria C cuando se aproxime a ese punto li-

mite A?, pero antes	 de respondernos-a esta pregunta en la

siguiente parte mostraremos tina de las propiedades que con-
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ienen los se g mentos sin contacto.

PROPIEDAD 3.1 Sea A un punto interior de L. Entonces exis

te E > g y una vecindad V c con centro en A, tal que cada trayec

-toria que atraviesa a VE para	 t=0 intersecta a L para un tiem

po t finito, cercano a cero.

Demoztzacilm. Sea A=(0,0) el	 origen del plano xy y L un

s.s. c sobre el eje x. Las soluciones (x(t,(xn,y.)), y(t,(x.d.)))

= F(x,y),	 G(x,y)

son continuas y contienen primeras derivadas continuas en

alguna vecindad \(0,O). Entonces por el teorema de la fun-
.

ción implícita, y(t,(xo,y0))= O tiene una solución única

para t= t(x.,Y0) en VE(0,0) para	 algún punto (x.,yo)cV(0,0),

puesto que ery (0,0) y (t,(0,0))=0 => t=0 y Zy/Dt(0,(0,0))10

(por definición del segmento L), por lo tanto existe una ve-

cindad en (0,0) suficientemente pequeña tal que para (xo,y0)

E
eV(0 5 O) se tiene en un tiempo t=to que y(t.,(x.,y,))= 0.

Lema 3.1 Sea AcC' el cual es un punto regular. Entonces

si L es un segmento sin contacto	 atravesando A, existe una

Su cesión monótona {An} =	y(tn)) que son precisamente

las i ntersecciones de C y L. Si	 A l =A 2 entonces A=An (n=1,2,... ).y C
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A,

FIG. b

esuna trayecto r i a periódica ‘ Si A l 4 A 2 entonces todos los An's

n distin tos y An+1 está entre A n y A n+95 (n=1,2,...).

DemoztuwL6n : El punto A es un punto límite de C tal que

existe un segmento sin contacto L que lo atraviesa, entonces

para cada vecindad de A existen puntos de C para tiempos su-

ficienteme nte grandes, y por la propiedad anterior C intersec

ta a L en puntos { A n }. Tenemos que si la primera intersección

A1, es igual a A2 entonces C es periódica y como A es un punto

límite se tiene que A n =A (n=1,2,...), en este caso tenemos

que C está totalmente contenida en C' por la propiedad de in

varianza de los conjuntos C'. Supongamos ahora que A l # A2 y C

no intersecta a L para un tiempo t i < t < t 2 . Podemos formar una

curva cerrada simple T de Jordan con el arco de trayectoria

gl y el segmento A 1 A 2 , entonces T divide al plano en dos

regiones M y N, ver Fig. b que

remos mostrar donde se encuentra

C para un tiempo tvt 2 . Si C con

tinuara hacia la región N, ésta

tendría que cruzar a T pero esto

no puede suceder puesto que las

trayectorias no se cruzan, y si

C sale hacia N por el segmento

ZTI2 esto tampoco puede suceder, entonces tenemos que C con

tinua en la_ región M e intersecta a L en A
3
 tal que A

2 
está

entre A l
 
y A 3 ; podemos seguir haciendo lo mismo para probar
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que A3 se encuentra entre A2yA4 y entonces probar por inducción que

está entre AnyAn+2,por lo tanto concluimos que la sucesión {A n
}

es monótona y convergiendo a A. Entonces tenemos que el com-

portamiento de C cuando se aproxima a un punto límite de C'

esta trayectoria o es periódica o se aproxima espiralmente y

monótonamente a A. Ver Fig. c.

Fig. c

tenemos como consecuencia el siguiente lema.

Lema 3.2.- Un segmento sin contacto L no puede cortar a

en dos puntos distintos.

Denw4tuwíón: Esto sigue de la monotonía de las trayecto-»
ias sobre un segmento sin contacto.

Inia 3.3 Si C' contiene una trayectoria periódica F, este

o c ontiene ningún otro punto.

- 44-



Demoistuwión: Suponemos que el conjunto límite de C con

te	 en una trayectoria periódica F y al menos en otro pun

c' -F	 . C'-F es no nulo, y no puede ser cerrado puesto -

C' sería no conexo, contrario a sus propiedades. Como C'

cerrado, existe un punto AcF tal que es un punto límite

C'-F. Sea L un segmento sin contacto atravesando a A. En

onces para cada círculo de A existen puntos de C'-F y por

a propiedad existen puntos de una trayectoria de C'-F. En-

es L	 corta a C' en dos puntos distintos, contrario al lema

2. Por lo tanto C 1 -F = O, C' contiene solamente a F.

Por lo tanto concluímos que cuando el conjunto límite

sté formado por puntos regulares solamente, C' es una tra-

yectoria periódica, tal-que si sucede, que C es periódica

entonces C'=C y si no es C' periódica entonces se aproxima

espiralmente a C' por dentro o por afuera. Ver fig. d.

Fia. d
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Tenemos ahora el	 último caso, como es C' cuando:

3.3. C' CONTIENE PUNTOS REGULARES V PUNTOS CRITICOS.

TEOREMA 3.3	 C' contiene puntos regulares y puntos críti

cos, entonces C'	 consiste de un conjunto finito de puntos crí

ticos {A n
} y un conjunto de trayectorias {C a

}, donde cuando

t--/-1- 0, cada C u se aproxima a un punto crítico.

Demoztlutei.án: Si C' contiene puntos críticos {A
n
} este es

finito, puesto que si es infinito, existe una sucesión infi-

nita de puntos críticos convergiendo a un punto límite que

es un punto	 crítico, y estos son aislados por lo tanto {An}

es finita. Si C'	 contiene entonces un punto regular, existe

una trayectoria que atraviesa a ese punto y entonces la tra-

yectoria	 está totalmente contenida en C', la cual se aproxi

ma para t÷+.0 a puntos críticos de C'. Además C' consiste de

un conjunto	 de trayectorias {C
a
 } donde el conjunto límite

C' de esas . trayectorias no contienen puntos regulares. Si un

C'
a contiene un punto regular entonces C a sería periódica y

entonces contradice las suposiciones de que C' contiene pun-

tos críticos; por	 lo tanto C' consiste de un conjunto {An}

finito de puntos críticos y un conjunto {C u } de trayectorias

aproximándose cada una a un punto crítico. El siguiente es
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

un esquema de un conjunto límite con estas características

Fi g . e.

Aplicación del Teorema de Poincaré-Bendinxon

EJEMPLO 1:

= y + x (1-x2-y2)

; =-x + y (1-x2-y2)

	 (1)

Este sistema tiene un único punto crítico en (0,0).

Aplicar el teorema de Poincaré-Bendinxon significa en-

contrar una región RcR 2 acotada donde se	 encuentren conteni

das las soluciones del sistema (1) y no existan en esa re-

gión puntos críticos.
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Transformando a (1). en coordenadas polares tenemos

(1-r2)

é= - 1

	 (1')

1tomemos un círculo de radio r= y y determinemos que direc-

Ción tiene el campo en ese círculo:

1
si r=7 > r = 3/8>0 

entonces tenemos que el campo sobre ese círculo,sus coorde-

nadas r es positiva y é negativa y gráficamente tenemos fi-
•

gura a.

Fig. a.

Tomemos ahora un círculo de radio r=2 y determinemos la

dirección del campo en ese círculo:

si r=2 ==> r = - 6 < O
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tonce s se tiene que la dirección de los vectores apuntan

tia dentro del círculo de radio r=2, figura b.

	

Fig	 b.

Tenemos entonces una región comprendida entre 1 ‘r‘2,
2

	

donde se tiene que el campo 	 apunta hacia adelante y además

	

no contiene puntos críticos. 	 Por lo tanto aplicando el teo-

rema de Poincaré-Bendinxon se determina que en la región

: I cr12 , las soluciones del sistema se encuentran conte
2

nidas ahí y además no existen puntos críticos, por lo tanto

(1) contiene soluciones periódicas en la región R en la cual

el conjunto límite consiste de una trayectoria periódica y

donde la trayectoria C es igual que el conjunto límite o se

enreda espiralmente hacia el	 conjunto límite,
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Fig. c.

En la fig, c observamos el comportamiento de las solu-

ciones del ejemplo (1), donde el conjunto límite C' es el

círculo de radio uno y donde la trayectoria C se enreda cuan

do

EJEMPLO 2: "EcuaWn de Vattfl de pwsa y n4paZ".

Existe cierto fenómeno en la naturaleza en determinadas

especies de animales, en los cuales una especie se alimenta

de otra para su supervivencia y a su vez esta última crea mó

todos de evasión para poder sobrevivir. Podemos citar varias

especies de este tipo como: zorros y conejos en un bosque,ró

balos y peces rueda en un lago.

Veamos en particular como se presenta este fenómeno -

entre los zorros y los conejos.

Supongamos que existe una cierta población de zorros y

conejos en el cual el zorro se alimenta de conejos y a su
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su vez el conejo de	 trévoles, si existe una gran cantidad

alimento para el conejo a medida que transcurre el tiempo

población empieza a crecer, pero a su vez la población

del zorro empieza a crecer puesto que cuenta con suficiente

limento (conejo), pero con esto va a existir más deprada-

cón y la población de	 la presa empieza a decaer, disminuyen

con esto el alimento para el zorro empezando este a morir

eniendo entonces el	 conejo más probabilidad de sobrevivir)

la población del conejo empieza a crecerjdesencadenándose

1 un ciclo de supervivencia de estas especies.

Estableciendo un modelo para este fenómeno llegamos al

planteamiento de un "Sistema de Ecuaciones Diferenciales Au

g nomo en el Plano".

Representemos por:

	

11)(n	 población de los conejos

población de los-zorros

	

Hxyll	 interacción entre las dos especies.

Supongamos una población que consiste de conejos sola-

mente, entonces la población del conejo crece proporcional

mente esto es:
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dx
= ax , a>0

dt

pero que sucede si existen encuentros entre zorros y conejos

la población del conejo decrece-y se tiene:

dx = ax - bxy , b>0
dt

ahora supongamos una población depzorros, esta decrece a me

dida que transcurre el tiempo, y tenemos:

= -cy , c>0
dt

pero si existen interacciones entre	 las dos especies enton-

ces:

=- cy + dxy ,	 d>0;
dt

por lo tanto tenemos el siguiente modelo que describe este

•
fenómeno:

Z= ax - bxy

"Ecuaciones de Volterra"
y=-cy + dxy,	 a,b,c,d>0

Queremos aplicar el método de Poicaré-Bendinxon encon
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trando una región del plano donde se encuentren acotadas las

soluciones del sistema y esté libre de puntos críticos.

Analizando el sistema tenemos que tiene dos puntos crí

ticos en:

(0,0) Y	 (c/d, a/b).

Determinemos una región del plano donde las soluciones

del sistema estén contenidas. Estudiaremos el campo vecto-

rial del sistema de Volterra. Analizaremos el campo en el

primer cuadrante determinado por los ejes coordenados pues-
.

-to'que existen poblaciones de las dos especies; además sub-.

dividiremos en otras cuatro regiones	 más que serán: A. B,

y D con referencia en el punto (c/d, a/b), ver la figura

, determinando el campo vectorial en cada región.
I" B	

1\ A

c /21

Fig. 1.

gLón A: Ambas especies tienen una población grande. En

esta región al existir gran cantidad de zorros se

0.4
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tiene mayor depradación, entonces la población del

conejo empieza a decrecer y la del zorro a crecer.

Regí& E: Existe mayor población de zorros que de conejos. Al

tener una mayor población de zorros empieza a descen

der el de la presa pero a su vez no existe suficien-

te alimento para que sobreviva el zorro entonces em-

pieza a morir.

Regí& C: Ambas poblaciones son pequeñas. Al existir poca pre-

sa el depradador empieza a morir pero al existir po-

ca población de esta última, la población de la pre-

sa crece.

egLón D: La población del conejo es mayor que la del zorro.

Existe más alimento para el zorro y esta empieza a

crecer en esta región.

Entonces tenemos que las soluciones del sistema se en-

uentran en las regiones A, B, C y D, puesto que el campo

g ctorial no sale de esas regiones.

Ahora determinemos que esa región no contenga puntos

iticos pero para empezar se tiene que el punto (c/d,a/b)
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es un punto critico contenido en esa región del plano que es

tamos estudiando, entonces probemos que las soluciones no

tiende n a ese punto es decir que el campo 	 vectorial no apun-

te hacia adentro	 del punto crítico.

El punto (c/d,a/b) es un punto donde ambas poblaciones

permanecen constantes.

x= ax-bxy
Linealicemos	 el sistema	 y determinemos

• •y=-cy+dxy

que tipo de soluciones se obtienen alrededor del punto

(c/d,a/b); el sistema linealizado tiene la 	 siguiente repre-

x =	 bc
sentación	 d Y los valores característicos asociados

ad
j= --x

a este sistema son:

X 2 + ca= O

se obtienen raíces imaginarias esto muestra que en el siste

ma lineal el punto crítico representa un centro, lo cual de-

muestra que el campo no apunta hacia ese punto crítico, y

lo mismo podemos asegurar entonces en el sistema no lineal

en vecindades cercanas al punto crítico. Por lo tanto, el

campo vectorial determinado por las ecuaciones de Volterra
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•

se encuentran contenidas en las regiones A,B,C y D y además

el campo no apunta hacia el punto crítico mostrando con esto

que el	 conjunto límite de las trayectorias del sistema no

contien e puntos críticos entonces aplicando el teorema concluí

mos que	 las soluciones son periódicas.

- 56 -

n



CAPITULO IV

IV SISTEMAS GRADIENTES

En este capítulo analizaremos un tipo particular de sis

temas autonómos en el plano,los cuales son los "sistemas gra

dientes".

DEFINICION 4,1. Un sistema gradiente en R
2 es un sis

tema de la forma

-vv(x)

donde VcC 2
V:	 R-

2
—>R

u	 ,91/	 DV‘
Vv= k--	 --/

@X ' @y

(1)

El sistema (1) define un campo de vectores en R
2
, donde

cada vector se obtiene al aplicarle el operador gradiente a

la función V, y esta recibe el nombre de "función potencial",

donde este tipo de sistemas son "sistemas conservativos".

4.1 CARACTERIZACION

El sistema gradiente (1) tiene la siguiente representa

ción

X =

Y=

(1')
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Primeramente atacaremos el siguiente problema.

Dado un sistema autónomo en el plano de la forma

i= F(x,y)

;= G(x,y)

	 (2)

¿Qué características debe tener este sistema para poder iden

tificarlo como un sistema gradiente?. 	 Esto es lo que deter-

minaremos a continuación.

TEOREMA 4.1. Sea un sistema autónomo en el plano de la

DF DG
forma (2), tal que las parciales 77 , -57 existen y son conti

nuas en un rectángulo de R 2 . Entonces (2) es un sistema gra

diente, si y sólo si, 
DF _ DG
7-y- =Ti

Deinoz.trucL5n —> "Si (2) es un sistema gradiente, enton

ces existe una función V: 1
1
—>R tal-que

DV	 r
'

91/
77 = G

entonces se tiene que las	 parciales mixtas son continuas y

además
92V

DxDy

,\21,

= 	 Y	 , entonces
DyDx
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se cumple DF	 DG= 

ay	 ax

"<==" Ahora debemos encontrar una función V tal que

DV	 DV
r= 	 , u =	 — .

ax	 ay

Aplicando la integral de línea, sobre la trayectoria

horizontal de la figura 1; sea P.= (x.,y.) un punto en R
2

,

entonces debemos tener una	 función V de la siguiente manera:

(x,Y0)
V(x,y0)-V(xo,Y0)	 = f — (S y )dS- 7(	 , o

donde si	 queremos que 
av

= 	 F, entonces

(x,Y.)
V(x,y.) = 	 V(x0,y0) + f	 F(S,yo)dS; (3)

(x.,y0)

aplicando	 la integral de línea sobre	 la

trayectoria vertical	 debemos tener:

(x,Y)

	

V(x,y)-V(x,y0)-- f	
9v

-m7(x,t)dt y si queremos -.1» G
(x,y.)"	 entonces

	

V(x,y)=V(x,y.)+ f(
	

G(x,t)dt	 (4)

	

( 	) 

donde se tiene que (4) a partir de (1) queda determinado:

( x ,Y0)	 (x,y)
V(x,y) = V(xo,y 0 )+ f	 F(S,y.)d5 +	 f	 G(x,t)dt	 (5)

(x0,Y0)	 (x,yo)
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Si existe una función V con VV=(F,G) esta debe estar

dada por (5), es decir V es independiente de la trayectoria,

Mostraremos ahora que la función V dada por (3) funciona; -

esto es, si

aV

By

utilizando el teorema fundamental	 del	 cálculo en (5) tenemos

21
(x,y) . G(x,y).

ay

Diferenciando (S) con respecto a x tenemos:

2y
. (x,y)= F(x,y„)+ I

(x,y)	
aG
3v(x,t)dt

ax	 (x,y„) 	""

y se tiene por hipótesis que =1 =	 entonces
ay ax

(x,y)9F
2Y(x,y) = F(x,y„)+-n--(x,t)dt
ax	 (x,y.)°Y

-91(x,y) = F(x,y,)+ F(x,y)- F(x,y„)
ax

21
(x,y) .= F(x,y)

ax

o's	 queda demostrado el teorema.
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4.2. CONSIDERACIONES GEOMÉTRICAS DE LOS SISTEMAS GRADIENTE.

TEOREMA 4.2.- Dado un sistema gradiente

X= - VV(x)

se cumple lo siguiente:

4.2.1.- EN PUNTOS REGULARES LAS TRAYECTORIAS DEL SISTEMA CORTAN

' PERPENDICULARMENTE A LAS CURVAS DE NIVEL.

4.2.2.- UN MINIMO AISLADO DE LA FUNCION V REPRESENTA UN PUNTO

CRITICO ASINTOTICAMENTE ESTABLE.

Todo punto x donde -VV(x)40 es punto regular del siste

ma, y un punto critico del sistema es todo punto no regular.

Una ewuu de nívet de V es una curva donde V(x)= K (K=constan

te), es decir una curva de nivel es la proyección sobre el

plano xy de todos los puntos de la gráfica . de la función V

que se encuentra a una misma altura.

Derriodttación 4.2.1.- Sea X, un punto regular del sistema

por el cual pasa una curva de nivel,

esto es, sea x=y(t) una curva tal que

para un tiempo t=to pasa por X.con la

propiedad de
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V(y(t))= K	 (6)

derivando ambos 	 lados de esta ecuación con respecto a t en

t = to se obtiene

BT(V(y(t))	 = O

DV(y(t))- Y(t)= O

ta( y ( t)) • Y(t) = O

para t=t,	 VV(y(t.))4(to)= O

VV(X.)•Y(t.)	 = O

donde W= y(

•

 t.) es el vector tangente a la curva y(t) en

t=t o . Por lo tanto los vectores 	 grandiente son perpendicu-

lares a las curvas de nivel de	 V, implicando que las trayec

torias de un sistema gradiente son perpendiculares a las cur

vas de nivel para todo punto regular de 61.

Antes de demostrar la parte4.2.2delteorema mostraremos

primero que la función V decrece a lo largo de las trayecto

rias, esto es 1(x(t))c0 y 1(x)= O si y	 solo si x es punto

crítico del sistema gradiente.	 La derivada de V a lo largo

de las trayectorias es:
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17( x(t))=	 (V(x(t))) =
	

DV(x(t)).;(t)
dt

VV(x(t))•(-VV(x(t)))

= -IVV(x(t))1 2	(7)

y con esto queda demostrado la anterior afirmación. Como con

secuencia de esto tenemos la parte 	 4.2.2. del teorema,	 esto

es si Z es un punto tal que 1(Y)=	 O	 >Z es	 un valor extremo

para la función V y a la vez un punto	 crítico para el	 siste

ma.

Entonces si i es	 un mínimo aislado para V mostraremos

que Z es asintóticamente estable.

Demoztlacifin de 4.2.2.- Para mostrar que 1 es	 un punto cri

tico asintóticamente estable, se

debe probar que la función

t-->V(x) - V(1)	 (7)

es una función	 "estricta delJapunov". 1	 representa un
mínimo aislado	 de V, entonces existe una vecindad ljcR 2

de 1 tal que

V(x)- V(1)0	 1xcU

y	 V(1)- V(X)=0

además	 V(x)- V(I)>0	 11-xell-1	 (8)
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y la derivada de esta función[iV(x)-V(7j1= /(x)=-1vV(x))<0

4XEU-X	 (9)

Si la función cumple con (8) y ( 9) se dice que	 es una

función "estricta de Liapunov" y el punto X representa un

punto critico asintóticamente estable.

4.3. RETRATO FASE DE LAS SOLUCIONES

Estudiando el comportamiento de las soluciones de un

sistema gradiente a la larga, mostraremos que el conjunto

limite de las trayectorias solo puede contener puntos	 crí-

ticos y no puntos regulares, implicando con esto que 	 los sis

temas gradiente no pueden tener trayectorias cerradas 	 como

conjuntos límite, lo cual"démostraremos en el siguiente teo

rema.

Denotaremos por C: x(t,x.) a una trayectoria del siste
, _  

ma gradiente y tomaremos el conjunto L w (CJ, esto es

C'= {x* /3{t ri÷.. 3 x(t n ) . x*} .

TEOREMA 4.3.- Sea x* un punto limite de una trayectoria

C de un sistema gradiente. Entonces x* es

un punto crítico.
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DeploatAaaffm: Sea x* un punto límite de una trayectoria

C: x(t,x.), tal que existe una trayectoria

T: x(t,x*) tal que para t=0, x(0,x*) = x*.

Entonces T está totalmente contenida en el

	

conjunto C!. Como x* es punto	 límite de C

=> existe una sucesión {t n }÷0 tal que

x(t
n' x.)-->x*
	

(10)

La función V de potencial por (6) se tiene que es de-

creciente a lo largo de las trayectorias del sistema (1) y

además es continua por lo tanto V tiene un ínfimo, al que

denotamos por a=V(x*). Tenemos que

x(t n +t„ x.)= x(t., x(tn,x.))

	

son todos los puntos de la sucesión (7) tomados 	 un tiempo '

después t=t., tal que convergen a

x(t., x(t , x.))-->x(t.,-x*)

•

pero tenemos que V es decreciente a lo largo de las trayec

torias y

V(x*)> V(x(t., x*))

	

entonces a= V(x*) no es ínfimo, pero entonces V 	 tendría que
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ser constante a lo largo de la trayectoria T, pero esto con

tradice que V sea decreciente a lo largo de las trayectorias,

por lo tanto x* es punto crítico.

4.4. ESTABILIDAD DE LOS PUNTOS CRITICOS

Supongamos que el sistema gradiente contiene como pun-

to crítico a OcR
2
. Tomemos la derivada de D(-7V(0))= A como

el campo vectorial lineal gradiente que aproxima al (-VV)

cerca de O. La matriz A está determinada por:     

92V

A 9)(2  
9 2v

ayDx	 9y2

L_

2v	 92v
donde se tiene que 

9
" 	- 	  por ser continuas y por
By9x	 DxDy

lo tanto A es simétrica. Esto hace que los valores caracte

rísticos asociados a la matriz A sean reales, esto es, no

tiene valores característicos complejos.

Por lo tanto la estabilidad 	 del	 sistema gradiente en el pun

to critico O es el siguiente:

1) Si los valores característicos son reales negativos, en:.

tonces el punto crítico representa un punto crítico asin

tóticamente estable y representa un nodo para el sistema
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gradiente.

2 Si los valores característicos son reales con signo contra

rio, entonces el punto crítico es inestable y representa

un punto aífia para el sistema gradiente.

2
EJEMPLO 5.1.- Sea V: R--->R la función

V(x,y)= x
2
(x-1)

2 +y 2

donde el gradiente es VV(x,y)= (2x(x-1)(Zx-1),2y). En la si

guiente Fig. A observamos la gráfica de V y algunas curvas de

nivel:
•

9
Fig. A

"Gráfica de V(x,y)= x 2
(x-1) 2+y 2.

De acuerdo al grandiente de V, tenemos nuestro siguiente

sistema:
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; = - 2x(x-1)(2x-1)

; = - 2y

Determinando los puntos críticos del sistema gradiente

obtenemos los siguientes:

P1	 '(O O) ' P 2 ( 7 , 0) y	 P3(1,0)

analizaremos la estabilidad de estos puntos críticos, encon

trando a la matriz A:

11 (-2x(x-1)(2x-1)
dx

A

d ( 2y)
dy

_J

-12x
2
 + 12x-2
	

0
A

0	 -2

evaluando los puntos críticos en A obtenemos:

2	 0-1.
A  

j

P 1	 -2
L_ 

> X1 = X2 = - 2 => P 1 (0,0) es asintótica-

mente estable y representa un nodo para

el sistema gradiente. 

1
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212=1, 2n 2 = - 2==> p 2 4 ,0/ es punto

crítico estable y representa un pun

to ¿LUa para el sistema.

A=
P2     

Y	 A =
P3       > X i = X 2 =-2 , un nodo para el sistema. 0	 -2        

El retrato fase para este sistema lo observamos en la

siguiente Fig. B:

Fig. B

" Curvas de nivel de V(x,y) y los vectores gradiente (;,;)= -VV(x,YI".
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CAPITULO V

V SISTEMAS HAMILTONIANOS

En este capítulo estudiaremos una clase de sistemas muy

importantes que son los sistemas hamiltonianos y que vienen

siendo otro tipo particular de "sistemas autónomos". Empeza

remos definiendo a un sistema hamiltoniano.

Delínícífin 5.1.- Un sistema de la forma

(1)

se define como un sistema hamiltoniano,	 donde H es una fun-

ción de clase C
2 , tal que

H: R
2 

>R

Y
	

OH= 
( 9H	 9H)

	

bx	 '9y

Utilizaremos la siguiente notación para representar a

un sistema hamiltoniano

x = V
H
H
	

(1')
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5.1 PROPIEDAD DE LA FUNCION H.

	La función H que	 interviene en la	 definición de un sis-

	

tema hamiltoniano tiene la propiedad de	 ser una	 "integral

	

primera" (def. 1.12),	 es decir,	 es una	 función que es &mis-

tante sobre trayectorias y no constante sobre ningún conjun

to abierto.

PROPIEDAD 5.1.- Sea H:R---
2

>R	 una función	 de (1), entonces se

tiene que H es "integral primera".

DemozthaeL6n: Tenemos	 que si (x(t),	 y(t) es solución a

(1')

1
—H	 (x(t),y(t))

dt

	

= DH(x(t),y(t)).	 51—(x(t),Y(t))
dt

	

= VH(x(t),y(t))•	 (X(t),;(t))

=	 ,	 9H ) . ( DH	 .-DH)

ax	 ay	 ay	 ax

aH	 aH _ 	911	 aH

ax	 ay	 ay	 ax

= o

	.*. H(x(t),y(t))= K es	 constante	 sobre trayectorias del sis-

tema hamiltoniano.
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5. 2 INTERPRETACION GEOMÉTRI CA.

	El campo vectorial definido por 	 un sistema hamiltoniano,

al contrario de los sistemas gradiente es tangente a las cur

vas de nivel de la función H, esto se 	 sigue a partir de:

TEOREMA 5.1. En todo punto regular el campo vectorial ha

miltoniano es tangente a las curvas 	 de nivel de H.

Demoztruición: Si x(t), y(t) tal que para t=to pasa por

(x.,y0) es solución de (1) se tiene que:

H(x(t), y(t)) = K	 (K=constante)

--(H(x(t),y(t)= O
dt

VH • .VH H= O.

entonces para todo punto regular de (1) se tiene que VHH+O

	

y vII H es perpendicular a los vectores	 gradiente de H, tenien

do entonces que los vectores determinados por un sistema ha-

	

miltoniano son tangentes a las curvas 	 de nivel de la función

H.

1J1

- 72 -



5 . 3 RETRATO FASE

Analizaremos el comportamiento geométrico de las trayec

torias de un sistema hamiltoniano a la larga, es decir, los

conjuntos límites de las trayectorias, determinaremos que -

tipo de solución tienen estos sistemas.

Lema 5.1.- Sea ji una función de (1) definida sobre un conjunto

	

abierto D conteniendo un punto 	 crítico 1. No existe vecindad

U de ic para el cual í sea punto w-límite de las trayectorias

que pasan por U.

_
Demaótuwitin: Supongamos que x es punto límite de una tra

yectoria C, entonces existe una	 sucesión ft
n
P.. tal que

x(t n )--> x. Entonces por la continuidad de H tenemos:

	

H(x(t n ))= H(1)	 .

	

Sea. U una vecidad de 1, si 	 1 es punto w-límite para

toda trayectoria que pasa por cada punto xcU, entonces tene-

	

mos que H es constante sobre U, 	 pero esto contradice a la de

finición de integral primera.

Por lo tanto tenemos que los puntos críticos de un sis

tema hamiltoniano no pueden ser asintóticamente estables o _
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completamente inestables,

Lema 5.2.- Sea H una función acotada de 	 (1), definida en una

vecindad apierta D de un punto critico x=0 de (1). Si H(0)=0

y H(x)>0 para x+0 en D, entonces x=0 es un punto crítico es

table.

Demoétuicíón: Como H(0) = 0 y H es continua, entonces para

.	 -
cualquier	 e>0, se tiene que en algún 	 punto de lx1=e para

x+0 es D,	 H(x) toma un mínimo y denotamos a este por

a = mín H(x)>O,

escogemos ahora un 0<6<c tal que en algún punto de Ixl‘6,

x+0 en D el máximo de H(x) es tal que:

max H(x) = 2— ,
2

como H es constante sobre trayectorias, sí tenemos una trayec

torta C, tal que para .un tiempo t=0 se	 encuentra en lx(0)1<6,

entonces para toda t>0 ix(t)1<c y por	 lo tanto el punto crí

tico x=D	 es un punto crítico estable.

Hemos	 determinado que un sistema hamiltoniano contiene

puntos críticos estables, determinaremos ahora que tipo de
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comportamiento tienen las trayectorias alrededor de estos pun

tos críticos.

Lema. 5.3.- Toda trayectoria C en una vecindad de un punto crí-

tico estable y aislado de un sistema hamiltoniano debe ser una

trayectoria periódica y el punto critico un centro.

Demdát.xaeLdn: Sea 1 un punto crítico de (1), tal que existe

una vecindad U conteniendo solamente a Z,y a la trayectoria C.

Entonces por la teoría de Poincaré-Bendinxon, toda trayecto-

ria C que se encuentra en U tiene como conjunto límite a X o

a una trayectoria periódica T. Por el Lema 5.1, se tiene que

X no puede ser punto limite para C. Supongamos entonces que

T es el conjunto límite de C, entonces la trayectoria C se -

acerca espiralmente por adentro o por afuera a T, entonces T

es asintóticamente estable lo cual no puede ocurrir, y, así,

existe un conjunto abierto en el cual H es constante. Esto de

muestra que cualquier trayectoria que no se aproxima a un -

punto crítico es una trayectoria periódica y el punto crítico

un centro.

Por lo tanto concluímos que en los sistemas hamiltonia-

nos no existen soluciones asintóticamente estables o comple-

tamente inestables, no presentándose en este tipo de sistemas

los puntos "nodo" pero si los puntos "silla" y los "centros,
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teniéndose con este último soluciones periódicas del sistema.

5.4. PROPIEDADES GENERALES.

En esta parte mostraremos dos teoremas que se demuestran

si consideramos el flujo de un sistema hamiltoniano:

Teorema de Liouville.

Teorema de Retorno de Poincaré.

El primer teorema lo enunciaremos en forma general:

VEOREMA DE LIOUVILLE

El "flujo" conserva volúmenes, es decir para un dominio

D y un flujo g
t 

se tiene:

Vol, g t
D = Vol. D.

Demostraremos que	 este teorema se prueba si el flujo que •

se enuncia es de un sistema hamiltoniano, y expresaremos a un

flujo hamiltoniant como una función:

*
t	

(x(0),Y(0))-->(x(t),y(t))
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donde se tiene que q(t,x,y) es el flujo de un sistema hamil

toniano, el cual determina una solución del sistema, que en

el tiempo t=0 pasa por (x,y). Entonces enunciaremos el siguien

te teorema en analogía con el teorema de Liouville. Conside-

rando flujos hamiltonianos.

TEOREMA 5.2. Consideremos al sistema hamiltoniano (1), tal

que cp(t,x,y) es el flujo que en t=0 pasa por (x,y). Considere

mos un conjunto de puntos con condiciones inicial-es D(0)cR
2

y cuya área está dada por A(0), entonces se tiene:

donde

Y

A(t)= A(0)

A(t) = Area D(t)

D(t)= Et,D(0))

Vemflación: Para demostrar que A(0) permanece constante

através de un flujo hamiltoniano, basta con mostrar que 

— A(t)
dt

= 0

t=0       

Se tiene que A(t)= II 1 Jac 0(t,x,y)1 dxdy, ver Fig,1
D(0)	 -
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donde: 2H	DOI	
BxDy

- 1+ 	 (xl.Y)t+ 0(t2)
Dx 

g'C2 = 1	 92H	 (x,y)t+ 0(t2)
ay	 aylx

9.1 =	 ' 2H  (x,y)t + 0(t2)
ay	 aY2,

O2	 D2H (x,y)t + 0(t
2

)
ax	 9x2
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,0>

Fig. 1

se tiene que t(t,x,y)= (41(t,x,y„
4

42(t,x,Y)) donde 41 Y 4'2 en desarro-

llo de taylor en t4-0:

fi( t s x ,Y) = O1(0,)“y):
at

O 2 (0,x,y)+ 212-(0,x,y)t+O(t 2 ) y
at

9111(0,x,y)t+O(t2)

por	 las hipótesis	 del	 teorema	 se	 tiene:

01(t,x, y ) .	 x	 1 111 (x,y)t	 +	 ( t2)
ay

(W t , x ,Y) = y -	1111 ( x , y )t
ax<

a . 1. 	 actil

+	 O	 (t2).

tenemos que 1	 JacEt,x,y)1=
Dx	 Dy
D O2	 902

_	 BSI	 94)2
— 77-- y

95k2 9451

Bx ay

ax	 ay



entonces:

901 DI12 	 94)2	 901 -	 92H (x,y)ti-O(t2)-11-1	
a 2H 	 , n,

(x,y)c+ukt2)1
,

ax	 ay	 9x	 By	 Bx9y	 — —	 9x9y

r-B2H _21-i(x,y)t±o(t2)1

1-9y 2	 3x2

9 2 H	 92H
= 1-	 (x,y)t +	 (x,y)t + 0(t2)

Dyax	 axay

quedarido 1, dos	 términos en t los' cuales 	 son	 iguales y térmi-

nos en t 2 ,	 t 3 , etc. entonces:

1Jaccp(t,x,y)1 =	 1+0 +	 O(t2)

y v(t) =

D(0) 
El+0	 (t 2 ): dxdy

--v(t) I
dt	 t=0

=0	 y se tiene demostrado el teorema.

Entonces el área de un conjunto con condiciones inicia-

- les D(0), permanece constante atravél de un flujo hamiltonia-
.

no, Considerando ahora un conjunto de puntos D(t b ) en el ins-

tante t=to, el área de este conjunto de puntos se sigue con-

servando bajo el flujo hamiltoniano puesto que podemos trasla

dar el conjunto D(to) de condiciones iniciales por un cambio

de coordenadas D(t-t.) y trabajar con este conjunto y tenien-

- 79 -



do entonces:

(v(t))
dt

=0
t=to  

(Este cambio de coordenadas lo podemos efectuar puesto que

nuestros sistemas son "sistemas autónomos").

TEOREMA DE RETORNO DE POINCARE

Si $(t,x,y)	 es un flujo	 hamiltoniano en el plano, y exis

te D tal	 que 0(t,x,y)cD y (x,y)ED. Entonces para cada (x,y)ED

y V(x,y)	 vecindad, existe un punto (x', y')EV y n>0 tal que

4)(n,x1,y1)EV.

Demastitacien:	 Sea 4(0,x e ,y 1 )= (xl,y1)EV--> existe un n>0

tal que	 11)(n,x 1 ,y 1 )EV. Se tiene	 que el área de D es finita,

entonces	 para algún K>0, L>0, K>L:

EK,V)fIEL,V)+0

(1)(K,x1,Y1)=	 0(1-,x,Y)

$(0,x,y)

$(K-L,x1,y1)=	 (x ,y	 )

con	 (x',y')EV y	 (x,y)EV

(x',y')EV	 y	 En,x 1 ,y 1 )EV	 para n=K-L

L.Q.Q.D.-
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5.5 APLICACION.

El algunos sistemas dinámicos reales puede considerarse

que la energía total del mismo es constante, es decir, la ener

gía qué disipa el sistema dinámico por algún medio de fricción,

es tan lenta que puede ser despreciada, y en estos casos se -

presupone que la ley de conservación de la energía o sea la su

ma de la energía cinética y la energía potencial es constante.

Tenemos que los sistemas hamiltonianos son un tipo de estos

sistemas conservativos y la función H queda expresada:

H(x,y)= T(y) + V(x)

donde T(y) indica la energía cinética y V(x) la energía poten-

cial.

EJEMPLO 5.1:

,Consideremos la ecuación que describe el "movimento de

un péndulo no amortiguado":

NI I

x + k senx = O ,	 k>0 (2)

La ecuación (1) es equivalente al sistema autónomo:

)1 = y

y =-ksenx
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donde
x DE MIS RUOS

CRAWDEZX

-2
H(x,y)= Y 	 k-kcosx

2

V(x)= f o ksenx dx= k-kcosx.

13 18LIOTEC,
DE CIENCIAS EXAL:A?

Y NATURALES

siguiente Fig. a.

El sistema (1') es un sistema hamiltoniano donde la fun

,
cion de energía total está dada por:

.) Los puntos críticos del sistema (1') son:

(0,0), (+11,0),	 +211,0),...

-los cuales en el retrato fase representan "centros" o

puntos "silla".

. 0 ) La ecuación de las trayectorias de (1'), la determinaremos

para las curvas de nivel de H(x,y)= 2k, obteniéndose:

y= + 32k(1+cosx)

,.) El retrato fase de las trayectorias del sistema (19 se observa en la

E 3:2
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