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INTRODUCCION

En el presente trabajo discutiremos algunos principios

de optimizacidn que dan lugar a Métodos Combinatorios para

la determinacidn de maximos & minimos de funciones defini-

das sobre un conjunto numerable de puntos.

La aplicacidn de estos métodos Ta haremos a través de
varios problemas de interés, a los cuales podemos reducir
muchos problemas que se presentan en la vida diaria, como
es el famoso Problema del Agenfe Viajero que debe encontrar
el itinerario de minimo costo que le permita recorrer un -
conjunto de ciudades en donde conoce las tarifas de trans-
porte entre cada par de ellas. Evidentemente el nﬁmero de
itinerarios posib]es corresponderia al niimero de permutacio
nes del conjunto de ciudades, el cual es un conjunto numera
ble que puede ser muy grande. Es claro ver que cualquier mé
todo enumerativo para un nimero suficiéntemente grande de
cjudades es casi imposible de aplicar, sin embargo éste pro
blema puede resolverse ficilmente mediante la aplicacidn de

métodos combinatorios.

Estos métodos provienen de sentillos principios de op

timizacidn utilizados iteradamente como en el caso del Méto



todo de Cota y Rama cuyo principio de optimizacibn nos dice
que si tenemos una funcidn definida en un conjunto numera-
bile de elementos y dicho conjunto, de alguna manera, pode-
mos dividirlo en Hos subconjuntos y ademds podemos encontrar
de alguna forma una cota para cada uno de estos subconjuntos,
“al tomar la minima de ellas estamos encontrando una cota para
los dos subconjuntbs y tambig&n para todo el conjunto. La apli
cacidn iterada de este principio permite disefiar algoritmo -

para la solucidn de esos problemas.

Asimismo presentamos el MEtodo de Programacib6n Dindmica
basado en el Principio de Optimizacitn de Bellman que dice -
que si se tiene un proceso que-se determina mediante la apli
cacidn encadenada de n decisiones a partir de un estade ini-

cial po‘y si ademds el costo total del proceso es igual a la

f°~ . suma de funciones de costo para cada decisidn, entonces si -
(qlsqz,q3,...,qn) es una sucesidn de n decisiones pptimas -
partiendo de p, se tiene que (qz,q3,...,qn) es una sucesion

de decisiones dptimas en (n-1) etapas para el estado intcial

resultante de la aplicacidn de g7 @ Po.

La aplicacidn iterada de este principio transforma el
problema de optimizacidn en n etapas en una sucesidn de pro
blemas de optimizacidn en una etapa dande lugar al 1lamado

Método de Programacidn Dindmica.

-



En el capitulo I hacemos varias aplicaciones del ME&todo
de Cota y Rama y presentamos algunos algoritmos a que da -
lugar. ET1 de Littie que nos resuelve problemas de blisqueda -
de circuitos y caminos hamiltonianos de grdficas completas y
con pesos las cuales plantean el probiema en términos de ma-~
trices y preguntdndonos que optimizarfamos, séria la suma de
los t8rminos resultantes de 1a é]ecciﬁn de un elemento de -
cada renglidén y de cada columna. En particuiar podemos resol-
ver con Este algoritmo el Problema del Agente Viajero y un -
problema sihi?ar de Seriacibn en Arqueoiog?a el cual analiza
mos en éste capitulo. Con este algoritmo resolvemos también
un problema de afectacidn que aunque no nos define ni un cir
cuito ni un camino hamiltoniano sin embarge la eleccidn de -
un elemento en cada reng]ﬁn_y en cada columna sigue def{nieﬂ

do los elementos del canjunkto de opciones.

Presentamos también el Tlamado "Problema de 1a Orques
ta" que da Tugar a un algoritmo aplicable a problemas de asig
nacidn en el cual a partir de una mxn matriz deseamos escoger
r reﬁg]ones r<m tal gque la suma de los mdximos por columnas -
que estos r renglones definen sea minima. E] problema de la
Orquesta es’éque] cuyos misicos a partir de un repertorib de
m obras desean dar un concierto de r obras de tal forma que ~
el nﬁmero de ellos sea mfnimo, sabiendo ademas elrnﬁmero de

mlsicos en cada instrumento que se necesita para interpretar




cada obra. Aqui el conjunto de conciertos es equivalente a
las combinaciones de las .m obras en grupos de r, los métodos
enumerativos en esta caso también son casi imposibles de apli
car para un niimero suficientemente grande de obras y de misi-
. cos. Como un ejemplo de este problema resolvemos el problema

de los Profesores.

En capitulo II presentamos el Mé&todo de Programacién'Di
ndmica e] cual nos permite plantear y resolver muchos y muy
“variados problemas. En particular presentamos su aplicacidn -

a un problema de ruta y al Problema del Agente Viajero.



CAPITULO 1
METODO DE COTA Y RAMA

Sea E= {31,52,....,Sn} un conjunto numerable de pun-
tos y f(Si) una funcidn real no-negativa. El problema con-
siste en determinar el conjunto E_~ de puntos de E donde f

"alcanza su minimo valor.

Consideremds una propiedad separadora PA que permita-
establecer una biparticidn de E en Tos conjuntos A.y A (A
complemento de A relativo a E). Supongamos que por algln
método podemos encontrar una cota inferior b, para el con-
junto E, una cota inferior blab° para el conjunto A y una
cota bi;bo para el conjunfo A. Evidentemente el min {bl’bi}
serd una cota para AR y E. Supongamos que b; es igual min

by sbil.

Consideremos ahora otra propiedad separadora‘PB que
establezca una biparticion del conjunto A en los conjuntos
ANB y ANB y supongamos que por alglin método podemos'encoQ

trar una cota b,xb; para ANB y una cota bysb, para ANE.

Evidentemente el min {b2=bé} serd una cota para ANB, -
ANE y por 1o tanto una cota para A. Si ademds &ste GT1timo

minimo es menor & jgual que bl’ entonces serd@ una cota para
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todo el conjunto.E.

Si esto 4ltimo no se nresenta entonces bi serd una co
ta de E y en tal caso el proceso de biparticidon que hemos

ilustrado lo trasladaremos hacia el conjunto A.

Si1 repetimos este proceso prodremos ir obteniendo co-
tas inferiores para el conjunto E con solo obtener cotas
para subconjuntos de E con menor niimero de elementos. Si en
algin paso de &ste proceso podemos determinar exactamente
elAanimo de la funcidn entonces é&ste serd el minimo para
todo el conjunto E, En particular si en algiin paso del pro-
ceso de biparticiﬁn el subconjunto resultante consta de un
solo elemento entonces el valor de la funcién sobre &1 sera

el minimo para todo el conjunto E.

Una manera de ilustrar grdficamente a &ste proceso es

~mediante una aroboresencia a partir dei conjunto E, y gene

rada por propiedades separadoras. Como se muestra en la si

guiente figura.



. by b,
0 .
bi E bl b13 o
A " A b= min {bj,b,}
b // b!
2 2_ by bl
ANB ' ANB
) , bz b,
b b 2= !
3 3
ANBNC ANBNC | ~  by=min {bj,b,,b3}
bg> b,
bys b,

bi= min {bi’bé’bB’bé}

E1 proceso anteriormente jlustrado. se conoce como el
método de rama y cota en investigacidn de operaciones y
tiene una amplia gama de aplicaciones algunas de las cua-

les presentamos ensequida.




1.1 PROBLEMA DE LITTLE

DETERMINACION DE LOS CIRCUITOS HAMILTONIANOS
OPTIMOS DE UN GRAFO.

Sea[:vij:]una n x n matriz con entradas no negativas y
" sobre cuya diagonal principal sus entradas toman el valor <=.
Consideremos el problema de elegir n entradas, una sobre cada
rengldn y sobre cada columna y tales que la suma de sus valo-

res sea minimo. Este es el problema de Little,

E1 problema znterior es equivalente al problema de deter
minar sobre una grafica A completa y con pesos el circuito ha
milteniano 6ptimo. ITustraremos esto ﬁ]timo; Si A es una gra-
fica completa con‘n vértices y Vij es el valor sobre el arco
(Xixj),que une el vér?ice‘xi con el vértfce Xj, y ademas Vi

entonces la matriz definida por &stos valores es una matriz

como la matriz deﬂ’p%fncip§of[:v%§j;’;

Recordemos ahora que un Eircuito hamiltoniano sobre una
grafica completa es una e]ecciﬁn de n arcos (xi,xj) tales que
cada vértice aparece una vez como vértiée inicial de a]gﬁﬁ -
arco y una sola vez como vértice final de algin otro. En tér
minos de la matriz[:Vij:]corresponde claramente a una elec-

cion de una entrada sobre cada renglon y cada columna.

El problema de determinar el circuito hamiltonjano opti-

mo serd entonces equivalente al problema de Little.

-4 -



1,2 ALGORITMO DE LITTLE

Sea[Vij_]una nox nomatriz con vigoo ¥ Vi = e

. Sea E= {(V1:1]9 stizsunnsvnain) con }j*a Y (11,12’...’1’])
una permutacidn de {1,2,3,...,n}}el conjunto de circuitos. ha

. . - _n
miltonianos y f(vl,il,vz,iz,q...,Vn,in)_ ,j§1 Vj,-ij‘ Veamos
como el método de cota y rama puede ser aplicado para obtener

el circuito hamiltoniano Gptimo,

A) Se calcula primero una cota inferior para los cir-

cuitos hamiltonianos de la siguiente forma:
n .
a) Sea ai = m1n{v1.j,.]=1, nty op= 1§1'°”

claramente el valor de cada circuito hamﬂ'to—

niano serd mayor & igual a p:

b) vSea[:V'ij_]=[_:V1.j-a1']; entonces el valor de
un circuito hamiltoniano en[:\li.j___lser'a iqual

al valor de ese mismo circuito en[V'ij]-Pp

n
Consideremos[\"ijj, Bj= mih{V"ij,i=1,n}y ¢=J_EIBJ-

entonces el valor de cada circuito hamiltoniano en[:V'iJ.:l

serd mayor & iqual que ¢ .




B) Una cota inferior para el conjunto de circuitos hamil

tonianos ale]:‘fi:‘j Jes ot+¢.

C) Sea ahora,[\f"ij]=[v'1.j-8j] ésta matriz tendrid

al menos un cero en cada rengidn y en cada columna.

Un circuito hamiltoniano en[:V"ij:] con valor H, ten-.
drd valor como circuito hamiltoniano en[:Vij:]igua1 a H+p+¢
de ésta manera vemos que el problema se reduce a determinar
el circuito hamiltoniano optimo para[:V"ij:]qde es una ma-
triz que tiene al menos un cero en cada rengldon y en cada

columna.

En la nueva matriz[:V"ij:]consideremos para cada arco

(xi,xj) con valor v.. igual a cero, los circuitos hamilto-

J
nianos que no lo incluyen. Cada uno de ellos tendra valor

mayor o0 igual al Yi5° min viik + m;n v'kj, determinemos -
ki k$J '
ahora para cual de esos arcos su correspondiente Yij3 ante-

riormente obtenida es méxifmo y sea &se el arco (Xk,X]).

D) Con ei arco determinado anteriormente definamos la
propiedad separadora P, 7 que parte el conjunto de
-l - . g - . "._'
os circuitos hamiltonianos de[ V 1J:]en el subcon .

junto A de los circuitos que contienen a (xk,x]) y




en el conjunto A de los circuitos que no lo con

tienen, al que le corresponderd la propiedad PFij.
Para los circuitos en A una cota inferior serd Yi

E) Para los circuitos en A, estos gquedardn determina-
dos con una eleccidon de un circuito hamiltoniano
en 1a n-1 x n-1 matriz obtenida al eliminar en

'[yuij:]E1 renglén k y la columna 1 y hacer Vi, = =.

Una cota para los caminos hamiltonianos en ésta matriz
reducida se establece aplicando el procedimiento del inciso

A}.

F) Obtenidas las cotas para A .y A escogemos Ta mini
ma d. |
a)-Si S era la cota para A esto quiere decir que
el camino hamiltoniano Gptimo no puede incluir
a (xk,x ) en cuyo cago regresamos a la matriz
[:V"1J:] y hacemos v, 1gual a ©» y continuamos

el precedimiento a partir de esa nueva matriz.

b} Si & era la cota para A continuamos con la ma-
triz reducida tomando en cuenta que (X, s%Xy) es

parte del circuito hamiltoniano 6ptimo.




\

A partir de las matrices obtenidas ya sea en el caso
a) 0 b) se repite el procedimiento hasta obtener una matriz

1x1 con To que habremos encontrado una cota para E, es decir

un circuito hamiltoniano en A y un elemento en cada renglén

y en cada columna de matriz[:vij:]cuya suma de valores equi

valdrd a l1a cota obtenida para E,




1,2,1 ALGORITMO DE LITTLE PARA CAMINOS
HAMILTONIANOS CON ORIGEN

Un camino hamiltoniano es una eleccidon de n-1 arcos
donde cada vértice salvo dos de ellos corresponden al pun-

to inicial de un arco y al punto final de otro.

En términos de una matriz[:Qij:]n X n con « en la dia
gonal principal un camino hamiltoniano corresponde a una
eleccidn de un elemento sobre cada renglon séivo en uno de

ellos y la‘eleccidn de un elemento sobre cada columna sal
vo en una de éllas.

Si consideramos el conjunto de Tos caminos hamiltonia
nos con origen en el vértice Xk los valores de cada uno
de ellos serdn los mismos que los valores de los circuitos
- - - - L) . ' ' -
hamiltonianos obtenidos de la matr1z[:Q 1.j:jcon.Q ik igual

Ay

.= | . 'l' = L] i i
a'cer'o i=1,n y @ i3 QTJ si j$k

A ésta nueva matriz[:Q'ij:]podemos ap]icar]e el algo

ritmo de Little, y determinamos asi el camino hamiltoniano.



1.2.2 ALGORITMO DE LITTLE PARA CAMINOS HAMILTONIANOS

En general obtener un camino hamiltoniano en un gréfi-
ca A completa y con pesos serd equivalente a encontrar un
circuito hamiltoniano en la grdfica construida a partir de
ésta afiadiéndole un huevo vértice S cuyos arcos de entrada

y de salida (S,Xi) y (XJ,S) tienen peso igual a cero,

La matriz[:Rtij asociada a Ta nueva grdfica se forma
a partir de la anterior aumentdndole un rengldén y una éolum
‘na.de céros. Un circuito hamiltoniano en la nueva n+l x n+l
matriz nos definird un camino hamiltoniano para la n x n ma
‘triz original, cuyo vértiée inicial correspondera al renglfn
del elemento del ciréuito hémi1toniano sobre la columna de
ceros agregada y buyo vértice final cofrespondera a la colum
na del elemento del circuito hami1t6niano sobre el renglon
o

de ceros agregado.



. 1,3 EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

Un agente viajerp tiene que recorrer un conjunto de m
ciudades unidas entre sy por carreteras. Si conoce el costo

de transporte entre cada par de ellas se quiere,

~a) Recorrer todas las ciudades sin pasar 2 veces
por alguna de ellas, volviendo a Ta ciudad de
origen, y que el costo de dicho recorrido sea

minimo. (Circuito hamiltoniano).

b) Recorrer todas las ciudades sin pasar 2 veces
por alguna de ellas, que el costo del recorri
do sea minimo comenzando por una ciudad dada,
sin regresar.a ella. (Camino hamiltoniano'con

origen).

c) Recorrer todas las ciudades, que el costo del
recorrido sea minimo y que la eleccibn de la
ciudad de origen sea dptima (Camino hamiltonia

noj.

Consideremos la matriz[jvij:]m X m donde m es el nlmero
de ciudades que hay QUe recorrer y sea Vij el costo de ir

de 1a ciudad i a la ciudad j, ademds los Vi ; son igual aw.

>




ET problema del agente viajero equivale a encontrar un
circuito hamiltoniano de valor minimo que una las m ciudades.
Es decir equivale a escoger una entrada dé cada renglon y de
cada columna en la matriz[:Vij:]ta1 que la suma de ellas sea

minima, lo cual corresponde al problema de Little,



1.4 UN PROBLEMA DE SERIACION EN ARQUEOLOGIA ,

Consideremos una coleccidn de depblsitos que contengan
artefactos que hayan sido ordenados en tipos considerando

funciones, materiales, formas, productos de trabajo, estilos

" de decoraciodn etc.

Se formara a partir de 8stos depbsitos la matriz m x n
de incidencia A de ceros y unos donde m es el nilmero de depd
sitos, n el nlmero de tipos y ademis

1 Si el depbsito i contiene al tipoj

a. .
13
o si no

Cada renglon de A corresponde a un depdsito, los depé-

'sitos estdn numerados de acuerdo a un orden inicial.

Se ordenardn ahora 6 depfsitos IIIC, IIIB, IIIA, IB, IC

y TIC.

Las piezas de cerdmica encontradas en ios depbsitos fue

ron clasificadas en 8 tipos diferentes entonces la matriz

[éij:]mxn quedarfas

- 13 -



ITIC 6 0 1 1 1 1 1 0

ITIB 1 1 1 1 1 1 1 1

A = IIIA |1 0 1 0 o0 1 0 1
(1 o 1 1 1 1 1 0
Ic]1 o 1 1 1 1 1 1

IIC 1. 0 1 0 0 0 1 1

{

Al mu]tip]icarfA-AT obtendrfamos la matriz m x m de co-
rrelacidn a la que 11amaremos S donde m es el nimero de de-
pdsitos y los Sij corresponderian a los tipos de cerdmica -

que el depbsito i tiene en comiin con el depbsito j.

111¢c 1118 IIIA I8 IC  IIc

IIIC | 5 5 2 5 5 2

ITIB | 5 8 4 6 7 4
AoAT=S=1118 | 2 4 4 3 4. 3
1B |5 6 3 6 6 3

Ic | 5 7 4 6 7 4

S lIC | 2 4 3 3 4 4

Una forma de dar una medida de la distancia en el tiempo

entre el depdsito i y el depdsito j serd el nimero Vij T "‘Sij

- 14 -



{
donde n es el total de tipos de cerdmica y Sij los ‘tipos

que el depédsito i tiene en comln con el depdsito j.
Entonces el problema de seriaciBn en el tiempo es equi
valente a encontrar el camino hamiltoniano minimo para la

grdfica N asociada a Ta matriz[:vij:]m X m.

ITIC ITIB IIIA IB IC Iic

ITIc| 3 3 6 3 3 6
ITIB| 3 4 2 1 4
V= IIIA b 4 4 5 4 5
IB{ 3 2 5 2 2 5
ic|.3 1 4 2 1 4
IIc; 6 4 5 5 4 4

I l

‘Aplicaremos el m&todo de cota y rama por medio del al
goritmo de Little para el caso de Ta blisqueda de un camino

hamiltoniano 6ptimo para lo cual:

1) Se.aﬁadira a la matriz[jvij:]un renglén y una colum
na S con valor en los (S, X,) vy (Xj, S) igual a cero,
To que equivale a afiadirle a la grafica N un vértice
S conectado a todos los demds vértices con arcos de

valor cero.

- 15 -




2) En la diagonal principal de la matriz[jvij:]es decir
en los Vi se colocard «» , podemos hacerlo ya que la
informacion en la diagonal corresponde a Tos tipos.

que tienen cada uno de los m depdsitos

S IIIC ITIB " IIIA IB IC IIC

S|]e 0 0 0 c 0 0
I1IC | 0 = 3 6 3 3 6
1B [ 0 3 o 4 2 1 4
Vp= 11IA o 6 4 o 5 4
IB|o 3 2 5 w 2 5
IcCjo 3 1 4 2 w4
1Ic | o 6 5 5 4 e

Aplicamos el algoritmo de Littlie a Ta matriz Vl.

A) Calcular una cota inferior para E ¢l conjunto de
todos los posibles caminos hamiltonianos de la

grafica N. Los a; se escribirdn en una columna

~aumentada a la matriz Vi

m
a) p=i§1§i= 0 y los Bj en un rengldén aumentado a

la matriz V1

m B
b} ¢=,218;= 0

- 16 -




S ITIC 1118 IIIA °IIIB IC IIC o

Q O o

S o o(3) ol1)  o8) L2y (1) 4(4)
I1IC o3 . 3 6 3 3 6
II1IB 0(1) 3 0 4 2 1 4

Vl = IIIA 0(4) 6 4 e 5 4 5
iC 0(2) 3 2 5 oo 2 5
| ot 3 1 4 2 - 4
e | oY 6 4 5 4w
Bj 0 0 0 0 0 0 0
B) Cota de E= p+¢ =0
0
" E
C) Los y.. Tos colocaréd arriba de los ceros correspon

1]
dientes en la matriz Vl'
Max Vi =4 para (S, IIC), (IIC, S), (S, IIIA) y
‘(ITIA, S). Escojo arbitrariamente (S, IIC)

D) Cota para Eg pyc =0+ 4 = 4

|

m

S,IIC

- 17 -
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E) Eliminar de la matriz V; la columna IIC y el ren

gldn S y colocar = en (IIC, S).

s I11c I8 IIIA  IB  IC o
IT1IC| 0 o 3 6 3 3
1118l 0 3 o 4 2 1

= IIIA{ 0 6 4 - 5 4
Bl 0 3 2 5 w2
iclo 3 1 4 2w
1IC 0 6 4 5 5 41 4
le 2 1 1
cota para ES,IIC =0+ 8=8
4 E 8
Es 11c Es,1IC

F) 8 =min {4,8)}= 4 para ES,IIC retomo la matriz Vq

colocando «» en (S, IIC) y restando 4 a Ta columna

o

IIC.

- 18 -




s IIIC IIIB IIIA IB IC IIC
(2) (1) (4) {z) (1)
0 0 0 o0 0 -

S o o
1ric | of2) o 3 6 3 3 2
I1IB | o 3 " 4 2 1 0

V3 - 1A | o(1) 4 o 5 4 1
18 | o(l) 3 2 5 w 2 1
clo 3 1 4 2 o 0
11c | o{4) ¢ 4 5 5 4 =
C) Max vi; = 4en (s, ITIA) y (IIIC, S) escojo
(s, I1IA).

D) Cota para ES,II£\ Eq 111a = 4+4 =8

0

t B 4 7 \ B
4 ‘ . Es . 11¢ | Es,11c |
2 -

1 Es,11¢™Es 1114

E) Eliminar el renglén S y la columna IIIA en la

matriz V, y colocar « en (ITIA, S)

- 19 -



S IIIC 1118 I8 IC  1IC o,
IIIC) 0 @ = 3 3 3' 2
IIIBl 0 3 o 2 1 0
111A| o 6 4 5 4 1] 1
47 1l 3 2 o 2 1
IC| 0 3 1 2 % 0
IIc] o . 6 4 5 4 o0
Bj, 3. 1 2 1

cota para ES',IIC. _ ES,IIIA= 4+8 = 12

0
E
N 4 r,,z*’" - 8
' |
Es 11c - | Esor1c

L
,// 8 . 12

Es,11¢MEs 111 Es,rrcr‘Es,IIIA l-

F} 8=min{8,8,12}= g para ES,IILAES,IIIA y ‘:ES,IIC
escojo Eg 11¢ Para 1o cual de la matriz Y, resta

mos los o ¥ BJ-.
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S ITIC IIIB IIIA IB IC

111c] ol2) o 3 5 2 3
r118] o{1) 1 & 3 11
Vg = I11A ol4) 4 4 o P
gl o(1) 2 4 © 2
re] ofl) " 3 1 o
11c| o o(1) ol1) 0(3) of 1) o(1)

+ C)} Max yij=4 para (ITIA, S)
D) Cota para ES,IICIW EIIIA,S='8+4= 12

E) Eliminar el renglén IIIA y la columna S y colo

car « en (IIC, IIIA)

ITIC IIIB IIIA IB IC «
ITIC | = 3 5 > 31l 2

ITIB | 1 w 3 1 1 (1
Vg = IB | 4 2 4 o 2 |2
Ic |1 1 3 1 w 11
IIC 0 .O oo 0 0
B ' 2

Cota para ES,IICf\EIIIA,SQ= 8+8= 16
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F) 8=min {8,12,12,16}= 8 para

E K\ES,IIIA para lo cual en la matriz Vg

S,IIC

coloco « en (S,IIIA) y resto 4a la columna IIIA.

) ITIC ITIB ITIA IB IC Iic

5| w ol3) - o) 0l2) (1) 4

e | ol?) 3 2 3 3 2

ITIB | 0 3 - 0 2 1 0

V= IIIA ol1] ¢ 4 o 5 4 1
18 | ofl) 3 2 1 w 2 1

IC {0 3 1 0 2 = 0

r1c | ofl) ¢ 4 1 5 4 o

C) Max vy4= 3 en (S, I1IIC)

D) Qota para ES,IIfr)ES,IIIA(\ES,Illcz-8+3=711

E) Suprimir de la matriz V; el rengldn S y la colum

na IIIC y colocar = en(IIIC, S}
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s I IIIA 18 IC IIC o
IIIC | » 3 2 3 3 2 2
IIIB |0 = o 2 1 0
Vg - A |0 4 = 5 4 1
BlO0 2 1 o 2 1
o 1 0 2 = 0
IIC | O 4 1 h o
8, 1 1 1

Tr . /\ r\ - = =
Cota para ES,IIC ES,IIIA Es;IIIC 8+5= 13

F) Min {11,13,12,14}= 11 para Eg ;O ES’”IAﬂ_ES’I'IIC
para lo cual coloco = en (S,IIIC) en Ta matriz V, y

_ Eesto 3 a la coltumna IIIC

-3 ITIC ITIB ITIA IB IC IIC

S | o o ol o o(2) 1)

mic | 0% » 3 2 3. 3 2

IIIB [0 0 o 0 2 10

Vg= IIIA ot1) 3 4 - 5 41
B0 o0 2 1 @ 2 1

Ic|{o o0 1 0 2 ® 0

e | ofl) 3 4 1 5 b e
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C) Max Yij* 2 para (S, IB) y (IIIC, S) escojo
(s, IB) cota para ES,IIC/WES,IIIAr\ES,IIIC11

E = 11+42= 13

S,IB

E) Elimino el rengldn S y la columna IB y coloco

= en (IB, S)

S J1IC IITB ITIA ICc  1IC

ITIC| ¢ o 3 2 3 2
IIIB| © 0 © 0 1 0
Vig = 11IA} 0 3 2 @ 4 1
18| w0 2 1 21
Il o o 0 o 0
I11C) O 3 4 1 4 oo
| A
Bj! 1 1
Cota para ES,IIC{\ES,IIIA(\Es;IIIC(\ES,IB= 11+2= 13

F) Min {13,12,16} = 12 para ES,IICr‘EIIIA,S y
_ES,iIC(\ES,IIIA escojo Eg yreMEgpgy ¢ Para
To cual en 1a matriz Ve coloco = en {(IIIA, S)

y resto 4 al renglion I11A.
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b
-
5

-

L]

S ITIicC ITIB  1IIIA IB I

111 o(2) o 3 5 2 3

1118} otd) 4 . 3 11

Vip - ITIA| = o 0 - 0 o
18] ot1) 4 2 4 © 2

ic! otl) 1 3 1 =

1IC] = ¢ 0 3 5

C) Max Yij =3 para (IIC, ITIAJ

D) Cota para “s,11c Errng N Erre, 1rp = 12+3= 15

E) Eliminar de 1a matriz Vl1 el renglén IIC y la
columna IIIA y colocar e en (ITIA, I1IC)

S ITIC IIIB IB IC

1ric| ol2) o - 3 2 3
e ol 11
V12 = I11Al o ot1) 0(1) 01} (1)
| i ol @ 2
IQ- oll) 4 1 1 = |

Cota para ts.11cNErrra, s NErg - 1pa= 12

Es,IIerEIIIA,SfWEIIC’IIIA,escojo este d1timo
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C)} Max Y5 2 para (IIIC, S)

D) Cota para ES,IICfWEIIIA,Sf\EIIC,IIIA

EIIIC,S = 12+2= 14

E) Elimino de 1a matriz Vi, el renglbn IIIC y

la columna S y coloco = en (IITA, ITIC)

ITIC 1118 IB iC o

1TI6] 1 w 1 111
_ IIIAl e 0 ~ 0 0
Vi3
iB| 1 2 o 2 1
Ic| 1 1 1 oo 1

Cota'para Eg 1;cNEryp sNEpre, 1rmaNFrire,s™ 14737 5
F) 8=minfl5,13.12,163= 12 para Eg 1;.NEg 1114
para lo cual tomo la matriz V4 y resto las

a. B.

i ®j
s I1Iic I1IIB  IB IC 1IIC
1r1c | otd) ® 2 1 2 2
1118 | 0 0 o o ofl) g
= IIT o
Vyy= TITA 2 2 2 2 0
B | 0 0 1 o 1 1
ic | o 0 of) o =« o
11c | o(3) 3 3 3 3 . w
€C) Max (Th 3 para {IIC, S) |
D) Cota para E NE NE = 12+3= 15
ap s,I111A"'"11C 5

S,IIC
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I1IC
I11B

= JIIA
IB

IC

ES,IIC
E

oo

o O NN o

NE

ITIC

2

=3

2

1
0

1118

I8

1

F) 6=min {13,14,15,16}= 13 para

Cota para kg 17cMEg 111aME11c,s"

s, 111A7Es , 111¢ M Es, 18

s,111¢NEs, 185

do las Qs Bj‘
s IIIB
111¢ | « 0
ITIB | 0 =
s | ol 3
g | ofl) 1.
icl o o
11c | o) 3

E

s,1i1c"MEs, 111aNEs 117¢  @sC0d0
esta G1tima para lo cual tomo la matriz Vg restan

ITIIA

o

~ o = §

- 27 -

B IC
ol o
1 0
4 3
0 1
1 &
4 3

E) Eliminar de la matriz V14 el rengldn IIC y la

columna S y colocar « en (IITA, 1IC)

IIC «
2 l 1
0
o 2
1

s,11¢7Es, 1114

11c

8 O = H o o

12+43= 15




C) Max y;;= 1 en (11IC, IB), (I11A,S)
(1B,S) y (IIC, S) escojo (IIC, S)

D) Cota para Eg 11cNEg 1770 NEg 171cMNErpc,s= 13+1= 14

E) Eliminar en la matriz Vig €1 rengién IIC y 1a colum

na S y colocar » en(IIIC, IIC)

I11B ITIA  IB  IC I11C oy
111¢] 0 0 0 0 m
Vo, = 1T1B] = 0 1 0 0
] 17 111a] 3 e 4 3 1
1 18l 1 1 @ 1 1
4 Ic| o 0 1 0

Cota para ES,IIC[TES,fIIAKWES,IIICerIIC,S= 13+2= 15

F) 8=Min{13,14,15,16}= 13 escojo Es,IIC’WEs,IIIH”Es,IIIc

ES B para 1o cual en Ta matriz Vy coloco = en(S,IB)

y resto 2 a Ta columna IB

s IIIC  IIIB IIIA - 1B IC IIC

5| w - 0(1) - - 0(1)-co

, I1IC} 0 = 3 2 i3 2

s . IT1IB] 0 © o 0 6o 1 0
gf Vig = I1IA ol1) 3 4 o 3 4 1
1 Bl 0 0 2 1 2 1
i Ic| o 0 1 0 0 % 0
| ric) ol1) 3 4 1 3 4w




£) Max Y 1 para (S, IIIB), (S, IC), (I1IA, S)

(IIC, S) escojo (-IIC, S)

D} Cota para ES’IICfWES’IIIA/\Es,IIICf\Es,IBIWEIIC,S=
13+1= 14

E) Eliminar el renglfn IIC y la columna S y colocar e«

en (S, 11C)
IIIC I11IB 1IIA 1B IC IIC o,
S| o 0 o @ 0 o
IT1C! 3 2 1 3 2 11
ITIB] o o 0 0 1 0
V19 =IIIA} 3 4 w 3 4 11411
IB| 0 2 1 o 2 1
IC! 0 1 0 0 @ 0

Cota para Eg rycNEs 111a7Fs, 111¢ MFs,18 MEr1c,5™
13+2= 15 '

F) 6=Min- {13,14,15,16} = 13 para
ES,IICr\ES,IIIAr)ES,IIIC(\ES,IB para 1o cual a 1la

matriz VIO le resto Tas Bj



s Iric 11 IIIA IC  IIC

rr1clof?) « 2 2 2 2
11180 0o o 0 o{1) ¢

Vyy = I11A ofl) 3 3 o 3 1
18w o) 1 7 11

iclo. o ol o ©« 0
riclol1) 3 3 1 3 e |

C) Max y..= 2 para (IIIC,S)

ij
D) Cota para Eq ;1cNEg 1170MEs 1110 MEs, 18N E111c,s” 15
E) Eliminar-la columna S y el renglfn IIIC y colocar =
en (IB, IITIC)
IIIC . IIIB ITIA IC IIC o,
“IIIB| ‘0 Cw 0 .0 0
A]
ITIA] 3 3 e 3 1)1
.= IB| w 1 1 1 11
Vo1
Ic| o 0 0 ® 0
11c| 3 3 1 . 3 w | 1
16

" Cota para ES,IICerS,IIIA r‘ES,IIICIWES,IBINEIIIC,S=

F) 6=Min {14,15,16} = 14 para

Es, r1cMEs;111a NEs 111¢NEs 18N Er1c, 5% Fs, 110 M
Errta.sMNEs,111¢™Er1c,s 4 -+ Es,ricNErrra,s N
Errc,111aMFrrrc,s ©€030 “Eg 1o i s NErpe rrin

Errrc,s

para lo cual en la matriz Vio
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coloco » en (IIIC, S) y resto 2 al renglon IIIC.

s IIIC 1118 IB  IC
I1IC| © < 1 ol
1118| ofl) 1 o 1 1
22 ofll) 4 2 o 2
IB )
1

C) Max Yij= 1 para (IlIC, IB), (IIIB, S), (IIIA, IIIC),
(I1IA, IIIB), (IIIA, IC), (IB, S) y (IC, S} escojo
(I1I1C, IB})

D) Cota para Eg r1eMNEryrp o« MErre 111aMr110,5 N

Errre,8= 15

E) Eliminar el renglén IIIC y la columna IB y colocar
o en(IB,IIIC)
S ITIC I1IB IC

i | oY) 1 1
V23 = I1TA o 0(1) 0(1) 0(1)
i | of?) o 2 2
ic ] ot g 1 o
Cota para

Es 11¢MErr1a,s MEyre.rrra NErric,s NErrre, 8= 14
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D)

E)

Erric,1s

§=Min {14,15,16}= 14 escojo

Es 11¢ MErr1a,s NErrc, 111a PEr11c,s MEi1ric, 18

Ma x i 2 para (1B,S)

Cota para Eg 1r¢ EIIIA,SI)E IIc,IIIAf\EIIIC,S(j

rjEIB,S= 16

Eliminar el rengldn IB y la columna S y colocar

w en (IIIA, I1IC)

ITIC ITIB IC

IIIB 1 oo 1
I1IA | = 0 0
ic | 1 1 S
By |1 |
Cota para Eg 11cNEyppp s NErre,1r1a"Errc,s”
Errrc,18MErg,s = 15

‘F) 8=Min {14,15,16} = 14 escojo

NE para lo cual

Es,11cEs 1118 Es,111¢"Er1c,S
en Ta matriz V,, coloco = en(IIC,S) y resto 1

al rengidn IIC
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S I118 ITIA IB I

¢ IIC

111¢] 0 0 oll) o o |
CI1IB{ O = 0 1 0 0
Vog= 1114] o(1) 3 - 4 3 1
18| of1) 3 1 o 11

ic| o 0 0 1 © 0

11¢] e 2 o(2) 3 2w

C) Max Yi5™ 2 para (IIC,ITIA} cota para

D) r NE 16

s.11¢MEs 111" Es, 1110 B 116, MEr1c, 11187

E) Eliminar é1'reng16n II1C y la columna IIIA y co-

locar =« en (IIIA, TIC)

s IIIB  IB Ic 11C

111C) = 0 ot ¢ 0

I118] 0 oo 1 o 0

Vor=111A] 083 3 4 3 m
26 (1

18] o'l) ;3 - 1 1

IC| O . Q 1 B 0

Cota para Eg ;1o MEg y71pNEs 11¢NErpc,1518" 14
F) 6=Min {18,15,16} = 14 escojo

NE E

s, 11¢MEs, 1118 MEs,111¢ Errc,iiia

€) Max Vi5* 3 para (IIIA,S)

D) Cota para Eg = 1yeNEg 111pNEg 111c NF 11¢, 11 111a,87 V7
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| ITIC | 0O 0 w
= IIIB | 1
IB 1 co 1 1 1
IC!o 1 S 0

E) Eliminar el rengldn IIIA y 1a columna S y

colocaroen (IIIC,IIC)

ITIB IB IC I1C

~ Cota para ES’iICfTES’IIIA’7Es,111c’1EIIC,IIIA
NEr11a,s™ 15

F) 8=Min {14,15,16,17} = 14 para

Es,11¢"Es,111aNEs, 111¢NEs, 18 NEp1¢,s Para 1o
coloco en la matriz V;q = en (IIC, S) y re sto 1

al rengléon IIC'.

s IIIC 1118 IIIA IB IC 1IC

Sl W NER o olVe
rrrc] of V) e 3 2 1 3 2
ITIB] © 0 % 0 0 1 0
= 1Al o) 3 4 e 3 4 1
- 1Bl ¢ 0 2 1 % 2 1
Ic| o 0 1 0 0 © 0
IIC]| 2 3 0 "2 3 o
|
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ITIB I1IB . IC.  1IC
111c| o oll) ¢ e
Var = I1IB| = 1 0 0
30 IB! 0 - 0 0
icl o 1 o 0

€) Max v;;= 1 para (I1IC,IB)

D) ‘Cota para Eg 11¢NEg y11aNEs 111¢MEr1c, 11180 E111A,5

NErrre,1p= 16

E) Eliminar el renglén IIIC y la columna IB y colocar

@ en (IB,IIC)

1118 IC . IIC
| IIiB' o 0 0 ,
Vzy = 18l o 0 w
ICi 0 -°° 0 |
Cota para Eg ;10 NEg 111aNEs j11¢MErrc,111a "
Err1a,s 7 r1c,18 = 15

'F) 8= min {15,16,17} = 15 escojo

Es,11¢MEs, 111aMEs, 111 "Errc, 1rra Err1a,s"E11ic, 18

C) Max yij='0 escojo {IIIB,IC)

aqui podemos observar que la cota para E es igual
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a 15 ya que todas las Y{j son cero

D} Cota para

E

ES,IICnES,IIIAnES,III‘CnEI‘IC,IIIAﬂEIIIA,S "Ec, 18

NEryrp,1c= 19

E) Eliminamos el renglén IIIB y 1a_co]umna IC y colo

camos « la (IC,IIIB)

7 IIIB T1C
‘ IB’ 0 o I
v - v . N
V32 Ic’ % 0 e or 43 M
gapa M ‘-1-:.“,‘)‘
: o BRI
: : : SI{V
Cota para ﬁggmtch?

Fs, 1107 s, 1A MEs, 111e MErre, 111a MEpppa,s 0

Erric, 1 NE

1118,1¢c - 1°

A partir de la matriz V31 podemos darnos cuenta cuales
son los drcos posibles (IB,IIIB) y (IC,IIC) repartir de estos:
arcos podemos encontrar el circuito hamiltoniano de E con mi

~.nima cota igual a 15
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e v ot 3 S
TR ey o AdPe T

Al eliminar el vértice S tenemos el camino hamiltonia

no minimo de £ con cota igual a 15.

Iiic, 18, Iiis, IC, IIC, ITIA.

Con 10 cual tenemos un orden en el tiempo de los 6 de-
pdositos iniciales. Si retomamos la matriz de incidencia A ¥y
escribimos el nuevo orden obtendriamos 1a matriz A' al compa
rarlas observariamos que ha disminuido el nlmero de ceros -

entre unos

1 2 3 4 5 6 7 8

rriclo o 101 1 1 10

IBlg o 1 1 1 1 1 o0

g IMB[L 0 1 11 1 10
clt 1 1 1 1 1 1 1

IIcfr o 1 1 1 1 1 1
IT1A{1 0 1 0 0 1 o0 1
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Lo que en Ta matriz V¥ de diferencias serfa equivalen
te a escojer un elemento de cada columna salvo en una de
ellas que corregponder?a al vértice inicial y uno en cada
rengldén salvo en una de ellas lo que corresponderia al vér

tice final.

ITIC I1IB ITIA 1B IC IIC

IIIC 3 3 6 [3] 3 6
ITIB 3 0 3 2 [T] 4

V = ITIA 6 4 4 5 4 5
IB 3 [Z] 5 2 2 5

IC 1 4 2 1 [

I1IC 6 4 7] 5 4 4

La suma de estos valores serfa igual a 15 que es la

cota de E,.

!

‘Cabe hacer notar que el camino hamiltoniano antes en-
contrado no es el dnico, pueden haber mas, s7 continuamos
1a arborésenc?a, en algiin vértice pendiente podriamos en
alglin momento encontrar otros caminos hamiltonianos con -

cota fgual a 15.
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1.5 PROBLEMA DE AFECTACION

Consideremos p obreros Xl, X2, X3, seees Xp y p traba-

- jos Yl’ Yz, ceees Yp, definamos Tij igual al tiempo, costo,

etc. que el obreroj tarda en hacer el trabajo j, a partir de

ésto podemos formar la matriz[:Tij:].

E1 problema es asignar a cada trabajo un obrero de tal
forma que la suma de los tiemﬁos, costos, etc, sea minimo.
Esto equivale a escoger un elemento de cada rengldn y de
cada columna de la matriz'[:T%j:], por 1o que podemos apli-

car el a]goritmo‘de Little.

En el caso en el que el niimero de trabajos sea menor
que el de Tos obreros el problema serd escoger una entrada

en cada columna para lo cual se aplicara el algoritmo de

“Little teniendo en cuenta que los pasos A), B) y C) sdlo

"podrdn aplicarse a Tas columnas.
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1.6  APLICACION DEL METODO DE COTA Y RAMA
A UN PROBLEMA DE ASIGNACION

Una orguesta posee un repertorio de m obras, cada una

de las cuales requiere una configuracibn propia de instrumen

-tos.

. La orquesta se propone dar un concierto de r obras rgm.
Si .cada miisico sabe tocar un s8lo instrumento se desea selec

cionar r obras de forma cue el total de mlisicos necesarios

para su ejecucion sea minimo,

Consideremos la m x n matriz[:Tij:]donde m es el nlmero
‘de obras.y n el niimero de instrumentos distintos de la orques
ta y sea qij el nimero de instrumentos del tipo j que requie

re 1a obra i en su interpretacion.

E1l prob]ema'de Ta orquesta equivale entonces a elegir r
réng]qnes de la matriz[:fij:]ta] que sea minima la suma de
los méximos valores que sobre cada columna definen Tos r
feng]ones{.Es decir si (11,12,...,ir) és una eleccidn enton-
ces la funcidn de costo es f(il,jz,...ir)= kgl m?§ Tijk‘ Se
trata de minimizar &ste valor.



En este'probIema el conjunto de repertorioc posibles es

igual a (T) las posibles combinaciones de m en r,

Apliquemos el método de cota y rama al prob1ema1ante—
rior, |

A) Calculemos una cota inferior para E fijdndonos que
para cada posible eleccibn de r renglones, el maxi-
mo valor definido sobre cada columna serd mayor &
igual que el nimero que en orden ascendente, se colo
ca en l1a r-&sima posicidn (si hay dos 6 mas valores
fguaies'se cuentan cada uno de ellos en posiciones
distintas), A esos niimeros ry le 1lamaremos minimos

efectivos. ~

A la matriz[:Tij:]le aﬁadiremos un renglén fgrmgdo por
los minimos efectivos y una columna formada por j§1 Tij y
521 r 2 la cual le 1lamaremos columna de totales, Cada una
de las jngij nos dard el nidmerc de mﬁsicoanue se necesita
para interpretar cada una de las m obras y jélrj nos dard
una cota inferior al nlmero de mlsicos que se necesita para

interpretar r obras,

Es claro que al tomar el r-8simo término de cada una de

lTas n columnas estamos tomando una cota inferior para el ni-
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mero que de cada instrumento se necesita al escoger cuales~

guier r obras,

n
Tll . . L) T'ij . - . Tln jng'ij
L - n
T= | Tix e Tig -0 Tin | 5E1T45 ,
- ] . | | r']
To1 ij Tan jélej
ry r; r jglrj

Se forma a partir de la matriz[TiJ.jla matriz[ Ki‘jj

de excesos m x n donde K= max {0, Tij - ry }. Se le afiade

_ n
una columna formada por ﬁélKij

n

K1z =+« Kp5 -0 o o Kip | 5E1Ky5
L - L] n

K = K.{l *r » . K_ij . . - Kin jglki‘]
- : L] n

Kml - . L] KII],] . L] . Kmn jgl ij

Entonces una cota para el conjunto E a 1a que 1lamare-

mos M seri
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n

. M= 57y +(i-8simo valor en orden ascendente

n

1 I K.
de las ;I 1J)
que no es otra cosa que el minimo efectivo de misicos que se

necesita para interpretar r obras mis el exceso sobre éste mi

nimo, para interpretar r obras. ' .

B) Se fija en el minimo de ]asljglkij y en su rengldn
correspondiente en 1la matriz[:Tij:]y aqui se tomarad
1a primera propiedad separadera, supongamos que é&sa
eleccidn es 1a obra B y formemos dos subconjuntos -
dé] conjunto E, el conjunto Ep aquel que contenga -
1a eleccidn B con la propiedad Pg ¥ al cual le aso-
ciaremos la matriz TB y EB aquel QUe no contenga -

la eleccidn B al cual le asociaremos la propiedad

FB y la matriz ;Be -

C) Calculemos ahora una cota inferior para EB' La ma-
triz }B‘seré'iguaT a la matriz T menos el renglén
correspondientg a la eleccidon B, a Ta cual le afia-
diremos un renglén formade por los r-&simo términos
en forma ascendente sobre las m columnas (ya que -
alin no tenemos ninguna eleccidn hecha) 1lamados r}

n
y afadamos una columna formada por jngije
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n
Tll -] o o ° -] . Tln j;lT.ij
T n
—} b'-ll ] 1d o 1] a Tb-]_n jngb 1J
= T T n
B ;b+11 o s b e . ;b+1n jngn+lj
) n
Tml Yt Tmn' jEITmJ
n
1 ! 1
r'y r jglr j

‘Nuevamente se forma a partir de la matriz TB la matriz

‘de excesos KTB donde los K'ii = max[ 0, Tij - r'j:ly'se Te
afiade a dicha matriz una columna formada por las jglK'..

1]
sobre cada renglén i.

. n
) 3] ]
. K 11 - . [ 3 ] - Kln jglKij
L ] - n
- K/ K! .2, K!
K = b_ll LI Y T ) n-ln J=1 n-1ij
Tg

Entonces 1a cota para EB a la que 1lamaremos M' sera
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n
M' = I r'j +(r-ésimo valor en forma ascendente .
n
!
de las jglk ij)
es decir el minimo efectivo de mlsicos que se necesita para
interpretar r obras sin tomar en cuenta a la obra B mds el

exceso sobre este minimo que se necesita para tocar r obras.

D) Calculemos ahora una cota para EBO La matriz TB esta
- . . [ -
rd formada de la siguiente manera los_T'ij-umxIp;ﬁj-Tbj]
es decir Tlij es el nilmero de misicos adicionales que

se necesita en el instrumento j para la obra i.

A dicha matriz se le afiadird un renglbén formado por el
(r-1)-8simo término que en orden ascedente se encuentra so-
bre cada columna, A ese término le denotaremos r”j ya que aho

ra necesitamos hacer una eleccifn de r-1 obras

TB = J
1:' %' g T!
ml mn jﬁl mj
) n
] o] jE177;
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Formemos ahora la correspondiente matriz de excesos

K0 = ' - n
donde los K ij max {0, T ij r J.}
. n
n 1] ]
K 11 14 ¢ ] -] o ) K ln jglK .ij
4 . | n
H 1l 11
Kgo= | Mberr oo Ko B K by
Bl s
, n
n 1 n
K ml * ** = - K mn jglK mj

La cota para E; a la que 1lamaremos M'' serd

i =

M'Y = 1 Tbj +(r-1-8simo valor en forma ascendente

J
de los términos

n n
1
§1K ij) + j§1 r

) 1’ »
J J

Lo que equiVa]e al nidmero de milsicos que se necesita
para interpretar la obra B menos los r-1-&simos valores de

los excesos sobre la obra B mds la suma de los minimos efec

tivos para interpretar r-1 obras.
E) Tomamos S=min {M', M"}

F) Supongamos que S corresponde a M' para Egs enton-

ces-escogemos una nueva obra C que defina una ‘par

-
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ticidn sobre EB a partir de las propiedades P, y
ECL Esta obra se escoge como en el paso B) y se con
tinua aplicando el algoritmo,

G) Supongamos que S corresponde a M'' para Eg, enton-
ces escogemos una nueva obra € que defina una par
ticidn sobre Eg a partir de propiedades P, y PC .

ésta obra se escogerd como en el paso B).

a) Formemos Ta nueva matriz TBf\TC a partir de 1a ma-
triz Tg eliminando en esta el renglbn correspondien
te a la obra C. Ap]icaﬁos a esta nueva matriz el
paso C) con la diferencia que los minimos efectivos
r'tj corresponderdn al valor colocado en la r-1 posi

~¢idn al colocar en orden ascendente los elementos de
cada columna. Una cota para EBf\EC que 1lamaremos
MU' serd L

M HI= 1 r' 3 +(r-l1-ésimo valor ordenado en forma

e =

j n
)+ .Z.T
J

n
ascedente de 1las .gl K™, L3 Th;

j ij

b) Formamos la matriz TB(\TC a partir de 1la matriz TB

eliminando el renglidn correspondiente a Ta eleccifn

C y donde los T™jj = max[[0, T"4; - ch:] a esta
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matriz se Te afiadird el renglén de minimos efecti-
vOs r'g‘ formado por los valores colocados en Ta

r-2 posicibn al ordenar en forma ascedente los ele
mentos de cada columna y la columna de totales, Se

forma a partir de ésta matriz la correspondiente

AV CTam
con K i3 max{0, T

matriz de excesos K ij

TBnTC
-r'g} mis la columna de totales,

Entonces una cota para EgNE; a T1a que Tlamaremos MV

n
IV ; -
serd M'V- j§1 max {Tbj’ ch} +(el valor colocado ﬁn la r-2

- n
posicibn en orden ascedente de los 331 KNy )+ I

r'v o,
1] J

Escogemos el minimo de las cotas anteriormente obte-

nidas y repetimos el procedimiento hasta obtener las r obras,.




Ris Tq#a
1.6.1 APLICACION DEL ALGORITMO DEL PROBLEMA DE ASTGNACION

Ap]icaremos el algoritmo del problema de asignacidn al

siguiente ejemplo:

La Universidad desea ampliar su oferta educativa median

te la apertura de 3 carreras en una nueva plaza del Estado.

La institucién dispone del siguiente cuadro que muestra
las necesidades de profesores que requieren los cursos de -
las distintas carreras, cada profésor atenderd los cursos que

le correspondan en todas las carreras

Algebra | Ci]cu]o Mecénica ] Prograé I'GéoﬁetrTa Fluidos ]C§1cu1o !
' o - | macidén | Analitica Avanzado
‘Ing. Civil| 3 2 5 6 2 6 2
Lic. Mat, 3 8 9 -6 8 1
Lic. Fis. 3 3 6 4 5 4 3
GeologTa 2 2 4 2 3 3 3
Ing. Quimi4{ 1 1 3 3 5 3 4
ca ' ] '
Eﬂ - Se desea7$e1eccionar las 3 carreras de forma que el

9

nlimero de profesores sea minimo. Para 1o cual a la matriz

anterior se le aumentard un renglifdn correspondiente a los
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A Hate

Ve L i s e e

i i

-

minimos efectivos es decir el tercer elemento por columna or
denado en forma ascendente y una columna de totales (para ma-
yor facilidad a cada carrera se le asociard una letra C,M,F,

G,Q y a cada materia una letra a,c,n,p,g,F,k) entonces obten

dremos Ta siguiente matriz T

a ¢ . m . .p. g f k.
cls 2 5 & 2 625 | 26M
w3 8(5) o(8) g2} g(3) 3 5(2)] 4p(27)
T= F |3 31 614 5 45 | psl3)
6 2 2 4 2 3 3 3 |[.19
Q. |1. 1 3. 3 5. 3 a1 pth)
ryl3 2 5 4 5 3 3 | 25

En lugar de escribir las correspondientes matrices,Kt
las kij Tas escribiré sobre las Tij correspondientes encerra

das en un circulo.
TN

A) La cota para E=M serd

r. + E1 tercer té&rmino en orden ascendente

B) Aqui aplicamos la primera propiedad separadora nos
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C)

7
fijamos en la carrera que .corresponda al min jglkij

la cual es G, a partir de esta eleccidn formaremos 2
subconjuntos a partir del conjunto E. ET conjunto Eg
es aquel que contenga la eleccidn G con prbpiedad Pe
y al que asociaremos la matriz Tg, y EG,aque] que no
contenga la eleccidn G con la propiedad ;G y al que

asociaremos ]a_matriz TG

Calculamos una cota inferior para EG para la cual eli

minamos de Ta matriz T el rengldn correspondiente a

G, y Te afiadimos un rengldn formado por 105 3eros tér

minos ordenados en forma ascendente de cada columna,
ya queAaﬂn no hemos hecho n{hguna eleccidon, la colum-

na de totales y los K,. encerrados en un circulo arri

J

ba de las correspondientes Tij'

a_ ¢ m p g f k

c |3 2 5 6 2 622 |22
" F 3 39 4 5 4 3 28(0) B 0
' : , U pmIeiesA
Q 1 i 3 3 5 3 4 '20(0) * BERARTMENTO TF
' T REAATION
r'y1.3_3 6 6 5 4 4 31

Cota para Eqg = M



M'

Ml

W

7
+ 3er té&rmino en forma ascendente dej=1l(ij

[[nes RN |

L.r'.
j=1 g

3142 = 33

D) Calculamos una cota para EG para Ta cual elimina
. , P = =T -
mos de la matriz T el reng]&n Gy los T i3 max{O;[trTGj}.
A dicha matriz se le afiadir8 el renglén formado por
el segundo término que en orden ascerndente se encuen
tra sobre cada columna. Ya que necesitamos hacer una

- eleccidn de 2 carreras

a cC...m.. p g F .k

c |1 o o 2@ 22 5(4)
Wl 66) 48 ,(25(3) ,  ,(2) | 507)
Fopr 10 (g g 1(1)g a(3)

¢ o o0 o o o 11|
sl 0 0 0 0 o o0 1

. Cota para EG = M

[

7. : '

M* = jngGj + el segundo valor en forma ascendente de
7 7 |
ZiKe o+ . .
jEikegt 3T

M"= 19+3+ 1 = 23
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E) Tomamos el min {33, 23} = 23 para Eg

G) Nos fijamos en la matriz Te ¥ tomamos la carrera que
7 .

i21R45
partimos el conjunto EG en dos subconjuntos EGflEQ

corresponda al min
i

Ta cual corresponde a Qy

gue no incluya a Q con matriz TGF]TQ Y EGf\EQ que

incluye a Q con matriz TGrlTQ.

a) Formamos la nueva matriz TGf\TQ a partir de la matriz
TG eliminando de esta el renglfn correspondiente a Q y aumen
tando un rengldén de los segundos términos en orden ascenden-

te en cada columna ya que solo tenemos 1 carrera

a c m p q f k

) | ]
¢l 1 o o 2 o 202 |52
by M 1 6(5)4(3)2 . 3(3) 0 2(2) 18(13)
TBnTQ = 7 C
| Flr 1 1 0 o 1 o |al®
r'"j 1 1 1 2 0 1 0 6
Cota para EGIWEQ = m
7 -
MU = jélrmj"+ el segundo. valor en orden ascendente
7 7

M" = 6+2+19= 27
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b) Formemos Ta matr-iz‘TGﬁTQ a partir de la matriz T
eliminando de esta el reng15n Q y donde los.T“ij =
max {O,TT'j-Tbj} se Te afiadird también un feng1§n';g
rrespondiente a el primer término de cada columna or
denado en forma ascendente ya que solo falta una eleC

cién

a C m p q f k

c |1 o0 o 2020 22y |5(#)

1 1)y 5 () (4(3)
' -
Cota para EGr\EQ,u M
a7 | | _ o
‘le jgl-max {Tsj; TQj} + ;1 primer término en orden
dente de ,ZK.: + :I.P.
ascendente de ng i3 ng P

= 2+2+4+3+45+3+4+43+1= 27

E) min {33,27,27} = 27 escojo arbitrariamente EGnEQ
- . a - - - - 7 -
G) Nos fijamos en la matriz TGﬂTQ el min jélkij que equi

vale al renglén F.
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a}) Construimos la nueva matriz TGnTQnTF eliminando el
renglbén F de la matriz TG(\TQ y aumentando un rengldén

con los primeros elementos de cada columna.

a c m p g f k
cl 1 o o 2 o 28 g |2
6(614(4) 5 3(3)g- 1 ;034
: -

a3,
=
=
=
iy
n
=
ot

rl 1 0 0. .2 0 0 3

Cota para EdnEQr)EF = M°°

5

N .
S MP= 1 max {TGj’ qu} + jgl rj + primer término de

G,
He~1 g

=

14y

2+2+4+3+5+3+4+3+2= 28

- 7 | ;
- b) La cota para TenTenTp = .1y max {Tees Togs Tpyh

M8 = 343+6+4+5+4+4= 29,
. E) min {23,26,28,29} = 26 para EQNE,

F) Escogemos una nhueva carrera que corresponderd a fi-
7

jarnos en Ta matriz TGnTQ y escoger el min jglKij el

cual corresponde al rengldn F.

- 56 -




a) La cota para EGnEQnEF que llamaré w sera

7

7-- = =
M= jgl max {TGj’ TCJ’ij} 3+8+9+6+8+6+3= 45

'b) Construyamos a partir de la matriszGnTQ la matriz

TN, eliminando el renglén F y las T i3
max {0, T"ij- TFj} y aumentando un rengldn equiva
lente a el primer término en orden ascendente de

cada columna

a___ ¢ m p g f k
o o0 o 2 o 22 at2)
0

) 0 2 G 0 0 2

-3}

8

Cota para EG(1EQ!\EF que Tlamarg M~ serd

g N 7 .
M®= j%l max {TGj’ TFj} + j§1 rs T primer té&rmino

jE1%4;

8

M7= 3+3+6+4+5+4+3+2+2= 32

28 para EG EQ EF

E) min {33,28,29,35,32}

- : - m

F}) a) Cota para EG(\EQ(\EFIWEC = j§1 max {TGj’ TQj’ ch}.
3+245+6+5+6+4
= 31,
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b) Cota para EGr\EQ(WEF(\EM
n
= . (T . .} = 3+8+9+6+8+3+5=
jI1 max {TGJ, qu, TmJ} 9+6+8+3+5= 42

E) min {33,31,42,45,32,29} = 29 para Ee EQ Er

Finalmente Eq EQ Ep corresponde a una solucidon idnica
cuya cota es 29 y que corresponde a la eleccidn de las ca-
rreras Geologia, Ingenierfh Quimica y Fisica la cual es &pti

ma, representada en la fig. 1.

Entre mayor sea el nimero de profesores y de carreras

mds se notard la ventaja del método de rama y cota.

Para finalizar proponemos 1 problema que puede resolver

se aplicando el método anterior.

-

1) Dada una matriz mxn, construir una algoritmo gque per
mita escoger r renglones r<m tales que la suma de las diferen
cias entre el valor midximo y el valor minimo definidos por

esos r renglones sobre cada columna sea minima.
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CAPITULO I1
METODO DE PROGRAMACION DINAMICA

Considérese un sistema dindmico de parametro discreto o

por estapas

x1= g5 (x5 1, uy) i=1,,.ﬁ?n

donde X; se denomina la variable de estado, es decir resume
toda la informacifn del sistema en l1a etapa i y denotaremos
_por S} el conjunto de estados‘en la etapa i, As7 mismo, u; se
denomina la variable de decisidn y denotaremos por C. el con-

junto de decisiones en la etapa 1.

La funcién-gi se denomina l1a funcidn de transformacidn
de estddos y permite determinar el estado en que se encuentra

el sistema en la etapa i dado que se conoce el estado inicial

en la etapa i-1 y dado que se tomd 1a decisién_ui.

Dado un estado inicial Xg se desea determinar la polfti-

E
J ca de decisiones
: = (uf, u;, ug,...,u;) = tal que minimice
| n
2=321 Filx_ps Xg094)
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donde Tas funciones 95 ¥ fi i=l,...,n son conocidas y se

Tlaman funciones de costo.

Una descrfpciﬁn esquemdtica del desarrollo del sistema
dindmico de parédmetro discreto con su correspondiente proceso
de evaluacidn se muestra en la figura 1. As{ mismo, una expli
cacibn de la manera en que se toman las decisiones, se trans

forman los estados y evalilan !as decisiones, se tiene a conti

nuacion:

ETAPA 1. E1 decisor observa el estado inicial Xg ¥ basa
do en esta informacibn efectla la decisifn uy (que deberia es
cribirse u;(xy)). Como resultado de esto se obtiene el estado

x, de acuerdo a la transformacidn x1=g1(x0,ul) y el correspon

1
diente valor asociado a tales estados y decisiones, denotado

fl(xo,xl,ul).

ETAPA k. E1 decisor observa el estado X .1 ¥ basado en
estd informacidn toma Ta decisibn u . Entonces; la transfor
maciodn gk(xk_l,uk) proporciona el nuevo estado X, ¥y se conta

biliza el correspondiente costo o beneficio representado por
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el escalar fk(xk_l,xk,uk).

ETAPA n. E1 decisor observa el estado x, ;¥ efectlia la

decisiodn u,- Se obtiene el nuevo estado X, Y el correspon-

diente costo o bepef1C1o Fo (X 1s Xy Uyl

Lo que se desea en este proceso de decisiones secuencia
les es determinar la politica T =(ui,u§,u§,,..,u:) que mini
mice la suma total de 10s costos incurridos en cada etapa,

esto es

e~ =

min Iy filxg_gexyauy)



_89—

VARIABLES DE DECISION

Uz

Ulo.!.'G!.lQ!!O Un_'l -‘ n

" TRaNSFORMACION DE EsTaDOS

| ETAPA n

" s x“—:-r—' » ETAPA n-l

o |
Xo—»L ETAPA 1 [ x4 ETAPA 2

EVALUACION DEL SISTEMA
_fn-ltxn-z’xn-l?Qnal) fn(xn-l’xn’un)

Fig.

l.

Diagrama de desarrollo del sistema



Una manera de representar el conjunto de estados Si y
de decisiones C. para i=l,...,n de un sistema dinimico, se
hace también mediante una gréfica N donde los estados se re
presentaran COomo vértices y a cada posible decisidn u -
i=l,....,n se le asocia un arco que une e] estado inicial con
el estado final resultante de esa decisidn. La funcion de -
costo se represgntaré déndo]e pesos fi(x%—l’xi’ui) a los ar

n
cos. correspondientes. Entonces z= .3 _f (x. lsx.,u_) represen
- 179 =

=179
ta el costo de la trayectoria definida j3 partir de las deci-
siones u; en la grafica N. Minimizar : equivaldrd entonces a

encontrar una trayectoria optima en la grifica N.

E} principio de optimalidad de Bellman dice: "un vector
de decisidn dptima tiene Ta propiedad que cualesquiera que -
sean el estado y 1la decisidn iniciales, 1as decisiones res-
tantes deben constituir un vector de decisign éptima con res
pecto al estado resultante de 1a decisign inicial". Es decir
si:

_ ) es el costo de 1levar el sistema en la

J j+l
etapa j del estado x. a x.
i, 1541
y J*(xo,xn) el costo de la trayectoria fptima para ir desde
Xg hasta xentonces la porcidn de ésta trayectoria que co-
mienza en el estado X571 ¥y termina en el estado x_ serd la tra
_ n a

yectoria Optima que une estos dos estados,
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Apliquemos el "principio de optimalidad" etapa por etapa

esto nos Tleva a:

* = :
J (xo,xn) min { J(XO’xi Y + J* (xi . xn)}
1 1 1

donde xil representa para todos Tos posibles valores de i,

los posibles estados en que puede encontrarse el sistema al

final de la primera etapa. Andlogamente:

* - min
J. (XO,Xn) min {J{xy,x, )+ m1n_{t3(x1 X )+ J* (xi ,Xn)}
11 1 i, 2 2

= min {J{Xn,%. )0+ min {J(X: .x; )+ min} J{x; »x; )
R 0°%1 i, 1T 173

t...+ min {J(xi > X; )+ J(xi

sX }le... }
n~-2 n-1 n

1n‘1 n-1

donde {x_i } representa el conjunto de estados al principio

J
de la etapa j.

E1 método de programacidn dindmica nos 1leva a transfor
mar el problema jnicial de minimizaciﬁn de n etapas que en-
vuelve una eleccidn de us i=l,...,n decisiones en una suce-
sidn de un problema de minimizacibn de una etapa que envuel:

ve elecciones de u; entonces u, entonces alguna otra decisiodn.
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II.1 UN PROBLEMA DE RUTA

Como una aplicacion del método de programacidon dindmica,
consideremos el siguiente problema de ruta el cual tiene una
- gran variedad de aplicaciones. Supongamos que tenemos N ciu-
dades numeradas 1,2,...,n en alglin orden y un conjunto de ni
meros J(xi,xj) donde J(xi’xj)= e] tiempo requerido para ir -

de Ta ciudad i a Ta j.

Comenzando en la primera ciudad, queremos trazar una tra
yectoria a la n-&sima cjudad la cual sea de tiempo minimo. Po
demos ir directamente de la primera a la n-ésima ciudad & pa

sando por cualquiera de las otras ciudades.

En algunas ocasiones no hay coneccidn entre 2 ciudades en

particular, en este caso consideremos J(xi,xs)= bl

Si N es muy grande, cualquier so]uciﬁn enumerativa direc
ta es imposible. Consideremos el probiema general de minimizar
el tiempo requerido para ir de Ta i-ésima a la n-&sima ciudad.
Sea J(xi,xn)= el tiempo requerido para ir de la i-ésima a la

n-&sima ciudad usando la trayectoria dptima.
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e —

Entonces
* - 3 *
J (x.,xn) min {J(xi,xj)+ J (xj,xn)}

1 J-+_i

A lo anterior podemos aplicarle el método recursivo de

la programacidon dinamica.

Busquemos el camino o trayectoria de valor minimo entre

My A de la siguiente grafica
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Para To cual construiremos una tabla en la cual repre

sentaremos el vértice de salida, el vértice adyacente,

J(xi,xj)%d*(xj,xn), valor de la trayectoria Gptima, trayec-

toria Optima.

vértice vértice J{x.,x.)+ Jd*(x,,x_ ) valor de trayectoria
de LY la trayec- ) ‘
salida adyacente toria Optima Optima
B A 4 4 B-A
C A 2 2 C-A
D B 5+4=29 9 D-B-A
G C 8+ 2 =10 10 G-C-A
E D 34+466=12
A 8 8 E-A
F E 8§+ 8=16
B 2+ 4=25 6 F-B-A
I b 9 +4 =13
F 8+ 6 =14
G 1 +10 = 11 11 I-G-C-A
H D 3+9=12
E 8+6=14
F 4+ 6 =10
I 5 +11 = 16 10 H-F-B-A
L 1 - 2411 =13 - 13 L-1-G-C-A
J B 8+ 4=12 |
" H 3410 = 13- 12 J-B-A
K H 11 +10 = 21
I 5+11 = 16
F 7+ 6 =13 13 K-F-B-A
M- J 9 +12=. 21
H 6 +10= 16,
L 8 +13= 21
K 13 +13= 26 16 M-H-F-B-A

La trayectoria optima para ir de M a A sera M-H-F-B-A con valor igual a 16.



1.2 APLICACION AL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

E1 problema del Agente Viajero que discutimos en las apli

caciones del Capitulo I, puede también ser resuelto por el mé

todo de programacidn dindmica aplicado al arbol que definen las
distintas permutaciones de las N ciudades. Por ejemplo si tenge

N
mos 4 ciudades y costos de transporte entre ellas dados como en

la figura que sigue

podemos construir el irbol de 1a figura 2.

Aunque el método de programacidn dindmica puede aplicar
se a éste problema, el método de cota y rama es mas eficien-
te ya que si el nimero de ciudades en muy grande el arbol

correspondiente seria dificil de construir, pues constaria

de N!'vértices finales.
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