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INTRO.DUCCION

HOY EN DIA, NUESTRA SOCIEDAD ESTA REGIDA POR REDES:

REDES DE TRANSPORTE; REDES DE COMUNICACION; REDES DE DISTRI -
rt

BUCION DE AGUA, GAS, DRENAJE, ENERGIA ELECTRICA, PRODUCTOS DE

CONSUMO, ETC. ES POR ESTO, QUE EL ANAIISIS MATEMATICO DE TAti.

LES REDES, HA EMPEZADO HA SER ESTUDIO DE FUNDAMENTAL IMPORTAN-

CIA. DE AHI, LA RAZON DEL PRESENTE TRABAJO DE TESIS.

CONSIDEREMOS EL SIGUIENTE PROBLEMA • ' UNA FABRICA

( ILL) QUIERE ENVIAR ALGUNAS CAJAS, A UN MERCADO (Vs), Y TIE-

NE VARIOS CAMINOS PARA HACERLO, COMO LO MUESTRA LA FIGURA,

gitz

.241

EL NUMERO QUE APARECE EN CADA CAMINO, ES LA CAPACIDAD MÁXIMA

DE CAJAS QUE.PUEDE PASAR. ¿ CUAL ES LA CANTIDAD MAXIMA DE CA-

JAS, QUE PUEDEN SER ENVIADAS DE (W ) A ( 'kr), A TRAVES DE LA

RED, SIN EXEDER LA CAPACIDAD DE CADA UNO DE LOS CAMINOS?.



LA RED PUEDE REPRESENTAR CALLES DE UN SOLO SENTIDO,

Y EL NUMERO,LA CAPACIDAD MAXUA DE VEHICULOS QUE PUEDEN PA,

SAR POR HORA, POR CADA CALLE. ENTONCES SE QUIERE ENCONTRAR EL

FLUJO MÁXIMO DE VEHICULOS POR HORA, QUE PUEDEN IR DE // Ay.

TAMBIEN LA RED DE LA FIG. PUEDE REPRESENTAR UNA RED

DE DISTRIBUCION DE AGUA POTABLE, DE LA FUENTE al! A 'kj ( (kr
PUEDE REPRESENTAR UNA COLONIA ), Y LOS HUMEROS, LA CAPACIDAD

MÁXIMA DE CADA TUBO. ETC.

EN EL PRIMER CAPITULO DE LA TESIS, SE CONSTRUYE LA

HERRAMIENTA NECESARIA, PARA RESOLVER EL PROBLEMA PLANTEADO.

ESTA HERRAMIENTA, CORRESPONDE A ANÁLISIS COMBINATORIO Y TEO-

RIA DE GRAFIOAS. LOTE CAPITULO OONTIUM_IO_OIGUIENTE:

-SE DEFINEN LOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES; RED CAPACITADA, FLUJO

SOBRE REDES; CORTE Y CAPACIDAD DE CORTE.

-SE-DEMUESTRA EN FORMA CONSTRUCTIVA, EL TEOREMA CENTRAL DE LA

TESIS.

TEOREMA MÁXIMO FLUJO -MINIMO CORTE. -"EN UNA RED CAPACI

DA, EL VALOR MÁXIMO DE UN FLUJO, ES IGUAL A LA CAPACIDAD

MINIMA DE UN CORTE."

-SE DEDUCE EL. ALGORITMO DE FORD-FULEERSON, PARA ENCONTRAR FLU-

JOS MÁXIMOS EN UNA RED DADA.

n



EN EL SEGUNDO CAPITULO, SE ANALIZAN REDES MAS AMPLIAS,

PARA DAR SOLUCION A PROBLEMAS MAS REALES. Y SE DAN METODOS PARA

REDUCIR UN PROBLEMA DE FLUJOS, SOBRE ESTE TIPO DE REDES, A UN

PROBLEMA DE MÁXIMO FLUJO, PARA ASI APLICAR EL ALGORITMO DE FORD

Y rULKERSON. AQUI SE ANALIZA:

-LA RED CON FUENTES Y SUMIDEROS MULTIPLES. ANALIZA,POR EJEM. EL

FLUJO SOBRE UNA RED DE DISTRIBUCION DE AGUA POTABLE, CON VARIAS

PILAS ABASTECEDORAS, PARA CONSUMO DE VARIAS COLONIAS, TERMINA-

LES EN LA RED.

-LA RED CON CAPACIDAD EN LOS VERTICES. PUEDE ANALIZAR, POR EJEM.

EL FLUJO DE UNA RED DE CARRETERAS, CON CAPACIDAD MÁXIMO DE TRA-

FICO Y LOS VERTICES REPRESENTAR CIUDADES, QUE TAMBIEN POSEEN

UNA CAPACIDAD INTERNA DE TRAFICO.

-EL FLUJO MININO EN RED CAPACITADA INFERIORMENTE. EN MUCHOS PRO-

BLEMAS DE REDES,SE NECESITA ENCONTRAR EL FLUJO MINIMO SOBRE UNA

RED I SUJETO A CAPACIDADES INFERIORES.

-EL FLUJO MAXIMO Y EL FLUJO MININO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y

SUPERIORMENTE. EN ESTA RED PUEDE SER POSIBLE, QUE NO EXISTA FLU-

JO QUE CUMPLA CON LAS CAPACIDADES, AQUI SE DA EL RETOBO PARA EN-

CONTRAR EL FLUJO MÁXIMO O EL FLUJO MINIMO, EN CASO DE QUE EXIS-

TAN
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—EL FLUJO MÁXIMO Y FLUJO MINIMO CON GASTO EN LOS VERTICES. POR

LO GENERAL, EN LAS REDES SE CUENTA CON VARIAS FUENTES, QUE

PUEDEN SUMINISTRAR FLUJOS, ENTRE CIERTAS COTAS DADAS, ADEMAS

EN. LOS VERTICES RESTANTES, SE PRODUCEN GASTOS, TAMBIEN ESTIMA-

DOS ENTRE CIERTAS COTAS DADAS (INCLUSIVE EL GASTO CERO). CON

ESTE ANÁLISIS, SE PUEDE ENCONTRAR (SI ES QUE EXISTE) El FLUJO

MÁXIMO QUE SATISFACE LAS COTAS DE SUMINISTRO Y GASTO, O EL

FLUJO MINIMO QUE SATISFACE LAS MINIMAS NECESIDADES DE GASTO Y

SUMINISTRO; ETC.

EL TERCER CAPITULO, CON EL TEOREMA DE FACTIBILIDAD,

SE DEDUCEN LAS CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES, PARA LA

EXISTENCIA DE FLUJOS, SUJETO A CIERTAS COTAS DE SUMINISTRO Y

COTAS DE GASTO. Y SE DAN LAS SIGUIENTES APLICACIONES A COMBI-

NATORIA:

—APLICACION A MATRICES. SE OBTIENEN CRITERIOS PARA LA EXISTEN-

CIA DE UNA MATRIZ NO NEGATIVA, CUYA SUMA DE RENGLONES Y SUMA

DE COLUMNAS, ESTAR ENTRE COTAS DESIGNADAS, ADEMAS LAS ENTRADAS

DE LA MATRIZ: SEAN ACOTADAS SUPERIORMENTE POR MEROS ESPECI-

PICOS.

—PROBLEMA DE LA bUBDIGRAFICA.-sCONSISTE EN DETERMINAR, CONDICIO-

BAJO LAS CUALES, UNA DIGRAFICA TIENE UNA SUBDIGRAFICA, CON

n



NUMERO DADO DE ARCOS QUE ENTRAN Y NUMERO DADO DE ARCOS QUE

SALEN, DE CADA UNO DE LOS VERTICES.

-SISTEMA DE DISTINTOS REPRESENTANTES. ESTE ES EL FAMOSO TEO-

REMA DE P. HALL, MEJOR CONOCIDO COMO EL TEOREMA DEL MATRIMO-

NIO.

-PROBLEMA DE ASIGNACION DE EMPLEOS. SE  DEDUCEN LAS CONDICIO-

NES NECESARIAS Y SUFICIENTES, PARA ASIGNAR UN CONJUNTO DE

EMPLEOS DISPONIBLEQ, A ASPIRANTES CALIFICADOS COMO APROPIA-

DOS O NO APROPIADOS PARA CADA UNO DE LOS EMPLEOS.

EL PROBLEMA DE FACTIBILIDAD Y PROBLEMA DE ASIGNA

CLON DE EMPLEOS, SON ANALIZADOS TAMBIEN POR METODOS DE PRO-

GRAMACION LINEAL.

CON ESTE TERCER CAPITULO SE CONCLUYE EL TRABAJO

DE TESIS.



FLUJOS SOBRE REDES

I TEOREMA MAXIMO FLUJO-MINIMO CORTE

1.1 DEFINICIONES BÁSICAS

1.2 TEOREMA MAXIMO FLUJO -MINIMO CORTE

1.3 ALGORITMO DE FORD -FULRERSON

II AMPLIACIONES DEL TEOREMA MAXIMO FLUJO MINIMO CORTE

II.1 RED CON FUENTES Y SUMIDEROS MULTIPLES

11.2 RED CAPACITADA EN ARCOS Y VERTICES

11.3 FLUJO MINIMO EN RED CAPACITADA INFERIORMENTE

11.4 FLUJO MAXIMO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y

SUPERIORMENTE

11.5 FLUJO MININO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y

SUPERIORMENTE

11.6 FLUJO MAXIMO Y FLUJO MINIMO EN RED CON GASTO

EN LOS VERTICES

III APLICACIONES DEL TEOREMA MAXIMO FLUJO-MINIMO CORTE

III.1 PROBLEMA DE FACTIBILIDAD

111.2 APLICACIONES A MATRICES

111.3 PROBLEMA DE LA SUBDIGRAFICA

111.4 SISTEMA DE REPRESENTANTES

111.5 PROBLEMA DE ASIGNACION DE EMPLEOS



CAPITULO I

TEOREMA MÁXIMO FLUJO MINIMO C ORTE

I.1 DEFINICIONES BASICAS

VERTIC E . —ES UN PUNTO EN EL PLANO, O SIMPLEMENTE UN ELEMEN-

TO DE UN CONJUNTO.

LADO . —ES UN PAR NO ORDENADO DE VERTICES, QUE INDICA CONE-

XION ENTRE DICHOS VERTICES. POR EJEMPLO EL LADO (v,w 7 INDICA

QUE LOS VERTICES v Y w ESTÁN CONECTADOS ENTRE SI.

ARCO.—ES UN PAR ORDENADO DE VERTICES, 4QUE INDICA DIRECC ION

Y CONEXION. POR EJEMPLO EL ARCO (v,w) INDICA CONEXION DE v A w.

CADENA DE t A w . —ES UN CONJUNTO ORDENADO DE LADOS DE LA SI-

GUIENTE FORMA (IV; vi 7/	 • • ./ Pik V ri / /	 "* '	 ut
DONDE TODOS LOS VERTICES SON DISTINTOS. POR SIMPLICIDAD LA Ciiirff

MINA TAMBIEN SE DENOTA V-2 ?I)	 7R 2 ° • ° 7 07c-7 241	 211r7 • • ->

CAPACIDAD DE ARCO . —ES UN ENTERO RO NEGATIVO QUE SE LE 'SIG.:-

RA A CADA ARCO.
7 h

RED CAPACITADA.—ES UN PAR (V 1 10 DONDE V= Fre] c,, . ES EL

CONJUNTO FINITO DE VERTICES, Y E ES LA FUNC ION ENTERA

2710n QUE SATISFACE A- (v;zr) = D PIRA TODA 1.7C V .

VXV ES EL CONJ.  DE ARCOS , v ,w ) ES LA CAPACIDAD DEL ARCO

(v,w)E VXV. )1( v lw ) =O INDICA QUE NO HAY CONEXION DE v A w.
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EJEM 1.-SEA LA RED (V 911) DONDE V=	 772 ,	 s'y

K( 2/£ n )=5, K(	 It3 )=3, r(	 9-3 ) =3, K( era 1/2- )=2,

IC( rYs , vq ).5, K(	 , vg ).4, K( (re , 2)-(r )=0 EN OTROS CASOS. GRÁ-

FICAMENTE LA REPRESENTAREMOS

VI FIG. 3.

4'3

MATRIZ DE CAPACIDADES.-OTRA FORMA DE REPRESENTAR LA FITN

CION /c: IrX ---0	 113/ ES MEDIANTE LA MATRIZ nan IC= Pte ti I
DONDE K ca =E 21i .	 ) 1/

eit J c 1,2, s• 	 n
EJEM 3.-DEL EJES-ANTERIOR LA MATRIZ DE CAPACIDADES ES:

tr 3	 0

0 3	 1
o e7.

o o o F.

EJEM 3.-EN LA FIG.1 eV.-L	 —9	 711 Y "Et en 9 21-g

SON EJEMPLOS DE CADENAS DE 91A try,

FLUJO SOBRE LA RED (V,10.-DEL CONJ. V DISTINGUIREMOS DOS

VERTICES ,Tri el, Y LES LLAMAREMOS PUENTE Y SUMIDERO RESPECTI-

VAMENTE, Y A LOS RESTANTES, VERTICES INTERMRDIOS. UN FLUJO SO-

BRE (V,K) DE Tí A % ES UNA FUNCION PI V X V---D211/13)Q1:133 SATISFACE:



3

B‘BLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
El SARER RE 1411. MUDE

/ARA MI GRANDEZA

i)	 L ME / Wrf I (VD Vi)

3

LA CANTIDAD. r> C SE LE LLAMA VALOR DEL FLUJO 	 Y SE DENO-
TA ro)
11) D �z../(rc', 74-) 4-- /e Cre, Vit)	 (1 .2 )

ARCO SATURADO. -A (re, 2r,r) SE LE LLAMA ARCO SATURADO SI

CUMPLE QUE ,tín, 2rj-) rz ,k Cre' l ) .
EJEM 4 . -SEA (V ,K ) LA RED CAPACITADA DE LA FIG . 1 ENTON-

CES: X ,vz)=6 	 trv2,2,-3)--7z,M7-2/r0--3„lleiri)7/-0=1
frn, &ir.= o EN DOS OTROS CASOS, ES UN FLUJO SOBRE ( V , K )

GRAFICAMENTE

12/5

VALOR DEL FLUJO= JCri y-2.)	 y)	 (2/.1	 5 V- 2 I- O = 7.

ADEMAS (vi , 71i) ES UN ARCO SATURADO..

MATRIZ DE FLUJO . -LA MATRIZ DE FLUJO, ES LA MATRIZ nana

rficJi DONDE le j	 (re.	 ) ) ,J= y 2 3 	- . 3 n
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EJEM 5.—LA MATRIZ DE FLUJO DEL EJEM. ANTERIOR ES

05/0

o 0 2 3

F o 0 o 4

o O o 0

EL VALOR DEL FLUJO r(o) ES LA DIFERENCIA DE LA SUMA DE LAS

ENTRADAS DEL PRIMER RENGLON Y LA SUMA DE LAS ENTRADAS DE LA

PRIMERA COLUMNA.EN ESTE CASO 9,r-(i ),-_ 7 t D -= 7 .

ZERO FLUJO .—ES EL FLUJO jev- = p t'y -É	 - -
CLARAMENTE (7./(A) O .

EL FLUJO Y CAPACIDAD DE FLUJO PODEMOS REPRESENTARLOS EN

UNA. MISMA GRÁFICA, MEDIANTE DOS NUMEROS ASIGNADOS A CADA UNO

DE LOS ARCOS, DONDE EL PRIMERO REPRESENTE EL FLUJO SOBRE ESE

ARCO Y EL SEGUNDO SU CAPACIDAD. POR EJEM. DEL EJEM 1 Y EJEM 4

TENEMOS:

'Yr

CORTE DE UNA RED.—UN CORTE DE UNA RED (V 1E) CON RESPECTO

A LOS VERTICES tr.t. Y "Irri (FUENTE Y SUMIDERO) ES UNA PARTICION
DEI, CONJ. VEN DOS CONJS. Vi Y frn TALES QUE €77.c e Vz y grn c-

11 CAPACIDAD DEL CORTE ( Vt, Vn) ES EL NUMERO



vf:
a
EU
C7
0

I• a

5

ktvt , vn)
	

K	 (1.3)
(21e-GV.k

EJEM 6.-EN LA PIG.1, Vt /vi,	 f Y 141:71VES UN CORTE

Ity

(	 v4 )	 v-4) x (7 zfird tecn,-zry)

EN LA MATRIZ DE CAPACIDADES 'E PODEMOS OBTENER ESTE RESULt,
TARO, SUMANDO TODAS LAS ENTRADAS key QUE . SE ENCUENTREN EN

EL RENGLON 1.4 TAL QUE	 G fr.(

Ti. v's

-9

-a>

14

44

D s
o	 0

3

3
n a	 2. O

14. a o o

Y LA COLUMNA TAL QUE 16- Vn.

k

Y 11.2 z- j24 vil ES	 CORTEEJEM 7.-EN 111. PIG.1, Vur.571,71

CUYO VALOR ES:
ari Vz vl eif -

P% CI -3

vi o 0 3 4

o O °

74 o °	 °

=7	 C ) 1/4	í 2
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CADENA AUMENTADORA.wES DNA CADENA DE,1Á FUENTE 11 AL

VÉRTICE Si p
	

T'a z—> fi/ •••• —> 7c-	 -/tP	 • •	 9//9 —Dr, .5 •

CON LA PROPIEDAD DE QUE CADA LADO Y77/ 74 POSEA EL ARCO (re, 74,)

NO SATURADO, O EL ARCO (ridic) CON FLUJO DISTINTO DE CERO.
EJEM 8.-SEA LA RED (V,K) CON EL FLUJO ESPECIFICADO

(71-1.	 3, 3	 4vs-

9"3

iy:t —7	 n	 r,. ES UNA CADENA AUMENTADORA DE 7/�

A '76 ( EPUMNTE Y SUMIDERO) TAL QUE Pa, n7 POSEE EL ARCO (va /2172)

YA QUE /(/2r2 )•=-- 2 � O , Y LOS LADOS RESTANTES in) 24,-3 POSEEN

(n/ 7-rir ) YA QUE SON NO SATURADOS;
SE LE LLAMA CADENA AUMENTADORA,Tal QUE SI SE LOGRA CONEC-

TAR LA FUENTErit CON EL SUMIDERO 2n, ES POSIBLE AUMENTAR EL

FLUJO EN UNA CANTIDAD 1'70, TAL QUE SI P ES LA CADENA AUMENTA-

DORA DEFINIMOS	 e:: H43 fi/ mi	
••

DONDE ir_ /140 Ít- (n, 24)—pre,2(r)/ re, e P "-SE 412-"C° 1. Ve '24)9

InI /V:r) /1 7110 7/vi 6 P Pos s nrj, vcl I

ESTO SE DEMOSTRARA A CONTINUACION EN EL LEMA 1.
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EJEM 9.-EN EL EJEM. ANTERIOR FIG.4 TENEMOS b 1, p9_2 7£=1

ENTONCE S EL FLUJO AUMENTADO QUEDARA:
42	 3.3	 1.1 f"

1.2 TEOREMA MÁXIMO FLUJO-MINIMO CORTE

LEMA 1. -SEA (V,K) UNA RED, F= 1-1017 UN FLUJO DE 'PI A Vrii

CIEN TrO )=7/- SEA P UNA CADENA AUMENTADORA DE 5 A 2 ENTONCES

F t..,Tral TAL QUE

si ir, 2:r) e /3

si f	 P
	

( 1.4)
kvidr.f) s; fre, vid gil y°

ES UN FLUJO CUYO VALOR ESYrr):-. 29--e DONDE EL NUMERO POSITIVO

/ *oí? xr)

1(vrivr)t- É

hrt; Vd-) - e

\E•SE DEFINE:	 2 t- O n'A/ té; hif
	 (1.5)

2z m /dit( (74;r4- jar 4', 269 /	 kfjett "OSP!
	 re/Y¡)7

07=	 7vz,vd-)	 p,:,/ p pos	 gc (ra-, 21?)

BEMOSTRACION.
X

A) POR DETERMINAR QUE 	 e )9 ej	 /Ce,"

5;	 Cre. V4r- /OTZ, 7/j ) g =>	 k

pon ¿A A2eFIA/./ ict00 0g e 9
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S1 p(9/,,,v4)--_-)(2/?,2r.f)-r	 /*(U'e,vr)z x-cve,77,1)

cas	 .7 C),

tr(n,vir) pre,24-)
	

*(Ye 	 ) s 1c (rey 27-r-

•
O I (741.,	 IC C2/7 Vcr Y? ,

B) POR DETERMINAR QUE
	 (rey - t'y €1 o

CONSIDERMOS LOS SIGUIENTES CASOS PARA rae' te 1,!7 -

) 72' NO ES UN VERTICE DE P, ENTONCES /	 c	 tr y. /r t

E T	 IY
	 YA QUE 1 ES FLUJO.

Y
	 Y

) Ti ES UN VERTICE DE P, ENTONCES POR LA DEPINICION DE CADE-

NA EXISTEN LOS LADOS	 f ric mi/ , fr, r3J erg 	 CON LAS SI-
GUIENTES OPCIONES:

a) jric, Ye/ POSEE EL (7/)cin) Y lei VJI POSEE EL (11e, W:r

I 7►-
11 Re r.---	 /	 r t: ir e	 ry ft"

= 
A 

ter	 r z-- /c. 	 �c-r

Et/11,-- ge7= E ny 17, -27til
ry-7	 >V/c

lel' t- tir I-	 Ir
}-t

r - L

—
	

[/ir- /re.'

o	 YA ote2	 ss 041 M.‘an •
/

e

fx t g



—>

bre I- E

y*, re J POSEE EL (n/ Y-fel Y 774',7(ri POSEE EL ( ri< /7/7

(711:

I 	 p 3 si/1.f = itt

Y

1 1.trt= ryc

El 
w	 •

yi — I"
YVtrsk

ity
yy.nx.

le cr
r E— Li	 tr€

=> EL- Efiir-

/7k, y1] POSEE EL (?!',2rx) Y fn,ny POSEE EL rn-/ 7j9
€77t:

= ts g
/JY-

I

fr

	

I ¿ir --	 e'r. Y1/14-	 r

7C1-

re izzE	 t	 ex, te.17	 Ir
YVyk,J

ier 7, joc-	 11/21
YKIJ

— ) 

ft	 •= 	  fcr "7 

o



L itr-

.d) illk,n7 POSEE EL

10

C7/-iyifr) y bre, Vil POSEE EL	 7's vt )

g	 ler r4ft"

Itr =	 , Ptrl: in Y."

_,)-~	 SA:-21/1:„- —
Y#,7)

fit 3 	 lek	 h.:—	 1-É

Y4 er1#9 K

[ le y -

=

POR LO TANTO DE a), b), o) Y d) SE CONCLUYE QUE SI 7/7 ES

VERTICE DE P, SE TIENE

L pfe r—r:til.t.-. o
V

ESTE RESULTADO, JUNTO CON EL OBTENIDO EN 1) CONDUCE A

1-
EPS — f I" j O PA 44 7-000 y _1, I 2

QUE ERA LO QUE FALTABA PARA CONCLUIR QUE I* 13S UN FLUJO.

C) POR DETERMINAR QUE 7-(f31)-=

SEA 17:t/4.7 EL LADO INICIAL DE LA CADENA, HAY DOS OPCIONES

PARA fri/7?7
i) QUE POSEEA EL nifdri)ENTONCES

jlct	 izct 1- S	 er	 /Ti	 bri
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..„.7 cr(ol, Li
rthf	 E j31

iz	
In

keto.

--z E h y -E 'si # e

rL filo--

evo /- g-

b) QUE POSESA EL (n1 vi) ENTONCES

	

, 1-1 r = tea- g	 yi	 (7-� 4

	

pp

p.14.	 1*

	

ey009 =.E	 — E i th — rett

Ari -

=	 rt2J-

r(P) t e

<y— r 2

.•	 SIJ 14-1486-S C11-3	 70 ) 7-/ 2
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LEMA 2 . -SEA F= [ha] UN FLUJO ARBITRARIO SOBRE (V ,K) DE
LA FUENTE //2 AL SUMIDERO ?in , ( Vi ,11)1) UN CORTE TAMBIEN ARBI-

TRARIO CON RESPECTO A Ti Y A 7/4 ENTONCES:

r() 	 K	 1/47	 (1.6)

DEM.-

(7/0) =E [ kr /7/)- fr.ri 74)7

L_ P cne,774-)- 1724V
C2

2	 T--
(1/07 Ve )1 I- / 	 L '6%74)- 1(24, 7/197

44WilY4yeKt

)	  Dry,; *) _ ficv,„ we)_.7
at.	 , 7frs Y

Z 	  I CV?. )

11.1te-0,74-6-vn

Tic 6-1 ,	 6- 1/47 

ESTE LEMA NOS ASEGURA QUE EL VALOR DE CUALQUIER FLUJO,

NO EXEDE LA CAPACIDAD DE CUALQUIER CORTE. SI LA IGUALDAD SE

ALCANZA ES PORQUE EL FLUJO ES DE VALOR MAXIMO Y EL CORTE DE

CAPACIDAD MINIMA.



[tic,_ /ny, E	 )
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WO)
vn

13

LO QUE NO ES INMEDIATAMENTE CLARO, ES QUE LA IGUALDAD SE

ALCANCE, ESTE FAMOSO RESULTADO ES CONOCIDO COMO EL TEOREMA MA-

XIMO FLUJO -MINIMO CORTE, QUE FUE DEMOSTRADO POR PRIMERA VEZ EN

1955 POR FORD -FUIKERSON.

TEOREMA MÁXIMO FLUJO MINIMO CORTE. -EN UNA RED CAPACITADA

(V,X) EL VALOR MÁXIMO DE UN FLUJO, ES IGUAL A LA CAPACIDADAI -

MIMA DE UN CORTE.

,GlAX Ya)

I ES
OP 212 A wn

LIE Patin, y4) /6/1,	 uAl em/E

/2P,SPItt4 A 2/j Yry

DEM. -SEA 1P=DNIIIN FLUJO MÁXIMO DE LA FUENTE Qf1 AL SUMI-

DERO 94 SOBRE (V,K). ESTE FLUJO SIEMPRE EXISTE PORQUE HAY UN

NUMERO FINITO DE ELLOS, YA QUE Av e ZW,97 Y 0-4 les _4

DEFINIMOS V1= A/EXISTE P CADENA AUMENTADORA DE ZA94/7

. V
4 = viC e

SUPONGAMOS QUE 11W64/-, ES DECIR EXISTE P CADENA AUMENTA--

DORA DE 'U, A N. POR EL LEMA 2 SE PUEDE AUMENTAR EL FLUJO F,

LO CUAL CONTRADICE A QUE F ES MÁXIMO, POR LO TANTO Ojellifi DE

AQUI QUE e1/ 4-(lj ENTONCES ( 111, 11h) ES UN CORTE CON RESPECTO A

fils Y lín.
DEL LEMA 1 SABEMOS QUE

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
A. Mia a la MIS HIJOS

', •• r,. MI GRAWDETA

POR LA DEFINICION DE (Vi,h) SABEMOS QUE

/6-,r 1Cwi /	 = kl2 / e 214
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PORQUE SI NO FUERA ASI

QUE /1/41. e	 /Alzr,v'e) --= 0

qiir.	 .

POR LO TANTO

= T  [	 17(rivi)7
«CC1/t/91trellil

( 1 .7)

ENTONCES, POR EL LEMA 2 SL CORTE eVe/VWES DE CAPACIDAD

MINIMA.

1.3 ALGORITMO DE FORD—FULEERSON

CON EL FIN DE OBTENER EL FLUJO MAXIMO OPERANDO MATRICIAL —

MENTE, DAREMOS LAS SIGUIENTES DEFINICIONES, DE LAS CUALES DEDU-

CIREMOS EL ALGORITMO.

RED DE EXESOS.-LA :RED (V,K) CON FLUJO F I /WIT1 DE PI A

25 PUEDE TRANSFORMARSE EN LA RED DE EXESOS (k5A .1)DONDE Alt-brtc7
TAL QUE „

a 3ft,i- =. /res — 67- - ":11-1 c.	 (1.8)

LOS at- REPRESENTAN LA CAPACIDAD TOTAL DEL ARCO (ri/24,-)
YA QUE Kej--//j- ES LO QUE FALTA PARA SATURARLO Y 74-L.' ES EL

FLUJO DEL ARCO EN SENTIDO CONTRARIO, CUYO FLUJO PODEMOS REGRE-

SAR .

n



EJEM 10. -LA RED DE EXESOS DE LA FIG. 4 SERA:

1/2 o

W3

Y SU MATIZ, LLAMADA MATRIZ DE EXESOS ES:

15

O -3 D o

2 0 7- 0

3 1 0 0
3 S 0 0

0 3 CY
o e i 5

o 0°4

0 O o
0 0 0
3 0

o O

d 3
o O

1.

`CADENA AUMENTADORA EN LA RED DE EXESOS.-ES LA CADENA EN

LA RED DE EXESOS (V,i1 ) CON trfalejj , TAL QUE CADA - UNO DE

SUS LADOS inirsy POSEE EL ARCO (74‘ 21.0 EN EL MISMO SENTI-

DO SI	 att, � O.
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EN LA FIG.6 PODEMOS OBSERVAR QUE SE OBTIENE LA MISMA CA-

DENA DE 722,t	 Q1JE EN. FIG.4 (7/2-P Y.-2-97/1-274 -9779 ' Si).

ESTA CADENA EN LA MATRIZ DE EXESOS A*QUEDA REPRESENTADA DE LA

SIGUIENTE MANERA:

1. q 741- 277_

O o 0 a

o 0 0 0

«y3 3 1 c •	 0
3 1 !J

74,- 0 3 O	 3
o o Is	 O

are O 0 0 4 S	 zst

EN ESTE CASO, EL AUMENTO E" DEL FLUJO 42)1-0"17QUEDA

..="4/4.; 1(:¿1-717'02:11111
DEFINIDO .POR	 "* - / ,

DONDE P ES LA CADENA AUMENTADORA

EN ESTE CASO TAMBIEN £=/ COMO RABIAMOS OBTENIDO ANTES.

NUEVA RED DE EXESOS.-DESPUES DE HABER AUMENTADO EL FLU-

JO, LA RuEVA RED DE EXESOS (V,A) TENDRA POR MATRIZ DE CAPA-

CIDADES	 d- 4 La cI TAL QUE:

d

í
at. ir :::, 	 atile:: : :

5; ini Vii7 e ID

s i i Kr, Yei 13 (1.9)

g Lb .5 O Iner3 eAk.r0
gel
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EN NUESTRO EJEMPLO

O 2 0 0 0 0 O

9 o t 0 O 0 0

3 2 o 0 0 2 0

vaeTti 3 1 e) O o 1_

s-t47-72/z o 3 o 4 0 o 3
Di 2_	 tí 0 0 °¿nací

o 0 O S s q 0

FLUJO AUMENTADO. -EL FLUJO AUMENTADO 	 F. EWOBTENIDO AL IN -

CEMENTAR	 Ft ['lbs' I g UNIDADES,EN CADA LADO DE LA CADENA AUMEN-

TADORA, LO PODEMOS OBTENER DE ACUERDO A LA FORMULA MATRICIAL

itry = Atwx X c' or	„	 y	 (1.10)
QUE EN EL EJEM. QUE HEMOS VENIDO TRABAJANDO QUEDA:

D 3 31200

O 013 o

tt 1 0 0 o 2	 0

,0 o O o O ó

o ci O o o o s

O 0 f_ o O	 1

0 	 O 	 0 0 0 	 0



GRÁFICAMENTE QUEDA:
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3

1/5	 4(4

QUE ES EL MISMO FLUJO OBTENIDO EN LA FIG.5

EL ALGORITMO DE FORD-FULKERSON, PARA ENCONTRAR EL MAXIMO

FLUJO CONSISTE . EN, ENCONTRAR UNA CADENA AUMENTADORA DE LA

FUENTE AL SUMIDERO EN LA RED DE EXESOS, CONSTRUIR LA NUEVA

MATRIZ DE EXESOS A LA CUAL SE LE REPITE EL PROCESO. EL ALGO-

RITMO TERMINA HASTA QUE NO SEA POSIBLE ENCONTRAR CADENA AUMEN-

TADORA DE LA FUENTE Al SUMIDERO, Y EL FLUJO MIMO SE OBTIE-

NE DE (1.10) DONDE A Y=9WES LA ULTIMA MATRIZ DE ElESOS.

DADA I& RED CAPACITADA (V,K) CON f/tri glifeffn eilx FUENTE Y

151 SUMIDERO, SE DA EL SIGUIENTE ALGORITMO PARA ENCONTRAR EL

MAXIM° FLUJO DE al.c A 91.2.

ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

1) PRINCIPIAR EL COMPUTO CON 17N FLUJO CUALQUIERA

Y DEFINIR LA MATRIZ INICIAL DE EXESOS A= r atV .7 DONDE

, /y, -	 . SE PUEDE INICIAR INCLUSIVE CON EL
ZERO FLUJO, Y EN TAL CASO A=K.



3.9

•

2) OBTENER UNA CADENA AUMENTADORA EN LA MATRIZ A, DE LA

SIGUIENTE MANERA:

A CIERTOS VERTICES T!:/-	 h LE DEFINIMOS LAS ETI-

QUETAS ;Cr 11/ tT	 RECURSIVAMENTE COMO SIGUE; PARA n_ SE DEFI-

NE ./..tx =o0,(4.4= O . PARA AQUELLOS 20-	 TALES QUE tlicr O DEFI-

NIR -My = ala>	 • EN GENERAL PARA AQUELLOS 71 LOS CUA-

LES YA HAN SIDO ETIQUETADOS SELECCIONAR UNO DE ELLOS, Y EXA-

MINAR TODOS LOS V:7- TALES QUE acj y o Y QUE NO LE HAN DEFI-

NIDO ETIQUETAS, LAS CUALES SE DEFINEN

J-47- =	 fine ej- 7
Q./,T=

CONTINUAR ESTE PROCESO HASTA QUE i) 9/,, SE LE DEFINAN

SUS ETIQUETAS	 Y-14 O ii) HASTA QUE NO SE PUEDAN HACER .

MAS ETIQIIETAMIENTOS QUEDANDO % SIN ETIQUETAR.

SI SUCEDE	 El COMPUTO TERMINA.

SI SUCEDE ) PASAR A OBTENER UNA NUEVA. MATRIZ DE =ESOS

A= ratri COMO LO INDICA 3) .
3) REEMPLAZAR awnn POR a	 lin Y aman POR Ckul,

EN GENERAL aulj-3- POR Chtb-3-24: Y Anea- POR a. - .Un DON-

DE CADA 3 ES IGUAL A tijj. DEL ANTERIOR el' EN EL REEMPLAZA-

MIENTO ANTERIOR.

n
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ESTE HEMPLAZAMMINTO CONTINUA HASTA k<r=1 HA SIDO COMPLE -

TADO.

EN BASE A LA NUEVA MATRIZ DE EXESOS A, SE REPITE 2).

EL COMPUTO.TERMINA CUANDO NO SE PUEDE ETIQUETAR 	 247 CO

MO LO INDICA 2 ii).

CUANDO EL PROCESO TERMINA, EL MÁXIMO FLUJO f= 1;1/27 ES

DADO POR

e = HIiIX fÁ" te .T-	 0 7
COMO A CONTINUACION SE DEMOSTRARA, MEDIANTE LOS TRES LEMAS

"SIGUIENTES.

LEMA 1 - SEA A = [141-1 UNA MATRIZ DE EXESOS GENERADA POR

EL PROCESO ALGORITMICO, ENTONCES

0

"T ac,	 x n	 (1.12)
3=-L

SON INVARIANTES DEL PROCESO

DEM 1.11). - SEA 4tibli7LA MATRIZ DE EXESOS INICIAL OBTE

	

MIDA DEL FLUJO INICIAL 	 fig.= /PIAT7	 ,POR (1.8) TENEMOS

	

Q ir = x	 - itr t /0-i

= Ket . - 1?; t 1 c j-

(1.13)
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SEA 4 r[007 LA ULTIMA MATRIZ DE EXBSOS DEL PROCESO Y SUPON-

GAMOS QUE FUE OBTENIDA DE X=Llcaj COMO DO INDICA EL PROCESOS EC

.(119)

—> atv-

ae,	 0,,'	 actr y- a o- tz its

s t'ex = a tt;j- sithi 	a‘re -=	 -=„) a e,- a, t .	 Q	 cre e*

'si ata- a Al —11/1 7 acre rz a; e. l'Efri r_> (kr Otre = 014.7- t atr-C

=> ae,--tatn . chis, t-

APLICANDO ESTE RECURSIVAMENTE ,LLEGAMOS POR (1.13)AL INVARIANTE

07-	 k6.7- t )(LH',

DRMI.12 ).—PARA LA MATRIZ DE MESO INICIAL A 1: pplii TENEMOS

DE .CLJWIQUE

I-	 jk
Xekr -

 „ 
ttr =	 — 1- c"6.

-> grA-L7-at, 7-, 	 [per -in COMO (tES UN FLUJO

,› 	 	 Ye3 	 "

--7	 ir	 	  a	 (- � 1 i n	 (1.16)

(1.14)
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EN GENERAL SI C= cve t'y 1,n PARA ALGUN	 , ENTONCES

EXISTE UN x:r WC .ENTONCES PARA ESTE Le EL NUEVO atj- OBTENIDO -

DB LA ANTERIOR MATRIZ DE BESOS 14 1z-- 1-�2'ea SERA:

ayer n-

[lA .Lenr-	 goonil
t'

ag. ( :I ,an	 P444

a fAr syy ornsa

Ittf

ES UN INVARIANTE

LEMA 2.- F ES UN FLUJO

DSM .-COMO ler = itax ,CAr-ae.r ., o 7

10n

/Ir	 7-
14, c tr = kcs	 CLi,fl (1.17)

CON Cica-.

ENTONCES	 O 5 ICT ktr
DEL INVARLANTE (1.15 ) TENEMOS QUE IC - ata- — (Kr - ose

ENTONCES tr i - nñx Z xiv -¿tu o 7.-r_Aax i—otzr-actr), a y
DE MI QUE

it7 —	 cr	 — CIikr

Y7	 r	
rt

e 7

in- o	 ¿l'in
	

film ( _I, /7).

F ga9 C1A) EL ce,r0

[ 'tett - a cJj

a

•



23

LEMA'3.-F ES UN MAXIM° FLUJO

DEM. -EN EL PUNTO DONDE LA TERMINACION OCURRE (CUANDO YA

NO SE PUEDEN DEFINIR LAS ETIQUETAS 2'44, ¡Vn DEL. SUMIDERO)

DEFINIMOS EL CONJ. DE VERTICES 14 CUYOS ELEMENTOS SON LOS Wi

QUE SI SE LES PUDO ASIGNAR ETIQUETAS zii/afe,	 Y AL CONJ. Vil

COMO EL COMPLEMENTO. COMO 051-lic Y f/IneWn, (	 Vn) ES UN

CORTE CON RSPECTO A Oil Y /W . ADPIOAS act :=0 SI Z& L4. Y 424-e-Vn3

PORQUE DE LO CONTRARIO SE HUBIERA PODIDO ASIGNAR A TZr SUS

ETIQUETAS do-, tvd-

DEL LEMA 1 SABEMOS QUE

rr,,„	 z rit1-	 7
tt=1	 er=1

POR LO TANTO

Si ..tz. CZn
T[KAT - 4 c77

CA) S i 1

SUMANDO A AMBOS MIEMBROS DE ESTA IGUALDAD PARA TODO t TAL QUE

fal 6 V1 TENEMOS:

qi(t ) = 	  2_ Eh:— achrl
3=L
[E	 „Fik (24, ) ac i 7
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DE (1.15) TENEMOS	 Key — GL ej-	 — (

ENTONCES SE ANULA LA PRIMERA DOBLE SUMATORIA-

7
0)-n-ELJ<J4,---a(JIT Y Dcet dcr7

fiec Vt TrIr c	 alt 6-1 I t

T[tes_ acr
44 G. 1.c 10-c-11 kr

COMO acy=o PARA TODO 44 E- 1/.t y ltil- C- Vn

110) -_-_-	 ex
ce,v,

kre-vn
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•

CAPITULO II

AMPLIACIONES DEL TEOREMA MÁXIMO

FLUJO MININO CORTE

II .1 RED CON FUENTES Y SUMIDEROS MULTIPLE S

SEA ( V , 10 UNA RED CAPACITADA, CON snt CONJ.  DE LAS FUENTES

R 00E3. DE LOS VÉRTICES INTERMEDIOS, Y � 1:1( C ONJ. DE LOS SUMI-

DEROS , DE ESTA MANERA SE TIENE QUE V= ...S U'? 1/7-

Y	 /7 R	 ra= 8,7

EL FLUJO	 fkri D2 S Ar DONDE	 EN ESTA.RED

DEBE SATISFACER:

i)

Tfin/01)-i tygiv,27,„
fifre_v

wes si 4' e S

si qicsT

si We e if

A LAS FUNCIONES ENTERAS tunee ) ¿tic' i O -"lie S Y

Sevc)	 eivi r	 SE LES LLAMA RESPECTIVAMENTE FUN -
O ION DE SUMINISTRO Y PUNC ION DE GASTO TAL QUE

g(0)=77
% g
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ii)	 D �- infe/E.%) /CC», ni
EL FLUJO DE VALOR MÁXIMO PARA ESTA RED, PUEDE SER ENCON-

TRADO, APLICANDO EL ALGORITMO DE FORD- FULEERSON A 1311A NUEVA

RED (V:le) OBTENIDA DE (V,X) DE LA SIGUIENTE FORMA:

SE AGREGA A V LOS VERTICES 70 Y %t.( ES DECIR V-IniíroiVatt7

Y TODOS LOS ARCOS ( ?ro Vil) TAL QUE QIC e 3 , ( "nr,77:0,,,t) TAL

QUE ¿Kr c- T.

X SE DEFINE:
91C = 9:3 Zr& S

x (ey ,,y4	 te(ri /20-) 5; ?A'. vi e

frt Si ei/ii e r	 r 747 z

DONDE M	 ES UN ENTERO POSITIVO SUFICIENTEMENTE GRANDE.

POR EJEMPLO SEA (V,E) LA SIGUIENTE RED
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ENTONCES LA NUEVA RED SERA:

11.2 RED CAPACITADA EN ARCOS Y VERTICES

CONSIDIREMOS AHORA EL CASO DE UNA RED CAPACITADA (V,K) CON

DA FUNCION ADICIONAL e :	 i?'* DONDE C50=ACC ES LA CA-

PACIDAD DEL VERTICE 12/2' DENOTEMOS A ESTA RED COMO (V,K,C)

EN ESTE CASO EL FLUJO " ft	 1." lr,r7 OS taz A 9/n DEBE

SATISFACER:

1)

DONDE	 rc 1) =

ii)	 o sz je's	 Ic e ir

lej c ei 2 "ekt -e- ea-

EL FLUJO DE VALOR MAXIMO PARA LA RED (V,K,C) SE PUEDE
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OBTENER APLICANDO EL ALGORITMO DE FORD—FULKERSON A LA

RED (VIK I ) OBTENIDA A PARTIR DE (V,K,C) DE LA SIGUIENTE

FORMA:

I) A CADA VERTICE reél/ SE HACEN CORRESPONDER DOS VERTICES

Y 1/?" e- V

A CADA ARCO ( gri, q/j) SE HACEN CORRESPONDER DOS ARCOS

(44 " 24 ' ) Y (4/1 ', /415.

LAS CAPACIDADES DE LOS ARCOS EN (VIII') ESTAR DADAS POR

K r14	 = Jr( 9E/ 94

K I( (21L il, We l ) = ein.)

POR EJEMPLO SEA (V,K,C) LA SIGUIENTE RED

FIG.3
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-zr/
,24/1

ENTONCES LA NUEVA RED (V,K) SERA

l
O

Ti

Kl
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t15:FIG.4

11.3 FLUJO MININO EN RED CON CAPACIDADES INFERIORES

SEA LA RED CAPACITADA (LE) DONDE K ES LA FUNCION DE CA-

PACIDADES INFERIORES, ES DECIR K(92 Er) = rey ES LA CAPACIDAD

INFERIOR DEL ARCO ('z4orís).

AQUI EL FLUJO P.rk.,7 DE 91 A erif DE. VALOR 7/?..0 DEBE SA-

TISFACER:

sí

{ HIV tird	 ¿.,,
Si L--L,P1

DONDE 71-: ro), ES EL VALOR DEL FLUJO
ii)	 0 S Kej-	 -
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EL FLUJO DE VALOR MININO, PUEDE OBTENERSE DE LA SIGUIEN-

TE MANERA:
11I) SE HACE CIRCULAR UN FLUJO INICIAL /ft ; TAL QUE í

SE OBTIENE UNA NUEVA RED CAPACITAD (V,K11 ) DONDE

APLICANDO EL ALGORITMO DE FORD—FU1KERSON, SE OBTIENE EL

FLUJO DE VALOR MAXIMO 77)=WJEN (V,K 1 ) TAL QUE

DE ACUERDO A LO ANTERIOR TENEMOS QUE:

—	 e ir	 I 	 — te ,1"	 e 

Y EL FLUJO DE VALOR MININO SERA

*	 of
I CJ	 [ ¿Y

kr 5, k it." .

POR EJEMPLO SEA 1A RED (LE ».) DONDE LOS NÚMEROS IC REPRE-

SENTAN CAPACIDADES INFERIORES.

•

fi
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TAL QUE /	 Kt,ss4
CONSIDEREMOS EL FLUJO INICIAL Pa

7-- FIG.6

ry3

ENTONCES LA NUEVA MATRIZ ( V I IC ) CON S , CAPACIDADBS SUPE—

EIORES SERA:

4/2
est

FIG.7

at3

II‘BLIOTECA
DE CIENC1S EXACTAS

'Y NATURALES

e, ve,REII DL Mis falo
n'a:0th MI GRANDEZA`
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11.4 FLUJO MÁXIMO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y

SUTERIRMENTE.

CONSIDEREMOS UNA RED (V,EI,SS) DONDE El ES LA FUNCION

DE CAPACIDADES INFERIORES, EI(94 , 91./)=1(147 Y KB LA FUNCION

DE CAPACIDADES SUPERIORES, Mere ,VJ )=XiSes.

AHORA EL FLUJO • F= rifisir DE 	 A rirn DEBE ESTAR SUJETO

A LO SIGUIENTE:

i)	 2r

)C.t — isj

DONDE 7717)--2.- Y ?_ O ES EL VALOR DEI FLUJO.

1i) Ki ‘d- _4.)cd- �th-Sej- DONDE K1. ej	 (2.2)

SI MISTEN FLUJOS QUE SATISFACEN i) Y ii), ENTONCES EL

FLUJO DE VALOR MAXIMO ASOCIADO A LA RED (V,KI,KS) SE OBTIENE

DE LA SIGUIENTE MANERA:
pl

I) HACER PASAR UN FLUJO INICIAL/es SUJETO A ii) ES DECIR

K rex 4 LJ L Kir J
2) CONSTRUIR UNA NUEVA RED (V,X) CON CAPACIDADES SUPERIORES

UNICAMENTE, DE LA SIGUIENTE MANERA;

Si

o si ¿ � .c,n

(2.1)
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su>

H ' CORRESPONDE	
531.	 PIG.9

1(41

5

;S1
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PARA EL ARCO (2I 9 E) TAL QUE rsir Øo Y KS3-¡ =O.

X5ir Cir r=	 14c*,7

'Ca- 	 —Kr L.J

LE CORRESPONDE

PARA EL ARCO ( 74 2/5 ) TAL QUE 115(3-> O Y 11:13 ,:, -7 O
ppx

Ker. = Ki3ney p*ejt

ffTt Xstri	 Xrev

OBTENER EL FLUJO MÁXIMO P g = fra7 DE (V ,x) APLICANDO EL

ALGORITMO DE PORD—PULEERSON.

EL FLUJO MÁXIMO P= ritS} DE LA RED (Val:1 91C) ES:

A	 A

n	 7t



CAPACIDAD SUPERIOR.
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EN ALGUNOS CASOS SE NECESITA ACONDICIONAR, EL FLUJO MÁXI-

MO OBTENIDO, EN LOS LADOS DEL TIPO 2b), DE TAL MANERA QUE SE

CUMPLA CON LOS LIMITES INFERIORES Y SUPERIORES.

POR EJEMPLO SEA LA RED (V,XI,KS) DADA A CONTINUACION, DON-

DE EL PRIMER NUMERO ES LA CAPACIDAD INFERIOR Y EL SEGUNDO LA

CONSIDEREMOS EL SIGUIENTE FLUJO INICIAL

FIG.10

FIG. 11

(1/3
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ENTONCES LA NUEVA RED (V,$) SERA LA SIGUIENTE / DONDE LOS

NÚMEROS REPRESENTAN CAPACIDADES SUPERIORES.

5 7' 5 nt7  vaditter„ -as‘ •

tlç

‘.1Vtrairi 
FIG.12

qr3

EN EL CAPITULO III, SE OBTIENEN LAS CONDICIONES NECESA-

RIAS Y SUFICIENTES, PARA LA EXISTENCIA DE FLUJOS SOBRE REDES

MAS PARTICDIMS.-

11.5 FLUJO MINIMO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y SUi.;

pERIORMENTE

SI EXISTE UN FLUJO EN LA RED (V-ra lsz) QUE CUMPLE	 .

Y (2. 2 ) 9 ENTONCES EXISTE UN FIUI0,19 VALOR MININO QUE PARA

ENC ONTRARIO FIAREMOS 10 SIGUIENTE:

SE HACE PASAR UN FLUJO INICIAL rittal TAL QUE

Kiwi	itr G k Se tr

CONSTRUIR LA RED (V,K) CON CAPACIDADES SUPERIORES E, DE LA

FORMA SIGUIENTE:
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a) PARA EL ARCO ( 4l1	 ) TAL QUE lo ci 7 O Y ICS3,-.
Ktj	 Pea- -

*
A-3.1 	 k r.	 r t tr

LE CORRESPONDE

b) PARA EL ARCO -( 24 2/j. ) TAL QUE KS ej .? O Y %S JI > O

N'ej. = 91:3. _ A -1	 t t'S ir - fr*J-

Pj.fri >aje # kStf-- tji‘r

Ks,.

OBTENER EL MÁXIMO FLUJO p l .-Ji s:ti EN (V,K) MEDIANTE EL ALGO-
RITMO DE FORD-FULEERSON.

EL FLUJO MINIMO EN (V,KI,KS) DENOTADO POR F= pul ES.

it " --- j L‘
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POR EJEMPLO,DADA LA RED (V,KI,KS) Y EL FLUJO INICIAL FIG.10

Y FIG. 11 RESPECTIVAMENTE, ENTONCES LA NUEVA RED (V,E) PARA ENCON

TRAR EL FLUJO MININO SERA:

FIG.15

11.6 FLUJO MAXIMO Y FLUJO MININO EN RED CON GASTO EN

LOS VERTICES.

CONSIDEREMOS LA RED (V,K), DE FUENTES MULTIPLES S, FUNCIO -

'NES SUMINISTRO ta(V7),WeeS YHFUNCIONES GASTO j(Ve), 	 W4' e 3 ,

ENTRE COTAS DADAS' O 5.: c(( re) 5:917Clit) Y 4/ z»  acn)	 41c27)

RESPECTIVAMENTE. ESTA RED LA DENOTAREMÓS -MOMO (V,X,G),V=Stig.

SE REQUIEREN FLUJOS F=rkirf DE S A 5; ES DECIR DISTRIBUIR
EL FLUJO SOBRE LA RED, QUE CUMPLA:

1)



a
1:21:

DEPAMPL:: . ;1!‘

Ks C /7.7-)1---
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DONDE u/(ut) 601 0	 07/o) .-z	 c' ?; e	 X 710 = T	 .
o s_ jeti cr 	 k

c( (re) _ez Luc' E_	 1 •& S
(yr ) 9 t. < h(re)	 s—

SI EXISTEN FLUJOS QUE SATISFACEN ESTAS CONDICIONES, ENTON-

CES EXISTE UN NUMERO FINITO DE ELLOS, POR LO TANTO EXISTE UN

FLUJO MAXIMO Y UN FLUJO MINIMO. EL FLUJO MAXIMO O EL FLUJO MI-,

IITIMO DE 5 A 5 EN (V,K,G) SE OBTIENE, ENCONTRANDO EL FLUJO 	 -

mo O EL FLUJO MINIMO Safari SEA•EL CASO, A UNA RED (V,EI,KB)

COMO EN 11.4 Y 1I.5 .

1.A RED (V,KI,KB) SS OBTIENE DE (V,K,G) DE LA SIGUIENTE .MANE-

RA:

1) SE AGREGA A V LOS VERTICES 'Yo Y 11,1,-.£ ,	 ‘,/ í "24 Un te 7-
2)3E AGREGAN LOS ARCOS ( 41/c	 )	 G 5 Y ( ilj ginoti ) ?l-&-.S •

3) LAS CAPACIDADES INFERIORES Y SUPERIORES SE DEFINEN:

a (v.r)	 «de,», 'Z'reS

KI (n/ ») -=-	 O	 , vcr c

Q&)	 47/j = 4bni

fin,» si W!=?lo 20- c S

ts-	 si Ofry

é (n )	 ?a e&, =7n AL
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POR EJEMPLO DADA LA RED DE LA FIG. 16 CON FUENTES S= iii,Y23

Y S= bil ,?4,1 1kr/w,2/7.7 LAS COTAS.Ea SUMINISTRO Y. GASTO SON

«(Y: =	 p(7-»= 5, d(r2) _3, )3(n)=so

a (ni) =	 re (201'9= a(ve)r- a Cr?) =

(7/3 )	 (7/9) „Z (yo.	 64) Tr._Lv (7.7)

413

FIG.16

ENTONCES LA RED (V,EI,KS) OBTENIDA A P4RTIR DE (V,K,G) DE

LA FIG.16 SERA LA SIGUIENTE FIGURA, DONDE EL PRIMER NUMERO ES

SU CAPACIDAD INFERIOR Y EL SEGUNDO SU CAPACIDAD INFERIOR.
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RI_NAMIUMWRIKAS
!ARA Ml

C A P I T U L O I I I

APLICACIONES DEL TEOREMA	 MAX IMO

FLUJO-MINIMO CORTE

III.11 PROBLEMA DE FACTIBILIDAD

SUPONGAMOS QUE NOS DAN UNA. RED CAPACITADA, CON CIERTOS

VERTICES DESIGNADOS COMO FUENTES Y OTROS COMO SUMIDEROS, ASU-

MIMOS QUE CADA FUENTE REQUIERE ENVIAR, Y CADA SUMIDERO RECI-

BIR, ENTRE CIERTAS COTAS DADAS. L BAJO QUE CONDICIONES ES ES-

TO POSIBLE ?. PARA FORMALIZAR ESTE PROBLEMA, DAREMOS LAS SI-

GUIENTES NOTACIONES Y DEFINICIONES.
n

COTAS DE SUMINISTRO Y GASTO . -SEA (4 ,K ) 	 j'U/ je...t UNA

RED CON CONJ. DE FUENTES S CONJ. DE SUMIDEROS T, Y CONJ.  DE

VERTICES INTERMEDIOS R. ASOCIAMOS CON CADA te c5 LAS COTAS

	

ENTERAS DE SUMINISTRO ci (14) jjeK) TALES QUE o	 a ) ja (24')•

SIMILARMENTE ASOCIAMOS CON CADA aliE-T LAS COTAS ENTERAS DE

GASTO WVi) , (24) TALES QUE 0 �-_aive)i- 4(rt.j.

FLUJO FACTIBLE.- E= Dal UN FLUJO SOBRE (4 ,K) DE S A T

QUE SATISFACE LAS CONDICIONES:

a	 [IQ — 1,717 pfre) 214- e

(3.1)

acv)	 trei � kyr) lideer
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•

SE LE LLAMA FLUJO FACTIBLE Y A LAS CONDICIONES SE LES LLANA

CONDICIONES FACTIBLES.

NOTACION. -PARA SIMPLIFICAR LA NOTACION, SE ACEPTAN LOS

SIGUIENTES CONVENIOS. SEA ViiI/2 C I/ DENOTAMOS

(' Vi , 2 . )"=-: tilA2'1/ Vi) / 14 e- Vi 21,7 v„

I (fi, v. )	 	  Puf/ 74-)
24r1- V2

1-7 

f(v,uf)tz 2
C 

p(v1, wd-
d-zt

ADEMAS SI LA COTA a( ES DEFINIDA EN V IC V TIMEMOS:

a ( v i) _-_-	 (Vi))

el e-

DE ACUERDO A ESTA NOTACION TENEMOS QUE EL VALOR DEL FLUJO

qui), QUE ES EL FLUJO NETO QUE SALE DE LAS FUENTES; QUEDARA:
5-1

VO .=	 Lkbri, €217 ) ifrh 7/01

et c- 3 3-21

(3.2)	 [ p(s, )- s ) 7
e7-=



ksiV)-1(1/13)

O EN TERMINOS DEL FLUJO NETO QUE ENTRA A LOS SUMIDEROS

"V ft)	 1-£14 r) - 1-(-1 v )

LAS CONDICIONES DE FACTIBILIDAD QUEDAN:

(-77('1 S	 í ii) — AV;	 p (re	 cice—S

a (re )	 /{Vi re)— (w,	 it Crt .)- wc- E- 7-
(3.3)

PROBLEMA DE FACTIBILIDAD. —DADA LA RED (V,E) CON LAS FUEL-

TES S, SUMIDEROS T, Y DADAS LAS COTAS ENTERAS DE SUMINISTRO Y

GASTO. ¿CUALES SON LAS CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

TARA QUE EXISTA UN FLUJO FACTIBLE DE S A T?.

PARA DEDUCIR ESTAS CONDICIONES, LO HAREMOS MEDIANTE LA

CONSTRUCCION DE UNA RED AUXILIAR (v r'), EL LEMA 1 Y LEMA 12

QUE A CONTINUACION SERÁN DEMOSTRADOS.

RED AUXILIAR.tA PARTIR DE LA RED (V,K) DEL PROBLEMA DE

FACTIBILIDAD, CONSTRUIMOS LA RED (17,11 / ) AÑADIENDO CUATRO VER—

TICES V/tz	 ...f; -ce, coy u V	 Y EL CONJUNTO DE 'ARCOS

(4,5),(-ez, ․ ), (r,r), (T, W), (4,1), (i t tu), (.t,4)

Y EXTENDIENDO	 LA FUNCION DE CAPACIDAD K DE LA SIGUIENTE

42



MANERA:

q/t) -1(7/1)—deri) ,	 €7.1t•

c( ere' )	 "zie e- S

k i (vi;49 tr- 4(n)— tire) ,

43
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LEMA 1.-UN FLUJO FACTIBLE EXISTE EN (V,K) SI Y SOLO SI EL

VALOR DEL MAXIMO FLUJO DE u A td EN LA RED (V:K 4 ) ES G<CS)I-1217),

DEM.-SUPONGAMOS QUE F= 174w) ES UN FLUJO FACTIBLE EN (V,10
EXTENDEMOS F A FI NI DEFINIDA EN LOS ARCOS DE ( v:K) COMO SI-
GUE:

I	 = /No v)-i(v, r) — tve )	 fttle
pf v, 911)=-basrc .)	 gii6 S

-19-r---11V/70-/(74: - a (vid	 2/(6- T

tyw,r, “, ) - a c?/e)

09
e.cy -_-_. 4 (S )

f i (/'	rz /(3, v) -

//66'.7.4r. /bre/ rf (ve) vs-)1-.1/XV.

Lit

FIG.2



45

•

PODEMOS OBSERVAR QUE F i = n'id ES UN FLUJO DE 4 A GO EN

(V :IC ) "CUYO VALOR ES C(jt//r (0)t	 cr) Y ESTE ES nindo.
DEM .-SUPONGAMOS AHORA QUE F= ri leJj ES UN FLUJO MÁXIMO DE

W DE VALOR	 0((e) 1- a (T) ENTONCES
/ (21/	 r- (Vil

/.79fr, 1,0)	 a (ve)	 afte-

SEA	 rird	 F.!: 1*»L73 RESTRINGIDO A (V ,K) ENTONCES F ES

UN FLUJO DE .S A T EN (V 9 1C)	 CON LO CUAL TENEMOS

1-1( .0 ye ) 44, Wel) •=--	 v}-10411,4)	 gut 6 S

ea' al) t j(d/	 //Ve/	 A(v, gii)	 qfre s
Y COMO O �- )19 /C•dy w) /3(-749- 01(/t) / 4(c € 5	 OBTENEMOS

O( (9/C )	 p(rv,-)/ f(-4,	 )4?(-e-a,.), ve E s
so( 04)	 i(z; v) - /fr; 76) t.- ,(2(;) gez- e- s

QUE ES LA PRIMERA CONDICION DE FACTIBILIDAD (3.3)

EN FORMA ANÁLOGA SE LLEGA A LA SEGUNDA CONDICION DE FACTI-

BILIDAD (3.1)

/((ir76)-1(74;	 pele, ti)/ /TIC, , 021/-61 r

/(V, 71,9-/[24/ 	 a (2/4 /-	 Twe, _fi)	 7-

Y COMO 0 S- , / (TIC, -19 -4- 4 (21i)- ne,	 9Cre:

OBTENEMOS	 OCÚ149	 SU) /7(4(i> Id .4 ,b(2(g)	 7

QUE ES LA SEGUNDA CONDICION DE FACTIBILIDAD (3.3)
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OPERACIONALMENTE POR MEDIO DE ESTE LEMA 1, PODEMOS SABER

SI EXISTE FLUJO FACTIBLE EN (V,K), OBTENIENDO EL VALOR DEL MA-

XIMO FLUJO FI (tI4 EN (VI,K I ) MEDIANTE EL ALGORIMO DE FORD-FUL-

KERS01.

-SI 2/(f / ) -r a (s )1 a O ENTONCES F 1 RESTRINGIDO A (V,K) ES EL

FLUJO FACTIBLE.

-SI /09 slacs. ) i-Ct Cr) ENTONCES F YAuT1231d RO EXISTE.
LEMA 2.-UN FLUJO Fi- n itd-1 DE	 A CU , DE VALOR MAXIMO

Ti(f	 Path ) b acr ) EN LA RED AUXILIAR (V I,K EXISTE SI Y SOLO

SI SE CUMPLEN

du(s, 2-) .11- AT'(X,Z) ?, acr. 51)

7-L x ) t ki(xl )	 3° -x)
(3.4)

PARA TODA PARTICION X , 5( DE V., EN (V ,K).

DEM.-POR El TEOREMA NUM FLUJO-MININO CORTE F:= 1)61ES
MAXIMO CON VALOR 'X00 ---- ate) ta Cr) SI "Y SOLO SI LA CAPA-
CIDAD DE CUALQUIER CORTE ( X I ,	 DE (V; N I ) ES AL MENOS TAN

GRANDE COMO O( (S ) t O. C7-) . MEDIANTE ESTE RESULTADO PODEMOS

OBTENER LAS CONDICIONES (3.4) CONSIDERANDO LOS CASOS SIGUIEN-

TES PARA 11, CORTE (7e 9 2-i ) QUE RESTRINGIDO A (V,K) ES IRA PARTI-
CION	 , X •
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CASO' 1)	 € X I , Je ;7' LA PARTICION QUEDA	 X ` --r- u, 3yX

-g/= jul tia x ENTONCES

Atx, )77) r- k'Cloe	 ic it 57 D- kic-il ivh_A- 1 (4, • )

x' (x,i) f x i(x, )

4cr)iig,s40 id(s) fr/(3-1.)-«4)

	

fa7;59 17-x)	 - A-7x, x-)

acs) 1- ( 7-) Itiyer-rd

EN ESTE CASO SIEMPRE TENEMOS QUE

5{`)	 C5) i- ac r)

CASO 2)	 ,k', IC X' COMO de( • )= cát ENTONCES

lo(	 o0	 Y LA CONDICION TAMBIEN SE CUMPLE.

CASO 3) yi Gx* Je»	 LA. PARTICION QUEDA X I= idety-lejj U X

ituja7 ENTONCES

K ICX/Z0 X'(, w1	 )7) t re-4, )7) t-	 '(x,10) ?e- Á- (X/5 U

	

(S) I ait )j6T-29 	) t aC.7.9"-x'{xji)

tz Gas) f Cr- x) 7t Cr . )47) -a	 )56YerÁ---) fk7x, )1- )

	

a25. ) t acr ) t- je(cs..)-(-) x . icx	 — a Cr-x)

—7 X.'	 Za(cs) /- a Cr) SI Y SOLO SI

J.3 ( g. x--) f X i(X,	 ?- a Cr fi QUE ES LA. PRIMERA. DE . (3.4)
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CASO 4)	 71 LA PARTICION QUKDI:

5?1.17. 14,45q11/7.ENTONCES

KlOel VI) id (4/ 19 /al?, ;19 KT,y,	 k f(r, bv) YR"
7•

a 179 1 49( (á% 5 )	 x - a	 ) t- al,K0 x

= (7) 1-acc3 . 5c ) I- Pan) -dcs , x) fber. x) Xtex,x

= a(r) 41C3 ) f-b 0; 4 t k I(X, 5C) 0((g- X)

(XXI,	 a &r) ta C3)	 si Y soto: zi

h(nx) t-ic(sx,r) 3 ot Cs. x )

QUE ES LA . SEGUNDA DE (3.4).

DEL LEMA 1 Y LEMA 2, LLEGAMOS AL SIGUIENT E TEOREMA

TEOREMA DE FACTIBILIDAD 1. -UN FLUJO FACTIBLE EXISTE EN

(V 9E) SI Y SOLO.SI SE CUMPLEN (3.4)

p (s. ) t KC X,X)	 (1-(r-5?)

17( r• X) ?e-	 Éxi x")	 r- x )

PARA TODO CORTE ()( 9 7) DE (V,K)

EL CASO PARTICULAR EN EL CUAL SE REQUIERE QUE SE CUBRAN

LOS-GASTOS
 DE ACUERDO AL SUMINISTRO EXISTENTE, ES CONSIDERAN

DO C( (Vi )-= O 4b- eS,Y(Ye)	
oo elLt- r.

ENTONCES
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C OROL .•.-UN FLUJO	 Ziff 7 EN (V 9 K) QUE SATISFACE:

IPLU I v) ny, lb) )12,13 *c . e-

(ve 71 )- I («i, v) *. a (2e, ) oh ' C r
EXISTE SI Y SOLO SI SE CUMPLE

f()	 lc(x,	 c
-

PARA TODO CORTE (x	 ) DE (V9K)

CONSIDEREMOS AHORA. EL CASO 	 a c ut) , Wc. G T Y

(1 I c . ) = 00 / 26.- E S 9 TENEMOS EL SIGUIENTE COEOLanib.

COROL 2.-UN FLUJO EN (V IIC) QUE SATISFACE

)(W,V)-iCV,21€)	 cenit)	 teit-e-s

1--(v, 2b)— Ine,‘,v)	 heue	 ,	 &

EXISTE SI Y SOLO SI

( r. x)	 ()e/)? )	 0((s-x)

PARA TODO CORTE ( X 9 X) DE (V 9 10 .

ESTE COROLARIO PUEDE DEDUCIRSE TAMEN _A PARTIR DEL CORO-

LIRIO I. , INTERPRETÁNDOLO DE LA SIGUIENTE *AMERA; INTERCAMBI-

ANDO LAS FUENTES Y SUMIDEROS DE (V 910 9 INVERTIMOS LA DIREC-

CION DE TODOS LOS ARCOS, Y CONSIDERAR A o( 'COMO LA COTA DE

GASTO EN EL CONJ. S SUMIDEROS, Y h	 COMO LA COTA SUMINISTRO

EN EL CONJ. T FUENTES.

EL TEOREMA DE FACTIBILIDAD 1 PUEDE REESTABLECEMBE DE LA

SIGUIENTE MANERA:

(3.5)

(3.6)
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TEOR . 2 . -LAS CONDICIONES

A_ (la ) _- gyg g V) - IC V, dUi ) É fi(n) , 'Uf e S

a (re 1 5. PCvivi)- /I(y,, tt )	 b(vi) , Itt- 1- • r

SON FACTIBLES, SI Y SOLO SI

l

(

kW/ 1i) - I (V, Yi ) 7 PC/ 7h1 ) ti t 6- 37

/(147/3- l Ne, v) .4-1 S (ye. ) 1 w t 6 j...

1( elle/ 11) - 1(10/i) � 13 (Ve ) , «C&S

A (24 lit ) - /(3l„ v)? dnfe ) 1 we É- r

SON SEPARADAMENTE FACTIBLES.

pEpAingfrf:Jno
;CAS

111 . 2 APLIC AC ION A MATRICES

EL SIGUIENTE TEOREMA. PROVEE LOS CRITERIOR PARA LA EXISTEN-

CIA DE	 UNA MATRIZ NO NEGATIVA, CUYA SUMA DE RENGLONES Y SUMA

DE COLUMNAS ESTAR ENTRE COTAS DADAS, ADEMAS QUE LAS ENTRADAS DE

1tA MATRIZ SEAN ACOTADAS SUPERIORMENTE POR NÚMEROS ESPECIFICADOS.

TEOR . 3 . -SEAN o ip er c s gfi c• C=	 e * i »1	 c

3, y , ,	 n < Icezr?,. O CONSTANTES. SI EXISTEN MATRICES	 T1 1,, 7 Y

2ta 1	 QUE SATISFACEN:

ICC S r I -113.	 rti —4 b,J' . ^ OZ f ics ICCS

(3.7)
t ql

O t. f- tu-



ENTONCES EXISTE UNA MATRIZ rictij QUE SATISFACE
� E ft% tr 4-	 ,	 �_- b 	 o` 

	
ktr 43.8)

DEM.—SEA (V,X) LA RED, DONDE V= Ij X,r, - • • %ni/ 	 -	 Yin

K(/Ti, )=	 S= fl,t) 	 ifini FUENTES, T., j ya	 Yni
SUMIDEROS, Rz--• 9r . ASOCIAMOS CON CADA V LAS COTAS	 4. c" Y 13 .

CON CADA 9,3- , U,T -3HaJ-. ENTONCES UN FLUJO DE S A T ES UNA MA-

TRIZ Ctcri SATISFACIENDO ti	 frs	 key , UN FLUJO FACTIBLE

SATISFACE ADEMAS LAS PRIMERAS DOS DE (3.8). ENTONCES ESTE TEO-

REMA-2MS CONSECUENCIA INMEDIATA DEL TEOR.2.

111.3 PROBLEMA. DE LA. SUBDIGRAFICA

DIGRAFICA.—ES UNA RED NO CAPACITADA. ES DECIR, SIMPLEMENTE

ES EL CONJUNTO DE VERTICES	 Pie Jz.j-let Y EL CONJUNTO DE ARCOS

A= Ñu-, 7/4•	 7.5-G v7 C izx V . LAS DIGRAFICAS LAS DENOTARE-

MOS Ey/ /4 7 . LA SIGUIENTE FIGURA REPRESENTA UNA SUBDIGR&IIICA.

FIG.3

qls
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SUBDIGRAFICA.— UNA SUBDIGRAFICA DE UNA DIGRAFICA 11, A 7,
ES UNA DIGRAFICA 	 ) 4 147 TAL QUE Vw C V , 1,4 C A . LA

FIG. 3 REPRESENTA UNA SUBDIGRAFICA DE LA FIG. 2

412-

FIG.4

11/3

GRADO LOCAL . — EL GRADO LOCAL DE [Vi 4]' EN Qli € V SE

DEFINE COMO LA PAREJA e(vi) , e (fui) DONDE el fi) ES EL NU
MERO DE ARCOS QUE ENTRAN A fic' í(ye) ES EL NUMERO DE ARCOS

QUE SALEN DE

POR EJEMPLO, EN LA DIGRAFICA DE LA FIG. 3 , TENEMOS PA

RA CADA VERTICE LOS STES GRADOS LOCALES

•

e (i2)= 2

( 7/3 ) 7-7

e Cwy) = a

EL PROBLEMA DE LA SUBDIGRAFICA, CONSISTE EN DETERMINAR

CONDICIONES BAJO LAS CUALES [MI TIENE UNA SUBDIGRAFICA

rv„	 CON GRADOS LOCALES DADOS.



LA RESPUESTA ES QUE SI EXISTE, Y UNA DE. ELLAS ES LA STE. FIG.
nit

113

PERO rthA7 NO TIENE BILTBDIGRAFICA V14 AH	 CON LOS STES.

53

POR EJEMPLO, SEA TV,A3 DE LA FIG. 3. EXISTIRÁ UNA SUBDI -

GRAncA Ct/i4 A H TJ CON LOS STES. GRADOS LOCALES'

GRADOS LOCALES

e Cws) e 1, C •24)	 o

e4 C2/s. z t'té- CV23	 2

L 1:‘,C»)---- 2

C7/y )
	

Ctt Czly)
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NOTACION.-PARA SIMPLIFICAR, CONSIDIREMOS LA NOTACION STE:

fokhz De LALT DPSPuÉS 02 y

2(7).--z	 ly /ley»)	 U.cy A1 c	 am.r.	 11 1-1 Ja-7n-S-S

4 X	 ír /Cw; y )	 t'A] 4/2-co ---"eXe

(x)	 / (y, pr) s g texi Anca e 7r 6- X3

CONSIDIREMOS EL STE. PROBLEMA QUE ES MAS GENERAL QUE EL

PLANTEADO ANTERIORMENTE.

PROBLEMA .-SEA Uvati UNA DIGRAFICA, ASOCIAMOS CON CADA gt6-I(

CUATRO FUNCIONES ENTERAS	 - c(1211) .; fini,)	 - a Cu;) 4C217)

QUE SATISFACEN o	 C210	 Y o 0(1211)

DETERMINAR CONDICIONES BAJO LAS CUALES L-1/ 1 4 	TIENE UNA SUB- •

DIGRAFICA	 rtIN' 4 .0 J CON GRADOS LOCALES eamb) r Cut ("Vi )

QUE SATISFACEN:

aczít) _4 e ,t cuí)	 4czif

<eme) � cacte() L "tu()
	 (3.9)

PARA ENCONTRAR LAS CONDICIONES, CONVERTIREMOS SI PROBLEMA

EN UN PROBLEMA DE FLUJO Y APLICAREMOS EL TEOREMA DE FACTIBILI-

DAD 1.

A PARTIR DE D/143 CONSTRUIMOS LA RED (VIK I ) CON DOBLE NUME-

RO DE VERTICES, PERO EL MISMO NUMERO DE ARCOS QUE ni/ A J 7 DE

LA STE. MANERA:

A	 ffi (1-. ) ss rw A Jiu> Y
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—A CADA	 e- V LE CORRESPONDE gir Y (24 u (1 V

—A CADA ARCO ( , ) e A LE CORRESPONDE EL ARCO ( I /kr ) EN

(V 1,K ) CON CAPACIDAD UNITARIA/ ( 4( 1 , Vali )=1.

EN (V I,K • ) SEAN LAS PRIMAS FUENTES S Y LAS DOBLES PRIMAS

SUMIDEROS T. IMPONEMOS PARA CADA ede IG S LA PRIMERA CONDICION

DE FACTIBILIDAD ( 3 .1 ) , ES DECIR, QUE EL FLUJO QUE SALE DE ga
ESTA ENTRE 1;<:¿ 71( ) Y p(211) « SIMILARMENTE PARA' CADA. 1.6/16r IMPO-

NEMOS LA SEGUNDA CONDICION DE FACTIBILIDAD (3.1) , EL FLUJO

QUE ENTRA EN •V'ESTA ENTRE a(r-n) 4C74-9 .

POR EJEMPLO, (V IX ) DE [Zig DE LA. FIG. 1 QUEDARA'

eity

FIG.6

DE UN FLUJO FACTIBLE F= risji DE S A T EN ( V 1, S ) PODEMOS EN-

TRESACAR UNA SUBDIGRAFICA CV14 1A sti QUE SATISFACE ( 3 . 9 ) , CONSIDE-

RANDO  ( °tic	 ) A ij SI T SOLO	 )	 . INVERSAMENTE

UNA • SUBDIGRAFICA rus, , Lid QUE SATISFACE ( . 9 ) PRODUCE UN FLU-

JO FACTIBLE EN (V ; ) --POR LO TANTO, SEAN (/CSY WCT (.7 Y W
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SUS RESPECTIVOS COMPLEMENTOS EN 5 Y T, SE SIGUE DEL TEOREMA DE

FACTIBILIDAD 1 QUE LA SUBDIGRAFICA rViti Aya EXISTE SI Y SOLO SI.

fi(j)f/CUIR.72/	 (3.10)
p/944 rtr00 u cs,W C

404 tica,Q2 ?-a(u)	 (3.11)

DONDE // DENOTA CARDINALIDAD.

ESTAS CONDICIONES PODEMOS SIMPLIFICARLAS, HACIENDO DEPEN-

DER DE UN [MICO CONJ. DE LA STE. MANERA:.

DADO(6(C S" 38A,

M1	 ÍZ"C7/612/1 <C v, wev/
PARA ESTE PAR U tY1

	  sab hit9, / Cu, qz, 9 /.16"e ACu)
MINIMIZA é c w) Je/ Caí 147)i PARA TODO %Y C T, ENTONCES OJO QITEDA-
EA

s://k) i4ú4-9, /ctt, 2d9/ J .g(l)
fle"ÉALC4

PARA rODO C1 C S

SIMILARMENTE 0.10)3 REDUCIDA A

(3.12)    

	 ala 1	 /c7il, 07/7 a (0)
TICG 19(vV)

PARA TODO Vir c_

IODO ESTO QUEDA ESTABLECIDO EN EL SIGUIENTE TEOREMA

(3.13)
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TEOR . 4 . -SEA r1,A7 UNA DIGFLAFIC A QUE A CADA Wc Y LB ASO-

CIAMOS LOS ENTEROS atm:),	 , Cut), fati) TALES QUE

O 42 (vi) L t4 ni!) Y O �-4 1211.) 4)01.) ENTONCES	 TIE-

NE UNA SUBDIGRAFICA CW' iA ti7 CUYOS LADOS LOCALES el, ne )

¿p C SATISFACEN

Job) �	 cd2b) � 4(2/1)
a(ib) É t'u C211) --I(}6)

SI Y SOLO SI, PARA TODO X C. Y TENEMOS

«Cx) 	  UW

A-CX)
16(1),/(X, 5)1

(3.14)

acx)     
ECK)  

CONSIDEREMOS  BN EL STE . TEOREMA, EL CASO ESPECIAL DONDE

LOS GRADOS, LOCALES SON BSPEC IFIC ADO S EXACTAMENTE , ES DEC IR

a cw, )	 (w t) Y «79te)-t-- fiC213

TEOR . 5 . -LA DIGRAFICA TuA3 TIENE UNA SUBDIGRAFICA	 Ami
CON GRADOS LOCALES e,„ (Ye rr 6 (26)	 / hIr (211).--z at (VI )	 O

SI Y SOLO SI, PARA TODO x c y TENEMOS

a(V) r_4(v)

ity/3/ilv),/(x,9)/7
ye Acx)

(3.15)



58	 BIBLIOTECA

‘,159
..	 DE CIENCIAS EXACTAS •

Y NATURALES
asacitumnimmRARA MI

DEM . -UNA CONDICION NECESARIA PARA QUE PIE, 4u7 EXISTA ES

QUE cx(v)rb(v) , QUE EN (1:1C P ) SERIA

«CC) 6Cr)
	

(3.16)

ESTA CONDICION JUNTO CON (3.11 ) IMPLICA (3.10) YA ,QUE

«Un filw,it-)1/a(17)10aci)-4cvii)
?accr)-(14))

b Cr) - ICIA4
6n)

QUE ES (3.10) CON af-zzig Y a=
ENTONCES (3.16) Y (3.11) SON CONDICIONES NECESARIAS Y SU-

FICIENTES. DE ACUERDO A LA. DISCUSION DEL TEREMA 4, (3.11) EN
TERMINOS DE UN SOLO CONJUNTO, QUEDADARA:

41 (a )	 P(91/2

	

ele Ata)

	 vi') /7

TAL QUE	 v c S

QUE CON a X ,	 9(Y ES LA SEGUNDA CONDICION DE TEOREMA.

COMO CONSECUENCIA DEL TEOR4.2 IT-BNEMOS

TEOR.6 . -SI LA GRÁFICA Ríe A j TIENE SUBDIGRAFIC AS tviothij
Y rvo/A t) TALES QUE a (wz) s eiroo,	 Péket-	 Y

eit)	s_ A /2/d) a(2c)	 Cw, ) DONDE ©S. a fié )	 04 )9

oG a ¿u, 3 É h (1.11 .) ENTONCES cv,A7 TIENE UN SUBDIGRAFICA
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rvc / 4 4:1 TAI, QUE

a Cut')	 ec	 ¿¿Cu,)

ouw()	 ¿c cut,)	 gh",)

111.4 SISTEMA DE REPRESENTANTES

SISTEMA DE DISTINTOS REPRESENTANTES. -SEAN /En
SUBCONJUNTOS DE UN CONJUNTO DADO E= fei	 emj. UNA LIS-
TA DE ELEMENTOS DISTINTOS DE E, D=	 en,'	 TALES

QUE efi.  G Es SE LB LLAMA, SI STEMA:,DE DISTINTOS REPRESENTAN-
TES DE es, -	 En

	TEOR . 7 -SEAN	 AY	 19,‹	 K j . . . p	 SATISFACIENDO

O5_ cric /3 A- „	 ENTEROS ASOCIADOS  C ON UNA PARTICIÓN

Ft/ .	 43	 DEL CONJ. DADO e = I et ,	 , ende LOS

SUBO ONJ Est 	 en DE E TIENEN UN SISTEMA 101 DISTINTOS RE-
PRESENTANTES D SATISFACIENDO 	 dé(' '‘• -/ 0- Pie	 jex

	

e ij	 SI Y SOLO SI

/(f),A) (ve wEs) te-y  
(3,17)    

kc y í jc_w jv 	 /
(1 Pic ) , ( 0 ) 3 vil—

0(K.

/c

(DONDE • INDICA INTERSECCION Y / 7 CARDINALIDAD DE CONJUNTOS)
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SE SOSTIENEN PARA TODOS LOS SUBCONJUNTOS X C	 f

Y WC f i . — • / 11 7.
DEM . -ESTE PROBLEMA LO TRANSFORMAREMOS A UN PROBLEMA DE

FACTIBILIDAD, DE LA SIGUIENTE MANERA; 5.2 922 . . . pg, ,T 9

li= e, - • • i ern 7 Y T. fEz . . en 3 LOS • VÉRTICES DE LA RED
( V 9X) V=S U RUT, CON FUNCIONES DE CAPACIDAD

X61)4rei)::--- 2	 s t r soto si e2c•igh

ec E La-KC et, Ediz_-_45.0 ce 1, /1 //

A.0	 P-4..) cod anz_ed CA-8 o S

CON CADA /2.	 ASOCIAMOS LAS COTAS i(liz	 , 'A , SIMILARMEN-
TE SE REQUIERE QUE EL FLUJO QUE ENTRE EN Ej. SEA PRECISAMENTE

LA UNIDAD, ES DECIR a c tr ) =	 . GRAFICAMENTE

RIG.7
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•

DELA DEFINICION DE S, ICONO	 /209	 ES UNA PAR-

TIC ION DE E, SE SIGUE QUE LA CONTINUIDAD DEL FLUJO 	 A TRAVES DE

CADA ee & x, ES A LO MAS LA UNIDAD. ENTONCES UN FLUJO FACTI-:

BIE 1":= C/4/3 1Z S A T ESCOGE UN CONJUNTO

o = í	 fcs,	 < (e c., 7./ 1 7
QUE CUMPLE CON LAS HIPOTESIS DEL TEOREMA.

INVERSAMENTE, DADA D SATISFACIENDO LAS SUPOSICIONES DEL

TEOREMA, PODEMOS DEFINIR UN FLUJO FACTIBLE F. ['tez 7 DE LA SIGUI-

ENTE MANERA

L si el. CD-Pm

/l'AM=	 O Ps orriA"-~-1/7-4

I (u, Ea
s e t 6' Ej

0 02 o 7,24 taxi:ex/4

ENTONCES SI PROBLEMA DE FACTIBILIDAD EN (V,K) ES nummEN-
TE ALA EXISTENCIA DR D REUNIENDO LOS REQUISITO DEI TEOREMA Y

POR LO TANTO, PODEMOS APLICAR EL TEOREMA DE RACTIBIIIDAD 1. SEA

()<,7) UN CORTE EN (V,K) Y LOS CONJUNTOS

g :7. Y,	 11-X= p	 F. -= U/

77--	 /2-	 =	 7



FIG.8

•

GRAFICAMENTE
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5
ENTONCES LAS CONDICIONES (3.4) DEI TEOREMA DE FACTIBILIDAD

QUEDARAN:

y(7) fk(x,50	 /w/	
(3.18)

47/	 xcxix- )	 cC(Y)
COMO R(U I ET)ro0 , 1AS CONDICIONES SE SOSTIENEN AUTO-

MATICAMENTE, A MENOS QUE (X I I) NO CONTENGA ARCOS DE R A T.

ENTONCES, ATENDEREMOS A ESTE TIPO 11E PARTICIONES, TALES QUE

kkekV ) Cli 1PERO COMO (3.18) SON INDEPENDIENTES .71E Z, ES SUFI-

CIENTE SELECCIONAR	 BC0/) ENTONCES TENEMOS:

CX/i) C	 /C = f40da(w)

CONSECUENTEMENTE UN FLUJO FACTIBLE DE S A T EXISTE, SI Y SOLO
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4(X) . a tkv)/	 »N/-13(7)

14(x).	 0(O')- 1W)

XCS ,1/4/Cr,
REEMPLAZANDO »TV =n- /w/

n:ff4.,L13TECA
Jr L'INCM EXACTAS

Y NATURALES
HIJO&

• ...,::10.haalit

	

.fic7)-= E	 ,	 Pk. 8(w):: e/t.:1-

	

te-37 	 k Y	
d-c_vtl

I1EGAMW A LAS CONDICIONES DEI TEOREMA.

III .5 PROBLEMA DE ASIGNACION DE EMPLEOS.

	

SM Cr.-- R./	 Ám EL CONJT. DE ASPIRANTES A OCUPAR LOS

EMPLEOS DISPONIBLES E s= /.i; E2/• • • , En I . CADA ASPIRAN:Cr

TE RA SIDO CALIFICADO, COMO APROPIADO O NO APROPIADO PARA CADA

UNO DE LOS EMPLEOS.

EL PROBLEMA CONSISTE EN DETERMINAR LAS CONDICIONES NECESA-z

RUS Y SUFICIENTES, PARA ASIGNAR TODOS LOS EMPLEOS DISPONIBLES A

ASPIRANTES APROPIADOS, Y COMO SE HACE TAL ASIGNACION.

NOTACION . —SEA W C £ DENOTAMOS Cl (w) st CONJ . n ASPIRAN-

:1 TES QUE SON APROPIADOS PARA Al MENOS UNO DE LOS EMPLEOS W

acvv)-= 1.4e E- a bit. cs	 Ata., Etc IN 7 (3.19)
ESTE PROBLEMA DE ASIGNACION, LO PODEMOS PLANTEAR COMO UN

PROBLEMA DE FACTIBILIDAD, DE LA SIGUIENTE MANERA:
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-LA RED (V ,K) ES v.augy LA FUNCION DE CAPACIDADES IC ES

/ s i A-c l 2s 4.2.20fias o P4,113 £j
(3.20)

O sm orno tosa

-LAS CONDICIONES DE FACTIBILIDAD SON

Ct C4 g	 o	 Y "Cwejr...-1	
(3.21)

a( Ez,r) .L.	 C as )	 - -i
SI EXISTE UN FLUJO FACTIBLE Fr-- tind DE a A-e 'EN (V,K)

ENTONCES EXISTE LA SIGUIENTE ASIGNACION; f j ' SE ASIGNA A A- C

SI Mit,	 • ALA INVERSA, SI EXISTE UNA ASIGNACION DE TODOS

LOS EMPLEOS DISPONIBLES CON ASPIRANTES.CAPROPIADOS ENTONCES,

p(Ac, Es) I CUANDO Es SE ASIGNA A Ai ES UN FLUJO FACTIBLE DE a
A E EN (Va). _

POR El, TEOREMA DE FACTIBILIDAD 1 TENEMOS QUE UN FLUJO FAC-

TIBLE EXISTE, SI Y SOLO SI

"a"	 / ex , x--)	 /e• X/
	

(3.22)

/k-tx/	 jeice i) ?_	 (3.23)

,PARA TODA PARTICION X pf DE V.

CONSIDIREMOS	 C • X -=	 C•it-	P-X z.7.147

7-= w (3- 23 ) SMCPRE SE CUMPLE, Y (3.22) QUEDA
1 (7 /tu/ ku)/,?, /Oil PARA TODO Ue a, W C E .PAGA HACERLA
DEPENDER ÚNICAMENTE DE UN SOLO CONJ.?. CONSIDIREMOS

fi	 POR LO TANTO (3.22) QUEDA
rarw) ?. /w/ PARA TODO tAl C r
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DONDE /(a,w) / ES EL MERO DE ASPIRANTES QUE SON APROPIADOS
PARA Al MENOS UNO DE LOS EMPLEOS DEL CONJ.  W .

/ a CW)1 �- /rtr f PARA TODO w C 2_
(3.24)

TEOREMA 8 . -EL CONJ.  DE EMPLEOS C fej,	 41 7 PUEDE
SER LLENADOS POR X& C ONJ . DE ASPIRANTES	 , 4 m
SI SOLO SI

jw/ iacw ) / PARA TODO
DONDE / / INDICA CARDINALIDAD.

cÇ .
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