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INTRODUCCION

HOY EN DIA, NUE3STRA SOCIEDAD ESTA REGIDA POR REDES:
REDES DE TRANSPORTE; REDES DE COMUNICACION; REDES DE DISTRI-
BUCION DE AGUA, GAS, DRENAJE, ENERGIA ELECTRICA, PRODUCTOS DE

Fl

CONSUMO, ETC. BS POR ESTO, :QUE BL ANALISIS MATEMATICO DE TAw
LES REDES, HA EMPEZADO HA SER ESTUDIO DE FUNDAMENTAL TMPORTAN-
CIA. DE AHI, LA RAZON DEL PRESENTE TRABAJO DE TESIS.

' CONSIDEREMOS EL SIGUIENTE PROBLEMA: ™ UNA FABRICA
(-¢:) QUIERE ENVIAR ALGUNAS CAJAS, A UN MERCADO ( #/s), Y TIE-

NE VARIOS CAMINOS PARA HACERLC, COMO LO MIESTRA IIA FIGURA,_
7 : Yz

x7d

L4

EL NUMERO QUE APARECE EN CADA CAMINO, ES LA CAPACIDAD MAXINMA
DE CAJAS QUE PUEDE PASAR. ; CUAL ES LA CANTIDAD MAXINA DE CA-
| JAS, QUE PUEDEN SER ENVIADAS DE (% ) A ( %r), A TRAVES DE Ia
RED, SIN EXEDER LA CAPACIDAD DE CADA UNO DE LOS CANMINOS ?.



LA RED PUEDE REPRESENTAR CALLES DE UN SOLO SENTIDO,
Y EL NUMERO,LA CAPACIDAD MAXIMA DE VEHICULOS QUE PUEDEN PA-
SAR POR HORA, POR CADA CALLE. ENTONCES SE QUIERE ENCONTRAR EL
FLUJO MAXINO DE VEHICULOS POR HORA, QUE PUEDEN IR DE Z A Y.
| TAMBIEN LA RED DE LA FIG. PUEDE REPRESENTAR UNA RED
DE DISTRIBUCION DE AGUA POTABLE, DE LA FUENTE @ A %s ( Us
PUEDE REPRESENTAR UNA COLONIA ), Y LOS NUMEROS, LA CAPAGIDAD

MIMA DE CADA TUBO ETC.

"~ EN EL PRIMER CAPITULO DE LA TESIS, SE CONSTRUYE LA
HEMIENTA NECESARIA, PARA RESOLVER EI- PROBLEMA FLANTEADO.
ESTA HERRAMIENTA, CORRESPONDE A ANALISIS COMBINATORIO Y TEO-
RIA DE GRAFICAS. ESTE CAPITULO CONTIXENE -LO SIGUIENTE:

-3E DEFINEN LOS CONCEPTOS ?UNDAEENTALES; RED CAPACITADA, FLUJO

SOBRE REDES, CORTE Y CAPACIDAD DE CORTE. ‘
-SE DEMUESTRA EN FORMA CONSTRUCTIVA, EL, TEOREMA CENTRAL DE LA

 PESIS.
TEOREMA MAXTMO FLUJO-MINTMO CORTE.-"EN UNA RED CAPACI~ "
‘DA, EL VALOR MAXIMO DE UN FLUJO, BS IGUAL A LA GAPACIDAD
MINIMA DE UN CORTE.*
~SE DEDUCE EL ALGORITHO DE FORD-FULKERSON, PARA ENCONTRAR FLU-

JOS WAXIMOS EN UNA RED DADA.




A

EN EL SEGUNDO CAPITULO, SE ANALIZAN REDES MAS AMPLIAS,
PARA DAR SOLUCION A PROBLEMAS MAS REALES. Y SE DAN METODOS PARA
REDUCIR UN PROBLEMA DE FLUJOS, SOBRE ESTE TIPO DE REDES, A UN
PROBLEMA DE MAXIMO FLUJO, PARA ASI APLICAR EL ALGORITMO DE FORD
Y FULKERSON. AQUI SE ANALIZA:
—LA RED CON FUENTES Y SUMIDEROS MULTIPLES. ANALIZA,POR EJEM. EL
FLUJO SOBRE UNA RED DE DISTRIBUCION DE AGUA POTABLE, CON VARTAS
PILAS ABASTECEDORAS, PARA CONSUMO DE VARIAS COLONIAS, TERMINA-
IES EN LA RED. |
~LA RED CON CAPACIDAD EN LOS VERTICES. PUEDE ANALIZAR, POR EJEM.
EL FLUJO DE UNA RED DE CARRETERAS, CON CAPACTDAD MAXTMO DE TRA-
FICO Y LOS VERTICES REPRESENTAR CIUDADES, QUE TANMBIEN POSEEN
UNA CAPACIDAD INTERFA DE TRAFICO.
-EL FLUJO MINIMO EN RED CAPACTTADA INFERIORMENTE. EN MUCHOS PRO-
BLEMAS DE REDES,SE NECESITA ENCONTRAR EL FLUJO MINIMO SOBRE UNA
BED,SUJETO A CAPACIDADES INFERIOEES.
-EL, FLUJO MAXIHO Y EL FLUJO MINIHO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y
SUPERIORMENTE. EN.ESTA RED PUEDE SER POSIBLE, QUE NO EXISTA FLU-
30 QUE CUMPLA CON TAS CAPACTDADES, AQUI SE DA EL METODO PARA EN-
CONTRAR EL FLUJO MAXTMO O EL FLUJO MINIMO, EN CASO DE QUE EXIS-

TAN



_EL FIUJO HAXIMO Y PLUJO MINIMO CON GASTO EN LOS VERTICES. POR
. L0 GENERAL, EN LAS REDES SE CUENTA CON VARIAS FUENTES, QUE
PUEDEN SUMINISTRAR FLUJOS, ENTRE CIERTAS COTAS DADAS, ADEMAS
EN. LOS VERTICES RESTANTES, SE PRODUCEN GASTOS, TAMBIEN ESTINA-
DOS ENTRE GIERTAS COTAS DADAS (INCLUSIVE EL GASTO CERO). CON
ESTE ANALISIS, SE PUEDE ENCONTRAR (SI ES QUE EXISTE) EL FLUJO
MAXIMO QUE SATISFACE LAS COTAS DE SUMINISTRO Y GASTO, O EL
FLUJO MINTHO QUE SATISPACE TLAS MINTMAS NECESIDADES DE GASTO Y
SUMINISTRG ETC. |

EL TERCER CAPITULO, CON EL TEOREMA DE FACTIBILIDAD,
SE DEDUCEN LAS CONDICIORES NECESARIAS Y SUFICIENTES, PARA LA
EXISTENCIA DE fLUJos,ﬂSUJsmo A CIERTAS COTAS DE SUMINISTRO Y
COTAS DE GASTO. Y SE DAN LAS SIGUIENTES APLICACIONES A COMBI-
NATORIA: | | |
~APLICACTION A MATRICES. SE OBTIENEN CRITERIOS PARA LA EXISTEN-
CIA DE URA WATRIZ KO NEGATIVA, CUYA SUMA DE RENGLONES Y SUMA
DE COLUMNAS, ESTAN ENTRE COTAS DESIGNADAS, ADEMAS LAS ENTRADAS
DE LA MATRIZ SEAN ACOTADAS SUPERTORMENTE POR NUMEROS ESPECT-
'FICOS. | | |
~PROBLEMA DE TA SUBDIGRAFICA.-CONSISTE EN DETERMINAR, CONDICIO-
BAJO LAS CUALES, UNA DIGRAFICA TIENE UNA SUBDIGRAFICA, CON



NUMERO DADO DE ARCOS QUE ENTRAN Y NUMERO DADO DE ARCOS QUE
SALEN, DE CADA UNO DE LOS VERTICES.
~SISTEMA DE DISTINTOS REPRESENTANTES. ESTE ES EL FANOSO TEO-
REMA DE P. HALL, MEJOR CONOCIDO COMO EL TEOREMA DEL MATRIMO-
NIO. |
—PROBLEMA DE ASIGNACION DE EMPLEOS. SE DEDUCEN LAS CONDICIO-
NES NECESARIAS Y SUFICIENTES, PARA ASIGNAR UN CONJUNTO DE
EMPLEOS DISPONIBLE§, A ASPIRANTES CALIFICADOS COEO APROPIA-
DOS O NO APROPIADOS PARA CADA UNO DE LOS EMPLEOS.

EL PROBLEMA DE FACTIBILIDAD Y PROBLEMA DE ASIGNA
CION DE EMPLEOS, SON ANALIZADOS TAMBIEN POR METODOS DE PRO-

GRAMACION LINEAL.
CON ESTE TERCER CAPITULO SE CONCIUYE EL TRABAJO

DE TESIS.




FLUJOS SOBRE REDES

I TEOREMA MAXIMO FLUJO-MINIMO CORTE
I.1 DEPINICIONES BASICAS
1.2 TEOREMA MAXTMO FLUJO-MINIMO CORTE
1.3 ALGORITHO DE FORD-FULKERSON
II AMPLIACIONES DEL TEOREMA MAXINMO FLUJO-MINIMO GORTE
II.1 RED CON FUENTES Y SUMIDEROS MULTIPLES
II.2 RED CAPACITADA EN ARCOS Y VERTICES
IT.3 FLUJO MINIMO EN RED CAPACITADA INFERIORMENTE
1I.4 FLUJO MAXINO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y
SUPERIORMENTE '
II.5 FLUJO MINIMO EN RED CAPACTTADA INFERIOR Y
- SUPERIORMENTE
T1.67FLUJO MAXIMO Y FLUJO MININO EN RED CON GASTO
EN 10S VERTICES |
IIT APLICACIONES DEL TEORENA MAXTEO FLUJO-MINIMO GORTE
-IIT.1 PROBLEMA DE FACPIBILIDAD
IIX.2 APLICACIONES A MATRICES
IT1.3 PROBLEMA DE LA SUBDIGRAFICA
IIT.4 SISTEMA DE REPRESENTANTES
I1I.5 PROBLEMA DE ASIGNACION DE EMPLEOS



CAPITULO I
TEOREMA MAXIMO FLUJO MINIMNMNO CORTER
I.1 DEFINICIONES BASICAS

VERTICE,.-ES UN PUNTO EN EL PLANO, O SIMPLEMENTE UN ELEMEN-
70 DE UN Qommm

LADO.-ES UN PAR NO ORDENADO DE VERTICES, QUE INDICA CONE-
XI0N ENTRE DICHOS VERPICES. POR EJEMPLO EL LADO /v,w §{ INDICA
QUE LOS VERTICES v Y w ESTAN CONECTADOS ENTRE SI.

ARCO,.-ES UN PAR ORDENADO DE VERTICES,QUE IRDICA DIRECCION
Y CONEXION. POR EJEMPLO EL ARCO (v,w) INDICA CONEXION DE v A w.

' CADEFA DE v A w.-ES UN CONJUNTO ORDENADO DE LADOS DE LA SI-

GUIENTE FORMA /f'% Vifs JVir 2l - e ) U, OF 10023, 00 - s g’-zm,w"}]
DONDE 70DOS LOS VERTICES SON DISTINTOS. POR STMPLICIDAD LA CAH®
DENA TAMBIEN SB DENOTA 27> v:-» ¥z~ - ceop 97:-—7_ Vi U s W,
| CAPACIDAD DE ARCO.-ES UN ENTERO KO NEGATIVO QUE SE LE ASIGS
NA A CADA ARCO. .

RED CAPACITADA.-ES UN PAR (V,K) DONDE V= 7% t:i_xiss EL
CONJUNTO FINITO DE VERTICES, Y K ES L& FUNCION ENTERA
K+ VXU-> F U1 QuE SATISFACE A(vv)=( PARA TODA 77c V.
VXV ES EL CONJ. DE ARCOS, K(v,w) ES LA CAPACIDAD DEL ARCO
(v,w)EVIV. X(v,w)=0 INDICA QUE NO HAY CONEXION DE v A w.



BJEM 1.~SEA TA RED (V,K) DONDE V= ¢ e, 22, 23, ¥4 f

K( Ly, V2 )=5, K(% , ?3)=3, K( 72, % )=3, K( 2%, 72 )=2,

K( a5 4 v4)=5, K( 72, ¥4)=4, K(%, Z; }=0 EN OTROS CAS0S. GRA-

FICAMENTE LA REPRESENTARENOS
Yy

‘94 FIG. 1

MATRIZ DE CAPACIDADES.~OTRA FORMA DE REPRESENTAR LA FUN-
CION k:vxy —> '/fe7, BS MEDIANTE LA MATRIZ nxn K= [/cor/
DONDE Key=K{( % o %z)y, o0 = L2, ~=n, 7.

—

EJEM 3,.-DEL RJEM. ANTERIOR LA MATRIZ DE CAFACIDADES ES:

0.530_

o 0o 3 4

K = 5
c 2 O

. O
oo O 7

EJEM 3.-EN LA PIG.1 2i—%—>%—>% Y 1% - %2> ¥y
SON EJEMPLOS DE CADENAS DE 97 A 2% .
'~ FLUJO SOBRE LA RED (V,E).~DEL CONJ. V DISTINGUIREMOS DOS
VERTICES 74,7 €¥ Y LES LLAMAREMOS FUENTE Y SUMIDERO RESPECTI-
VAMENTE, Y A LOS RESTANTES, VERTICES INTERMEDIOS. UN FLUJO SO-
BRE (V,X) DE 71 A % ES UNA FUNCION f: VX/~>Z7/QUE SATISFACE:



%] DE CIENCIAS EXACTAS
3 = Y NATURALES
R CRARDELA
' qr ac o=t
1) Z I)’#(W;%')“‘}Z(WJF:W)]: Ly ar (=4 (1.1)
J ) -

o a C#£Lr#

LA CANTIDAD 7 >0 SE LE LLAMA VALOR DEL FLUJO £ Y SE DENO-

. () .
i) ¢ & f(2e, %) & k(v vp) - (1.2)
ARCO SATURADO.-A (7%, ;) SE LE LLAMA ARCO SATURADO SI

CUMPLE QUE Llre, 95 )= K(V0,05) .
EJEM 4.-SEA (V,K) LA RED CAPACITADA DE LA FIG. ) ENTON-

CES: Jl1m,92)=S, f2,1)=2, p(va,75)=2, {%/,3’7‘)-251/(@%2’?):4
Jovi.%)=0 EN LOS OTROS CASOS, ES UN FLUJO SOBRE (V,K).
GRAFICAMENTE -

V3 ,
- VALOR DEL FLUJO= [(va,%3) + MW, ) r f(%2,Vy)= 57220 =7,

ADENAS (7 ,72) ES UN ARCO SATURADO..

MATRIZ DE FLUJO.-LA MATRIZ DE FLUJO, ES LA MATRIZ nxn
F=[pcaf DONDE Qe = plve, %) j €,0=£,2,400; 7



EJEM 5.-LA MATRIZ DE FLUJO DEL EJEM. ANTERIOR ES

r ) ]

5

CQ NP
G A wWo

O
O
Q

o 0 © O

EL VALOR DEL FLUJO zr(,eL) ES LA DIFE%JENCIA DE LA SUMA DE LAS
ENTRADAS DEL PRIMER RENGLON Y LA SUMA DE LAS ENTRADAS DE LA
PRIMERA COLUMNA.EN ESTE CASO 2 (f)= Z+0=F.

ZERO FLUJO.-ES EL FIUJO  f, /=0 (,0=4,2,- -0
CLARAMENTE 27(2)=0. '

EL FLUJO Y CAPACIDAD DE FLUJO PODENMOS REPRESENTARLOS EN
UNA MISMA GRAFICA, MEDIANTE DOS NUMEROS ASIGNADOS A CADA UNO

DE LOS ARCOS, DONDE El. PRIMERO REPRESENTE EL FLUJO SOBRE ESE
ARCO Y EL SEGUNDO SU CAPACIDAD. POR EJEN. DEL EJEM 1 Y EJEM 4
TENEMOS:

Vs

CORTE DE UNA RED,-UN CORTE DE UNA RED (V,K) CON RESPECTO
A L0S VERTICES 92 Y %» (FUBNTE Y SUMIDERO) ES UNA PARTICION

DEL CONJ. V EN DOS CONJS. Vi Y Vn TALES QUE Pec iy y Ve Vh.
LA CAPACIDAD DEL CORTE (Vr, V») ES EL NUMERO



' (v ) K] (.3
Uce s
VreVn
EJEM 6.-EN LA PIG.1, Vi =47%,%, %] Y V4=4%fES UN CORTE
| v

K(Ve,Vg)s K (o, ) ¢ KW, 0) r K030y ) = 7

1 . EN La MATRIZ DE CAPACIDADES K PODEMOS OBTENER ESTE BESUL-
PADO, SUMANDO TODAS TAS ENTRADAS ¢y , QUE SE ENCUENTREN EN
EL RENGLON ¢ TAL QUE m‘él? Y LA COLUMNA 7 TAL QUE 75 e V2.
sunlox 30
~ % |0 o 3 @
>, 7|0 2 ) @
0
wlo © 0O

= K(ve, V#)'—; 7

CUYO VALOR ES: { {
i-‘?fl. Y Uz U,
ulo B 3]
z 4
% |0 0 => 1K (ve,Ve) =12
..._.Dqé o @ 0|5 T
7 o 0 O O




CADENA AUMENTADORA .+ES UNA CADENA DE.LA FUENTE ¥z AL

VERTICE 73, - 92,5 % —e«e— Ues Vi S Ug—> o 00 =2 Vp 7z,
CON LA PROPIEDAD DE QUE CADA LADO 777, 7} POSEA EL ARCO (7%, %)
NO SATURADO, O EL ARCO (77,2:) CON FLUJO DISTINTO DE CERO.

EJEM 8.-SEA LA RED (V,K) CON EL FLUJO ESPECIFICADO
i z3 \313 q/‘s‘

i —>Ua—> Yo—> 7z >y -3 ES UNA CADENA AUMENTADORA DE 27
A7; (PUENTE Y SUMIDERO) TAL QUE 47,737 POSEE EL ARCO (75,%:)
¥A QUE 2(%,7:)=2# 0 , Y 105 LADOS RESTANTES 170, % ? POSEEN
(v, %) YA QUE SON NO SATURADOS:

SE LE LLAMA CADENA AUMENTADORA, YA QUE SI SE LOGRA CONEC-
PAR LA FUENTE 7 CON EL SUNIDERO %, ES POSIBLE AUMENTAR EL
PLUJO EN UNA CANTIDAD £, TAL QUE SI P BS LA CADENA AUMENTA-
DORA DEFINIMOS g=mm 14, 7 § o
DORDE /= Mf;‘-’f:’r(?/z, 0 )PV ) ) Ve, 0y € P POSEE €L anco (Ve Zfrg}

=g}u?//(%}w)/fwlléjé/3 rosse (¥, Va)f

ESTO SE DEMOSTRARA A CONTINUACION EN EL LEMA 1.



BNTONCES EL FLUJO AUMENTADO QUEDARA:
do S Uy

-~ —

e

Ay

T.2 TEOREMA MAXIMO FLUJO-MINIMO CORTE
LEMA 1.-SEA (V,K) UNA RED, P= [fcr] UN FLUJO DE ¢ A Vi
'GON ¥77)=7". SEA P UNA CADENA AUMENTADORA DE 25 A %, ENTONCES

FEJfe [ AL QUE :
: /[Wi, Z)‘r]-?" e =/ jy,,', Vf} e

’lf*(y‘-,w): Lo, V)~ si jzr.;-,'z';-je_/’ ' (1.4)
v vs) si Fve, w3 EP

' ES UN FLUJO CUYO VATOR ESV)=vre DONDE EL NUMERC POSITIVO

\© SE DEFINE: E=min 5L, »z f (1.5)

L= MW EK vy o) [fvinpel poses go (Ven)f

b7 — x//if/f[w,%r) /z’m-,p;f e possg e szr,zf‘-)f

DEMOSTRACIOR.. N
A) POR DETERMINAR QUE &< / Oy £ Keg

St P Jorre s S PO KOTY)

pon LA DEFiaicton Dg £,

EJEM 9.-EN EL EJEM. ANTERIOR FIG.4 TENEMOS A [ m-2=>c£=1



PRt )= PR~ € > PCr, ) ¢ keve, ) va
aus €2 o,

si premve) = PO s) => PROVr) & 1cCre, Vr)

S wmv) e kv w) aes, e, 7
v X .
B) POR DETERMINAR QUE _)ﬁ[}"ar—ﬁﬂ']-":ﬂ c#£L,n
Y .

CONSIDERMOS I0S SIGUIENTES CASOS PARA U

*

(;’ifl/ 27 .
1) 9% NO ES UN VERTICE DE P, ENTONCES /7, - /iy ) Ire=tee

72[;00' ;rcj‘”l Z;H’fmj“ YA QUE ;P ES FLUJO.

ii) Wc’ ES UN VERTICE DE P, ENTONCES POR LA DEFINICION DE CADE-

NA EXISTEN 1LOS LADOS 57k, 7if , e r
GUIENTES OPCIONES:

CON LAS SI-

a) #7k,7:f POSEE EL (%) Y 7%,%{ POSEE EL (2, ¥r)
o

A/::c':'-:;u'fé' , /;F;: Lre Y4 £

| fﬁ\r= /p;JfS y }-f}':}c‘r rFEIT
Y Y
=> Z[;CY JEVL] Zﬂzv*;cJ L;n /ic
Y37

'::Z}ZL'Y # ﬂ}rrg h; Lre—- [ -,
_I-IZLY-— ;fc
:I [/w-—/m]

v

= 0 YA owe /9 S wa Feuyo,




) #7k,7¢} POSEE EL (v %) ¥ 5, %} voSEE BL (75,77)

ey '
ff:r": /L'V , };L-=/)cc‘f£

Jre=fo-s, Pyo= fre ¥7EIX
Yk U * x *
- . A, F— frke— frd
— zyj[;?r—;.}:ﬂjzg ;«LY Y;ﬁﬁ i | /
_ r oy _Z‘_ﬁrc« ,!m—s_ - /ewcfa
v Yy #I1K
__Z }“,__Z‘;ﬂrc
— Z []!‘L‘r* F”
: |
= O
e) Sk, 24; POSEE BL (Vi Vx)Y /7 Y7 { POSEE EL (7%, %)
U *

z'K=ft‘f€4"g ’ .r,.r-— ftJi" £

,fw" fcr r£KIT fn- /4"‘
vk YA

‘__->/__.[}f"- j /‘E"f}fﬁf/t.r—Zﬁrc

}c‘r + fik~$ f/gt‘!fv‘ L /”.
Y:,")tJ g

._Z ;Lr"—g/"‘
ST [pe- bl

= 0




a) #9% 7§ POSER BL (%,Vi) Y [7,% f POSEE BL {9y, i)
o |
¢ | X ﬂc‘k“-‘ < ) /ﬂc"r': /ﬂ(’-y r< Xk

cK =

o frime , Pi= e, rea

YUK v
_._,>5_ [Mr~ﬂ*ré_7“—‘z Per + f{fK*Z Prc - Ao

Y# X - Y#FJ
':Z Pc‘f # /lc'k—g*_z_ ﬂ”'" fri +€
Ry y£T |
:Z[)f"‘;"‘:j-

<

= 0

" POR LO TANTO DE a), b), ¢) Y d) SE CONCLUYE QUE SI 77" ES
VERTICE DE P, SE TIENE ' . '
2 [ Fe- )'éﬂ,']: N T
Y

ESTE RESULTADO, JUNTO CON EL OBTENIDO EN i) CONDUCE A
% X . .
[!L.r__ ﬁrc — O porAd JOoOO £ L, M.
oy

: #* '
QUE ERA LO QUE FALTABA PARA CONCLUIR QUE / ES UN FLUJO.
C) POR DETERMINAR QUE 72 (/*)= 777 £
SEA /7 ,74] EL IADO INICIAL DE LA CADENA, HAY DOS OPCIONES

i) QUE POSEEA EL (¥3,%%)ENTONCES

*
ﬁia'*: iemf‘gz ;i‘f: 17 rza, foi= frs




1

=D A E 4_.[}1:r~ fﬂ]
—):fi.r ¥ .lm Zﬁ;l

JZEa
__,Z Lig # Lieo + £ - Z‘ZJI

JFa

=) lir —Zﬁ‘” + £
:Z Zﬂia‘- Afijf‘ €

— 7[})7‘-2,

= rrE .

" b) QUE POSEEA EL (%%, %) ENTONCES

ﬁ_f,J’“ﬂif ;ai—/ﬁai //;I:AT.: J#qQ,
A *
s i) =L Ko =L Fou = Far

. T#a
—Z ALJ“Z ;J"‘—}a‘c—l_g
JFU
:Z[hJ* ﬂ‘f"j* £
= |
~ w/r)r E
— 7 &

EN AMBES CAIOS Y(PF)=TF &L




12

LEMA 2,~SEA F=]}i[ UN PLUJO ARBITRARIO SOBRE (V,K) DE
LA FUENTE 7 AL, SUMIDERO %2 , ( Vi, ¥») UN CORTE TAMBIEN ARBI-

TRARIO CON RESPECTO A9, Y A 7. ENTONCES:
aw(p) e K(Ve, Un) (1.6)

DEM..-
Y(F) = Z[Hv&,vﬂ Plvr, ) |

T X [ - Fos, )]

(Z&EVJ =t

= g [}(VE.MV'V‘.)]{— / [;(Vr,?/;)-/[%;?fdﬂ ‘

Uele, VeV | Ueels, UreVn

- Z_—; [l(m;%) - fCo% 2’:.)_7

QI‘G Ml; %’& ‘/"7

< E | /Cm,z/:r)

“Uiela, W@f/ﬂ

<) ma-,w)

y“@%/’(rﬁyﬂ'_

£ K (Ve )

‘ESTE LEMA NOS ASEGURA QUE EL VALOR DE CUALQUIER FLUJO,
NO EXEDE LA CAPACIDAD DE CUALQUIER CORTE. SI LA IGUALDAD SE
ATLCANZA ES .PORQITE EL PLUJO ES DE VALOR MAXIMO Y EL CORTE DE
. CAPACIDAD MININA.
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-~

L0 QUE NO ES- INMEDIATAMENTE CLARO, ES QUE LA IGUALDAD SE
ALCANCE, ESTE FAMOSO RESULTADO ES CONOCIDO COMO EL TEORENMA MA-
XIMO FLUJO-MININO CORTE, QUE FUE DEMOSTRADO POR PRIMERA VEZ EN
1955 POR FORD-FULEEBRSON. ‘

TEOREXA MAXIMO FLUJO-MINIMO CORTE.-EN UNA RED CAPACITADA
(V,K) EL VALOR MAXINO DE UN FLUJO, BS IGUAI. A LA CAPACIDAD:MI-
NIMA DE UN CORTE.

s oo 25z frones g

DEM.-SEA F= [}y [ UN FLUJO MAXINO DE LA FUENTE 9/, AL SUMI-
DERO % SOBRE (V,K). ESTE FLUJO SIEMPRE EXISTE PORQUE HAY UN
NUMERO FINITO DE ELLOS, YA QUE /iy ¢ Z Wi} Y o< frr < Ker .

DEFINIMOS |/ = [?A;/IEXISTE P CADENA AUMENTADORA DE % A 'J@'}
RV EN A

SUPONGAMOS QUE %we ! , BS DECIR EXISTE P CADENA AUMENTA-"
DORA DE % A Z». POR EL LEMA 2 SE PUEDE AUMENTAR EL FLUJO F,
LO CUAL CONTRADICE A QUE F ES MAXIMO, POR JO TANTO #/s f/ Yy DE
AQUY QUE ¥ ¢ {i; , ENTONCES (U7, V») ES UN CORTE CON RESPECTO A
| ar Y Ua.

DEL LEMA 1 SABEMOS QUE

™ BIBLIOTECA
= Kve, o J /7 DE CIENCIAS EXACTAS
uerl = ZIAJ foe /= a%; te Y NATURALES
e i Yy o Un ST

4

POR LA DEFINICION DE ( V¢, Y#) SABEMOS QUE
Jor = flwi o) = K(Vests )

]
3

i
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Y QUE /d-;; e /é[?’&?Vf) =0
PORQUE ST NO FUERA ASI Uy & ¥2.
POR LO TANTO

iy =0 [hovew)- P o3t ) |

Urels, YUreltn

s -_d_z )[ (-2’-’-'/ %)

Ziale, Yrely
_ Z‘__ Je Cves Vi)
atce o, Vo GVA
= K (WUs, Un) (1.7)
ENTONCES, POR EL LEMA 2 BL CORTE (4, Vn)ES DE CAPACIDAD
MINTMA . |

I.3 ALGORITMO DE FORD-FULKERSON |
 CON EL FIN DE OBTENER EL FLUJO MAXIMO OPERANDO MATRICIAL-
MENTE, DARENMOS TAS SIGUIENTES DEFINICIONES, DE LAS CUALES DEDU-
 CIREMOS EL ALGORTTMO. |

RED DE EXESOS.-IA RED (V,K) CON FLUJO <% [v] DE 92 &
7, PUEDE TRANSFORMARSE EN LA RED DE EXESOS (V) A*)poNDE A%/[0%s]
TAL QUE | | ‘ | R
Qeq = wes—for » P50 (1.8)

L0S (i%; REPRESENTAN LA CAPACIDAD TOTAL DEL ARCO (7%, ur)
YA QUE Avs- /ir ES TO QUE FALTA PARA SATURARLO Y Ar. ES EL
FLUJO DEL ARCO EN SENTIDO CONTRARTO, CUYO FLUJO PODEMOS REGRE-
SiR.
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EfEM 10.-LA RED DE EXESOS DE LA FIG. 4 SERA:

Y SU MATIZ, LLAMADA HMATRIZ DE EXESOS ES:

6.3 00 DO O
2 6 2 0000

2 1 00 030 JRTIE) 2
pf_ |38 00008
- o 4 0C3 .
03 - gxgS0S

oo £ 5 oa o0
o 004 5L 0

B

!

‘CADENA AUMENTADORA EN LA BED DE EXESOS.-ES LA CADENA EN
L4 RED DE EXESOS (V,A") coN £= /a*.s [ , TAL QUE CADA UNO DE
SUS LADOS /%:,%r§ POSEE BL ARCO (%%,%) EN EL NISMO SENTI-
*
DO sI1 Aeg #+ O.
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EN LA FIG.6 PODEMOS OBSERVAR QUE SE OBTIENE LA MISHA CA-
DENA DE 7z 4 73 QUE EN PIG.4 (37 »Vz 51590 -2%% —> T7)
ESTA CADENA EN LA MATRIZ DE EXESOS A QUEDA REPRESENTADA DE LA
SIGUIENTE MANERA: |

WY T2 Vg Uy % %% Yo
o O o O

2
J
3
0
0
0

' ' ¥ r
EN ESTE CASO, EL AUMENTO £ DEL FLUJO F = [/ 7 { quEDA

DEFINIDOBOR . [o%; / frge P}

DONDE P ES LA CADENA AUMENTADORA

EN ESTE caso TAMBIEN £=f COMO HABTAMOS OBTENIDO ANTES.
NUEVA RED DE EXESOS.-DESPUES DE HABER AUMENTADO EL FLU-

J0, LA NUEVA BED DE EXESOS (V,A) TENDEA POR MATRIZ DE CAPA—

cIpavEs . A= /acs/ mAL quE:

| atr-s si fwwiiel

o Latee 5 porae”

Czc-i SA LOS 07205 LAITOL
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EN NUESTRO EJEMPLO

t o =z o 0 g 0 0

2 0 L O o0 O

3 2 0 8 02 0

pag v 3 1 0 0 0L 0
iz | B 3 0 4 00 3
DS o o 24 © 0 0
grzaod oo 0 551 0

PLUJO ATMENZADO 25 FLUJO AUMENTADO PF= [/i7] OBTENIDO AL 1IN -
CREMENTAR F= | [ , € UNIDADES,EN CADA LADO DE LA CADENA AUMEN-
 TADORA, LO PODEMOS OBTENER DE ACUERDO A LA FORMULA MATRICTAT

ft'd': LA X {A’c';f—d'{‘.f/ o ? (1.10)

QUE EN EL BJEM. QUE HEMOS VENIDO TRABAJANDO QUEDA:

e 3 3 8.2 © O

1 3

Tt
)
S0 O = 9
o O G Qe
2 0 ¢ o o
O ~0 © ©
c o 6 Q@ ©
-OOOQNO
B ~ N N g o

@]
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" GRAFICAMENTE QUEDA:

%3

QUE ES EL MISHO FLUJO OBTENIDO EN LA FIG.5

 EL ALGORITHO DE FORD-FULEERSON, PARA ENCONTRAR EL MAXTMO
~ FLUJO CONSISTE EN, ENCONTRAR UNA CADENA AUMENTADORA DE LA
. PUENTE AL SUMIDERO EN LA RED DE EXESOS, CONSTRUIR LA NUEVA
MATRIZ DE EXESOS A LA CUAL SE LE REPITE EL PROCESO. EL ATGO-
RITMO PERMINA HASTA QUE NO SEA POSIBLE ENCONTRAR CATENA AUNEN-
'TADORA DE LA FUENTE AL SUMIDERO, Y EL FLUJO MAXIMO SE OBPIE-
NE DE (1.10) DONDE A~/3%;JES L ULTIMA MATRIZ DE EXESOS.

DADA T4 RED CAPACITADA (V,K) CON V= /%f.,, % PUENTE Y

“7h SUWIDERO, SE DA EL SIGUIENTE ALGORITHO PARA ENCONTRAR EL

MAXIMO FLUJO DE & A Y.

ALGORITMO DE FORD-FULKERSON
1) PRINCIPIAR EL COMPUTO CON UN FLUJO CUALQUIERA
Y DEFINIR LA MATRIZ INICIAL DE EXESOS A= [ 4+ J DOKRDE
Qiy = Keg - fes # o . SE PUEDE INICIAR INCLUSIVE CON EL

—

ZERO PLUJO, Y EN TAL CASO A=K.



19

2) OBTENER UNA CADENA AUMENTADORA EN 1A MATRIZ A, DE LA

STGUIENTE MANERA:
A CIERTOS VERTICES <47 J=1,...#H LE DEFINIMOS LAS ETI-~

QUETAS Xz, s  RECURSIVAMENTE COMO SIGUE; PARA?: SE DEFI-
NE ir=09,ws =0 . PARA AQUELLOS 2/ TALES QUE @:r > O DEFI-
NIR by =Qi7, wyp=1 - EN GENERAL PARA AQUELLOS 7, LOS CUA-
' LES YA HAK SIDO ETIQUETADOS SELECCIONAR UNO DE ELLOS, Y EXA-
MINAR TODOS LOS 7 TALES QUE aos >o Y QUE KO LE HAN DEFI-
NIDO ETIQUETAS, LAS CUALES SE DEFINEN

| Ly _—;M/;U /—Uc'r,' Qt’J‘F

: Lr = ¢

CONTINUAR ESTE PROCESO HASTA QUE i) ¢ SE LE DEFINAN
SUS ETIQUETAS &/ , 7 O ii) HASTA QUE NO SE PUEDAN BACER /-
MAS ETIQUETAMIENTOS QUEDANDO 7% SIN ETIQUETAR.

SI SUCEDE ii) EL COMPUTO TERMINA.
7 SI SUCEDE i) PASAR A OBTENER UNA NUEVA MATRIZ DE EXESOS
A= [7:r [COMO LO INDICA 3). | | o
| 3) REEMPLAZAR dwns POR Qumn—4nY @niw POR Qretss +Alr.
EN GENERAL " AurT POR QuyT—4n Y @rwy POR (Qrw; — 4/r DON-
DE CADA J ES IGUAL A J,» DEL ANTERTOR J' EN EL REEMPLAZA-

MIENTO ANTERIOR.
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ESTE REMPLAZAMIENTO CONTINUA HASTA 4j={ HA SIDO COMPLE —
PADO. |

EN BASE A LA NUEVA MATRIZ DE EXESOS A, SE REPITE 2).

- EL COMPUTO. TERMINA CUANDQ NO SE PUEDE BTIQUETAR %/«

co
* MO LO INDICA 2 ii).

"CUANDO EL PROCESO TERMINA, EL MAXIMO FLUJO

F= [f’L‘J] ES
DADO POR
/c‘J:‘: A AX _f/ft‘;f‘”af‘f/ 0 ? .

CONO A CONTINUACION SE DEMOSTRARA, MEDIANTE LOS TRES LEMAS
"SIGUIENTES.

LEMA 1.- SEA A = [Qc,f] UNA MATRIZ DE EXESOS GENERADA PCR
EL PROCESO ALGORITMICO, ENTONCES

Geq + Qg (1.11)

#
 ZfaﬁJ CE L, 7 (1.12)
J=t
. SON IRVARIANTES DEL PROCESO
| DEM 1.11).~ SBA A% Jp%, /L WATRIZ DE EXRSOS INICIAL OBTE -
NIDA DEL FLUJO INICIAL F*=[t%s] +POR (1.8) TEREMOS
F Z ¥,
Qor = ser- For t o

a{r(' = Kot - /j—(_ ~ /’{;J

afo # 0?4' = Aoy — Koo (1.13)
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 SEA A=/%cs] LA ULTIMA MATRIZ DE EXESOS DEL PROCESO Y SUPON-
‘GAMOS QUE FUE OBTENIDA DE A'=[fls) COMO 1O INDICA EIL PROCESO; EC

{1-9)
d s

=> Q=3 AT # Alv - (1.14)
| Qo =44 '
si deo= ﬂ;::r :-.) Gri= Qre = der r.da[ ~ Qog +Q5c
,.si Qir = Qpr pdiy = 0\;-[:-_‘@}‘ —thy => Qirrlei = Qo ra e
Si dca = a’ki"‘”” '=7awt'=€[.;£ rdn —=> GCJ-FC'IJ? =G'ey r Qre
= Argragd = QcJ * Oa-t

APLICANDO ESTE REGURSIVAEENTE ,LLEGAMOS POR (1.13)AL INVARIANTE

Qeg +0gé = A’c‘.ff&’J’[ (LS )
| DEMAL.12). _PARA 1A MATRIZ DB EXESO INICIAL A% [ax + ] TENENOS
. DE (1.8) QUE -

| /Tca‘-—QLJ'_; LT — /,;rc

=> ZFKL-J_QJ*}J:]; }:[ﬁv ~ 3] como *Es ©§ FLUIO
. T 5
p—p }: [-Kt'J‘-aj{t‘J] = 0 CF LR

L |

=> ) kg Z a* C#F L, 7 (1.16)
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EN GENERAL SI (=¢Jf (+# 1,77 PARA ALGUN ./ , ENTONCES
EXISTE UN A=/ .ENTONCES PARA ESTE { EL NUEVO i OBTENIDO -
DE LA ANTERIOR MATRIZ DE EXESOS /'=/¢'ce] SERA:

Q'z‘d‘—-dﬁ JRIA ag=4
: F A -
Qur= { @ir tetn ponn T=C

d.f,(r =27, 0 7720T CASO ]

DE AQUI QUE n |

ES DN INVARIANTE
1EMA 2.- F ES ON PLUJO

- ENTONCES o< fer & ki
DEL INVARTARTE(1.15) TENEMOS QUE Avg— QcT =— (Koi—Gae )
ENTONCES fr; = ainy { kgi-Lae, 0 f= 48X §—Chis-0e5), 0§

. DE AHI QUE
jt'J _— /gq—[ = Kdo- ass

n

_S_ [ ft‘J‘f L.rc'j":: § [kar—dcz_r]
T=t - , F=r
:2 ' kt‘d‘.'- z QL‘J‘

= O CF L, porz (L.17).

T F ss ww Fewro
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LEMA' 3.-F ES UN MAXIMO FLUJO
DEM.-EN EL PUNTO DONDE LA TERMINACION OCURRE (CUANDO YA

' §0 SE PUEDEN DEFINIR IAS ETIQUEPAS &», &% DEL SUMIDERO)
DEFINIMOS EL CONJ. DE VERTICES Vi CUYOS ELEMENTOS SON LOS %
QUE SI SE LES PUDO ASIGNAR ETIQUETAS .f¢, /¢ Y AL CONJ. Wn
COMO EL CONPLEMERTO. COMO % cll Y #ncl, (i, Vn) ES UN

~ CORTE CON RSPECTO A % Y Us . ADEMAS Qur=0 ST %eVeY 9 eln,
PORQUE DE LO CONTRARTO SE HUBIERA PODIDO ASIGNAR A 7, SUS

ETIQUETAS 4, vy

DEYL LEMA 1 SABEEOS QUE

h L
Z [K't‘d'--afd'j'—‘Z [ﬁnr“ ;..rc]
F=t T=i ,
O si 412024

1
L BroaeT=] i o 1.

SUMANDO A AMBOS MIEMBROS DE BSTA IGUALDAD PARA TODO ( TAL QUE
% € Vs Tmmos-

UYUCF) = Z 2_ [’w-awz
L [Z[K(w,w—) Qu—] Z[k(qur) d‘J\J

dce Uy %'é ‘/’- el

POR 1O TANTO
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DE (1.15) TENEMOS Kir — Aoy = — (Kpi— Q¢ )
ENTONCES SE ANULA LA PRIMERA DOBLE SUMATORIA -

S oap ) T e ST e e ]

Yrcle Hrele . U UYelln

=) [hpac.r]

) Wtcyz Urelln
COMO Qry=O PARA TODO el Y e Un
—=> Y() = ZK‘\T

Uty
UreVn

= 4/[;): /Ccl/.éll/ﬂ)
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| CAPITULO II
AMPLIACIONES DEL TEOREMNA NAXINO
| FLUJO MINIMO CORTE
TI.1 RED CON FUENTES Y SUMIDEROS MULTIPLES

SEA (V,K) UNA RED CAPACITADA, CONS#£ CONJ. DE LAS PUENTES,
R CONJ. DE LOS VERTICES INTERMEDIOS, Y 7# (¥ CONJ. DE LOS SUMI-
DEROS, DE ESTA MANERA SE TIENE QUE V= SURUT
Y SaR=R2T=5AT=g.

EL FLOJO ~=/trrf b2 SAT DONDE Jir= Plve, %) ER ESTA HED
'DEBE SATISFAGER: |

i) B we s/ UeS
)_‘ [/[V‘" %)~ f (% 2{;27: -3¢ g8/, Uel
el | o ss ek

_ A LAS FUNCIONES ENTERAS sy ) =t 20, #ce S ¥
9ve)=gi 2O , @se7  SE IES LLAMA RESPECTIVANENTE, FUN -
CION DE SUMINISTRO Y FUNCION DE GASTO TAL QUE
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i1) O < floveg) < KCye, 7))

 EL FLUJO DE VALOR MAXINO PARA ESTA RED, PUEDE SER ENCON-
PRADO, APLICANDO EL ALGORITMO DE FORD- FULKERSON A4 URA NUEVA
RED (V,K') OBTENIDA DE (V,K) DE LA SIGUIENTE FORMA: |

1) SE AGREGA A V LOS VERTICES 75 Y P4sc ES DECIR V=V #%, Vﬂ*f?

Y TODOS LOS ARCOS (% ,9') TAL QUBE e S , ( 95, ¥nre) TAL
QUE 27,

2) K SE DEFINE:
M s/ A= 93/ VJ—G S

KCUs)= N KOV W) B0 Vi, Vre V
A s/ e 7—; Vr=TVrrd
DONDE M ES UN ENTERO POSITIVO SUFICIENTEMENTE GRANDE.
" POR EJEMPLO SEA (V,K) LA SIGUIENTE RED

FIG.1
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ENTONCES LA NUEVA RED SERA:

Vi Kec | v ey “Vy

II.2 RED CAPACITADA EN ARCOS Y VERTICES
CONSIDIREMOS AHORA EI CASO DE UNA RED CAPACITADA (V,K) CON
LA FUNGION Anxcxo_nai. Ce ) —> 77 DONDR C(% )=Cc BS TA CA-
'PACIDAD DEL VERTICE 7, . DENOTEMOS A ESTA RED COMO (V,K,C)
- BN ESTE CASO EL FI.ﬁJo "*;: =/ Jed] D= % A Uy DEBE
SAPISPACER: ' o

'.i) v s/ (=1

Z [L&r - !Jt‘] _: NVl =s

0 st (#L, 7

"DONDE "y (t) =% ..
ii) o0& feg & KeT
iii) Jeog & &5 /’c‘J = Cr _
EL FLUJO DE VALOR MAXIMO PARA LA RED (V,K,C) SE PUEDE
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OBTERER APLICANDO EL ALGORITMO DE FORD—FﬁLKERSON A TA

RED '(V',K') OBTENIDA A PARTIR DE (V,K,C) DE LA SIGUIENTE
FORMA: |

1) A CADA VERTICE #¢ €V SE HACEN CORRESPONDER DOS VERTICES
vy % eV | |

2) A CA.DA ARCO (?%¢ ,%r) SE HACEN_CORRESPONDER DOS ARCOS
(", %' )Y (%, %",

3) LAS -CAJPACIDADES DE LOS ARCOS EN (V,K') ESTAN DABAS POR

K'('I/L', ;") = k(ve, ¥r)

CKx'(wt w') = eler)

POR EJEMPLO SEA (V,K,C) LA SIGUIENTE RED

FIG.3




29

ENTONCES LA NUEVA RED (V,K) SERA

f
{ ez

I1.3 FLOJO MINHEO EN RED CON CAPACIDADES INFERIORES
SEA LA RED CAPACITADA (V,K) PONDE K ES LA FUNCION DE CA-

PACIDADES INFERIORES, ES DECIR K(7 , %)= A’y ES LA CAPACIDAD

INPERIOR DEL ARCO (<} ,%).
AQUI EL FLUJO P=[fu] DE 97 A 7% DE VALOR 7 20 DEBE SA-

PTSFACER: |
i) ‘ | W Sr 'L'_-_—I
Z “r;- PJJ: Jov si ¢=n
Y | O s I # L,
DONDE <= %(#), S EL VALOR DEL FLUJO

ii) O < Kig < ;c‘J .
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EL FLUJO DE VALOR MINIMO, PUEDE OBTENERSE DE LA SIGUIEN-

TE MANERA:
1) SB HACE CIRCULAR UN FLOJO INICIAL [';; TAL QUE [or 2 ke
2) SE OBTIENE UNA NUEVA' RED CAPACITAD (V, K') DONDE
Aler = /):'-T — Keg : »
3) APLICANDO EL ALGORITMO DE FORD-FULKERSON, SE OBTIENE EL
PLUJO DE VALOR MAXTNO ,5’=//is] EN (V,K’) TAL QUE /LJ KeT .
DE ACUERDO 4 LO ANTERTOR TENEMOS QUE:

* N L ¥ '
fN-- fc‘.r ‘?’,/w -_kc‘a' = K¢

Y EL FLUJO DE VALOR MINIMO SERA

pr = s Pes
' POR EJEMPLO SEA LA RED (V,K) DONDE LOS NUNEROS K REPRE-

- SENTAN CAPACIDADES INFERIORES.

o
P16.5
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-

)
o f gan quE Jir 2 Koy,
CONSIDEREMOS EL FLUJO INICIAL th .

vy

Ve 5

V3
i ' . gON K'CAPACIDADES SUPE-
ENTONCES LA NUEVA MATRIZ (V,K') .

RIORES SERA: . | .
o | e

Y

FIG.T7
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II1.4 FLUJO MAXIMO EN RED CAPACITADA INFERTOR Y
SUPERTRMENTE. '
 CONSIDEREMOS UNA RED (V,KI,XS) DONDE KT ES LA FURCION
DE CAPACIDADES INFERIORES, KI( % , 9r)=KI;; Y KS LA FOKCION
DE CAPACIDADES sufERIOREs, &S(7% , Yy )=KS;71 .
AHORA EL FLUJO F= [ lcs ] DE %2 A Yk DEBE ESTAR SUJETO

A LO SIGUIENTE:

;) 7 gr £=[
o St CF LA
DONDE ¥(/)=V 2z ¢ BS EL VALOR DEL FLUJO.
ii) KI;g £ ped £ K5S¢y DONDE KLida Z20. (2.2)

SI EXISTEN PLUJOS QUE SATISFACEN i) Y 1i), ENTONCES EL
FLUJO DE VALOR MAXTNO ASOCIADO A LA RED (V,KI,KS) SE OBTIENE
DE LA SIGUIENTE MANERA: :

1) HACER PASAR UN FLUJO INICIAL j’f; SUJETO A ii) ES DECIR
1 | KTy & phg € KSca o

| '2) GONSTRUTR UNA NUEVA RED (V,K) CON CAPACIDADES SUPERTORES
'K, UNICAMENTE, DE LA SIGUIENTE MANERA;
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&) PARA EXL ARCO ( 7/, %3 ) TAL QUE KS(r#0 Y ESy{=0.
#
A= XSL‘J"‘P T

Nye = [T~ KT s

LE CORRESPONDE

b) PARA EL ARCO (a4, ?{;) TAL QUE K3, 0 Y K5;; > 0O
x> . - .
Keg= /(J':‘J--—f%.::;r L }J’.I:—' Kig:
Koc= KSyi = e i’ﬂ—/&'fu

3) OBTENER EL FLUJO MAXTHO F'= UU] DE (V,K) APLICANDO EI
ALGORITHO DE FORD~FULEKERSON.
4) BL FLUJO MAXIMO F= [ frs] DE LA RED (V,KI,KS) ES:

.‘ﬁl‘f: }f{j’?‘ pif
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EN ALGUNOS CASOS SE NECESITA ACONDICIONAR, EL FLUJO MAXI-
MO OBTENIDO, EN LOS LADOS DEL TIPO 2b), DE TAL MANERA QUE SE
CUNPLA CON LOS LIMITES INFERIORES Y SUPERIORES.

' POR EJEMPLO SEA LA RED (V,KI,KS) DADA A CONTINUAGION, DON-
DE EL PRIMER NUMERO ES LA CAPACIDAD INFERIOR Y EL SEGUNDO LA
CAPACIDAD SUPERIOR. |

9¢ FIG.10
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ENTONCES LA NUEVA RED (V,K) SERA LA SIGUIENTE, DONDE LOS
RUNMEROS REPRESENTAN CAPACIDADES SUPERIORES.

4
y PIG.12

EN EL CAPITULO III, SE OBTIENEN LAS CORDICIORES NECESA-
RIAS Y SUFICIENTES, PARA LA EXISTENCIA DE FLUJOS SOBRE REDES |
MAS PARTICULARES:

. IX.5 FLUJO MINIMO EN RED CAPACITADA INFERIOR Y SU=
PORIORMENTE | |
' SI EXISTE UN PLUJO EN L& RED (V,KI,KS) QUE CUMPLE (2.4,
Y (2.2), ENTONCES EXISTR UN FLUJO DE VALOR MINIMO, QUE PARA
' ERGONTRARLO, HAREMOS LO SIGUIENTE: | |
‘1) SE HACE PASAR UN FLUJO INICIAL ¥=[}] TAL QUE
- - KIg o< f’i‘r < kKScr
2) CONSTRUIR LA RED (V,K) CON CAPACIDADES SUPERIORES K, DE LA

FPORMA SIGUIENTE:
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a) PARA EL ARCO (% , %r) TAL QUE KS;;7 0 Y KSy; =0
K[J‘ = »‘%"J-—-k‘ICJ

. *
KJ'&I - kS!-T ha f‘-lJ-

b) PARA EL ARCO (2 , %) TAL QUE ES ;>0 Y ES;; > 0O
: #
/{'('J‘:: ;‘EJ-—/\'IL‘J'I" FSJL' "‘)J‘L-

Kge = P;c klar + KSeg - Ft\f'

3) OBTENER EL MAXTMO FLUJO F'=(}'ts | EN (V,K) MEDIANTE EL ALGO-
RITHO DE PORD-FULEKERSON. |
4) EL FLUJO MINIMO EN (V,EI,KS) DENOTADO POR F=[[er | ES

/’fd” -_—__ 7‘;\]" - QEIL‘J
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POR RJEMPLO,DADA LA RED (V,KI,XS) Y EL FLUJO INICIAL FIG.1l0
Y FIG. 11 RESPECTIVAMENTE, ERTONCES LA NUEVA RED (V,K) PARA ENCON
TRAR EL FLUJO MINIMO SERA:

FIG.15

1I.6 PLUJO MAXINO Y FLUJO MINIMO EN RED CON GASTO EN
10S VERTICES. ‘
. CONSIDEREMOS LA RED (V,K), DE FUENIES MULTIPLES S, FUNCIO-
. 'NES SUMINISTRO @(v;),%ieS Y FUNCIONES GASTO g(ve) , #ee S ,
| ~ ENTRE coué DADAS' O & & (77 ) &ﬁc’w) Y @« alw) < JC‘VJ) :
 RESPECTIVAMENTE. ESTA RED LA DENOTAREMOS OO (V,K,G), V=SUS.
SE EEQUIEREN FLUJOS F=//+r] DB 8 A §, ES DECIR DISTRIBUIR
FL FLUJO SOBRE LA RED, QUE CUMPTA:

1) S ’Z{L‘é S

| | we
e

31 YU e S
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DONDE &/(2e) =i O ,7(%) 9: 20 x UYt)= ): we .
ii) - < feg & K&
$141) A (V) &£ Wwe « _/3[7/‘;') wAce S
acve) £ 9o £ hlw) Ues

SI EXISTEN FLUJOS QUE SATISPACEN ESTAS CONDICIONES, ENTON-
CES EXISTE UN NUMERO FINITO DE ELLOS, POR LO TANTO EXISTE UN - -
FLUJO MAXINO Y UN FLUJO MININMO. EL FLUJO MAXINO O EL FLUJO MI-
®I®O DE 5 A § BN (V,X,G) SE - OBTIENE, ENCONTRANDO EL FLUJO MAXI-
MO O EL FLUJO MINIMO SEGUN SEA-EL CASO, A UNA RED (V,KI,XS)
COMO EN II.4 Y II.5 . a |

LA RER (V,KI,KS) SE OBTIENE DE (V,K,G) DE LA SIGUIENTE MANE-
RA: | | | '
1) SE AGREGA A V LO0S VERTICES % Y Ziri , V=l ¥, Vers § -
2)SE AGREGAN LOS ARCOS ( 4% s U ) WS Y (fyrUnra) tgeS -
3) IAS CAPACIDADES INFERTORES Y SUPERTORES SE DEFINEN:

Xlvr) 5i U=%, Ure S

Kl(vh,w)= & o0 =i %',‘Z’IGV

Qlvr) 87/ uie §/ Uy = Unry

ﬁ[?{]) 5'/' YUr= ‘Z/a/ 74]-@ S wk?:;.” i

s (Vv )= K(ve,wy) si He Vrel/

blve) si WECS y W/ﬂf{
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POR EJEMPLO DADA LA RED DE LA FIG. 16 CON FUENTES S= /7,7
Y S= /%, %, %, %,%J LAS COTAS DE SUMINISTRO Y GASTO SOW

Alve)= 0 /o’(%)z 5, dlVy)=3, S(v:)=10

2(vs) = 2(vy) >Qvs)=a(ve)= 0lr) = 4
5(7’3) = éf?/é}: btvr) = é(y,,)_.; btv:)= 3

FI1G.16

ENTONCES LA RED (V,KI,XS) OBTENIDA A PARTIR DE (V,K,G) DE
LA FIG.16 SERA LA SIGUIENTE FIGURA, DONDE EI. PRIMER RUMERO ES
SU CAPACIDAD INFER’IOR Y EL SEGUNDO SU CAPACIDAD INFERIOR.

s
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DE CIENCIAS EXACTAS
Y HATURALES
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CAPITULO III
APLICACIONES DEL TEOREMA MAXIMNO
PLUJO-MININO CORTE

I71.1° PROBLEMA DE FACTIBILIDAD

SUPONGAMOS QUE KOS DAN UNA RED CAPACITADA, CON CIERTOS
VERTICES DESIGHADOS COMO FUENTES Y OTROS COMO SUMIDEROS, ASU-
 MIMOS QUE CADA FUENTE REQUIERE ENVIAR, Y CADA SUMIDERO RECI-~
BIR, ENTRE CIERTAS COTAS DADAS. ; BAJO QUE CONDICIONES ES ES-
PO POSIBLE 7. PARA FORMALIZAR ESTE PROBLEMA, DARENMOS LAS SI-
GUIENTES NOTACIONES Y DEFINICIONES. -

COTAS DE SUMINISTRO Y GASTO.-SEA (V,K) V= 7’%“7;:: ONA
RED CON CONJ. DE PUENTES S, CONJ. DE SUMIDEROS T, Y CONJ. DE
VERTICES INTERWEDIOS R. ASOCIAMOS CON CADA #'¢S ILAS COTAS
ENTERAS DE SUMINISTRO & (v:), f5(w)TALES QUE 0<&(vi) < B(%i)e
SINILARMENTE ASOCIAMOS GON CADA %€/ TAS COTAS ENTEEAS DE
GESTO Q(v:), (%) TALES QUE O <alvr)s bire) .

FLUJO FACTIBLE.- f=[fw [ UN FLUJO SOBRE (V,E}) DE S A 1T

QUE SATISFACE LAS CONDICIONES:

atn)< ) [hr-Frif 2 pow) | ares
g

Qrue) £ Z [ft'f." ArC]f blrw) , Mee 7
J :

(3.1)
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SE LE LLAMA FLUJO FACTIBLE Y A LAS CONDICIONES SE LES LLAMA
CONDICIONES FACTIBLES.

NOTACION.-PARA SINPLIFICAR LA NOTACION, SE ACEPTAN LOS
SIGUIENTES CONVENIOS. SEA V,, /2 C I/  DENOTAMOS

CV-U 1/2) = /[’7/!'/ VJ) /"2(:'6 If.’[ ) 2ré 1/17_7

fvavs) = 2 o)

ey, Ur € V:z

Flv,7r) = Z Flves 9{")_

p(ue, V] = Z Plve, v )

g= L .
ADEMAS SI LA COTA  ES DEFINIDA EN V'C |/ =ENEMOS:

accv) Z 4(%

Yel'
IE ACUERDO A- ESTA NOTAGION TENEMOS QUE EL VALOR DEL FLUJO

1{(}) QUE ES EL FLUOJO NETQ QUE SALE DE LAS FUEHTES; QUEDARA:

YUlp) = TL[;WL,%) 10 w)]

Yie§ Tt

:Z[ﬁ(s’, 75 )~ F(?r, 5’)7 (3.2)
JT=4
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U ()= J(s.v)~ PLV.S)

0 EN TERMINOS DEL FLUJO NETO QUE ENTRA A LOS SUMIDEROS

U(p) = fv.r)- pLriv)

LAS CONDICIONES DE FACTIBILIDAD QUEDAN:

A(Yt) .é/l(?zﬁ, z/)~,4(:f,zxz-)4_/3(m) , UceS
| | (3.3)
altv) & Mu,ve)- fle,v) < bl wcel

PROBLENA DE FACTIBILIDAD.-DADA LA RED (V,K) CON LAS FUEN-
TES 5, SUMIDEROS T, Y DADAS LAS COTAS ENTERAS DE SUMINISTRO Y
| GASTO. jCUALES SON LAS CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

~ PARA QUE EXISTA UN FLUJO PACTIBLE DE 5 A 7. | |

PARA DEDUCIR ESTAS CONDICIONES, L0 HARENMOS MEDIANTE T4

CONSTRUCCION DE UNA RED AUXILIAR (V\K'), EL LEMA 1 Y LEMA 2
" QUE A CONTINUACION SERAN DEMOSTRADOS.

RED AUXILIAR.+A PARTIR DB LA RED (V,K) DEL PROBLEMA DE
FACTIBILIDAD, CONSTRUINOS LA RED (V/X') ARADIENDO CUATRO VER-
TICES V= fa. £ wi o V Y EL CORJUNTO DE ARCOS

A4, 5), (4,3), (7T,7), {7,9), (u, 1), (2,w), (_Lf,4)
Y EXTENDIENDO LA FUNCION DE GAPAGIDAD E DE LA SIGUIENTE
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MANERA :
K4, o) = Blw)-&(r) , wreS
K'(e,2:)= Alve) ,  %eS
k' (v, r) = é[zxz-)._a(m-), e/
/C{[‘Z/z',u’): C[['Vc') Aie 7

Kl(2,0) = ALls)

kl(f/4): oo
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LENA 1.-UN FLUJO FACTIBLE EXISTE EN (V,K) SI Y SOLO SI EL
VALOR DEL MAXINO FLUJO DE # A « EN LA RED (V'K*) BS &(s)+a(T).
' DEM.-SUPONGAMOS QUE P= [Jor] ES UN FLUJO FACTIBLE EN (V,K)
EXTENDEMOS F A F= fﬁ'w] DEFINIDA EN LOS ARCOS DE (V,K’) COMO SI-
GUE:

f-lf-d,q/;):f(fi/“,‘/)._lg'(vz%.)_d[m.)  dee S
Pl %)= alve) Ue S

£, #)= pluve)-flu,v)~ave)  weer

flocw) = alye)
/’(u,-f): _a,(?")
J! (Aced) = AClS)

Ji’[fz»d-) ::; Als, )~ Alv.s)
‘/[(ﬁ’:'/%)‘: )4(72/}5) ' (Ve Vr) e vxV.

'i(J,V)f;[V,J) .
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PODENOS OBSERVAR QUE F'=[/%;] ES UN FLUJO DE « A & EN
(ViK') CUYO VALOR BS #//y')= AlS)# G(r) Y ESTE ES MAXINO.
DEM ,~SUPONGAMOS AHORA QUE F=]Pw{ ES UN FLUJO MAXIMO DE
4 A W DE VALOR o (g) # a(r) ENTONCES
Jile,ve) = alv) , UcesS

Plowe,w) = alor)  UceT
SEA ¥=[fcr], P& [/r] RESTRINGIDO A (V,K). ENTONCES F ES
UN FLOJO DE S A T EN (V,K), CON LO CUAL TENEMOS
| ff(zz, 7 ) ,L}'(A; 2tc) = Hal, v)- f(¥,u) ‘2{595
&rue) v 040 %) = pluccv)- fV,0) UceS
YooMo ©c< / (4, u) & glve)-Alve) _%ceS OBTENEMOS
Aive) s w(ve) s flla, ) & pluc) Cees
a) £ T, v)-plen)e plxi) | wieS
QUE ES LA PRIMERA CONDICION DE FACTTBILIDAD (3.3)
EN FORMA mu,dcm SE LLEGA A LA SEGUNDA CONDICION DE FACTI-
BILIDAD (3.1) .
iy piae ) = et w3t U ), e T
/[V; o) - AL 2%y v) = @we) FAUCU, A) o UceT

Y como O fi(te, £) £ HK)-al) o HET

OBTENEMOS K (W) £ ALV U F (U, V) < hiws), uceT
QUE ES LA SEGUNDA CONDICTON DE FACTIBILIDAD (3.3)
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OPERACIONALMENTE POR MEDIO DE ESTE LEMA 1., PODEROS SABER

SI EXISTE FLUJO FACTIBLE EN (V,K), OBTENIENDO EL VALOR DEL MA-
IIMO FLUJO FL [ Pee] EN (V)X ') MEDIANTE EIL ALGORIMO DE FORD-FUL-
 KERSOR. |

~SI “U(}')= A(s)?G(T) ENTONCES F' RESTRINGIDO A (V,K) ES EL
FLUJO FACTIBIE. |

-SI 9((}!) 5 Als)+Gtr) ENTONCES F PACTIBLE NO EXISTE.

LENA 2,-UN FLUJO F= [}/oe] DE </ A w , DE VALOR MAXINO
2/(s')= %C5)+@Cr) EN 1A RED AUKILIAR (V,K') EXISTE SI Y SOLO
"SI SE CUMPLEN

B(5-X)+K'(x. )2 acr X)
| o ' (3.4)
CbLrx)t KX, X) 7 H(sX)

—

~ PARA mom@ PARTICION X , X DE V. EN (V,K). _
 DRM.-POR EIL TEOREMA MAXIHO PLUJO-XININO CORTE F= [f[,]ES _
MAXTMO CON VALOR U(#')= K(s)+alr) SIY SOLO SI LA CAPA-
CIDAD DE CUALQUIER CORTE (X', X") DR (V! £') BS AL NENOS TAN
GRANDE COMO a((s )#a(r) . MEDIANTE ESTE RESULTADO PODEMOS
OBTENER IAS CONDICIONES (3.4) CONSIDERANDO 10S CASOS SIGUIEN-
TES PARA EL CORTE (X',X’) QUE RESTRINGIDO A (V,K) ES LA PARTI-

[ o—

CION X , X .
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- cas0 1) e x', feX'1a PARTICION QUEDA X '= ,’u&]UXI
¥ /= {uy 4 X ENTONCES
KOy X7) = K Cer 8 ) p K2, X K o) 1K L2, x)
FX(X, w) rK'(X, F)r ke X - |
= d(r) 74 (5<X) + A (3) f.ﬁfs-)?keu@-/)?’)
FALEX) # h(7-X) ~ aTX) # K/ (X, X
= 5{(5) + ()t Bls%) +hH(r-XIFK (X X))
EN ESTE CASO SIEMPRE TENEMOS QUE
K'(xiX) 2 Cs) ralr)
'caso 2) 4e X', fe X’ coMO X(-,. )=o2 ENTONCES
KUxi7!) =00 Y IA CONDICION TAMBIEN SE CUMPLE.

CASO 3) /,fex fcx LA PARTICION QUEDA x = f,uﬁi LiuX
'~ 4w jcfx ENTONCES

’(x ¥') = A”(-dzw) +K'Ca, X) fk’(d,x) fx’(x,w)fx’(x,x )
| | .._af’('s)f, M{%)—ﬁé.x‘)-—dﬁ/;f‘aC?X)fv(,{xlx)

= o((,s) talrx)talrx)-alrx) f/?(srx) #x'(x,X)
= -0s) ¥ alr) f—ﬁf&)?) FIX.T)-aclr-X)

—> K(x'iX') 2 as) rA(r) sIY soto s

pB(s-X )f KX, X) QCF)?} QUE ES LA PRIMERA DE (3.4)
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SABER BT L0
TaRA \ﬂt‘lwm;z.

CASO 4) Aek_‘, A€ X' TA PARTIC:[O’;@QUEBE_
X /4ffWJux ENTONCES L

7] = x(u,f)fk(a,x)+K’[x,f)fk(x,w)f,vr_
-aCT)fo([gvx)fé(fax) d(/é?)fea/)fk;:
X)f—ﬁ([,g X)—K (s X)fb(ﬁ)() fX’(X .

KXY X

:CZCT) FA (S
= acr)fa’(:r) 2 (rx) # A (% X) = (S-X)
' ENTONGES '(X’ X') zacr) +« (s) ST Y SOLOST

berx) rK'(x,X) ZzALs x)

' QUE ES IA. SEGUNDA DE (3.4).
DEL LEMA 1 Y LEMA 2, LLEGAMOS AL SIGUIEN

TEOREH.A DE PACTIBILIDAD 1.-UR YL,UJO FACTIBLE EXISTE EN T

(V,K) ST Y SOLO SI SE CUMPLEN (3.4)

TE TEOREEA

 PARA TODO GORTE (X, %) IE (V,K)
RPICULAR EN EL CUAL SE REQUIERE QUE SE CUBRAN

EL CASO PA
LOS: GASTOS DE ACUERDO AL SUBEINISTRO EXISTENTE ES CONSIDERAN

bo  o(vi)=0, dceS, Y b(V)=00, ULE 7




49

COROL 1.-UN ¥LUJO F =/fs [ BN (V,K) QUE SATISFACE:
Jlu, v)~plv,u) ¢ pind dees
Cpleu) - pluv] Boalu) ACET
'EXISTE SI Y SOLO SI SE CUMPLE
B(5 %) ,L"/ch,S?.) zacrX)
PARA TODO CORTE (X , X ) DE (V,K)

(3.5)

CONSIDEREMOS AHORA EL CASO Q@ (¥.) ,%ce 7 ¥
() = 0 ,Ure S » TENEMOS EL SIGUIENTE COEOLA/ZID.
COROL 2,-ON FLUJO EN (V,K) QUE SATISPACE
Jwe,v) - pev,w) 2 Klwe) , wceS .
Llv, )~ flusv] & b(%} , wcel
EXISTE ST Y SOLO SI. |

b(7-X) ¢ /CC)(;X) Z A(5-X)

PARA 70DO CORTE (X, X)) DE (V;K). |
| ESTE ‘COROLARTO PUEDE DEDUCIRSE TAMBIER A mnmm DEL GORO-
LARIC 1 ,  TNTERPRETANDOLO DE LA SIGUIENTE MANERA; IHTERCAMBI—
ANDO IAS FUENTES Y SUMIDEROS DE (V,K); IIWERTIMOS LA DIREC-
CION DE TODOS LOS ARCOS, Y CONSIDERAR A «( 'COMO LA COTA DE
GASTO EN EL CONJ. S SUMIDEROS, Y 4 CONO La COTA SUNINISTRO

EN EL CONJ. 7 FUENTES . |
EL TEOREMA DE FACTIBILIDAD 1 PUEDE REESTABLECEBSE DE LA

SIGUIENTE MANERA:
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- TEOR.2.-LAS CONDIG IONES

af?ff) £ ;CV;W) F(’VHV) < b(w)
SON FACTIBLES, S1Y SOLO SI

;C%,v) LV Vi) 2 8LYE) mw'}
f[!/,‘?!: f[“lc;\/) -—é(’V.c) , Weel

A,y )~ puve) o B(w), UceS
A (v,ue) ~ MHV) Z d(-m), AN

ﬁ(vf) . Uce S
, Uc & T

SON SEFPARADAMENTE FACTIBLES.

I1l. 2 API.ICACION A MATRICES
EL SIGUIENTE TEOREMA. PROVEE TOS CRITERIOR PARA LA HISTEN—-

©IA DE UNA MATRIZ NO NEGATIVA, CUYA SUNMA DE RENGLONES Y SUMA
DE COLUMNAS ESTAN ENTRE COTSS DADAS, ADEMAS QUE LAS ENTRADAS DE

LA MATRIZ SEAN ACOTADAS SUPERIORMENTE POR NUMEROS ESPECTFICABOS. -
| TEOR.3.-SEAN 0<4q. £ B, E=Lymeoyn? , 0% ar ¢ by

524,e++0, Kirz 0 CONSPANTES. SI EXISTEN MATRICES [ }'cs] ¥

[ $es | QUE SATISPACEN:

Z ;’-J ) Z_}m’f- bJ, 0’~£CJ_ cF
Xﬁ" _éfc' ’ as —Z-Z_ ;,}J ) o-‘n_ 3 .
hy € |

(3.7)
cr & kor
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ENTONCES EXISTE UNA MATRIZ [/ Jj QUE SATISPACE
Zi‘Jétﬁt, J'Z—Z}:JL!D OCIJ‘)CLT(BB)

) DEM.-SRA (V,K) LA RED, nomm V= fx;,...,xm,y.n.,-.-,:m]
-K()T:.,q;)=kar, S= fds, oeeAmj FUENTES, B= £ 4., +o=s ¥n §
SUMIEEROS, R=¢ . ASOCIAMOS CON CADA A LAS COTAS Adc Y A
CON CADA Yr , Cly X b . ENTONCES UN FLUJO DE S A T ES UNA MA-
TRIZ [Pea] SATISFACTENDO O% foy ¢ Key , UN FLUJO FACTIBLE
SATISFACE ADEMAS TAS PRIMERAS DOS DE (3.8).. ENTONCES ESTE PRO-
RmsES CONSECUENCIA TNMEDTATA DEL TEOR.2.

TII.3 PROBLEMA DE LA SUBDIGRAFICA
DIGRAFICA,-ES UNA RED NO CAPACITADA. ES DECIR, STEPLENENTE
ES EL CONJUNPO DE VERTICES =/ %fie Y BL CONJUNIO DE ABCOS
b= fCuave) [ %,% 6 V§ C VXV . TAS DIGRAFICAS LAS DENOTARE-
o5 [V, v,A] . DA SIGUIENTE FIGURA REPRESENTA UNA SUBDIGRAFICA.

A

PIG.3
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SUBDIGRAFICA.- UNA SUBDIGRAFICA DE UNA DIGRAPICA [V, 4 [,
ES UNA DIGRAFICA (VH,AHY TAL QB VW C YV, Au CA .1
FIG. 3 REPRESENTA UNA SUBDIGRAFICA DE LA FIG. 2
42

FIG.4 -

Y3
GRADO LOCAL.- EL GRADO LOCAL DE [V/A] BN %€V sk
DEFIﬁE COMO LA PARBJA &(7:) , ¢ (%) DONDE €(7:) ES EL NU-
~ MERO DE ARCOS QUE ENTRAN & % » {(v¢) ES EL NUMERO DE ARCOS
.QUE SALEN DE .
' POR EJEMPLO, EN LA DIGRAPICA DE LA FIG. 3 , TENEMOS PA -
RA cam VERTICE L.OS STES GRADOS TOCALES

@_(‘Zf.l_):':i ../ L'C'Zf.a):?
e lye)=2 ("(_‘ng) =2
667/3):‘2 . c(vs)=2
e(#y)=2 , (oty) = 1

' BL PROBLEWA DE LA SUBDIGRAFICA, CONSISTE EN DETERMINAR

CONDICIONES BAJO TAS CUALRS [V,A] TTENE UNA SUBDIGRAFICA
[Vu Au | CON GRADOS LOCALES DADOS.
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'POR EJEMPLO, SEA [V/4] DE LA PIG. 3. 5 EXISTIRA DNA SUBDI -
eraPIcA (Vm,Au] CON LOS STES. GRADOS LOCALES?

e;;'(m): L, C-;_,;(QL’,;):: L
Cplr)=1 , Cu(uz)= 1
eun(#z)=1 , ¢y (vs)= 1

ey (My)=4 Cor (7‘5’):[:

LA RESPUESTA ES QUE SI EXISTE, Y UNA DE ELLAS BS LA STE. FIG.
AN |

Uy FIG.5

.. PERO [W,A{ NO TIENE SUBDIGRAFICA [ Vu,:Aw| CON LOS STES.
'GRADOS LOCALES - o

Culus) = Crr (%) =0

ezf(y,;) = (e () = 2 |
8#(9(3)':: .f_ . L};[%;»)-_-_—Z

ewl(Vy)=t , Cul¥y)=1t
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NOTACION.-PARA SIMPLIFICAR, CONSIDIREMOS LA NOTACION STE:

s o

ORI, DE LAS Y DESPuls De X

Aly) = /.7_/fx/9)e‘s a,u,sz'/zw}z

Blv)= 57 /(y,r) 23 UAJAA-:’ZCO; CoMs.
| 4= 149/ cniy) es ww anco, 2e X
= fy/(y.¥) &8 Z&!dﬂzo('}éxz,

Blx) =
GONSIDIREMOS El, STE. PROBLEMA QUE ES HMAS GENERAL QUE EL .

B Ly

te tr ¢ AKTES DEX

T
e, O TR

PLANTEADO ANTERTORMENTE. |
PROBLEMA .-SEA [i vaJ UNA DIGRAFICA, ASOCIAMOS CON CADA sV

CUATRO FUNCIONES ENTERAS - ﬁ((%) Bo) 5o aqui) < Hlui)

étm Y oc&lui) £ pCus)

L R

QUE SA!EISFAGEH 0 < Q)
DETERNINAR GONDICIONES BAJO. LAS CUALES [v,A], TIENE UNA SUB--

- DIGRAFICA, [Va', Ak { CON GRADOS LOCALES Cu (%) , Csr (%s)
QUE SATISPACEN: | | |

Q(’Mt’) G/;Z%z‘)f?—_ blur)

C'?Jz) < C'll—[&[t') p /B[%f) |

'PARA ENCONTRAR LAS CONDICIONES, CONVERTIREWOS EL PROBLEMA

(3.9)

‘EN UN PROBLEMA DE FLUJO Y AI’I;IGABEHOS El, TEOREMA DE FACTIBILI- -

DAD 1. |
A PARTTR DE [V.A| CONSTRUTMOS LA RED (V,K') CON DOBLE NUME-

RO DE VERTICES, PERC EL MISMO NUMERO DE ARCOS QUE [y,A] ., DE

LA STE. HMANERA:
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_A CADA ¢V 1E commEspoNtE %' ¥ #eV’
~A CADA ARCO (%, ¥f )@ A LE CORRESPONDE EL ARCO ( ¥ ,% ) EN
(ViK') CON CAPACIDAD UNITARIA K'(4', %")=1.

BN (V)K" ') SEAN LAS PRIMAS FUENTES S Y IAS DOBLES PRIMAS
SUMIDEROS T. IMPONEMOS PARA CADA % ‘¢S 1A PRIMERA CONDICION
DE FACTIBILIDAD (3.1), ES DECIR, QUE EL FLUJO QUE SALE DE %
ESTA ENTRE&/%c) Y /,’(24;) . SINILARMENTE PARA"CADA %(,”c 7 IMPO-
NEMOS TA SEGUNDA CONDICION DE FACTIBILIDAD (3.1) , EL FLUJO
QUE ENTRA EN ‘I_Q-ESEL‘A ERTRE A(7,/')Y Alwu).

POR EJEMPLO, (V,K') DE [V,47DE LA FIG. 1 QUEDARA:

i
7t

FI1G.6

 DE DN PLUJO FACTIBIE P=[}u] DE S A T ER (v)X') PODENOS EN-
TRESACAR UNA SUBDIGRAFICA [y Ai | QUE SA;TISFAGE (3.9) , CONSIDE-
| BANDO (%, Vy )€Aw ST Y S0T0 SI f (), %) = { . INVERSAMENTE

UNA SUBDIGRAFICA Tvu, Aul QUE SATISFACE (3 9) PRODUCE UN FLU-
JO FAGTIBLE EN (V'K' )._:eon 1.0 TANTO, SEAN (/CSYWCT , U1 w
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- SUS RESPECTIVOS COMPLEMENTIOS EN 5 Y T, SE SIGUE DEL TEOREMA DE 1.t
FACTIBILIDAD 1 QUE LA SUBDIGRAFICA r\!m“\i] EXISTE SI Y SOLO SI.

BT+ (e, i) ] 2alw) oo 000 w302
Cb(w) /P Z A (o) ‘ (3.11)

DONDE // DENOTA CARDINALIDAD.

ESTAS CONDICIONES PODEMOS SIMPLIFICARLAS, HACIENDC DEPEN-
DER DE UN UNICO CONJ. DE LA STE. MANERA:

DADO (U 55 seA,

W= fu'er) b < 1oy “)/ }

PARA ESTE PAR U,W

2 A fb(?a”), /(5/, 2 ”)/f
% 'e Alu) .
MINIMIZA é(w); /{u,w)/ PARA TODO W c T, ENTONCES (34:) QUEDA-

g m fé{m”},/(z/, )]z > ) 322

Dlentw)
PARA TODO ¢/ O < |
 SIMILARMENTE (30)E REDUCIDA A

Y 5 pa), /('zz,, w)/f?cz(w) (3.13)

Ucc B(W )
PARA TODO L7 7—,
' $0D0 ESTO QUEDA ESTABLECIDO EN EL SIGUIENTE TEOREMA

- RA
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TEOR.4.-SEA [V/,A] UNA DIGRAFICA QUE A CADA %;c ¥ LE ASO-
CIAMOS LOS ENTEROS @/w.), b(x:),d (i), Sl ui ) TALES QUE
oz alui) ¢ blur) ¥ ©<cAlus) £p(u:) ENTONCES [V,A47] TIE-
NE UNA SUBDIGRAFICA [Vys A 14 CUYOS LADOS LOCALES Cpu(%:),
¢p(ur) SATISFACEN | |
Q) & 6#(%)2 blui)
A L) & Cou () .é_‘/g(m
ST Y SOLO SI, PARA T0D0 X' V' TENEMOS

0<Cx) < Z L0 /é(a),/(xzﬂ)/j?

HGMX) ' | (3 14)
aCX] < Z g"d //gfﬁ)j/(.'fzx)/;
! Ye BLX

consmzmos BN EL STE. TEOREMA, EL CASO ESPECTAL DONDE
" L0S GRADOS, LOCALES SON ESPECIFICADOS EXACTAMENTE, ES DECIR
Cacw)= flxe) v &ix)= gl -
TEOR.5.-LA DIGRAPICA ]I, A | TIENE UNA SUBDIGRAFICA [l;y,AH]
CON GRADOS TOCALES E;;/m)zé[% 20, tulu)=a(u) 2 O
SI Y SOLO SI, PABA T0D0 x ~ |/ TENEMOS ' |

(V) =6(v)
'%(x Z M"”/JKH)//(X/H)/;

gcllﬁx)

(3.15)




[F%R BIBLIOTECA
] k1 DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SABER BE MIS HLIOS
RARA MUGRANDEZA

DEM.-UNA CONDICION NECESARTA PARA QUE [ Vs, dun [ BXISTA ES
I QuE A(V)=z b(v) , qQue EN (V'k') SERIA

| xX(s)=hor) (3.16)

d ESTA CONDICION JUNTO CON (3.11) IMPLICA (3.10) YA QUE o

; alo ) r/Ca, 0] 7 x(i7) sl )—blw) SE
‘: ‘  zad)-bw) 1
- - | ; b(r)-piw) | o

QUEES (310)00N A= /é’ Yy d= 4’9
' ENTONCES (3.16) Y (3.11) SON CONDICIONES NECESARIAS Y SU-

FICIENTES. DE AGUERDO A I DISCUSION DEL TERENA 4, (3.11) EN
TERMINOS DE ON soz,e con.mmo, QUEDADARA:

a’(u) - Z_ s /é/m" /e, w/ 7

- i Mar) |

”'.TAI- QUE .(/C.Sf_v

QUE CON (/=X ,% =" BS LA SEGUNDA CONDICION DE TEORENA.
COMO CONSECUENCIA DEL TEom TENEMOS |
TEOR.6.-S1 TA GRAFICA [,A ] TIENE SUBDIGRAFICAS [yw, 4w ]

Y [vg,no:( TALES QUE A (%)< €yl%c), Cplue) éﬁ(ﬂ:—) Y .

Cplue) & bUW), A00] £ Lo (%) DONDE O &l ) £ pote),

o¢ alw ) bhlus) ExrorcEs (v, A] TIENE UN SUBDIGRAFICA
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[vc , Ae] TAL QUE
acu’) £ €e C%) ¢ heue)
Aluc) & Le (e é/ﬁ/u:)
I1T.4 SISTEMA DE REPRESENTANTES

SISTEMA DE DISTINTOS REPRESENTANTES.-SBAN E 4, «--, £n

SUBCONJUNTOS DE UN CONJUNTO DADO E= 7 € ,..., €m 5. UNA LIS-
TA DR ELEMENTOS DISTINTOS BE B, D= §€/s ,..., €fp§ TALES
Qe € e L5 SE LE 1nAMA, SISTEMA"DE DISTINTOS REPRESENTAN- .

R o Bt S s

TES DE £ 4, -e-, Ep.

TEOR. 7 .~SEAN Ak Y fBx K=l,ews y4 suxsmcn:m)o
ootk £ B ENTEROS ASOCIADOS CON UNA PARTICION
'Pl,.-. ;5 DEL GONJ. DADO £ = /e_,g,.--,em} 10S
srmcom. Eg,-ve; Erz DE E TIENEN UN SISTEFA DE DISTINTOS RE-
| 'PRBSEN!AN‘.EES ‘D SATISFACIERDO Ak & ] D+ Fr / Fr
—.K ;_/,..)y, SIYSOI-GSI

UP«) /m— | /w/ T

xey ke - Gan
(//ch ‘ ‘j// /W/h-}l 'L)—_:dl('
ke Y IC’/V | o ke

(DONDE ¢ INDICA INTERSECCION Y / / CARDINALIDAD DE CONJUNTOS)
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SE SOSTIENEN PARA TODOS LOS SUBCONJUNTOS X C. f1,++«, Py
Y wcC j14...,,n ?, |

DEM .~ESTE Htom.m L0 TRANSFORMAREWOS A UN PROBLEMA IE
mcrmxmmn, DE LA SIGUIENTE MANERA; S= 54, ..., Pf?
R= § € ovn/Omnf Y = fFr,.2s, En} LOS VERTICES DE LA RED
(V,X), V=SURYU T, CON FUNCIONES DE CAPACIDAT X |

;K(Az,éi) 1 =7 ¥ soro 87 E¢ e P

K(&,z:(f) oo @ 0 o Cre by

C A(riw)=0 U 208 o77ed CASOS
CON CADA fFu e S  ASOCIAMOS LAS COTAS A4 ﬁé , SIMILARMEN-
TE SE REQUIERE QUE EL FLUJO QUE ENTRE BN £y SEA PRECISAMERTE

LA UNIDAD, ES DECIR 2 (Ey )= é(Z;)= £ . GRAFICAEENTE

2  ff§i

FIG.7



61

DELA DEFINICION DE K, Y COMO &, ~-n, Pf ES UNA PAR-

TICION DE E, SE SIGUR QUE LA CONTINUIDAD DEL FLUJO A TRAVES DE

CADA Cr e A ES A LO MAS La UNIDAD. ENTONCES UN FLUJO FACTI-
BLE F=/)es{DE S A T ESCOGE UN CONJUNTO

= f 6’4‘//{3, ec)= f(Cc,7)=« 7
QUE CUHPLE CON LAS HIPOTESIS DEL TEOREMA. |
TNVERSAMENTE, DADA D SATISFACIENDO LAS SUPOSICIONES DEL .
TEOREMA, PODEMOS DEPINIR UN FLUJO PACTIBLE P=[/cy | DE La SIGUI-
ENTE MANERA | | o
. | L =i €ce¢ D Py
f[/%z;&)__: O PE or72A Az'/;»aszzﬂ

R ! s/ ec ety

£ (e, Ea_)r—f O Os orna tAsERA

- BRNTONCES EL Pnom.m DE mcﬂsﬁ._'xm EN (V,K) ES BQUIVALER-
TE A BA .Ens-mmm DE'D REUNIENDO LOS REQUISITO DEL TEOREMA Y
POR LO TANTO, PODENOS APLICAR EL TEOREMA TE PACTIBILIDAD 1. SEA
(¥ ,¥X ) UN CORTE EN (V,E) Y L0S CONJUNTOS

S X=YyY , RXAX=2 , FX=W

u
b3 |
¥
X
~
N
x
I
N
by
=]
)
=
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GRAFICAMENTE

b e
Ps *

FIG.8

ENTONCES LAS CONDICIONES (3.4) DEL TEOREMA DE PACTIBILIDAD
QUEDARAN: -

BT e (X, x) /W/

(3.18)
J] F klx,X) 2 KLY

 CONO K(ev, E(,)-_oo ‘LAS CONDICIONES SE SOSTIENEN AUZTO-
_ MATICAMENTE, A MEFOS QUE ( X, X)) §O GOMENGA ARCOS DE R A T.
“ENTONCES, ATENDEREMOS A ESTE nro DE ‘PAB!EIGIOHES TALES QUE

B(W)C. ‘2 ,PERO COMO. (.3.13) SON TNDEPENDIENTES DE Z, BS SUFI-
CIENTE SELECCIONAR 2 = BCW-}

ENT@NCES TENEMOS:

KOR) =K, )= K(r, Bn)) =[ 200~ Blw) [

CONSECUENTEHENTE UN'PLUJO FAGTIBLE DE S AT EIISTE SI Y S010
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ST /Mx) suwl] z Jw/~ /B[)?‘)
Laex- )]z Aly)~ 1W)

‘ X C S / W C T ) LA N
REEMPLAZANDO /7 / - /

ﬁ[)’) Z/Zx; 0{(}!7 Z’ftc,/l(y ::'(/p/c', Blw)= UE;

key key xey aeu
LLEGAM (B A LAS CONDIGIONES IDET TEOREMA. ‘

| G CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

TII.5 PROBLEMA DE ASTIGNACION: DE EMPLEOS

| SEy d< 41, ..., Am7 EL CONJF. DE ASPIRANTES A OCUPAR LOS

EMPLEOS DISPONIBLES € = 5 Ly, Eg,-++ , £n § . CADA ASPIRANSS
TE HA SIDO CALIFICADO, COMO APROPTADO O KO APROPTADO PARA CADA
UNO DE 10S EMPLEOS. R
| EL PROBLEMA CONSISTE EN DETERMINAR LAS CONDICTONES NECESA-
 EIAS Y SUPICIENEES, PARA ASIGNAR 20DOS 10S EMPLEOS DISPONIBLES A
 ASPIRANTES. APROPIAZDOS Y COMO SE HACE AL, ASTGNACION.
NOTACION.-SEA WC & DENOTANOS d(w) AL GONJ. DE ASPIRAN-
MES QUE son Apnorxms "PARA AT, MENOS UNO IE LOS EMPLEOS. W .

acw) /4:: g aq //h ::2 4ﬂndz?mna ,mmucau é‘J‘E Wf (3. 19)
ESTE PRO]_BI.EMA DE ASIGNACION, LO PODEMOS FPLANTEAR COMO UN

PROBLEMA DE FACTIBILIDAD, DE LA SIGUIENTE MANERA:
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-LA 'RED (V,K) BS V=({/£Y LA FURCION DE CAPACIDADES K ES

_ L i Al 35 4onopeasd PAnA Eg
K(he, Eg] = (3.20)
| ' 0 &wn O77Z0 8430 ‘

—I:AS CONDIGIONES DE FACTIBII:IDAD SON
o (A« )._o ﬁ[W:) =14 (= .L,--o;m
aler) = b-ffsJ)-*- J--L,---,zh

(3.21)

ENTONCES EXTSTE LA SIGUIENTE ASIGNACION; Ey SE ASIGNA A A<
ST P(Ai,Ec)=1 . A LA INVERSA, SI EXISTE UNA ASIGNACTON DB T0DOS
'1.0S ENMPLEOS nxsronxms CON ASPTRANTES(APROPIADOS ENTONCES,
Plac,BEs) =L cUANDO £ SE ASIGNA & Al ES UN PLUJO FACTIBLE DE (
A S EN (V,K). ' _

| ' POR EL TEOREMA DE FACTIBILIDAD 1 TENEMOS GUE, UN FLUJO FAC-
' PIBLE EXISTE, SI Y SOLO SI .

/ -’a"?:/""/fk/f_)/?— /9"-"_/ (3.22)
/ex/)t /e, x)/Z O  (3.23)
_PARA TODA PAR?ICTON X,X DE V. - - o *
CONSIDIRENOS Q-X= ¢/, @.¥ =U , &X=W ,

oox=w (% 23 ) STEMPRE SE CUMPIE, Y (3.22) QUEDA

o /+ /(a,w)/> /W/ PARA T0D0 (/C Q, WC & .PARA HACERLA
DEPENDER UNICAMENTE DE UN SOLO CONJ. CONSIDIREMOS (/= -,

> (7 =¢  POR 10 TANTO (3.22) QUEDA

[ ta,u) )2 fw] w458 50w C E

SI EXISTE UN FLUJO FACTIBLE F= [tee{ DB @ 4 -8 EN (V,K)
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DONDE /(a,w) / ES EL NUMERO DE ASPIRANTES QUE SON APROPIADOS
PARA AL MENOS UNO DE LOS EMPEEOS DEL CONJ. W. -
= Jawwr [ 2/w] mmron wC g,
TEORENA 8.-EL CONJ. DE ENPLEOS &= f£u, -+.,En fPUBDE
SER LLENADOS POR XL com. DE ASPTRANTES abf/u, e Am ]

- SI S0LO ST

Jw/ < /a(W)/ PARA 20DO wce.
DONIE / / INDICA CARDINALIDAD. ‘
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