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INTRODUCCI 0 N.

El presente trabajo tiene como finalidad, mostrar como problemas de muy

diversa índole pero con las siguientes características:

Intervienen muchas variables.

Las relaciones mutuas entre las variables pueden expresarse matri-

cialmente.

iii) Los valores de las variables dependen entre otras cosas de una varia-

ble t que llamaremos " tiempo " y que varía en forma discreta.

Características que abstraeremos con el concepto de SISTEMA DINAMICO

DISCRETO . Tienden bajo ciertas condiciones, a un estado de estabilidad con-

forme al valor de t aumente.

Para ello dividimos el problema en dos casos segun que las variables se-

an todas de la misma clase o de distinta.

a) Cuando las variables son de la misma clase, fundamentamos nuestras --

afirmaciones en el llamado TEOREMA DE PERRON FROBENIUS, que dice que si una

matriz es irreducible y no negativa , entonces tiene un valor propio positi--

vo mayor o igual que el valor absoluto de todos los demos valores propios,

y que si es estrictamente positiva tiene un valor propio positivo mayor que

el valor absoluto de todos los demás valores propios. En ambos casos les co--

rresponde un vector propio estrictamente positivo.

Este teorema se demuestra para matrices irreducibles aun cuando solo se

aplicará al caso particular de matrices primitivas.

Posteriormente vemos como aplicar este toerema a tres tipos de aplicaciones:
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i)-la determinación del mejor índice de accesibilidad en un sis-

tema de transporte .

ii) La obtención de la distribución final de un rumor entre un con

junto de ciudades enlazadas en un medio de comunicación .

iii) La determinación de la distribución en los distintos grupos de-

edades, de una población en la que se conocen sus tasas de natalidad y mor-
talidad.

Los artículos de dónde fueron extraídos estos ejemplos se valen de ca

racteristícas peculiares o de casos particulares para mostrar la estabilidad.

En este trabajo se da un procedimiento, basado en la forma canónica de

Jordan, para mostrar la estabilidad del sistema una vez que hemos probado la

primitividad de la matriz.

b) Cuando las variables son de diversa clase , se da un mecanismo basado-

en digráficas pesadas para mostrar la estructura geométrica del sistema, y -

un mecanismo llamado PROCESO DE PULSOS para mostrar la dinámica del sistema.

Sedan dos criterios de estabilidad:

Estabilidad en pulsos.

Estabilidad en valores.

Se demuestra que la condición necesaria y suficiente para la estabilidad:

en pulsos es que todo valor propio r de la matriz cumpla cón 	 y que --

para la estabilidad en valores la condición necesaria y suficiente es que :

Irl< 1



Finalmente mostramos como aplicar a un tipo especial de digráficas, llama

das ROSETAS GENERALIZADAS , y que estan formadas por ciclos, la teoria anterior.

En este caso la determinacián de la estabilidad es sumamente sencilla y se

limita a analizar los signos de los diversos ciclos que componen a la roseta.

Como ejemplo usamos el siguiente sistema que muestra los diversos factores

que influyen en el consumo de energía en una ciudad:



CAPITULO I

TEOREMA DE PERROM FRinGENIUS

InIwINTRODUCCInN . Unó r4 e	 o c resultados mas iltíles en	 el

estudio	 de Procesos iterados	 es	 el llamado	 TEOREMA	 DE

FERRnN-FROSENIUS. Este	 teorema	 rue	 demostrado Por Perron a

comienzos de este si g lo Para matrices estrictamente PositivaSJ

Posteriormerte Frobenius
	

lo
	

9eneraliz	 Para matrices	 no

neScativas. La rinalidad de este caPítulo es Presentar una

d• • ostracio • 	del Teorema de F •obeniuS Pues en el se	 sustentaran

las aPli rac ione. q ue veremos en el cd guiente. caPítulo.

I.2.NOTACIONES :	una	 matriz	 cualquiera

<conSideraremos a los • ecta res como matrices reng lei-W entonces

A >> 9 <====> tordos os elementos de A son PoSitivoS.

A >	 <•===> tndoc	lbs elementos de A son no neqativos 9

ha.. al menos uno Positivo.

9 <= .1.,==> todos sus	 ) , ntos c.on nn ne,gativos.

A > E<===.. > A-S >>

A > E	 A-B :7 9

B <====> 171-S	 O

// F // suma de todas sus entradas.

Sn :	 denmtara al	 ..,..imPlejo unitario n dimensional
	

es

decir , al conjunto de todos los ve rtnre .. s 	 i. ta.rios no nPc.a.ivns



final del vector, es decir:
S

o

I.S.MATRICES REDUCIPLES E IRREDUCIBLES

DeriniciAn . Una matriz cuadrada A se dire reducible si s

solo si existe una Matriz PermutacirSn P tal que !

PFIP
t
 =

fku

ALI

C)
donde Pu 9 Pu. son matrices cuadradas.

9 se dice irreduzible si 9 solo si P no es reducibler

Lema ! Sea Pi 	 matriz cuadrada de orden nxn 	 A
vv-1

irreducible , entonces	 ( I +	 ) >> O,

Demostracii.n.

Para demostrarlo es suficiente mostrar que todo vector	 X

no negativo es tranzrormar4o bor ( I + Pi ) en un vector

estrictaMente Positivo . Para ello veremos, lue si X > 0	 tiene

ComPonentes O: entonces Y - VI T 4- n ) tiene menos componentes O

lue X . SuPorgamos lo contrario , es decir , que Y tiere un

numero ma9or o igual de rómPonentes n lue X. Fl. Primer caso no

Puede Suceder Puesto que roMO (1 A- e > » O , entonces X(I+9)

solo Podrla tener ceros f4onde X los tén(a.

ConsideremoS el segundh caso , es decir'. si Y ',,1; N tienen

el mismo nilmero de CP1'05 ) se0J.rn lo mencionado en el Parraço

anterior esto so LO Podr‘ Pasar si los ceros ectén en las mismas

rnmPnnente4. Sea P la Matriz PerrnUtaci41 de orden n.j.'m 4up

aPlicada a Jos vectores Y s X les deja los ceros en la Parte
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donde R d 3 son vectores con m coMPonentec.

E
pppt donde E H son matri cel de orden mxm.  

, 6	 H ,

Como Y = X<I+P5 ' entonces YE=XKI+RYE , YE = XE + X ( RE )

y YP = XP + KXE5

Es	

(

o mi p ura 91).5, :	 S	 R	 ( E F ) =, R . F =0i4R,O)
0	 o

Perw corno E >> 13 ' entonces r	 0 9 Por consecuencia A es

redurible,	 In cual contradice la	 hiPr�tesis de la irreducibilidad

de A, por lo tanto X tiene mas comPnnente c 0 1ue Y.

Corno el •1.mern mgxímn de comPonentes 0 de X es n,i,entOnCes
0-1

XK I+11 5	 >5. 0 Para c1a14uier ) > O, y Por ende K I 1-19	 >5. 0.

1.4.TECREMP DE FROEENTUS : Sea R una matriz de orden nxn, A

> 0 '4 A irreducible, entonces P tiene un valor	 PróPio 10 	 1ue

cumPle con lo ti;uiente

10	 •> 0

Si 1 es un valor Prop io de . A 9 1 * 13	 entonret

lo	 :›11.1

c)

	

	 Existe un vector ProPio >l o de A corresPondiente a 10

tal clue X0 >> 0.

d'5 1	 es ra(z simPle del.	 Polinomio r7ararti-f .tiro r4e. S.
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Demostracion:
1,1	 n-t

Sea 11,=	 YE R / Y=	 HP.	 :5 Para al-guna X en Sn	 :sea.

".“HH/	 = 9 para á 1 IllUn S. Y én H	 sea M=Il	 0 / existe
W9W

X en HH tal -qué X9 > 10X	 Y..

Puesto que Sn es mm.Parto, entonces. HH taMblin lo sera.

9hora demostraremos lué M és Jr rhniunto no yaclo 9

acótadh SuPériormente	 lb lue tendrí un SUP.

Como 9 > 0 entonces, 1=0	 es un elemento de M 9 Por lo

tanto M es no vacih.

F(X) = X9 que es una fUncinn contínua. Como HH 0=

ComPactó, éntonCeS F(MM) tam191.‘n lo seri, Pero esó imPlida que

F( HH ) esti acotado.

romo la norma	 que estamos uzanrin es la suma de las

cnmPonentes, entonces Para cualquier X en HM cuallUiera de sus,

comPonenteS estari acotada, sea ko Una cota suPériór. Es decir,.

qUe 5.i denotamos a la i-jsima cnmPonenté r.4e un vector X

entonCes Para rualluter X en HM	 < XP )1 4	 ko.

r:;,FJ. 1 E M 9 XeHR tal IÜP X9	 l(M), entnncés,

< XF >3,	 1 <X :5j.	 Para J.=

Tomemos la magnr comPonente de X, < X s)- 	 SS claro que

lue	 -L	 Por In tanto:- . a	 /	 n
5: :2:19 ).	 <	 <	 )J ko.n ) 1, lo cual

iMP11.ca que M eSti acotado suPeriórmente.

Sea lo = SUP(M).

Consideremos una sucesi¿n ( 1K ) que converja a

inducir'. una sucesidfr de vectores en HM	 •, tal que

1K ( XK ) 4 (XK)9.

elle

por (X)i,



l e M

k 1 0,K 1---> lo ( X o ) v4 Xe: }----> X,Fi

Elto iln P tica lue	 es elemento de M	 9 Por tanto su
.maximo: es decir.

lo =iyl a5e. I 1 7.;	 / aren HH tal	 1 u.0

Hasta ahora hemos s..eleccionado uii lo	 ahora veremos

reune las caracter(stio.as deég.ada.z.

i.) 1 	 > C"

	

Dem. :	>e,	 = . Y1	 n

eleMento. Politivo de A. entnnces.

)z = -1“.	 suma de los ele:mentos del. i-rristmo ren41n de A )

t	 > n(	 > Ic<>;,• 

xF..1
vv-1

r.+P	 )	 IX(

==1== > YA	 l• ====>

====> 1 e	 ====• >o

U) Ahora p robaremos lue 10	 es valor ft, roPío de A 9 4 ue

tiene un vector Proldo x 0 >> 0.

Dern« Sabernos q ue 1 0 X 0 < xo n	 donde yHH: s'j,Ponqamos

'lue 1 0 X 0 < X0A

X o e HHJ >:', 0 >> 0 :9 17,: o n >> O rj.es corno A es irreduCib.lel

rada columna tendrl un eleméntr, Posit i vo. Esto imPlica 113.e,

v q -	 0

.1 j 'Y e Sri	 1	 el m(nirno
n •

Sea Y= X 0 ( 14-A
NA-1

:entonces YA >> 1 9 Por lo tanto

existe. E> e tal q ue : YA	 < 1 0 + E	 , Si tnmámos la normalizacio/n

lije denotaremos• o • —Y	 entonces 7P *.>, (,1 4- E >7 ron 17 e HH„
e	 .

Per':é.sto es una cnntradirci l4n va lue l o era el maxlmo de M	 Con

5



lo cual queda demostrado:que lo es valor Propio dé 9	 que tiene
;

vector ProPi0 X0 estrictamente Pnsityn,

LH) Ahora veremos que lo es ma9or o 	 i9ual que el valor

abSoluto de cualquier otro valor OroPío de A”

SuPoSamos lue l es un valor Propio de. A tal que I # 1 0

Gea 7 un vector ProPió de A rorree.Pondiente a 1. 	 es decir:

zn = lz

Sea '27 el vector ruwas romPonentes	 son los valores

absolutos de las correspondientes comPonentes de 7. Como Z / 0:

entonces	 > 1L La i-esima componerte de ZA ser:

( YA: Hz,l0a,41-allo.zz +.„+12.„Iani =1 z10,1z + Zt ettz +	 ani

Y Puesto que A> O: entonces:

zz.atz +.. .÷ L„uvIzt= let (-z_ k 7-11 11 (2.);:k11-1-í z

Lo que IMPlica Oue 71-Al >/,	 II'	 « Si dividimos la

desiSualdad anterior entre la norma de"	 entonces tendremos:
--t	 _+

ron 7 e Pin11127

=;==>
'	 "o

Resumiendo: hasta aquí hemos ProPue:.:.to un It	 hemos visto

qué ese candidato rumPle al menos ron los 3 Primeros ir/tilos del

Teorema de Froberius: nos queda iiniramente Por deMostrar qué

dicho valor ProPin es rarz sim te del Polinomio cararterfstico de

S. Para el lo necesitarl>mns demostrar el sjOuierte lema,



iv, LEMA , Sea Fi > 0 9 9 es cual q uier lubmatriz de A

obtenida al eliminar un ren91(5:n w una columna de A Sea	 ioel

valor Prop io dominante de A 9 b el valor ProPio dominante de P.

Entoces 10 ).> b.

Demck.tracib,,

Sin Perder illeneralidad Podemos luPOner q ue S es la matriz

lue resulta al eliminar el D.timo ren''..J 16n	 la 111tíMa columna e

os no neaDativa	 es irreducible, Pues si no ,A ser(.. reduciblo.

Por lo tanto le Podembs aPlicar lo q ue llevamos demostrado del

teorema do Frobenius, Sea h el valor Prop io dominante de e	 Y

tal lUe Y9 = bY

b = max. 1 1 \ 0 / Existe V e S tal lue Ye

Por otro lado. cea 1 0 01 wmirj, propio dom itlarte de A 9 moel

vector ProPio cnrresPondiente en Sr. Esto imPlica luo.

	

n	 n7  y	 a : = 1 y•	 o..,,,,,	 1 	 1,2,	 ....ri 	 9 con	 y_,--- .k. kt

	

k=1	 V1-1	 irl

	

===>	 XI+ X L+ —. 4- .».=	 1 -- x," 9	 11:st alr l o xt- xnant
:5..1	 1

	

9,==9.- >	 2_ x v. ..9. 1z ,,.	 1. o x z

NoteSe q ue se cump lirá la desi ,lualdad si an i es Positivo.

	

Dividiendo entre (	 I-x n ) á ambos lados de la desigualdad

anterior tendremos,
	

-t ' I ' o v* Con Men Sn-i

=====.:>
"

v> Pbora si domoctraremos que l o	 ra(z simp le del

Polinomio cáracterfstico de 91

Sea P( 1	 = det ( 9 -
"9



1 )= - < det<91-115+ det(Pz-	 det<9o-W,:5 Y:

donde 91 es la submatriz de 9 que resulta al eliminar el i-,41Mó

ren91¿n 9 la i-ésima columna,

Como cada uno ,4?› los sumandos es un Polinomio, 9 rada uno

tiene él mismo Primer término, al valuar en lo	 alPunos de los

Polinomios se anulara.'" Pero si P es irreducible, no se Podrir!.

anular todos, los que luedan nc se c'drn anular entre si Pues

tmdrot tienen el Mismo Primer término,

SI lo	 no es

caraCterfstico, entonces

r•P

o

dé la derivada del	 PolinóMio

raíz simPle de dicho Onlirtornio.

Con esto queda demostrado el TEMP D7 FRoBEMIUS,

FT t4,6Hp.ma. C41". Perron es muy semejante al de FrobeniUS,

solo lije a cambio del reluiSite de oue 9 >> e	 sabremos que lo

es estrictamente mayor lue loS valores .absolutoS de Ic's déMI,•

valbrs ProPios, Sí juntaMos éMboi teoremas rormamoS Un teorema

lUe llamaremos "TEOPEMP DE PEPRON rROPFMTUS",

MI9TRICE9 PPIMITIVpg:

Del'inicic?n, Una matriz cuadrada se dice que es Primitiva,

si 9 solo sial 511.	 Potencia de ella es eetrictamente P-ositIva-

Léma Toda matriz Primitiva es irreducible,

Demostracig:n,

SuPonPamos lue P es una ma:rdt Primitiva Y reducible,

entonces existe una matr z ern!.1..9cjCn P	 Lf.to. : H= P-9-9 tiene-

la rorMa,	 H
E_ O

F



H = P-P
Kt

r.,t 1_1 K r,

Esto imPlica lue toda Oote .ncia de P tlevie ceroe, lo ru21

cortre.dfte ''i.e P sée orimítIve.,

9TRI_TOGRPETM

Sellnan, Richard,	 "T9TRPDUCCION PL PNPLISIS MPTRICIPL",

Ed, Rever .ht 1965,

GamtmS.cher : F,R	 "THE NEO:TV nF MPTRICER", Vol. Ti, New

York : Cheleea, 1959,

Vah9a, R, "MPTRIX T TERPT IVE PNPLY9T9", Pretitice Hall.

19E2„



CAPITULO II

ESTABILIDRD EN SISTEMRS DINAMICOS DISCRETOS

La finalidad de este capítulo
	

mostrar	 diversas

aPliracic,nee del TEOREMA DE PERRON-FROOENIUS en la bdslUeda de

tiPo de estabilidad a Problemas en los clue intervienen

variables que est.ln cambiando en forMa discreta,

Veamos Primero al1lunas 	 definiciones	 que	 PerMitirA

Precisar a que tipo de Problemas res estaremos refiriendo.

SISTEMAS DINRMICOS DISCRETOS.

DefiniciSn. R cualquier	 conjunto no vado de	 variableS

Juntm Con unas relaciones especificadas Con Precisijn entre ellas

le llamaremos un sistema-

Denmtaremos Por :›.1c: c ) 	 al vector de	 valores	 de las

variables del sistema en el estado c., 	 lo llamaremos vector

estado.

DePiniciS
	

:DP iiar4ar a sistema dinamiro a los siSteMas en

loe que el vector de estado dePende no solo del estado	 c. Sino

que ademis dé otra variable t de tal manera que el 	 vector de

estado lo d notaremos Por X( c, t	 r. Le. variable t nmrmalMente se

interPreta comm el tiemPo Si t es una variable discreta entoncec.

Sistema se dice discreto,

10



e
Los sistemas dinamicos discretos lue trataremos alui sé

dice q ue son causales Por q ue él ventor de eStarlo mo~der‘ del

estado inmediato anterior, es decir.

	

= XX.	 (r5r), c. )

	

En el. caso Partirular de 	 ejemplos q ue estudiaremos en

este trabajo, lo e:. sistemas 0starh	 derinido$ de la siguiente

manera:

..1.) Tendremos un estado inicial dado Por X(0,0).

ii) Mt,l) = W11,t) . FI, Para t=0,1,... , donde A es una

matriz q ue *Pscrihe las relaciones entre las váriablPS del

sistema.

Can el rin de r-imPlirícar la notación observemos lo

si guionte. Mt,l) es el estado del sistema una unidad deSPud 's de

su estado al tiPm0o t. Por ello lo denotaremos Por Wt- 1-1), ton lo

cual los sis temas q uo tratáreMns luedar‘n esPeciritadOS Por:

W15), PI estado inicial«

Wit.4-1)= Mt)-A, Para t=0,1,...

En lo SUCalt iVe; sieMPre q ua nos rereriraMos a un sistema

nos eStarPmós reririendn a sistemas din‘mi ro$ disrretnc, del tiPn

anteriOr.

ti



Lema IT.1 , Si k(P) es el estado inicial de un c.istema,

entoncet el estado del sisteMa al tiemPo t Seré,: M(t) = X(0)-S

Demos.traricrn:

Se democtrara Por inducciden matemitira sobre t.

Para t=1	 X(1)= X(0)-14 P. Por derinicigri del siItema. Por

lo tanto si se cumPle.

.	 -

	

SuPonlaamoc. lue la arirmacion es valida Par. 	 sea

k Y= X( 0 Y. R

Esto imP ira I ue	 X( k +1 )= X( k )'fi = ( X( 0 ).5.5.1,7= X( 0 )* A
K41

II.2.PRFRREPUISITOS.

En este aPartado veremos 41e4unós resUltadot necesarios

Para Poder aPlirar el Teorema de Perron-FrobeniuS a lós sistemas

lUe eStUdiáremas.

Lema	 : Roa 2 una matriz de orden nxn. Sea r un.valor

Pro lo de 2 s X Un vector ProPio de 2 corresPondiente a r,

Entonces rlec. un valor proOio de 9	 X es un vector ProPi0 de S

?-órre,e.Póndle.mtlb arl.

D4moetrarir.5n:

Se demostrariPor induccin mateirdtica.

Si k=1 eS inmeiató.
m 0„

SuPon9aMos lue se cumPle Para k= mn es decir, X.9 = r X,

Esto implica lue	 X.9	 = (5f.51 )r:1 = r -Y.P = r 	 Por 10

tanto si se cumPle Para k= m14 .

1 2.



Corolario 11.1	 Toda matriz Primitiva A > íi	 tendra un

valor ProPio estrictamente doMinante.

Demostraci6n,

Sea A una matriz PriMItiva tal que

Por ser Primitiva sabemos q ue e)ciste	 un valor ProPic r
dominante, es decir : r	 i isi Para todo s valor Pro p io de A.

1	 1Por el lema anterior sabemos q ue r< s;> ISI I , Pero romo A ec.

estrictamente Positiva	 le Podemos ap licar el Teorema de Fierran,
KK,1

10 q ue imPlica q ue r ?tau 5:1 Por lo tanto r > s

Ahora hablaremos sobre al gunas ProPiedades de la forma
canonica de Jordan de una Matriz, A.

RéCOrdeMos q ue la forma can¿nica de Jordán es una Matriz

formada Por blo q ues de 2 tiPoS:

8	 r)4) 	 xxi
o •	 •	 O \

11

	

 •	 •	 •	 o

.....

00	 --r/
Si r eS raíz simPle del Polinomio caracteriltido, le

correSPonderi un blólue del Primer tiPo.

Por' otro lado:	 t '

	

,	 t
t

t

13



Si el bloque e. del Prime,. tiPoi M:t	 =	 r
t. 

Si el bloque

del Segundo tiro. considere. , el siguiente leMa que ros da

una descriori4 de 8'4

Lema IInS	 Sea A
	

UTI blnIu.e de jordan del segundo ti
.	 •

orden Ñxm, entonces el 1-esIMO ren9Ton de A caer e.

de lo.. sliu.ientes	 , casos,

a.) Si t <
t‘	 ft\ t i t \	 t \ o

(B	 \0,0).• ••0,k 011-	 ) - • • )1,t)1-1°'•"•)°)

b) Si t 5

(5 ji =(0,0	 n (kNft itNyjc-1 • -	
y

)•	 )-)toi	 )11	 ) 	 )
tl

Demc'sti"actoin'	 Lo	 de..y.nog\tetrevAns pot i Aclueca:0(A Me,A e,Wsa t'ea_

r O • o

B

	

	 => se cumple_	 po_to.	 to ‘c „ o

o C) C). •

tot nMo.. Com povl e:42
t-

S U P0111(~05 gut S'a Cu rni)te.. 91T4 tr-

K\	 K;)
(0)0>'")°)	 )I " cciso ( e"( ) . (Kv.)‘19,010)•••°)

(15"') tj	
(e,'<)1 • (coluvyynctj da. S)

z 

Enesi.6fe.,,,no.s le, colown& j cia 5	 2,Y\ koS CY.ái:•^40,.5 COJAS	 poem su e

Se veck como se. e.-le.c..-Lk .c.\ Imoducto	 fwvito.

(te:(}1= Ço) o . .. 1 o ?	 (;),(- 1'	 (1(1) 1-k-‘)	 -)) (KK)''9) (3 ) • '	 ° )

Sz j<	 (0,0)•..)1117 O) . .	 P)

sc j = L	 (ole.)	 I	 T-	 o )	 .	 .	 •	 .	 .	 )O)
)	 )	 •	 )

si: itk5... 14-K
(0)0) . ,	 •	 1 r o)•- • )	 1	 )	 / -	 •	 -	 ,	 0)

) o

Sz 47_14-k41 (o,o,.	 )o,.	 )	 ) r,o,..,0).	 .
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I •	 R:	 R-

Pero J 
K _ _

`r-
 

gd

> ( BK+ I 	 z:
s i i <	 e	 ci 5 i + K + I

) i 3

Si si. = i. )	 ( 611+1	 _z. ( K ) viva =	 K++1` r.K.1. 1(

o

(4K+I	 K+ t	 ) \ro 	 K+1	 a

k K411

I

Si (+I á Z+1( (5 ) 

13 
-r-(( K )t( K )	 (1-1)

ESto ímPlira q ue en el Primer casó si se cumple.

El. Segundo caso Se demuéStra de la misma f'orMa.

Teorema 11.1 , Sea R> 0, Primitiva de orden nxn.

valor ProP ió	 ,ricmente dóminante

A K /lo o • —o 
de. R.	 entonces 1

lira
K---bov

C.
V\

000 •
'	 •	 •

.	 .
\ o o	 .o

° °O

•	 O

0-1
T\

y
k

donde R es una matriz constante q ue dePende de 19.

Demnstracidn.

Sea J	 Çla 4'orma rant4nii-a dé jordan de A. eso imP1 4 a

Por lo q ue. si. s es cual q uier otro valor ProPío de R

distinto de r, entórree las entradas d, 	 caer.j.n en cualquiera
TR

de los si gUienteS casos
I K \ sK-i

kii

o—; S
1'1  



•

En los casos a)	 lo) tos límites cuando k tiende a

infinito. sonlAeSPectivamente, 1 w 0 ,

	

. 	. 	 c K

En el caso o)M r > Isl,entonces	
==„„s„ \ irn (-) 7. O

	

.: 	,	 coo	 '

Consideremos finalmente el raso d), 9uPón9aMoS que (1S1-‘t

Pertenece a un bloque de Jordan de orden mxm, entonces sea 9=rn-1

	

:sí k > 29 ,	
(KN	 (K\

II< %I	 : .sa. que los coeficientes binomiales

creciendo mient-as i K1: k/2,

Como ademas:

	

,	 K \ _ y(11,-	 (1(.-M_3/4-1 )

3 l .	 31	 - 31

(1 CTK c ---- tK1()(-1')gt	 k	 sk
lo cual imPlica que: 	 .

1(\ S1-1
t
K--,00	

1	 % t	 si	 r 1

Con In cual queda demoStrado el teorema,

IIvS” FICCESIEILIDSO	 DE. umn PosLncIoN FM UN S/STEM8 Dr

.TRANSPORTE.

SUPOn9aMOS un	 Sistema de transPOrte constituido Por U'i)

conJunto de n Poblaciones enlatadas Por al9d 	
tiPó de vg.a de

cóMunicartorn, di james 	 carreteras, Muestro objetivo es determinar

el 9radó de arcesibilidad r4P rada Poblacin del sisteMa, Es c.laró

que el resultado	 debe	 ser un vector	 de indices de la

accesibilidad relativa de cada Poblacicin..

FrinriPiaremms	 modelando este sistema de transporte ron

a,juda. de la Teorla de Grfticas, 511.5. que Podemos considerar' al

sistema como una or.IÇica eimPle < jr,s 	 laxos ni	 lados multiPles

cuSos vertires rePresenta:r! a las Poblaciones, 	 s cusos lados son

las carreteras que comunican a las Poblar.iones.

, o

entonces:
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Formemos una matriz S, lue llamaremoS Matriz de Advace.,cia,

de la SiSuiente manera;

Su elemento ij valdri 	 1 si Hay	carretera entre	el

vertire i m el vertire j.

b) Su elemento ji vatdrl O si no la ha9,

Por ser una Arkira simPle: azt = e Para i =

Ademas A resulta sgr una matriz sim4trica:,

non el Çin de ~terminar la ar resibilidad de los v‘rtires

Podemos considerar, como una Primera aProximacidln, el minern de

carreteras q ue coMuniran a cada Pnbladd-1. 	 Visto en t6rminos de

A este Primer indicador de la accesibilidad, lue denotáremos Por

estári derinido Por I i = P e U	 r43nde Lt =

ES claro q ue este P rimer i ndicador e$ muid burdo Pues un

vertice Puede estar enlaz)., do a muchos verticeS PoC0 Prres ib l es -

mientras q ue. otro Puede estar enlazado a Po ros v4i-tices Pero muy

arcesibleS.	 Por ejemPlo la	 si c uiente	 c:Irtri ra, donde	 es

4intuitivaMente rlaro lue el , rtice 1 es -cros acCesible lue el

vertice	 8	 sin embarÇi.o de acuerdo a I ambos tienen la misma

accetibilidád.

vi



Un mejor índirador de la acceSibilidad 5e Podría olpténér

con.ltidérándo lát caminos de lowDitud ? que haya éritre cada

vertzce 5.1 los dem‘s, a este indicador lo denotaremos Por. It

Veamos como Podemos exPreca'rlo en t‘rminoc de la matriz Pi,

Sea R = 121 z 	es decir, el elementn ti de, 	 denotado Por hj

>In	 ..ea que tqi es una suma de unos Ytj	 LItkj

ceros, habiendo unos cuando.	 ---- rz	 • o lo que es

equivalente, cuando haya caminos de lánítud 2 entre el v4rtfre

y el t4rtire .1_ Por lo tanto, It= P,U

Punlue it el. un mejor indicador de la acce...ibtlidad 'que

sieMOre PodrfaMds encontrar mejores indicadores.. Por eJemPlo.
3

T = P.H T = qui

ResUlta natural a Partir de lo anterior, ProPoner como el
K

mejor índice de chesíbilídad a: liM	 R.0	 At es lue existe,

roti el .Fin de Poder ilarantizar la 	 existenrta de dicho

Ifmíte PondreMns Una condiciciin edirional al sitéMa, conistente

en Pedir 9Ué toda Poblacidn estij ronertada con al ménós otra

PoblaCi,�n de la red, lo que en lenq9uaje de Téoh.G. de Gr4ficas

siqinifira que la Griqica es corertada. Esta limítactifin en la

Prlctica no resulta tal, Pues si	 un v;rtice no ectuviera

/
conectado le asItInar(aMos un 1/.ndire 9 9 trabajarlamos con los

deMis,
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Derinici¿n . Di‘metro dé una Mr4.rica conectaa ec. el Menor

entern ,d	 1ermita ir de cual q uier vertice a cual q uier vertice

Por' caminos d lowDitud Menor o i qual lue k.

Si P es la matriz de adacencia del e.istema, sabemos q ue P

nos indica el numero de caminos de lonc:itud k q ue Une a cualquier

Par de vilrtire e, Si P tuviera todas, sus e .fltradas Positivas, sería

una matriz Primitiva,	 cono ademi.e sabemo e 	 que R > 0, le

Podriamos aPlicar e l teorema	 sin embar90 ese no es e l. caso

Por lo que P ara P ode- a 1 icar dicho teorema trabajaremos con la

matriz	 =	 P	 T. Esta matriz la Podremo ,.. inter4h retar como la

matriz de ady acencia de un sistema	 de transo orte en el lue haLi

caminos	 de	 un vertice	 a el	 miemm, Esto	 no mOdirica la

accee ihilidad de	 los	 4rtices Pues a todos Se les da la

OPortUnidad de rePétirsé

Ahora Si, si d es el diam etro de la .9ra«Pica, B » 0: s Por

tanto Primitiva, s Puesto q ue S > 9,	 el :nrema II 1 nos dice que

su valor PrmPio estrictamente dominante r cumPle con.

	

,K	 PI 2) ...?) 	- 1

I im	 1.5 U: R	 • •	 •	 R U.

V\ —a> 073 	 le	 oo0•••0

	Sea c la Prdmera coordenada de R . 0 ,	 entonce

1 o o its0
O o o	 ' R•U -.:-•• R

( 	(0)0 00	 • '"0
Lo 'cUal da la Primera columna de cF5 q ue es el vector

ProPío cX >> 9 q ue le corresPonde a r se'llun el Teorema de

Perror!-Frobenius,

19



k	Esto imPlica que si	 k ea Sirande. sKu	 r.r. .Por lo
k.31. BU	 ( in-1-: ht: ,p”.: Inn) 9 X = <

11: f,„ Y z

	

In .	 Y-

	

4	 á
observamos luP X-P = r•X ===> I« F1-1.7 )s r,M

sss> X P = (r-1).P, es decir, un vector ProPío de P asociado a r

es un vector ProPio de P asociado a r 	 1,entónréS Podernos

a.rirmar que:
If

vértices

Para determinar la accesibilidad relativa de	 loS

en una orarica simPle conectada, basta calcular el

vector ProPio estrictamente pos4t5h chrresPondiente .11 valor

Propio eetrirtamente dominante de n 9 r'omParar C
	 coordenadas."

P esté .indice de accesibilidad

PrCEPIPILID9D DE GOULD.

se le llama INDICE DE

TI,4,DISTRIBUCION PIMPI._ DE UN RUMOR

), OnFrrórPC:

Sí además

ConsidereMOS LO"! sistema Çormado POr un conjunto de

/.1udar.les conectadas Por al9un medio de comuniciacirjn, ciamos

SOPhntlamos que al tiemPo t=1 una Persona en la ciudad i

Platica: un rumor que acaba de inventar, a una Y aolo una PerSona

en cada una de las ciudades con tas que esta conectada la ciudad

i. ni tiemPó t=2 cada Persona que sebe el rumor lo cuenta a una y

solo una Pera.ona que nh lo SePa en cada riudad couricada con la

de ella- Si este •^'.754.0 se rePite 'muchas veces el rumor se

esParriri Por todo el conjunte de ciudades, siendo mas ÇUerte en

unas ciudades que en otras. 9uiSieramos conocer la diatri5ucii �n

final del rumor

20



NuevaMinte recurrirnos a la Tiorlá de ci4ne:1i róMo

berflm i éntá. PH el modelado del sisteMa, tóMandó á 14I ciudades

como vdrtiréc. 9 a las. I(neas de cómunicaci gn Cómo ladol. de la

grÍfiCa.

Formarnos la matriz de ad y acencia del sisteMa én 14 MílMa

forma q ue	 antes, y si Wt.) es el veCtor lue indica él n ilMeró de

Personas	 q ue conoce el rumor en cada ciudad, entonces X(0) Seri

uno de los Vértoret de la base canci. nica, és decir:

X(19=	 = Ej

Es C laro que (t.4-1) =	 i‘,4 Por to tanto, als lidando el

lema 1.1,1,	 X(t) =	 = P
t
E(n

Comó sé ve , el PróbleMa es esencialmente el mismo que el

del	 Problema anterior Por lo q ue,	 repitiendo	 ia	 MiSMa

aroumentacidn q ué en &I aPartadó anterior, PódIMOS	 qüe:

"Para valores: de t ''Pl'4ndé5,	 la diltribUC1/4n	 del	 rumor

entre laS	 ciudadeS gUardarl 14 Misma ProPorci gn 111 . 14 que

guardan	 entre si	 las coordenadas del 	 veCtór	 Propio

CorreSPOndiente 41 valor ProPio eStrirtamente dóMinánte"”

kConSiderem01. 14 silUiente Orfica q Ue Puede rePreSentar á

sistema de transPorte o de cómUniCacioneS.
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o 1 1 1

Calculemos matriz de adwacencla,
1 O 1 0

1 1 00

1 O 00

Su POlinómio caracterlstico es.
	

XII- &Al- X +

Sus valores ProPlos son aProximadamente:

2.17 , 9,91

Por lo que su valor ProPío dominante sera	 2,17

CalCUlando el vector ProPio	 corresPondient0 á	 2,17

t‘leit'enemo. 0u0 X	 C. 2,17 , 1,95 , 1,97	 1 ), lue inmediataMente

••n0..1, indica lUe lo,. yertice% 2 y 9 son it-,,ualmente áctésibleS ..i lb

interPretamos cnrno accesibilidad, o que él rumór :se distribuir/

t.
éti la m..sma ProPorcion	 los vertices2 y 3 si 10 damos la otra

jnterPretacirin.

Un hecho sobresaliente en la seunda interPretan es lUe

•no imPora en qLe vé/rtice se 	 el rurf.or, sino que todo— .

dePende de la accesibilidad de cada vertice en la Sirafica, lo

rint relaciona las dos interPretacírnes,

za
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chn	 xat\
o	 Y.,to

1.2 1	 #43,7)(2.i- • - • + eta L'IN'

9k)(1

0

o	 X,Alt),

P. g

VN. - t )11N-1

7- X itt-

Pv\-x

IT.5.ESTRSTIFICRCION FUTURR DE UNR POSLRCION:

'Consideremos una , PnbIarion dé Cierta r. ár, ,Iri e lue se

enruentrá eStratificadá en 9énérációneS de la mi5ma lónOitud,

R 3 	 Pn. Sült~01 qué los MleMbros del eStrato SI

ori1linan en Promedio aí individuos del Primer estrato, Y pasan a

la c i eui ente	 t4eneracion un Porcenta j e P. . Nuettró PróPosito e5

conocer la	 distr ibucic/in	 de 13	 Poblacidfn	 desPueis de

9enerariOnes,	 ver si ducha distr ibucii4n alranta aliín tiró dé

estabilidad.

Corno Primer Paso rormemos la matriz Que derribe las

condiciones dadas, si q ue se connre romo Matriz Me Lellie.

•

Q, Ci t ck5

P I o o
opto

o O

• cs,_,
- o o

o	 0

• o

A

); t (	 „ >S el véCtór dé

di5tribUciCi, n de la POblaci gn en tos diStintoS eStrátoS, entónCeS:

A- X(tln

Qz

Ç\0 0

° P2. O 

\0 o 0
Por 1C. oue aPlirando el Le0j. 1I.1, Pocemos arirMar OUei

X(t) = R M(9)
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La diltribucicin a lárIlo Plazo de la Poblaci¿r5 5e Podría

obtener calOmlando el límite, cUando t tiende a infinito, de

Wt.), lo cual es equivalente a e5tUdiar él límito, ruanrk) t

tiende a. infinito, de Pg

Con el rin de que nsea PriMítíva, 9 Podamos aPlirarle la

teoría antes vista, Pondremos 1-5.5. “gui,l'Ot10s condiciones:

i) PI ,PI.J.,„:P,A deben Ser 1-meros Positivóc,

li) al,az,—,avi deben ser niS.Meros no ne9atiVOI»

¡ti) az Positiva Para toda	 r g

El Primer requisito es natural: Púas si alob eStrató nó

tuviera sobrevíventes no tendrían miembros los eStratÓI Ma9Orée.g

El seOundo reqUisíto eS natural támhi4n: PUS lót ai

rePreSentan nilméró de individUoS.

El tercer requisito se Puede interPretar como 4ui a Partir

de Ciertó estrato thrins los estratos son. re:ertileS, FAté reluilitO

no es mu.,4 nátuhal. P0-0 se introduce con el fin dé loOrar la

PriMítividad,

Lema TIg4, Si R es una matrít dé Leslie con los requisitOS

1): UY, 9 iii) anteriores, entonces R es PriMitiva,

DemostrariSn,

a) Estudiáremos Primero el caso Particular en lUI él

Primer renilild;1 de R es ositivo”

Se. 5 una Matri7 no- neoativa de orden nxn, entonces'

q



A

QnQ1 az • • • uv.i - 1

Piii	 p„Solz • •• IDIV1

•

•nt	 rlY)

reng ion de A

•

•

\I-1 \1:)n- II

9	 BL

•

v1-1 6n-it

es	 la

•

•

S'
-	 yri yt

i4síma

0 0 •

Donde R

P,	 O	 •	 -	 o o b11 11 2e •

1/12. • • " /0011

l'EA

es. el Primer

columna de El

De esto Podemos observar que si
	

reng lAn de 2, digamos

k, cÓn k < n.. es Positivo, entonces él renOlcir k+1 dé P . 9 táitbiA

lo se4.

Si 9=A, entonces el. Primer ren g l¿n de A el Phtitivo.. y Por

arto(..1
2

el segundo rengqin d fl sera Positivo. Pero adeMIS, cófiló El

tiene en i'ada colUMna al menol un ele:Mento Positivo, entonces el

/	 ,
Primer reng !,on nc A tambien

•
sera Positivo. Es decir. A tendra los

q ue

2 Primeros ren g lone s. PositivOl.
3

Podemos aflrmar q ue S tendr1 tos
.	 r

etó-.., hasta q ue A tendra todos

R es Primitiva.

Por las mIsMat ronsideracioneí

9, Primeros ren g lones PoSitívos,

sus ren edones POSitivós, Por lo

b) El caso general lo demostráremos, mostrando qUe á

Partir de cierta PotenCiá de A el PriMer

Consideremos aho ra el Producto

reng lón es Positivó.

donde B es nuevaMente

Matriz 'nr,

b	 612.

1)11 	 b1.2

6 Pk •

-. 13111 6112. •	 \Dna

negatdva de

tis

O O • • • O O

donde ir--(r'-1),

ati-1 - • • CL" --%	 Gots

o	 o	 o

o • • •	 o

orden

pt 

O • •

o •• •

2.5



111 Pr4mer renOlgr do 9 9 es,

t ICV2	 ) OrLti* Pr	 (Din an
Si 1-ternos 9 = 9, observamos que el bloque Pósitívó In II

Primer ren91.¿n del. Producto	 9.9 estarí rerorrido un Mar haCía

la izquierda resPerto al bloque Positivo de FI,	 4Srjecjr. ruar‘

los lullaroS.	 r-1, 1 r, 1 r41,	 :1 n-1.

Si rePetímos lo anterior r-1 veces tondremo:1 /lob P Fondr.i

el bloque Positivo en los Primeros I DAares, 9 lóe déMls

son rero. Veamos que Pasa en la siciuien•o iteraCi¿n:

Ck) S	 <	 ax	 1)11	 > o pues	 p*ID, x+, > o

 aqsost(4.	 r	 <	 .

6) S Ym..ç_ X @Ion:Nets: X .�,*	 -=> CXx • )'	 ) á C°Ma	 > o

>	 bu+ 6s	 xvi > o
Pot lo *ata°, si r <q.	 todo e( p'ev'AQ:1 Wn8(QV ck 

i\	 PIIS-a19(1

SI g.	 r se prese,nign	 ciasos 1

S	 X C.	 eniovIces ; Gx	 61 X+1 C>

pof lo 4-1140 1	 (ix 61‘ + p, bt x+1 to

SZ 9_ < r �. x 1,v)-1 , triLlAces	 Qx50	 1011 > O

podo ±ceilto Ckx 611 4- PA 61 x+1 > °

e) S` 9-(1-	 ev-\ wAc.es	 CIA 1Du > O ,
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?pesum4endo, una vez. q ue tenemos P	 ron el bloque Positivo

en el lado izq uierdo del :Primer ren9lon PUedPn Palar 2 cosas en

la si e4uiente iterar:1,-(n:

Todo el Primer rerr cm es Positivo.

El Primer renOld:q constar; de 2 biolu0s Positivos. uno

co' 9-1 y otro ron q	 comPonentes seParados Por un hinq ue de

ceros.

Si vol Vemos	 iterar 1-1 verPS obtendremos un bló que de

ceros
	 bleMue Positivo Pero con 1 .41-1 com p onentes, 0 de:é

que, tenemos el rfd5Min Problema Ori quinal P oro crin muchos menos

ceros. Esto s-ioni r ica q ue deseu uls de cierto numero de Iteraciones

inlIraremes ten er el. Primer r - - nl n- 	 sitivo. y aPlic‘rid n ie el

Primer caso sahreMbé q ue es P r imitiva-
De la demostraCion se Ve q ue P edr (amoS relajar Un Pr,r?', Mas

el tercer req uisito. Pidiendo que a 	 > 0 y q ue ha y a al menoS una

Pare j a de a's censecUtivas Positivas,

non este q ueda demostrado él lema.

corolario TI 0:	 La distribuct& de la Poblaridn a irgo

plétn en el	 Probleme que hemos	 Planteado ) si0Ue 14 MisM4

PrnOorciSn luP las com, P. Onertes del vector PnoP lo corres0Ondiente

al valer ProPie estrictamente dominante de 	 es indePendiente

del vector de distribucitfin inicial (0).



/
•	 4	 .:.4o ciemostraclon es icen1ra a la lu. hicimos en el caso_

del Indice de PcceSibilidad d. Gould,	 ver Pa.9„ I	 ),

Fj.mPlo: Consideremos una	 Prislaci6, animal	 ficticia

Constituida Por:

1000 animales entre 0 y 1 arin de edad ( Clase I >,

000 animales. entre 1 9 2 ailos d. edad <Clase TI )«

600 aniMales entre 2 y	 al-Sos d. .dad (Clase III).,

SuPonizáMos que 1/2 de 105 individuos de la 	 Ola— I

sobrevivirin Pasando a la Clase II,

SuPonclamoS Oue 1/2 de	 los	 individuos dé la	 Clase TI

sobrevíviran Pasando a la clase III,

Todos los de la Clase III se mueren«

9uPon:t4amos Oue lOS individuos de la. Clase I nO ProdUcen

descendencia

SuPon,naMes lUe.los individuos de la Clase II Producen én

Promedio 1 descendiente,

T5uPon0amós lue los individuos de la CIas. III Producen en

Promedio 2 descendientes«

Todo lo anterior se Puede resumir diciendo lue:

mo). lemsomeg )
kt Vt o o

o VL o,
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La di4tribuci gn de la

O	 1	 2

Poblari,

' 10a0

.
un aTlo

zoca"

e
desPues Sera:

-1(1) r_. 'la	 O	 o goo Seo

0	 1/2.	 a \ Goo ¿loe

La distrihUcil�n de la Ooblacn 9 aTiol de s Pulls seri.:

0.44 0.95 1000 14-190

( 0.19 0.44 0.33 Zoo 361-I

0.09 o. tet o.25 G O0 39

Por otro lado el Polinomio caracte r (stiro de P es:

a XI— \ — 1

Por lo lue SUS valores PraPios son , 1 ) -1-i ( 1 4i) )+(-1.)

Por lo t.antn, el valor ProPio ' estrictamente dominarte de FI

As.	 su vector ProPio asociado (4,2,1)

Notese Out! la PrePorCion de PoblaCin en los distintos

estratos de W,I9Y, comienza a ParererSe a las ProP oriontS entre

laS ..~oMPonenteS del Vector Pro*lo,

7	 „	 „	 r.:11.41:75

trav‘s de	 los diversos sistemas q ue hemos considerado,

veMós COMO si la matriz q ue de .rine las	 relaciones entre las

diStintaS	 variables del sistema es Primitiva 'd no ne9ativa,.

entonces el sistema tiende a ser estable en el sentido de q ue los

valoreS	 lue tom'an las var iables guardan entre si ProPorciones

estables o rijas: Inde P enienemente de	 haga sido el estado

inicial del sisteM

,t'

2.9
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CPRITULO III

E§ts8ILIDRD DE SISTEMPS DINPIMICOS DISCRETOS

<VariáhleS He Diferentes Clases)

III.LINTRODUCCION:

En el caP ftulo •rtorior estudiábamos	 sistemas dinhicos

discretos cu. sdas com p onentes o variables eran todas de ura misma

clase, Por eieml lo, en el caso de la accesibilidád) todas las

variables indicaban accesibilidar4,	 caso de tos rumores,

todas las ~ j ables indicaba'!" <Mero de P erSonás 10,1 Cónóelan el

rumor, 9 rinalmente en el caso de la e s tratiricact6n de la

Sociedad, tódás las variables indicaban el numero de individuos

en cada estrato

En ésto caortulo	 trataremos con	 sistemas dínimicos

discretos cuwas variables comPonentés Pueden ser +.4é diversa

ciase, El namor gradó de comP lejidad de estos sistemas oblitla á

lléPar a. un romPromiso entre la Prerisii.�n lue lueremos lije 1:ene-la

el Modelo, Y la. caPacidad lic toneMos Para conStruirlo.

modelos cuw o objetivo es la Precisidn, Ilam.adós

Modelos Grítmticos, deben sacriPicar la 	 cantidad de variables

con las lus trabajar, a rir, de aw.e PI modelo sea constructible

y Marojable. Otro Prohlema con estoS modelos. 	 lue solo Puer4en

tralnaJár con variables. cuaníricables con	 un	 alto grado de

Precision, Por lo 2ue, si el sistema rambla raPidamente, solo

Podrl háCer Predicciones a corto Plazo.-
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b) Yak"11.1
	

arco dirigido con origen fer, 1- -
5i 9 sóln "1".1., un cambio en

ririal en
d.

Esto lox.	 mkii.n. un cambio en ..c" •

17tro enroque al Problema do estudiar sistemas dé este Moto

es el construir modeloe que hagan resaltar la estructura del

sistOná, 9 vÉT, como influse dicha estructura en tos cambios que

se Producen en el mismo, Esto osrrece la ventaJa de Poder manejar

variables no cuanti.ricables,	 +;rvkjn.nde que sus PrediCcifiónéS

sean de mas largo Plazo, F-4,17,0 tipo rble modelos llamados Modelos

reom‘trico4, son los que estudiaremos aquí,

IIT-2.MODELqD0 ESTATICC DEL TISTFmg,

Consideremos Un sistema dlnamíco constituí* Pór

variablee, X,	 Formemos una di9r;rica Con esta5

variables de la siguiente manera:

a) cada ~jable seri un drtice de la digrP-ica,

denotaremos Por MiXj,

c) Le asignáremos a cada arco MiXj el numero o el SignO

+, si un incremento (decremento) en Mi orig!ina un	 increMentO

(decrementó) en Xj. Y le asignaromoe el numero -1 o el signo - Si

un	 incremento (decremento) en 	 Mi origina	 decremento

(incremento en Xj,

Este modelo ost4tico del sistema lo llamaremos nIrRnFIcs

CON SIGNO, Las digraf'icat con signo constituYen en muchas

ocasiones la Cínica manera de modelar un sistema,



coso

Consumo
Ener

Po 610.c. n

Fjer010:
CoLdaá de
Arnbtente         

•                    

de.)NR.prnes-0 
Ernsleos 

opac •0,4

de. S Une\ Skf O                                                                                                      

Nuinnexo de

habvCC0-5                       

Si ademas de conoce	 el tiPfl de	 interarci4 étithé
várfabl,	 p odemos rilantiricar dicha lnteraccjTr!. 	 PnigeMOS Milsjórar

el modelo cambiando	 Por'

c) Le asiOnaremos a cada arco un valor oue indílue la

intenSidad de la interacci gn,	 junto con	 lue indilUe el

tiPo de	 interacci4.	 A ese nume-o cn n	 sic4no le IlaretrióS el

PeSó del 2r,'-o: 9 In denotaremoS Po r ~cr.5.
P este modelo se le llamara DICRPI2 Ing PFSI1D, 9 es claro

q ue : " Toda dlOrifira 	 con si gno es dY:ir.prrica Pe-..ada",

Veamos ahora allIwnas deNniciones,

TR9YECTORTP DE 111417 DICR PFICF1 es c	 rual q uie	 scesi,fin

de vertices tal q ue,	 entre	 cualouleh P areJa	 consecutiva de

vertices de
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tONreÚD DE UNIR 7RSVECTORIP es el njmero total de artns

~terminados Por una trayectoria.

SIGNO DE UNS TRRYECTOPIS es el liroductO de los sinos dg.

10s arcos. de determinados Phi."	 trayectoria.

tIODE, P00 DINAMO° DEL STSTEMS.

Hasta ahora tenemos una imaen t..leom4trica del si sterYa

veamos como introducir en el modelo el car.icter diníMiro lue 'nos

indique corro van cambiabd• los valores de las variables conforme

avanza el tieMPo, etavanCe del tiemPo, lo consideraremos. eb

Porma discreta, Por lo lue se le Ilamar‘ PROCESO DE PNLEDR.

Sea Hi(t) el valor de la variable Ni al tiem00 t, inár t

entero no n$Sinivn”

Sea VUTY él valor inicial de la variable Ni.

Sea W.t.)= (V(t),Ya(t),...,Yn(t)) el vector' de valores de

Las variábIPS al tiemPo t.

Consideraremos oue Yil.t.41~ende de tres raCtores.

Del valór de Ni al tieme'o t, es decir, de VíCt.:5”

De rambios de ori5Peb externo ocurridos en ese mnrlélitC.

en esa Variable Vi, les. 11.17,arernes PULSO.:S EXTERNOS, Y los

denotaremos oor Pir:t41).
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3) De los camb ios inducidos en XI al ttemPo IY1 Por 101,

cambio 	 orurrieron &I tiem20 t en todas aouei jas varjjbliII

ue n(1 1u9 en ien X , 9 11 12. llamaremoS. PU 9,M

flor, el .r in de sIm o li r icar la descr íocion de In ..1 ornresó.t

de PulSos introduzramos la sí trui ente notar i gn»

( t )=,	 ( t	 ( t-1 ), ar a t=1 , 2

P( t :5=( P	 ( t ): Pa (	 , ,	 ( +. )	 9 se laMara Vector de

Pulsos,   

Pc Pi 5=PC 0 .:1  

Xi )= sj , 	ste Vi y x440.trAdm el Sino

Sor( Xj >& Y= -1 si existe 5<1,‹i X i 9 t:lerle aSiOnado el si onó

90n( Xj Xi Y= O si n0 eY.Iste Xj Xi

W(	 ) e5 el o eso del arco

?
Considerando esta nfltar I on, y Para una di9ra-P I ra con

siOno, eI Proceso de Pulsos Se Ouede describir loor.

y (	 :5 1s, 1,,f ( T )	 Pc 25   

>	 C Onr:	 5:: )17.5•

j

'4/ 1-4.1 ira Vi( t )	 P i(	 Y

Si la dillr&rica es Pesa da, entrnre e. 1. rfre.cr ,40rsny,_	 _	 ,

dada '0 or

13 "5= V( T )a. P(9)

vi( t-i-1)= vi( t.)	 0, 1 (t-T-1, ) 4	 45.

Pn ambos casos, WtY=Y rl 7 5- P(9)+P(1)4 „ „ tP(t),
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n0 esta manPra vernos lue el 	 Proceio de	 Pulsos Ous>da

detenmivladó Si conocemos. Y(T) u P(t) con

Dad.a un* dion rftira Pesada D. 	 dotada de	 un

ProceSo de Pulsos, decimos cine el Proceso es. un Pror.eSo de Pulsos

eut4rInmo si 9 tolo si, P(t.),= 9 Para toda t 5 0”

Por lo tanto, en un•Proceso de Pulsos. aut6gomó solo ha4

PulsoS extPrnós al iníciar el Procesc.

DePinicign: Dada una digrftica Pesadar 	 dotada d	 un

Proceso de PulsOs aut¿inoMo, decirnos gue el Proceso 	 es Un Proceso

de Pulsos strOle con inicio en Xi si 	 solo si',

P(9)=(9,9,—,1,.„,9)

djnde PI I cooresPónde a la i4sima comPonente,

Es decir, un ProCesO de PU.Isos simPle es aouel lue emolefl

su dinmica Pon agiente e:eterno oue actua Pon 	 9 s'Oto uno dé

los virtices, 4 solo al 5.-rtit.io

E30101n: rons1~0m05 la si/Ouiente diOnas.Pica con Mono!

Entonces, un ProcPso de 0u.lsos simPie que emPieza en el
evertice X, quedara descrito Po,,:
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Derinic. : Dada una di griÇica ron signo D, dotada de un

orocesO'de oulsos, 11 amaremos "numero de trawectnrias con Signó

	

de lcnÇ'jtu.c1 .A	 de X. a Y ei", denotada o or. (X.1-->X4,t), al n(Lmero

de tra9Pctorias PoSitívas de Vi a Xá de lon g itud t menos el.

numero de tray ectorias negativas de Yi a x e de long itud t.

Derinición . Dada. una •di gr4rica o esada D, P la Matrir 9

cusr elemento I» es W(WlYi) Te, llamaremos Matriz. de Pdsa,,anria. de

la

	

Teorema
	

Er un Proceso de oulsos si mPlé g ue ImPiata

	

en el vertice	 Xi de una di grkica con si gno . D, se CuMPle In

s .D1.1.1. ente

P'(f)-= Njmp~ 7.4 /J, tv.?ue.cft~4S4 long itud t

g ua van del vértice Yi el. a tice Xj =	 éOn t ) 9,

2) Vi(t)= V . CT5	 E.cp.5	 W.Y4--55::. le) .
K7-1

Demostración:

Por sír	 	 con si gno dotada de un Procasn de

211 Sgn(Y KY4)9“t) dgnde
Ksl

p	 .	 .Fr.ra t ) P,

s.r= t	 1,2	 5.4- fl C

Pulsos	 't4..1)1= v-c.1..5+E..r4..44)+

Por ser un Proceso de P ulsos s¡mt^le,

tanto 	 v • e F. 4- .5..=	 x -"o (	 c.n.
1c.	 \

=== > 1,)• 1°.+ 1 )	 =	 gatrn( \ •<":e
a

V.= I
p••:. +:.+1 '.

1	

 C3	 Trit 5":.! Nr, (

Kr.

nhoi-a demostraremos 1•C" . induccin matempftira gue:

= IJX ---
.. •	 - •

es aut.,:5n0Mb,

Y,.

9 oor
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COMO
1.,7(	 j=	 .,113

Si i•.=/	 p•	 = y	 x y •	 n = LSrk ypt( .11)

	

k.-=1	 lel 1

Pero .como ademas es un Proceso	 de Pulsos siMPle P,(o>=1,1

k 0 j, v,Fk(n) = 1 si k=1. n	 Por lo tanto,

(1) = 9,,gn( VI	 )	 N	 z---> Vi .1

SuPong.amos que se cumPle Para t=s, es decir.

1r4. r 	 I,:	 '•••' • —

Veamos si se cumPle Para t = s'l:

P(s.4-1)=	 ggn(V	 .Y5P (s) = 2: 139n(Y	 Ve,s,.	 K	
I('	 I	 '	 —

k=1
94 no ha.,-1 arco entre Xic 9 Xtí, 4 entonces 9gn(VKVJ)=0, u re

aPOrtara nada al valor de pg(s4,4)„ Por otro lado,	 SOYXY3,01,1:

entonces te PreSentan 2 taso'

~K'44:4) IL entonces las tragectoriat PósitiVaS

las trawectorias negativas de longitud $4-1 entre

lra,.raervarat.h, Pero con un arco mas,

b) Sgn( V I V4 3<	 entonces hp1-9".i tantas tra9ectorias

PositivaS dé lorgjtud S4-1 entre V( 5.,; Vi 	 como hatc(a. negativaS dP

1on9itad s entre >?.;, 9	 y viceversa,. Esto irfiPlica que el nUmero'

de tra‘jectorias con signo de. Ióngitud s.4-1 es,

9.(a.41.)	 = kj (V.--5	 541 )

Deti le 1741.141,	 OUeda demostrada la Primera Parte del teoreMa,

I. 5.éi.U.nrslia Parte es inmediata a Partir de la anterior Puec
'	 t

u 541*

P(k) ! entonces.

w.	 4-,	 fd• e	 )“.!-	 F5
4
. ( i()=	 (	 ) 4.P • (	 7.14	 !.'4(	 •	 • ,k

krzx it á

/•••'11
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Teorema TII.2 : Sea D una. di dra :Pica	 Pesada con MitrLt de

ady acencia Pr-Entonces,	 en un ProCes0 de pul....05 simte con inicio

en 5<:iy se cUmPlen las sioui entes OroPiedades.

a) F(t)= Rer4lor i de la matriz
t	= (Pk Y-k"

t.. 5= VC. 1 5-1- 
	 2.	 t,

Dery,r.:P55.trs. c.

/	 .	 /
a) Te. demostrara rn, irduccion matematica sobre t.

Sea. A= ( a .. ) le matriz de ..0.qprx. nrj p 	 de n. rn, 1r, i'pntn:

p . b =	 ki ( Y . Y' )
- lá

Pi =	 N<	 51.15: 	 :	 „	 N( Y. 1	„ „	 14( .	 ,n ) ros	 data/.

Pesos de todos los. arcos o ue salen de Xi,

Corno el Proceso	 es eimPley	 entonces Pi es el vector de

cambios ocurridos al tiem P o	 t=1 Por causa del Pulso inicial

aPlicadd al vertice	 Por lo	 tarto , Pi = P(1) y	 entonces el

teoreMa se cumPle Pira t=1..

Sulo ónoamós due Se cumPle Para t=S: es decir, (A 5 )i=Fict),

Ve.IMOS si se cumPle	 t=s4.1!

S-4-1	
Fis•9

	

s	 .

	

de 9Y:el(	 é4e. 11)y,„y(9(Y4

(col ” n de P)

SI consideraMoS el hecho de due la columna h noS di lo

Pesos de todos los arcos q ue lledyan al v4!.., ticil. 	 entonces:

<AS )¿ • (col. h de P)r-, cambio ocurrido en el v‘rtiCe Xlnál

tiemPo s 4- 1 romo ccYflseCL'e"C a de tos camMos ocurrHos al tiemp o s

en los ~tices due inciden e el,

S41
„
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s (lErS4I5:_y	 .	 4. -m-J.-4r.-

tier/!Po 5+1 = PKs+.15

en los vertices al

b5 Co0lo Wt5=V(T)-1.1"-Y.05.4.-P<15-1---1-P(t.) , 9 O.&10 el Prócesm

emPerr15 srn el ve n-tice Xi. P.<91)=71... entonces.

VC	 T	 T. 441 +9 + „„	 .1

Con lo cual oueda demostrado el teorerr,a,

Teorem	 F.r! tor4b PrOceso de Pulsos autArómo sobre

urna di,14ra.rica Peear4a P(t) = P(P) 9
t

Demos4:racion,
t

Por el teorema Trr.,2 sairemos 'Nu ,, .e	 t:I.ene los cambios

Producdos al tiembo t Por un Pulso .n5o4.a1. en el ver-tire Vi, Por

otro lado, P(0) nos da le lera1iract4 e intensidad de esos

Pulsos iniciales.. Por lo It.o.'n€C1

Me 4: 5 rj 5",	 5. n

III,4.F9TP9ILIDIRD DE LOS PPOrFSOS DF PULSOS

áhS“..??., bemoS construido un h+Odelo disrrito d& uy,

SiStema dinÍrritco, ahora estudiaremos como) Partiendó de ese

modelo. Poderr,os deterrr;irar las condictornea Para 	 el sist,ereta

.E1A:?4X, tigSe estebiUdad,
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Dada una diOrarica Pesada, dotada de un ProceS0 de out.e.01.'

Se dice oue e l_ ve lmtice ›l'i ri él éltWt én PulS01., si u
solo Si, la s uresicn	 P(t) es:i acotada-

4	 .
y

Se dice lue el -04.. f : re V» es esebe en v e.10, e , :II

{5..b ta sucesin	 v . ( f ) esti acotada,

3)	 (.4 ,75:. 	YP	 L. di9ra=lca es es tahle en Pulsos
<valores.	 si.

(valores.

/	 •
solo sí, cada vért7.ce es estable em Puhlbe

Lema ITT-1 , Dada una d“l! r .Plca Pesada D con un OroceSO de

Pulsoa,	 -	s4	 ees.estahle	 valore., entonce s es.	 en

	

.	 á

ulsós.

r	 • 	 ' u.,..rmostr.acion,

y • e5t.11-,Te en valores imPlica q u	 (y4Nri ( t) <	 k /t , lo
cual imp lica 0 ue 1 Fi'i < tl = 1 Vi ( t )-- Vá ( t- 1 )1	 .. 1 Vi < t. Y 1 4-1 Vi r. t- 1. Y\ 1 K

El recaProCo de este lema no se cum P le Pu	 !ni!e loa

Pulsos estén atotados, los valores Pueden creCe r :!.1.1mitada.nente,

como Por ejemPlo en la SigU:kete

01 o



1E-jP\t	 REZ 1"4.1\ V U:1
vitt E „in u Evi ist

II PM z tsW1 A rt

kat yo.,Acte como se snu ice& •

Sesada co' enteros

,..Teorer7)	 ITT.,4: Dada una di9nairica Pesada ron matriz do

adyacencia 11. si s tleno un valor propio r
entonces/ siemOhe sodnemhs enrontrar un Procesó

cuya suCeeio'n de Sulaos I P(t)‘ no este acotada-
.

Demoetracion.

de Pulses siMPle

Sea r un valor Srósio de Ct.17„-7:1 11).	 1H>

Sea U un vector Orosío unitan*o corresSondiente a r, es

der.!.

•{FA: 1=1/2,—/n} la base canonlca, entonroe.

u. strIcl. 2.Ft+	 + syjn,

C~ U íg
t 

= r U, entonces.

stk

u Ak = rt u	 z yr1

	

-c-5 II ( iSKEK)	 z	 E	 )	 t s,111 E,11".1
k.1
t

Irt	 Ei\k1
Kr-t

	

Cfrmo paso. cado. t 	 exisk 4 iat grua.

	

enitolnceS, post Ccn3O t 	 e x nde 4 +al wie.

	

kmamos P	 , ttoiemes

	

,	 t
Como 1'd > I ún Se_ puede kater

P (-11	 yn o e„sie: clec-Fado-
Corolario Itinl. Si n	 es F.y.n.?,

	

estable en Pulsos Para	 cualquier Proceso de Pulsos simSle,

eYrtÓnCeS 1:9=90	 r * 9 de la matriz de adYacencia

cu.OTe COY11	 Irl . 1,



DeMostracín:

	

4oni,,oro	 Irl<

	

p(?()=. ail0+	 . - 4 CIX ±<1°
01. e l Polinomio

daracter(etíco ce P. 	 como los	 Pesos !ruin enteros, entonCeS TOS

coerícientes de pix)sovi enteros. 	 rjnr 1.0 q ue si Okes el coeÇíciente

del termíno de menor 9rado con doe .Ndiente d istínto de M,

entonces es el P rOdurto de todos los valores ro tos distintos de

3 de P junto con un si gno,	 lo

fi	 •
Si al eiuno cumPlie ra con, Inl<1. entonces

a
	

lo cual es u na contradíccio'.n, Y. 	 lo tanto:

r- I

Hasta	 ahora	 hemos	 obtenido unicamente	 cobdí<ion.

/nedesarías Pars q ue una di0ra4'ida Pesada Sea estable, 	 Cón el nit,

de Poder obtener	 condiciones Swr iclentes Para la	 eatabiIidad

neceSítaremOS usar la ro-ma c a n41da de Jordan de la matiz dé

adwarencía de P,

tOr!?!á canontea de

51j.CeS	 /

sta. •:7.O0t.C48-

DéMoStraci,�n:
Si Jet, la Çoryno, cay,ó1,1 n ce,	 brelav, aa N , kffliovtees	 1T O.

,{)Tl Jt 	, J t r- aNt GV	 1 P"

acci-mi& ‹.==>	 aokada.

Corolario ITT.,2 , { fl 1_ P:̀  \ aceifo.de,	 --> U 1111 \

Jordan,

Lema

La

	

111,2 . 	Sea

•	 'S'.in	 1

9 una T-11k Y'52 rxn,

U ntj	 eSíj. acotada

J J SU

<=,a=>
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LEMA ITT.9: Sea D una diglr;Yira PeSada Cón Mari:É de

adgarenria A. y forma rancinica de Jórdán J. D el estable én

rUálqUier ProceSo de Pulsos autclnomo, si g solo si, la surett¿Iniajkll

esti acotada.

Demóstracirlin,

Necesidad: Sea D una di94rira becada dotada de Un PrÓretó •

de Pulsos aut6nomb, entOnCeSi P(t.)14,10(0)•.St, g US(t)hl(P(0)-Rtl.

1
Si D es estable en Pulsos, entonces: IIIPItYli elti *botada,

Por lo tantolUP(1.9)-Stliti esti acotada para ruálluiér p(01), 15~

esto Solo Puede Pasar silliMest.1 acotada, lo CUal iMPlida qUe la

sucét Sn 111,It11kti aCiótada-
SUricienCia: Sí 111,Ittl} esti. acotada, entonCel IIS'aleSti

acotada, lió cija' iMblira que la suCeti4 U P(0) pl &ti:d. aitótada

Para rUallUier r(eD, Li Por conSeCUenriá h P(t)h táMbi4 lo eltt

TeóreMa	 sea D una diOrINCa besada con Matrit de

adgaCencia A y +m'arma canniCa de Jordan J. Las si4Uientel
afirmacio'nes son equivalentes:

a) D es eStarle en PrijSCS en thdo PraCeló de. PU1SoS

aUtdnOMO.

bY. D es estable en Pulsos en todo P•ocetó He bUlsós

simr le.

r, Todo valor ProPio r de S rumPle ron' trl	 1 1,1 Si 11

bloque. de Jordan corresbondiente á r tiene SubradiaAónál dé l'S,

ra4o en que diremos qué "r esta Tillado en J", entonces' Irl<
4



Demostracign,
, 	-

a) et > b).

Fato se rumPle wa. q ue todo Proceso dé PuIttis sji0le o.

aut6nóMO.

/55 tt).

Su b on'aMos q ue D es una di. k- ica b esada, Olt bit:, en PU1Sós

en todo Prorelo de Pulsós

F1 teoreMa ITT,4 imrlírá q ue si r és.s valor PróPier de 121

ontonreS

SUP~4MOS	 r esta li slado en .3, 9 que

ontonrea, sl 8 P5 el blo que de Jodan ebrr esbondiente á
t j

OUI. la entrada 1,2 de 0 . t kir	 Pa1á-14), w Pór lo tanto
,t

•=. t	 no es tera arotadó.

FStó iMPlica q ieiljNno élt j acótada, lo q ue iMPli it:a IU:15
D no es estable en al1111n	 PrO.,:eo dé'oujéóé 1901é,	 se, és

una rOntradicrIciin á nüeStra hib/steaisi Por lo ta y tó,	 r latí

lii.bado en J, entOnreS Id< 1,

Se.:Jin el Lema	 si Oueremós demóstrar lUe D es

estable en Pulsos Para todo bro,if'esó de buISOS aUt¿nOMO, ea

suricfénté demostrar due la 5uces14111.1tIlefla ar,otda, ó ln

ea éluíValente lue rada entrada d '° J esta acotada-



Rhora bien, las entradas de la matriz	 J Pued n ser do 9

tiPos: a) O	 NY T
t	 (t)

T 	 veamos cue rasa en Cada U:O dé,

Sti es o	 ,efl-1-("CeS	 0.ecito.da

SL C S Lrt4 en+OvIceS	 \r jt <	 eUeS	 1114

s. es / t\ t-Ir.r	 eoil)	 ovices	 Se2jn lo spe vimos en la er((áLvv:LIG,K
t )	 t- k	 -%

SL t ttil SuYcLev\-keimete... rae- 1(	 y	 - \ E 	
COV\ 1 ¿e..

Y.

1 %	 t	 1_81
livn	 t Id	 -7. O	 SL	 ItIC 1 0_,y\-yov‘ces	 eska. aco-Fck.áo .pero COrn 0

)

Con lo cual aueda demostrado el t oreMa.

COrolarío ITT-3:	 Sí D es Una dioi4ril Pfláda Cón Interó,S,
/

J eS la -Po a canonica de	 su matriz de adsacecia. P, entó~

tal Si lentes aÇirmacionos a.hn eluivalenteSt

D es estable e	 bulsos en Cualquier	 etc: de Pulsos

au.tonorm.

bY D es ec.tk	 en cuallIlier bróceSo de PUISOs

SI mi'
	 •

Si r es valor broPio de n,	 entonces
	 k

li si r	 L entonceS r no esta liado en j.

Si r es valor Prnbio d	 ni	 r	 0,	 entonCe

r no est; liado on

Demostracio:



a) ===> b) Por el teoreMa ITT.5

d) ===> c) Inmediatamente.
• •

C) ===> a)

Si r	 9,	 et corolarió 1112 imPlica q ue:	 Id = 1:	 el

teorema ITT-r, q ue r no esta Ido en J.,	 lo tanto: S i, r eltti

15 gado en J: entOnc.0:1, r	 9 11-^,rrsr,.ter t yrj	 Irl<1

e-cubren las Condic i onee de l 4 n^ 4crn	 r4s1 .1. eOreMa anterior, 9

eso imPlica a).

N y ===> d)

estable en Py lsos en cuallien Orocen de bulms,

4. 4 MPI. n 9 Como esta Pesada con enteros, entonces :	NtlY o
	

11.11-4

Pern si I rl= 1:	 r no estera lioado en j,

Teorefra ITI.15 : Sea E:' una di94fica Pesada, Las sil,'

afirmac i ones son equivalentes:

a) 2	 es estable en valores en todo PróCeSO de 	 Pulsms

au.tonomo.

bY 2 es estable en	 valores en	 todo	 Proceso .4 	 PUiSOS

simPle.

c) 2 es	 estable en PUtS05... Para -bodr , ProreSó de	 PulSos

simPle 9 todo valor OroPio de C. Matn iz de advJ acencía de D,	 es

distinto de 1.

Demostracic.ln:

) ===	 )n, to -jo 9 roceee de t"I. 15Q 5 e nii t e	 es,

autc'ynromo,



. ,

c) ==....e> a)
Para demostrar luo D os estable en valores In todo PrOcotó

de Pulsos autO:inóMo, hay clue detnOstrar que, 11wHuin\ int/ a&Otada,

Pero., t )&ile. T. )4- P(. ) +	 1	 + ro( 2.) 4- „	 9( t ),	 y	 r,r
teorema ITT.9	 W.TY + P(0) [I + 9 + 111+	 + nr 1. O

tanto, Dara oue fu v(t)111 este' acotada ha 9 lue demostrar qu.e. La
sucesionfUlPhiesta acotada, Pero bC:v' el co.--01.ar:	 III.2/ eStc os

Kro
t wequivalente a demostrar que la 5,1,7e5icr, 1151a Uliest; .1cotads,) lo
K.t

Cual a su vez os eluivalente a d&flostrar oue cada entrada de hat
matriz E 31,

c...1.-.,	 .,-,-.1 ,

Kto
/Como J es la çOrma canonica ,-1.. Jordan, las 	 entradas de Jt

Pueden ser de los oiclUientes •iPos:
9
rt, donde I-	 17,robio de

t \ t-K
)	 y.‘)

En el Primer caso, no N.?.y nada oUe deMoltrár.
Fn el seinu.ndo C4.150:

„K.
t+1

-	 [ rtil ÷

KL7-70 I	 r - I	 Ir-11

1	 t	 i
Pe" (Crin° kt\C\	 evliwnces \ Ey.

k 	 =-5 acotada
K.0

En el torcer caso, se5vIn lo ouo vimos en la demostraci4
del teorema TTT,T

I (ti() f±-1 z- 	 irlt-% su-licievatwievite. %-coAn Ae

n	 t-4t-%
yr \ qR+	 t \y1t

t=lco	 1‘.



Ilk Inora colnst cletewlos con Irk.
tro

Pot lorTptuel)a. del cocieve.. 	
("/-"\111-1t."-8

-IQ° 	 "E%

LM
1)1,1

ka
l¿vvl ( I + 1)

8
11-It 1,c

t

esta 0,CtkoAll •
"F o dos los

bY st > c)

serie Coi?) Vefg e á P"t tanto

Ca.005	 SuCES	
{ ti	 t	

estuvo a_c_o+acia.

Sea D estable en	 valores en o.uallui er P roCeso de Pulso*

simPle,	 suPonamoe lUe r=l.

. . r
enromo D es estable en valores tamr y. 	 lo el. en oulsos, y

Por lo	 tanto, r no esta /i ,Dado en W Por	 lo I flP. el bl oque de
/

Jordan lue le corresPonder‘ sera : E = ':. t il	 1. n CUel im011"1 que..

K
II 	 B II	 >	 acotada, T due a su vez 5,10T. jc* Ity.e,

bezo t
SucesionIVEJU	 no ésta acotada,

trol
Por lo tanto D no e* eStable en valores 'r o ue COntradfre

nUeStra hiPAesis, Por lo tanto r y 1,

Con lo cual q ueda demostrado el

YII,5,ROSFT99,

Hasta abóra fiemos obtenido	 cond!itiones neceSariaS

p ie~ Para q ue una di9ririca Petada sea estable en todo

Proreso de Pulsos, Vereos abora que h2.9 cierto tiPc	 de

r4f .Priflec.! en las q ue	 estructura es sur icierte P ara Saber si

es

nerirlir :;,- . My , ~r ;c4r .2 se dice FUT.RtEMENTP CO9POTPDP

teorera„

e. gl" P uede ir de cual q uier vertice a cual q uier Wrtice de

di gra .rica-



per•inicign, Se lljTa. riCLCI de uná digrftica./ * cualquier
.	 .	 ,

trawortória que emPlece y termine en el Tismo vertice,

fl*Ç4rinv: Se 1 tara rTrLn ntTn.Ton

ci.alquier ciclo en el que -el PriTer vertice es el uniCc d'i_e se

reOlte y lo hace soto 'yra V,‘7",

Derínicir�n:	 Se	 llama	 RnsrTn a co).álquier diffl4rica

ruerteTente cnnectada en 'á 01.).e exist.e ,ure u ente	 4^“1::°

ceT'.n.n á. cualquier Pa.reJa de ci,ctos y. á 4:ndos tos ciCles,

De-Dinieinn, Se llama T.0577'	 ,PL!!?!	 aCUalquier

di.graNcaruertemente conectada en 'la due 	 al menós un

vertiCe CeMUr á tedos les Ciclos-

57..jemPlos!

Ro se+o,
	 Roseio. %e necol‘ bula,

Lema .T.7T.4: Sea D uná ro.seta	 eneratizada con s~, Seá Qi

IP. suma de los siC.Inós de Inc r41-1rç, ¼:.?sco',:. de 	 Cr fl ?i4"9131 i- 5;e:14- 5,111

Ma:11 'Ckt	 e* O S=0 si	 0	 4:.c.:1,7. u

Si 5re3: ent.onces D es es4:,áble en Pulsos 	 en valores en

tedio Pnocesn de Pulses simPle”

SO



DeMotraoirir:

9iS= 171H entonces Per ca da ciclo h4Siro de lentlitUd i CO'n

sidine 4-,	 flahri othó de 1, misma len9ltud Pe re cen si gno -

Para demostrar este lem'., Inastar f demostrár Iú.e es estable

en valor .es, Pues la estabilidad en valores imPlica la estabilidad

en Pulsoe,

9i D esti detado de un P roCesh de	 oul ...os simPle lue

elOieza en Mi, entonces, se9 jn el teorema TIT- 1,

v . rn = w - f n P-(. 474 ) * z N(U--)W, k)4
	 t

1<,"Z‘

In/ • 1/ 4-, 51	 e 4,"	 4-	 , demes rar due

este' acotada la si9ui ente tMa'	 N<Yi---Miyk:)..

cht,sideremes el conjunto 9 dP travecter iás de Mi á Mi qUé

Pasar.	 lh mas	 vet Per un ventice	 tedes	 c4Cles

q ue denhkaremes Por

• SO* Is i 1 o .n92tud de la. trzwecto r ie en 9 de ma gmr lon9itud.

9ea c la lon9itud dEl ma g o	 ciclo bÁsice al q ue Pertereee

Cual q uier tra ,..,! pcteria de	 lendl itud t	 k .4- c.. deber/

recorrer al M€flOS un ciclo b.4s 4 ce adicional:	 el cual tondri

	

t:ero como s=9, kabri etre de	 la miSmá

lon .Mtud Pero con sierno chrtra r ih,	 Per le tanto , NI(X1-+XJ14>;p4-1.
b+c

zo l VIci(t)1,4_1\li(IntleiMi+	 E IN( X k	 Xci)K)

/Ct.(

rlUe CrC1.1,, '1.* 42-1 4 n es 2.Cry9:..9:7,40

ver

151



Teonema
	

E5uben1?amoS que D es una roseta 9enerslítáda

co fl SítArle.:	 ) 15 • Consideremos la. sucesijn (al,Qz/,,,,CIs) de
, .
de105. Si~S de tr)S	 12asicos de la misms

lonoitud Si D es estsbl.e en DutSos en todo OrMre1.0 de bulsos

entonces, a) Os t	 I	 S« Qi -0.,50,t4 con	 1. 4

Demostrsción,

C•nsideremos bnimero el casó de una nósets-

vent.ire cómun le llamaremos X I-

rada f.-ir-1n	 4 CO 1 r•I 'ni roic•b"A rr..rn	 en Perme	 ornorosivs

desde XS H41.1,-2,tS xr

pi 5~	 Cjç c,r:rt54r7A'.,! '›“ In ,-.:PYri-flns bnre. dI,

En un ciclo
/	 .

rUS,~17,:	 excebtuando al

X I, lo denOtaremOS Por bic.

	

PI si'no del ciclo bisico k,	 lo derctaremos pon Ck: bór

	

tarrtó! Cle• = d, di.- .	 •	 tr,/,

Cón estas notaciones el boUnomic canacterfatiCo Seri»

p ( Á) r dtt ( Ik - X II -.--

	

.-X0 - • -0:clo o, • •0  loll• .	 .	 ocjI_LS
Or-X&I•••0,00o••%0	 1. 1 ,	 al

-	 :	 1	 r

O	 o • • • - 1,	 o o o • • . °
di,

d"	 o --•	 r	 000-•'0
1 13	 -	 o

1 O	 O • • -	 o i-XcLo • • - o	 1	 ,
Q_Ád, .. • o	 I. . In	 .	 1

,	 1	 1. 	,

<4 !°	 o  

.	 o	 o.to 0•• - %ti
io	 o	 1

• •	 oi

	

i	
o o o • • • -X 1	

' 
'
i -)' 4:41 • • •	 °

r.
i•	 -
:o	 o	 •	 •	 -. I
io	 o	 • • - o 52



rar

,
Des-rollardm resPecto al Prini.- renlon tendrmo.st

n	 3	 1	 S	 t	 a ,	 1	 1	 ,14-1—.

	

p(A)=.(-xl +	 (-11 ft.1. (-11 ds+, - -	 • ( - 11 •451-k 01	 (-^)	 4
6,+z: (6,+3

d 
z	 zb,4-3 z	 tb,+a3	 b +I	 Y1-(bz.+1

)	 s+, k-1) • dsa •	 • - (- I)	 ck_.,	 (-1) ' di (--)1)

b,,,60.,	 46	 4-7_	 tlb,413a+..,+101,,\+3
4. , s +	 ( _ 1)	 --	 K.-1	 (359, (__‘)	

á V‘1	 • •	 .

(- )
Z (3/4t.ti-bat ...•I•Dk_k)i- 3

cl	 '`	 (-1 
bii-bli- . • Clebk..Ntl I,.

)	 dÇ	 (-X5'	 1

3,b,	 h- 6,-1 n--(b,4-0	 z(b1.-Irlit+ ...*•bk..1)+73
=> ? ( 	 ('-‘)'n Xift ±((-1) ) et (-1)	 Á	 ±	 (- t)

Ç( .. 02 oil	 ea (... 1)

	

1	 br 1 •	 'A- (6a+ I) z,-(10,-H)
-1- •	 .	 .	 . 4

IGVTI	 v%-(101:11\ _ult(t1)
1(6,i- 62.+ .. ,-k- ipz-,1+31

[	

I 
z(b,+.+•,-*-fok-+3)	 (v., (-1)	 XY-11).

I,- (15,i. )	 (^-(b1+,)

	

=) 13( xl =(--‘)	 X - cl i\	 _ c, A	 _
V•1	 IN	 k	 TI -01:1vH)]

ay0Pa`nCka, kbn 4ttITIO5 i41nSL SUYnItly	 IOS +e.Cliv;kzos ,A.ue corres pon cien	 oi

c(clos de lo-mi/tilo, lovx%4ucl. 	 -_-_> p(y) .z. Xn- t (11 5:\ii -1
;=•\

	

=-> p(x)	 ):\	 (	 - 0.4 X5-1-- a,	 as)

Er e7 raéc de lue•la roeeta É.e.t eneré).i7a é el 	 Pctliroa.!io

.eríetico *uedé deecrito dé 	 la ro.iefna alénera.,	 Po.eS	 la ütiCa

diPerenci

ciclos ba'...sicos

icoe de....,tro de c.:t.:roe

Payié él lo todoe 1..ne

béeicos	 la rlume,.a ion de lo...	 .tices eea

vearr;os ahow..a 	 que 4r-5'0,-JY,	 r,rolnor,r.4flna el

as-‘X — as

Come	 .tonces R(X	 raj	 ,Jalrra›..

Pro*i	 no 9 de r"-
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1:',2t0;

- ci,t>z1)5)

Oc rno n eses .1.7,able e n bulsoe y Oes.lda	 erterc,4,

!.... aíz de R(X)	 !)~;i.d 1, Y f-.00 05 =tp-odlicto de la.s raires,

entorcee,	 — 	r0,-, 7.0 cu2.1.	 derr-nstr.adh et!.rcc

Como Redq es " 	 rnot4riertoc. ov~ns, mñnirh.

9 CUY.IS r.g.*ces 	 r?, 	 erkbnces	 e re, a (4e

K.M. óre ,±ke, nodecy9k arihmar . ,..y ue sus	 ,aices scm	 de te

uridad,

17.1(74el." 1-~5 RO‘ en -r.1,.c'r.es	 er

Pd(• . X .	 ===> 1.0s Kx) scr

!yr, Y.0)meho ce.ráltr,	 To

R(x)=)\--(1,k1-1--atX5-1-. 	 - as

RW: > <(/ (1-	 -

Se Q(X) 1:: as	 Xs-`4	 +	 X -.5

=> Rtx\ - XS Q(x1

=) Xt,to tcti. de. R( X 1	 <=5

--r-) R( X) \A Q(5.,) So l() polvv-lovil;.os

coxa lcur Nnusroofz --ícu:c.ao

S as 7.1 I ; cornpenckv,ticá	 R0‘ ) ,á Ca>,} verA os ckua

G[ _- Cks _r. 	- as Gts-r.

Si ast-1 ) üz as_ t = —	 oks - t

Coz to curst r.ituecia demos-Indo ei keotevita.

es Tej a de Q(X\

del Yrns ,tvlo %yac

R(x)::: Q0,1
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...TeOretma	 SuPontlamos que D es una róSéta tieneralizada

con	 > 0,	 ( al : Qz./.r1 sucesilJn '90 la *-Oseta/ Si D

estable en Pulso5 en todo ProceSo de Pulsos simsle: entonoes

D es estable en valores en todo Proceso dé Pulsos simPle,
S

si	 soto :55.,	 71 Ck
1.1

DemoStbaolrfin:

	

En el	 teorema IJI	 se demostr	 que una cOndiOjdn

netesaria 9 Suflriente Para qué una di:Sra.rioa Pesada. sea eatable

en valor-es era que 1 nin Puea !).n	 PP1-./7! eStO 11,:tc-k
S

<===> R (11 O e-t5 1 -	 �-o C.—

Consideremos el ejemOlo de la

Pg.91na SS u que esIuematizaremoS de la

dlirilrariOa. que viMos en la

s5Sluiente manea:

Ckclos ¿e lorkIcluck it

C CAOS a€ \ovviud 3

Ckt\os de loogikucS 9 :

Ciclos de looáikud 5

XIX1X1 j

Xt >C1XGX1
	 wpwl•

X‘ X34)(1 i

1	 Y•9.Xt )

kal

K1 KiX,4 Xs XoX

) CLIt°=> Os= t ay=o, as= ) az= I

=> El poUvio.nn'ko coack:et nst‘co es: p(X\--: X9- Y\s- >\q-

CO`Mo pm= -z	 á 9(z) t 
19 --z) ¡Aeneuix \icktot plopio >1 á pot kebnic

LA-^^ Koceso de pulsos Sl"(sle	 Y10 Sgal; esjtalle

S5
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