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Se asegura que todos lo problemas gue s incluven gse --
pueden resclver con la teor{s vista.

L f . . .
La seccion aj g= incluve pretendiendo dar un pagorama -
general del material gue se trata & 1o largo del capitulo, --
buscando situar al slumnado.

Las secciones by v ¢) se intrcocdujercn con &1 aféh de mo-
tivar a %os estudiantes, sobre todo a }os de las distintﬁs --
in%enierlas, gque gienten poca atraccicn hacia la cuesticn -—--
tedrica, cuande esta no vd acompahada de una buensa dosgis de -
aplicaciones.

En lo correspondiente a la seccidn d), toda la exposi---
cion buscsa ir introduciende al alumno de manera natural en ~-
Co prth gue van aumentando en grado de dificultad y donde -
g pogible se les motiva mediante ejempleos muy sencillos

/

I=)

.o ’ , 4
Gue relacion guarda esta propuesta con respectoe al pro-
grama actual gue ge maneja en la materia?

De entrada, podemos decir que no hay una diferencia fun-
gampntal en lo referente al contenido del material gue se cu-
Bre. Bidsicamente se trata del mismo, aungue difiere sustan---
cialmente &n el orden en el gque se& presentan log temas.

. 4 . . - ~
2 Por que’de01d1mos gsegulr este orden? Trataremos de ex--
plicarlo 1¢ mas ampliamente posible.

Elegimos empezZar con Vectores en R“, para aprovechar gue
s mantienen relativamente frescos en la mente de 1os alumnos
coneeptos que se manejq;on en Gecmetria analftica v en Mecd--~
nica, ejemplo: la nocion de vector en los espaciocs de dos v o~
de tresgs dimensiones y aspectos relaciocnados, normas, éhgulo,
distancia, etc. De hecho, cada vez gue dsto es poseible, s= --
l=s menciona que tal o cual cosa va la conocen, remitiéﬁdolos
al curse donde lo vieron.

No pwrdamo~ de vista, sin embargo., que todas estas no~--
cicnes estan generalizadas al espacilco de i dimensicnes porqgue
a8 nuy importante desde el principio tratar de mus;rgr que no
tenemcs por gque limitarnocs a cascs partlculares, ‘agul gerlian
ics @spacioc de dos vy tres dimensiones, cuando "se siente”
que =in mayor problema puede pasarse al de n dimensicnes vy —-—
que :110 ne implica el perderse en abstracciones innecesarias.

Gtra argumentaciém & faver de la introduccidn de A
res =n R™ camo Cap{tulo I, gerfa decir gue la estructur
un vector es, muchc mas sencilla gue la de una matriz ¥ por --—
ende, mas facilmente asimilable.

/ YA A - .
presentacion de SEL comu Capltule II, 1¢ importarn-
1 mostrar distintos métodos de rezclverlios, que ez
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CAPITULO .Z

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
21 INTRODUCCTION '

/ .
Al introducirnos a este capitulon, =stamcs penet rando a -

lo qgue serd la parte medular del cursc : la resoluciof de -
Siztema=z de Ecuaciones Lineales (SEL). Desarrollaremos aqul
dos de los metodoi mdz utilizados para elloc : el llamado M-

F4
todo de Eliminacion de Gauss v el Mzstodo de Gauss-Jordan.

Estamos seguras de gue el contenideo de este cap{tulc z—-
traera podsroszamente la atencion del alumnadoc, puesto gque ve-
r&n un material que tiene aplicaciones muy variadas e intere-
szntes, ya sea en =l drea de estudio especffico de sus carre-
ras, como 2n €l resto de los curscs gque llievan.

dpméu, este material yva lesz es un tanto conocido, pues-
to gque desde la secundaria se tlane contacto con los UEL aun-
QLEJdE tamanc pegueho, & 1o mas de tres escuaciones cen tres -
incogniteas.

X . . S .
Aparte de las aplicaciones, va de por si interesantes, -
Paletl .
Ioce conceptos y slgoriitmos gue dgb; se trabajen serian de gran

utilidad posterior.

2.2 BREVE RESENA HISTCRICA.

Hablar de la historia de los Sistemas de Ecuaciones Li--
- - - - . - . 7 -
neales significa hablar primerc de lo que es una ecuacion li-

neal.
- ; : s a :
El problema de resclver una de las mas sencillas de las
ecuaciones lineales, la que tiene la forma ax» = b, es algo --
gue ya ocupaba a los hombres antiguos. Los egipcios incluso

va sablan resolverla, pues se les habla aparecido come resul-
tado de dificultades a 1a hora de realizar ciertas medicio---
nes ,

La aparicid% de los SEL se debe m

£ gue nada a la nece--
gidad de resolver clertos problemas prac

/
a
I
acticos
Francoils Viete (1540-1602)} y Rene Descartes {1596-1650)
fueron los que establecieron la notacic n gue actualmente se -
utiliza. Anterlormente tode ge escr bid en latin v no exis-—-
tia una noLarlon gue fuersa prurtlca

.

f
Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1£2E51) tamhbien plautpo 1=
. 3 . —
necesidad de resolver un/qLL obtenidc de sus estudics en Fi--
fica, eungue nunca llego a solucionarlo

Colin Mag LaLrlﬂ {16G8-1746) en un tratade de Algebra —-

LTI S PSR Y - - s e
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senta la gpluc1on habitual de las ecuaciones 51multaneas por
pllm1n801on cuceclvd de 1ncogn1tac En uno de sus capitulos
presenta ademas otra solucicdn mediante l¢ que se conoce como
determinante, e inclu=so llega a mencicnar 1z famosa regla a--
tribuida hoy & Gabriel Cramer.

Gabriel Cramer {(1704-17852 publicd en 1750 la misme re--
gla gque dos anos antes habia aparecido en €1 tratado de Mac -
Laurin. Lo mas probable es gue esta regla =ea conocida come
1z Regla de Cramer debido a la superioridad de la notacion.

Feostericormente, Farl Friedrich Gauss (1777-1855) d& un
metodo para resclver el casc general del lefemc A¥X = b, co--
nocide cen el nombre de Matodo de E11m1naglon de Gauss ¥ cu--—
vag ideas fundamentales se remontan a la epocQ de los babilo-
Ri10E .

En la actualidad, &1 problema de resolver un SEL se ha -
vigto reforzado c¢on el emplec de la computadora y ha alcanza-
do grados de decarrollo que son en verdad asombroeoc. Ha da-
do lugar a isa apar101on de ramas de las Matematicas CoOmc son
e% Andlisis Numerico y la Programac1on Lineal que en nuestros
dias son de utilidad inscspechadsa.

2.3 PROBLEMAS APLICADOGS
Froblema 1. Un modelo sobre filujo de tran51to Lo que ve-
remos a continuacicn es como un problema de fluJo de transito

-citadince puede modelarse mediante un SEL.

- - - - ,
En el diagrama siguiente =se muestra una seccion de la --
ciudad de Hermosillc, Sonora.

- 350 . 300 480
100 : & T T P 400
[ 4
X3
200 —p s
c Xs

—— 300
Lﬁ
f

150 ‘ 5 200
Las flechsas goc indican €1 sentido en el gue viasjan los
vehlcu 08 Yy los numercs gue aAparecean representan ls cantidad
de vehlculis gue antran v gtie salen &n 1in rerdsass As - Lo
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Esta mediciéﬁ se hizo colocando contadores en cada una -
de latc intersecciones en una de las hora "pico" del trafico -
citadino (qe €:00 a 9:00 a.m.}. Se han designadc mediante --
letras mayusculas las interseccicnes de las calles v mediante
variables con subfndice el flujo de trdfico entre intersec--—-
ciones adyacentes.

La calle que vd de B a A estard en etapa de bacheo. Los
trabajos se realizaran a partir de las 8:00 a.m. &e reguiere
por lo tanto gue el trafico sea mfnimo, pero =sin causar embo-
tellamientos en ¢itras calles.

2 Que recomendacidn darfia usted al Departamento de Tran-
site, encargade de resclver este problema 7

Problema 2.- Teorfa de Circuitos Eléttricos Ui circuite -
electrlco es una serie de dispositivos eldctricos conectados
entre si de tal manera gue existe un flujo de corriente entre
elleos ¥y s= produce un efecto determinsado.

Un circuito ele€ctrico consta de dos tipos de elementos
activos y pasivos. Entre los elementos activeos se tienen las
fuentes de voltaje o fuentes de corriente ; entre los pasivos
{gstén las resistencias, transformadores, inductancias, capa—-
citancias, etc.

Un circuito electrlco puede dividirse en mallas 0 redes
para desglosar la informacidn gue pueda tenerse de el Una -
malla o red es una interconexioh de dispositivos elé&tricos -
coma transistores, baterfas, resistencias, capacitores, etc.

En un circuito se E}enen ciertos puntos en los cuales --
coinciden {o(hay conexion entre) varios conductores. Este —-
punto de union recibe el nombre de nodo. :

Debido & la naturaleza propia de los elementos qun se --
cuentan entre los del tipo pasivo, resulta que los mas senci-
llos son las resistencias.

Dentro de la teorfé de circuitos elébtricos la hipétesis
fundamental de linealidad =se conoce come la Ley de Ohm. Esta
ley establece gue :

. . . ’ . .
"LLa intensidad de corriente electrica es directamente --
proporcional al voltaije e inversamente proporcionzl a -
la resistencia” '

./ .
Pero tambien se hace presente una propiedad de aditivi--
dad, va ques :

"Ei la misma corriente pasa por unag red con sclamente --

dog (o mac) re=1¢tenp1a= conectadas en serie, 1% cafﬁa de --—-
voltaje a trave: dn la rﬁd es la suma de lazs calidas indivi---

e DI P R R



Esto se conoce como la Segunda Ley de Kirchhoff.

! . . .. . .
FPerc sdemas se tiene la Primera Ley de Kirchhoff que di-
ce que :

. “"lLa corriente que llega & cierto nodo en un circuito ---
electrico es igual a la corriente que sale de £1"
/ / . . .
Asi, la tecria de circuitos lineales ofrece un excelente
ejemplo de SEL utilizsdc =n Ingenieria, comc se ve a conti---
nuacion:

i

Considere el siguiente circuito. Determine los valores
de la corriente en cads recistencisa.

-

Problema 2.-, Modelos de Leont%ef (*).- Este es un modelo —-
usado frecuentemente en Economia y consiste en lo siguiente:

SLpongamos que un Sistema econdhlco tiene n sectores --—-
economluoc. Cada sector tiene dos tipos de demanda : exter--
na, gue viene de afuera del sistema, e interna, que es la he-
cha a un sector por otrc¢ sector del mismo sistema.

Tenemos €, para representar la demanda externa hecha al
i—ésimo sSector y ai para representar la demanda interna he-
cha al i-dsimo sector por el j-dzime sector. Mas precisamen-
te, acj representa el ndmero de unidades del producto del --
i~esimd sector necesario para produc1r una unidad del produc-
to del sector j. Sea A; la producclon del sector i. Supon—--—-
£2mos que 1a producc1on de chd sectocr es igual a su demanda
(dsto es, no hay sobreproducc1on). La demanda total es igual
a la suma de las demandas externa & interna. Para calicular -
1a demandz interna del sector i notemos gque 8¢y es la -
demanda hecha al sector i por el sector 1; asi, la demanda --
interna totel del sector i es

a‘:' X, + a:a_ Ky + ..+ ain Hp

{*) Llamado as{

Leontief.

debidc al economista americance Wassily W.---—-



- 33 -

Llegamos asi al siguiente sistema de egyaciones obtenido
de igualar la demanda total con la produccich de cada sector:

a,’ X, + af?. Xg + ... + &yn X¥Xn + €, = ¥,

By My + Baz X2+ ... + Gan Hp + €n = X g

Spy X, F 8ng Mg+t ... + Bpn Xn +t € = MNp
De donde

(1 - ap )% - 842 Xg - .. =~ 8,n Xn = &

- ail X (1 - dli)}:l— - Ban ¥Xn = €5

- &np ¥y - 8n2 Xa o~ + {1 Ean )Npy= En

- . . . . / .
Egte sistema de I ecuaclones con n incognitas es muy
importante en el analisis econdmico. Ejemplo

La cconomla de un cierto estado esté sostenida por tres
sectores econom1co= que dependen entre cf pero gue no depen-
den de sectores del resto del pa15 Estos gsectorss son : a--
grlcultura, ganaderia y pesca. En la siguiente tablz s ---—-
muestra la porcion de cada producto consumido por cada uno de
los s=ctores

Produccicn
Agrlcultura Ganaderi{a Pesca
Agrlcultura 3/6 477 2/5
Consumo Ganader{a 2/6 3/14 1/5
Pesca ) 1/6 3/14 2/5
Este arreglo podemos interpretarlo como sigue : la agri-

cultura consume 3/6 de su propia produccion, la.ganaderia ---
consume 1/5 de la produccidn del sector de la pesca, etc.

Supongamns que los ingresos de cada sector econdmico es-
tan dados por 1 . 1, e I,, respectivamente.
& 2 3

Bajo el supdesto de que el ingreso ocasionado por las --
ventas del producto es igual al gasto ocasionadeo por la pro--
duccion, gsto es la produc01on de cada cector es igual a su -
consumo (es decir, no hay sobreproduc01on) determlnn los in-
gresos de cada une de los miembros del sistema econdmico.

) . . 7 s

Observacion.- lEl tipo de modeloc gue e manejo e muy utili--

zdo en Economla y recibe €l nombre de Modelo Cerrads de In--
sumo Productoc de Leontief .

Problema 4.- Ecuacion=s Guimicas.- Las rﬁacc“ones GU{il:a
pueden expresarse mediante representacicones simbdlicas 1i=z
das Ecuaciones Quimicas, por Jsu semejanza coh las ecuacicne
_matematicas. ‘'La isualdad aufmica es nra evemrasise A= Gz 7o
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. /.. ./ /.
tar simbolicamente una reaccion quimica, debemos tomar en -—-
cuenta que -

i} En el primer miembro de la ecuac1on se tienen las formu—~
las o si{mbolos de las sustancias que reac01onan

ii) En el segundo miembro se tienen los 51mbolos o férmulas
de las sustancias gue se forman en la reaccion .

iii} Se equilibra 1la ecua01dn con respecto a los étomos, de-
to es, que el ndmerc de &tomos gue intervienen en el primer -
miembro aparezca en el segundo. A este proceso se le conoce
como Balanceo de Ecuaciones.

Ejemplo , ;
Balancee la ecuacion que reprpsenta a la reaccion quimi-
ca : Hidréxido de Sodlo con Acido Sulfdrico se transforma en

Sulfato de Sodio mas Agua.

Na OH + H, SOy — Nag SOy + H30

4 S I S TEMA § DE EC q,A C I ONES LINEA-
E S5 .- Definicion, clagificacion y ejemplos.,

= Hlstorlcamente el Aigebra Lineal evoluciono a partir de
1a 1dea de formular un método general para investigar la so--
lucion de SEL.

Las técnicas que actualmente se manejan para resolver un
SEL son algo antiguas, sin embargo han resultado altamente --
provechosas a partir del adelanto de 1as computadoras elec---
tronlcas mismas que realizan un gran nimero de operaciones -
con enorme rapidez.

/ . .
Tanto la teoria de las matrices como la de los determi--
- - . F -
nantes dan un procedimiente para la solq01on de sistemas de -
. - £ .
ecuaciones lineales, aunque e€sto e vera posteriormente.

. Y . .- s,
A continuwacion daremos 01er§os conocimientos basicos ne-
cesarios para poder tratar los metodos de sclucion de SEL.

*—Definicién 2.4.1. Una ecuacidn lineal de n incéénitas
eg una expre51d% del tlpo a, X, + 83 ¥a +...+ Ap Xp =b , —-—-
donde x,/ son las 1ncogn1tas a¢ los coef1c1entes i=1, 2,--
..., Ny b es el tdrmino constante. Salvo que se indique ---
otra ccsa, entenderemcs que trabajamos con ag¢ , X , b & R.

Encontrar velores X,:¥,,..., Xn Que satisfagan 1a igual-
. . . - . £ . ’
dad pedide significa encontrar una sclucicn de la ecuscicon.

» : 4

Ya que tanto hemos hablado de la solucion de SEL, debe--
mosg definir formalmente lo gue son log SEL. Para elle tene--
nae :
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ecuaciones lineales de la forma

&y, X, * @52 Xg+...* Ay Xn = by
& ay Hy + 5'12 X; +...+ 8an Xn = b:,
8, X 4 8mz Xy +...4 Bmn Xn = Bm ,

se dice gque tenemos un sistema de m ecuacicnes lineales con -
n incdgnitas Cada at} 1, Z,..., m, j = 1, %,..., n -
recibe el nombre de coef1c1ﬂnte cada %7 es una incognita v -
cada by es llamado terming 1ndependiente.

Observaciones
-Remarcamos que estames trabajando con acdy , %¢ , BrER.
_E]l doble subindice de cada coeficiente s de-bastan%ﬁ utiii-
dad, porque &l primero de ellos nos indica 1a ecuacion & la -
cudl rpertenece la constante y el segundo de ellos indica la -
1ncogn1ta a la cual acompahan.
—-Re=slver un sistema de este tipo significa encontrar los --—-
conjuntos de valores %,, Xa,..., X, Que satisfagan las m ----
ecuaciones. Usualmente se habla de cada uno de esos conjuntos
de valores simplemente como un vector soluci&n,
o Definicio% 2.4.2.- Cuando cada b,y =0, i =1, 2,..., m
se dice que el sistema es HOMOGENECQ. Cuando m = n, el siste-
ma se llama CUADRADO.

Para la solucién de un sistema de ecuaciones, se pueden

presentar dos posibilidades :

a) Que no exista solucidn, en cuyo caso se dice gque el sis--
tema es incompatible o inconsistente.

b) Que exista soluc1on ; se trata entonces de un sistema ---
consistente, perc aun aau1 se abren otras dos poibilidades

b') Que la solucidn sea udnica {sistems determinadoc)

b} Que nx1stan infinidad de soluciones (sistema indetermi--
nado).

f .
Esta clasificacion que hemos hecho de los SEL se justi--

. /
ficard con 1la teorla/que veremos mas adelante. Estc es, como
resultado de la teorla se concluira que si acaso un SEL tiene
solucidn, ésta o es Unica o son una infinidad. En los siste-

mas pequenocs de 2‘3 2y de 3 x 3, estas pecsibilidades se pue-
den analizar geometricamente.

Por ejemplo, en sistemas de 2 x 2, la graflca de cada --
una de las ecuaciones es una recta. La solucidn sera el con-—
junto de puntos donde las rectas se corten. El sistema in---
compatible quedara determinado por un par de lineas parzle---
las ; el sistema determinado por un par de rectas que se in--
tersecan y el sistema indeterminade por un par de rectazs —---
coincidentes.

En el caso de log sistemas de 2 x 3, tada una de las e--
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I 0 -
un planc {(eso cuando al menos une de los coeficientes sea ---
distinto de cerc ).

Los sistemas incompatibles de 32 x 2 quedaréﬁ graficadcs
como tres planos de los cuales al menos dos son paralelos.
Los determinados son tres planos gque se cortan n un Solo —---
punte y log indeterminados 10% podemos graficar de varias ma-
neras, dado que la interseccion de los tres planos, aparte de
ser un punto (casoc anterior), puede ser une recta ¢ un planc.

. ! . 4 - -
Resumiremos todc estoc en un cuadro sinoptice de lz gi---
guiente mManersa

S E L
/s . . . .4
S1 tiene sclucion No tiene solucion
7 y . A
3 Sictema Sistensa
Consistente _ Inconsistente
Solucion Unica Varias Soluciocnes

« y
Sistema Sistems
Determinado Indeterminado
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Antes de adentrarncs en los métodos GQ,solucidh de los -
SEL, y dado que ya conocemos la forma gque estos tienen, vamos
a tratar de encontrar cuales de ellos nos representan los ---
problemas gue se enunciaron en la seccidn anterior.

Problema 1.- En el problema de flujo de tréfico se tien=en --
las siguientes caracieristicas

A, B, C, D, E, F designan las intersecciones de 1as calles.
¥,, My, X3, X4, X5, ¥y, X4 designan el fliujoc de tranwlto en--
tre intersecciones adyacentes.

Como la calle gue estd en r@parac1on es l&a QLE vd de B a
A, el problema es encontrar entonces el valor minimoc de Xy
que estard tambieh sujetc a ciertas restricciones, dadas por
el mismo problema. :

El argumento fundamental a utilizarse es gque, como las -
calles son de un solo S@ntho entonces el numero de Carros -
que llegue a una interseccion debe ser igual al numero de ca-
rrog que sale.

De acuerdo con ésto
For ejemplo en A, entran X + 200 vehlculos v salen X, + 300,
de ahi que '
X, + 300 = x4 + 200.
Entonces .
X, - Xgq = -100
y obtenemos una primera ecuacioch.

/ . ,

Analogamente, para cada una de las intersecciones

En B, 35 + X = 50 + X . entonces x, - + = .
7y A 5 »_____E_‘i:_\ © a2 X.r..l X5 . 50

En C, 150 + 200 = x4 +A35 , entonces x; + Xy = 350.

En D, 400 + x, = X, + 450, entonces x, - X; = 50.

En E, x, + 300 Xa + X3 , entonces X, - X, + xz = 300.

Xy + Xg = 350 + 100, entonces Xy + X3 = 450.
Resumiendo, el sistema por resolver es

~100
50
350
50
300.
450 .

X X4
X:{ - ¥y + X5
XB + X5
X - A¢
XJ + X;

1]

"

]

1l

Se trata Fe un sistema de 6 ecuacioncs conn 7 1ncogn1ta=
cuya resolucion, tal como se plantﬂara mds adelante, resulta-
rs .
rz bastante ilustrativa e interesante,
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problema 3.- En el Modelo de Leontief se& han des
I, I, € I3 los ingrescs de la agricul}ura, ganad
ca, respectivamente. S5e suponhs tambien gque Ingr
tss = Gasto por CconsEumo. Entonces
I/ = 2/6- I; + I = 275 I3
T = 2/6 I + i4 + 1.5 Is
I3 = 1/6 I, =+ ig + =% 13
-_ : f
gue =n suU forma homégensa &=
3/6 Ir - 4.7 I, - Z7E Iz = ¢
- 1/3 I, + 11/34 I4 - 178 14, =0
-1/ I, - Z/14 I, = Z/% 13 = U
dende I, , IQ, I, =son las ncogn_,mc del sistema
! R . -
Dado que el numero de ecuaciones es igual al
1ncogn tdu, tenemos un sistema homegeneos cuadrado.

Este tipo de problemas (balanceo de

FPrcohlema 4. -

/ . ~ \
QLiﬁlbac} pueden modelarse de tal forma gue de iz
@aon Qlelca a balancear =& obtenga un SEL. Esto
cerlco de ia siguiente Iformsa comoc pare que una =c
mica =std balanceada es necesario que 1 rimerc d
’ i N
{mcleculss; Pilwt@ntec en €l lado izguierdo de la
parezca tambifn en el derecho, entonces 2 c¢ada su
(tantc g las gue reaCcionén. romo a laz que s& for
reacciac n) le asociamog una 1ncogn1?a que nos repr
cantidad de cada una de ellas. Al . podemos escr

%, NaOH + x; Hy3 S0y ~— x; Na,504 + xu Hy
, N N i, . |
Despues procedemos a sepatar (desgiosar) la
completa en ecuacioneslpara cacdas uno de los el=me
tervienan en la reac~idn. .’ De agqui s= chii=ne un
ecuaciones a resclver gue esg
Sodio (Na) ¥y T Zx3 , entonces 3, - =z
/ e i
Oxigenc (O) X, + 4, = 4X3 + Hg , entonces
B s > s -
Ry o+ o Ad, Y g = 0.
. ' . - -
Hidrogeno (H) Xy, + Z¥, = Z¥4 , entonces ¥, + 2x
Azufre (E) ¥, = ¥4 , &ntonces Ny - oHg

ecluaciones
dnica ecua-
podemus ha—
uacion qL’—
Lto

H
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METODOS D E SOLUCTION D E S EL
o de Gauss, Operacionss Elementales, Ejemplos.

En la actualidad exigten varios mé%odos para la solucién
numérica de BEL que todavie se siguen perfeccionando. Estos
métodos podemos separarlcocs en dos categorias Metodos Exac—~
tos ¥ Mdtodos Iteratlvoe. Les metodos eyactut SO aQLHllOS -
gue dan una nolUC1on del problemsz usandc un nimero finito de
operac1one¢ aritmdticas elementzl 51 tantc los datos como

tos SCILL¢JE tambidhn as exac-
ro

r

1as cdlculos hechos son exactos,
ta. EFn este tipo de metodos =1 n
culo necesarias depende sdlo del
del tamaho del sistema asociado al prob

o
[
)
M
i

rt ZNbk= M

_El primer método de este tipo s=e basa en la idea de la -
eliminac{pn de incégnitas : recibe &l nombre de Método de E——
liminacion de Gauss (*) y ccnsiste en una serie de elimina---
ciones sucesivas por medio de lag cuales el sistema original
ge reduce a una forma lo suficientemente sencilla come para -
pcder resolverse a simple vista. Actualmente existen muchos
esgquemas para apllcac1dn de est= metodo ; entre ellos estaﬁ,u
los esgquemas compactos gue reguieren un m{nimo de notacidn.

/ ., L. - - . 7
£ Hay otros metodos, ‘comc €1 del limite v el de inversion
de matrices, aungue para poder, entenderlos es necesario pri--
mero introducirncs en la teoria ds matrices. Unlcamentu como

comentaric mencionareémos que, por ejemplo el me€todo del 1imi-
te considera una matriz dada como un conjunto de matrices en-
cajadas cuce51vamente iniciando con una matriz de orden uno.

Ciertas variaciones de este metodo se fundamentan en opera--—-
ciones con matrices.

Los mctodos iteranlvos proporcionan un medic para deter—
minar :oluc1ones aproximadas de un SEL, ¥ ddemés un llmlte -
para las aprox1maclone= sucesivas obtenidas mediante algun -
Procesoc. v

En estes métodos son esenciales tanto la convergencia de
estas aproximaciones sucesivas como, tambien la velocidad de -
convergencia. Es importante tambidn una preparacidh prelimi-
nar del sistema para sustituir el sistema criginal por uno =-
quivalente que converja tan rapidamente como sea posible, por
1o gue -tambidn son importantes los mdtcdes de aceleracich.

{ . ; _ rs
Los metodoz exactos se utilizan cuvando =1 numero de -- « - - - —
ecuaciones no es muy grande (del orden de 40 o menos).

Los metodos iterativos son mas apropiados cuando aparece
un gran numerc de ecuaciones qszluancau (100 o m&t) las cua-
les a menudoc poseen otras caracteristicas especiales.

/ / /o /
{*}) Llamado asl en honor al celebre matematico aleman Karl --

FricdArirh Qoiice (1777 10000
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A contlnua01on describiremos los metodos mas simples - - -
pertenecientes a la categqyla de metodoc exactos. Iniciaremos
con la siguiente definicion

Def%picidn 2.5.1. Dados dos sistemas de ecuaciong; 1i-
neales, estos se dicen equ1valentes s1 cualquier soluc1on del
primer sistema es tamblen golucion del segundo, v, rec1prqpq—
mente, cualqguier soluc1on del segundo sistema lo es tambien -
del primero.

Por ejemplo, el sistema

Sx -2y = -1 BIBLIOT
_ ¥ +2y = 5 D& C‘;E:CIAS EXEC?A@
es equivalente al sistema e AT
7x +y = 9, umiﬁl%fnffn’éﬁ“ RALES
=3x -6y =-1

o ) i
En ambos cascos la solucion es el punto (1,2}).°

El cambio de orden con que g presentan las ecuaciocnes
en un sistema no influye en la determinacidn de las solucio-
nes en casc de 'que existan. Asi, dos sistemas que difieren
apenas en cuanto al orden en que se disponen sus ecuac1oneﬁ
#on equivalentes. Existen dos formas particularmente ftiles
de transformar un SEL en un sistema equivalente:

1.~ Dos sistemas son eguivalentes si uno de ellos}difiere del
otro solamente en el hetho de qug una ecuacion es un mul-
tiplo escalar no nulo de una de las ecuacichnes del otro -
sistema, siende idehticas las ecuaciones restantes en los
dos- clstemac Ejemplc:

“3X - 4y = ~6" - - 3. - &Y = —6 4,
¥ ¥ Zy = & oy 2y + By = 24
son equivalenteé. ™

2.~ Dos SEL son equivalentes si uno difiere del otro sdﬁo por
el hecho de que una de las ecuaciones del primer sistema
se sustituve en el segundo 51stema por la suma de esa e -
cuacion con otra ecuacidn también perteneciente al primer
sistema, sienlo todas las demds ecuaciones las mismas en .
amboz sistemas. Ejemplo:

es equivalente 2x - 2y = -
al sistems 5y - 2y

O
1]
Ibn

Usdndolrepetidam@nte estos dos hechos podemos obtener -
SEL mucho mas clmples equvalentes‘a los 51ctemdq ceonsidera--
dos originalmente ; esto se vera en detalle mas adelante.
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METDODDO D E G AUSS

Lo introduciremos mediante un ejemplic. Consideremeos el
problema de calcular el valor de la corriente en cada resis--
tencia (es decir, i, , iz € i3) en el circuito dade anterior--

mente

- s
Como va lo hemos mencionado, esto =€ reduce a resolver
el sistema

) i,' - iﬂ._ + i3 = Q0 "
6i; + 5ig = 20
5i1 + 413 = :::O
—63;_; + 413 = 10
v llegar al final a encontrar dichcs valores que satisfacen
todas las ecuaciones simultdneamente. Para esto utilizaremos
el Método de Reduccidn de Gauss (o de eliminacioﬁ), cuyos ru-
dimentos Se remontan a la época de los babilonios. E1 método

. . . . / - .
consiste en eliminar una de las incognitas, combinando las --
ecuaciones s travds de operaciones de los dos tipos anteric-—-

res. De esto resulta un sistema mds simple y equivalente al
original.
- i, - iy + i3 = O

61, + 5ig = 20

~30 e
10, )

- : 51’2 —~+ rili3

]

L

. i
Multiplicamos la segunda ecuacion por (-1) y la sumamos a la

tercera
o o it~ iz + i3 = @
g .61, + Bia = 20
- - —61y + 4iz = 10
T ‘ BN —,6]',." + 5;13 = 10
' 4
4 Multiplicamos la tercera ecuacion por (-1) y la sumamos a la
g cuarta : -
Tig -l 4+ i = 0
6.]-., + 511 = 20
-61, + &4ig = 10
o = Q.

. . . .y
Multiplicamos por & la primera ecuacicdn y la sumamos a la se-

gunda
— i’ - iz + i'3 = O
114, + Hiz = 20
= 10

"6i; 4+ "-'i—ij
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Multiplicamos por (-1) la tercera ecuacich v la sumamos a la
segunda

i, - iz + ij = 0

171, + iz = 10

‘-6.1-."I + 41_3 = 10
¢ = 0. ’

: 7
Finalmente, multiplicamos por (-4} la segunda ecuacion vy la -
sumamos a la tercera

ir - 1y + i = ¢

171, + iz = 10
~-741, = =3
a = 0.

: ‘ o/
Despejando i, de la tercera ecuacion obtenemos
i, = 30/74

Sustitﬂyendo el valor de i, en la segunda ecuaoidﬁ v despe-—-
Jjando i3

. iy = 10 - 174, :
- = 10 - 17 30/74
iz = 220/74

( . . ~ kY - .
Despejando i, en la primera ecuacion y sustituyendo i, e 1g.-:

ia= i/ + i3 = 30/74 + 230/74
260/74

. s
De donde, la solucion es

i, = 30/74 amperios
ig = 260/74 amperios
i3 = 230/74 amperiés.
Obséfvamos gque dicha solucién es bnica. Como & su vez -~

podemos retornar al sistema original por operacicnes. combina~

das de los dos mismos tipos aqﬁeriores, s& tiene gque 320/74
. - i

26Q/74, 230/74 esg una scolucion para e1.

Antes de pasar a resocolver otros problemas,introduciremcs
una notacidn gue haga més fébil escribir cada paso en nuestro
procedlmlento 51 mentalmente se lleva un reglctro de la co-
locacidn de los signos {+} o {-) de las 1ncogn1tas y de los -
signos (=)} de cads ecuac1on un sistema de m- ecuaclonea 1i---
neales con n incognitas se pdede ébrev1ar escribiendo unica--
mente el arreglo rectangular de numeras

=



I ' -
(]
=R a2 . & bs
day daza . Bam b;\
I
................ ; .
Eimy 8ma amn, b oa
13
1 rr——

Este arreglo se conoce como la Matriz Aumentzada del Sis-
tema. (E1 tédrmino matriz se emplea en Matematicas para deno--
tar un arreglo rectangular de ndmercs. Postericrmente se ~-—
abordara su estudioc mas detalladamente).

En cuanto a la matriz

s dra -- &in
81y a aa San
Sy B ma - Bmn
es la Matriz de los Coeficientes del Sistema. (Obsérvese gue

gus elementos componentes son exactamente 1bs LOCf¢ClEﬁteQ -—
del sistema general de m ecuaciones con n 1ncognluas)

O-P ERACIONES ELEMENTALES

El,método bdzico para resolver un QEL consiste en reem—-—
plazar el sistema dado por un 51=tema nuevo gue tenga el mis-
mo conjunto solucidn, pero que sea mas facil de resclver.

For lo general, .este nuevo £tema+se obt#ene en una serie de
etapas, aplicando los 51gu1entes tres tipos de opera01ones —-—
elementalec :

1.~ Intercanbic de dos renglones R‘ y R4 , indicada por Ry

2. - Mthlpllcac1on del i-dsimo renglon RS por un escalar no -
nulo k, 1qdlcada por kRL .

3.~ uUStltU;lOH de un renglon B, poOor Su suma con un multiplo

escalar de otro renglon Rj , indicada por ksf + Ry¢

L 4
Estas operaciones ¢ transformaciones elementales corres-
ponden a las siguientes operaciones en el sistema asociado de
ecuaciones -

1.- Cambio de orden en las ecuacicnes 1 v j del 51stema

2.- Multiplicacion de cada termino de la ecuacicn i por la ~-
misma constante nc nula. P

3?— Sustitucidn de la i- 451ma ecua01on por Su sSuma con un —-—-
multiplo escalar de otra ecuacidn (la j- Szima) .

El proceso de efectuar estas operaciones elementales de

w—u-F,—.'I,-.— —_— Lt e T S D o h e e S i — - 3 - b TR - _ .
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cion por Renglones.

) . ./ .

Como ya vimos, la aplicacion de estas operaciones produ-

ce un nuevo SEL que es eguivalente al sistema original, en el
sentido de que ambos sistemas tienen la(s) misma{s) soclucidn-

(es

U - .
A continuacion veremos ejemplos que ilustran la forma en
que se pu=sden emplear estas operaciones para resolver SEL.

Retomaremos el problema del circuito elébtrico Apli-—-
cando shora estos tres tipos de opera01ones encontraremos la
solucidn del problema (trabajando simultaneamente el sistema
v la matriz asociada a é1) .

i, - i;_ + 1isa = o i ~1 1 0
6i;y + 5i, = 20 o) E a9 Z
51, + 4iz = 30 G 5 4 4 3
-61, + 414 = 1 -6 0 4 1 10
Multiplicamos por (-6) l& primersa
ecuacidn vy la sumamos a la segun- | ~6R, + Rg
da ' :
i, - dg + 14 = € 1 -1 1. 8]
11i,- &iz = 20 0 i1 -6 } 20
5i;+ 4iz = 30 0 ) 4 1 30
~61i, + 414 = 10 - -6 0 4 4 10
Multiplicames per 6 la primera &- &R, + Ry
cuacicn y la sumamos a la cuarta: .- - .
iy - dig+ iz = O 1 -1 1 o ]
11i4 - 6ia = 20 0 11 -6 | 20
Si, + 414 = 20 0 5 4 1 3G
- 61, + 10i,y = 10 G -6 10 ; 10
Intercambiamcs las ecusciones se- v Ras
gunda y tercera
i, - i1z + iy = G 1 -1 1 0|
Sia, + 4is = 30 8] 5 4 1 30
11i, - ©is = 20 0 11 -6 | 20C
- 6i, + 10iz= 10 o -6 10 | 10

Multlpllcdmo¢ por 1/5 la segunda
ecuacion : : - 1/5 R s



iy — dig + ia = O 1 -1 1 . G
iz + 4/5 ia = € O 1 &4/5 ] £
111;, - & i3 = 20 0 11 ~ & :f :5(:)
-6iz + 10 i3 = 1¢C 4] -& 10 ; 10
ﬁultiplicamos’por f-113 la se-
gunda ecuacion v ls sumamos & -1i Ry + K3
la tercers ¥
R T iaz= G 2 ~1 i 0
i + &/5 iz= & G 1 4/5 &
- Fa/E ii= -4c€ 0 O -74/5 | -a6 :
- Big = 10 i3= 1C G - 10 § 10
Moltiplicamos por € le segunde
’ - -
ECuaclion ¥ la sumamos a la cuar- & Ry + Ry
ta A4
- 1, etz + i3 = C 1 -1 1 G
ig + 4/8 da = £ G i 408 &
- —TF4/5 13 = —46 ¢ o -74/5 |-46
7475 i3 = 46 o G 74/5 1 4e
intercamblamcs tercera y cuar- ‘ Riy
ta ecuaczicnes : -
il - iﬁL + :E_B = ] 1 -1 1 H G
i, + &4/5 i3 = ) 0 1 4/5 &
JalE 13 = 46 ¢ Q e L6
-T4/5 iz = -46 G g -74/5 [ ~48
Sumamos tercera y cuarts ecua- R3 + R,
ciones :
i' - j_a. + _';_3 = H 1 -1 1 ¢ Q -
ig + 4/5 i3 = 6 C i 4/5 | &
3 T4/ 13 = 46 ¢ O 74 /5 {46
o = ¢ 0 0 O 0
i
Muitipiicamcs por {E/74) 1z ter- S/74 Ey
.4
ceres ecuascion
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Nos devolvemos & sustituir valores en las ecuacicre
res v, mrediante despejeg, concluimos que

"
n
]
1
D
-
g
o)
!

i, = 30/74
ia = 260/74
i3 = 220/74

Observacicones :
- En cada paso las operaciones se refieren al sistema de —---
ecuaciones equivalente obtenide en &l paso inmediatc ante----
rior. ) ,
- Estas operaciones ge realizan en secuencies ¥y no simultanesa-
mente.

i .

- Con la practlca se puedse realiza romas de una operacion en -
cada casco (sin oividar la observacion anterior;.
~ 5i puede cobtenerse una matriz D mediante una secuencia de-—-
cperaciones elementales efectuadas socbre los renglones de una
matriz A, se dice gue A ez eqguivalente por renglonss a D,

; < . . A
El proceso de encontrar el valor de una primer incognitsa
Ee llam CURSO HACIA ADELANTE vy el proceso de encontrar la
sclucidn completa se llama CURSO DE REGRESC.
Dentro de todos lcs esguemas computacionales diferentes

correcpondlentes al Método de Gauss, ete corresponde &l lla-
mado ESQUEMA DE DIVISION SIMPLE.

Ejemplo.- Vamos ahora 8 resclver el sistema obtenide de
el problema 1 de flujo de trafico.

Habiamos llegado al sistema

X, - X4 = ~100
Xa - Yy t Xz = 506 -
X + Xg = 350 .
X, - Xg = .50~
Xy - Xg * X3 300 -

Ay + 3 g 450

1

o ./ ..
Utilizando la netacion matricial

[ N "‘ ]
10 0-1 0 9 0 :-100 1 0 0-10 0 0.-100
o 1 0-1 1 0 G 50 |-R,+Ryl0 1 0 -11 0o 0! =&
6 0 1 0 1 0 0 350 |——F|0 0 1 01 & 0O 350
1 0 0 0 0 -1 0. S50 O 0 0 10 -1 0! 150
6 1 06 0 0 -1 1 ! 300 O 1 O 40 -1 1 360
0 0 1 ¢ ¢ 0 1 ! 450 C ¢ 1 GG € 1 450




100-1 0 0 0'-100 100 -1 0 00'-100

~Ry+ Rs|0 1 0 -1 1 G 0! 50{-R;+R.]0 1 6 -1 1 00 50
001 0 1 O ! 350 G 01 0 © 0 Q' 350

Maooo 1 0 -1 0 180 Mo 00 1 0 -1 0 150

¢c oo 1 -1 -1 1! 250 000 1 -1 -1 1' 250

0061 0 0 0 1! 450 000 0 -1 01! 100

L — - e

= — i ——
160 -1 0O 0r-100 100 -10 0 0! -100
~R,+Rg10 1 0 -1 1 0 G 50| -Rs 010-11 ¢ 0! S0
loco1 0o 1 ¢ 0: 250 001 01 0 0! 2350
“lfo 60 1 0 -1 0! 150 Y'o 6o 10 -1 0! 150
000G 0-1 ©1! 100 Rg+E,|{0 0 O 01 © -1! -100
Co0OGCG 0 -1 01! 100 0O ¢C0C 00 0 0! 0

4 . ! /
Come &l ultimo renglicon esta formade por ceros, entonces
podemos eliminarlo.

Ezte arreglc corresponde al sistemsa
Xy - Hud = -100
X2 - Xyg+ ¥s = 50
X3 + Xs = 350
Xy - Xt = 15¢
X5 - X3 = -100

Despejando en todas las ecuaciones obtenemos
Xy = Ry - 100

X, = X4 — X5 + 50
X3 = - ¥s ¢+ 350
Ry = X¢ + 150

g = X3 - 1006,

Sustituyendo Xy Yy Mg en las expresiones para X, ., Xz v
¥3 llegamos a

Ky = X¢ + 50

Ky = X¢ - X3 + 300 ¥
Xz = - Xy + 450

Ky = X o+ 150

Hg = Xq = 100.

Recordemos gque el prcoblema e minimizar Ry -

" Comc x¢ no puede ser negativo (X¢
N £, -
son en sentido unico) . entcnces Yy 3 156
For otro lade, si x4 = 150 entonces X, = 0 por 1o gu
z

. . ’ C . ' - <>
para evitar riesgos, deberz cerrarse lg ¢irculacion en lz ca-
7/
lle que vé de D & E.




De las ecuaciones para X3 , X3 ¥ Xs Tenemos
X2 = - Xy + 300
X3 = — Xz + 450
}:5 = X?— had 100
/
De aqgui
Xy 300
M, 0 450
%3 3 10C
con lo cual 100 ¢ 33 ¢ 200,

Por 1o tante

1]
e
ot
]
!
6

2 & 200
¥s ¢ 350
5 & 200 .

Besumiendo, lz solucion de=l problema es

100 Xy & 300
Este metodo y algunas molelcac1ones a el gque funcionan
en base a las operaciones elementales enunciadas anteriormen-
te se justifican por el siguiente teorema

Teorema 2.5.2.- 81 un SEL se transforma en otro SEL a
traves de operaciones elementales, los sistemas son equiva---—
lentes.

' . f . . . .

Democstracion.- 8Sea un sistema arbitrario de ecuacliones
lineales

By Kyt @2 Kt .+ 8, Xn = b
’ aL; Hp+ Qg Xa+ . + 8cn X = bi
a7, X * a3 X+ . + Bjadn = ?j
By X9+ @uq¥a* - .. + BmaXa = bm,
en donde w 3y 1 El conjunte de valores
K1 F Cs. Xg = Ca - ., Ha = Cn
egs unz solucicn del sistema i v z2dlo £i sustituvsndo sestos
valores en el sistema se obtienen m identidades Debemos —~-
mostrar gue lz existencia de esas m idefrtidzdes no Sse zliers
por las tres cperacicnes siementalies

A - -



ija existencia de las m identidades cuando sustituimos los va-
loresz de %, %3, ... , Xn en el SEL.
2.- La multlpllca01on de una ecuacion del SEL por un escalar
¥ no nulo no altera la existencia de las m identidades cuando
sustituimos Xr , X , ... , Xan en el SEL, pues
, klag, ci+ ag ca+ ... + a&n Ccu) = kbe , k £ 0

si y solo =1

al, C; + @8 Ca+ ... + acnCn = b .
3.- Consideremos la i-édsima v la j- dsima ecuac:Lonefr del SEL
(i % J). Sumemos k veces los tdrmincs de 1la Jj- e51ma ccuac1on
a los terminos correspondintes de 1la i- ~dsima ecuacidn. El --
sistema resultante puede exXpresarse como

8y, X + B4 ¥q + ... + 8,5 ¥p = by
i, M+ @iy Xgt... .+ Bp Xnt k{ad', Xy+ayada+. . +8)n Xa) = b+ ka.

! R Il . 4 o, . ! . ..
La i-esima ecuacion fue la unica =cuacion modificada en

el nuevo sistema. Luege, sustituyendo los valores de x/,, Xg,
& .., Xn en este nuevo sistema, tenemos que

B Cy+ B05Cqt- - .+ BiacCnt kia) Cr+@g Ca+. ..+ &ja cnl = b + k?}
¥

k(aJ,c,+ 3j3 Ca+- .-+ 3ja cnl = ka'

iy solamente si
ar,Cr+ 8¢3Ca +...% 8;,Cn = br.‘ v
aJ"_c.,-a- &yaCgz *-.-% &ja Cn bj L.Q.Q.D.

in

I

4
El proceso de reduccion de Gauss aplicado al sistema ge-
neral de m ecuaciones con 0 1ncogn1tas se puede describir co-
mo sigue -

Sea o1 sistema

Sp Xy + 8,3 Xg + + am Xn = £,

Bg, Xy + 832X+ ... + a@an¥a = f3 {1}

P -0 P + Bma K o i
Supone%ps a2y #. 0. Dividimos los cceficientes de la pri-

mers ecuacion por el coeficiente a,, , al que llamaremos el --
elemento principal (en el primer paso), v escribimos
b‘_‘f &y {3 1) , g, = 1, . {2}

S =T

L
Con esto, ob‘tenpmoc la nueva ecuacion
i o+ b,ixa-q- e h b,nxn= g, {3)

' . N S : .
Ahora, eliminamos la inccognita ¥; de todas las scuacio--
ries resuantes del sistema (1)}, comenzando con la segun da ———

restandc de cada une de ellas el producteo de 1ls scuazidn 3]



'
ciones transformadas seran

Bagy X * ... 1 2apy, n Ig
........................ (&)
Bma., X2t + ampy ¥n = Lmo ,
deonde
aan = aig - ag bJJ' (i, 3 5 2). (5}
fe, =1 - a;, 8-

Ahora dividimes los coeficientes de la primera de las --
ecuaciones transformadas por el elemento principal del segun-

do paso &zaqy , gque suponemos gue es diferente de cero. Ob--
- r
tenemos la ecuacion Mg ¥ b23x3 + ... + bap%a = g, ., donde
bf}-: 82). . By < fa-
aﬂ)'l a;g.,

. /. .
Eliminando las incognitas xa de las ecuaciocnes (4}, co--
menzando con la segunda, llegamos a las ecuaciones

333-1 X3 + ...+ 33p.2 Xn = fs-g_,
&m3p X3 *+ . * Bmpg Xp = fmoa
donde
¢ = &gy - a ba (i,3 » 33 ,
J & cau J
feog = fce, - 8ig., Ea -
!
Continuamos el proceso de esta forma. En el r-esimo pa-
so obtenemos las ecuaciones
Hyp + brr+; HXege + .. + Prn Xn = E»
Brpsrts-7 Rrpyt oo ¥ Bapar K T I, o0 (6)
Boepper Xrer bt By Xn = I e
donde
bU = ari¢_. (3 5 r+l) , 8y = fr v
e Y arr. -
abu-r = 8¢y T Beroyo er » feyr= Lo, - B8Crae-e Er(7)

Combinando todas las primeras ecuaciones de cada paso —-
obtenemos el sistema

X, + biaXa + ... + bmxan =gy
Xq o+ Boaxj + ... + byXa = g2 .
...................... (8}
Ko * B Fadr ¥ oo F Pen¥n= B i

Senalemos que kK & m, puesto que, posiblemente, alguna(s)

de las ecuacicnes se havan eliminade ¥ adema’s, evidentemente,
E $ n.
S5 k¥ =, el sistema e de la forma
Xy + Dygdg + Dugxy v ...+ buda = g,
¥g * bazXa *+ ... + Dap¥a = g, (8’3



En cualquiera de los dos casos, el sistema al que se ~--
llega &l final es equivalente al original. '

. .4 .
En (8'), de la Ultima ecuacion se obtiene un valor per--

fectamente determinado para la incdgnita xn . Determinamos -
los valores de las incognitas restantes, de x, & X, , por la
£
formula
Xm = Em ~ b.on.m,,., Xmrs = -+ = bmn X .

’/
FPor ultimo llegamos a que el s%stema final, ¥ por lo ---
tanto el original, poseen solucidn tdnica.

En otro caso, si en {(8') resulta gque xn= 0V gn =
constante # 0, se tiene gue 0 = constante f 0, con lo gue ---
{8') no tiene solucion ., ¥ por lo tanto, el sistema original-
tampoco la tiene.

3L k ¢« n {(sistema (8'})}, asignamos valores nume?icos ar-—
bitrariosg para las variables i ,..., Xa Yy aplicamos despuéé
el proceso de regreso. Por tanteo, como estos valores arbi —-
trarios los podemos elegir de muchas maneras distintas, el —-
sistema tendrad una infinidad de soluciones.
Ea)
- Debemos hacer notar que el proceso descrito es posible -
solo bajo la condicidn de que los elementos principales —-—-——-
a¥r.,, son diferentes de cero, ya que dividimos por ellos -—-
durante el proceso. Si alguno de estos elementos es cero po-
demos entonces intercambiar las ecuaciones, de manera que el
nuevo ayr-r-r Sea distinteo de cero. Hemos de sénalar que, --—
bajo esta suposicién, el SEL toma una forma "triangular'"(8')
e "trapezoidal(8). En el caso general, el SEL a gue llega—-
remos despué% d% aplicar hasga el fin el procesc de eli@ina—~
cion de las incognitas tomara una de estas dos formas solo —--
despuds de un cambio adecuado de la numeracidn de las incdg--
nitas. -

V4
Asl, para resolver el sistema dado por el esquema de di-
vigicon simple, primero construimps un s£istema triangular au--
xiliar (o trapezoidal}, y despues procedemos a resclverlo.

La matriz aumentada correspondiente a este nuevo sistema
ez de la forma ‘

1 b,a_-;_ b13 .. bind Es
] 1 b2.3 . - t’;h: é'q_
O O 0 1. 8,
- pum—
. : .
v 2 dice que esta en la forma escalonada ; las incdénltas My

que no aparecen al principio de alguna ecuacidn (i # 1) se —-
llaman variables libres.



Para resolver un sistema de este tipe, se aplica el si--
guiente tecrema

F
Teorema 2.5.2.- Hay dos casos para la sclucion del sis-
tema en la forma escalonada

i} r = n, €sto es, hay tantas ecuaciqpe% COMC incc%nitas. -
Entonces el sistema tiens una solucion unica. ,
iiy r « n , es decir, hay menos ecuaclicones gue incognitas. -
Entonces podemos asignar arbitrariameqte valores a las n - r
variables libres y obtener una solucion del gistema.

./ . .
Demestracion.~- Consideremos €l sisteme en forma escalo-
nada que sigue

DRy + ByqaXy +... + A An = f.
Bgg. Xt ... * Bas, En = L,

abr_‘_!_r Xr+l “+ .. .t a.,__.n_.,_ i = ffn.‘r‘,
donde a,,;# 0, &z 4 O . oo s Bty 4 0. Nuestro sistema -
contiene ahora t ecuacicnes, t ¢ m , puesto gue, posiblemen--
~te, algunas de las ecuaciones hayan sidg suprimidas. La de--
‘mostracion es por induccidn sobre el nlmerc r dg,ecuaciones
del sistema. Si r = 1 , tenemos una sola ecuscion lineal

& ,%; *+ 83 Xa+ ... + 8y, Xn= I ,

donde &, # o . L.as variables libres {o independientes)} son
Ay » «-- , Xp . Asignemos valores arbitrarios & las varia---
bles libres : %3 = kg , ... , Xp = kn . Sustituyendo en la -

ecuacidn obtenemos

¥, = 1 (f -a, k, - ... -8, k,)
a
./ . 7 s
gue es una solucicon de la ecusacion. Asi :
a [ 1 (f—aakz—...~ankn)]+alka+...+a,Lk,l= £
a g /
S5i r =n = 1, entonces se tiene una ecuacion lineal de -
la forma ax = f , donde & # 0. Entonces x = f es solu-—-
/ ’ Fa a
cion. Si tambien X = ¥ es solucion, es decir, si ak = f,
entonces Kk =_£_ . Por lo tanto, la solucionh es tnica.
&

/

Supongamos zhora r » 1y gue el teorema es valido para
un sistema de 1r-1 ecuaciones. Consideremos lzs 1r-1 ecua--—-—
ciones del sistema




asignar valores arbitrarios a las (n-2+1) - (r-1) = n-r-2+2

variables libres en el sistema reducido para obtener una so--
/ .

lucion (por ejemplo, X2 = kg , X3 = ky , ... , Xp= k) de

. .
la primera ecuacion con

X = 1 {f""a,q k.l"...—a kn)

a il

Y Y A .
De donde obtenemos una sclucion unica del subsistema y,
en consecuencia, una solucicn del sistema total. L.@.Q.D.

La 51gu1ente tabla presenta un ejemplo para el esquema -~
de divisidn simple apllcado en la solucaon de un sistema de 4
ecuaciones con 3 1ncogn1tas Espec1flcamente es la solucioh
al sistema obtenido del circuito eléctrico.

Tabla 2.1.- Esquema de Divisioé Simple.
F]
as {823 as3 . |8y s 1 {-1 i 0 i
aar |laax=a &1 a gy aas & 5 0 20 31
a3, {832 833 &3y &3s 0] 5 4 20 34
By (2342 243 ady 245 -5 0 4 10 =
1 Geia b3 Do bus i |-1 1 4] 1
Sag & a3 aayr laas-s 11 -6 20 25
83271833, {B83y-/ &35y : = 4 30 39
avay lada.s laus Ays-1 -6 10 10 14
1 baa baou bas -6/111 20/11125/11

a333.3 342 ad3s5.2 J4/111230/111304/11

ad3a {ave-2 [des.2 74/11(230/11(304/11

1 |bay b3s , 1 230/74(304/74
ady.3 |duy-3 0 0
0 8] 4] Q

1 X3 X3 1 |230/741304/74

1 X2 %, 1 -260/74|334/74

1 X, Z, 1 30/74)104/74

En 1a tabla, les prlmeras tres columnas corresponden a
los coeficientes de cada }ncognlta de]l sistema, la cuarta co-
iumna representa & los terminos constantes vy la quinta se usa
para control. Este control se basa en la siguiente idea : si
en el sistema dado tomamos X, = X, +1, entonces para deter--
minar X, obtenemos un 51stema con los mismos coeficientes an-
teriores perc con los tdrminos constantes iguales a las sumas
de los elementos en los renglones de la matriz aumentada. A-
Sl £l incluimcs este columna vy reallzamos en ella todas las
operaclones efectuadas en las demas, entonces en ausencia de
errcres de calculo deberemos obténer resultados iguales a las
sumas de los elementos de los renglones recién construldos
FPor lo tanto, al terminar el curso de regreso, los numeros X
cbtenidos deberan ser iguales a x. +1. Con e%to solo pompa—

et - i U NP . i S _7 e — e e _a_



- K8 -

con los resultados de las operaciones en la celumna de con--—-

trol.

Por ejemplo, en la tabla

EaR -t = 8aa ~ S b;i = 5 - (6)("'1) = 11
a&43., = g3 - ags bz = 4 - (-6)(1) = 4 + &6 = 10
bas = aaa., = _:g_
Sa3., 11
B34.q0 = 834 a3z bay = 30 - (5)(20/11) = 230/11

Al llegar al
la corriente i3 !}

valor de x3 (Que nos representa al valor de
aplicamos el proceso de regreso.

/ . . .
E% numerc de operacicnefs necesarias para encontrar la
solucion de un sistema de n ecuaciones por este esguemra es —-

n/z (n* +2n-1}. Este nimero se reduce significativamente si
lz matriz original es casi triangular. Ademéé, si ac¢/ = aju:
en la matriz original, obviamente ag, . = djii Y P ede re--
ducirse la notacioh. : J

: /

Observacion. - Esteltipo de matriz en la cual ap, = un-
recibe el nombre de Simetrica. J

B,
N 5i es necesario resclver varios sistemas que tengan uha
misma matriz de coeficientes dada, es natural buscar todas —-
las soluciones simultéﬁeamente, escribiendo fuera los termi--
nos constantes en columnas vecinas. La columna control estd
formada por la suma de 1los elementos en 1os renglones de la

matriz aumentada. Este esguema se representa en la siguiente

tabla.
Tabla 2.2.- Esquema de Divisidn Simple para Varios Sistemas
de Ecuaciones Lineales. :
1 -1 1 9] 0] 1
= 5 0 20 28 56
6] 5 4 30 40 79
-6 0 4 10 i5 .23
1 -1 1 8] ] 1
11 -6 20 ZE 50
5 4 30 40 79
-6 i¢ 10 1& 29
T -6/11 20/11 JE7IT S0/11 ]
74711 230/11 318/11 619/11
74/11 236/11 215/11 619/11
1 230/74 215/74 6l19/74
) ] 0
0 [s] 0
1 Z230/74 315/74 619/74
1 260/74 170/27 E74/74
1 3C/74 25/74 12S/74




En el esquems de divisidn y sustraccidn todas las ecua--
c1one= se lelden en cada paso por el coez1c1ente de la in---
cognlta que vd a eliminarse y €sto se efectub sustrayendc una
ecuacion del resto de ellas.

En el esguema de multlpllca01on y SuStracc;on eliminamos
la incégnita %, de la i- 51ma ecuacioh en el primer pasc mul-
tiplicando esta ecuacidn por a, y sustrayendo la primer ---
ecuacidn multiplicada por agy

El mismo procedimiento CODtana en los siguientes pa
forma gque los coe11c1ente§ de las ecuaciones auxiliar
]

a =
v - .
av-m se calculan en el r-esimo paso mediante las fcormulas
N PV ~
Y o = ETer—t a gy -r—t - By -F-’ S oy e T
’f’ = & T o 7
cr - a‘r—r.y-_, IL"?‘-—{ - dL-T'-T—/ T Pt -
En particular, e=s posible aplicar cads unc de los esgue-

mas descritcoe, con el orden para eliminacion, de incdénitas -
descritoc o escogiendo el orden de eliminacion durante el pro-
Ceso.

e Un refinamiento del método de reduccidﬁ de Gause lo =5 -
el Método de Gauss-Jordan {(*)}. Este método no efectda el ---
curso de regreso de Gauss para determinar la solucidn del --—-
- sistema, sino gue, en lugar de efectuar sustituciones suceﬁi—
. vas, hac; operac1onps elementales v €limina un mayor numero -
de 1ncogn1tas en cada ecuac1on de tal manera que la matriz -
asocliada a este sistema la reduce todavi{a mdes en el valor de
sSus componentes ; es decir, en base & los elementos principa-
les de cada ecuacich ellmlna la incognita correspondiente en-
todas las ecuaC1one% restantes del sistema vy con esto llega a
una metriz que,ademas de ser e=scalonada al igual que con ~——-
Gzauss, tiene todavia mds componentes nulas. Este tipo de ma-
trices las describe la siguiente )

Dpfiniciéh 2.5. 4. - Una matriz ecté en forma esczionada redu-
cida si cumple las siguientes propledddec':
1) Todos leos renglones que consisten unicamente de ceros {81
existen) aparecen en %ﬁ parte inferior de la matri=z.
2) En cualquier renglon que n¢ consista dnicamente de ceros,
el primer término distintc de cero {empezandc por la izquier-—
da) es unc. p
2} El numero de ceros &l inicio de un renglon sumenta a medi-
da gque GQSCpndemoc

4) Todos los demds elementos de la columna donde aparece el
primer 1 de un rengloﬁ_ S0 Ceros.

d

s

a st
= G

m m

. 7
finicicn vemcs Que para re
-Jordan simplerente tomamo

0!

(*} Cerl Friedrich Gauss (1777-1€35; y Camille Jordan (183&-

]



del sistema (la aque mas convenga, dependiendo del tipo de ---
gistema homOgeneo o no homogenec) y realizamos las opera-—-
ciones elementales necesarias para obtener una matriz de la -
forma escalonada reducicda. Asi, el conjunto solucién del --
sistema puede obtenerse a simple vista o, en el peor de los -
Casos, despué% de unas cuantas etapsas mas .

Observaciones

- La diferencia entre la forma escalonada v escalonada redu--
cida de mdtricei es clara. En la forma escalonada todos los
nimeros que estan abajo del pilmer i son cerog En la forma
escalonada reducida todos los nimercs gue estan arriba y aba-
jo del primer 1 de un rengl&n gE0Nn CEeros. Asf, la forma esca-
lonada reducida es mas exclusiv dste es - cualguier matriz
en forma escalonada reducida psta en forma escalonada, pero -
no inversamente. '
- Siempre podemos reducir una matriz a la forma escalonadas --
reducida ¢ & la forma escalonada realizando operacicnes ele--
mentales de renglon. Esto =& ha visto en logs ejemplos.

. 4
Como se cbserva, existe una fuerte conexion entre lz ——-
forma escalonada reducida de wuna matriz v la existencia de --

£ . . ! .
yna unica solucion al sistema. Como la forma escalonada re--
du?ida de la magriz de coeficigntes tiene un 1 en cada ren—---
gion, la scolucion existe y &g unica. En otras ocasiones, la

forma escalonada reducida de la matriz de coeficientes tiene
un renglon de cercos y el sistema no tisne solucidn o tiene un
numeroc infinito de soluciones. %sto siempre es cierto en ---
cualguier sistema con el mismo numero de ecuaciones que de --
1ncdgn1tas.

[4
Tenemos, por tanto, dos metodos para resolver nuestro —--—
gistema de ecuaciones:

1.- Reducir la matrlz de coeficientes a la forma escalonada
reducida {E1¢m1na61on de Gauss-Jordan).
2. Reducir la matrlz de coeflclenteﬂ a la forma escalonada,

resolver para la ultlma 1ncogn1ta v luegeo aplicar el curso de
regreso (s%stltuc1on) para resolver para las otras incognitas
{Eliminacicn de Gauss}.

zCuél de estos dos méfodos es mas ﬁ%il? £i se resuel--
ven sistemas de ecuac1ones en una computadora, la eliminacidn
de Gauss es el méfodo mas usado, vya gue requiere mencs opera-
cion=s elementales de reduccich por renglon. Por otreo lado,
hay ocaslones en las que es necesario cobtener la forma esca--
lonada reducida de una matriz. Estos procesocs se efectdan --
hasta qQue ocurra una de las tres situacicnes siguientes

2} La 1tima ncuaczon diferente de cerc qunda ¥n = C, PaTra --
a%guna constante c. Entonces hay uns uoiuc1on thica o hay un
numerc infinito de scluciones parz el sistema.
il) L= dl?l L& ncuaclén diferente de cers gusada
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para alguna constante ¢ donde a% menos dos de las a 5 son di-
ferentes de cero. Esto es, la ultima es una ecuac1on lineal

: :
en dos o mas variables. Entonces existe un ndmerc infinito -
de soluc1one=
iii) La Gltima ecuacion queda O = ¢, con ¢ # 0. Entonces no

existe coluc1on

/ / .

; Como se vera despues de resolver varios problemas. los -

calculos se pueden convertir en algo muy complicade. Es uns

buena medida usar una calculadora cuande las fracciones se --

vuelven muy complicedas ; sin embargo, es necesaric hacer no-

tar que si los céliculos se efectdan en calculadora o computa-
dora, se pueden introducir errores por ''redondec”

.6 5 1 S TEMASES HCMOGENEOS b E ECUA --
I ONES LINEALES.

Como ya se ha senialado, todo SEL tiene tres posibilida--
des de soluc1on, aungque e ocasiones lo gue interessa es saber
el numero de soluciones del sistema. En lo gue respecta a
SEL nomogeneo= podenos afirmar una de do= cosas
; E1 sistema tiene solamﬁnte la sclucidn trivial.

) EX 515temp tiene un numero infinlito de scluciones no tri-
viales, ademas de la trivial.

Un caso}especial en 1 qQue es posible ﬁseguiar la segun-
da afirmacion es cuandc;el sistema tiene mas incdgnitas que -
ecuacicnes. Para ver estoe, analizaremos el siguiente ejem---
plo.

Refirémonos ahora al sistema del Modelo de Leontief.

3/6 I, -~ 4/7 Iz - 275 13 = 0O
-1/3 I, + 11/14 12 - 1/5 I = C
-i/6 I, - 3/14 I, + 3/5 I3 =0

. . . 7 . . ./
Trabajando mediante notacion matricial yv con eliminacion
gaussiana

3/6 -4/7 -2/5 1/2 ~4/7 —5/5

-2/6 11rs14 -1/5) = |-1/3 11/14 -1/5
~1/6 -3/14 2/5 -1/6 -3/14 3/5
2k, R, + Ry
1 -&/7 -4/5 i -&8/7 ~4/%
> —_— !
1/2 Ry + FHap O 17742 -7/15 ¢ 17742 -7/31E
1/6 R, + Rz O -17/42 7/15 O 0 0

l
|



42/17 Rpl 1 -8/7 -4/5
b 0 1 -98/85
0 0 0

v
De aqui gue
/5 Iz =0 )
E= ;a =

b

[}

Hay una variable libre y por lo tanto una infinidad de -
sclucicones. La variable libre ez I,

Despejando Iz 2 I,
I,= 98/85 I ;
I, €/7 Iaq+ 4/5 I3= 8/7 (98/85] I+ 4/5 I3
ST 252/119 13
7 36/ 14 ,
i La forma general de la solucicon es

[u]
in

‘.«/“'Ij > 13}

[

£ ]
4 = L

e

Iz , @

b
[
i

De ahf que =1, por ejerplc, el ingreso del sector pesca
es de §& 9'265,000.0C, el ingreso del sector ganaderoc sera
I, = 968/85 I3= & 10'682,000.00
v el de la agricultursa
I, = 252/119 13 = & 19'620,000.00.

Con lo gue una solucidh particular seré {19 620 000 |,
10 682 000 , 9 265 000).

- 4
Eesolvamos ahora el probleme del balanceo d= la ecuacion

quimica. El sistema & resclver es : :
X, - 2x 3z = 0
X, + 4%z - 4X3 - g = Q0
Xp + 2¥ =2 - Z2xy =0
X, - X3 = 0.

' ’
Utilizaremos de nueva cuenta el metodo de Gauss, con ma-

trices.
1 o] -z o -1 -R; + Rql 1 c -2 0 [ -1 Rawvy
1 4 -4 -1 ' 0 = 2 <4 =2 -1 1 b
i 2 o -z i1 ~R,+ Rz} 0 = 2 -2 2
£ 1 -1 I GJ ] i -1 oo 0




[~ ] B ]
1 0 -Z 0 4, -1 |-2R5 + Raf 2 0O -2 a 5 -1 1/4 Rg3
0 1 -1 o 0 o 1 -1 o ¢
— —_——
a Z 2 -2 2 |-4Ry + Ryt O O 4 =2 2
o 4 -z -1 i 0O =z - \ i
[ — — b —
1 o -z a 1 -1 2Ry + Ry} ¥ O -Z o 1 -1
o 1 -i O : Q § g 1 =1 ] ' e
0 c 1 -1/2 | 1/%2 8 0 1 -1/2 , 1/2
o 0 2 -1 ' 1 O ¢ ] G H C
S p— I
Debemos aclarar gque la ditima colugna corresponde al -—-—
contreol, vy no & las constantes. De agul que el sistema aso-—-
ciado a la uvltima matriz es
XI - 2X3 = O
Ha - X3 = 0O
¥y - 1/2 %y = C
Entonces
¥, = ZX3z = Xy
Xa = X3 = 1/2 xy
Y3 = 1/2 Xy
ComG se ve’existé una variable libre, x4 , por lo gue se
tienen muchas scluciones. Esto es porque, segun la Oufmica,

dependisendc de las cantidades de cada sustanciz a reaccionar
que s& mezclen, se van a obtener diferentes cantidades de ---
sustancias despuéé de la reaccidn. Fodemos representar el --
conjunto solucidn como '

E = {(k, 1/2 kK, 1/2 k, K) / k 5 ¢ } ,
donde k e= un parémetro que nos representa la cantidad de —--—-
agua.

. . .
Si k=2, entonces (2Z,1,1,2) es une& solucion particéular.
Y efectivamente la ecuacidn

2 NaOH + H;50y ——p Na 50y + Z H,O

esté balanceads.

Eslobvio gque =l unz clerta matriz B tisne una columna de
zercos, estz no se altera =1 se ejecutan operaciones &n 1o —-
renglones de 1z matriz (esta es la razdn por la cual en esTos
cascs tratbtajeamos con la matriz de coeficigntes del cisteme v
no con lafaumenggda}. For lo tanto, =1 u%timo sistema tam---
bien sere homcogeneo. Ademés, come =€ notc en los ejemplos, -
el nimers de'e%uacicnes en el =sisgtsEnz simplificado &= mencr o
A~ a0 —rae- o~ LR T i e T T . S V| P s T R e W |



Suponga que determinado sistema homogeneo de m ecnoc1onns con
n 1ncogn1td= es tal que m < N Y gue ademéc, dpcpuar de gue se
1levd el sistema a la forma escalonada, las variables princi-
pales en el sistema de ecuacignes correspondiente son X ., ,
XKy » -+- + Xgp » ¥ < D . Asl, el sistema tiene la forma

N Y ‘2 } =0

¥y T Z { o= 0,

donde ;E { ) indica sumas en donde aparecen algunacs de
n-r variables libres. Resolviende para las variables prin
pales tenemos

, -2

M)
in

0O b
po-
5

e
x
]

- D I

Donde, comoc se vid en el ejemplo, es posible asignar valores
arbitrarios a las variables del ladeo derechc de las ecuacio—-—
nes del sistema ¥y, por tanto, obtener un nimerc infinito de -
solucicnes para el sistema. En resumen, tenemos que

e
x
I

N 7 - s . .
Teorema 2.6.1.- Un SEL nomogenegfque tiene mas 1ncégn1—
tas que ecuaciones siempre tiene un numerc infinito de solu--
ciones.

El siguiente teorema progprc1ona una propiedad caracte--
r{stica de los sistemas homcgeneos

Tecrema 2.6€.2.- Cualquier, combiﬂdcidh lineal" (*) de
dos soluciones dp un SEL homogeneo es tambien una sclucidn --
del sistema. Esto e=s, si1 = (¢, ,¢2 ,.-.., Cn) v 0= {d, ,--
da , ... , dn) son socluciones de un sistema de ecuaciones ho-
mogdneo, entonces la n-upla

ol T +r-’-\d" = (dc, ,+@3G'”0<Ca. '*Pd.z_,---,O(Cn, +[3dn)

en}gonce OQ)P son numeros cualesguiera tambieh sera una solu-
cion del sistemsa. For 1o tanto, la sume de dos solucicnes --
cuzlesguiersa ,E% una solucioﬁ, Y un mﬁltimlo de cualquisr so-—-
lucidn tambidn es una solucid% cdel =istema de =cuacicnes ho--
mOZEneG.

{3) Nota Aunque/e* =5Tte Toorema s Nos hag% refzrentia al -
terminog co%bid551oi lineal v g representacicn., sste concspto
ez gefinira formzin=nte &n Escacios Vaectoriales



/ . ,
Demostracion.- Considere el sistema

a, #, + &m Xa t ... + &q Ky = 0

B Xe + @naXag + ... + Bu,Xp = 0

Bmy Xy + BmaXa + ...+ GppXp = 0

- - N ’
Para escribir este sistema en forma mas compacta, deno--

temos por L,{(x, , %2 ,..., X¥n}l,-.., Lm{x, , X5 ,..., Xn}) a -
los miembros izquierdos del sistema, reSpecti%amente, Yy por
Xx = (Xy , ¥ ,.... Xa) & la n-upla de las incognitas. Asi,
L,ixny = & :
Ly(x} = 0
Lm{x) = 0 .
Sean ¥ = {(X+s , M2 .-, Ea} , ¥ ¥ = ¥y , ¥z s -y ¥ni~—
{no importa gi son o no soluciones del sistema). Entonces

Lrtdx +py) = &L,(X) +pL,iy)
Lyt &% + p¥}r = o Ly(x) + pLuly)
para cualesquier par de ndmeros.ﬁyr@. Ahora tomgmos X ey —-
tales que sean geluciones para el gistema y adema&s x =7
» =T . Entonces
L, X% +pﬂT ) =o(L,(QT)-+pIq((TJ =0 4—ﬁ0 = 0

Lo +p@ ) =g L, (T +I5L,.,(o-} =0 +p0O = 0 .

Con €sto queda demostrada lz primera afirmacion del teo-
rema. Ahora bien, como suma y multiplo son simplgpente casos
especiales de combinaciones lineales (como se vera en Espa---
cios Vectorialqg), entonces se tiene probada tambien la se-—-
gunda afirmacion del teorema :

' T +0=oT+ PT , con A=p= 1,

dt = + 0 , con @ o= O

Fd
El casc en que la'p—upla cero es slempre una solucion se

sigue de la verificacion .

./ [ PP
Observa01oqf— Basicamente, este teoreme clasifica al --
conjunto solucion de un SEL’homogéneo como un espacic vecto—--
rial. En su momento se dara esta definicion.

Para poder apreciar en todo lo que vale la fuerza de es-
te teorema, €& necesaric saber en que& circunstancias son fal-
sag sus afirmaciones.

Proposicidﬂ 2.6.3.- Dado un EEL no homogeheo, para cada
dos ds sus sclucicones 4= {2, , Cq ,.---, Cn}, =0(d, , d .-
..., En) , la suma ¢ +7 nc es una sclucicn. Ningdn multiple
C= UunRa S0 ucidh, «{J | es uns =EcluciOn, & MERCS gQue &« = i. La
n-upla cero nunca £s una solucidﬁ.



entonces
= b¢ + b,

. 7
fuera solucion,
= Lgo(77) + Le{ag)
, Z,..., m
b, son iguales con cero,
que el sistema es no homogensc.

O,
L

[
il

./
a I es solucion, entonces
=l L {¢ ) =k = b , para toda i =
s diferente de cero,

Si
L{a ) ,
Como algun by
igual & 1.

1,

Finalmente,
scluciones de un
tema obtenido al
es
Ay X+ s KXot .
aa’ Hy+ Gagadg+..

a’p X,"' a;;x;+...+
aa, Xi+ aaa}(4+...+

by
ta
{1}

-+ a,n Xp=
-+ 8 Xa=

i . .
Esta relacion queda determinada mediante el

Teorem% 2.6.4.,
solu01on general de {2).

= 2b; 4 b, ,
y &sto es posible sdlo cuando Jtodos
lo cual contradice la hipotesis

entonces « tiene gque

para to-
los
de -

~
Ly

L., m.
ser

. . 7 -
analizaremos la relac1qn existente entre las
SEL ¥y su sistemz homogeneo asociado (&1 gis-
sustituir las constantes por ceros).

Esto -

BmpXa= 0

siguiente

/
Sea u una sclucion particular de (1) y W la
Entonces la suma de cualguier sclu-

c1on de (1) con cualquier solucionh de {2} es nuevamente solu-

cich de 1y.

. ./
Demostracion.- Por mer u = (u, , Ug,..., Un} sclucion
de (1) se debe de cumplir parsa toda i = 1, Z,..., m gue
Lgtu) = be .
Ahora, Eomemos 2 W&EW, donde w = {w, Mg 4. W) For
ser w solucion de (2}, se debe cumplir para toda i = 1,2,...,
m gue
Le(w) = 0
De estas dos afirmaciones tenemos que, para toda i = 1,
2,..., m .
Lytu + wy o= I(u,+ W) 4+ acgf{Ust Wal +...% apy (Up+ W)
= a(_' fe a", W, + ES‘:R Ua“l' aeg\w;_*'...'l' a;,‘n_un_,"' Sin W
=(ag, U+ a3 Ua+.. .+ 85, Un) +(8g, W+ 8, W+, .. 8raWa)

= Lgolu) + L (w)

b+ 0 =5b

Vs
Por lo tanto, u + w es5 sclucion de {1}.

elgunos ejemplos. Tomemos el

es



Xy - 2Z2X 33 = 0
X, + 4¥X 5 - 4%y - ng= 0
X, + Zxj - 2Xy= 0
. XZ- X3 = 0
y su sclucion general es
X, = X«
Xlz 1/2 X
Xa = 1/2 X« .
. 4 .
Sean 7 = (2,1,1,2) la solucion que se obtiene con x4 = 2
vy 0= {4,2,2,4) la solucién obtenida con %xg¢ = 4. Tomemos
ol == 2. Entonces ot = (4,2,2,4) vy P = (8,4,4,8), de don-
de X +pq = (12,6,6,12), que efectivamente satisface el

sistema y es, por lo tanto, solucidn de él, tal y como lo a--
firma el teorema 2.6.2.

Por otrc lado, observemos el sistema del problema (1),
cuyas salucionss gon

Xy = BO
0 ¢ xo ¢ 200
150 ¢ x3 ¢ 350
Hy = 150
f 0 ¢ x; ¢ 200
He = 8]
100 ¢ x ¢ 300.

Sean Q:y "dos scluciones tales que
(50, 100, 200, 150, 150, 0 ,150)

0
¢~ = (50, 150, 200, 150, 200, 0, 200).

Hon

De aqui que
T+ @ = (100, 250, 500, 300, 350, 0 ,350) ,
la cual claramente no es solucidn del sistema (teorema 2.6.3)

Para ilustrar el dltimo teorema tomemos el sistema
' ¥, =~ Xa + 33Xz = 1

3x; - 33Xy, + 9%z = 3 {I)

-2%, + 2x45 - 63 -2

Resclviendole tenemos

-
1 -1 2! 1} -1/3 Ryl 1 -1 2
3 -3 g ! 3 -1 i -2, -1
-z 2 -6 -2 | 1/2 Ry |-1 1 -2 ! -1
i -1 2! 1
¢ 0 0! ¢
6 0 6! 0
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De aqu{
' X, - Xg o+ 3x5 =1,
por lo tanto
Xr 2 X g - 33X 3 + 1/,
de donde la scolucion general esta dada por
5‘= {{x g - 3xy + 1, Xa Yol / Xg o, X3 £ R}.

. . .
Una solucion particular ez, &i Xy = Xz = 1,
%, = -1, de donde {-1,1,1) es sclucion. Sea u =

- . / . .
Tomemos zhora el gistema homogenso asociado a (I

—

1 -1 Z2 -1/3 R} 2 -1 3 |R,+Rg}] 1 -1 '2

2 -2 9 e m[ -1 1 -3 0 ¢ 0 s

-2 2 -6 1/2 Ry {-1 1 -3 R,+33 0 a 0
de don%e X, - X, + 3x3 = 0. Entonces X, = 3%, - 3%; . La -~
solucion general en este caso es

S = {{x3 - 3% , Xz, X3 ) / Xz, X3 &R}

& Una solucién particulaﬁles, g1 a2 = %3 = 1, entonces
¥; = -Z. &ea W esta scolucion, esto es, w = {(-2Z,1,1}.
Entonces

/ u+ w = (-2,2,2y , ,
que no es dificil verificar que efectivamente tambien es so--
lucidn de (I).




CAPITULDO 3

MATRICES

8,1 I NTRODUCCI!! ODN.

En el cap1tulo anterior se introdujo el concepto de ma--
triz y se empleo como una herramienta aux1llar muy importante
para el estudzo 3% solu01on de los SEL. A raiz de esto, como-
muchos de _los problemas prédcticos pueden planicarse como SEL,
resulta que dichos problemas pueden ser planteados en tdrmi--
nos de matrices y resueltos a travds de operaciones matricia-

les ¥y sus propiedades.

En la actualidad, las matrices son instrumentos muy efi-
cientes en varias ramas de la Matemhtica Aplicada pues utili-

zan mbétodos matriciales Definiremos ahora algunos conceptos
vy desarrgllaremas un élgebra para matrices de manera ,que re--
almente proporcionen aplicaciones utiles. Veremos como en el

algebra matricial se definen gperaciones de modo que el sis—-
tema matematico resultante es un espacio vectorial.

Debemos hacer hlncaple en que lo mas importante des este

'CapltU]O es el estudlo del papel gque juegan las matrices den-

tro de la solucidn de SEL representativos de 51tu3010nes rea-
les ¥y el dejar lo suficientemente clara la relacidn que exis-
te entre unas y otros.

3.2 RESENA HISTORTICA.

Aunque e! concepto de matriz precede légicamente al de -
determinante, es bdste Ultimo el que se desarrolld primero.
No fud hasta después cuando los matemAticos se interesaron --
especificamente en el arreglo rectangular de ]os numeros que
aparecen en el determinante, aunque varias propiedades rela--

)
cionadas con esta teoria ya se habian desarrocl lado.

Los conceptos de matriz aumentada y matriz de los coefi-
cientes fueron introducidos por Henry J. S. Smith (1826-1883)
con ocasion de la sclucion de sistemas de m ecuaciones con n
incégnitas.

Se considera a Arthur Cax]ey (1821—1895) el fundador de
la teoria de matrices pues fue el primero en publicar una =--
serie de tratados sobre el tema.

Muchcs mateméticos pregendieron extender y desarrollar -
la idea de Cayley al morir estie; los gue prestarocn un mayor -
ndmero de contribuciones fueron Frocbenius, Smith, Clebsch, --
Buchheim, Hensel, Jordan, Meizler ¥ Taber. :

TR Al
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; ) / s , ‘
taneamente mediante el metodo de =solucicon para varios SEL to-
T - . 7
mando a la matriz de coeficientes comun a todos los SEL y a--
gregando ensegulda los vectorps columna de las constantes de
cada uno de los n SEL, ¥y esto da lugar a una matriz de nx2n -

elementos, l
arn ! 1 0 ... ©
ag, + 0 1 ... 0 = [ & 7 I 1.
- = a . ! P -~ e
& nn : 0 G 1

Al aplicar coperaciones elementales en el blogue A para -
czcalonarlc y reduciric (Gauss-Jordan), ern el lado derecho --
{bloquel) van apareciendce las sclucicnes para cada SEL, es --
decir, el vector solucich X tal gue satisfaga a su COrrespon-
diente SEL. Con €sto en I van apdr801endo Xy ecto ez A :

e — ——rrammy

)
el
I X g o ... Hm = X = A.

4 [l . .
Observacion.~ Para controlar les calculos y verificar el

resultado, es conveniente comprobar QUe Ap'= T
& . \
- Veamos un =jemplo: :
Ejempla B.- Sea
5 10 18
5 ¢ 12

1G z0 16

la matriz asociada a uUn SEL. Queremos deiferminar la inversa -
. - ! N
de esta matriz mediante el metodo, de Gauss-Jordan.

o

1

-,
Solucion.

Siguiendo &1 ailgoritmo representadoc anterior-
mente tenemos: ’

1510 18 ' 1 0 0 10 20 16 0 0 1
15 0 12 {1 0 1 B3 | 15 - O 1Z 0 10O
10 20 16 ' 0 0 1| T 1= 10 18 11 0 Q0

1/10 Ry 12 8/5 ' 0 0  4/10

-15 R+ Ra } O -30 =12 | © 1 -3/2

15 R, + R31_0 -20 -6 | 1 0 -3/

1730 Ra 1 0 475 1 0 1715 _?

- Ea + R G 1 2/5 1 0 -1/30 1/:0

~ZK,+ Ry LG " 0C Z 1 -Z/3 _J

1/% E3 1 0 o ! -Z/% i/a 18 )

~4/5 R3+ By o 1 ¢ ' -1/5 1/10 2/2G

-2/5% Ry+ Ry G Q 1 0 1/2 -1/2 -1/4
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En ==ta
daremos ogro
con n incognitas
2ficientas gus

!
Ademaq, an

nen scluciorn.

t
(.

¢ cuandec A& &= inv
A{ATR) =B, de dond
moStrar que g5 ia
guier §01uc}dn
solucicn AT B b
Premultiplicands
A™' B, entonces X,

Podemos ahor
propiedadses prese
a) A ez invertibl
Ly A¥ = 0 tisne U
¢} A& es =guivelen
di & = B ez cons

I

De aagui podé
22 su sistemae as
ric, el sistema t
cion.

Froblema 3.-
hleme obtencsmos &

—_ A e =

TT—

95

-2/5 i/3  1/E8
-1/8 1/10 3720
1/2 -1.3 =174
_
= ACEFERCA DE T EL
TEmS e Tan---
G aes i qus
T TElesE s 0 =JUEL1INER
croclanzs o omEm -
=i
. I's
izaremeos gque sucsde con los SZEL gue ns tie--
es una matriz invertible d= -
de nx»i, &1 SEL AX = B tiaens -—
' r -1
zaber X = A B
. . -1 L . . . i
Yz = A{A (C)} = C parz cuaiguier matric
ertible, tenemes enitonces T iar qu
- . . :
2 ¥ o= A7V ER 22 una salucion ‘52
T . .
unica sclucion =upongamos 3 1
Vamos & demostrar gue ¥, tie
. s . 7 N
i ¥, =5 una sclucicn, entonces
por A7° en ambos lados tenemos
= 8" B.
- . LN
. VPR
& resumir msediante algunsa reiacion todas las
ntadas anteriormente -
e,
- - - " 3
nicamente lz zolucion trivial
te por renglones 2 I
istent= para toda matriz de nxl.
mos concluilr gue 81 A s invertible, enton--
. . - . L [ )
Jc1aQO tiene scolucicn uYnica; =n caso Cconirs-
- . . . . Vi
endra variass scluciones ¢ o edMistird solu--
A partir de 1a 1 dada en =1 pro-
1 siguiente ZEL =
15 x + 10 y + 12 = =
1% + + 12 = =
10 x4+ 20 v + 16 Z =
s .4 L
B Tt o SIE R S I N o ot gy ol [ T == e = i



mos Ccomo

15 10 i8 X 1800
15 0] 2 y = 1800
10 20 16 z 1200
Cheerve gus la matriz de coeficientes del sistema va es
conocida por noscobtrog ; su inversas existe y oes

H

A -2/5  1/3  1/5
A ~1/5 1/10 /20
1/2 -1/2 -i/4

. 4
De dende la solucidn estara dada por

. -2/5 1/3 i/5 1500 120
X = A B = -1/5 1/106 3/20 1800 | = ¢
% 172 -i/2 -1/4 1200 ) 4
Esto es, se pusden producir 120 unidades gdel fertilizante de
Tipo I solamsnte
Froolema 4. - Allm¢nt301 3n v dietas. 51 %,¥,2Z nos re--
presentan & cads comlda xmenu) respactlvam@nte; interpretandc
=] problema obisnemcs &1 sistema .
» + =z = 1
Zv + 2z = 2 . .
&7 + = 2,
donde x®,vy.z2 » . En notacich matricial
1 01 N 1
c z z Y = 2
4 0 1 = 2
— L
P L
Mediante A
1 0 1 . 1 o & ~-4K,+ E3 1 C--1.. 1 8 C 1/z Ri
c z =z ;0 1 0 —_—Ppr 0 2 Z 0 1 0 |—
4 O 1 0 0 0O 1 ) PO 0 -z -4 G i -1/3 Ra




10 i) 1 0 0 -R 3 +R; 1 0 0 ) -1/3 o 1/2
0 1 z3/2 0 01/2 0 —_l 0 1 0 -z 1/2 1/2
0 0 1 ! 4/3 0 ~1/2 -3/2 Ryl 0 0 1 4/2 0 ~1/%
+ R;;_ -
Entonces
- : _ -1/2 0 1/3
A = -2 1/2 1/2
473 0 -1/3
=7
y “1/% 6 1/% 1 %/3 | %,
¥ = A B = -2 1/2 1/2 2| = | /2 | = | x,
472 ¢ -1/3 3 1/3 | %3

—

~
-

4 :
- : s : 2/3 partes del menu 1, la mitad del
Yy ouna ters 3 :

se 1ngfrrelac1cnun de unag forma eiabor—da. S5e hace una dis--
tincidn entre las companias o sectores {gue convierten un ---
prcocducto =n otros productos de tal manera gue los productos -
suministrados no son realmante consumidos, sing re Cmpldsadﬁ

en el mercado por lo: productos de la pro GUuwldﬁ}y el prllCO
considerads como los "consumidores flndlcS {gue =n este ca-

0 corresponde & hOTTF} _ o .

modelios: cerradec v a--
1 icc £e trata como una -
eso 22 la canasta de mercado,
l ingrediente trabajo ernr el --
iciconales. La dlst1n01dh an— -
; =n nuestiro modelo abierto vy los
resos que el sector construccidﬁ "procesa’ en un producto
lida llarado manc de obra en un modelo cerradoe eg de in-
condmico pero ho presenta alguna diferencia matemati--
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de 1la construcgign consume 2; las 7 restantes son log produc-
toe de inversion (qQue pasan a formar los fondog invertideos o

ahgrros v que son consumidos por el sector de la construc---—-
cion). El mismg secgpr, agriculture, consume 4 unidades de -
su propia congtruccion, 8 de la manufactura v & del sector de
la construccion, 20 unidades en tota

Como en este casc €l sector ahorros es sector abierto, -
el problema s= Interpreta como un modelc de sectores: agri---
cultura, manufactura y construcci&h, perc tcdavia no corres--
ponde a un modelc de Leontlef. Lo convertiremos en unc en la
siguiente forma: los insumos {consumos) de la agricultura es
4/20 de ella misma, &/20 de la menufactura v 2/20 de la cons-
truccicn, etc.

Con ésto resulta gque, &n este problema, necesita §§tis——
facerse clerta demanda, que en este caso es la inversion, de
manera que se formen lo% ahorros y sean utilizados por el —---
sector de la construccicn. En otras palabras, el vector de--

manda d tiene comeo elementos [71, v la matriz a trabajar se--
3 .
/ =
Ira:
o B !
4 /20 & /30 2/20 175 1/5 3/20
A = g8/20 lgr/za 1/2¢ = 2/8 3/5 1/20
8/20 &/320 4/20 2/5 1/% 1i/5
Lo ﬁesolveremos mediante {I—Afdd = X , donde X = vector
produccion. Asi:
4 /5 -1/5 -2/20
I-A = {-2/5 z2/5 -1/20
-2/5 -1/5 4/5
4/5 -1/5 -2/20 | 1 0 0
_ ~-2/5 2/5 -1/20 | 0 1 0
(I-ay' = |-2/5 ~1/5 4/5 10 0 @
5/4 Ry 1 ~1/4  -2/16 | E/4 0 o
2/5 R, + sz o 3/10 -1/8 1/2 i 9]
Z/5 R, + Ry’ 0 -3/10 29/4G ) 1/2 il 1
10/2 Ra jl 0 -7/24 | 5/3  s5/6 O
1/4 Ra+ R, o 1 -5/1Z2 5/3 10/2 0

'
3/10 B, + R;’ln 0 2/ 11 101
, :



]
!
5/3 Rs 1 G o
7/Z24 Ry+ R, 0 1 e
T7IZ Ry+ Ry 0 L 1
)
Dz donde
1
i =1
{I - A) =
1E
= 1/72 i7
iz
For 1o tento,
, iEE
& = (I - a)y d=1/7 170
- ‘ 100
EFete resultado era de e
hecha ¥ 2 los datoe dados en
Finalmente,

ChoTh

993

T in

By O D

)
N

LD
[T

Craan

=

=e
Lla

Isogr

Qn/72 3A5/72
145/326 25/36
572 L/z
T
5/72 25,72
5/26& ZE/36
[ Y2e S/3
25
B0
120
25 7 20
5¢C 3 = 20
120 2 | 2C
- L
dehidoe a la

!/
so0lo comentaremos dos

Podemos considerar un tipo de problema

gica: =n

41 amadaos "o
ract r{stie
sistema le

una cisrtsa

ciztema 5=

negra'. En
podemos d=s
plo, =i la

lectrdni ico,
cuyecs sleme

minales de
cuycs eleme

ciertas

ajas negras",
ac esenciales.
aplicamos
galids; =in
desconoce ©
CASCE COmO €S
cribirlas c
caj
11

entrada,
ntmc son

y

por haber

En ellags conesideramos gue =1 al
2l sistema produulra

te,

=1

no importa,

omo‘patrlce;
a negra esta formads
entonces la entrada puede ser una matriz de nxl

aplicaciones s= trabajis

Y4
EUDOE1C1CH

dltimos problemss.

muy
con

sistemas

=

£

importante en Fl——

sicos

sido reducidos a sus ca---—

una cilerta entradsa,
embargo,

funcicnamientce internc del
; / i .

de ahi =21 termine "caja —--
la entrads como la szlida

de una columna. Por ejem-

por un cierto circuite e--

oe son los n voltajes medidos
la salida puede ser una matriz de mxl
las corrientes resultants

entre cie

g &n m

rtas

ter-

cables de

salida. En términcs matematicos lo gue hace =1 sistema es —-
transformar una matriz de entrada de n¥l en una matriz de sa-
lida de mxil.

Entra da Sistena Salida

N {Czaja Hegraj p

] . e . - .
Para un gran nunerc de sistemas de este tipo la relacion

es como sigus: &l sistemz ls asccizmos una %;erta matriz -~---
e e m —a— A A vmarae ~srirme A~ Armeant A oA Ao moat A F'{:'fr‘w"\l:.' _—
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determinados por el =sistema. Lz matriz de salida B de mxl, -
que resulta de una matriz de entrada C de nxl, se puede obte-
ner mediante B = AC.

un ejenplo de sistema fisico
importante con frecusncia de-
e aplicar al slstema para —--—-
cir, rescliver la ecuacion ---
& ¥ dada 1z =salida B requeri--

Y

mwm

Un sistema de este tipo
Tineal. En las aplicacicnes €
terminar que entrada C se le d
conseguir cierta salida B, s
A¥ = B para la entrads incédgni
da.

m or

fin o

1]
fst
C
0
A
m

! .
Un ultimo problems fundament i
Sea A una matriz constante de mun. Encuen
trices B de mxl, talesz gue el siztsma AX = E sea con

Si A ez una matriz invertible. &l
en forma completa el problema ai 2
B de mx1, AX = B tiene la soluc%&n urii
. cuadrada ¢ no es invertible seria muy
en gues condicicnes =1 sistema AX =B es
1iede hacerse utilizando alguno de los
sarrcoclliados en =1 cap{tulo anterior {
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- { R . s ’
de Algebra Linezl I Agul se contempla tods la justifizacion
tedrica que respalda a lo desarrolladoe en temas anteriores
4.2 R EEENA H I ETGOGETICA

e . . 5 i - . P
E=s al llamado "FPrincipe de las Matematlcas”. Harl Frie--
drich Gauss (1777-3i8EL;, al gus se le atribuven las primeras
L - 1 - I
ideas acerca del concepto de n dimensiconses, asl Cconc 21 OeTo-
13 . - .
do pars sumar vectores de dog compGnentes estc ultimo debi-
. : !
de & gue aparecen cuandc dd la demcstracidn del Teorema Fun--
. . - . . R < !
damental del Algebre. &l identificar puntos del planc Con nbi-
meros complejos
! P 5 T ~
Posteriores a el. enceoniramcs 1os trabajos de aArthur ---
Cayley {(1821-18%%; v de Hermann cGunther Grossman {180%-18%7}1,
=n 1lce cuales va =& maneja el conceptc de espacic vactorial
!
En las publicacicones de Grossman encontramcos ademas no-
cicnes comce subespacico, independencia lineal, conjunto de ge-

) 1 rl

nerzdores, dimensidn, sume e intersecciton de subesracics

- Lz vidas de SGrossman €8 algo curicosa, porgue =z pasar de
n ET itice, tardiamerte se 4id valor = =u obra, -
i difieultad de lz lectura de su *trakbajo.
Frdcticamente la totalidad de su vida la pasd como maestro de
secunidariz en Stettin, pedquenia ciudad de Pomeraniz situada a
poca distancia del Mar Baltico :

} - - .
Giuseppe Peano {1858- 1954) logluo y matematico italia--
? .
no, en 1888 da 1la definicidn axiomdtica de un espacic vecto--
rial con escalares reales empleando una notacidn moderns.

Cﬁntlnudremo= atabs! dlgunoc resultados lmpﬁrtar =g para el
casc R™ v despuéds generalizaremos sl casc abstracts
£33 COMBIHNACIGOCHN LI NEA AL L' E VECTO -
RES, DEPENDENCTIA E I NDEPENTLENCTIA
L INEAL D E VECTOREZS& Y GENEERALDOC ---
R E S : Casc R™ )

En e=sts Spcrloq estudiaremcs algLnﬁS conceptos gque nog -
sEerviran parse despues obtener a partir de ellos unz defini--—-
cidn muy importante : la de base. Observaremes =ST0E —-—
conceptos estan muy relacicnados unos conr otros, FTe unz -~
serizcidn entre =llcs d= tal formz gue trataremcs gque &1 -
fitimo concepts guse g presente gusde I bastante ITme omc
para comnprenderse Sin nu difizoulitzd Empecemos




mos llegar a cualquier puntc gue esté colocado sobre la misma
direccion de V,. Este punto determinz ctro vector con la ---
misma direccién gue V, perc diferente magnitud.

/

Si queremos alcanzar otro puntc fuera de esta direccicn
podemos tomar otrc vector Vgf(por supuesto no coltineal! & V,)
de manera gque V, ¥ V,; forman un paraielogramc (c planol, cuys
resultante estd definids por V, + Vv ’ v contiene 2 ambos ---
vectores.

Tomando mdltiplos convenientes de V, ¥y Vi podemos alcan-
zar cuazlquier punto en este planoc mediante r, V, + raV;, con -
r,,r, escalares, peroc no podemos movernos fuers de este pla--
no. Para llegar a un punto fuera de este planc podemos in---
troducir un tercer vector V 3 que no esté contenido en el pla-
no definido por V4 ¥y V5 (es decir, VE rno coplanar a2 V, y ViJ.
Andlogdmente, tomandeo sumas de md]tzplov de la forma r V, + 15
. Vg + ryyVa , cOn Iy, Iy, Ty escalares, podemocs llegar a —----

3 cualquier punto en R® que determina a un cierto vector.

Generalizando, si tenemcs n vectores fijos V., Va,...,Vﬂ
Q'R“‘y gueremos Jlegar @ un cierto punto que determina a un -
vector V £ R™, podemcs hacerlo mediante la suma de mGltiplos

escalares convenientes de V,, V. ,..., W, es decir -
Vo= 1,V + 14V, +.o..% 1, Vs coOn Ty T seees Ty escalares.

Por el hecho de peoder representar a V de esta forma, ?ecimos

que V es una Combinacidn Lineal de Vi Vs, V$. Asil, enun-
» . . o

ciamos la siguiente

Definicidn 4.3.1. Sean V,, V,,..., Vu vectores fijos -
e R™. Un vector V en R™ es una COMBINACION LINEAL de v,
V;,..., V“ si podemos expresarlio como
Vo= r oV + or Vg +ooor o Vo

para algunos escalares r r I -

,I ,;!
L ! . . .

Observacion.- Notese que ias’comb1n301ones lineales de
vectores tambidn son vect?res. Asimismo, el verificar si un
vector V es una combinacion lineal de los vectores V; , Vl""
V anos lleva a resolver un sistema de ecuaciones.

Si variamos indistintamente los valores de Py s I, yewey T
podemos formar vectores distintos 3 si reunimos tcodos estos -
vectores que se obtienen mediante cogbinaciones lineales de -
y‘, V;,.. r V¥ lo denotamos por (Vf, Va,..., V,.) , es —-

d ir si
?\:w‘, Vgreoon Vad= L VERY V= r vy » o v, +lLLs 1V, con

Ty Ty, M\eaﬁaldre- 1,
od N )
resulta gque este conjunto centiene zdemes de todas las com--
binaciones lineales d=s V,, Va,..., V% & los mismos V,, Vs oo
Ve Fara valores adecuados de lgcs cscalarcs Toaf_ sy
E fa
. — ] . / .
ﬁf Ecte conjunto io ut con ois Zi&: sdezlani-
§ H
Vi te-y mos. llevarsz = ctrcs oy mrisntoe S
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1
en el concepto de combinacion lineal de vectores es la de de-
1

pendencia e independencia lineal de vectcre: ;3 mas adelante —
veremos comb este concepto es central tambien en la teoria —-
general de conjuntos abstractos. Es de esperarse gue esios -
canceptos esteén mucho muy relacionados con sistemas de ecua——
ciones y la existencia de los escalares r,, r,,..., o

Recordemos la formas de un sistems de men s

in M= Dy
2., X, v a.¥ ‘...t 5, 2=k
d,s_\l‘ dn}a} _ = aam“ t

® m B E E W E aaMa= S ®Ea2EREE®E EE &&

|:'.|111+ clﬂ,‘;+ -t &

~
-

Sy Hy ¥ B A Faeat 5 0w =b .
Hany My ws g [ ST AP

Este sistema puede reescribirse en 1s siguisnte forms
& &3 A B
Ayl e\ Mg @ g\ s F o 3 =l b= } .
=900 2 2 s Qe
ec decir,
2,0 _
Bnv, + x;vg +. ..t xﬁvm = b , donde Uc =l agl \s I = 1; Zyaen
: A .
23wy

o

son vectores columna sn RO . Lo gue hemos hecho entonces es

- . . - . ! o - N
escribir al sistema como combinacion lineal de los veciores —
Vie Viys---5 VY- CLuanco el sistema es consistente es porgue -
existen las constantes 3 Haga=e=y ¥ gue permiten hacer 1o
anterior, es decir b e A€ U;,..., VA 3 51 no es posible -
encontrar esas cangtantes ES porque £l sistema es inconsis——
tente v b qL:/()(V,, Vo yemen Ve

. . . g <

Ferc ademds existe una relacion muy estrechs entre 1 -
salucianezide un sistema de ectaciones lineales no hnmnge
Yy sUuU hnmogenﬂa asociado (teorems 2.6.4) 5 results gque en i
snlucidn del sistema ¥,U, + on Vg f-..+ oV = B, 21 comporia-
mi?ntﬂ que tgnga el sistema homogeneo x VY, + Vo +...+ x» V.,
= 0 es muy importante, puses :

E‘n
—
1

[F=2ac
=

. - . .
Froposicion 4.3%.2.—- 8i =1 sistema
w L}
MV P x My el o V= b _ ,
tiene sathlén, entontes tiene infinitas soluciones s1 y solo
. - f
=i el sistema WV, + %V 4.+ x V=0 tiene sclucion no —
triwvial.
i ) . L : . .
Demostracion.— Frimero verificaremos que si el sistema
M, gV e + o xV, = b tiene varias soluciones, entonces
el'szetema homoggneo WV, F ougV, + coad v M, = 0 tiene solu—
cicn no trivial, es decir, sxisten constantes= Pyvs=nxa Fan
no todes cCero ftales gue
-~ 4 1 L} = 0 )
f‘-}‘ !"'.aa";'i’--x"' r‘ﬁ’\".‘\'\ :

— _— - - R S T - - 1 . . S E p— i [ U —_— e —
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. . 1 . R
rize formas distintas en terminos de Vs Vi o, vm. Sean —-
las siguientes dos de estas expresiones
XAV, + Vg 4.+ AV, = b=b KV, + x Ve +. .+ XV, = b
- —_ — —_ I3 —_ - - —
vV, ¢ y}V; ot Y Vo= b y‘v! VaVae —- .. vV, = -b
Xy ~y 0V + (X Vo4 -~ {¥ v o=C
i 1?-}’\, 2 o Yen
) _ T Ty . T
donde riy ¢ 0, pues %X {3 ¥y ¢ para algumei. AS1,
r'Vv +r vV_ +...+ 1 V =0, con glguna r. 4 0.
LI & G LA N s
En el otro =zentido, =i el sistena
A Vy+ gV +. 0o+ x V = U
tiens coluc1on ne tr1v1al forzeosamente tiene varias solucio--
nes . si abmas, el sistema %,V + ¥V +...+ X4 = b tiens

solucidn., el que dicho 515temd tiens varlas sciucicones puede
concluirse & partir del tecrema 2.6.4.

Chservacicn.~ En otro caso, =i r, = r,=. r.= © signi-
fica guese la forma de expresar el vector b en térm1ﬁﬁ~ ae V.,
Vy, -, Vm es Unica v que la solucion del sistema homogeﬁeo -
£,V RaVg +.. .+ V. = 0 deberd ser trivial, para que =z -

Por otro lado, supongamos gue existen escalares no todoes
cerc tales que riVy + raV. +...+ raV, = 0 vy tomemos r, ¥ 0.
Feescribiendo el sistema tenemos gue :
Vi, = {—ra/r,} Vg + (-Ta/r, } Va,"‘---"‘ (—TM/I'“) Vo
es decir, podemos expresar un vector del conjiunto como combi-

nacién lineal de los restantes. 8in embargo, =i r,= rg=...=
tw= 0, no podemos hacer lo anterior. En el primer casc pode-
mos decir gue V, depende de Va, Va,..., V,u, en otras palabras
Vi €4V, Va,. ..., ) v por 1o tanto V., Va s - s Vo 50N CO-——
planares, &ésto es (v, Vé,.._= V) = ﬂ@{va, Vg,. .., Vi esg
deflnlcl6n de coplanares ; en cambio, en el segundo caso no -
lo son. Esto nos permite enunciar la siguiente

Definicién 4,3,2.,- Diremos gue V,, V5,..., Vmu sSOn LT———

NEALMENTE DEPENDIENTES (L.D.) =1 &n el conjuntoc existe tgun
vector que se escribe como combinacidn lineal de los restan--
tes” En caso contrario, diremos que son LINEALMERTE INDE--
PENDIENTES (L.I).

En lo gque respecta al conjunto ﬂe(v‘, Vas .o, Vi) 1o an-
terior corresponde a verificar si el vector 0 pertenece & <1
©, dicho de otre modo, =i podemos sxprecar el vectocr 0 como
combinacibn linesl de V,, Vo, oo Vo ¥ resultd QLc_GE ==T &S
r Gnica o no, dependiendo d

esta forma de eXpresarlo puede =&
los valores gque tomen los escaliares r,, 1, .. Trje Desds ~-
=£te punto de vista, podemos reegsoribir ia definicicn ante---—
rior come sigue
- 1 - — — T

Defiricicn 4.2.2' .- EX conjunto de veitorsz Vi, Va.,....

ﬁwhes L.D. g1 gulzTen 28C&8Li2TE€E Iy, Ty,..., T 0 TIdos 2210
ol as Ania + 7 s Y - ~ r 1 - 7
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51 V,, Ql,..., Vi o son LoD., entonces son L.I.

risten varias técnitag para determinar =i un conjunto
de vec?ores son L.I. o L.D. Una de ellas se relaciona con la
zolucion de sistemas de ecuaciones ;3 esto lo podemos veEr Como
sigue

Sean los vectores V.= (ux,, ¥ ...y Huls Vo™ ¥,y Yase-o
Ywlgeoos M= {23 Tasen-y 24?6 R™ . Fara saber si dichos ———
vectores son L.I. o L.D. necesit lores -

de las constantes ©ry , 5 pe .3 Taa SUE perm¢taq Fus
-+

estic es =

r\{x\,xi,...,a“)+rasy!¥ya,...,xm)+...+rwg2‘,z;,...,zhi=(6".0}

- 1
Esto s& reduce a resclver =21 sistemz homogsnes

Py d ryy Feeat iy z2,= O
- S L A SR = =0
!,:’; l‘,&}? ?‘"M\-z_: G

e e EE R AE s EewEeem=oaan
oo+ Rt

ES S S NN

Mote que el sizitema resultante sera =1 mizmo si VY, V_,
-~ -
. OO0 vectores columna.

@z-! v",“\

El gue un conjunto de vertgrez resulte =s=r L.I. indica -
que la solucidn del sistema hsﬁcgeneg asnciado a ellios es ———
dnica ¥, por tanto, trivial 3 &1 que dicho Caniuntc gd= vectko—
res ssa L.D. =ignifica gque el sistema thDgﬂnEG assciado tie—
ne una intinidad de spoluciones.

o
La definicibn anter;ar, aunada a la ocbservacion poste—

-

rior a la PPGDD51CIDP 4.3.2, nos sugisre la siguiente

AR - n . .

Detfinicion 4.3.4.— E5i =i =15t?ma MWy b o VMoFl L+ hmv =
tiene sclucién, entonces tiene una bnica solucibn si W Sala -
=i los vectores son L. 1.

Otra +torma de referirnos a esto es que =i VMis Mysanes Ve
son L.I., entonces existe un dnico conjunto de constantes Hy e
xa,..., X tales que x, V| + 2 V_+...+ AMVM= b, e= deczr s2 ——
tiene una hnica forma de expresar el vector b en termlnﬂﬂ e
Vys Viyg-2-9 V¥a. EBi son L.L. hay 1nf1n1to~ conjuntos de cons—
tantes que expresan a b como combfAnacion linsal de Vg Vosaas

Va2 en caso de existir alguna.

. . . . . . R
En base a la definicion de dependenciz lineal de vecto——
res sg obtiene =1 =siguiente recultzado & '




—-

tir de la definicion 4.2.2%, pues si estos vectoraes son L.D. -
entonces unc de ellos puede escribirse comoe combinacion 1li---
neal de los restantes ; esto es, si V= a,V_+ Q,V + .+ amww,
entonces azV,+ &saVa+.. .+ &,V - V,= 0, con el coeficiente de -

vV, distintc de cero.

Ern &l ctro zentido, si existsn congtantes 1, ), b
no 1odes cerd taeles gque r Vi+ r-v +.. . F IT\T 0, entonces V,
V.. --, V, son L.C es exactameﬁtc la de flﬂlClﬁn L. 2%
_» Lo ! . ,
Observacion.- Esta proposicion validse 21 gue 1z defini-
P ) w, - 5 .y s L = -
cion 4.3.3 se puede resscribir como 4.5.%
For otrc lado, &qub sucede cuando un cierto vector V o---
R £ . 3 - —
ruede escribirse en teérmincs de n vectores L.ID.7Y. Veamos.
Sean Vg, Voo Ve vectores L.D., entonces exigsten —--—-
constantes no todas cero ry, Iy, ..., nw,tdlec que r WV, + rﬁV*
.+ r V.= 0 perc ademés , por 1d definicidn 4.3.3, uno de e

r"\ -
tos vectores puede expresarse como combinacidn lineal de los

restantes, digamcs

I

)

aVo+ agVo+. ..+ a Vv {1}

1 \——x" L AN LW
/—'_‘——'—"'/

& {n-1) vectores

Sea V un vector tal gue

V= x Vi + ®2 V. +.. .+ ;«:MV,"\. (

[

Sustituyendos (1) en (2) tenemos gue

Vo= d2a(aVo+ asVp+. ..+ 8V ) + XV +.. .+ XV
= {Hmyay + HglVo 4+ (xya,+ xS)V3+...+ {x‘qmj %mjvﬂi

. . Py - 1 .
Es decir, pudimos escribir & tor V en termincgs de --
1 :

{rn-1) Vectorat. Esto lo afirmsa

Proposicién 4.32.6. - 81 Vy, Vg,..., Vison L.D. y un vector -
se escribe como combinacidn linezl de estos 1 vectores, en---
tonces existen {(n-1} vectores con los gque se puede escribir -
dicho vector.

5i tomamos a todos los vectores V que puedan ,expresarse
de esta forma, e&s decir, si tomamos el conrjunte pI(V,, Vg,..,
Va) con V,, Vo,..., V L.D. los resultados anteriores sugie--

o . . .
ren como consecuencis de ellos los dos siguientes

Corolaric ¢4.2.7.~ 51 Vi, Vo,..., Vi socnn L.D., entonces cual-

quier vectcor en ;?(V,, Va,.-., Vaa) =e puede escribir con ----

{ri~1) vectores. E= mds, si V,, Ve, . ... Vmson L.D., entonces
(V,. V., , V“; se pusede ez crltlr con n-1) vectores., es

decir ‘g{v‘, Var oo Vad = LA(Vy, Vg, ..., Vo

Corolaric &.2.8. - £1 /Q(V,, Va,-.., Vo =e escribs con menos

veltores, =ntonces V Vo, ., V_son L.D
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Enseguida veremos en el caso de dos vectores cuando son
L.D. v la interpretacidn geometrlca de este hecho. Lo hare--
mos as{ para facilitar su comprensidn.

Teorema 4.23.9.- Dos vectores son L.D. =i vy sblo si uno
de ellos es mdltiplo escalar del otro.

[ . 1
Dzmestracidn. - Supongamos que Vy= rV,, conr 4§ 0. En--
tonces rVy - Vg, = 0 vy Vy, V3 scnyL.D Por otro lado, supon-
gamos gue V, y V, =scnn L.D. ; entences existen constantes r,,
r-;al menes una difsrents de cerc tales gque 1, V, 4+ r,v., = 0.
- - . s - \ . "~
21 ry # U entences Vo - ve ST} V, = {, de donde
Vi=-{Ta/T,) V,, esto == Vi cg miltiple escalar de V4
Si r‘,zrﬁ, entonces r,f ¢y V,=0vi= 0.
u_umwtrlcgmerte el ague dos vect O, signifi-
ca que dichos vectores son paraslielos |
N,
= Vv
rt \Il

Figura b)

51 se tilenen tres vecio ores L.D. c@onptr1CdmenL signifi-
CE que ,estos fres vectores estan sobre el mismo riano {(figura
b)), pues unc de ellos ruesde exXpresarse COmo comt¢ndc1dn 1i--
neal de los otros dos {(simplemente,la Ley del Paralelogramo);
en otrag palabras, son coplanares. En caso contraric, los --—
vectoresd son no coplanares y L.I.

En general cuandc se tienen n vectores L.D. en R & y LTo-—
mamcs al conjunto (Vi, Vg, ..., Vald, dicho onjuqto lo aso--
ciamos con un plano (por ser la idea g=ométrica mas simple —-
que tenemos) .pero este conjuntc no es exactamente un plano
sinoc una genergll acién de d1 en E™de forma tal qus cual----
quier elementoc VQhE(V\, Va,..., Vad pueda expresarse mediante
una combinacibn lineal de V,, Vo, - .., V. En cass contrario,
=l que Véi'TV\, Vas-oon Vo significa gue el vector V no pue-
de escribirse en términos de V,, V,,..., V,, es decir, V no -
Se encuentra en esta especie de plano

L.a idea éfl ca para esto es 51 V,, V... , Ve =on L.D
entoncsEs para focc Ve vy, Vo, , Yo 52 tiene que
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r,V, + raVaz+. ..+ V., = V, entonces
F|V’_+ raVa+-'»+ P,\AVM— U = O
b Vaa ey Vel
.. V.0, indica que
eV, T orgVg vt V= V para cuales-~
quiera ry, ry,...:. rqu&R , de modo que -
W ot rgVaa teaat r Vet V=0 sdlo --
comr I, T...5 T = r = 0.
E "
Observaciones. - ‘ .
. [ .
- Ei hecho de gque V este o no en ,é(vl, LR V) unicamen-

- - - . ¥ -
te depende de si existe © no una combinacion lineal de V4, V,,
«ves Vg gue nios exprose & V. _
Or su semegjanza con un plano denominaremos. al conjunto ---
) ﬁ,..., Vm) como HIPERPLANOD.
figuras a) y b), vemos que en

Basandonos de nuesvo =n
z B
gue contiene a V, puede for--

3
la primera toda la recta & (V,

. . ] »
marse a partir de este vecfor mediante multiplos escalares
de €1, dsto-es, la recie A)(v )\puede "generarse™ a partir de
V, vy decimos gue, V,; genera = (V.) i asimismo en b}, si to-

uede "erear”™ o Ygenerar" s par-

do elemento en j?(V;; Vi) se
Y VR son genesradores del pla-

tir de V, ¥y V4, decimos gue
no - (V,, V3
Cabe spnajnr lc. siguiente ¢ el pilano de la figura b) se

obtdvo a partir de V,, VQ y Vivy s%n embargo 1i{neas arriba se
dijc gque el planc puede generarse unicgmente con V, y V.. En
Qtlas palabraSse:tamo: afirmando gue Q(V,,%;,Va) tﬂ(V,,sz.
dQue tan valido es dsto 7. Completamente, pues como esctos --
treg vectores son L.D.,_podemos sustituir uno de ellos, diga-
mos V4, como combinacidn:lineal de los otros deos de foria tal
que en realidad estamos generando el plano en base a \1l Y Vl

salamente.

’ !

Este concepto de generadores tambien puede extenderse &
un conjuntec de n vectores V,, Vi,..., Vm‘ Cuando estos vec—-
toreﬁ son L.D. generamos al hiperplano Vi, Vooonen, M1 Y -~
ademas podemes sustituir uno de los vectpores {igual gue en el

. . . , . . F
caso anterior) ¥y caﬁglar el conjiuntc de generadores, esto es
i
Wy Vg ooy VW) QY Ve o ooy Mo, A esto hace
referencia e! corolario 4 3.

qw

. . . . I
¢ sstudiar aiguneos ejemplos sencillos de esto, 2-
5 para desarrollar loc gue corresponde & sistemas
. - . |
s lincalzs sin solucicn.
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Y

) K no tlene que ser necesariamente el campo de los realeg,
ni siquiera el de los complejos, en general cualquier conjun-
to con estructura de campe nos sirve.
3) Es conveniente referirse al "espacio vectorial]f" . ya gue

e escolamente un conjunte de vectores mientras qQue un espa--
ciec vectorial es un sisteme matemdticc que consiste en una —--
terna ordensda {7r,+ . donde ¢ ez la multiplicacidﬁ por un
ezcalar ’

torisles
Tlempla. - Sza V= Pa el conjunto de polinomios con cog--
ficientes realss de grado mener o igueal 2 n, s decir
Fypu = { p(x) 7 pix) = ae + &, x + ale +. ., .+ anx” , &8 &R Y.
Definimog la suma de dos elementos de P como:
DIX)} = ap + a,%x + an: +.. 4 B, XY,
q(s) = bg + byx  + byu +...+ b,

= (ag+pg) + (2,+b,)x =+ {a,+ba )X +. ..+ (&p+ba)x®

j=3
a{x)

y la letlplzcallon por un escalar 4 €RB  como
of

K ade + ol 3 ¥ o+ o(a,_:a:"*+...+ A 2, x"

1

ro gque la suma de dos pelinomios de grado menor ©
£ otro polinomio tambidn de gradeo menor o igual a
gque se satisface la propiedad 1).

Las propledaeas 2y 3 =e siguen de la conmutatividad y
asociatividad pare lz sumz de reales. Por argumentos semne---
Santes es facil verificar gue se satisfacen las propiedades -
6:?\‘5;‘;;7 3"’ 1{“

Para verificar la propiedad 4 necesitamos def%nir el po-
iinomic cero como & = 0 + 0x + 0x 4. ..+ Ox . Agi definido,
SE FPn Vv se satisface 4

Finalmente, haciendc -p(x) = -3, - &,% —...- apXx  , ve-

mos gue vale la propiedad 5, por lo gue concluimes gue P, es
un espaclic vectorial con coeficientes reales.

Ejemple. - Congideremcos ahora el conjunto de funciones -
definidas v continuas en I = [0,1] ¥v con valores reales, &z -
decir f:[0,1}——> R , T continua en I.

Definimos (f+g}{x) f{x) + gi{=xj,

(K T) (=) = L2373,

Dado gue la suma de dos funciones c~nt1nLa¢ es continua
{argumentos analizados en los cursos de Caicu”u), la propie—--
dad 1 se satisface ; las propiedades restantes se verifican -
facilmente Tomande O coms la funcicn cero, es decir f(x)=0
W —F i) S Ademmstramos Tas oroniedades 4 v 5
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Aunzdos =a

los anteoriores tenemos como ejemplos de espa--

cios vectioriales & los tres primeoros capltuloc de ssta tesis,
gc decir, vectores, matrices y solucidn de 51ctmmds de ecua——
ciones lineales homoggﬂeos. Loz primercs dos estan demostra-
dos va ernn el dezarrolla de 1z tacrfs : veremos el Ultimo.
zistema de ecuaciones 1i-
i tcs en R o C (e decir, +-
K ica lase propicdades 1 y B
¥ : . prorpledadess 2,3,V ¥y 8 se -
siguen G Draorf s Gz ren i o ocomplejos).
Lz o 4 = szitizfocc La_uiéﬂ, pues es la 501uc1én
Triviel
Con todo éstc, podemos relacionar estos temas gréficm———
mente comec sigue ¢
—
e Espaciocs
Vectoriales
L
|
- % | i 3 %
[ﬁveczores I «} Sistemas de o Matrices
Ecuzciornes
Lineales
L
N
pues ics espacins vector}aleq son Ia generalizacion de las =
otros tres temzs vy, ademas, eCestos estan relacionados entre si
CoOmo ya =g vid antes
Lo . '
De tes axiomas requeridos en lz definicion podemces fh---
cilmente oLten r algunas propicdades elementales de los espa-

cios vectoriales tales comeo @

a) Unicidad del cerc, ec decir, s4 & y B' 2\
para toda V£ s2 tiene que V + B8 = V. y UV o+ &
ces B = BU.

by Unicidad del inverso aditivo,

=
c) BY = X8 = &.
dy ¥ = (-131¥,
e) Si weN tal gue W + V =V,

ol

hY .y v

son tales gue --

V, enton--

para toda V&7, entonces W = H©
r - .
Por 1o sencillo y logico de estos cnunciados no nos de--
tendremocs a demostrarices
R £ 1 - ! i
Generzlizandeo lzs definiciones de la seccion anterior —-
tenemocs ¢
- ! - T . - -
Definicion 4.4.Z.- Segcan V,,»l,...,wveﬁan). Un wvector V
t . '
sz dice gque es una combinacion linsa! de los vecteores V,,V_,-
. 7
sV g1 ¥ sclo si .
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! . - - —J_ . .
RESNNC Szan Ve Va, ..., Veel/{K). Diremcs que V, _

Pefinicion &4.4.2.-
Ve . Vn formdn conis sntc de vectores linealmente indepen.
dientes, L.I. ristern }uAaw)An&K tales gue
; +/{aﬂ.}_\"a +_..+tJanl‘l = \'.E'
unlgam&nte P Anz O, v & = elementc de ¥V
Zi estc se zlgdn NT O, entoinces .Va Son
L.D
£
Definicicn 4.4, .- = JZls eECribirse
come AVL + Aava + - = Sus V, .V, ,v,1
generan Y (I .
4.7 SUBEEFRACI L & v E < T L R I a L L= Deiini--
cion vy ejemplos
Ya qus aig@bralc mernte un eszpacio ial =5 U con-
junto de objietcs (con un:z serie de COMUNES |, [0-—
demos determinar varios zzubconjunto anera gue al--
e iedades v o oon éatc, los
oressrvan izdaaes (axic-
vectorialess gue deCinos --
sukespaciaz lag de En
COMIUnTon TaEn antes

vﬁctorlal bajo
de los 10 axicomas gue
serla muy Sngorrosc
sbajoc utilizandc la
pLedad g vy pidiendo dr:
t

pare ambse operaciones
Tecrema 4.5.2.- Sesa hrhri suncanjuntc no xac{w del esrpacic
vactorial V. Si pars t:ido V. WEW=s=s satisface que
iy V o+ WE MW
13y AvewW . re E
afirmamcs que W mism
e dice gue es un
L

Demostracion
rificar que"hrsat
ezpacioc vectorial
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I~

La ascciatividad vy conmutatividad para la suma (axiomas
2 v 3}, asociativided para el producto (axioma 9), las dos -~

leves dlctrlbut1Vd¢ {axiomas 7 y 8) v la existencia del cle——
mento neutro multiplicativo (axioma 10) se verifican tamblen

dado gue v,wew‘c‘(/'.

4 . F . - s
Faltaria por verificar uUnicamente el d%1oma 5, ggto es,
la existencia de clenentos inversces. Ferc esto es facil,
bzste con tomar A= -1, y por el axioma 6, (-1)V = -vel, ccn
lo cual terminames la demostracidn.

La id=a gzome LrlCd de un subespacic vectorial ?fé la -——-
iguiente : Supongamos que estamos en RS . El que AVEW. con
Ae_K vy VETrsignifica gue toda laz recta generada por el vector
V {v gue por =supuesto lo contiene a él} estd contenida en el

conjunta W; igualmente, el gque eéiféignifica que dicha recta

pasa por el crigen del espacic R? | y el que V+k}62f'ron v,k
& W indica que 2ste nuevo vector {(y las sumas de mult1p¢os dc
V v W) tambi€n forman parte de W, es decir, W no admite do--—

bladuras u ondulaciones.,

2 A

m
o
ﬂ‘ﬂ

ARITHY

-P%u(\+uj\

Ahora veremos zlgunos ejemplos de subespaciocos. Tratare-—
mos con los mismos ejemplos de espacios vectcoriaies que va se

vieron.
v

Ejemplo.- ZSea V=T y W= (%, ,Ka, ... %n) / %, = ¥z}.
Sean V = (¥, ,X, ,X3,...,%a) ¥ W =I(y,,y,,y3,...,yn) v las
operaciones de suma y mulitiplicacicon por un escalar va cono-—-
cidas. Entonces Vo + W = (X, 4y, \H, +¥, .Uz +¥3 , ..., %, +¥n!t ,de
donde (V+W)EW. Por lo tanto, se satisface i)

Avio= (A=, Ax,, Ay, Ay , por lo que se satis-
face 1i)

For lo tanto es-un subespacio vectorial de

Ejemplo. - Sea'V; Pn , €1 conjunto de polinomics con ——-
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P = { a + a % + a_x +...+ a x™/ a.e R}
A [ [ -3 An L
Sea 2
e A _
BE U pix) = agt ax Foagx ...t g x /oa .= 0},

y las cperaciones ya conocidas.

Sean pix? =

B t o BaX  ti..t auX
gix) = b 4

L e
+ wa ... b, R

+

> TA.
pixy o+ qgly)y = (acgtbhy) + (aa+b})x o0+ (am+h“}x .
For 1o tantc, so cumpie 17,

ey = ™ » S AP : o
pix) = Wy * hay X +...+fyahx C . Se satisface

-t . - -
Por 1o tantc, W es un subespacico vectorial de V.

En base a lo visto anteriormente podemps enunciar la si-=

. . - 4
guiente propasicion @

Propos czgﬁ 4,5,.3., - qeanjy un espacio vectorlal arbi---
trario y V U;,. , Van. vectores . de AN Si
w3 o= L Mot }\‘V;\ et AV y con '}\\»5\\ - F"}\,‘E-K' }
entances Tyl cs un subespacioc vectorial den) .
En ciras palab

ree, el conjunto de Comblﬂaflgﬂps lineales de V1
T

un subespacic de'y

De aquf que :

Vo4 W UNY RV st o+ haVa )+ (ol V+ ayVy +. ..+o’\,‘\i\,‘ -
(Nt DV + Chatadz DVa*e e ot (el DV

Como €sto tsﬂblén es una comblnaclén 1in9mi de V,,V..,...,V

entonces V + W € W .

W !

ii) 81 vew) entonces oV =& NV + AV ¢, L+ AV W
PV 0 AN 4 NV 1

= (ARIV + (FRIV i+ o+ (PRI Vy,
gue, claramente vemos, tambidn es una Comb1n3016n lineal de -

V.,V .,V,- Por lo tanto AVew . v

Sr e

Esto pruebsa quel\f\vr es un subespacioc vectorial detlr .

Dbservaciones

- El conjunto anterlor"U\ podemos denctarlo por W= /@(V,,—
Vyuoor.,Ve?) ¥ se le conoce como el subespacio gengrado por V’,
Vo, .o Vi

- 5e le llams subespacip generado por \§ ,V,,...,Vw porgue ---
cualquier elzmento de K (V,,V,,...,V.} se puede "crear™ o ---
"generar” a rartir de Vt,Vﬁ,...,Vm.

a

- . - =0, . . - e -

t
1
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veltor no nulc

Kivy = {Av,

generads por un

Aev y .

' .
Vé]f-esta formade por

21—

ez decir, por todes 1o multiplos escalares de V. Geometri--—
camente, es la recta gue pasa por el origen y contiene & V.
B
N
TR
Fiszmplo.~ _E1 subesgpacio gener%do por dos vectores cua
guisrs V, ,Va £ E” tales que no son multipios uno deli otro lc
reprasentancs por
(Vo ,Var = { A Vi+dava A e E 3
e c=zcir, = - os forma un paralsiogramc {(plano)
gue contiens que pasa por el crigsen.
.
N
< ,
o5 Je(\h,‘h\.
Nz .>
[
. I
Vi
/’
v
/
Vs
NS
Ejemple.~- Sean V, = {1;1,0), Vg = (2,1,0} v
. W= LV, V) = {(x.v,0), x.v€ K 3
nc7m un =subespacic generado por V, v Vz 7. Si acaso 1o es

dEbﬁTc cumplir con que
W={}n V|+AaU; ,LA;&K} '
EFsto =g, A, V,+A1V; A,{l,l,G) +l:;2,1,0}.
FPerc, adema%, por comc esta definideo
, Aail,l‘O) + a1, 0 = =Ly, 00
Dz agui, cus Todo 2 reducs a resclvser 2 sistema
1*2!‘\1:3«
; it Aa= oy,
Medlante nctaczicn matricial y =1 metodos d= szuss
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B Ry 4 -R, +R, -R,+R,
1 2! %X j— 1 1 ¥ i1 F vy —%
1 1y h I A o 1 | x-y
L ~!
1 0 1 —-x+Z2y
O 1, - ¥
De donde el sistema ascclado es
A= -3 o+ 2V
Ap:‘ o= Y
Comprobandc
(—x + Zyv3i{l1,1,0) + {x - y¥){2,1,C0}) = {(-x + Zy, -x + 2y, O} +
(Zx - 2y, » - v, 0
= {—N+2y+2x-2y, -XK+2y+¥-y,
01}
= {(x,y,0).

/ . C. 3
Por 1lo tantov'ﬂfél es un subespacic vectorial de R

2 Fi . .
Gecmetricamente, estoc se ve como sigue :

A

P
2
\\.

AN
¥

’72)£ l/,f/  ,tff <X(V,,Vz) = (x.y,0)

. ! . . / .
Observacion.- Generalizando la idea geométrica del su--

‘bespacioc generado por V,,Va,...,Va , al conjuntc & (V, ,V,,...

Vn) s& le conoce tambidn como &l Hiperplano Genesrado por V.,

Vlj...,Vh.

4.6 BAEES Y DIMENSETILION

Hazsta €l momentc tenemocs definido formalmente el concep-

TG defe5p551o vectorial, apnzlizamos algunas de sus propieda-—-

ges basicas e investigamos coms clasificar & un ceonjunto de -

vectores come un &spaclo ¢ =zubespacio vectoria : ademas, de-

finimos 1z degp ia & independencia lineal de un conmiuntco
ﬁsL de v=stores v Lamozs gQue alzuncos Cconjuntcos gensran un --
3 . = - Tl P TR b =Pl ol ' o
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Todos estos conceptos, espacialmente el de espacic vec--
torial, son importantisimos en Matematicas por lc que guere--
mos conocer mEs acerca de estos cquuntos €n té}minos, de ser
posible, de sus caractericsticas mag elementales. En esta ---
secciﬂn estudiaremos algunas de e=tas caractmrfsticas para --
las cugles e= fundamental el concepto de base ; veremos esto-

para (v, . Va. Val v dechew generalizaremos & =spacics —-
vectorialses. De; misme modo definiremos formalments 21 con--
cepto de dimensidn de un espacioco vectarial trabtasjande la ide:
intuitiva ques se tiene de £11¢ perc en forme mas E=neral

Supongamos gue tenemos 11 vectoress v,,va,...,vm Yy tens-
mes al conjunto cK(V, Va,-...,Vn}. Dependiendc de =i V,,Va,
Vn zon L.I. o L.D. Cddd vector VE xf{w,,v;,__ ,Val pu=de ex--
prezarse en forma dnica en termlnos de V;,Lz,...,vn O no.
Fztc es, =1 Vi ,Va,..., Vanson L. I. v ademat generan un hiper--
plance gf{b,,Vq,...,V ) €ignifica gue c ralquier vector V & [V,
Va,...,Vn} puede obtenerse de maners dnica a partlr de V, ,Va,

Vn o en base a elle= y precisamente asi se denomina este
conjunto de vectores., Asi, podemcs enunciar la siguiente
Y AR - . . -

befinjcion 4.6.1 .- Se=z Lx,,VA,. ., ¥Val un conliunto fini-
tg de vectores en un subespacl vectorial £(V VR, V)L
Sa dice gusz {V: .Vg ,Vn} &5 una BASE ds ¢X{V,,Va;.A.,an =
Ve, Va....,Vnsaon L.I.

V(&)

Todav{a mgs : el TVEc un subespacic vectorial du~V-F) Y
V, Va.....Vn €W, entonces si W=& (V, Ng,... . V) v Vs ,Va...
Vn son L.I. resulta gque ocurre ex*ctamcﬂtw lo misms gque n =1
caso antericr cualquier'VETrpueae exXpresarss Ge manera -—---
unica en base & Ve Vg, ...,V con lo que, ampliandc un poco la
definicidn gnterior, tenemcs que

’

Definicion 4.&6.1"'. Sea {V, ,Vg....,Va} un coniunto
finito de vectores en 1¢CTUEF Decimos que {V, ,Vga,...,Vp¥
es una bage para =i
i) {Ve,Vy,..., Vntr es L.T,

ii) W= iV, Vg Va) . VIK)

Sbeservacicn .- LOE sistemas donde SpareZfan VeLiores Vi
Wy . Vm gue =on bhazzs siempre tienen solucicon v ez, ademse
dnice FPor otro ladc, =i V, ,Vy,...,Va gensran a7wr; son LD
siempre g2 tienen infinitzs s=olucicones.
/
Eecordemcs una 42 los =jemplos de la secoion anTeridr
AT TS MTiE . = e ST R e Y LA S A T S e N L



subespacio de Hz
Falta determinar si
los como una base para

ﬁ\(l i,0}

geEnetra

H .
notacion matri
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L.
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Ju
ol
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1
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Entonces

D= dopds hi\.z'}\;z G.
L 1 1
De agquyi gue V¥ V

baze para JJ (V, ¥
En esta misma =sscoc

< 4

e=to
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do por V, = (1,1,0) vy VYV, = (2,1,0).
vectores =07 L.I. para clasificar—
VisVal- Asi :

+ NA{Z,1,0) = (0,0,H

T+ 2ha=0

"!\\, + /\#'1.,': ?-

cizsl ¥ el metodn de Sanss

\\-F 2= @

— f = .
Ny =0
z son L.I. ¥, por lo tanto;, =son una ——
f . - - x
ion vimo=s 21 significado de =sto o

Fodemcos generali
Yy enunciarla caomn

Definicidn 4.46.2.—

zar esie concepto

?>j?{ﬁ s V¥ = lu,y, 00 /o,y
K} es simple—
mentes el plano
Hy .

szpacios vectorizsles

=

Sea N (E).

Decimps qus WV aVasaans

VYary 25 una base para ci satisface gue
iy Y 4 NMayaoa, Wl B L1
i1} 2(’\" aseeaaVed =7\ (K2,
N \I Fara ‘J\ + o Vo oL+ :—;mﬂg’m=.b
Es clarc que en £l ejemple mencicnado lineaz arnte=s 1 —
cioc vectorisl K2 HNo tiene comnc bacse & iV, V3> puss,
estos dos vectores satisfzcen la primera condicion
plen lz =egunds, ez decir, nc genersn 2 todo RY sino
= Una parte de A1 : &1 Dlanm wv. HNereciizefamos Fomas
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. { 3 .
forme un conjunto L.I. y ademas genere a R . For ejemplo, -
{(z,1

,0), Va = (2.1,0) y Vg = (0,0,1).

HNzces1 tamoa determinar A.J A; ales qgue
(1,1,0) + AalZz,1,0) = AS(U,O,l; = (0,0,0).

D aquf
A+ 2da= 0
A ¢
A = C.
o oqus V; . Va v Va sonn L.I. Falta
Farz estc tomamoE Un VECTOr ge-
- Asi0,0,1 = (x,y,E).
ZAa = X
=+ :\a} = y
, = =
. A3
Lsi
1 2 0° ! % |-R,+Rg iz o0 0= ZRy +Ry 100 [-x+2y
101 O Yy |—)% G -1 O -y | 61 ¢ | ¥- vy
o G 1 ' o=z ¢ 0o 1 =z -Ha_ ¢ c1. =z
e - -
e
[i= agqui que Adi= —x + 2y
Aa= X - ¥
A= =
Comprobando . ,
(~x+2¥3{(1,1,0) + {(x-y}{(2,1,0) + Z2{(0Q,0,1) = (-X+2y+2Zx-2y,
—X+2V+a-y, Z)
= {%,v,z2).

D= donde concluimos que efectivamente V, .V, ¥ Vi3 =on una base
para R3

Pero, Zpor qué esta dlfcrnn01a en =1 ndm@ro de vectores
de uns base par"cvaf,Vg) ¥ para g3 7 szndrd/d¢gﬁ que ver
en esta diferencia el hecho de gue uno represente geﬁmétrlca—
mente un plance y €l otro el espacio 7. Para gc?arar esta in-
terrcgante =g esenclal el concepto de d1m~n§10n. Nos apoya—-
remos, como dijimecs a1l inicico qg esta seccidn, en la idea in-
tuitiva gque tenemcs de dimensicn.

Segdn cursos de Geometr{a pensamos n uns r=cts (k) como
unlespacig unid;ggnsional, es d=cir, algo con una sola dimen-
=idn ; &1 tembien identificameos 21 plano comc un =s=pacio bi-
dimensional (P17 Vv en un espacioc como algo de tres dimensio-
ipt=td {Rff. PLrlocananL@ obzervs gue, en log =jemplos ante---
ric coinciden =1 nlmero de vec :*es er, unz bzss v la di--
TEN dz cada conjunte, respectivaments Ezzc 65.1%{V;,V2)
== un pianc <oon los vectores V, ,Va formando un 25 ra £1
v &8 de dimensidn 2 E{ =g un egpacic de dim g -
S, S V¥a . v3r una bess de 21 ;

= -~ =T A~ — _ 0 e - -~ ~ - Rl R —~a— -—_ e —— A = I ¥e%a]



una base de un conjunto es unéa cantidad muy =special. Estoc -
nos sugiere la

Y 4 . . . .
Deflnlc%on 4.6.2.- La dimension de un espacio vectorlal‘VYK)
es el nimero de vectores en una base de ). Dicho de otro --
modo, es el nlimerc maximo de vectores L.I. de ¥ y e denota
dim. V¥V .{(En el casc ¥ ={0}, definimos su dimension comoc cera).

’ U
FPara aclarar un poco mas la definicion antericr, daremos
la siguiente

DE;lﬂlplOD 4. b L.-  Sea V/EK}. Diremoz gue V,,V@,...,Vnézfés
un conjunto maximo L.I. =i

ay Vi Vg ,...,Vn scorn L_I.

b} Para cualguier w57flse tigne gue V, Vz....,Va,W son L.D.

Esto e=, =i & un conjunto de vectorss L.T. en V¥ le afia—-
dimos otro vecter mas WETV y este nueve conjunto de vectores
es aghora L.D., decimes que el conjunto inicizl =& un conjunto
maximo L.I.

\

. .. . / ;

von esta definicion tenemos un criterio mas para afirmar
qa G un coanjunto de vectores de un espacio vactorial Veons-
titu yen una base. Estco lo enunciamos en la siguiente

N S . . /
Froposicion 4.6.5.- W, V;u.. . Va Gij ferman un conjunto ma-
ximo de vectores L.I. si ¥y solo si V, ,Vgz,...,Vqp son una base
para )

Dnmostracioﬁ Prlmero demcziraremos que si V, ,Va, ...,
Va forman un conjunto maxime de vectores L.I., entonces =on -
una base verificando gque
iy vV, ,Va,...,Vv =sorn; L.I.

ii) jr-= éC(VI!VZl"'avh)-

La pr%mera condicién ze sigue por hipétecis no neﬂesita
demostracion. Para demostrar ii) hay que ver gue cualquier -
elemento WEVPpuede expresarse en términos de V:,Vg,---,Vn, es
decir, hay gue demcstrar que existen constantes AU'“} n ta-
les que W = A, Vi +3daVa +...+ AnVa.

Como por hipd%esis V., Va,...,Vi forman un conjunto méxi—
mo L.I., entonces V;, ,Vg,...,Vn ,W son L.D., es decir,
th| —+ hlvl + ., ..+ hhyn + how = G=
con alguna he # 0. Es sencillc observar que he = 0 v enton-
ces

W = (‘hlﬁho)vl + (‘hﬂﬁho)vl +...+ {-hw/he)V

)il }")v A!‘L
En el crro sentido Supongamos gue V, \V,,...,Vy son una
Lase para ]F; hay gue demostrar gue estes vectores forman un
conjunto mé&imo L.I.
/
. Aplicando le definicion apt=rior hay gque verificar aqus
* H - T T
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b) Para cualguiler w&lf;e tiene gque V; ,Va ,...,V, ,W son L.D.
El primer inciso se cumple por hipgtesis, pues al ser -—-
Vv, .,V ,...,Vn una base pare ¥ necesariamente estos vectores
son L.I. En b) hay que demostrar que para We€7¥ existen cons-
tantes A:,Aq,u,kh,A tales que LV, +AaVa +... + AV = 0, -—
con no todas las constantes nulas. Como Ve, Vg ,...,Va son -
una base, entonces se satisface gue h,V,+ h VQf ..+ hpVp= W,

de donde podemos concluir el resultado

Observacién.— Sea VI(K) = Rn. Aqu{ una hbase estg for--
mada por los vectores candnicos e, ,€2 ,..-, en {con g =(1,
Lo 00, g =(0,1,0, L0, .. €,=(0,0,... .0 1}} pues puedes
comprcbharse gue dlohos vpctores sonn L.I. ¥y adema= generan a -
k" ya que podemos expresar cualguler vector (x, ,xz,...,¥al-
COmO Sigue
(R Mg, -, Zad= X (1,0, ...,0) + x(0,1,0,...,0) +...4

Xp (0,0, ...,0,1).

n - . ¢ ‘
Fero en % , zsiempre habra bases con n elementos 7.

0 de maners aun mas general, 2todas las bases parz un mismo
- . 7 - .

espacic vectorial tendran el misme nimero de elemerntos 7?

3 R

- Fete e un regultado mucho muy importante que veremos e€n

la siguiente seccion.

4.7 MAS TEOREMAS SOBRE DIMENSIOCN

Debemos aclarar gue el ndmero de vectores de una base -
para un espacio vectorial ¥ (K) puede ser finito o infinito ;
2n el paimer caso decimos que Y es un espacio vectorial de --
dimension fini?g v en el segundg caso hablaremos de un espa~--
cic de dimension infinita. En este casc, una definicion parsa
una base infinita es :

P 4 . . R
Definicicen 4.7.1.- Un conjunto infinito W ={W, Wy, ...,
We} ©s una base para VI(K) si :

/
a) Nlngun elemento de W es combinacion lineal de otros ele---
mentos de W,

b} W genera aTF, es decir,'}r¥ gi(w,,wa,.__,wn)_

!
A ceontinuacieon veremgs una

serie de proposiciones y teo-
remas bastante relacionados con los conceptos va vistos
/ .
Proposicion 4.7.2 {Reemplazo d= Steinitz) Sea 7f7k} Y
{V, ., Va,...,Vn} una base para LB W o= {Wy Wy, .Wm) 2= un
conjunto de veciores en 7rCOA m » §n entcncss £ tiens gque Ws,
WL,...,WmSOTI L.D.
!
Demostracicon.- Ccmo {V; ,Vz,...,Va}t &8 una base para'V_Y
todes les wg&lr{ccn i =1,2 . M}, entonces &MiETEn COnS---
+adtre= 1. . Ll tales gue W. = XA, V. +daVa +. . 4A.V
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los anteriores es el siguiente &

. : - . 2
Proposicion 4.7.8.— Sea ¥ (K) de dimension n ¥ v si—
bespacio vectorial de'U/, entorces dim.l@’{ dim.V .

g1 W = {0}, no hay vectores L.I. y dim.W = 0. 8i cons-
ta de ctros slsms=ntos ademas del cerwo, entonces contiene con—
juntos de vectores LoI. d=, 2 1o méz, n elementos, por lo ——-—
tanto los conjunics maximos de vectorses L.I. de W tienen a 1o
mic n s=lementos ; ==z decir, una bace ;avaﬂﬁ tiene cuando mu——
cho n elementos, de donde dimMén= gim. .

4 . .

For wultime, =l =siguiente resultado nos proporcionz cotra
forma mas de determinar si un conjunic de elementos de un es—
pacic vecioriasl Formas uns base de él conociendo su dimensidn.

Demostracion.— LComc dim. = ny =31 VYy,-c-3Ve son LI, —
¥ b T YN
gntonces {M,...,¥F == una base para . 51 no ez as =
el
pongamos entonces que Viy:..sV¥V yson L.D., entonces
' WMt et NVW = 0,

t he g -

con zlgun A £ O . Eea N#* O, entonces
V, = (=R /A IVs Fo..+ (=N IV

Biguiendo el mismoc procedimiento para los ofros V ¢ podemos -
ochtener un subconjunto de vectores VisV) ey Vo que sean L.1.

- 3 - - ] -
con r < ny y entonces todo lo gue escribimos en teErmincs de —

- - L] -

Vys---s¥y Fodemox reescribirlo ahora, en terminos de v;,...,v;
perc erlst-:tm:eg (El . 7£ Ve sVedy vy Voo,
Yed seria una bass pa?a’i'ccn v < n elemenitos, lo cual no =c
posibie.

peeea V) SN =

4.8 EEsrFACIO DE LBESE RENGLEGOMNETS DE
U N A MmaTRIZ, OBETENCION DE BASETS,
ERANGDOD DE UN&E MATRI Z.

iaremss ahora slemplos de ecpacios vectoriales
- - I
c rices ;3 veremps tambien come podemos o

o on mat ons-—-—-
truir bases para estos espacios mediante 21 procesco de reduc—
) - 1
cion de una matriz dade & la forme sscalonada a traves de ——
cperacionsse elsmsentales.
Z.B.1.— Eez A una matriz de mxn tal gus
=g a‘;\ - :\V\l
&y aa.s... ﬂav\l
A= levaicinnanen |
1




- 128 -

. L
tos gQue cualguier base dE\J {teorema 4.7.2). De aqui con———
. - ! R
cluimos que {V, ,...,¥y 3 = un conjunto maximo L.I. y por la -
. - 4
proposicion 4.46.0 25 una base paFa\Q .

Ahora pasaremos a relacionar estos conceptos entre dos -
conjuntos N y'Wfque sean espacio y subespacico vectorial, res—
pectivamente.

i — N R ! 'd

Froposicion 4.7.5.— EEalv () de dimension n y W un su-
bespacic vertorizl de disension @, sntonces i > o .

™ i : —_ =3 = R = '\;\1( e o

Lemostracion. Si m 5 0 assguramcs gus en hay bases
con m elemsntos L.I1. gue tambien estarfan Eﬁ\r, 1o gual nos —

- + - - . .

ligvaria a atirmar que en q—hay conjuntos L.I. de mas =lemen-—
tos gue una base paﬁa“{ « 10 cual no == posible. For lo tan—
te, m 4 na

- L - . b ;

Froposicion 4.7.4.— Seap\ {K} de dimension n ylﬁfzubes—
pacic vectorial con la misms dimension, entoncesV ="W .

? r ; . . -
Demostracion.— Si dim.\W = podemcs slegir una bass —

Fig
Ty b 400 My s Cuycs elementos cumplen con gue @

Be i} copcluimos quea W) ... W4} 25 una bass paraﬂJ pDr
gl teorema 4.7.4. y por &gsto mismo (N‘,...,H“}: - Perc —
entonces U = z?xw‘,‘..,u*) = . De agui que’f3=m{.

Esto es, =i la dimencsidn de un subespacic es igual & n, sn——

tonces coincide con el espacio completo pues de hecho una ba—

s de un subsspacic consiste de un conjunte de vectores Lo1.
1 en ntmerc a la dimensidn del espacio completé, por 1o

o tambidn es= una bhase para el espacic completo.

La siguiente proposicion garantiza que cualguier conjun—

to de vectores L.I. de un espacioc vectorial puede extenderse

hz=sta llegar a formar uns base de el. ’

. | - . . |
Froposicion 4.7.7.- Sea‘\r(h} de dimension n y v un 2n—
tero positivo tal que v < n. Entonces para cualguier conjun-—
to V...,V ¢> gue =ea L.I. se pueden encontrar slementos  ——

L =% o= 4! L H 1 3 = == —_
Ve s---1¥mtales que LJ1,...,JY,qu 1e=a3v,F 85 una base pa
ra = .-
Mg meag¥ed 23 Lzl., si1 al agregar
zer L.D. resultara gus IV, ,...,Vc3
¥y PO 1o tanto, una base para’ﬁf
lo zual no s posibis. For 1o -——
Lw\)’fj‘ ,-.-,‘\"\’} ez L.I.
} 2 k2 ~- 1
‘,---1"«",\;—‘.4\; e L.T.
del mismo lz=g

Sue. por
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Los vectores renglé% de A son R, = (&, .2,3,...,8m}, ——=~——-
Ra = (Aar,2a2,...,8an), .., Rm= (@ms, a@my...,ama), que son --
vectores en ﬂf‘, generan un subespacioc de R llamade Espacio
de los Renglones de A, Esto es,

Espacio de los Renglones de A =&f{R;,Ra.....Rn}

De la misma forma, las cclumnas de A {(gue son vectores -
en RM™ ) forman un subespacio de R™ 1llamado Ezspacic de las --
Coclumnas de A, es decir

Espacio de las Columnas de A =é((A',Az}...,An

).

I

Segdn la definicidn anterior tenemos gue a uns matriz
odemos ascciarie dos‘espacios : el de ios rﬁnglﬁn v el de
columnas. Pero, 72 estos espaciocs se altersa ran l cambiar
elementos de los vectores (renglon ¢ columna) de Al
rTirnoa & "camblar los elementos de 1oz vegctores" slgnifi-
implificar los elementos de A mediante operacionss ele—---
ales para transformarla en cotrs matriz B con elementos --
£ gencillos y faciles de cperar con elloeos.

'IJ

o
<)}

830 “IAPJ
v O m
Hy (0

rf U) (h

5
ll’a.fD

a preguntz 5 interesa
ur L‘RCHPLO muy import
h
1

0
m
-
D
n
o)
0
o)
0.
M
—
s ]
[
i
1)
ot

ante en matrices gue
< tzlles "=pegpo &
& netruccicn de base

|t
-
m
o0
H

[N T
mp&%
0 CL O
L t!]

a1
oY

Recordemos los tres tipos de operaciones elementales en-
tre renglones de A
I RLL—ADRJ'
II) R¢ —kR{ , kK # 0.
ITI; R *“Fkﬁf + Ry

Supeongamoes que mediante ellasz obtenemos una matriz B.

EBajo una opera01on elemental de tipo I, B yv A tiensen ics mis-
mosg vectores renglon y, por t%pto, ]l mismoc espacic de ren---
glones. Mediante una operacion elementzl de tipo II o IIT —-
cada rengldn de B es claramente una combinacidn lineal de los
renglones de A ; puesto gue un espacio vectorial es cerrado -
bajo la suma y la multiplicacidn por un escalar tenemos que, -
todo vector en el espacio de los renglones de B esta tamblen
en el espacio de los renglones de A.

For otra lado, =i operamos &n sentidoe contraric y & par-

tir de B obtenemos a A, empleando los mismos argumsntos, ten-
dremcs gue el espacio de loe renglones de A estsd contenido en
=1 de B. Conssecuentemente, A v B tienen el mismo =spacio de
renglones. Todo é%to lo podemos resumir en el siguiente teo
rema

Teorema 4.8
glones de una mat
ella.
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matriz B por medio de operaciones elementales entre renglones
ce dice gque A vy B son equivalentes por renglcones. Con €sto -
podemos reescribir el fteorema anterior come sigue

. . 4 .
Teorema 4.8.2'.- Matrices equivalentes por renglon tie-
rien 21 mismo espacio de renglones.

De manera mas partlculdr £i tenemos do¢ matrices esca--—
ion aods A Y B, €ztas tendran el mismo espacic de renglones =i
vy S0 ‘lo =i sus rengliones no nulos son iguales. Esto s= forma-
liza en el siguiente tecrema

Tecrema &.8.3. - Szan A v B dos matrices eg
se han reducide por renglone ¥ 4 v B tienen
pacio de renglon=s si vy =dlo si tienen iguales 1
no nulios.

4]

De ostracidﬁ.— Zi1 Ay B tienen los renglones no nulog -
lguales, es obvioc que tienen el mismo espacio de renglcones.
Sdlc falta probar gque si tienen el mismo espacic de renglones
entonces tienen los mismos rengiopnes no nulos {igualss).

B tienen &l mismo espacico de renglones

Cupongdse que & V¥
simo rengldn de A. Entonces existen es--
T

+

v°R #§ G, con R = i-&
calares ¢; ,cz,...,Ccg tales que .
E = ¢, Ry CaRa +...+ CgRs , {1} ,

donde R = renglones no nulcos de la matriz B. Bastara con —--
probar que R = R, © ¢ =1 y cxg=0 con i # k.
Sea agﬁ la primera componente no nula de R . De (1) tene—-~
mos gus

&

Ll

v = Cy biy;. + Cqg basd. +...+ € .
N { :j" a ‘:1(. s bi’(_
Pero como bét as un e?emenaﬁ no nuloc de B v esL estd redu--
cida por refglones, es el dnico en la Je ‘-efima columna de B,
entonices a{dy. = ¢ bj. . Comc-a¢. =1 beys = 1 es

i _1 Ui ¢ ‘j‘ ji ¥ U‘ 1, entonc
ey = 1.

Supongamos ahora que k # i ¥y bx f 0 en Ry . Por (1) te-

nemos gue
dx; = ¢i b + ca bay, +...+ ce bg,

G = T v o Py s Py

- - - ,
For los mismes argumentos anteriores bﬁjn 1 v ademas

f“f( = Ch_bﬁyk . Como aﬁ/x = 0, entonces c, = 0. Por lo ---
tahitoc B = Ré .

Chearva c1on. Los anteriores resultados pueden aplicar-
=2 &l espacic columna, grabajando con lz transpuesta de la --
matric original v aplicandcles & =zu eszpacico de renglones.

une maetriz los slementos prin--

estamos hablands de ssgscizs v

n

st}



’
subespacios generados por los vectores renglon de determina--
das matrices, Zpodremo% construir bases para estos subespa---
close de vectores renglon 7.

P /
Vimos por la definicion 4.8.1. gque lo= vaectcres renglon

R; Ea,...,ERm generan un subespacio de R™" de mode tal que
espacio de renglones = (R,,Rz,...,Rm}.

531 queremcs encontrar una base para el espacic de rep---
glones de una matriz bastara con demostrar gue R, ,Ra,...,FEm -
gon L.T. Perc e=ste trabajo pusede simplificarse aplicando el
tecrema 4.8.2. para manejar & la matriz éscalionada equivalen-
te & la matriz or}ginal v aﬁllredu01r el nfmero de vectorez -

coen 1os gue se va a operar (unicamente los vectores ne nulos)

Si los vectores dados Ry ,Rjp,...,Rmpertenecen & un mismo
espaclio y queremos construilr una base para el subespacio ge—-
nerado por e€llos, formamos una matriz A cuvos renglones esten
determinados por R;,R;,...,Rm vy aplicamos el razonamiento an-
tericor. Como =& observa, estas propiedades pertenecientes a
tecor{a de matrices facilita en mucho la elaboracidn © cons---
truccidn de bases de espacios Yy subespacios vectoriales

Este 1o enunciamos €n el siguiente tecorema gin demostra-

i
cClilen
7
Teorema &.82.4.- Los vectores renglon no nulos de una --—
matriz escalonada A forman una base para el espacioc de loz —-

renglones de A.

El concepto tan 1mportante al gue hicimos referencia al
1n1c1o de esta seccidn al responder a la pregunta planteada -
despue= de la definicion 4.8.1. e= el concepto de RANGO de --
una matriz. Recordemo= gue el ecgpacic de renglones de A es -
el subespacic de rR™ generado por sus renglones y el espacio -
columna de A es aquédl generado por sus columnas. Las dimen--
siones del espacic de renglones de A v del espacio columna de
A se llaman el Rango por Renglones y el Rango Columna de A, -
respectivamente. Ademds, el valor comun de ellos es el RANGO
de A. Esto lo enunciamos en la siguiente definicidn.

Definicidh 4.82.5. - Las dimensiones del espacio rengld%
y &l espacico columna de A se denominan el Rango por Renglones
v el Rango Columna, respectivamente. El valor comun de ellos
=s =1 RANGO de A se denota rangl(a)}.

Con esto, =]l rango de una matriz es el mgﬁimo ndmero de
onesg [y cciumnas) independisntes. Ademés, ila obtencidﬁ
ange de una matriz se gimplifica con ls reducecidn de ---
su forme =scalonada.

tado muy importante relacicnado directamente con
2=l rango de une metriz es =1 gue afirmz gu

=
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Jeorema 4.8.6.~ El rango por renglones y 21 rango columna de
una matriz A son iguales.

. — .
Demostracion.~ 53 Apegw 18 matriz

o P T r e
= = L
A Sav Ten t - Tawm
Sy P owmb T Faan
y sean Ry R ,..-,5 gy SUS FEﬂS}EﬁEE : R,= {3, s34 se-ssBmlygnay
Ren= (G, 12,01+ -+33unw « SWUpbngase que el rngo por renglones

=
es r y que lo= vectores 5, ,554..--,5« forman una base del es—

pacic de lo= renglones, con 5,= (bByy;Bias---2w 7. Sg= {by,,
Bagssen=abgniganey S¢= (B sBgusr-rsbenl- Entonces cada R es
combinacidn lineal de los 5S¢, Bs decir, existen constantes
= talss qus

Ry =ty B % 035,y ¥eurt O Sc-

R,=c, © T 3,5, Fewo® C 5+ 5S¢

= — . -
P C Rm T Ty By F OBy Fauet Cunx S¢
Faero esto es :

(a\,,a‘a,‘..,a‘“. = c, S + Cyg B4t..-+ C « Sx
= T (b\‘ ,--.,b\r\} +‘:\';{bai¥""5b1v\) *+. .=
T Ty (B yeeasbon?-
(53"331""’a:m} = L oay 5, + €8, F.o.t Cs¢ Sy

it
n

&1 (b“ a,---,b \V\) + Ca—a’:bai ,---;ba“) +aa -
+ Ca‘? {h(\’.'-,bt“).

(aM\-,E\.“}‘,---,E‘.W\“} = EW\S‘ + C‘A;Sa+...+ EN{‘S'{-

TV 4 = BN = Y B CM}{D.&‘,...

i{
. R - ‘bﬁ,...,,t.-‘m).
De aqui :
Elli':C\\ b\L'i"C\; b&:, N C‘T b*(.\_
aaczcak b\{ +Ea2ba¢ + et CB“'b'\'\‘_

AWML T Cwn L * Cwabal T-eet Cune Byy s
= 1,2,.--,n. Entonces

[N

E\L [ ) C-,:_ fa Yy
2,0 VT 1T g4, AL B =P bak tonet ax \E¥i *
a"‘(f‘t. WAy o m’#\ C-,'ﬂ\(

{
ecs unza combinacion —

L1
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ilumna ¢ rango de renglones).

/ . 1 X
Analogamente, considerando A concluimos dque Trango de -

ranglones ¢ rango columna, con lo que rangeo renglon = rango -
columna.
4.9 APLICACIOQONESE A LAS ECUACIONESE
LINEALESZSZ
Sea el siguiente sistema de mxn sobre un campo K :
8y Xy + Byg Xz t--.+ &,4 Xp= by
By X,  Bmg Yg t...F Epp Hag = bmo,
i ./ . -
o lo que &= lo misme, la ecuaclon matricial AX=E. Recordemos
: . . r ;
gus la matriz aumentada del sistema esta dada por
&4 &1 -..- @in o by
aar agaa .-- a3an | bg
............... ;
amy B .4 :bm
3

Obsgrvese gue al reducir esta matriz a su forma escalo-—-
nada, el numero de ecuaciones (o vectores rengldﬁ) indepsn--—-
dientes es igual al rango de la matriz aumentada. Ademds, --
reescribiendo el sistema como '

ary ain am b

Ba; %1 +] @za |Xo+...+ ] @aaniX,= bag

amy ama amn bm
J / ’

vemos gue eXiste so%pcion siempre y cuando el vector columna -
B sea una combinacion lineal de las columnas de la matriz A,

es decir, si B pertenece al espacio columna de A. En otras -
palabras_establecemos el siguiente teorema.
Teorema 4.9.1. El sistema de ecuaciones lineales AX=B

. ! R . - -
tiene una dnica soluc1on =i vy s8d6lo =i la matriz de coeficien-
tes v la matriz aumentada del sistema tienen €l mismo rango.

Por dltimo, £1 recordamos el teorema 2.6.4. se cumple -
que =i u e una solucién particular del sistema AX=B vy W e€s
la solucioch general del sistema A¥ = ¢, entonces (u + W) es -
sclucion de A¥X = B, donde W = (W, ..., Wr) . Observe que
lMClR"’ y tiene, por tanto, una cierta dimensioﬁ. Parz de-—-
terminar esto, tTenemos el siguiente teorema

Teorema &4.9.2. - La dimencié% del espacio sclucién del
cictemc de ecuac%onﬁs lineales homogene AX 0 es n-r, con n
el ndmerc de 1ncognlba= v r el rango de lz matriz de coefi---
cientes A.

© Der

. ! . . — ; ¢
tracion.- &i &1 sistema A¥Y = ( puede reducirse 8O-

r']
U]
1

)
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entonces por el teorema 2.5.3. b) -
iibres, es decir, n-r ecua-
por lo tanto, una base para

lo a su forma escalonada,
resulta gque existen n-r variables
ciones independientes que forman,

el espacio solucidn. Pero n = nfmero de incdgnitas en el ---
sistema ¥y r = nhmereo de ecuaciones no nulas (o renglones no -
de la matriz A, ésto es, el rango de A. L.Q.Q.D.

nulos:
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CAPITULO >

DETERMIHANTES
5.1 INTRODUCCION.

En este cap{tulo vamos a decsarrollar ia teorfé de los deter—--
minantes y su importancia en la resolucion de Sistemas ae -—-
Ecuaciones Lineales. Hay gqus hacer notar, sin embargo, que -
el usc de los determinantes no se restringe exc1u5¢ngente a
dso. Si bien es cierto que nacieron a partir de esa idea, --
{recordemos el trabkajo de GabrieT Cramer, gue =n 1750 dic una

regla general para la rezclucidn de Sistemas de Ecuaciones --
Lineales), en la actualidad este concepta se ha desarrollado
tanto, que tiene valor por si misme. Esto es, se ha cons——--
truido toda unea tecrég alredwgor SuUYyo ¥ £us aplicaciones son-
variadas: en Geometria, F1¢1ca en el estudic de valores vy ——
vectores propios de une maetriz, en 21 procedimiento para lo--
Zrar la inversa de una matriz, etc.

I

Antes de iniciarnoes en ﬁl estudic de los deteirminantes,
debemos hacer otra aclaraciocon: existen varizs maneras de a——-
tordar el tema. Una de las mds usadas es aquélla gue involu-

ra el estudic de las permutaciones. Vamos & sacrificar un -

%éntc iz formalidad gue nos proporcionar{a el enfocar el tems
de esa fogm , en aras de lograr una mavor facilidad en lu —_———
comprension del mismo Trataremos de gue la pres ertacion da-
da sea lo mas 1ntu1§1va posible, aprovechande paiva ello in-—-—-
terpretaciones geometiricas.

Como una recomend301on importante diremos gque debe po--—-
nerse especizl atencion & las propiedades de los determinan--
tes, que son las gue en un momento dado, nos permiten calcu--
larlc 4e una manera mas practica.

Tal vy como lo hemos venide haciendo hasta este momento,
presentaremos alguncs problemas que se resuelven mediante el
emplec de los de;ermlnanLes Conforme =se vaya avanzando an -
la teoria se irdn rgsolv1pnao perc antes mostraremos un pe—-
quefo beosquejo historico. '

52 BOSQUEJDCOQ HISTOERICO

Lz Leorld de los determinantes fus trabajadzs en €l siglo
XVIII por los matemdticos Maclaurin, Cramer, Bezout, Vander--
monde, Lagrange y Laplace, aunque dlgunos glgoritmes utilica-
no fusren explicitados suficientemen Su desarrolic —-

CoE te
m&s amp11o tuvo 1ugar durante &1 transcurso del siglec XIx, -~
donde los matemiticos EFuler, Gazusse, Cauchy, Jacohbi v ctros —-
tuvieron gran influencia.
Otras con tflbuciones a la teoria de los determlnaﬁt -
la dieron mztemsticos ftales comoc Helinrich -
)5‘1 formuld 1as reglaz pare la ad_c_ﬁh de dcs d -
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tlenen en comun una fila o una columna vy pare la multiplicsa-
c1on de un determinante por una constante.

Enunc1o tamblen que €l determlnante de una matrlz en la
gue un renglon es una combinacidn lineal de dos & mas renglo-
nes es cero v que el valor del determinante de una matriz ---
diagonal es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal. No se debe dejar de mencionar a Svivester, que —-
participd en el estudio de los determinantes durante més de -
50 ahios.

Cayley, fundador de la teorga de matrices aporté tam-—--
bi€n resultados nueves & la teoris de los determinantes, y al
final del =siglc XIX, Charles Dogson, mejor conocido como Le-—-
Wwis Carrcll, v algunos cotros, enriquecieron toda esta teorila
con un caudal de nuevos conocimientos.

5.3 FPROBLEMAS DI VEERSOZS.

rd .
Pasaremos, ahora si, & enunciar algunos problemas de - — =~ —
. . s s . . .
%f11c501on de los determinanies.
=

Problema 1.- La Criptograffa ~ En muchas revistas hemos
visto gue con xrecuenc1a aparecen problemas que consisten en
descifrar algun mensaje misterioso. Son los lliamados CTlptO—
Eramas. Para lograr descifrarlos, se proporc1ona el codlgo -
de traducc1on gue permlte hacerlo. Este pequeno ejemploc no -

es mas que una apllca01on de lo mas sencilla de una ciencia
que en huestros dias, epoca de guerras militares y comercia--
les, ha cobrado gran auge. L.a liamadsa Criptografia: ciencia
gque hace y descifra codlgos

Es muy conocido por todos noscotres, gue tanto las gran--
des potencias militares como 1los grandes emporios comerciales
necesitan enviar y recibir una gran cantidad de informacidn -~
secreta. Se han desarrollado t@cnwcaa enornen=snte sofistica-
das.

N Cbviamente no pretendemos aqui desarrcllarlias. Tratare-
mos de ilustrar con un ejemplo sencillo, cémo las matrices, -
sus inversas vy sus determinante , punden utlllaarse para re-—-—
cibir v transmitir 1nforma51on en forma secret

Problema Z.- La recta gue pasa por dos punteos.- Sabemos
por nuestreos conocimientos de Geometria Analitica, gue si te-
nemcs dog puntes diferentes del plano de ccoordenadas {#% ,ys )
v (¥, ,¥2) podemos hacer passr Uuna Unice 11neu recta que los= -
una. La escuacion de ezta recta es:

C, ¥ + Ca¥ + Cn = 0,
donde ¢y, cg. cy o pueden ser cero 51multaneam¢nte YV S0n L——
nicas pars una recte dada .
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7 .2 ) 4
2Como podemos obtener la ecuacion de esta linea recta --
empleando determinantes?

Problema 2.- Circunferencia guse pasa por 3 puntos.- 5i -
tenemos como datos 3 puntos del planc diferentes y no alinea-
dos, de coordenadasl(xl, Vil, (g, va), (%3, Va)l, sagemos que
por €llose pasa una unica circunferencia, cuya ecuacion es:

2 X
c, (X +y}+c&x+c3y+c‘;=6‘,

. Y . .
2 Puede obtenerse la ecuacion de esta circunferencia me--
diante €l uso de los determinantes?
Preblema 4.- ZPudiera seguirse un razonamiento similar a
los anteriores para encontrar, digamos la ecuacion del plano
gue pAasa por 3 puntos © la ecuzaclion de la esfera gue pasa por

£

4 puntes?

=

. . 4 .

Prob%ema §.- Trayectoria de una avion.- La trayectoria
de un avion se puede consida;pr formada por segmentos de rec-
t

&a. Para que una construccion no interfiera con la trayecto-
riaz del avion, deberz estar situada bajc el segmentc de la --
tﬁayectoria. Las construcciones cercanas al aeropuerto tie--
neEn asignadas dos ceocordenadas, una de las cuales &= ls dis---
tancia al aercpuerte (x}, y la otra su altura (y).

! . 4
Se syupone gue la linea recta representadas en lz ecuacion
= Y 1 ,
2 3 1 = 0, representa la trayectoria del avion cerca
=) o 1 , :
del aercpuerto. 2 Se podra construir un edificio & £ unidades
del

aeropuertoe con 9 unidades de altura?

5.4 L A FUNCION DETERMINANTE

Vamos a considerar el parzlelogramo gue descansa sobre -

los vectores V y W, esto es, el paralelocgramo cuvos lados son
los vectores V y W.
e

O mn
ol
L in

. L3
tores en R, -—--
lelograne. Pu-—-

. . ¢
_—— - - g .
Gler yLGhC ALIER 1T e IUnClor gl

IT
r
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!
cada pareja V,Wé& Rai le asocia el numero S{V, W}.

éOué propiedades interesantes se espera tenga esta fun--
cion?
a) S(kv, W) = k S{(V, W},
g') S{V, kW) = k 5(V, W],

,Es decir, &l alargar uno de los lados del paralielogramo,
en terminos de operaciones vectoriales significaris qus mul--
tiplicando a V o W por un escalar, el efecto gue ccasiona es
gue el area queds mulitiplicads por ese mismo escalar. For --
ejemplo: 2

A
5 3,
-~
5 ?ﬁ
. W
A>o0 ' o< A< 1

[ -
.

. ; .
& Cbservacion.- La funcion S{V, W) puede tgmar valores po-
gitivos © negeativos, o sea podemes hablar de area o superfi--
cie orientada.

by S{V + W,Z2}) = 8(V, 2} + S5{(W,Z]}
b") S(V,Wh+ Z) = 5{(V,W} + S{(V,Z).

0%

S

n -

Y
L4

3(WUZ)=_ZT
S(H#ijz;r

./ ) . . .
Cbservacicn.- Esto es lo mismo que decir gue § tiene un
comportamientc lineal en cada componente.

c) S{es, €2, = 1, donde €, = (1,0), €5 = (0,1
dy s{v.,v) =

X L7
Enunciar=zZos a continuacicen un tedorema qus,
las cuatro}pr:;iedades anteriores, nos Qefine YV I
cionz ademas vna manera de calcular el area orien
g R'z‘}{ E*~> R &5 unz T
s a), b}, =i, d) an

satisf
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(Vl ;Vl) ] w (wl nwL) >

W) = Vv, Wwg - Va¥,.
. - .

Esta funcicen recibe el nombre de determinante y para --

calcularse pueden disponerse los vectores V y W como columnas

de una matriz,
Wy Wi
det = VW, - VW,
Vo Wg
Parz demog&irar €l teorema anterior es necesario demos---
Trar primero 1 siguisente lema
Lema 5.4.2.—- S{V,W} = ~S5{W,V.
. . -
Demostracion. - Consideremes S(V + W,V + W} = 0, por d}.
S{V o+ W, V+W) = S{V,V+K} + S{W,V + W} = 0, por b},
= S{V.V) + S(V, W) + S{W,V}) + S{W,W} = 0,
= S{V,V) + S(W,V}) = 0.
Fer 1o tanto, S50V, W; ~5{W,V}.
- i
& Gecocmetricamente,
A . T
Volviendo entonces a la demeostracicdn del Teorema,
. .1
Dengstracion. - Verificaremos primerc que efectivamente
SIV W) = vV, Wy - VW,
Sazbemos ,Que cualguier vector en P se puede eﬁcribir cCoO-
* mo combinacidn lineal de los llamados vectores candnicos urpi-
tarics, g, = (1,0} ¥ €, = (0,1). Estc vale pues, para V,W.
V= v,e, + Vaey = v, (1,0} + vy (0, 1)
= (v;,0) + (C,va} = {Vv,,Va)
W= W,e; + Wa€g = Wyl{i,0) + wall, 1}
= (’-":"!D;i + {Clzwl.) = {-I‘Ti ?w;
S(V,W) = S(v,e, + Vy€a W, &1 + Waca) .
= Siv, e W,y + Waeg) + Slvgey,Weer + Wasal {(por bi),
= S{vye, W, e} + S(v,e,,w,2a) + Slvpey,wW,e,) +
S{vy€a,Wa€aj, {(por biil,

-~
[

vy Slg e ) + v

( (e, ,Wyea ) + VaS(ngtef) + st(ea’ﬂﬁa}
jeloby _

i),
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v, Wy S{e, e} + vy uyS(e, ea) + VW, S{e,y .8, ) +

VaWz S(eg,.eqn) {pcr al),

vpu, (0) + v, well) + vauw, {~1) + v, wa{0), (por ¢), d), vy
LA 2

Vy W — Vgl

=
i
b=
i)
mon

Para tener el tsoreme completamente demostrado hay gue -
probar gue Z definide de tal manerzs. efectivamente saticsface
las propiedades ai, bl), cl, 4d)

H

Empezande por a). FP.D. S(kEV.U) = kKS{V.W).

Para facilitar la dem
tivo nemotecnicc gue se me

o
i
Vi Wi
det = VpWg - VoW, ,

Va  Wa
EV = kKiv, ,va) = (Kv, 'k vy}, entonces
kv W, : , '
( = kv, W, - kvaw, = K{v, W, - vyu,) = KS(V, W}.
:V,' Wz B ’ '
By P.D. B(V + W,2} = S(V,Z2} + S{b},Z), donde Z = (z’ N A
V o+ W o= (v + W Vgt Wal.
Vot Z; B
det = (v, + W} zZ3 - {vg+ wgl
"J'a‘i“w;, Ze

VJZ;\_"r W;Zl*. Va Zy - WAZJ

(Vi 2q - Vo= ) + (W,2, - U, =,
{(V.2} + 5{W,Z1}.

i)

9

) P.D. S{g, ,e5) = 1. _
- . . "‘.'A-,

U - .
det = 1 - 0 = 1
1
D
S(\!,V) = 0

VpVae = v, = 0.

§
[ s

on 1o que gueda completaments demostrado el teorema.

Gtservaciém.— Como va ge menclcné, la funcion determi--—-
nante puede considerarze como una funcidn cuve doeminio s el
conjunto de las matrices de Zx2 v cuyo contradominico es 1 —-—
conjunto de los numercs reales D= aauf en adelante z={ ic -
trabajaremos.

Algunas propiedades extras de los determinantes de 2uZ

1) 81 B e= la matriz que results de sumar un mdltiplc d= uns
columna de A a otra, entonces det A = det B, &ste es,
Vg W, v, + ku,; Wy,

L
il
r+
T
1]
i
[}
0]
r+

B =
Ve Ua va + kEwg Voo
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= {v, + RWJ}WQ - {Va + REwWwalw,
= v,wz + KWWy - vyw, - kKuyw,
= 1 - V;LWJ.
%2y El determinante de le matriz A es iguel al determinante de
la transpuesta d= A,
Vy Wy Vi Vo
det = det =V, W - VaWg.
Vg Wy W Wy

= - )

Ezta ulitime propiedad es muy interesants, pues permite -
asegpurar guese i1odas %55 aseerac%Jﬁes gug hemos hecho para las
columnas de A son validas tambien para los renglones

- .7 . /

Ohservacion. - No debemog dejar pasar mas tiempo £in re--
czlosr gus el determinante solamente esta definide para ma---
Trices cuadragas

n base a gue va se ha definide --

e Z¥Z2, podemos pasar a definpir 1

amos qgue esta definicidn gquedard -
e ZxZ. :

Deflni:lé} S.4.3.+ Bz A unag matriz de 2z
=¥H Sga Se3
A = Tigy =Y ] oo 3
83 Gza 823 .
Aefinimos e¢_peterm1nanLe de A, medilante su desarrollo por el
primer renglon de la siguiente manera: '
det A = a,, det A, - a,pdet A,y + a,zdet A,z, donde AJ, 3 =1
Z,3, es la matriz que se obtiene de eliminar el primer ren--—-
glé: v la j- —dsima columna de A, estoc es:. Lo -
Saz Saay a4 Ba3
det A = a; det - a,;, det +
' &3z 933 &3, 433
Say & aq
8,3 det

ay, B3/

Haciendo =1 desarrolilio: ¥
det A = 2. (azaas3y - &33223) - 8,5(8y,835y - a3, 3833) +

i3y (@arazy, - &i, Ba1)
= aynu 8.29_833 - &y, 832323 - 8y 831333 +572 33’ 5334’
8‘3 51} 831 - 8,3 a3, Saa .

Notemos que al hacer =1 célculo del ch~rm1naﬂ e de A --
mediante. el desarrelilc por el primsr renglo“, lc gue se ha -
hecho e= expresar al determinante de 4 como una Sme de 2 ---
tdrminos, cada unc de los cuales es un producto de 2 facto---
reg, une de ellos es un elemente del primer rengl&b vy el ctra
es =] determinante de la mairiz gque se cbtiene al eliminar el
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. /
primer renglon y la columna donde se encuentra el elemento --
gue se menciono anteriormente.

Lo= signogs de zada uno dH los = términos inicislies se a-

signa mediante la siguiente teenica:
+ — A
— + -
. — {

thac1ﬁn.— El determinsnte e desfignara mpediante la ex--
presicn | A& (. T'det AT o enceérrandc las componentes de A en——
tre barras verticales

= = = &
Ejempic: 51 A = , det A = = | A
& z &% Z

Cheervaciones: )
- El desarrclile antericr hLb iera podido realizarse no dﬂiCa~"
mente por =1 primer renglun, ginc por cualquiera de losg ren—-
glones de A. . .
- Tambidn hubiera podide efesctuarse, siguiendo €]l mismoc es—---
fuensa, mediante cualquieres de las columnas de A. '

El caleul i sterminant 1o S5 =f 4 e

El gtalcule de un determinante de 5x2 se efactua frecuen-
temente rediante las siguientes técnicas‘ que procuran gim---
plificar de alguna manera los célculos, o wmas bien procuran -
que sea fdcilment® memcrizable la maners de cbhtenerlo.

s Diagrama 1.- En este =sguema s= repiten los dos primeros

renglones de A,fsuméndcse ice productos indicadeos con fle---—-
.chas. Los gue tengan flechas hacla abaje s= multiplican po:z
1 (=g dejan iguas, pues} y lce que tengan flechas hacia arri-
ge multiplican por -1. -

’ S 1253803
Bar P83p 71823 | T By Bap8x3 F 89, 33,8,5 + 83, 85 833"
S57 &35 #3333 :

ar .
G3,822%13 T 8y1 83, 853 7 8a 8ig F3y
- s .

Diagramae Z.- AgQui ce repitén lac dos primeras coclumnas,
sumandose los producteos indicados con flechas v con la misma
observacicn para =1 signo gque &1 caso anterior

N
=¥? d,l)%- iy an 12
B3, =TS =¥ ELY Baa T 8y & a + G & a +
a/a)qe A~ i Caa T a3 iz T3 T3y
3 3a 3 3i 3%
j3 Sy, 835 — 8y, 822843 -

8323133“ - a33§=;a,L.
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Diagrama 3.- Esta forme es conccida como "regla de la -
canasta”. Tambien se suman los productos indicados con fle--
chas, multiplicéndolos por =1 factor que aparece al inicio de
la flechs.

T 3333283, T 8338, &4 B3, a0 B2

Kaotess gue &n ;aAa cEos e abtians £l pmisml resulitsde -
que en la definicicon criginal.

’bservacidﬁ - Todas las propi=csa = - -
anteriormente para lcg determinantez de = —
clar y demostrar pars los detgrminantes N [
traciones =son un tanto sencillas, bastas con efectuar =1 4
culo directo. lLas omitiremcs por. ellc, pero cuando s defina
el determinante para el casc general; v se vea 3ue tamble% -
satisface ezaz mismas propisdades, se demcstiraran zlgunss de
ellas. : '

Y / ¢
£ No esta demas el %dvertlr gus las tecnicag dsscritzs por
loe diagramas 1,2,2, sdic son validas parea el determinante de
3x3.

55 EL PRCODUCTO VECTOR I AL

Antes de seguir adelante, haremcs un algp pars, aprovechando
lo que hemos vistc, definir una operacion entre chtores que
no se ha manejado anteriormente y gue tiene cdracbmrlstica; -

tan interesantes como dtiles. w : s

Adelantaremos gue esta opwral¢0n, llamada Froducto Cruz
o Producte Vectorial, _solamente estd dufinida para vectores -
en R3. A continuacion damcgs la dpf1n1c1d} formal:
Definicidn $5.5.1.- Sean V,W ¢ % tales que V = (v, Vo, Vg), —-
W = {w,,#J w3 ). Sabemos gque cualguier vector se puede poner-

' . 1
en Lermlnoc de los vectores cancnicos, en este caso de B

\J.j . {E\E le=s hs llamas-

i = (1,0,0), i= {(0,1,0; kl= {G,0
do 1,3,k, en lugar de 1z notacion acostumbrada e, .e,,=3pocrque
usualmente asi se les dencts en fisica, v el producto cruz es
muy Lsado en eca rama del conocimientoc humanod.

Vo= v, i + vyJ + V3K W= w, i + ugd + wak.

Definimos entconces al Producto Cruz o Productc Vectorial
de V con W, denctado VW, al vector obtenidco medlante el cdl-
culo del determinante

i ik
Vi vz V3
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'y /
La siguiente definicion tamblen es importante:

Deflnlclén 5.5.2.- Zean v, W, Z ¢ R, Definimos
Ve Va Va
VHWXZY = W, Wo W3
Z, Z, Z 3
lo. . s . .’ o
Es facil verificar gque esta afirmacion es valida.
s . .

Chservacion.- El producto vectorial satisface la impor--
tante propisdad de que s perpengiculzsry tanto & V comc 3 W oy
zdemds satisface la Igualdad de Lagrange, misma que la rela--
ciona con el producto punto.

Formalmente, establecemos:

- - o e . 3 - -

Tecrama 5.5.2.- Bean V, W& R, para ellos se cumple:

a) Vs (VKW)} = 0, es decir, VXW es ortogonal a V.

By We(VHW) = 0, es decir, VxW eg_nrtogonal & W.

cy rovxW = vt W (VW) {Esta es la 1lla-
mada Igualdad de Lagrange).

. s

£ Demostracion:
- Vv, Va V3 o

g) Ve (VEW}) = Vi vy V3 = {, por ser un determinante

W g Wog W ’

gue tTiene dos renglones iguales.
. .. .
By Demostracicon similar a la anterior.

<) Basta qesarrollar ambos lados de la 1gualdad v ag fébil——
mente verificable que se satisface.

Ademés de las anteriores, VXW safisface:
Teasrema 5.5.4,.- Sean V, W, Z & Ra, ke E, tenemos:

a) VAW = - (WXV)

i

By VE(RW + Z)Y = {(VXW) + (WKZ)

o) {V + WYXZ = {(VHZ) + (WXZ)

dr k {VEW) = (V)XW = VX (kW)

o) Ve = 86XV = @ v

) VXV = @& : '

Todas estas deflnlrlonﬁs son fdblips de comprobar, basta

zplicar la dEf¢n1610ﬁ

. 1llaando la deflnlclun de proqucto vectorial puede ---
=] Lamblwn la 1ntcrpreLac1on r=eometrica del determinante -

Fara elloc s enuncia:

Ln

Proposicion 5.5.5. - yOVEW o= 2V o Wt Een &



- 146 -

& ez el a%gﬂlo formada por V v W,

./ / .. .
Demcstracion. - S probeara la pFOpGSlClgh eguivalents:
1t hd llz. 1 !la LI 1 llz"‘— ‘3—. i
1t ‘V’}‘uw '] = ' V ' I L‘e '] oET =
Por un lado
' 2 2 T -4 -
A 2 S ;o CroW {1 - Jcs7 &)
e A T R A B U A S O R ad wtet -t 2
PR R - T e
= :Ji v :: I'l W l!l - : i P ..’ & Ve, ¥ ¢ ix[“\}(ll}
= bV R s s e 11
Por coiro lado
ey R A oL DU o e o : . 2
: : JAW : = {‘}:lw%' - V3 Wl I LV W3 -‘_'_ \fj W, J 2 +2’( P \;a_w, )
— L) LS U : 15 1,0 A 7 [ — o] .
= VA‘ in]; 3’_ _4V1‘{93 \-_511’32 Wy e +V, Wy 2 4.".], I':-':; ija
+ V3 W, VY WR - ZV, W VW, o+ v;- W,
. . a , E P ; : e ES
= vR (W +ouzr ) o+ vy (W o+ oW+ vt (W + W) -
ViW, (WaVy + VaWa) — VaWy {(WyVs+ V,W,) -
VaWz{VaWa. + VoWl - v u [ vV uw + vow)
' 2 - X = PR
= (VA + vt + V3 YiwS w4 Wyt -
. ViWe + VaWa + V, Wil
N “ﬁj" fll’ o 3 + A |?! "13 _?'.' r‘!'-‘z' £
- = 1 V. T e o [ty
De (1) yv (2) se concluye gue
- 2z 2 .. -
by VXW T o= 0 VT W gen* &, per lo tanto,
VAR D = 4= 0V LD 0 WL Sen &
Consideramos 0 < & ¢ 180" | entonces
- » "-"-h,
PEOVEW o= 0 VoL ) W Ben 8§
Si nuwevamente observamos el paralelogramo generado por V
v W, ' '

Sen € = h/ 1 V]

h =11V |, Ben &

Area =(!!V)!iSen &)!'W!|
Arez = W V! Sen &

I wil
Conclulmes gQue Area = ., VEW |

Las causas por las gue se ha definido el producte vecto-
rial a={, son gue resultas ser de gran utilidad en fisica. --
Con gran frecuencia se pueden encontrar cantidades fisicas -
que son vectores, cuyo producteo, definido en la forma. ante---
rior, es una cantidad vectorial que tiene un significadec £1--
sico importante.

Alguncs ejemplos que se pusden dar son el movimiento es-
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L . ..
tatico, la cantidad de movimiento angul%r, la fuerza sobre --
una Carga gque se mueve en un campo magnetico v el fluioc de ——

7 P iy . - . !
energia electromagnetica. En analisis vectorial tambien es -
importante, pues |, VEW || aparece cuando se deses calcular -

la integral de una superficie.

Fzzaremos ahor

= ratar iz interpretacion geometrics de
los determinantes de 2x

Lot

LQ

L.t 7 . -
Para ellc fijemcnos en &1 paralelepipedo detsrminado por
los vectores V = (v, ,vy,vy), W = (W, wg ., Z = (z,,2

T

'2_

~
o T

El volumen de cualquier paralelepfpedo es Vi‘c = (a}ea de
la base){altura). La alturz es la longitud de la proveccidn
§el vector Z sobre la base del paralelepipedo, que como ya
€= vic, Tiene por area ;; VAW [.

— ‘ . 5 ’ s
Entonces, el velumen del paralelepipedo sera:

v o= VHEW) b ZyLVHW) . (VHW)
P (VXKW (VXM Ci
= (0 OVEW DL Z(VHMY L D VAR [ = !
PLOVEW %
- _ ‘ o
= ¢ VEW §0 [ Z-( VAW ) v :
rr VEW 1
' . !
= ! Ze(VH®W) . S _
Desarrollando:
VZEAVERDY o= 0 (2,,2,,23) (VaWy - VW, VaW, - V, W3 ,V, W,-
- sz'} ¥
= | 2e(vaWy) - Wl + Za(vyW, - VW3l 4+ Zy{viwy -
Vo Wel o
= 0 Zp (VpWs - VaWa) - Z,{(V,Wy - V3w, ) + Z3(V, Wa -
ka‘) : " x
=1 =z, Det V,, - zg Det V,, + =z, Det Vy ..
Que no es otra cos:s que el valor absocluto del determi---
nante de la matri=
" Zy V) W _
vV = Za Ve Wa
Z3 V3 w3 - —
cuande =& ha desarrollade por la primera columna
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Las interpretaciones geométricas gque se han hecho ante--
riormente se pueden generalizar. Pudidramos hablar por =jem-
plc, de que el determinante de l& matriz con coclumnas Vy, Va,
Vo, Vi€ R, es iguzl al volumen del "cuerpo" generado por
Vo -

oy

b Vo o,

& GENERALIZACION DEL CONCEPFRTOSC DE
DETEERMINANTE

Hasta este mom=snto =
de Zx3.  No hay nacsa
de una matriz de nxn

finicidn se puede
nes o desarrcllo po

{1
"1 o

Definicicn £5.6.1.- 51 A &8s una matriz de nxn, de 1z for-
ma
fa&n B ... B
A = [ &, Sae --- Ban
Gy &na --- ampmal .,

entonces €l determinante de A =< puede c&l:ular_como;

det A7= ) A ] = a1l Ay 1 - 2l 2,00 % 5,50 A,5 | + (.. -
. ﬂinaﬁfﬂ-i ‘ A

donds | Arj | es el det:rmlnantw de la matriz ob

liminar el primer renglon ¥y la j- e°1md ;olumn de A.

bt
m
o
T
n,
1)
I
f—t
1]
i
I

El =zigno gue antecede a cada uno de lo= sumandes ante--—-
riores se obtiene del siguiente diagrame que es muy faeil de
recordar sl cobservamos gue al elemen+u Sy S COrresponde —--
slemprﬁ el signoc + ¥ que, 6ﬂ¢eﬂhlda de &1, por columna C, ren-
glon no puede haber un signo igual. La ﬂﬂsra cbservacion se
hace a cada elemento.

)
+ -+ !
— + —_— R .
+ -+ - Esge signo puede obtensrse antepo---
.. . .. niendole a cada sumandce el factor
oL L L (-1)%Y .
Obzservaciones:
~-Cuando el determinante de A =e ha obtenido de la manera an--
terior, se dice ,que se ha expandidc o desarrollado mediante -

el prlmer “egglun

- La expansion no necesariamene ha de realizarse por el pri--
mer reng =1Jn . FPuede llevarse a cabo mediante cualquier ren---
glén ¢ mediante cua1QLip§ columna, aseveracidﬁ que se demues-
tra a1l final d= este capltulo cuando se hayvan demcstrado al-
gunaz afirmaciones uq jelelele! ma= senq}Llas q%e emplean €l mismo
método de demostracion: la Induccicn Matematica.
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Y . .
Pudieramos redefinir entonces el determinante de A, de -
la siguiente manera:

Definicicon 5.6.2.- 81 A es una matriz de nxn, su determinants
. v P

puede calcularse, si se desarrolla mediante el i-esimo ren---

gldn,

E Al =&, L Agp | - aca) Acg b+ a3l Acn | - aggl Aggl +
""‘H‘L . c : ) - 5
_ + (=13 gin | Afn b, donde | AZ ] es el det:rml—
nante’de ia matriz obtenida al eliminar el I-&simo renglch v
la "j-==sima cclumna de A, 7, 1 = 1,2,... , n, © mediante

P Al = U - aijl Afj ] o+ 337! Aaf - a:[l Aj]1 +

t- N . .
p .. ;—;)\j dt}‘ Af/ I, =i se he expandidec mediante
la j-esima columna .

Las propiedades que se& enunciaron para determinantes de

2%2 son validas tambien en el caso general. Las enunciaremcs
de nueva cuenta, aungue en su demostracich intervienen argu--
mentos engor psos; Fara noc pecar de totalmente.informales, -
ce demostraran aquellos resultados de razonamiento sencillo.
& . ‘

-i todas, por no decir gue la totalidad de las GPMOS——
e uedﬁ verificar mediante el empleo del Metodo de
a

te ct¢Ca, gque bacsicamente consiste en lo siguien-—

[
ju}
0.
-
0
O ¢
|..J
]
o
=m0

ta::
; Y/
i) Se desea demostrar una proposicion que se asegura vale —-
yara todece los naturales.
ii) Se comprueba gue la propoclclon vale parsa c1prtos natu--

rales, digamcs np = 1,2, ..., etc.
;11\ Se elabora la h1p§t851= de 1nducclon deto as, se supo-
ne valida la proposicicn para un -natural arbitrario. ’

iv) A partir de aquf; se debe demostrar que la proposicion -
vale para cualguier natural.

) i
Observacion.- Esta ez una de las maneras de enunciar el
Principio de Induccidn Matematica.

Finalmente, antes de enunciar las propiedades, introduaj
ciremos una notacicon gue es muy utilizada Y, que nos permitira
congiderar al determinante de A come funcion ovde sus renglo-
nes o de sus columnas.

Notacién.— El determinante de A puede denctarse:
| A4 ) = det A = D(A;.A,, ...,An} cuando se considera como una
funcidn de los renglones de A, © dgt A = D(A" A%, LAY -
cuando =se conesidera come una funcion de las coclumnas de A.

Enunciaremos entonces:

. L f - . _ . - ,
Proposicidn . 5.6.2.- 51 A es una matriz de nxn, el determinan-
te de A satisface:
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Ahora se escoge una matriz de, en este caso 2x2, {el ta-
mano de la matriz se escoge de acuerdo al tamafio de las par--
tes =n que se ha fraccionado €1 mensalje), tal que tenga com--
ponentes entercs, que sea invertible v que su determinante —-=
cea +1 © -1. Toaac zetas condiciones assguran gue A tam-—-
bien tendra componentss enteros.

-
1

CMEMDS Dor iemplo;

5 1

ﬁ'

L
pt

escogido A, la multiplicamos por cada una -
Z2x1 {o vectores coclumna de 2 componentes).

el
[y
[}
0 S
I
il
oo
(03]
S~

I
Ve
i - -
o N e S
1y H
T
/'-\' 4] [nj]
~J by b 82 3
Sy ~— e N

22 100
A =
10 78 o -
3 N 17
A =
5 14

rd
Como se ve, se ha encontrade un nueve conjuntce de vecic-
res, que acomoddndolcs, nos dan el arreglc: '
57 473 77 58 66 52 2 .. 7 100 78 17 14
gue seria el que transmitiriamos. ¥

: . -1
rarlo, necesitamces conocer la matriz A ¥y A

th

FPara desci
Fljpmoncs

14 57 14 — 57
A , entonces = A i
1 43 i 43
En raco
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N,
B ,
57 14
A = = Na
_ 43 1
77 10 RBIBLIOTECA
A - A CIE A EXACTAS
= -
s8 1/ = Ra S URALES
.y 56 14
A = = NJ.
52 10
- 8 1
A = = AD.
7 4
-, f100 22
A = = UL
78 12
-} 17 3
A = CE.
.@. 14 = = )

" La matriz A recibe el nombre de Matriz de Codificag}on v
A ex llamada Matriz de Desciframiento o Descodificacicn.

"Es claro que este proceso §e€ puede gplver tan complicado
como se guiera, escogiendo particiones mas grandes y por en—-—
de, matrices de mayor tamano.

5.9.- Vamos a agregar un dltimc detalle. Se ha estado men--—-
ciconando constantemente, desde que se definid el determlnante
medﬁ@nte su desarrcllo por el primer rengl&h que este nimerc
sera el mismo independientemente de el renglon, & incluso la

columna, ppor €1 cual se haga el desarrollo. Entonces, lo';—
gue pretendemos a continuacidn es demostrar esta aspverdc1on

misma qQue enunciaremos como el:

Tecorema 5.9.1.- El1 determinaqte de unzs matriz es el mismo, —--
independientemente del renglon ¢ l1a cclumna por el {la) cual
ze desarrolle. En simbolos:

r ’L -
S PY .S
det A = ;E ap; (-1} D(AP . {-1) & D(Azg).
Sl P e 9
=~ /
Demostracidn.- Se hara tambien por 1ndL001on sobre n, e=s

es decir sobre el tamanc de la matriz.
. s .
Vzmos a verificar que la proposicion vale para n = Z.

+2
= = &, D(A, ) + (-1) &,, Az

e
W)
f
'P
|

It
)
Ty

&, @33 — @284, (primer renglonl;
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2+t
= {"1) Say D(Al[) + a:aD{Aza_}
= -ag &y +* aaadyy (segundo renglon);
= (-1 ayy D(A, ) + {—1)3 82y B(Ag ;)
= aj; d8aa- B8zs 2z (prlmera columna); ‘
= (-1)"*? 5,2 D(A2) + (- 1% alaD(Azz)
- 8,9 8z, * 8,58, (segunda columna).

Come se vél al comparar los resultados, nos damos cuenta
de que el valor obtenido es el mismo. Eleboramos pues la hi-
pét cis de induccidn. Suponemos que la proposicidn vale para
matrices de tamanc n-1.

P.D. gque vale para matrices de tamano n.
Haremos esto en tres etapas:

s / \ . s
2) Se verificara gue el desarrollo por el primer renglon es
I mismo que el desarrollce por la primera columna.

N R 7
b} Se demostrarsd que el desarrollc por el prlmer reng1on es
el mismo gue el desarrollo por cualqguier rengWOn
1 . - - .
@c} Por ultimo, veremos gque el desarrollc por la primera co--
Tumna es €l mismo gque por cualquier columna.

Empezamos:

&) Demostraremos a), en sfﬁbolos,
L C+i = . g

2{—1) ag Dby ) = 2 aj D(A ) -1 .

L= g=’

Es claro que al desarrcllar por la primera columna, te--
nemos uns expresicn de n sumandos, en cada uno de los buales
se ha de calcular el determinante de una matriz de tamano n-1
que carece del i-dsimo renglén v de la primers columna. Esto
es, el términoc ag¢, no aparece en alguno de los A, .

. . 7
Similarmente, al desarrcilar por el primer renglon, los
alj nc aparecen en alguno de los ﬁj

El coeficiente de a,, &£ 1 mismc en ambos lados de  ---

. - - . r .
nuestra igualidad. Analizaremos el coeficiente del termino --
aiy &y, , para i1, i:1. Por l=z izquierda, este coeficiente ic
cbtetiemos al desarrollar ALY séria:

C+t ;_j-n-H L[+

(-1} (-1} DA ) {(~-1) G{ae ;)
d L L‘,_‘I - <+ L ?_-'/

- ‘,_ . -

1For que? Recordemcs que EU se encuesentra colocado en -
le columne -1 de Aoy ¥ daﬂmds, Jue estames supcniendo que 1
tecrema vale para determinantes de ordsn n-1

Al, ,11 &= 1% matriz de tamanc n-Z2 obtenids al eliminar
re renglénes i-esimo vy primerc de las columnas primera y ---

—_— = v -
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) , _
Vamos a ser mas explicitos:

. A4t '
Seaéé {(-1) ac,D{A¢; ), ¢D(A¢g) =7 Es el determinante de la

matriz
=¥7] as2 -T2 ... Aain 4
82y Sa2 .. Bag .. Ban
=0y a/a - - .. &én
Sl anpa ... anl - .. Ban

i desarrollamos este determlnante medlante el renglon -
censlade, {(aplicando la h?pote51= de lnGUC”lon)

D{Ag,) =d§& {(-1) J D{A¢/ , ¢ ), sustituyendo:
= T (- 'JJ" L,Za; (~-1) 7T~ D(A,_‘,,, ).
J=e J

EX coeflclente como ya se dijo de at,aif es:
Y -U .
{-1) D{Af,,i/)-

" Un argumento muy parecido se utiliza al analizar el ex—-
g%emo derecho de la igualdad qQue se guiere probar.

_ Sea ZL aq (- 1)~j D(A:j) . [D(A:/} = 7?7 Eg el determinan-
te de la matrlz

an Sra - aﬂ ... am
a4, az2a ... a_-;_J .. Ean
aJ, aJa_ aJJ U aJn_,
Sip;, @nx .- af}‘ ... ann

Al desarrollar este determinaq}e por la columna s<nhnalada
{aplicando la hipotesis de induccion), tenemos:

2 [y ¥

D(Aij) = (-1) ai;D(Auhji

Sustituyendo:

; n
Hj i
D(A) =d§ asj (-1) (2 (-1)%a¢, Dl g,
. 4]+ .

El coeficiente del eleqento &y ¢ s (-1} D(A’fgf')

gque es €1 mismeo que en €l terminc e la izgquierda de la i----

Fd
gualdad deseada, qQue eg lo gue gqueriamos demostrar.

’ . . /
saremos ahora a b}, gue en simbolos, significaria de—-

Pa
mostrar:
n N n
S 3 e
=i {_1) =¥ D(A:}) = k=t aPK'D(AP"(-) {_1} » B = 2,3,.-,1‘! y T
'ﬁlamaremos {1) a“la expresidn anterior. :

Hetomaremcs el leds izquierdo de (1),
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- . n ™
a” a:j D‘K - a”,_,
Spi ... Bp, ... Spx ... Spn
P R P

) = ... Apy ... B

L “nl g nk t/ & an_|

. /. :
guando Jr»k, apkguede situado en la p-esima columna v &l
renglon (k-1) de Ay'.“Si Jek, =ntonces apx queda colocado en
el rengldn (k-1 y“la columna (p-1) de ﬁj'. '

i e conzidera ahora el lado derecho de 1) y se examina
{usandc un ra:ﬂnaﬂ}entc muy =imilar a1 gque ya se h}zo en la -
primera parie) ague ccoeficiente tiene aPKaj', se ve gque éste -
€= PR 141 _ L.

(-1} {-1) D{AP""J‘)’ {si >k},

{ -+ .
EEUMEN SRR DiApr, k), (com Jek),

v que ccincide con lo obtenido en (2.

& ;
¢y Por ultime, si apiicames el resultadoe b a la transpuesta
de/ﬁ, veEmcs que e% degarrcllc del determinante de A por la --
g-é€sima columna de& €l mismoe resultadc gue por la primera co--—
lumn=

De =2} by, ¢} concluimos 1z veracidad del teorema.
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CAPI TULO 6

TRANSFNRMACIONES LINEALES,
5.1 I'NTRODUCCT 0N,

Con estie capftulo terminamocs lo que creemos es suficien-
te material para cubrirse dentro del curso de Algebra Lineal
! v gue deja sentadss las bdses, tanto tedricas como préétiu—
cas paras que el alumno continue rosteriormente sus estudios -
dentro del mismo campo.

Hablar de las transformaciones lineales es remontarse a
una de las ideas pilares de las matematicas: el concepto de -
funcion. Resulta gue las transformaciones jingeales no son —--
mhs gue funciones que tienen ia particularidad de gque tanto -
su dominio como su coniradominio son espacios vectoriales.

Es por ello gque pensamos que el manejg de la teoria que se va
a cubrir en este Capltulo no se vd a dificultar, dado que a -
estas alturas ex1st1ra suficiente familiaridad con las ideas
tanto de funcidn como de espaclos vecteriales,

Vi

Las transformaciones lineales tienen también una fuerte
conexidn con las matrices, dado que estas son una forma abre-
viada de aquélias. Inclusa puede pensarse en las primeras --
como una correspondencia X—%AX, donde A es una matriz.

Ademés cde la gran cantidad de aplicaciones teoricas que
presentan en distintas ramas de la fisica y la matématica, --
las transformaciones lingales se utilizan bastante en la in--
genier{a y en las ciencias sociales.

6.2 BREVE BOSQUEJO HI1ISTOGRTICDOD.

. ) B ) .
Tal y cemo se advirtio en la introduccion, si gqueremos -
hablar de ia historia de las transformaciones lineales, debe-
mos considerar la histeocria de las funciones.

¥ .
Uno de tos grandes matematlcos de todos ios tiempos, Le-
onard Euvier pensaba en una fun01on como una formu]a o ecua---
cidn en la que apareclan variables y constantes.

Alrededor de 1860, Cayley, a gquien ya mencionamos en la
seccién de determinantes como unco de los estudiosos de la ---
teoria de matrices, fué quien asegurd que al fin de cuentas -
dstas no eran més que una forma abreviada de representar ----
transformaciones lineales.

El concepto abstracto de funcion gue se uytiliza en la --
actualidad fue presentado por Peter Gustav lLejeune D1r1chlﬂt
y Giuseppe Feano fue el autocr de la idea de transformacion -
—tem AW o mamcotrnc Alacs UsSsamosy. V




/ . N i, .
Mas recientemente, un grupc de matemeticos formads por -
Emmy Noether, Emil Artin ¥y W. Krull, ad=m&s de Hass=, dan la
. . .
concepcion abstracts gue hoy COROCEMDS.
6.2 PROBLEMAS DIVEEREOSE
g Siguiendo’con la costumbre, se presentan &iguncs problemas de
. aplicacion que se resueslven al emplear transfcrmacionses li---
i neales.
- " - . -
i Problemsz 1.- El1 dueho de une fabrica Eroducs Cuatri pri-
R i ductes distintes: vestidos, faldas. blusas },pantdiones. Las
¥ materias primas qLe utiliza en la elaboracion de estos pro-—---

ductee son: zlgodon, hilc v botones.

En l1a tabla gque a continuacio% se muestra, est; la in---
formacicn de cudntas unidades, de cads unz de las materias --
primas utilizadas, se reguieren para producir una unidad de -
cada producto.

. iy . . .
Unas notacion gue pudieramcs tiiizear %ﬁ: vestidos, V; --
galda , F: blusas, B: pantalcnesz, F; algoddn, A; hilc, H; bo-
Toneg, T

. . . L&
Jtilizadas en la fabricacion de un

A i

£

v F B P
/

n
[
.
b
1}

/
Nﬁmero de Uni-
dades de Mate- . H 2 2 2 2
riag Primas .

T 4 ) & =

- [ - . .
Pregunta: Z2Cuantas unldudes de cadea materia pr.ma se ne-
cesitan =i s2 produce un nimerc determinado de cada unc de —-
los cuatro productos?

Problema Z.- Y& es conocido por nosotros el llamado Teo-
rema Fundamental del cficule. De cualguier forma vamos a re-
cordaric:

}_'
m

L X
memos F(x)y = L_f(t} dt.

Tecrema.- £i f es continua =n {a,b] entonces la deriva--
7 da F'(x: existe para toda ¥ € [a.b]l v F'{x) = f{3]
- . ! - — . —
5i tTznemos una funcion F gue satisface F'ix) = fix), [F
es lliamedz une primitive ¢ anticderivadse de f!, entonces pare
toda k v x de [a.bl] s tiene qus
*
Piz; - P(k} = fiw) 2,
[+&
e’ decir. Fiv: v cualguier -trs :ntideriveds de f, P s
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fieren en una constante:

P{x) - F{x) = P{k).

En efecto, va que F'{x) = £f{x) v P'(») - F'{x) = f{x) -
fix) =0, debemos tener gue Fix} - F(x) = constante
Si ®w = ¥, Pik) = FP(ky - F(k} = constante, de donde

P{x) - F{k) = Fi{x} =S;f{t) dt,

[
. / . - - ‘.
1o gue nos proporoionse un mETodo para calicular j fit) dt
b

&

i
esto es, basts

]
r+

ot
|
T
lw
I
0
m

Wy

0

7 encontrar unse antiderivads P de f.

el
i

co

v}

As{ el problema de sevaluar una integral s2 transfiesre al
protvlema de engonfrar una antiderivadzs de f. Y todsz fgrmula
de diferenciacidn nos d&d una pri ml iva de zlguna func idn £, -
l¢ gue resuelive el problemz del cédlcule de la integral de esa

funcion f.
2Puede zbordarse ests problema desde &1 punteo de vista -
de las transformacicones lineales?

Problema .- Cuando estudiamos Sisgemas d= Ecuaciones --
Lineales, vimos un itecrema gue establecia 1o siguiente:
!
Teorema.- La solucion general de un 51=tema d~ ecuaciones ¢1—
neales es igual & la soluc1on del homogeneo mas una soluclon
particular.

2Es posible abordar este teorema desde el enfogque de las
transformaciones linesles?

d¢
&.4 DEFINICION Y EJEMPLOS
Y / ‘
Definicion €.4.1.- Una funcion T, gue se define para tocdos --
los vectores V, que pertenecen a un espacio vecteorial V, v —-
gque nos da come resultado vectores T(V), en un espacic vecto-
rial W, se llama transformaciocn de J a

Motacion.- Como %‘s transformacicones =on funcicnes, se -
usare la misme notacicon con la que LSL%lmentP Ee manejan =2s5--
s dltimas, es decir unz transformecicn T de? a2 es una

Defingicicon €.4 .2 .~ 21 parsz E,..E?f—y ad& K L oun campo ar-
bitraric), se sstisfzze
i; THU + V)i = TiUl + 71V = /
.
ii) TigVy =TIV}, entonces lz Transformacicn ==
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. . F . .
Observacion.- Para transformaciones 11nea1e5,7/r y?ﬁéeben
ser espacios vectoriales sobre el mismo campo.

Vamos a ejemplificar.

2
,Ejemplo 1.- Sean ¥ =Rk, W= r% . Diga si la transfor--
macion T, tal gque T{(U) = {-x,¥}, donde U = (3,¥} es lineal.

Debemos verificar que =e satisfagan las condiciones 13,

Sean U = {2,yv}), W = (% ,¥,), U, Vé-_V_.
U+ W = {x + M,,¥ + ¥ }.

T(U + Wy = |

(X + XI},y + y’) = (_X_X‘ray + YJ)'

TU) + T(W)

(=2,¥) + (=3, .Y, ) = {-x=3, , ¥y + ¥z},

T{U) + T(W), lo cuzal permite concluir gue

(0
~ 1
t
L
1]
1’2 in
-
L
+
=
n

Ahora verificamos ii)

KU = (axn, ¥},

TAU) = (-ax, Ay} =d(-%, ¥)

oT{U}) = Ai-x%,y¥), estc ez, TU) = «(T{U), lo cual permi-
te concluir gue ii} se cumple. ‘ '

_ . L2 .
For lo gue T{U) = (-#,v) &5 una transformacion lineal.
Ejemploc 2.- Sean 7f= E‘,‘ME E . T: R§4»R tal que

T Vi o= 2Z¥ - v.

Sean U = (x,¥), W= (% .v¥,},
U+ W= (2 + 3% .,¥ +VY,),

TU + W) = T(x + X,,¥ + ¥,) = 2(x + x,) - {y + ¥:)

= Zx 4+ Z¥, - Y - Y.
Por otreo lado,
T(U) + T(W) = (2% - ¥) + (2%, - v, )
= 2x + 23y - ¥V - y;, por lo gus
T(U + W) = T(U)Y + T(W)
Conclusién-— S5 cumple i].

Verifigquemos ii)

T{dU) = T(dx, o ¥! Zigx) - &y

2dx -Qv.
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o T(U)Y = {22 = YV} = 2d% - Ay, e5t0o es, THKU) =« T(U),
por lo gue se cumple ii},lo cual permite concluir que:

T : RA» R tal gue T(X, v) = 2% - ¥ , es una transformacio’n -
lineal.

L S . ./ .
En la proposicion que a continuacion enunciames se resu-
me 'la forma en laz cual podemos verificar si una transforma---
cion es o no lineal. Vezmos:

.. T - - - . & .
Proposicion 6.4.2.- Sea T: V-~ , T ez lineal =i y =oloc si -
para toda o{,‘geI{,

T({U + BV) =T(U) +pT(V), para toda U,V el .

= / Y - / *t 2 ‘/ 3 bt
Demogtracion.- Com¢o es una propogsicion "si y sdlo =i, -
hay que demostrar que se cumplen los dos sentidos, esto e
" =P . Suponemos que T es lineal.

FP.D. T{atU +(‘3V) AT (U +PT( V).

Tialll) + T{RV) {por ser T lineal)
= T{U) +(3T{V} {por ser T linesl).

. /
. — . Supeonemos que se tiene una transformacicen que:

& Tl +pv)

T@U +@V) = &T(U) +(5T(V), pora toda U,Vé?/—,a(,P & K.
P.ID. gue T e lineal.
Tomamos a{,@z 1 (el neutrc multiplicativo del campo).
T(1 U+ 1 V) =1 T + 1 T(V)
T(U + V } = T(U) + T{V).
Tomamos ¢f & K,p= 0, (0, neuytro aditivo del campoj.
T(XU + 0 V) = L T(U) + 0 T(V).

TKU) =4 T(U).

Foer lo tanto, T es lineal, con lo que se concluye la de-
sci
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ecuaciones que aplicando el cago particular del VP = f
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Vamps & definir el vector de producciéﬁ, %P =

W<

Vm =

o

o . - A

Supocngs gue =1 vector de produccicon es Yp =/{10
20
20

50

/ . . . .
IZCuantas unidades d= A, H, T, se necesitan parz producir
=]l numero dado de cada unc de los cuatro productos?

De acuerdco con la tabla del principio,
A =gVI(1) + F(2/3) + B(1/2) + P(3/2},
E = v{2; + F(2} + B(2) + P{(2),

T = V{a) + F{(2Z} + B(6) + P(Z},

O 0o o

\_,_./"’

by Lo =

!/
nos daria:

A = 10(1) + 30(2/3) + 20(1/2) + 50(3/2)
iCG + 20 + 10 + 75 = 115 unidades.

H = 10{(3) + 20{(2) + 20{Z) + 502}
= 30 + 60 + 40 3+ 100 = 230 unidades.
T = 10{4} + 30{(2) + 20(6) + 50(2)}

40 + 60 + 120 + 100 = 320 unidades.

Para cualgquier Vp, se cumple:

"M Vp = Vnm, deto es,

1 zZ2/z 1/2 2/Z Vv A
3 z 2 2 F = H
& 2 € 2 E T
j=
- 4 f Loal (3] e " P
Tenemss entonces uns funcion T que "transformz" =l Vp Er
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Vm ,
plicacion.

T : Vp =2 Vin tal

6.5 E L
FORMA

L I
=

C
O

O =

Y ;
Definicion 6.5)1.
Definimos el nucleo o kernel
res UET)Y tazles que T(U) = 0

L /..
Esto e=, graficamente,

Kernedl
&
ndebeo

que T{VP},
1l llamada matriz de transformacic

1) 828 T E—P R , T{x, ¥y} = » +
Kernel T = { {(x, vy} / Ti{x, ¥
= { {x, ¥v) / x+ ¥y
= { (%, =X }, que
- 2 2
2) Sea T: BT™ = R™, T(x, v) = (%
Kernel T = { (x, ¥} / T{(x, v
= { {3, v / (x + vy,
) = { (Q,0) 3.

L ./
¥ o+ y =0 La unica solucicn
-y =0

2) Eez T: ;4-4: R, tal gue T{x, ¥
Kernel T = { (%, v, =, wi /T
= 4{ (%, v. =, Wi /7 =
S e - -3 . -
“) Eeg T: m—P E, tal gue T =
Eerns: T = { x / (u, Zxn, -»;
;{:’r

. . ./
mediante una sencilla operacion

I

- Sea T : V=W una

de T como

entre matrices,

Vm, =

=

qu,
-/ Fd
o transformacidn en =i.

&n donde A es

- - g ’
transformacion

el

@

Lo

line
conjunto de

[

. 7
ricamente seria:

la multi-



Hegte agquil ya podemoes, recoclver los problemas 2 0y 2 gue -
se plantzaron en la Secclon €.z
- Fo e me m Tt - - =
o= Tod == Continda . K = F
i - ¥ o . - .
hi = f 2 Ee T una trans-
_F‘,_
I
Lz preicion &.4.5. d=hemos probar qus
Timl - rzrz m.on &l V,WETY
Szarn £, g, Iuncionss ==z d=Ilir, f,gng? W, 0
&F
~ N A ]
Timf - ng! = {(mf + ngi
g 7 ot i 5 -~ ] — - = =t = ~,
= {mf)’ + {(ng)', {aplicandc tecremas ya LONO-~
* - — -!"
= mf' + ne cideos del Celiculo DIl
= rT{T} + nT(g)
Cancluimecs entonces que T €8 1ineal
/ / .
z0ue z=risz =1 kernel d=s T7
. R . - 5 o .
Fernel T = < £/f Tif) = 0y = { f/f es constant~z 3

. , /- ¢ s .
Si tcmamos h€ W, zcual seria la respective pre-imagen de

"

Pues serfa un elemento de-V_més un slements del lzornel
de T 2 Por qué7 Forgue estamos preguntando por la antideri--
vada de la funcidn #, v de acuerde con el Teorema Fundamental
d=l Cdicule, las anticerivadas de uns funcidn sdic difieren -
ern una constante

I
O
8]
|
d.
-
o]
c .
Y
@]
e
g\
rt
]
o
ot
w
L}
D
=
@]
tn
D
!_J
T
—
@]
o
|_J
0
=
[0)]
(]

. . n oo,
Consideremos A& una matriz de mxih, = R , W =K , K

n
e
3
1

_ by - - Lsad - - Kol . -3 oo - wr
N=fimamos T la trancsficrmacion tal aque T{X} = AZX




. /
7Cual serf% el kernel de T7

Kernel T = { X / T(X) = 0} = { X / AX = 0 }. Con pala-

bras, serila el conjunto de los vectores X€ R™ , tales gque --—-—
fLeran solucidn de los sistemas homogpneos A¥X = 0 , {donde -
¢ = (0, O, ..., O}.

51 tomamos wefuf ZCual =er{é la respectiva pre-imagen de
W? Pues W ha de ser tal gque se gatisfaga AX =W, entonces su
pre-imagen serd el vector X que cumpla la igualdad pedida, --
qus no es otra cosa gue la forma compacia de escribir un Sis-
tema de Ecuaciones Lineales.

Si recordamos el tecremz 2.6.4, gue nos asegura que la -
:oluc16n general de un SEL e:tg daod po; lz solucidn del sis-
tema homogéneo asociadc mas una sclucion pdrt1CLlar eso s£ig-
nifica ques =1 vector pre- imagen de W queoara expresado como -
un elemento de 7fmas un elemento de su kernel.

/

Vamcs a continuacidn a enunciar y demostrar dlgLnas EPro-—
posiciones gue son necesarias para 1ia democstracicn de uno de
los resultadcs mas importantes de transformaciones lineales.

ot N 7 7/—- W—’ . 4 -
- Proposicicon €.5.2. - SeaIT: =W, una transformacion 1%——
neal. T es uno & uno s5i y solo si el kernel de T consta solo

del cero en

{
Como dsta es una proposicion que 1nvolucra una doble im-
pllcac1on hay gue demo=strar dos cosas: .

. . '
Hipotesis.- T es uno a uno.

-3
i

- /
gig. - El1 kernel de T solo consta del vector cero.

Supongamos que el kernel de T consta al menos de los —~-
vectores V y U. Esto significa que T(U} = 0 = T{(V}, de donde
T{U) = T{V) para U = V, lo gque contradice la hipotesis de gue

T ez uno a uno. For tanto, 1 kernel sdlc consta del vector
cCero.
/ . !
Hipotesis.- El1 kernel de T =solo consta del vecter cero.
Tesis.- T ez uno a uno.

r
o, eso sgignifica que —---—-
V, tales que T(U) = Q(V),

donde U - V esta en
. . e g

Supongamos qQue T no es unc a u
existen un par de vectores U,V, U #
entonces T(U) - T(V) =& = T({U - V3
el kernel de lo gue contradi

T ri
‘, 3
kernzsl de T solco consta del vecto:

D= dcgﬁe T tiene gue ser uno & uno, lo gue completa 1z -
demcstracion del feorema.
- - - / - -
Froposicicn &.8.2. - El kernel 2= T == un subespscidc vec-
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- 3 I3
torial lineal de‘VT esto es, se cqulen las condiciones parsa
ser un subegpacio vectorial y ademas, si T es lineal T(C) = C

Demostracién:
r
i) Sean U,V en el kernel de T. P.D. U + V esta en el kernsl -
de T.
TU + V) = T{(U} + T{(V) = 0 + 0 = 0.
ii) 8i U esté en el kernel de T, entonces XU tambidn estara.
T(XU) = AT(U) =4(0)} = 0.
iii) ¢© estd en el kernel de T.

T(0Y = T(G-U) 0T{U} = 0.

Proposici&h 6£6.5.4.- 5ea T una transformacid& lineal unc

a uno., Si Vi, Va, ..., Va €Y vy son linealmente independien--

tes, entonces T{V,), T(Vg), ..., T(Va)eW lo son taumbién. :

Demostracidn.- Sea T: VW . Hay que demostrar que si V.,

Na, ..., Vn, son linealmente independientes, y T &g uno a unc

“entonces T(Vs), Tgvl}v ey THEVA) tamb%éh scn linealmente in-
dependientes. Se hara por contradiccion.

Supongamos gque T(V/), T(V=), ..., T{Va), son linealmente
dependientes, ¢ sea gque IT(V:) + AaT(Va) + ... +AaT(Va) = 0,
con al menos un Ac # 0.  Eso significa que A,V, ...+ ApVn es-
td en el kernel de T.

Como por h1p0t951s T es uno’a unc, entonces el kernel de
T consta colo del vector cero y esto & su vez implica gque ——

AV, + ... +AVa= 0 ---> <--—- Contradiccion a lo que se habia
supuesto.

Por ser V,, Vz, ..., Va, linealmente independlentes en--
tonices J, = dla= ... =dn= 0. :

Definicidn 6.5.5.- Sea T: YQe]f' Definimos el rango de T
como el conjuntc de ﬂlﬂmentos wéﬂd"para los cuales existe V
con T{V) = W.

i . ! - -~
Observacicn.—- El rango de 7T tambien se llama Imazen de T

Y 4 .
Proposicicon 6.5.6.- El1 rango de T es un subespacio vec--
torial de i . :

'nl
i
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Tomando V, + Vj; =e tendrg que:
T(V, + Vg) = T(V,) + T(Va) = W, + Wg.
-/ ‘ L/ /
2) &1 W esta en el rango de T, P.D. {W tambien esta.

Como W pertenece al rango de T, eg}onces existe Vf-Vﬁcon
T(V) = W. T(XV) =W, entonces d W est& en el rango de T.

: ¢
3} G pertenece al rango de T? 51, T(0) = 0.
. . .2
Con todos estos preliminares llegamogs & la proposicion -
ague habiamos dicho es pilar en transformaciones lineales v --

cuyoe enunciadoe se muestra renglones abajo.

Y . . -
Froposicion p.5.7.— Sea 7fhn espacio vectorial vy T:vtoyd'
una transformacion lineal.

. . . 4 . .7 - ./
Si dimension /= n, dimension kernel T = m, dimension ---
imagen de T = & , entonces n =nm + 5, €sto es:

- -l . -I - - .,-
%§m9n51on V = dimension kernel de T + dimension rango de T.

/
Observacion.- 51 kernel de T = { 0 }, no hay nada que --
demostrar. 2 Por qué? Sea UE“V”arbitrario, dado por:

U= AU, + ... + ApUn, T(U) = A, T(U,) + ... +dT{Un). T(U,},
T{Ug),..., T(Un) generan al rango de T. Entonces U, , Uz,
Un, son bese de7) .

Por ser T unoc a uno, T(U,}, T(Uz), ..., T{Un), son li---
nealmente independientes { por la Proposicidn 6.5.4 ) Yy por -
lo tanto son base del rango de T.

. N . e - . . 7
dlmen51onqvﬁ= dimension kernel T + dimension range T.

n=202+s,.
s
Supongamos que dimension rango de T = s.
s
Existen W,;, Wa, ..., Wg base del range de T, =i estan en
W entonces existen V,, ..., Vg€ tal que T(V,) = Wes oo
T(Vs) = Us.

/
Como dimensicn del kernel de T es m, entonces kernel de
T tiene’una base con m elementos, digamos Z, , ZR’ B
que estan en €l kernel de T.

amos & demostrar que Vy, Vg, ..., Vg junte con Z,, Zg,
m son une base de .

o<

inere demostrarents gue generan a 7ff
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Tomemas U en]/érbitrario, T{U} en el rangce de T, enton--
ces,T(U) = AW, + ... 0+ }swj fge puede egeribir como combina-
cich lineal de los elementos de la hase de W

conzideremos al vectsr A, V. + ... + ks Vs.
_ Afirmamcs gue U - {A,?, - L= A5V53 C bernel de T.
’(_
i{FPor que?
T(U - (A[VJ + ... * A_r) "\-"S\J} = T{(U: - T‘RAI Ve = =+ AS VS}‘
= (A'{’J’ + . e . + ,15 L\?S,; - ‘:JXI[‘-[ -+ PR =+ ASE‘:S
= @, de donde U - (\V, + 4 Aoy € mernel T
For ze=r U - {A,v,+ *As Vs un eiemente 4=l f=srngl -
v Zy . Zg. ..., Zm base del k=rnel, puedoc ezcribir 2l Crimerd
como combinacidn lineal de los elementos de 1a base
U~ {AV, + ..+ gV =i 2, + ... +dAnZly, entonces se
tiene qu= ‘
U= J,vi+ ... +As Vs + o, Z, + ... #dmZm, pPor lo tanto -
: SO generadcres dejy-.
: Ahora hay qus demostrar qus V,, Vo, Vs . Z, Zm
. cson linesalmente independisnissE, €510 =5
: )lb,+ + )5 Ve + & 2, + +Q’mzm: (i il wlt: A’ :/ll =
= 5:5{‘.: =5 = O
s ) ’
Aplicames la transformacicon 2 la eXMprssl0rn anterlilir
TOLAV, + + dsVs) + (A2, + i I i O
A’T(V") .‘i‘ ... + AST(VS) + drT(Z’} + .o +¥LT(Z”"} = O.
N Wy o+ daWa + ... + AsHg + O
Como Wy, . W, son haze, son vectores linealmente in--
! \ /
dependiente, €so implica que r= ... =4d¢ = (
D= 1z ‘misma mansra se concluye que d, ...,qm= 0, ¥ ¥&

. '
se tiene el resultado,
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1 I-T : d 9 2 2« —~— —j :—’
PiF g 13 = 1 1 G = 0% w 10 N.M./CTUY 3 2 167 €L
4% £o rra (.10 M.y <
= 2.25 w 10 M.
1 ,.?. ‘-f ’—3
iiFga i = 1 ?;1?3 = (% x 10725 » 30 ) = 2,25 » 10 M,
57 Bo Fos (oo 1™
IF = i ?z?¢ = (9 % 107y (5 » 1078y = 1,148 x Ufj}d
A7 Eo L (c.143 *
Fara ghtensr las componentss de casda fuerzae neceslitcmos
el valogr de B, perg arcsen 4.1 = 45 grados. ELon lo gue @
=02 3
Fea = §—1iF,2 11,0 = {(—2.25 5 10 7 O}
Fo3 = (0,—1iFa311) = {0,-2.2% » 1077}
Fou = {(1{F 2 1icos.4% grados, ! {Fay i isen. 45 gradosi =
= (2.1176 % 1677,8.117¢ » 1077
Entonces -3 .
F o= Fia + Faa ¥ Fag= €—1.£;82_§ 30 T -1L48E38B2 xv 19 73, cuya
magnitud es {iF1 = Z.0348 x 107
&
7
Gnalogamentse s resuslve bl.
[ / B 4
Campo electrico.— Es la fuerzra electrics que actua sobre la
unidad Qg carga. Fodemos determinar su magnitud mediante la
expresion E = = N./C., de donde F = E q,-
Seo
1 940
— + .- w £ AT —
Comp F = H 9 9. , entonces £ = 47 & r =
Ll
475 €o F 2 S
1 2 .
¥
47;20 ["""

N I . . - <
Ejemple z 2Cuzl es la magnitud vy direccibn del campo ——
electrico en =1 _centro del cuadrade de la figura ¥ Suponga
que g4 = 1 » 107 L.

+q —Z29-
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Smlucidn.—

< = ro
En ecte caso 0 = Z2(.05/72) o
= 172.5 x 10" @Y
las 59&*:&5 Eg = E, v Eg+ Eg+ E,.
terminsr sus nRormas cono Sigus:
/{12.5 % 106°%31 = 7.2 % 107H.C
-, il S P
LIE, D = 1149 x 1073 (-2 x 10 °21/612.5 » 107y 11=1.44 x 1F N.C
iy ~8 . - . 5 5
FIE5 D = 1149 x 107342 2 100 3/(12.5 » 107311 =i.44 x 10 N.C
-¥ -
PIE L = 11(% = 1&9}{*1 @ 1077 3/012.5 ¢ 10°Y )1 =7.2 ¢ 10'N.C
& +ijamos 21 centro dellcuadradg en el origen de nues——
%ro sistema de referencia observese que los angulocs de cada —
El con los ejes es de 45 grados.  Con geto podemos descompo——
net a los veciores y apiicar la definicicon de suma @
E, = (—}iE,;}!icos.45 grado=s, ! iEsiisen 4% grados)
E, = ((iEgilicos.40 grados, i iEzl isen.45 grados)
Ea = (1iEslico=s.458 gradns,—1iEsl isen.45 grados)
Eq4 = (—1iEylices. 45 grados,— iEJ! isen. 45 grados)
. !
fizi =
E = ({—1iE; i+ iEg 1 i+ IE31i—11Eq! 7cos.40 grados,
(LIEr i+ iEgii—1iEaii—1 {Eqi i)=sen. 45 gradosl)
= (1.0182 yx 105, O _
y {1EID = 1.0182 « 10 MM.C.-
/ .S
Geometria.— VYerifique gue las medianas de un triangulo se —

intersectan sn un punto +ijo que ectd localizado a 2/3 partes
. . r -
de la distancia de cada vertice a su lado opuessic.

! :

'EDlLC1Gﬂ.—) fueremos comprobar gue las medianas de un ——
triangulo con vertices A,B,C =e intersecian =n un Puntg fiioc
logcalizado a 2/3 partes de 1z distancia de cada vertice a su
izdo ppuestio. Supondremncs dsto valido ¥y Pasaremos a Compro—
barlo,




Yy - 181 -

iy

S=an A 0,03
E = {2y a¥) 3}
L= {5z ,va 3
¢y 3 oy E

E = 1/2 BC, perc como BL =i{xg— x,,
(¥a— ¥ «¥a—™ ¥ J.

, Claramenie vemos gue 6B + BE = A iprimer medianal.
=1
AE = (3,93 + 372 {s— #5H1,¥3— ¥}

= (gt {vg— HeXLZD o¥et Lyg— yrY/23

= (f§:+ gl /2. Uy, + yga )20
For hipotesis @

AL = 273 AE = Z/3 {lss ¥ Hgd /2, iy, v+yz3/7/2) =
= {in,+ "1 /5, vy, + ¥l 73k,
For otro lado vemos gue :

{segunca medianal) AF-AE = BF ., perc AF = 1/2 &C = 17Z £ 2 Y2l
de dande
B = 172 {§1,ya) = LH,s¥sd = (lu,— Zu 3 2 5 lyg— 2y,172).
Ferc tambien
AD = OB + 2/3 BF = (y,,y, } + 273 ({xy— 2,3 /2, {y— Z3, 772

= Lin + x9) /3.y, + ya3/ %)

/

For lo tanto, como no llegamps =2 una contradiccion de ——

a= supopsiciones planteadas, concluimos que son validas ; ec—
e / ; -

ecir AD = Z/3 AE.  Analogamente se trabajan las otras me———

. .
Ceniros de masa.— El centroc de masa de dos particulas con —
mes=as M, ¥ ma loczlizadas en los puntos A vy B respectivamen—
- - = _ 7
te, es el punto B gue divids al SEgm%ntc AE en la proporcion
Mo : @y . Comprusbs que {(con relacion a ciertoc origen fijo -
0 =

05 = 1 {m, OA + m , OB}
fn!'h mz
— - - ’
“usremos comprobar la localizacion desl cen——
- -+ o e T ER 1az g
‘e ESTas 40s Parviculas conociendc las masas de
cacion 2n €1 planoc., Estc 1l heresmos 20 bass =
2 giie =
Dt = 1 (m, 08 + my 0GB}
. m;T ml
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e

£ -
O, A
Sean A = {x,,yi} , B = {xh,ygj. Como AB = m+ ml, &En——-
<
tonces  AG = mae  AB.
Wy + Thg ]
Y& gue AR = (xa—z',ya—yi) entonces AG = m g, i¥g - x‘,,a— y\)
; m -+ m__\
. - o
Fuesto gue po* hipotesis
= 3 O 4 = 1 4 ) { % b
oG i {m L 08 m:'OB) ; [m\(x‘,y‘) + ma‘hz’yz)]
Fomy T+ W
= 1 ( ]
1 {m x, + myx, ,my, o+ m}yl),
m, 4+ m,
v ademats, como ze observa claramente en la figura, AG=0C -0A,
entonces :
LR s : . Ty . v } _ e v
&g’ r———-—-i‘ VX v Irah:;'mty\ * ma“ ’ ¢ 1 l)
o, m;
= 1 m.%, - mM_X¥ ,m - = . , v o},
(7 2% MY T RYY) T e (= 1Y .
m + m m .+ m
1 2 V
J
que &= lo gue guseriamos demostrar.

! . . . c
Geometris. - Hallar la distanciz perpendicular del purnto (5,
-2,3) a la recta aque pasa por los pYntos A = (2,0,-Z37 y
B = (&,2,2). '

Solucion.- Dados dos puntos A = (2,0,-2) v B = (&8,32,3)
por los cuales pasa una recta se hos pide determinar la dis--
tancia perpendicular del puntec ¢ = (5,-2,3) a dicha recta.

En lz =siguiente figura se visusaliza fgcilmente el método
de sclucidn. Lo que se necesita es enconurar el vector V=AQ,
su norma ¥ la norme del vector proveCC1on P. La distancia se
encontrard mediante el Teorema de Pltagoras.
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C o= VUAR) = (3,-2.6)°(&6,3,6) = A8
LIART R I6 + 9 + 3p 81

F =48 (&,3,86) = (Z88/81,144/81,288/81).

< 2 -
+ {Z2BR/21) = 5H.AE3

\[{zeafeﬁ’“ + (144/81)

P LR T P E
-
M
1l

L4
De acuerdo con =1 Teorema de FPitagoras :
A e I -

S ¢ AT

St

ﬁ Trabajo.— Como ya se menciaﬁafen el problema 7, Cap{tuiﬁli,

i 2i la direccion 2n gque se aplica la fusrza F ¥y la direccion

H en laz que desplaza 1= partfcula no coinciden, 1 trabsio se —
! direc———

ca%;ula gn base =z la componente de la fuerza F en la
cion del movimiento v la distancia d recortrida durante dicho

movimiento. yS1, tenemos que )
, W= i1 F 1itt d it cos &,
donde == el angulo formade sntre F oy d. Ejemplc I
r

Lina %_Etia jala un vagon ton una fusrzse de 2
= guioc de 30 grados con la horizontal v
una wvelocidad de 10.2 HEm./h. zaue'cantidad de &r
la bestia en 10 minutos 7
4

Splucion.— Los datos de este problema son @
i Io= 215 HN. .
; V= 105 Eml. /R = 175 o /min.
O = 30 grados.
-

ot

S= preguntz acerca del trabajo W realizg;s por la bectia en
un tiempo t = I? minutos. For definicion ¥V = diAt ,entonces
g = Vt. De aqui que & = FI75) (10} = 1730 m.

Can t
[ —y

W o= (215

, Comz W = |

4 L}
E=] ) E
(1750)cos. 30 grados = 35X

bk ]

di! cos &, entonces
~

¥ S B4Z Joule=s.
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b2 HmrFRrCTOCE FPARA LA GO -
t U TEMAE BDE ECUALDIONETS -
L1 oCMmOGE®RNET®DCESE .
ic sz=lver un sisiema de -

=T 4 or 21 es divisidn zsimple = lc —
mIEmo 1 cocefivientes a ),k de las ecuaciones
transt la= constanteg) ¥ los costicientss
Etj =0 =1 triangular final. En rea-
L < - f . . ’
iidad, on O cicn dgl sistemz solo ne—
r=sita = c o= Costirie = 59' s Fues los 2K SO
necegsarios uni pairs determinarlos a2 ellos. E=tds tEﬁf
minos by, pu=sden obitenersze medianie un proceso de acumulacion

. - /
que simplifica zn muche los cialculos a hacer.

F=cojamos slsmentos o= 12 primsra column triz

iliar air -1 s 1% 3 ¥ denctemoslos par C
3= [ ——
PR el

:_‘,(‘:J'.f.k = afj“ﬂ_’ -Ei:,‘rc.K-'lei.j' = st ] !_LKEff_j
oy
@' —_ = — 8 [ - - . 71

= 2 k-2 Tt T Rt L;_K.E’fj;sh::::;.x:'-_i.’
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/
del cistema original despues qF terminar el curso hacia ade——
lante en el e=quema de divicion simple.

Los elementos c;¢ corresponden a los elementos principa-
ies (uncs, 1z} de gue =& \ablé anteriormzrnte. ésfs 1a mz——
triz B & gus nos referimos en ests probhlems eo:

1 -1 1 G i

O i —-&5/11 20711 25711 | corresponde a
E = |0 o 1 230L/T74 ¥ S04574 ) 12 columna de

u G o G O control.

7 4 .

Giroc meésda Fara Esiugicn de SBistemss deg Ecuscionss Li——

neales, =1 fietodo de la Raiz Cgadrada, =e basa fundamental-—-——

it en la multi;iica::én de matrices vy e aplicabls ssen——-
ciaimente a matrices simetricas. For incluirse propiscdsdes —
d§ matrices {o mej%r dicho, operaciones entres sllssy, ssts —
metods s£ estudiara mas adelants.

|
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1) Fropiedad fAsociativa del Froducto Matricial.

Dentro de lo que corresponde a2 propiedades Fara 21 pro——
r = 4 - )
ducto matricial demostraremos aguil 1s que Correspohcs & la a—
sociatividad: Fara tres matrics:s Fmyns Baxr, Crxu, == tiene —
que {ABIC = ABD:.
Erimeraments voomo -
SPLMEFISnTE Yoamos = Imxr 3
=~ 7

= Demyr B = Emrw.

.
T
[
o
M

mxrs ¥emos gus tanto £ como € tisnen el -

T
I
E
¥

Fimyn Faxn =

o
L F 3¢ - =2 By Tp, = £y,
- Z - il -
VT A A VAN ,
- s . :
fambier por definicion, la ij-ssima componente de B es:

r
m
.t
(g
™
N
n
il
Lnd
] “
I
{ad
T
%

n
I b3 =L 4B 1. E'QDJ_Z
= (,D LI o § i | - Ty o — df-L t‘L t -
‘ P ) 4= 7 /D
Y edemzs, =1 iji-es=imc elemsnto de © es:

r
.m
bt

i
'y
AV
m
o=
o
,..ET
A
\ﬁ
L.:)
Il
™
T
(3
-1
ot
L
“u
I“¥
I’l
I
n
vl
il
m
n
Jrerit
il
1=
Bt

m
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(=
=
e
1
o
1=t

T
[w}
n
m
"

]
m
M
[
m
(2]
m

In
L.
i
b
M
ot
=
|-
il
il
in
L]

, En 1o gue se rafiers a ls clagificacion de las matrices, -—
esta se puede sxtendsr mucho mazs 211 de 1o que =e hizo en =l
iapftuls correzpondients de formse =21 gus nos suestra muchi——
zimas propiedades adicionalzs interszsanies. flguno=s ocirogs —
tipos de matrices son Ios siguisntes:

Ie— Matriz Eoniug o= los elsmentos
de= uns mairiz con o= ohbtenemos la —
llamads Matriz Co slementos de A
=on realss, eniton

— Fatriz Conjugszds.~ Ls mafriz = AT, 1z compleje conju——

. gada de . la matriz frs T . Fatriz Conjugada para
# o la Conjugsds g A < EYE = A, EBi la ma———
triz & es real, enton ncide con la matriz
transpussta.

S~ Martrices ﬁntieimétricasg— iia matriz cuadrada A se llams
Antisimetrica si & = —A°.

e nScessric qus
agpr = " a0, 1 f 3 . g¢g = 0, iy I ,
= que*%er definicich ag = —"8,/, ¥ £sto es unicamente con —
a, =0C.

68 contindacion veremos zalgunas pr = = d= la=s matri-
cese simsetricas ¥y antizimétrlcas {nc demostraremos fodash.

-!.p,_

froposicion .- 5i A es una matriz simetrica de elemsn——
tos reales o complejos; se tiene gque:
~EY XA e EimétPica, con & R o g€l
By A" = AtA

:)‘ﬁi‘25_51metrica,
, . ! . }

En la demostracion de estas propiedades no debemos clvi-

dar gus por hipétesls a8 es simétPica, =c decir A& = A%,

/, - .
imeTtrricas COoh e

-t - - - -
Froposicion 2.~ Si A 5 una matriz antisi
lepentos rezsles o compleics, (ENemos que:s

! - - ! —
EY. éf&s antisimetrica, con a6 R o & C
b ARAT= A%h
! 7
C} & == simetrica.

s s y -
Est% propiedsd =1 1a dempsiparemos. DefinamDs una me™—
triz simetrica B y otra antisimetricae U tales gus:
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£ t
& =_f8 + A " u=a-AaA_,
= -
= L P
donde & es tualguier matriz cuadrada. Asi, de acusrdo con ——
esto,
=0 = 1752 (aeJ + ﬂﬂ) v uf} = 1/Z2 i&f/ - an},
Con lo gus=:
= + = ;2 ]

(f

¥y (A Ay = /" (A
igual a A%A.

ion multiplicada por una matriz columnas ——
. - / rd
{por supuesto, con 21 mismo nudmero de elementos), da como re-
. - £ . . .
sultadoc vuna matriz con un unico elemento, gue siempre s sSi—

metrica.

4.— HMatrices Farticionadas.— Con Frecuencia s de bas
utilidad e} reducir las operaciones entre matirices ds
eracionss entre matrices de orden mesnor. Estoc -
ia=s matrices dadas en "celocas", €
atriz comg formads por vari
_

iiom
-3
i
2 1
]
[}
1]
"l
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Ay A,a -.. FAix Esn B,q ... B,
A =\ Aar Pag «-- HBaw ¥ B = EBay Baa =--+ Bax!
HHJ F‘KD\"' pkk E(’(I EICQ L thl

dende fAgy ¥ By, son matrices cuadrades conformables, entonces

\;\— &40 + EBEuo Fre + Bra wo. B0 Bir |
Q*E=\ f54, + Ha: Figa + Baxz = B ax+ Baewr ¥
\ o - T e -
\ P =9 La Brgag =n- fgu ¥ Bxw
\\- __1 Y
! EJ! :J'Q_ - on e pC
AR = Day Caog --- Lok donde EU = iy E:/._!_ - i'-‘-ii‘K_"i}',
- - — < ~
Rk xE ks EEEaEEwn 1s J T ilsfgasay Ha
\:K, Ck2 «vn Crr
} ‘ |
Ademas, =1 Cag =5 algun slemento de la celds Co} enton—-—
Cces: ,
- = {a + = (= +1 b
\..“P ':c.-:,,h !__.,P + ... Seg 5519 P F i + xdas"_i i ._5.’(."@

équ{ S)y S37 5,1 e 3 S, Sk-r dencta los d;denes de —
las mstrices A , HBz24 =--31 Fxkk- Lo= slementos entre paren——
tesic son elementos de las matrices Qc;E,&, rmey AUgBryy otu-
pan =n sstas matrices la misms posicion que tisne ugen la ——
matriz Eg’.

= celdas.

i
te de las matrices particignadas. Sea A una matriz cuadrada
de orden n—1 de la forma

=¥ s
= 2 2y S22

= = % = E m AN R A=

T

St g S0z

rdeEn &g

;
columns Upoy, =

8]
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Sin
a’_n, A”"’ Uﬂ-l
A= A n-t - (=
Bpsn, Vs 200
ap, Bpg =x- Fpgpy a,,
/. . .
De aquil diremos que Ay se cbhbtuvo limitando a 1la matriz -
Apoy - For supuesto que Ar es divisible en celdacs, por lo ——

tanto las operaciones entre llas siguen las mismas reglas —

que patra matrices particionadas; de acuerdo con éétﬂ, =H

I

A o= I M u v B =|N Y
Y 2 b4 b
son dos matrices limitadas de orden n; entonces
AL = &AM &y . & + B = Mo+ N U+ v v
Y Aa Vo+ X a + b
AR = MM O+ UX MY + b | ,
VN + aX VY + ahk
&

dondes MN v Uy son matrices de orden n—i:; My v Ub son columnas
L H ¥

que contienen al (n—1}lesimo =lemento: %ﬁ y aX son los corres—

pondientes renglcones y VY + ab ez un Umero.

&.—~ HMairices cuasi—disgonales. Son tambien un caso especial
de las matrices particionadas. Una matriz se dice que s ———
cuasi—diagonal si s una matriz cuadrada que consta de celdas
cusdradas {(no necesariamente del mismo orden? 1o largo de -
su diagonal principal ¥ con los elementos restantecs igualess =

(=)

=

cero.  For ejemplo, la matriz
‘.—-' . —
I a, a,a 3+ 0 (8] 4] L & 4]
] aa} é;,g_ HE O G I 0
O o i by bB.,a b,z 1 0 &
O O i by, baa bas 1O G
(O I b T O 9] o T &, Ciwn
1
G O v O 0 0 i Ca, Tag
. . - 4 .
es una matriz cuasi—diagonal de septimo orden, cuyas celdas —
spn las matrices
- yr— —
S, dgg B, b.ia bry C. T,
2 =2a2 g Ba, bag Bag s “ar T aa
vy sei=s matrices nulazs.
© 8i la esiructura de dos matrices cuasi-diagpnales =5 la
- N - . - - - 7
misma {es decir, itienen elgmentos desl mismo tipo vy estan pee—

S



ticionadas en la misma forma), el producto de ellas EEF; otra
vez una matriz cuasi-diagonal de la misma estructura, cuyas —
celdas diagonales son iguales a los productos de las corres——
pondientes celdas de las matrices gue se multiplican.

7-— Matrices [Ortogonales.— Una matriz real se llama ortogo—
nal si 1z suma de los cuadrados de los elemsnios de cada co——
lumna eg igual a 1, y =1 la& suma de los productos de los els-—
mentos correspondientes de dos columnas diferentes es igual a
cera. La ortogonalidad de una matriztpueﬁe caracterizarse ——
por uene simple ecuacion matricial @ & & = 1.

Los elementos diagonales de 1a matriz AT A san la suma
de los cuadrados de los eslementos de las columnas de la ma—-—
triz A, ¥ los elementos np diagonales son igusles las sumas
de leos productos de los elementos de las columnas correspon——
disntes. la matrices ortogonales tienen las siguientes pro—
pisdades :
2} La matri
By 51 A es

il

L

z identidad == goricgonsl.
crtogonal, entonces A tdmblen Ig es.
e

c)} EI pro to de dos matrices ortogonaslss &5 wuns matriz or—
@Bgnnal.

- . 7 ~
B.— HMatrices Elemsnizles de Rotacion.— Feritensecen a la classs

de matrices ortogonales v con de la +forma

T

TL;= - -
A . S
=
-y B
- .
< < _ /
dnnue cT  +s"T=1, Ecta ultlma relacion indica que existe un
ansu;a % tal que c = cos Y , s = sen (g .

Hota : Las matrices elementales de Pmtacién difieren de
la matriz %ﬁentidad sdlo en cuatro elemento=, situados en la
interseccion de dos renglones ¥ dos columnas iy J, con 143 .
E=tos cuatro elementos forman la matriz '

—=En Le

:es{{

rn
|
nl
1§
m n
m Q
m

3
A8

. . . .y
que coincide con la matriz ce tran%fnrmaclnn cartes ;ﬁa
coordgnasdas =n el plano por rotacion del sj2 & tra

q*lﬁ L(.

E

et
[

[I‘I
n
o
1]
i
=
[¥]
M
m
il
1
T
[

ta
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cierta matriz dada A mediante una secuencia de mutiplicacio—
nes por ellas,

7-- HMatrices Hermitianas.— Una matriz con =2lamentos campl
jo= s 1lama hermitisna =1 a;'}‘ = ‘:‘—J’c s €5 decir, i A = s

De aquil gus los slementos didgonales de una mabrizs hermltian
:Gn rezles., Liry ca* esperial de las matricezs hermitianss son
la= matrices ’lﬁPfFICHc reales, y de zllas conserwvan muchas —
gz sus propiedades j una de ellaz =5 que el producto de dos —
matrices hermitienae serd hermitiana =i ¥ =cliog =21 las matri—
ces conmutan. Hdﬂré%, para cuslquisr matriz con elismentos —
complejos, la matriz a*'n zerd hermitiana.

10.- Matrices Unitarias.-— Unz matriz con romplejos

ze llama unitariz =i la suma de Ios cuadrsado: ; o moduios
- - F4

de los elementos de cads columna es igual sﬂblen 15 -

suma de los productos de los elsmentos de = mna por -
mercs -conjugados a los correspondientes elementos de otra co-
lumna es cerc. Las matrices unitarias pusden caracterizarse

por 1a ecuacidn matricial A¥a = I. '

@ Un

ca=p especial - las matrices unitarizss lo son clara-—

mente las mairices artcipnales=_ fmbes clases de matrices ——-—

pEPtEﬁecen a la clase mas gener%} de matrices compliejas nor——

IEE, que tienen como caracteristica que cade una conmuta —
con su matriz conjugadsal

Dentro de este +1PB de matrices
ces unitarias elementales, que son de

~— ‘ .
" - . L : _ a4
! ‘e Y- ’ [£:78 P
' . e . w TEE -
- o 5
= {ECa Y-

1
~— —_
»
= Z z _ _
con c,s » 0, cT+ 5" =1 y 8 - B, =83 - Bqg .
11.— Matrices Tridiagonales.- Una matriz tridiagonal es
una matriz de la forma
- ——
a b 8] - 2 O
o a b R o O
- O g a £ =k (] O
[t TR ¢ e 2 b
O C G ww L &
L —
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tina matriz real tridiagonal se llama Jarobiana si bpog >0
para i = 1,2,...,(n—1}. Tods matriz simetrica tridiagonal ——
con elementos no diagonalese dicetintos de cero =erd sutomdti—
camente Jacobhiana.

i1Z2.~- Hatrices Casi Trisngulares.— Una mairiz ze dice casi ——
treian gul“r cuperior =i &= gde la {forms

2
J

BH &£12 2t3 2= Ega-1 Srn
ggt Sz S22 s Sapg-i San
L 233 833 -«- ga-y S0
& 0 O cir Bppg San '

Hote : Hacisendo uso del to de matricesz. cusdrsadas
podamas. considerar pelinomios de matrices. Si
pin? = a, + a, ® + ... F+ 24 s
e= un polinomico =i ¥, dagda wuna matriz & de orden v podembs —
dafinir =1 pﬁ.;ﬁcﬁiﬁ en & de grado n, gue denot: o By, —
&omo . i} ) Y ho.
pifry = a, I +a3,A +azh +... +a, & .
iii} Ezguems Compacto para la Inversion de Matrices.

Cierto hecho importants refterente 2 la Ehpﬁezzd% de una
matriz como =1 productoc de dos mairices frlaqgulareg nos per—
mite construir un ssguema compacic pareg el calculo de la in——
versas de= una matriz. Este esguems requiers 2 * er =
de n” de =llas dan los =lementos de la mat
VEAMSE BrLGSRS cdmo justificar essta descomposicic
terminada matriz comc producio = dos.

= en la == Ctrresnn lae matri—
ce=s =on un ti izl de ciertas -
caract gusimsnte = g 2 1 matrices —
trianguliares 25 & sy vz uns matriz triango . 3 ouna de
sxtac Lerscterfstitag SSSguUra que cualguie cuadrada &
de orden n pusde representarss como 81 prod una matr‘*
triangular supsior vy uns inferior bajo Ccis d1clanes.
s5to io podemos explicar a=i :

Se=a

B, B4 s B
b = Sy Saa =« San -

Faodemos particionarls como =igle @
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1

- -

a
Aoy . Fin-)
A = - = ) -
v “nn -
- n
Sp1 Bpg = Bp,, 2 pan
S S

3 s - 1 . -
necesitamos encontrar uns descompisicion de A tal gue —
6 = LBy con C v B matricesz triangulares inferior ¥y superior —
respectivamente ; 5i las particionamos cobtsnemos s '

C = Enet ] = B = Ep-} W ' x
- :nn ) . ‘3 bnn
/
bPe agu:r
HLCE = Ca-y © Ba-1 ¥ = Cno Ba- . vC LY = f.
S Cnn G Ban- ' X Bao, HY ¥ Chnban S
/ / ’. .
Peroc esto seraz solo sio: :
Cnt Brner = An-e
¥ Cpee = U
¥ Bpoy = ¥ . -
HyY + Shn Bap = S pn-
Ecio s pusde afirmar si requerimos qUue &, 7 O, Que-.T
l'au Era l £F0, vvay L AL Z0. Como ) A, ¢ G, entonces
Sa; Haa . ) L
. / i i e
| cnoy # Oy t Bo, | # 03 ademas, si C v B son 1nvert} les,
-1 -1 . ] - L. N
entonces qu . En” exicten yv ademas yv = UL,_, ., 10 = VE@1= Moo
. : F s = ¥ .
Si & Csp O by =e le determina un valor, de la dltima .
cidn se calcula el valor del otro. )
Zon tocdo esto resuliz gque una matriz shectivamente puede
Expresarse como el producto de dos matrices triangulares.

struir gl scguema
i = LBy con C ¥y B compo se requl
elementos estin definidos pOr:. .

Ahora pasarsmos & Con
version e matrices. Sea
ron anteriorment =

k.

i
et
r
n
ol
0

-

(=t
EL‘J’ = ai/ -; = r3 b_gj $id 3, b‘-_:c" = 1},
o Q;{E . . i
Ver esgquema CompaCcio pare la sclucion
neo, Capitulioc 2 3. ‘




w
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-1 Y
= A =R C - LHeremnos ver i los ele———

determinarse sin la inversion de B ¥ T,

ol -1 . L) 4
De D =B C == tiense gue BC = B ' , gque tambiszn e upna —
matriz triangular con unes &2 lo largo de la diagonal princi——
pal, con 1o gque conocemscs nin+il /2 de sus elementos ( de los
cuales nin—13/2 son cerc v los n restantes son unosl.
o : L i =1 " -
Algo semelasnce sucgedes con ED = € . Motese que =i con——
. . X . [ -
juntamos las nin+11/2 ecuaciones de DC = B vy las min—1)/2 —
o 5 ) ;
ecuariones de BD = C EEzﬁbtlEﬂE un sistems recurrente que —
permite determinar los no elemsntos de la matriz inversa.s
- ’ . :
Tomemos i = F; £ sera une matriz de la forma:
. i o 0 g dia diz
C = Cay Cas O ¥ D = da; das daz
€3, F3s L33 dz, d3a d33) -
v
Be sgui:s
i=1 2 =
‘ic, + C;;d‘_g By Ch,j =1 0 4]
@ . Coa Uea + C3a d‘_'a = 1 &
ElSdfb = i
3 ) -
- e -t
EfrJ + b‘-; f.,%) + b;3 d?) = {:.' C}
I . = F; {
La matriz B ez de la torma:s
i B.,a. b
E = G i baj
R N O 1 .
¥ = i i = del = ~uRO 23 1= 3 :d.—
De las ecuaciones del primer grupo para i= 3 podemo e
oy . - . i 4 :
terminar sucesivamente 533, d»ey ds; y obtener as: ’D: ele—
mentos del ftercer rengl dn de D. Despues, con las ecusciones’
del segundo grupo y tomando j = I podemos determinar doz ¥ =
dia respectivamente v obisner a={ los elementos de= la tercer
columna de D. Siguiendo =ocstos mismos pasos podempos determi——.
rnar todos los slementos de Do VYea el siguiente ejemplo. '
Ta&BELA A2 . — ESQUEMA COMPACTO DE INVERSION DE NS MATRIZ
10 20 S0
0 Z0 i
&0 =0 =0
1
10 =2 S —1/20 —1 /20 1 A2
1
=0 —Z0 =} 1/20 5750 —1/20
1
=t 70 100 17100 ~7 4300 17100 -
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Sustituyendo en las ecuaciones de recurrencia i

= x 100 dzy = 1 entonces dzy = 1/100
—30 ?3; — 70{(1/100) = O entonces d31 = (7O0/100)(-1/3)=

4 2 R 3- I-L ] 4 - - - -
Eaon &sto tengmos oiro metodc mas para invertir mairices
- I - - .
v, por lo tantc, un metodo mas para aplicar en la solucion. de
. 3 _ - 4
Sictemzs de Ecusciongs Linmeales gplicando inversioh.
. e A . ; .
E=tz sglucion para tones Lingales s —
K s ; “ n
Eimgll{zcﬁ bastani=s =i 1 a2 21 resulia ser —
EinEtFiE% Y& Gue, CGmo Y anteriores, uns ma-
triz simgtrics pusde 2x5p rodurto de una ma———
triz por =g transpuecsiag ¥, -t mplificacion se zctentua ———
cuando dicha reprezentacion s en bazg a matrices tgiangulav-
res. EbBzto ss incluve 2R 21 llamado Metodo de la Ralz Cuadra-
da pare sclucion de SEL.
s ‘, . s/
ivi Hstodo de la Haiz Cuadrada.
= )
i © Bg= & = Et;, donde
= Z,0 x2a St 4 = QO ... O
5 =6 Szdeas San y por tanto 8 = |s:2 Syq w-e O
G T ..- Spn S Spa ==+ Snp
Entences
fp, =¥T i s O St Si2 e Sinn
' Fa e T
=Y RN Epg === iy iy :39. R 5;_’"
e caceszacmEaacx
4 = San=2== Spn G 0 = Snpn =
I
A=z
=]
a‘:,' = ‘:E—’L' 5 Sal',-:-i 51‘{:5 !‘-z,ubsj } 5(‘.'_1
J =/
JJ
O
\
R . e n - L {3 <
(13} a‘j —5,,_53 +5m%}3+...+5u5u+ﬂ+=., (i3} ¥
"'T-‘)a-=5.2.+1=-1+ + =..2 {i=37
= e i AL = = e
4 = . p—— - o= =~ 1 5o
De aqui podemocs cbhtensy expreciones Con 1as tusles poda
mos determinar los elementos Ef} de la matriz S, ComO sSiguer
, d2 {1}, con i = 13

Frey = ’ —_ o ‘
Ve, » de {50 5.:} = ,—_1:} ’=,,
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=t
Z : - -2 =
S0 T & g0~ Sy (ix1}y, de {(2);
f:c’ |:—I'
_— . .- Z_ TPEIE \ 4
{7y Ej = a¢ — gl Sy Eﬁ' (i< 331, de {1} v por definicion
= 1-_'_2 - L
Lo
Eﬁj = &, con 1rj.

For otra parte, equivale =
rrecolver dos sistsmas E {pues —
como & = ST entonces results —
st = BY. los elemen eterminar
de maners semejante a

gt

=
_ l=u
¥ = E, entonces |sia

& .

r -
= i, Sios Op wea O3

t"’ ‘—'.H_'? SAL! LR ‘_“LL! g # f"-
=
::L.
k
\ W‘

= g, kb, + = -ER + ... Fompo ke v Q {ixlYy, antonces

=it —aL iy -
- » : oo,
(42 B = B¢ — 5 oSe Bp
=
@
12 .
Snzlogamente, la =soluc
guisnte formar
=708 Sz
Si = K entonces O Saq
o G
D= aqui:
. kp = Spein ent
| U — R .
By = 40y 0y eeny Spcs Spgy
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De donde,

(5) x¢ = k¢ —érsu e € 1<nm).

~
/ Lt 1
Agqui podemos usar tembien la columna de control cuya ——-—
-1 .
ecuacion, &1 igual que en el esquema tocmpacto, 5 k= 2 Scut
L., k=
v
, 3 El F R J ‘ ; ~X
En este metodo basta con sscribir nin+i) /2 =lemsntos de
la matriz 5 y Zn componentes de los vectorse E y X. Ensegui-—
da daremos un ejemplo:
TABLA 4.7% METODG DE LA RAIZ CUADRADS
ay, - a3 | b1 b, 1 o1 = 13 i5
W] a3 bz I__!s_ = a i5 =22
233 b, b3 id 25 56
Sy, S,a Si3 k k, i i = io i5
B
AR — .
Sag Sa3 o ka i i = 7
S33 ko ko z o 2
Hy Ha oo | ¥z S 5 0
kS M, %, = & i

El calcule de los slementos s;; 4 kg vy g}se aplicas suce—
-sivamente por FEﬁQlD;EE.‘-CUElq&&EJ slementc diagonal se ob—
- tiene mediante la rair cuadrada de la difersncia entre el ——

elementoc & correspondients v la suma de les cuadrados de to-—
dos ios slementos calculadps s Situados en 1a misma columna.

tos elementos no diagonales s se obtienen mediante 1 co——-
ciente gue == obtiens ai éi?iélP lza diferencia entre el ele——
mento ag; Ccorraspondiente y la suma de los productos de los -
elementds s situados en la columna i y. § por el elemento dia-
gonsl del renglon. El curso de regreso estd definido por (5)

En 1
para la =
unao de 1o

ac iza
Y . . 2,
lucion de sicstemas simete
F -
= mas efectivos.

/7
tualidad se ytiliza frecuentemente =ste meztodo -
icos y se pecomienda como

0w

Dbserva:i&%.— En el sjemplo refsrents & cajas negras —-—
visto &n el Capituloc I una situacidh interesante es la si ——
guiente: =zuponga gue 5 ez una matriz cuadrada aque se tiene
unz sucesion de matrices de salida diferentes By Bo,eeo,Bi -
Si-queremos determinar gué matrices de entrada Pﬁaducir{én —
estas salidas deberiamos resolver sucegsivamente cada sistema
AX = Hy, 4 = 1,2,.1.,k, donde A e= 1a misms matriz de coefi——
tientes para todos los sistemas.  Aungue tambien puedes apli——
carse €1 m=todo de solucian para varios SEL.

~
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C ONCLUS ! DNES Y RECOMENDACI ONEST-S

. - i
Con el afén de situarnos, repetiremos las ideas basicas
que mot;varon este trabajc de tesis y que ya s¢ estzblecieron
en el CdpltUlD 0.

Hab{amms mencionado que la idea original fue disenar u--
na propuesta de modificacion curricular para el curso de Al--
gebra Lineal [, en la& cual se inctuirian tasrnto aspectos ted--
ricos propiocs de la Tateria, como el ?specto computaciqnal.
Esto es, en cada capituleo se analizarils el aspecic numerico -
del tema y se anexaria un diagrama de flujo con la correspon-
diente codificacidn y programa corrido.

O

Desafortunadamentefse abandond este (ltimo enfoque debi:
do =z dos causacs fundamentales: la primera de ellas fue la -=
cantidad de trabazijo tan enorme que significaba el imp]ementaf:
las notas de esa manera, ¥ la segunda fué que la materia dg' '
Programacibn de Computadoras se cursa ai mismo tiempo que_fa
cde Algebra Lineal 1, lo que no dar{a & los alumnos el domi

fice! material necesaric para entenderlo. ‘

Lz teoria se trato de abordar desarrellando las idea;
rdsicas y fundamentales del Algebra Lineal! [, ilustradas ¢
una gran cantidad de ejemplos variados e interpretaciones
geométricas.

Estas notas ya han tenido su implementacién préctic'
el aula, si bien dsta ha sido minima. Er el semestre 87
fueron los capituios correspondientes a Vectores en R™, S
temas de Ecuaciones Lineales y Matrices, los que ya fuero
expuestos ante el alumnado, en la manera tal y como se pr
sentan actualmente, con modificaciones mds de redaccion q‘
de contenideo.

é Qué comentarios podemos hacer al respecto? CreemDSgQQ
e] principal fue el interes gue mostraron los alumnos ante
las aplicaciones. Como ya se apuntaba en el Cap{tulo 0, ¢
sames gque una de las mayores deficiencias de los cursos d
Algebra Lineal habia sido la ausencia de aplicaciones en a
as concernientes a las carreras que se manejan dentro det .
tronco comln de Ciencias e Ingenieria.

Hubo tamblen detalles que resultaron atractlvos, entre
ellos pudleramos mencionar la justificacion gque se da al fi-
nait del uapltulc ] acerca de la definicidn del procducto inte- _
rior entre vectores en R“‘ o la manera en gue se motiva la -7
multipiicacidn de matrxces, definidndoias al fin como una €s-
pecie de generalizacion del producte interier. o

I . X ] .-
FsoomenzZaeriamos al maestirc 1nteressa: v uri.izar esia. "
Eropuesie, 4uUs pusiera especial nfzsis on motiver &2 los a-~-—
N [
lumnzz me fag inter prrfaﬁiones geometricas Vv,
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suene repetitivo, mediante las aplicaciones.

§
Suger1r1amos la apllcac1on de cuatro examenes parciales
distribuidos asi:

| Parcial.- Vectores en RY (20% de la calificacion total)

11 Parcial. SlStemaS de Ecuaciones Lineales y Matrices, (40%
de la calificacibn).

f111 Parcial.- Espacios Vectoriales, (20% de la ca]jficacjén)_
1V Parcial.- Determinantes y Transformaciones Lineales, (20%

de la catificacion).

. L F . !
FPudiera pensarse en la completacion de la calificacion -
mediante exposiciones, gque son importantes. '

. d /.
¢ Que es lo que se pretende basicamente de un alumno que
haya aprobado el cursoc?

al fue tenga una panorémlca de lo gue e§ el Algebra Lineal y
su utilizacion. ; . ’

b) Que domine las itecnicas de resolucion de Sistemas de E---
cfiaciones Lineales, pero no sblo la cuestidn operativa, sino
tambidn lo tedrico relacionado.

c) Que sin mayores problemas sea capaz de continuar estudios
conectados.

Como tode trabajo que es presentado en una prlmera fase,
éste puede ser completado de muchas maneras. La serie de ---
problemas que se enuncia al principio de cada cap{tulo puede
ser incrementada o incluso variada, dependiendo del tipo de -
alumnos que se tenga, pudiera agregarsele tamb1en un desglose
por ocbjetivos, otras sugerencias sobre eva!uac1on, etec. Todo
édsto ya se retomara con la colaboracion de las personas inte-
resadas.

Algunos de los proyectos que se tienen como continua---
cion a la propuesta son:

- Su expos1c1én mediante un seminarioc ante 105 maestros del -
Departamento de Matematlcas con la 1ntenc1on de convencerlos
de gue lo sigan como texto de la materia,

- Abordar el enfogue computacional. que se mencionaba al ini--
cic de esta seccion.

- Elaboracién de un trabajoc similar para el curso de Algebra
Lineal I1.

, FPara todo ello, obviamgnte es indispensable laz coopera--.
cion del restoc de los companeros maestros e incluso de los —--—-
mismos alumnos. Nuevamente hacemeos un llamado a toda clase -
de observaciones y sugerencias.
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