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INT RODUCCI 0i4
Nuestro propgsito fundamental al escribir eate fesis ea

Presentar una propuesta acerca del material que debe cubrirse
en un curso de Algebra Lineal I., el cual es comtfn á todas las.
carreras de Ciencias e Ingeniería de la Universidad de Sono—
ra-

Creemos que uno de los problemas mas graves dentro del -
Departamento de Matemaltices es la falte de programas actuall-
rados pare cada una de las materias que se ofrecen en las di-
versas greas, problema que se traduce en la no uniformidad de
criterios a la hora de impartir un mismo curso. COMO conse—
cuencia inmediata de efsto, pudieiramos citar el hecho Ge que -
al presentarse los alumnos a cursar una materia seriada, --
existe material que un profesor sil. cubricg y que otros no lo -
hicieron. Aslf. se ariaden dificultades para el maestro de la --
nueva materia.

e,+-14-..je de lo anteriormente expuesto, hemos de mencionar
el hecho de que una gran mayoje de nuestros alumnos no uti--
liza los libros de texto que gran ayuda prestan para llevar a
buen t1rmino el aprendizaje de un curso. Algunas veces por--
,1.41.4e no existen en el mercado local, otras por no tener medios
Para adquirirlos, otras porque las bibliotecas no los tienen
o hely POC.OS en existencia., y otras mis porque no hey uno ade-
cuado, pero al fin no se usan.

Soluciones a las deficiencias mencionadas penSamos que -
existen muchas, y consideramos que las persones m¿s adecuadas.
Para buscarlas y ponerlas en prjctica son aqu¿lies que tienen
una cierta experiencia en el /rea-

.
Animadas por esta idea y aprovechando las observaciones

que a lo largo de algunos semestres de impartir el curso de - •
Algebra Lineal 1 hemos hecho, decidimos implementar como ma--
teriel de nuestra tesis estas notas, mismas que deseemos que
con la colaboracieln de las instancias adecuadas puedan con---
vertirse en un futuro prgximo en un libro de texto que pudhg-
ramos usar alumnos y maestros de esta Universidad de Sonora-

Para hacer une propuesta de modificacijn curricular pue-
den aplicarse varios criterios:

e) Un Primer camino serfa la realizacidin de una encuesta en-
tre los distintos jefes de carrera del ai.ree de C.l, de la
institucijru para informarse cu‘les son los conceptos. de
Algebra Linea! I que sus respectivos estudiantes necesi--
tan manejar.

•b) Un segundo camino e seguir ser/ia atender el material que
necesariamente debe dominar el alumno al cursar el resto
de las meterlas del tronco comilin (Caliculo Diferencial e
integral JII, Ecuaciones Diferenciales. 1, Electromagne---
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tismo, Analisis Numerico I, Probabilidad y Estadistica).

c) Otro 	 mgs seria atender las idees obtenidas mediante la --
experiencia propia en el aula, tanto como alumnas y como
profesoras de la materia.

1
Los unIcos criterios que ap licamos fueron	 sefrelados

en los incisos b.) y c).

Tambi jn consideramos, aunque hasta el momento no se ha -
mencionado, que todo el contenido de la p ropuesta puede ser -
manejado sin problemas con los conocimientos que el alumno --
posee, adquiridos en los cursos anteriores al que nos ocupa,

,(Algebra Superior T MecEfnica, alculo Diferencial e integral7-i y Geometr ía Analiticai.

tEntre los objetivos generales de nuestro trabajo pudle--
ramos citar:

Exposici jn clara y sencilla di; todos los temas tratados.
Lograr un buen manejo de teoría para cursos posteriores.

c) Ilustrar la teoría con a p licaciones que no sean trivia---
les.

n•	 /
inicialmente tambien estaba contemplado analizar el

pecto computacional de los m¿todos desarrollados. Sin embargo
debimos abandonar esta idea porque realmente el material a --
tratar era bastante extenso. Queda entonces sin tocar un as--
pecto que es verdaderamente interesante.

son :
Los temas que se incluyeron, en su orden correspondiente

CAPITULO I.- Vectores en Rit
cAp TruLn II.- Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL)
CAPITULO III.- Matrices
CAPITULO IV.- Espacios Vectoriales
CAPITULO V.- Determinantes
CAPITULO VI.-Transformaciones Lineales
Apéndice.

En t2rminds generales, a cada capitulo se trat de darle
la estructura siguiente:

Una pequeria introduccblin en la que se mencionaran los as-
pectos más relevantes que se tratan ahi.

.Un bosquejo histrico, citando a los personajes m.as Im—
portantes que -intervinieron en el desarrollo de tal o ----
cual tema.

/Una seitccion de p roblemas ap licados en distintalk ramas: E-
ccnnmra, C i enc ias Sociales, Quimica, Fisica,(sld la pre-
sentacion).
El rili.imn de t eoria que se cr eyr( cdnveniente.

e) Se buscri. intercalar las sokuciones de los p roblemas con--



Se asegura que todos los problemas que se incluyen se. --
pueden resolver con la teorf_a vista.

La seccion a) se incluye pretendiendo dar un panorama --
general del material que se trata a lo largo del capitulo, --
buscando situar al alumnado.

Las secciones b) y o) se introdujeron con el afgn de mo-
tivar a los estudiantes, sobre todo a los de las distintas --
ingenierías, que sienten poca atraccidk hacia la cuestinin ---
tejrica, cuando ésta no vá acompañada de una buena dosis de -
aplicaciones.

/	
/

En lo correspondiente a la seocion d), toda la exposi---
clon busca ir introduciendo al alumno de manera natural en --
conceptos que van aumentando en grado de dificultad y donde -
es posible.se les motiva mediante ejemplos muy sencillos.

¡Qué relación guarda esta propuesta con respecto al pro-
grama actual que se maneja en la materia?

De entrada, podemos decir que no hay una diferencia fun-
damental en lo referente al contenido del material que se cu-
bre. Básicamente se trata del mismo, aunque difiere sustan—
cialmente en el orden en el que se presentan los temas.

¡Por qué decidimos seguir este orden? Trataremos de ex--
plicarlo lo más ampliamente posible.

Elegimos empezar con Vectores en R', para aprovechar que
se mantienen relativamente frescos en la mente de los alumnos
conceptos que se manejaron en Geometria Analitica y en Mecá--
nica, ejemplo: la nocioln de vector en los espacios de dos y -
de tres dimensiones y aspectos relacionados, normas, gngulo,
distancia, etc. De hecho, cada vez que ésto es posible, se --
les menciona que tal o cual cosa ya la conocen, remitierndolos
al curso donde lo vieron.

No perdamos de vista, sin embargo, que todas estas no---
alones están generalizadas al espacio de n dimensiones porque
es muy importante desde el principio tratar de mostr,r que no
tenemos por qué limitarnos a casos particulares, aqui serian
los espacios de dos y tres dimensiones, cuando "se siente",
que sin mayor problema puede pasarse al de n dimensiones y --
que ello no implica el perderse en abstracciones innecesarias.

Otra argumentaci¿n a favor de la introducci¿n de Vectc -
res en R' como Capitulo I, seria decir que la estructura de -
un vector es mucho más sencilla que la de una matriz y por --
ende, mas fácilmente asimilable.

En la presentación de SEL como Capitulo II, lo importan-
t,- seria el mr,strar distintos métndos de resolverlos, qw- es.
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la tesis en si. Colocamos primero el material de SEL antes --
que otros temas porque consideramos que el hacerlo as!, con--
tribuye a despertar el intere's de los alumnos de las carreras
de Ciencias e Ingenieria, al ver un material al cual le pue--
den encontrar ap licaci4-1 inmediata tanto en el res to de las -
materias que cursan como en problemas reales específicos de
sus carreras.

Otro detalle que deseamos aclarar es el siguiente:
. 	 ,	 /2Por que creemos que se necesita toda una teoria para --

resolver sistemas de ecuaciones lineales? Son varias las res-
puestas que podemos dar :

Aparecen problemas real/es, planteados en t‘rminos de SEL,
y que requieren solucion.
Hasta el momento de iniciarse el curso de Algebra Lineal
T el alumno sdo sabe resolver sistemas cuadrados. La ---.
g ran mayoría de los problemas reales no son cuadrados.

c) Los sistemas cuadrados que se saben resolver son de orden
a lo m‘'s 3 y existen problemas reales que plantean siste-
temas de orden mayor que 3.

n o!) Existen problemas reales que involucran sistemas con va--
ries soluciones ( y son la g ran mayoria de ellos ) . Se -
debe tener un mltodo para encontrarlas.
En sistemas de g ran tamarci se requiere de procedimientos
que sean confiables para encontrar su solucicn.
En el desarrollo de conceptos. tedricos como conjuntos de
vectores linealmente independientes (L.I.) y linealmente
dependiente (L.D.)y escribir un vector como combinaci jn -
linea/ de otros, por cuestiones prafcticas llegamos. a re--
solver un SEL ( estos son conceptos correspondientes al -
capitulo de Espacios Vectoriales ).

Los SR_ nos brindan, ademadk's de un amplio campo de apli—
caciones en todas las &ces, una manera que nosotros sentimos
mu y natural	 de definir a las matrices- Esto es, mostramos csil-
mo las matrices aparecen como una forma de a g ilizar la reso—
luciorn de un BEL. Se justifica entonces su aparicibrn y el Po-
der retornarlas ya como objetos matemeiticos con los cuales po-
demos operar y que tienen importancia y utilizaci¿n por sf --
mismas, independientemente de su relaci¿n con los BEL Todo -
ello conforma y justifica su a pariciefn como Capitulo III.

Ya que se ha trabajado suficientemente con vectores y --
con matrices, resulta que estos dos son ejemplos cl‘sicos de
lo que es un Espacio Vectorial, tema que introducimos como 7-
Capitulo IV.	 El trabajar con espacios vectoriales siempre nos
remite ( se apuntaba lineas arriba ) a resolver un S'EL,

/Recujrde-se la t'Ir:mica que se si gue Para demostrar cuando
un conjunto de vectores es LI o LD.
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O	 I
sustento teoripo al Capitulo II. Recordemos tembien que entre
las personas que cursan la mateha están los futuros Licen—
ciados en Metermikticas y Licienciados en cisica, en Puya forma-
dicín este tema tiene especial importancia, dado que en su cu-

/
rricula aparece Álgebra Lineal II, Calculo Diferencial e In--

. tegral III, Callculo Diferencial e integral TV, etc., que son
materias que necesitan de este t3pico.

Resaltaremos que en el tema de Espacios Vectoriales se
ha incluido algo que es totalmente novedoso, que hasta la fe-
cha creemos que nunca se ha incluio: 2Quef hacer cuando tene-
mos un SEL sin solucicín7 . i 	

d
Cuhl es la mejor aproximacie�n a -

lo que pudiera llamarse " solucic:ín "?.

Pasamos despuefs a. conformar el Capitmlo V mediante el -
estudio de los Determinantes. Aprovechando la nocidn de vec--
tor que ya se maneja, hacemos una pyesentacicín que considera-
mos media entre la formal que involucra permutaciones y la un
tanto trivial, que sclJlo los define como nilmeros asociados a
matrices. Re muestra ademA otro maftodo de resolver AEL, que
si bien operacionalmente es inferior a los que ya se mostra—
ron en el Capitulo II, hist2rica y tecíricamente es importan--
te: la Regla de Cramer.

th7.

Se incluye otro meltodo para el 4,lculo de la inversa de
una matriz, distinto al que se presenta en el Capitulo III.

Finalmente aparece como Capitulo VI el de Transformacio-
nes Lineales. Consta scllo de una breve exposicicín y decidimos
no extenderio,.beisicamente por cuestiones de tiempo, pensando
en que el material que se tiene es wis que suficiente para --
cubrir un curso de un semestre.

Se queda en el entendido de que puede retomarse poste—
riormente en Algebra Lineal TI.

En el apeindice se incluyeron algunas demostraciones y --
detalles sin los cuales el curso puede- llegar a buen teirmino,
Pero que tal vez alguna persona interesada en profundizar ---
quisiera ampliar.

No se deja de reconocer que jeta es un trabajo incomple-
to que puede perfeccionarse bastante, v mas que considerar --/
esto nocivo, lo pensamos favorable, ya que deja la puerta --
abierta a que los comparleros maestros participen en su enri—
quecimiento.



VECTORES EN RO

1.1 INTRODUCCIO N.

Ya en cursos anteriores, como en Mecnica y Geometría --
Ana l ítica, se ha tenido contacto con estos entes mate:pfticos
llamados vectores, aunque s(Sio ha sido posible hacerlo en los
espacios de dos y tres dimensiones. Sabemos 	 que hablando en
el mundo físico, manejamos un vector como un objeto que tie-
ne magnitud, direcci jn y sentido. En Geometría se manela sim-
plemente con la noci gn de punto, ya sea en el p lano o en el -
espacio. En este capítulo aprenderemos que el concepto de ---
vector es muchísimo fas amplio, es decir, que se puede gene—
ralizar y hablar sin mucho problema de vectores de n compo---
nentes ( donde n es un natural arbitrario ),	 y que el hacer -/	 •1
esto no si gnifica diva gar en abstracciones inutiles, dado que
existen muchos problemas, tanto prEkticos como tejricos, que
pueden resolverse echando mano de ellos.

Veremos tambi jn que los vectores pueden considerarse co-
po objetos matemíticos con los cuales es posible operar (ha--
7ber sumas, multiplicaciones, etc.) y que todos estos detalles
no serAn mes que la generalizacicln de lo que se mencionaba -
líneas arriba ya se vi j en otros. cursos.

Analizar comc CaPz
� tu]c I Yectnres en R/ � , nos ser �� oe ---

gran utilidad posteriormente, ya que capitulas ad e lante estu-
diaremos estructuras que son un poco m /s complicadas, pero --
que al fin de cuentas tienen gran similitud con los vectores:
las matrices.,

Afortunadamente, existe una amplísima gama de zíreas en -
donde encontramos inmiscufdos a los vectores, lo cual nos ha
permitido anexar una serie de problemas de aplicacic fn que es
bastante diversa.

1,2 RESEÑA	 HISTORICA

La idea de un paralelog ramo de ente s físicos resultrí de
gran influencia dentro de la historia antigua de los concep-
tos vectoriales.

Aunque este concepto no necesariamente involucra la idea
de lo que es un vector, proporcionrí a lo s antiguos v ectoris-
tas un airea en la que se ilustrd de modo convincente la uti--
lidad de los meítodos vectorial es elementales.

Ciertas cantidades f �� sicas,. tales como velocidades y ---
fuerzas, pueden expresarse de tal manera que representen un -
paralelogramó. La suma de ellas estar." determinada por la --
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Pertenece a Gottfried Wilheim Leibniz (1846-1716) el ---icredito de haber visualizado la naturaleza de un sistema para
el anglisis del espacio de tres dimensiones. Hizo adem4s mu-
chas otras contribuciones matemafticas, 	 entre las cuales est-
su concepto de una geometria de situacidk. 	 Agur Leihnlz Ole-
cuticl la posibilidad de crear un sistema que sirviera como --
m4todo directo del anglisis del eepacio; deijaz

"Es necesario un tipo de anillisis que sea indistintamen-
te georilihrico o lineal y que exprese directamente si---
tuach!)n ( situs )	 como el Algebra expresa directamente
magnitud, de modo que podamos representar figuras y adn
mgquinaS y movimientos por caracteres, 	 como el Algebra
representa ndmeros o magnitudes. He descubierto cier—
tos elementos de una nueva característica que las ente—
ramente diferente del Algebra y que tendrÍn grandes ---
ventajas en su representaciclin para la imaginacidn, --
exactamente y de una manera fiel a su naturaleza, aun -
sin figuras, todo lo cual depende del sentido de per--
cepcicfin. Esta nueva característica, que sigue de las -
figuras visuales,	 no puede fallar para dar la solucijk,
const.ruccir.fn y demostraciHin geoff*rica, todas a la vez,
y en una forma natural y en un análisis, es decir, me—
diante un procedimiento determinado".

Aunque el te.ii,rmino AnSlisis Vectorial se usa ahora prin—
cipalmente en referencia a sistemas matemgticos que pueden --
aplicarse en el espacio tridimensionaj, no debe olvidarse -el
sistema de los ralmeros complejos, el cual puede considerarse
legitimamente como un sistema vectorial. El sistema vecto—
rial bidimensional ciertamente no es tan dtil como los siste-
mas vectoriales tridimensionales, pero en gi 	 se incluye el --
sistema de los rijimeros complejos- Cabe senalar que se descu-
brieron los cuaiternios durante la bdsgueda de un espacio tri-
dimensional analogo al	 sistema de los rimeros complejos.

El deseo de encontrar una manera de representar ciertos
objetos en los espacios d'e dos y tres dimensiones llevaron al
materditico irlandelS William Rowan Hamilton (1805-1865) 	 a la -
idea de los cuaternios,	 que desembocaron posteriormente en lo
que hoy conocemos como vectores- En aquel entonces se discu-
tij mucho sobre la utilidad de los veCtores,	 llegando incluso
el f(sico inglefs Kelvin	 (1824 -1907) a opinar que eran algo -
totalmente inátil. nbviamente estaba equivocado, 	 ya que gran
parte de la Fisica Clásica y Moderna son representadas por ...2
medio de vectores. Tambiln se usan con bastante frecuencia -
en Ciencias BiolAirae y Sociales.

1.3 PROBLEMAS	 DIVERSOS
/A continuacion enunciaremos algunos problemas que invo—iflisrs, oart-rls, Aa-+, 	 ,	 r4 4 	 	 ,	 ..	 ,_	 w ,
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Problema 1.- Las dimensiones de un cuarto son 10 rias- N 12 -
mts, N 14 mts- Un insecto que sale ae una esquina llega a la
esquina diagonalmente opuesta, siguiendo la trayectoria de --
esa. diagonal.

2Cuz:..1 es la magnitud de su desplazamiento ?
1Podrf.a ser la long itud de su trayectoria menor, mayor o

i gual que esta distancia ?
c) Escoja un sistema de coordenadas adecuado y determine

sus componentes el vector desplazamiento.

Problema 2.- Un aviin tiene una velocidad de vuelo ma fiNima de
500 km./h.	 Si vuela a su velocidad m'exima con una aireaciofn
de 30 grados al Oeste del Norte y el viento esta

/
soplando de

Norte a Sur a una velocidad de 40 km./h., determine :

La velocidad con respecto a Tierra.
La dirección del viaje sobre la Tierra.

c) Si una ciudad A est' situada a 1500 km,	 en direccir�n 1 110 -

grados Oeste con relacidn al Norte de la ciudad 1S y el avicln
se demora 3 horas para volar de E. a A bajo el supuesto de gue
la velocidad del viento es constante, tcuafl es el furnimo

:FI  :lempo posible para el viaje de reg reso ?

Problema 3.- Movimiento de Proyectiles-- 	 Una Partícula se
mueve si guiendo una trayectoria curva en el plano NY. 	 Se --
conoce su posiciain R, su velocidad V y su aceleracbal-: A en el
tiempo t.	 Consideremos el caso especial del movimiento en -
un plano con aceleraci¿n constante. En general, la partle.cula
recorrer' una trayectoria curva en el plano.

Como ya es sabido, las ecuaciones oe movimiento Ton

Y =	 +	 t.

donde Vo = velocidad inicial.

.
Ang.l ogamenta, podemos determinar 1aa posicion R He la

particula mediante •

t
R = Ro + Vo t	 A t

con Ro = posicirin inicial.

Un ejemplo da este tipo de movimiento, es el movimiento
He Proyectiles. Se trata del movimiento en el p lano oe una -
particula disparada oblicuamente en el aire. :Aupbnamoe des--
preciable el posible efecto del aire en el movimiento.

El movimiento de un proyectil es da ace leracif�n constan-
te g diri g ida hacia abajo.

Este ejemplo muestra claramente y en forma muy sencilla
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/
instante pueden considerarse en terminos ae operaciones con
vectores (sumas vectoriales).

Despues de mostrar af,sto, lo podemos aplicar asi

Un bombardero lleva una velocidad horizontal constante -
de ld00 km./h. y vuela a una altura de 16000 metros hacia un
Punto situado directamente sobre su blanco. 211uei 14-,gulo	 de-
be formar la visual con respecto al blanco en el momento de -
dejar caer la bomba para que oe precisamente en el blanco ? )

• Problema 4.- Vector Receta y Vector Precio,- Para la prepa-
raciiin de un exquisito pay helado se requieren los siguientes.
ingredientes : 1/4 de litro de Leche del Clavel, 1/4 de litro
de Leche Nestl, 7 limones., 200 gramos de Galletas Marías, be
gramos de mantequilla derretida, 30 gramos de n'Izar y 1/2 -
kg, de piFla picada. La receta dg. para 6 porciones.

Escriba el vector receta A que Proporcione el hi.lmero de -
unidades requeridas de cada ingrediente para una porcign.

Escriba el vector de precios totales P de los ingredien
tes de la receta si los precios son los siguientes
n-1 litro de Leche niel Clavel $	 182.00
- 1 litro de Leche Nestlej	 e 460.00
Un limcf/n	 7.00
1 kg. de Galletas Marías	 400.00
1 kg. de mantequilla	 $ 900.00
1 kg. de azdcar	 $ 182.00
1 kg. de pifia	 $	 140.00

c) Encuentre el producto punto de PI y P y explique su
ficado.

. /
Problema 5.- Trabajo.- Consideremos una particula sobre la
cual obra una fuerza constante F que provoca un desplazamien-
to a lo largo de una linea recta en una direccicln determina—
da. En tal caso, definimos el trabaio hecho por la fuerza F
sobre la partícula como el producto de la magnitud de la ----
fuerza F por la distancia d que se mueve la partícula.

Si la fuerza no se aplica en la Misma direccie;n en que -
se mueve la partícula, el	 trabaio realizado se define como el
Productn de la comPonente de la fuerza F en la direnchlin ael
movimiento por la distancia d que se mueve el cuerpo a lo ---
largo de esa linP,R.	 Podemos expresar Ato como

= F •

donde W representa dicho trabajo.

El trabajo, tal como lo hemos definido, resulta ser un -
concepto muy	 en la Física. Ejemplo
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realibado al mover un objeto del punto (1,2,3) al punto (a',G,
11), donde las distancias se miden en metros.

Problema 6.- Encuentre el cuarto v¿rtice oe un tetraedro re-
gular que tiene tres de sus v4rtices en los puntos e (4,0,0,
6(-4,0,0), n(0,4 5,0).

Problema 7.- Muestre que las dia gonales de un rombo son per-
pendiculares

Problema S.- Un hombre desea recortar una tabla triangular -
Para que se acomode en una esquina, tal como se muestra en la
fi gura. Determine los itn gulos de las esquinas y las lon g itu-
des de las aristas en la cara exterior de la tabla.

1.4 VECTORES: Definicignyejemplos.

Podríamos tratar de dar al gunas definiciones ae vector,
por ejemplo : en el plano (R z), desde el punto de vista fí—
sico, lo tenemos que considerar como un obleto que tiene rffi=kg-

nitud y aireccl jn 1 desde el punto de vista geom4rico un ---
vector en R es el conjunto de todos los s egmentos de recta -
equivalentes a un se gmento de recta dado. 	 Dos segmentos dei
recta diri g idos son equivalentes si tienen la misma magnitud
v direccic.

La definici gn al gebraica seria que un vector en el plano
XV es un par ordenado de nilmeros reales ka,b).
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tor. Esta áltima definicicfn, que es la que manejaremos, la -
podemos generalizar al espacio de n dimensiones de la 5:1.

guiente manera :

1
.	 Definicion 1.4.1.- Un vector V, de n componentes rea---

les.,	 es un arreglo ordenado ce n njimeros reales- Llamaremos.
K al conjunto de todos los vectores de n componentes reales-

Ejemplos 1

Cuando n=2 : (1,2), (6,100130), (Sb,4), etc.

Cuando n=3	 •(1/272/4475, (W,E,0),etc.

Cuando n=4 :	 (6,j77	 6), etc.

Notacicírn.- Acostumbraremos denotar a los vectores con 
letras mayjsculas y a sus componentes con minifsculas.

Ejemplo:	 ,an) ;

5efinicicín 1.4.2.- Sean A y E) dos vectores de n compo--
nen es reales tales que A=(a„ax.,...,aa), B=Uae,bt„..,bn.), -
entonces A=B si y solo si a,=1),,, axsbI,..., a4=b..

. Observacign.- A pesar de que ya hemos dado la defini---
cign de vector que consideramos conveniente para los propj--
sitos de esta secci¿n, es necesario remarcar •que hay muchas -
maneras de abordar este concepto,	 •

Se habla de vectores coordenados, vectores geomi 	 s.tricO,-
etc.,» pero sin embargo eístos no son me/E que ejemplos de la --
amplísima gama de situaciones en las que la idea abstracta di=1

vector se puede utilizar. Con jsto lo que queremos dar a en-
tender es que hay una generalizacigrn que vj mucho meís alij de
todo lo que se ha manejado hasta ahora y que esperamos acla—
rar al momento de estudiar el tema de Espacios Vectoriales- -
Veremos que el hacer ¿stc., nos proveeral de herramientas Lita--
les, pues cualquier proposicin que sea v‘lida para espacios
vectoriales lo seri en particular para E(4.

¡
�� 5 � - n P E R A (� I O N E S	 E N T R E	 � T � R � � 	 :
Propiedades y eienPlos-

DEFTNICInN 1.5.1.- Sean V, W1 H4 tales que

Definimos la suma de dos vectores., denotada V + W, 	 como ei --
vector de componentes (v, + wi,v& + 	 + wn), eísto es

V + W =	 + w„v.,

•

El hecho de que los arreglos sean ordenados permite com-
parar dos vectores A y 13, siendo iguales si y sgio si tienen
1-as mismas componentes en el mismo orden, esto es :

•
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simplemente e l projucto Por un esra � ar, óennta �o *k � , co�o el
vector

donde A e Fr1 =

Ejemplos :
Sean V =	 W = (5,47-1). Calcule z
V + W = (3 + 5,6 4- 5/77-2-1) = (8,6 4- 1/7-3).
5 V = (5 x 3,5 x 6,5 x	 = (15,3ü,-10)
3 W = (3 x 5,3 x if:7„3	 x (-1)) = (15,3 /77-3).

5 V + 3 W = 3r:j,30 + 3 /17-13).

Observarie.4-1.- V-W = 	 + (-W)	 = V +	 -1) W.

Propiedades de la suma de vectores.-

Sean V, W y Z6 R ft ,	 a e R

V + W es
.

otro vector en H 1:cerradura)

V + W = W	 (rnnmutatividad).

Z)	 (V + w) +	 + Z)	 (asociatividad).

= V, donde A	 =	 (0,0,...,0)	 (elemento neutro).

5)	 V + (-V) = 8, donde	 -V = (-1)V	 (inverso aditivo).

Propiedades de la multiplicaci jn por un escalar.

1)	 Av es un vector en R 71. (cerradura), y si 1 = 1 entonces
1 . V = V.

r |	 v(( � V} � ( v� �\ ) V	 (pseudo-asociatividad)

A(V + W ) = 1V +	 (distributividad).
/ /

Nota.- Como se vera algunos capitulo .= adelante, e sta --
serie de prop iedades clasifican a un conjunto romo algo
especial llamado Espacio Vectorial.

Demostrar en base a las propiedades de los rimeros rea -
les las propiedades de suma de dos vectores y multiplacaci
de un escalar por un vector es bastante sencillo utilizando -
la dPfiniricfn. Pero,

1.- 11.Zuc-i
/
 efecto produce el mulltipllcar un vector	 R.1

por un escalar e)," siendo :
o

a) A
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vectores de dos y tres componentes '{

Veamos	 segdn- la definacidfn	 tenemos que
=	 A ;‘,' ,	 A V	 31 ,	 e k„	 Kr" .

Para a) y ID),	 si	 O entonces 'IV	 serl un vector con
magnitud igual a	 veces le magnitud de V. con su misma di—
rdccijin y sentido.	 Para c),	 a provoca cambio de sentido,-
altera la magnitud	 (igual que en a)	 y O))	 y conserva la di---
reccijrd grj(fIcamente, en R2-1

En 2, tamhitn por la definici¿n 	 tenemos
y, W	 I* 9" entonces

V + W = vf +	 + L+1

qUe

Y esto no es otra cosa mas que la conocid?sima Ley del
Paralelogramo.

) E c
EXACTk

Y kAiURALES
SARER OE PAlS HUOI,

RARA MI GRANDEZA

Producto interior, punto o escalar de vectores.

DefiniciOlin 1.5.2.- Sean V7 W1 P"'" , defanimos ei produc--
interior, punto o escalar de V por W, denotado V w,

� , W -	 v¡ w/ + y� wz_ + .. � + y^w*"

Ejemplos en R3 .1

c.;	 41 .•1	 =	 -
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2) Z = (-1/2,3,4), M =	 Entonces
Z . M = (-1/2) x k- 41) +	 x. 6	 + 4	 O)	 b2,.

Observaciones:
- Pi proguctn inte rior	 ilo es posible entre vectnres de
i gual ndmern de componentes-
- El producto interior de dos vectores • es un numero real
calar).

Propiedades:
Sean V , W , 7 ,1 RYL , 'AéR, entonces

= We V (conmutatividad).

V°(W + 3 ) = V e N + V-2 (distributividad)

(AV) . W =

Si V � � en �onces V°V � � "

5) Si	 / O entonces v sli 0. 0,
V2), C) '• 5	 \./ V	 (	 Vz  .	 (	 - 

Estas propiedades son bastante faciles de demostrar
ftiante la definicic(n.

me-

•
'Antes de continuar debemos advertir que la detliniciSn de

producto escalar que se acaba de dar nos seri de bastante --
utilidad pues, como veremos parg inas mds adelante, construire-
mns a partir de c.1, 1 toda una geometria para lnw, vectores.

Pasaremos entonces a estudiar otros conceptos r e laciona-
dos con los vectores.

1.6.-NORMA O 1 0N6ITUD DE UN VECTOR.
Definicirfn y propiedades- 	 SoluCitirn de problemas aplica--

dos.

En el caso de R. *" el encontrar la norma o long itun de un
vector (a,b) es equivalente a encontrar la longitud de la hi-
Potenusa del tri4rri guin rectinguin cuyos cat e tns	 d,t,r--
minados por los ndmeros a y	 Problema que se resuelve me---
diante una sencilla aplicaciA rn del Teorema	 Pitziporas.

Por ejemplo, si queremos calcular la longitud del vector
(3,2) 2
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ejemplo, si desic4rasos calcular ia longitud del vector
C2,3,4), tenemos greficamentel

Esto lo podemos separar en dos trid.ngulos rect'ngulos en
1<"'y trabajarlos de manera andloga al caso anterior, con lo
que obtenemos:

•

3

c = 121+	 = inTt
1/410~^•nn•

9-  

d = norma = iLS + ?Y +

Val-74-32
Esta idea nos permite generalizar el concepto de norma •

de la siguiente manera:

DefiniciOfn 1.6.1. Sea V E kr—Definimos la norma o magni-
tud de V, denotada 11 V 11, como:
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vectoc dado posee	 jr,a magnitud menor que L significa que
alguna manera necesitamos alargarlo,: si por el contrario, po-
see una magnitud mayor que L tendremos que acortarlo; si se -
quiere que sean de santt,, mpue-Im. Uepetemos invertir aj ---

sentido original	 (k<0). En todos los casos el proolema se --
resuelve multiplicando el vector original por alguna constan-
te k. Necesitamos, pues, encontrar el valor de esta constan-
te,

Sabemos que se debe satisfacer que el vector k-‘,' sea tal
que 1: kV	 =

Pero por la propiedad 3 de la norma tenemos que

;	 ;	 :1 V I!	 V HK1

Ejemplos:
1,- Dado el vector V = 	 lcu‘.1 senil el vector de --
longitud 1/2 que est‘ en la misma direccidn y. sentido de V?
Solucijn.- Necesitamos determinar el valor de k.

• -•

k = L/:: V	 = (1/2)/g7=	 /2 j7477,

Por ln tanto,

kV	 1/2 r57 (5, -1, (4, )
=	 (5/2 /74:7 -1/2 vcr(7, 2/ J7177,, 1/ 1P79.7

o
Comprobacion:

kV 1; = 1-25/(4x46) + 1//,4x4E) = lAf,/4x4E)	 4/4x46)

	

1777, =	 1/2.
.

	

2.- Dado el vector V = 	 (2,8,-3 ),2cual es el vector de ion-
gitud 1 que se encuentra en la misma direcciAn de V pero sen-
tido opuesto?
Solucijrn

1k! = 1/::	 1/j4 4. 64 +	 = 1/ 1-757, entonces,

k = - 1477

kV = - 1/177	 = ( 52//77,-/v177,3/7777).
.	 /

Comprobacion:

kV	 = 74/77 + 64/77 + 9/-2 	 = 1.

Observaciones
A aquellos vectores VÉ Enque satisfacen que 	 norma

se les conoce como vectores unitarios.
El proceso de encontrar un vector unitg.rin
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En este momento ya tenemos armas suficientes para resol-
al gunos de los problemas planteados en la introducciol.).

Problema I.- araficamente interpretamos este pro:Difama --
como sigue

Si V denota al vector
oesplazami.ento, tcug'nto
vale ;1 V 11 ? ,	 --
decir, 2CUE.fritO mide el
vector V ?).

a) Situando los lados del cuarto como vectores en un cierto
sistema, tenemos:

De donde resulta que todos son v ector es e n R3f.1215mponentes
de (10,0,1J), (0,12,D), ( 1.),0,1 41), respectivamente.,

Si 1/2 = (10,U,0J, Va= (0.12,Cii, v3 = (0,U,14), entonces --
• V = V,	 Vt +. V3 = C10,12,14).

__De. donde;
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se tiene que esta distancia recorrida en el desplazamiento
puede ser mayor, pero no menor.
cl Con este sistema de coordenadas seleccionado:, el vector v
y= :10,12,14).

Problema 2.- Una vieii!in geome‘trica de este proolema es -
la siguiente:	 ti

L"=7 datos son:

= velocidad de vuelo m2fxima, entonces i Vil

Vx = velocidad del viento, entonces II VII: = 40.

Como la fuerza del viento afecta tanto a la velocidad del ---
avijn como a la direccidn que sigue el mismo durante el vla--
je, podemos trasladar el vector Va.. al\extremo de Ve y definir
V = V, + V�cpmo el vec*or "veloci �ÍaÓ real" y �� la úirecci /n -
real del avict:n. Con esto, las preguntas' Son : II VII = ? y -

=,

Obteniendo las componentes en X e Y para 'v, y yx, , tenemos
que :

1/2 = (-1:VIIIsen 30 grados,l1V/Ilcips 30 grados)

� |-500 x 0.5,500 x � "8� (� )

V,= (-250,433.0127)

Por otro lado :

VI= (0,-IIV 1:› = (0,-40).

Entonces

= (-250 + 0,4:33.0127 - 40)

=
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De a qui/. que :

De donde la velocidad con res pecto a Ti erra es nc

465.78856 km-/h.

b) Lomo er

De donde Ft

arc tan Yy/x), entonces

arc tan(393.012) = -57.539 grados.
.-250

32.46 grados

Por lo tanto, la direccihIn del viaje	 la /Jerra es dle
32.46 grados.

r) Grellfiramente se tiene glq:

La ve locidad con respecto a tierra en el vicie de ida es
de 1500/3 = 500 km/h„ de manera que si Vi = velocidad con --
respecto a tierra, entonces	 1/4 ;1 = 500.

Pidemst‘ s, :1 V2,11 .= 40, con	 'Va = velocidad del viento.

En el viaje de regreso suponemos que la velocidad del	 --
viento permanece constante (40 Km/h.), pero ahora exis..t.: 	 --
un nuevo vector velocidad con respecto a tierra kj, que tendr
sentido opuesto al antericr, es decir:
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V/= (:: v, Ilben Ju° ,--;i Vtiluos Ju°) = (-.J50R43J.u12.7).

Por otro lado, Vz= (0,-40).

Asi,	 = (250,393.0127) y	 V 1: =

Con esto, el tiempo para el viaje de regreso es be -	 --
500/465.78056 = 1.073 horas.

Problema 3.- Movimiento de Proyectiles-- En la gra/faca se
muestran la posicidn id, la velocidad 	 y la aceleracijn A de
la parti.cula en el tiempo t, así: como sus respectivos vecto—
res componentes.

Y

Estos tres vectores se interrelacionan y pueden expre—
sarse en funcion de sus componentes, al igual que en los pro-
�� lemas anteriores.	 Asy,	 R � (x,y>, V � (yx,v� ) ,
A = (ax., Ey )

Ya qye las ecuaciones del movimiento son � = Vw + a t ,.con Vo= velocidad inicial, podemos exPresarlas en terminos de
vectores como

= (vx,.)/9) =	 VXn 	 axt,vgy	 ayt)

= (	 5,,se	 (art, Es t. )

= Cyre , )/9.,	 + (ax, as) t

=	 +	 A t.

Con esto observamos que la velocidad Y en el tiempo t es
la suma de la velocidad inicial Vo que termdr[a la particula -
(si no hubiera aceleracijn) mits el cambio vectorial de la ve-
locidad, At, adquirido durante el	 tiempo t bajo la acelera--
cil-fn constante P.

Algo anaiogo sucede con el vector Pos1cio
/

En lo concerniente a movimiento se proyectiles, ii(te es
de aceleracidk constante g dirigida hacia abajo, es decir, --
sus. componentes son ai.,= 0, a9= -g. Si seleccloramo. como ---
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y a. = O. La velocidad inicial en t =	 que es cuando el
proyectil comienza a desplazarse) es ).io y forma un ef.ngulc 90
con e l sentido positivo del a je de las	 A=1, lat e componen-
tes -/. 0 e yo de Vo son:

Vo 1 C:os tta ,	 Vya 	1	 Ve	 ; 'cien H..,

Ahora bien, como a z. = 0, entonces Vx conserve. su valor --
inicial durante todo el movimiento, es decir,

V2L = 't9'2:0 4' ), 7°= ;	 v. ; 1 cos etc

Ademas, como
V9 = V%	 myt = :1

v90 -	 VollSen Hc., entonces --
So - gt.

o,

Por otro lado, la posici
/
n de -la part!cula en cualquier

momento t con	 El",..= o y	 =	 COS go es:

x � (|| Y " /iCcs 8�� , v = (|| Y � /|Sen �� t - 1/2 g ���?

Con elsto, la trayectoria se guida por el proyectil el
dispararse es parebcflica.

Lo visualizaremos geomjtricamente en
Y

En el mOvimiento de un proyectil, su des p lazamiento a --
partir del origen en un tiempo cualquiera t puede considerar-
se como la suma de dos vectores ; Vop t	 en la direccioin y --
sentido de Vop , Y 1/2 gt, dirigido hacia. &majo.

Con respecto al p roblema tenemos lo si guiente 1

g = 9.81 m/seg,
Voll = 1150110 km/h.

= 416.66667-
m/seg.

y = -160011 m.
=

la siguiente formal
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_
,,,,1	 chiculo del trabajo requiere conocimientos de integracidf,
pues se reduce a una integral definida- conceptos propios de
rliculo.

1.7 D T STANCI A	 ENTRE	 VECTOR' P S.
Def iri ci jn, propiedades y ejemplos.

t

7..
Esta definicion, para el 	 caso particular de vectores en_

K,	 coincide con la visiont geom tetrice que se tiene del prnble-
ma de l cá l culo de la distancia entre dos pun tos del plano.

Supongamos que queremos calcular la distancia existente
entr e los vectores V = (3,1) y W =	 (4,5). En base a la defi-
nicitin tenemos que:

(jCv?-4 . ( 1-5) 1. = tr7S.7

En general tenemos:

De finicicfn 1.7.1 .- Sean V,14 E	 Rn	definimos la distancia de
V a W COMO::

d(V,W = Mit - W11.(.

La d wo tencia satisface las siguientes propiedades:

Sean V, W,Z, E Rn ,
_.,- . 1) 	 d(V,W) > fi .

Si d(Y,W) = a entonces. V = W.
d(V,W) = d(W,V).

,-4)	 d(V,W) -Q.' , d(V,Z) + d(Z,W).	 (Desigualdad del tri4frigulo pa-
ra la distancia),

Estas propiedades se demuestran en base a la definici/n
en forma ang loga a como se hace con la norma.

Ejemplo:
Problema 6.- Un tetraedro re gular con tres de sus ve/

tices en
los puntos A.(4,0,D), B(-1-,0,0) 	 Y C(0,4f70) tiene el cuarto -i	 .
vertIce desconocido. Llamemos P(x,y,z) a este v 1

ertice. Te—
nemos que:

d(A,P) o 1/74-xi t + vil. + .,..X

d(EI,P) o i(-4-x) l + y a + ...

Ahora bien, como es un tetraedro regular se tiene que --
d(A,P) = d(13,F).	 E sto e=.,
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16 -	 J	 = 16	 , ce donde -16x =	 y por
lo tanto x = O.

Por otro lado, d(A,P) =

2.
(71-yit	 za.

16 - Sx =	 -	 (7-y. Pero como	 O,	 = 8/ d77

Si calculamos cUA,B) = 8.

ademas d(A,B) = d(A,P) con

tonces d(A,F) '	 2-	 /77)	 .-=

de z llegamos a que:
Despejando el valor -

z =±	 176/5.  

Por la tanto, el vertice buscado esta

to,8/777, 11577777) o en (11.8/1/757 -117777).
Graficamente

1.8	 ANGULO ENTRE DOS VECTOR
Vectores PerPndiculares, DefiniciA del erlguio
vectores. Proyecciones. Ejemplos.

ES
entre dos -

Aprovechando lo visto expondremos ahora la nociain de ---
proyeccidin para despuefs, en bese a er=to, dar una efinisicfn -
para el caso general de lo que es el inqulo entre do-7:- VP,ctO--

r'F-'s. V como determinar su valor.

Sitenemos cios vectores V,W la proyeccidfn del vector V -
sobre el vector W sera( un nuevo vector colocarlo sobre le rec-
ta determinada por W y obtenido al trazar la perpendicular --
desde el extremo de V a esta recta.

-El PaWejscrilAIE.,	 rrn‘...J.crinin	 un vc,r1-.nr
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es muy importante.

Si resultara que los vectores son pe r pendiculares enton-
ces la p ro y eLdiclih de V sobre W no es un vector:

V

1/4

En todo caso, la proyeccid /n corresponde solamente a un
punto, con lo que podemos decir que dicha proyeccioln como ---
vector es nula,

La definicion de distancia entre cos vectores que se dic5
en la seccic-n anterior nos proporciona una forma de definir -
la per pendicularidad entre dos . vectores. 2Por quer

., Geometricamente ( facil de imaginar en 1-(. ), dos vecto--
'...±es son perPendiculares si y solo si d(V,10 =

-Desarrollando:

d(V,W) =	 WiI ; d(V,--W) =	 -(-W)	 = ;J'y'	 WII,

M'Y -14 II	 =	 11‘,/	 W;1.

Por un lado:

/ � V - W � |
� � 	 (V	 -	 W)^(V -	 W) � V,V -	 2V~W +	 � °W ,

Por otro:

1;V	 (..V	 (4,1).(V	 W) = V 0 V	 21..11W

- 2V'w	 = 5.1 #14 = v # V	 2 v*w	 wow.
= o	 entonces	 :::- o



V -P

- 22	 -

En el otro sentido hay que demostrar
tonces d(V,W) = d(V,-W)„

Como d(V,W) =	 -	 entonces
:IV -1,1117-=

=

=

d(V,-W) =	 + W11 ,	 entonces
;IV + Wil =	 (V +	 + W)

=	 VeV +	 + WoW
= V,"-}	 + WeW.

De aqui que	 11V - W;i2" =	 + W;( 11v por lo tanto ----
v _ kin =	 +	 Wil, o see d(V,W) = 	 d(V,-W).

Observar:1/in,- Podemos aprovechar el desarrollo anterior
para enunciar el concepto de perpendicularidad como sigue:

Definicif-f	 -En 1.8.1,-	 Sean V,W,R11'.	 Decimos que V y W son per-
pendiculares si	 y sólo si Volki =

Observaciones:
c Fijemonos que la demostracion que se acaba de hacer 2s la -
11?qrdme2 del tipo dr-Jiu-Fi y solo	 Sin que se presenta, Este --
conectivo lAirlD se interpreta como una doble implicacio? 	 -
significa que las proposiciones que eetar uniendo son
lentes. Para demostrarse debe de verse tanto que p==pq como
qye q ���p, dor�e P y q son ProPosiciones arbitrar � as" En el
caso que nos ocupa:	 p: d(V,1-5) =	 _(	 o lo que es lo ---
mismo, V y W son perpendiculares) y q: V W = O.

- Notemos ader4s que si dos vectores son perpendiculares tem-
biefn lo son cualquier pareja de mdltiplos de ellos, lo cual	 -
es frafr.iI de demostrar. Hay que verificar entonces que si V y
W son perpendiculares entres 	 entonces<AV Yr» 17:7-„mbi4 lo -
son, con ot, AER:	 en otras palabras,	 que	 (6(V),451) = O.

Por hipAesie	 VvW = 9,	 y como	 (ehtV),(A10 =c‹('Ve›Wl)
= fx(Xl1V W) = O,

Por lo tanto °KV y ›M son perpendiculares,

Retomando lo comentado pa(ginas atralls,	 al buscar la pro--
yeccicrn de Y sobre W, lo que buscamos es. un vector P que se--
tisfa�� qye Y - P sea perPendicular a W � tal que se pueda -'
exPresar com,� P � c �� , Para alg' �n c �� R.	 Obviamente aqu � �a --
consideramos que entre V y W existe un atkquio distinto de --
97 2.

La representacion geomet-ica en 	 seriYa:
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� ^ � - cW^W = 0, v asi se deberá ten � r que:

1 W ;L't

Esta constante	 determdna =n tarqo de Piligulo q ue re.dste
entre V y W -y recibe ed nombre. de "componente Ce ,j a lo largo
de W–.

Observeci¿nr- Se ha afirmado que c determina el tipo de
angula que existin entre V y W. En Pfecta, si Jste fure ra aqu-.do, la. a-Cree:clon del	 pruvebelen coincide con Ie. direc-.
clon de W. Esta, claro, si	 la constante de Pro yecolon es PC-iti

Si el arngula fuera ontusa, la oil-eco:u:1i ce W y PI vector
proyeccidn son centrarlas, agu � la constante ce proyecc2in --
debe ser negativa. (Ahora bien, el signo de o depende Pxolu--
zavamento de V a W, dado que el cli,tflom£FladL es siempre positi -
vo. Entonces, a fin de cuentas gulen nos cetermlna el tipo -
de engulo es Vil».

c = '1°W /14 0 W = 38/116.
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Con e=to concluimos la siguiente:

Definición	 1.8.8.- Sean V,Welo, v'W 	 Definimos el anguio
e entre V y W al	 ri llimero tal que

Cos	 =	 / MV1:

Observaciones:
entonces O 4 g.(	 /2 r
entonces Ti/2<61 : "/".
entonces (9. = / 2 „

Existe otra manera de definir el p roducto punto:

iDefinicion	 1.8.4.- Si V,WeR s" ,	 y & es el	 af-fgulo romprendioo
entre ellos, definimos el producto escalar o punto como:

=	 HVi;	 ::1411 Cos
- Otra forma de cal cular la constante c (valor de la compo---
nente de y a lo largo de W) es en base al	 aíngulo:

c = I;V:; Cos e/ ;!WI:.

Si resumimos las principales ex presiones algebraicas
enidas hasta el momento tenemos:

Norma de un v ector VE	 1:V:: = (777"

Distancia entre V, WERn- 	c()1,W) = 11V-W1:.

Perpendicularidad entre )1,	 WER It :VyWson perpendicu--
lares si y solo s i )1 4-W =

Angulo formado porVyN:	 Cose= V o W/11)11; 11W1i.

e) Proyecci/n de V sobre W:

cW = NV o W)/1;WI: 27, W.

Observamos gue en todas e llas el producto punto jue qa un
papel de gran im portancia. He ahí una justificeri gn al hecho
de que se haya definido un producto de v ectores de tal forma.

Pa saremos ahora a resolver los dlti.mos
teados en la introducciA.

problemas plan--

Problema 7.- Este problema pide que se muestre que las °lago-
hales de un rombo son perpendiculares.

Sean dos vectores e y B tales que PI = (a,O)P =	 y ademaís que tienen I R misma magnitud. Es. decir
1:14H = :1 B 1;.	 Con eilsto:

x s -ir-777z = \La r	" 	 -	 = Si	 = b entonces --

Si V' W > O
Si Vo < O
Si V. W = O
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/	 .,
Si llamamos , a el anguio entre CM y CSI	 B„
Cos e l = cA . cR / ;10A::	 1:c131: = 0.7155, entonces el hn--

gulo e l = 44.3 grados.

Si llamamos ex a el airigulo entre AC y AB,
Sos. ag. = AC*413/ 11 AS 11	 !: AB :; = 0.248, entonces el --

.(n .. 4 . 410 Ax, = P'. . (=, grados-

Si llamamos e3 a el afrigulo entre BC y AB,
Los es= BC • BA/ HBCd: 11BAli = 0.4992,	 entonces el af.gui-

lo es- 60 grados.

Cerraremos este capitulo con algunos:

RESULTADOS 	 13ENE .g.: ALES

En base a todo lo expuesto en el transcurso de este ca--
/pitulo, podemos hacer uso de este material y generalizar al--

gunos resultados a vectores cualesquiera. Veamos lo que se -
conoce como:

-TEOREMA DE PITAGORAS GENERALIZADO

Froposicarjn 1.9.1.- Si V, W 6- R71- y son perpendiculares, en--

tonces :IV + ti,M; 2' ,- : 1V1: 2- -• 	1:Wi;L.

Desarrollando:

in/ +	 Wil l- = (V + W) •	 (V +	 W)
= V •V + 2 V 1M/1 4. W‘M

	

= V•V + W o W	 .

t	 2,

	

. 	.	 ..
= liV;1	 Hl/N;

Por dltimo veamos un importante resultado conocido como:

DrPT GUA I DAD DF CAUCHY-SCHWARZ

Propo=lciStri 1.9.2.- Sean V,WER II", entonces

:V • W;	 x	 ,,,,,	 ii ,ii.

/
Si V = I o N =	 0, la afirmacion es cierta.

Supongamos V,W / 0.
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iIplicancio el Teorema de Pitigoras Generalizado con los
vectores V y V - P:

11VIlz o 11V -PHI' -4-	 l'E'12)

11P1,

t
liPli	 ,;,.:	 11V11.

Pero	 P o cW	 =	 (0.14 / 11W112') W.

Entonces, :1E:1 = 11 W.W/11W112)	 W :1	 =	 1V4W;711W11.

Con lo	 que	 1V•141/11W11 .‘ 11V11	 IVI,W1	 ..:: 	 i1V11	 11W1

Esto Mismo puede verse trabajando la deflnicio 	 Para el
producto punto de vectores en base al af-Igulo formado entre --
ellos:

VsW = 11V1:	 :1WI: Cns 4	 Cos	 ei-	 = V-W	 / 1:V11 11W11.

Pero	 -I sc.	 Cos	 8 k. I, entonces -1	 V•W/11V11 11W11

-	 11V11	 11W:1	 11V11	 11W11

	

.¿.:	 •

1V•WI	 1	 11V:1	 11Wil.

,
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CAPITULO .2

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

2.1 INTRODUCCION.

1
Al introducirnos a este capitulo, estamos penetrando a -

lo que será la parte medulas del curso : la resoluciriFi de ---
Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL). Desarrollaremos aqui
dos de los métodos más utilizados para ello : el llamado
todo de Eliminación de Gauss y el Método de Gauss-Jordan.

Estamos seguras de que el contenido de este capitulo a--
rtaera poderosamente la atencion del alumnado, puesto que ve-/ran un material que tiene aplicaciones muy variadas e intere-

santes, ya sea en el área de estudio especifico de sus carre-
ras, como en el resto de los cursos que llevan.

Ademsls, este material ya les es un tanto conocido, pues-
to que desde la secundaria se tiene contacto con los SEL,aun-
que de tamano pequeño, a lo más de tres ecuaciones con tres -
inccgnitas.

-Aparte de las aplicaciones, ya de por s2( interesantes, -
los conceptos y algoritmos que aquí' se trabajen serán de gran
utilidad posterior.

2.2 BREVE	 RESENA	 HISTORICA.

Hablar de la historia de los Sistemas de Ecuaciones Li-
neales significa hablar primero de lo que es una ecuación li-
neal.

El problema de resolver una de las más sencillas de las
ecuaciones lineales, la que tiene la forma ax = b, es algo --
que yaocupaba a los hombres antiguos. Los egipcios incluso
ya sabían resolverla, pues se les habla aparecido como resul-
tado de dificultades a la hora de realizar ciertas médicio---
nes.

La aparición de los SEL se debe mas que nada a la nece--
sidad de resolver ciertos problemas prácticos.

Francois Viete (1540-1603) y Rene Descartes (1596-1650)
fueron los que establecieron la notacionque actualmente se -
utiliza. Anteriormente todo se escribid en latín y no exis--.
tia una notacion que fuera practica.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) también plantee la
necesidad de resolver un SEL obtenido de sus estudios en Fi"—
sisa, aunquenunra llegcía solucionarlo.

Colin Mac Laurin (1698-1746) P. n un tratado de Algeb r a --
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santa 	 solucion habitual de las ecuaciones simultaneas por
eliminación sucesiva de ince:gnitas. En uno de sus capitules
presenta además otra solucion mediante lc que se conoce como
determinante, e incluso llega a mencionar la famosa regla a--
tribuida hoy a Gabriel Cramer.-

Gabriel Cramer (1704-1752) publice en 1750 la misma re—
gla que dos aflos antes habla aparecido en el tratado de Mac -
Laurin.	 Lo más probable es que esta regla sea conocida come
la Regla de Cramer debido a la superioridad de la notaciorn.

Posteriormente, Karl Friedrich Gauss (1777-1855) da' un
metodo para resolver el caso general del sistema Ax = b, co--
nocido con el nombre de Máttodo de Eliminacio'n de Gauss y cu--
yas ideas fundamentales se remontan a la 4oca de los babilo-
nios.

En la actualidad, el problema de resolver un SEL se ha -
visto reforzado con el empleo de la computadora y ha alcanza-
do grados de desarrollo que son en verdad asombrosos. Ha da-
do lugar a la aparición de ramas de las Matemáticas como son
el Análisis Numerico y la Programacion Lineal que en nuestros
las son de utilidad insospechada.

2.3 PROBLEMAS APLICADOS.

Problema 1.- Un modelo sobre flujo de tránsito.- Lo que ve-
remos a continuación es cómo un problema de flujo de tránsito
citadino puede modelarse mediante un SEL.

En el diagrama siguiente se muestra una seccion de la --
ciudad de Hermosillo, Sonora.

Las flechas nos indican el sentido en el que viajan los
vehicu3os y los numeras que aparecen representan la cantidad
de vehaculcs ue entran y olha RA1C,In	 --- u-
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Esta medición se hizo colocando contadores en cada una -
de las intersecciones en una de las hora "pico" del tráfico -
citadino (de 8:00 a 9:00 a.m.). Se han designado mediante --
letras mayúsculas las intersecciones de las calles y mediante
variables con subíndice el flujo de tráfico entre intersec---
ojones adyacentes.

La calle que vá de E a A estará en etapa de bacheo. Los
trabajos se realizarán a partir de las 8:00 a.m. Se requiere
por lo tanto que el tráfico sea mínimo, pero sin causar embo-
tellamientos en otras calles.

¡Que recomendación daría usted al Departamento de Trán-
sito, encargado de resolver este problema ?

Problema 2.- Teoría de Circuitos Eléctricos.- Un circuito -
eléctrico es una serie de dispositivos eléctricos conectados
entre si de tal manera que existe un flujo de corriente entre
ellos y se produce un efecto determinado.

Un circuito eléctrico consta de dos tipos de elementos :
activos y pasivos. Entre los elementos activos se tienen las
fuentes de voltaje o fuentes de corriente ; en-Ere los pasivos

r:.están las resistencias, transformadores, inductancias, capa--
citancias, etc.

Un circuito eléctrico puede dividirse en mallas o redes
para desglosar la información que pueda tenerse de él. Una -
malla o red es una interconexion de dispositivos eléctricos -
como transistores, baterías, resistencias, capacitores, etc.

En un circuito se tienen ciertos puntos en los cuales --
coinciden (o hay conexión entre) varios conductores. Este --
punto de unión recibe el nombre de nodo.

Debido a la naturaleza propia de los elementos que se --
cuentan entre los del tipo pasivo, resulta que los más senci-
llos son las resistencias.

Dentro de la teoría de circuitos eléctricos la hipótesis
fundamental de lineali-dad se conoce como la Ley de Ohm. Esta
ley establece que :

"La intensidad de corriente eléctrica es directamente --
proporcional al voltaje e inversamente proporcional a -
la resistencia".

Pero también se hace presente una propiedad de aditivi--
dad, ya que :

"Si la misma corriente pasa por una red con solamente --
- dos (o más) resistencias conectadas en serie, la caída de ---
voltaje a través de la red es la suma de las caídas indivi---
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Esto se conoce como la Segunda Ley de Kirchhoff.

Pero ademas se tiene la Primera Ley de Kirchhoff que di-
ce que

"La corriente que llega a cierto nodo en un circuito ---
eléctrico es igual a la corriente que sale de 41".

As!, la teoria de circuitos lineales ofrece un excelente
ejemplo de SEL utilizado en Ingeniería, como se ve a conti—
nuación:

Considere el siguiente circuito. Determine los valores
de la corriente en cada resistencia.

-t'
+.3_19

E	 4J1

v    '30v.

¿

és                

Problema 3.-, Modelos de Leontief (*).- Este es un modelé) --
usado frecuentemente en Economia y consiste en lo siguiente:

Supongamos que un sistema economico tiene n sectores ---
economicos. Cada sector tiene dos tipos de demanda : exter--
na, que viene de afuera del sistema, e interna, que es la he-
cha a un sector por otro sector del mismo sistema.

Tenemos ej para representar la demanda externa hecha al
i-ésimo sector y Esti para representar la demanda interna he-
cha al i-esimo sector por el j-ésimo sector. Márs precisamen-
te, acj representa el número de unidades del producto del --
i-ésimo sector necesario para producir una unidad del produc-
to del sector j. Sea xj, la produccign del sector i. Supon--
gamos que la producci6n de cada sector es igual a su demanda
(ésto es, no hay sobreproducción). La demanda total es igual
a la suma de las demandas externa e interna. Para calcular -
la demanda interna del sector i notemos que at:, x, es la -
demanda hecha al sector i por el sector 1; asi, la demanda --
interna total del sector i es

a ¿I X + ajw	 . + acn

(*) Llamado as f: debido al economista americano Wassily W.----
Leontief.	 •
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Llegamos así al siguiente sistema de ecuaciones obtenido
de igualar la demanda total con la producción de cada sector:

a,, x, + a /2_ xz +	 + a/n. xn + e, = x,
az, x, + az.z xz +	 + azn xn + en = x,z,

an, x, + ana X a_ +	 + a TIA X n + en = X yi, .

De donde

(1 -	 ) X, - e i a X a -	 ant xn = e,
x/	 + (1 - azz)x 2 -	 - az & xn = ea

a p„ x 1 - a na xa, - + (1 - a,„1, )x rt = en,

Este sistema de n ecuaciones con n inceznitas es muy
importante en el análisis econ¿mico. Ejemplo :

La economía de un cierto estado esta sostenida por tres
sectores económicos que dependenentre sí, pero que no depen-
den de sectores del resto del país.	 Estos sectores son : a--
gricultura, ganadería y pesca. En la siguiente tabla se --
Muestra la porción de cada producto consumido por cada uno de
los- sectores	 :

Producción
Agricultura	 Ganadería Pesca

Agricultura	 3/6	 4/7	 2/5
Consumo	 Ganadería	 2/6	 3/14	 1/5

Pesca	 1/6	 3/14	 2/5

Este arreglo podemos interpretarlo como sigue : la agri-
cultura consume 3/6 de su propia producción, la.ganaderia ---
consume 1/5 de la producción del sector de la pesca, etc.

Supongamos que los ingresos de cada sector economice es-
tan dados por 1 a , I a e 1 3 , respectivamente.

Bajo el supuesto de que el ingreso ocasionado por las --
ventas del producto es igual al gasto ocasionado por la pro--,
duccion, esto es la producción de cada sector es igual a su -
consumo (es decir, no hay sobreproducción), determine los in-
gresos de cada uno de los miembros del sistema económico.

.
Observación.- El tipo de modelo que se manejó es muy utili-
zado en Economía y recibe el nombre de Modelo Cerrado de In--
sumo Producto de Leontief.

Problema 4.-	 Ecuaciones Químicas.-	 Las reacciones cui/Micas
pueden expresarse mediante representaciones simbedicas llama-
das Ecuaciones Químicas, por su semejanza con las ecuacicnes

__maternal-tic:ir.	 La i sualdad cuimicA	 unp4	 = ,..nrc..cJirfr, A= 1m
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/
tar simbolicamente una reaccion/ química, debemos tomar en ---
cuenta que

En el primer miembro de la ecuación se tienen las fórmu—
las o símbolos de las sustancias que reaccionan.

En el segundo miembro se tienen los siMbolos o fórmulas
de las sustancias que se forman en la reacción.
iii) Se equilibra la ecuación con respecto a los átomos, és-

to es, que el ndmero de étomos que intervienen en el primer -
miembro aparezca en el segundo. A este proceso se le conoce
como Balanceo de Ecuaciones.

Ejemplo :
Balancee la ecuacion que representa a la reaccion quími-

ca : Hidróxido de Sodio con Acido Sulfúrico se transforma en
Sulfato de Sodio más Agua.

Na OH + H 	 --DI, Naz 5O9 + H2‘0

2.4 SISTEMA p DE ECUACIONES LINEA-
L E S .- Definicion, clasificación y ejemplos..

Histor
/
icamente, el Álgebra Lineal evoluciono

/
 a partir de

la idea de formular un método general para investigar la so-I
lución de SEL.

Las tecnicas que actualmente se manejan para resolver un
SEL son algo antiguas, sin embargo han resultado altamente --
provechosas a partir del adelanto de las computadoras elec---
tronicas, mismas que realizan un gran numero de operaciones -
con enorme rapidez.

Tanto la teoria de las matrices como la de los determi--
nantes dan un procedimiento para la solución de sistemas de -
ecuaciones lineales, aunque eisto se verg posteriormente.

A continuación daremos ciertos conocimientos básicos ne-
cesarios para poder tratar los métodos de solución de SEL.

Definicion 2.4.1.- Una ecuacion lineal de n incognitas
es una expresiÓn del tipo a, xt + a,. xx +...+ an xn =b , ---
donde x son las incógnitas, a¿ los coeficientes, i = 1, 2,--

n y b es el término constante. Salvo que se indique ---
otra cosa, entenderemos que trabajamos con ac , xc , b e R.

Encontrar valores x,,x2,..., x,. que satisfagan la igual-
dad pedida significa encontrar una solución de la ecuación,

Ya que tanto hemos hablado de la solucióri de SEL, debe--
mos definir formalmente lo que son los SEL. Para elle tene--
mos :
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ecuaciones lineales de la forma

+ a/2 xa+...+ ad, xn =	 b/
az, x # + a ta xz +...+ ap„, xn	 bz

am , x + amt x +...+ am, xa = bm ,

se dice que tenemos un sistema de m ecuaciones lineales con -
n incógnitas.	 Cada aci , i = 1, 2, 	  m,	 j = 1,	 n	 -
recibe el nombre de coeficiente, cada x #" es una incógnita y -
cada ti,: es llamado tdrmino independiente.

Observaciones :
-Remarcamos que estamos trabajando con acj , x‘ , bilé R.
-El doble subíndice de cada coeficiente es de bastante utili-
dad, porque el primero de ellos nos indica la ecuación a la -
cual pertenece la constante y el segundo de ellos indica la -

:incognita a la cual acompañan.
-Resolver un sistema de este tipo significa encontrar los ---
conjuntos de valores x l , xx,..., xn que satisfagan las m
ecuaciones. Usualmente se habla de cada uno de esos conjuntos
de valores simplemente como un vector solución..

Definicion 2.4.3.- Cuando cada b #: = O	 , i = 1,	 m
se dice que el sistema es HOMOGENEO. 	 Cuando m = n, el siste-
ma se llama CUADRADO.

Para la solución de un sistema de ecuaciones, se pueden
presentar dos posibilidades :

Que no exista solución, en cuyo caso se dice que el sis--
tema es incompatible o inconsistente.

Que exista solución ; se trata entonces de un sistema ---
consistente, pero aún aqui se abren otras dos poibilidades :
b') Que la solución sea única (sistema determinado)
b”) Que existan infinidad de soluciones (sistema indetermi-

nado).

Esta clasificación que hemos hecho de los SEL se justi--
ficard con la teoria que veremos mas adelante. Esto es, como
resultado de la teoria se concluirá que si acaso un SEL tiene
solUcidb, ésta o es única a son una infinidad. En los siste-
mas pequeños de 2 x 2 y de 3 x 3, estas posibilidades se pue-
den analizar geométricamente.

Por ejemplo, en sistemas de 2 x 2, la gráfica de cada --
una de las ecuaciones es una recta. La solución sera‘el con-
junto de puntos donde las rectas se corten. 	 El sistema in---
compatible quedará determinado por un par de líneas parale---
las ; el sistema• determinado por un par de rectas que se in--
tersecan y el sistema indeterminado por un par de rectas ----
coincidentes.

En el caso de los sistemas de 3 x 3, cada una de las e--
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un plano (éso cuando al menos uno de los coeficientes sea ---
distinto de cero ).

Los sistemas incompatibles de 3 x 3 quedarán graficados
como tres planos de los cuales al menos dos son paralelos.
Los determinados son tres planos que se cortan en un solo ---
punto y los indeterminados los podemos graficar de varias ma-
neras, dado que la interseccidn de los tres planos, aparte de
ser un punto (caso anterior), puede ser una recta o un plano.

Resumiremos todo esto en un cuadro singptico de la si—
guiente manera
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Sistema
Inconsistente

SEL
(2x2

Sistema
Indeterminado

Sistema
Consistente

Sistema
Determinado
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SEL
(3 X 3)

Sistemas Inconsistentes
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Sistemas Consistentes

Sistemas
Indetermi-
nados.  

Sistema
Determi-
nado.
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Y

Antes de adentrarnos en los metodos de,solucion de los -
SEL, y dado que ya conoc5mos la forma que estos tienen, vamos
a tratar de encontrar cuales de ellos nos representan los ---
problemas que se enunciaron en la sección anterior.

Problema 1.- En el problema de flujo de tráfico se tienen --
las siguientes caracteristicas
A, B, C, D, E, F designan las intersecciones de las calles.
x„ xa, x3, x.1, xs, xp, x.p. designan el flujo de transito en--
tre intersecciones adyacentes.

Como la Calle que esti, en reparación es la que vg de B a
A, el problema es encontrar entonces el valor mínimo de xy
que estará tambie'n sujeto a ciertas restricciones, dadas por
el mismo probleMa.

El argumento fundamental a utilizarse es que, como las -
palles son de un solo sentido, entonces el número de carros -
que llegue a una intersección debe ser igual al ndMero de ca-
rros que sale.

De acuerdo con esto
por ejemplo en A, entran xy + 200 vehículos y salen x, + 300,
de ahí' que

x, + 300 = xy + 200.
Entonces

x,	 - x4 = -100
y obtenemos una primera ecuacidn.

Analogamente, para cada una de las intersecciones
En B, xa + x6 = 50 + Xy, entonces xa - x4 + xs = 50.

En C, 150 + 200 = x3 + xs	 , entonces x	 = 350.

En D, 400 + xf = x/ + 450,	 entonces	 xl - x‘ = 50.

En E, x/ + 300 = xa + x7 ,	 entonces xa - x/ +	 = 300.

En F, x3 +	 = 350 + 100,	 entonces	 x3 + x7 = 450.

Resumiendo, el sistema por resolver es

x 1	 -X41	 = - 100'
xa	 - x4 + xs	 .	 50

x 3	 + X5	 = 350
x -X 	 .	 50,

x 2	 - x/ + x7 = 300.
x3	 + x	 = 450./

Se trata de un sistema de 6 ecuaciones con 7 incógnitas
cuya resolución, tal como se planteará más adelante, resulta-
ra'bastante ilustrativa e interesante.
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Problema 3.- En el Modelo de Leontief se han designado como
id , Ix e 13 los ingresos de la agricultura, ganadería y pes--.	 /
ca, respectivamente. Se supone tambien que Ingreso por Ven-
ta= = Gasto por consumo. Entonces

=	 Ti + 4/7

fl = 2/6	 II -4- 3114	 £2
13 = 1/6	 I/ -i- 3/14	 la

4
lque en su forma hcmogena es

2/5 13
-

13

	

3/6	 I -	 4/7	 Iz - 2/5	 13	 =
Ti + 11/14 1	 - 1/5	 13	 =

1/6	 I/	 3/14 I	 -r 3/-5	 T	 =
-3

donde II,	 I	 son la= incogni as del sistema.,	 23

Dado que el numero de ecuaciones es igual al numero de
incógnitas, tenemos un sistema homog¿neo cuadrado.

Problema 4.-	 Este tipo de-problemas (balanceo de ecuaciones
quimicas) pueden modelarse de talforma que de la dnica ecua-
liSn-qui.mica a balancear se obtenga un SEL. Esto podemos ha-

cerlo de la siguiente forma	 como para ^que una acuacicfn
mica este balanceada es.necesario que el nifmerc:de átomos ---
(m211.-1:1=s) existentes en el- lado izquierdo de la ecuaci,�n
parezca también en el derecho,	 entonces a cada sustancia ---
(tanto a las que reaccionan como a las que se forman en la --
reacciA) le aSocíamos upa inceguita que nos represente dicha •
cantidad de cada una de ellas.	 Asl, podemos escribir

	

x/ NaOH + x.2 HSO9 --4>	 x3 Na2S09 + x4 Hx0
,	 e'4	 .

1	 -,>	 »	 1
Despues procedemos a separar (desglosar) la ecuacion

completa en ecuaciones para cada uno de los elementos que in-
tervienen en la reac,7i1,-n.; De aqu:f se obtiene un sistema d=
ecuaciones a resolver que es

Sodio (Na)	 x/ = 2x3 , entonces	 x,	 =0

Oxigeno (0)	 x,	 + 4)12 = 4x3 +	 , entonces

	

Y	 + 4312. -'3 -	 x,7/	 = 0.

Midrcfseno (H)	 - 2x	 = 2x4i. ,	 entonces	 x + 2x2

x = '3 , entonces- 2 Azufra (S)
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2.5 METODOS	 DE SOLUCION DE SEL:
Método de Gauss, Operaciones Elementales, Ejemplos.

En la actualidad existen varios métodos para la solución
numérica de SEL que todavía se siguen perfeccionando. Estos
métodos podemos separarlos en dos categorías : Métodos Exac-
tos y Métodos Iterativos. Los métodos exactos son aquéllos -
que dan una solución del problema usando un numero finito de
operaciones aritméticas elementales. Si tanto los datos como
las cálculos hechos son exactos, la soluci jn también es exac-
ta. En éste tipo de métodos el numero de opei. a •i o'n er dr., cál-
culo necesarias depende sedo del tipo de esquema utilizado y
dél tamaño del sistema asociado al problema dado.

El primer metodo de este tipo se basa en la idea de la -
eliminacien de incógnitas ; recibe el nombre de Método de E-
liminación de Gauss (*) y consiste en una serie de elimina-
ciones sucesivas por medio de las cuales el sistema original
se reduce a una forma lo suficientemente sencilla como para -
poder resolverse a simple vista. Actualmente existen muchos
esquemas para aplicación de este método ; entre ellos estin
los esquemas compactos que requieren un mínimo de notación.

Hay otros metodos, 'Como el del limite y el de inversión
de matrices, aunque para poder entenderlos es necesario pri--,
mero introducirnos en la teoria de matrices. Únicamente como
comentario mencionaremos que, por ejemplo el método del limi-
te considera una matriz dada como un conjunto de matrices en-
cajadas sucesivamente, iniciando con una matriz de orden uno.
Ciertas variaciones de este método se fundamentan en opera-
ciones con matrices.

Los métodos iterativos-proporcionan un medio para deter-
minar soluciones aproximadas de un SEL, y ademas, un limite -
para las aproximaciones sucesivas obtenidas mediante algún --
proceso.

En estos métodos son esenciales tanto la convergencia de
estas aproximaciones sucesivas como también la velocidad de -
convergencia. Es importante también una preparación prelimi-
nar del sistema para sustituir el sistema original por uno e-
quivalente que converja tan rápidamente como sea posible, por
lo que también son importantes los métodos de ac,,ieracidin.

Los métodos exactos se utilizan cuando el numero de -- 	 - -
ecuaciones no es muy grande (del orden de 40 o menos).

Los métodos iterativos son más apropiados cuando aparebe
un gran amero de ecuaciones simultáneas (100 o maís) las cua-
les a menudo poseen otras caracterasticas especiales.

(*) Llamado asa en honor al celebre matematico aleman Karlrtn,	 lowc‘
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/A continuacion describ;remos los metodos mas simples- --
pertenecientes a la categoria de metodoá exactos. Iniciaremos
con la siguiente definición

Definición 2.5.1.- Dados dos sistemas de ecuaciones li-
neales, eistos se dicen equivalentes si cualquier solución del
primer sistema es tambien solución del segundo, y, reciproca-
mente, cualquier solución del segundo sistema lo es tambiern -
del primero.

Por ejemplo, el sistema
Sx -3y

x +2y
es equivalente al sistema

7x +y
-3x -6y

-1
5

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

„1,
XL MIIER IX

RARA MI GRARDERA

En ambos casos la solución es el punto (1,2).

El cambio de orden con que se presentan las ecuaciones
en un sistema no influye en la determinación de las solucio-
nes en caso de-que existan. Asi, dos sistemas que difieren
apenas en cuanto al orden en que se disponen sus ecuaciones
Ion equivalentes. Existen dos formas particularmente dtiles
de transformar un SEL en un sistema equivalente: .

1.- Dos sistemas son equivalentes si uno de ellos difiere del
otro solamente en el heóho de que una ecuacidñ es un
tiplo escalar no nulo de una de las écuaciones del otro -
sistema, siendo identicas las ecuaciones restantes en los
dos sistemas. Ejemplo:

.3x - 4y = -6	 - 4y = -6
x + 2y = 8	 Y	 2x + ay = 24

son equivalentes.

9.- Dos SEL son equivalentes si uno difiere del otro solo por
el hecho de que una de las ecuaciones del primer sistema
se sustituye en el segundo sistema por la suma de esa e -/cuacion con otra ecuacion tambien perteneciente al primer
sistema, sientio todas las demás ecuaciones las mismas en
ambos sistemas. Ejemplo:

2x - 3y = -S	 es equivalente	 2x - 2y = - R

3x + y = 9	 al sistema	 Sx - 2y = 4

Usando repetidamente estos dos hechos podemos obtener
SEL mucho más srmples equivalentes a los sistemas considera--
dos originalmente ; ésto se verá en detalle mars adelante.
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METIDDO	 DE	 GAUSS.

Lo introduciremos mediante un ejemplo. Consideremos el
problema de calcular el valor de la corriente en cada resis-
tencia (es decir, i,, ix e i 3 ) en el circuito dado anterior-
mente .

Como ya lo hemos mencionado, esto se reduce a resolver
el sistema

	

- iz + i 3	= 0
61, + Si &	= 20

	

Siz + 4i3	 = 30
-6i,	 + 4i3	= 10

y llegar al final a encontrar dichos valores que satisfacen
todas las ecuaciones simultáneamente. Para esto utilizaremos
el Método de Reducción de Gauss (o de eliminación), cuyos ru-
dimentos se remontan a la Apoca de los babilonios. El método
consiste en eliminar una de las incógnitas, combinando las --
ecuaciones a través de operaciones de los dos tipos anterio--
res. De esto resulta un sistema más simple y equivalente al
original.

	

- la + i 3 	= 0
6i, + Si.	 = 20

	

Sil--+ 4i 3	=-30
-6i,	 + 4i 3	= 10.

Multiplicamos la segunda ecuación por (-1) y la sumamos a la
tercera :

	

+ 5_3	 = O

-6it + 5iz	 = 20
-6í,	 + 4i3 = 10

n 76j-1	 + 4i3	 = 10

	Multiplicamos la tercera ecuación	 por (-1) y la sumamos a la
cuarta :

i/ -	 + i 3 = 9
Si, + 5iz	 = 20

-Sir	 + 413 = 10

	

0	 = 0.

Multiplicamos por 5 la primera ecuación y la sumamos a la se-
gunda :

- la +	 = 0
llir	 + S13	 = 20
-Si,	 + 4i3 = 10

	

0	 = 0.



	

-	 46	 -

Multiplicamos por (-1) la tercera ecuación y la sumamos a la
segunda

	

1, -i	 + 13 =	 O

	

17i,	 + 13 = 10

	

-6i,	 + 413 = 10
O =	 0.

Finalmente, multiplicamos por (-4) la segunda ecuacion y la -
sumamos a la tercera

- •12_	 + i3	 =	 0

	

171,	 + i3	 .= 10

	

-74í,	 = -30
0	 = 0.

Despejando 1, de la tercera ecuacion obtenemos

= 30/74

Sustituyendo el valor de 1, en la segunda ecuacion y despe---
jando 13

i3 = 10 - 17i,

	

= 10 - 17	 30/74

	

i3 = 230/74	 -

Despejando i en la primera ecuacion y sustituyendo i, e i

iw =1 + i3 = 30274 + 230/74
= 260/74

De donde, la solucion es

= 30/74 amperios

= 260/74 amperios

13 = 230/74 amperios.

Observamos que dicha solucion es umica. Como a su vez -
podemos retornar al sistema original por operaciones combina-
das de los dos mismos tipos anteriores, se tiene que 30/74
260/74, 230/74 es una solucidñ para él.

Antes- de pasar a resolver otros problemas,introduciremos
una notación que haga más fácil escribir cada paso en nuestro
procedimiento. Si mentalmente se lleva un registro de la co-

	

locación de los signos	 (+), o	 (•) de las incógnitas y de los -

	

signos (=) de cada ecuacion, 	 un sistema de m-ecuaciones /i---
neales con n incógnitas se puede abreviar escribiendo única--
mente el arreglo rectangular de nilmeros
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a z,
	 b,

a 2,	 a a z • . - a ami	 b A

ami	 a „, a	 . . .	 b,

Este arreglo se conoce como la Matriz Aumentada del Sis-
tema. (El término matriz se emplea en Matema'ticas para deno-
tar un arreglo rectangular de números. Posteriormente se ---
abordará su estudio mas detalladamente).

En cuanto a la matriz

a,,	 a /2.	 • -	 any
az/	 a l a	 aa,

a., a	 a.,

es la Matriz de los Coeficientes del Sistema. (Obsérvese que
sus elementos componentes son exactamente ' lbs /coeficientes --
del sistema general de m ecuaciones con n incógnitas).

OPERACIONES ELEMENTALES.

Elmétodo básico para resolver un SEL consiste en reem-
plazar el sistema dado por un sistema nuevo que tenga el mis-
mo conjunto solución, pero que sea más facil de resolver.
Por lo- general,.este nuevo sistema.se obt*ene en una serie de
etapas, aplicando los siguientes tres tipos de operaciones --
elementales :

Intercambio de dos renglones R‘ y R , indicada por Re.j.
Multiplicación del i-dsimo renglón 	 j por un escalar no -
nulo k, indicada por kR¿

3.- Sustitucion de un renglón Ri por su suma con un multiplo
escalar de otro renglón Ri , indicada por kR£ + Rc .

Estas operaciones o transformaciones elementales corres-
ponden a las siguientes operaciones en el sistema asociado de
ecuaciones :

Cambio de orden en las ecuaciones i y j del sistema.
Multiplicacion de cada termino de la ecuación i por la --

misma'constante no nula.
3.- Sustitución de la i-dsima ecuación_ por su suma con un.	 émultiplo escalar de otra ecuación (la J-esima).

El proceso de efectuar estas operaciones elementales de
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cion por Renglones.

Como ya vimos, la aplicación de estas operaciones produ-
ce un nuevo SEL que es equivalente al sistema original, en el
sentido de que ambos sistemas tienen la(s) misma(s) solución-
(es).

A continuacion veremos ejemplos que ilustran la forma en
que se pueden emplear estas operaciones para resolver SEL.

Retomaremos el problema del circuito electrico. Ap/i---
cando ahora estos tres tipos de operaciones encontraremos la
solucicln del problema (trabajando simultáneamente el sistema
y la matriz asociada a ¿l).

- i	 + i3	 = 0
+ 5i	 = 20

512	 + 413	 = 20
-Si'	 + 413	 = 10

Multiplicamos por ( - 6) la primera
ecuación y la sumamos a la segun-
fda :

1	 -1	 1; '0 --
6	 5	 0 : 20
0	 5	 4 : 30
.-60	 4 : 10

+ Rz

—4
iz 4 13 = O	 1	 -1	 1 ;	 0

	

1112- 6i3 = 20	 p	 11 -6 :	 20

	

512+ 413 = 30	 0	 5	 4 :

	

4i3 = 10	 -6	 0	 4	 10

Multiplicamos por 6 la primera e-
cuacidn y la sumamos a la cuarta:,

i2 + i3= 0
1112 - Si 3 = 20

+ 413 = 20
+ 1013 r-• 10

Intercambiamos las ecuaciones se-
gunda y tercera

1 6R, +Ryc

C	LI1)	 111 -61 1 70
5	 4 : 30
-6 10 1 10

I	 R D-3

5./ - iz +	 3= 0	 —1	 -1	 1	 O

	

55_1_ + 4i3 = 20	 0	 5	 4	 30

	

111a, - 6i3 = 20	 0	 11 -6 :	 20
Si 2 + 10i3= 10	 0	 -6 10 1	 10

Multiplicamos por 1/5 la segunda
. ecuación	 J, 1/5 R4.,
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_-
i i - ia +	 i3 =	 O	 .L	 -1	 1

	

it + 4/5 i 3 =	 6	 0	 1 4/5 : 6
lila, -	 6	 5_ 3 = 20	 0	 11	 ,--, : 20
-6ia + 10	 i3 = 10	 0	 -6	 10 : 10

Multiplicamos ppr (-11) la se-
gunda ecuacion y la sumamos a
la tercera :

1 7 -	 lz + _L3=	 0
la + 4/5 i 3 =	 6

74/5 l 3 = - 46
- 6l a +	 10 13 = 10

-11 Rz + R3

	

-1	 1	 O
1	 4/5 .	 6
0 -74/5 :-46

10 : 10

Multiplicamos por 6 la segunda
ecuacion y la sumamos a la cuar- 	 6 Rz	 R4
ta :	 V

—i, .1..2. -1.- i3 =	 0	 1	 -1	 1 ;	 0--
i a + 4/' la =	 E	 0	 1	 . 4/ s. ;	 6

	-74/s 1 3 = - 46	 0	 -74/5 :-46

	

74/S i3 = 46	 0	 i	 74/5 1 46

Intercambiamos tercera y cuar-
ta ecuaciones :

R3,,

i, - la +	 i3 =	 O	 —1	 -1	 1	 0

	

la + 4/5 i3 =	 e	 0	 1	 4/5 :	 6

	

74/5 13 = 46	 0	 0	 74/S : 46

	

-74/5 i 3 = -46	 0	 0	 -74/5	 6

Sumamos tercera y cuarta ecua-
ciones :

i i - i .x. +	 13 =	 O	 I	 -1	 1_,	 :	 O

	

ix + 4/5 5. 3 =	 6	 0	 1	 4/5	 :	 6

	

74/5 1 3 =	 46	 0	 0	 74/5	 :46

	

O =	 O	 O	 O	 O	 :	 0

Multiplicamos por (5/74) la
cera ecuación :

ter- =/74 R3

•nn•..

-	 la	

13

	 O	 -1

	 o 
—1

lz	 E	 1 3 =	 6	 e
1 3 = 230/74	 G	 1
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Nos devolvemos a sustituir valores en las ecuaciones anterio-
res y, mediante despejes, concluimos que

it =	 30/74
iz = 260/74
i 3 = 230/74

Observaciones
En cada paso las operaciones se refieren al sistema de ----

ecuaciones equivalente obtenido en el paso inmediato ante----
rior.

Estas operaciones se realizan en secuencia y no simultanea-
mente.

Con la practica se puede realizar mas de una operacion en -
cada caso (sin olvidar la observaciA anterior).

Si puede obtenerse una matriz D mediante una secuencia de--
operaciones elementales efectuadas sobre los renglones de una
matriz A, se dice que A es equivalente por renglones a D.

/El proceso de encontrar el valor de una primer incognita
se llama CURSO HACIA ADELANTE y el proceso de. encontrar la
solucirlin completa se llama CURSO DE RPGRESO.

Dentro de todos los esquemas computacionales diferentes
correspondientes al Método de Gauss, éste corresponde al lla-
mado ESQUEMA DE DIVISION SIMPLE.

Ejemplo.- Vamos ahora a resolver el sistema obtenido de
el problema 1 de flujo de tralfico.

Y
Hablamos llegado al sistema

x	 - Xy	 = -100
X 2.	 - Xy + X5	 =	 SO -

x3	 + X5	 =	 350
x,	 -	 =	 .50

xx	 - x4	 + >17. =	 300
x3	 + >17 =	 450

Utilizando la notacioin matricial

O 0 -1 0 0 0:.-100
1 0 -1	 1 O 0; SO
O 1 0	 1 C I O: 250
O 0 1	 0 -1 O; 150
1 000 -1 1: 300
0 1 0 0 0 1: 450   

1 0 O -1 O O 0 :-100
1 O -1 1 O 0 ; SO
0 1 0 1 0 0 : 350

1 O O O O -1 O : 50
1 0 0 0 -1 1 1 200
O 1 0 O 0 1 ; 450

1
O
0
O
O
O      

t.._



- 51 -

-R2 + R5
1 0
0 1
O 0

0 -1	 0
0 -1	 1
1	 O	 1
0	 1	 0
0	 1	 -1
1	 O	 O

..•n•

	0 	 0:-100

	

0	 O:	 50

	

O	 O:	 350

	

-1	 O:	 150

	

-1	 1:	 250

	

O	 1:	 450

-R3 +R 4

1	 0
0	 1
O O
0 0
0 0
O 0

0	 -1
0	 -1
1	 O
0	 1
0	 1
O	 O

0
1
O
0

-1
-1

0
0
O

-1
-1
O

0:-100
O:	 50
01	 350
O:	 150
11	 250
11	 100

0 0
O 0
O 0

..1=1n11. ".•nn

1	 0	 0 - 1 	0 -(1 0:-100 1	 0 0 -1 O O O: -100
-R'41 + F '5 O 1 0 -1	 1 O O:	 50 -R 5 0 1	 0 -1	 1 0 O: 50

__b 001 O	 1 O 01	 250 001 01 O 0: 350
000 1	 0 -1 0:	 150 000 10 -1 0: 150
0 0 O 0 -1 O 1:	 100 Rs+R 4 000 01 0 -1: -100
000 0	 -1 0 1:	 100 000 00 O O:

I t	 1
Como el ultimo renglon esta formado por ceros, entonces

podemos eliminarlo. .

Este arreglo corresponde al sistema	 :
- xa	 = -100

X2	 - Xy+ X5	 =	 50

	

x 3 + xs	 = 350

	

xy	 - x&	 = 150

	

xs	 - x 7. = -100
Despejando en todas las ecuaciones obtenemos :

x, = xy - 100
X 2 = Xy - X5 + 50

x 3 =	 xs	 t 350
xy = x l + 150

	

x 5 = x 7 -	 100.

Sustituyendo xy y	 xs en las expresiones para x, , x.,2 y
x3 llegamos a :

	

x, = x‹, +	 SO

	

xx = X 4 -	 + 300
x3 = - x 7. + 450
xa = x6 + 150

	

x s = x -	 100.

Recordemos que el problema es minimizar xy

Como x & no puede ser negativo (x 4	0, pues las calles

	

son en sentido único),	 entonces xy	 150.

	

Por otro lado,	 si x4 = 150 entonces x‘. = 0, por lo que,
para evitar riesgos, debesg cerrarse la circulacin en la ca-
lle que va de D a E.
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De las ecuaciones para x4 , x3 y x5 tenemos
x2 = - x3 + 300
x3 = - x7_ + 450
xs = x7 - 100.

De aqui

con lo cual

x7	 300
Y <	 450n
—7Y Y	 100

100 4 x3 .4 300_

Por lo tanto
4 300 - x7 4 200

150 .1 450 - xy .4	 350
< x7. - 100	 200

esto es
4 xt 4 200

150 4	 x3 4	 350
<	 x

5 'N,
<	 200	 .

N 

/
Resumiendo, la solucion del problema es

x, = 50
4	 x2 .4	 200

150	 xj 4 350
x4 = 150

x5 4	 200
= 0

100\ <	 x<	 300	 .
Este metodo y algunas modificaciones a el que funcionan

en base a las operaciones elementales enunciadas anteriormen-
te se justifican por el siguiente teorema

Teorema 2.5.2.- Si un SEL se transforma en otro SEL a
traves de operaciones elementales, los sistemas son equiva—
lentes_

Demostracio/n.- Sea un sistema arbitrario de ecuaciones
lineales

a1, x, i- a, xl+.	 + a,,	 xn. = b•

'a, xt + 8‘2. x2+	 +	 x,, = bt

ají x 4- ya X a..	 . .	 apy X =

alni	 + ap.2 Xz+ .	 + a,flxfl =

en donde m	 1. El conjunto de valores
x/ = c,,	 X z = 02, ,	 .	 , xn = cn

es una soluci¿n del sistema sí y solo si s'dstituy=ndfl estos
valores en el sistema se obtienen m identidades. Debemos ---
mostrar que la existencia de esas m identidades nc se altera
por las tres operaciones elementales
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la existencia de las m identidades cuando sustituimos los va-
lores de xf , xa,	 , xh	en el SEL.,

La multiplicación de una ecuacion del SEL por un escalar
k no nulo no altera la existencia de las m identidades cuando
sustituimos xi , xp, ,	 , xr. en el SEL, pues

k(ac f c i + acl_cx+	 + ac„cm ) = kbt: , k	 O
si y solo si

acf c f +	 c2±	 + a¿non = b¿
Consideremos la i -dsima y la j-'sima ecuaciones del SEL,é

(i	 j). Sumemos k veces los términos de la j-esima ecuacion
a los términos correspondintes de la i-¿sima ecuación. El --
sistema resultante puede expresarse como

x f	+ a, 2 xa +	 + a,„ x& = né

x, + a L a x t+ 	 .+ Etc,. X h + k ( ad, x, +aj a	 +	 x,,) = bi+ kbj'

aj	 I + aj2 x + ... + ap. x = bj

am, x f + amax 2 +	 + amaxn =

	

é	 é
La i-esima ecuacion fue la urraca ecuacion modificada en

el nuevo sistema. Luego, sustituyendo los valores de x,,
.., xn en este nuevo sistema, tenemos que

	

ac,c,+ aca c 2 +...+ aca c h +	 cl+sacz+...+	 s„ cn)	 = b¿ + kbj
Y

k(aficf+ aj2 c2 +...+	 aih cfl ) = kbj'
si y solamente si

a¿ f c,+ ac2 c9,	 +...+	 acá.,	 =	 b i	y
aj C i + a j 2 e A + . + ai nt CIL 	 bj	 L.Q.Q.D.

El proceso de reducción de Gauss aplicado al sistema ge-
neral de m ecuaciones con n incógnitas se puede describir co-
mo sigue

Sea el sistema

a fi Xi	 x	 + ...	 + a,a. xa	 =	 fs

	

+ aa ax	 +	 + aaaxa, = fa	 (1)

xl + ama x, a + . . . +	 x n =

Suponemos au #.0. Dividimos los coeficientes de la pri-
mera ecuación por el coeficiente an , al que llamaremos el --
elemento principal (en el primer paso), y escribimos

= a J (j r 1)	 g,	 = f,	 .	 (2)
a ti	 a I/

Con esto, obtenemos la nueva ecuacion
xf + toft x l, +	 xm = g,	 (3)

Ahora, eliminamos la incógnita x i de todas las etuacio--
nes restantes del sistema (1), comenzando con la segunda, ---
restando de cada una de ellas el producto de la ecuacion (2,
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clones transformadas seran
a.221 X k	 - -

(4)
ama./ x +	 +	 xn

donde	
acj.s = a 1 -	 a	 bu'	 ( i ,	 2)	 (5)

=	 - a¿	 g,

Ahora dividimos los coeficientes de la primera de las --
ecuaciones transformadas por el elemento principal del segun-
do paso a2,2-, , que suponemos que es diferente de cero. Ob--
tenemos la ecuación	 x + 1/23 x3 +	 + bebtx, = g , donde

gQ = f
a 2d • t	 1.1

Eliminando las incógnitas xa de las ecuaciones (4), co—
menzando con la segunda, llegamos a las ecuaciones

a33.z x3 +	 + a3n.z	 = fa a.

d'ende
5,,13.2 x3	 +	 + aran,a X = fng•L

C j'a	 = a fp, - 3c.,	 baj (1 ,j > 3)

fc.a	 = f c.,	 - a c2.1 g	 .

Continuamos el proceso de esta forma.	 En el r-esimo pa-
so obtenemos las ecuaciones

+	 brn,	 xr.„, + . . +	 brft	 x,„ = gy-
a 	 r.#,.r r+	 xn. =	 .,- (6)

. + amn,r x n = f 711a Prn 4-1 7-	 x /1-1
donde

bg • 	(j 3 r+1) ,	 = 	
arr •r—t	 arr.

a ‘,3	 =	 - acr. r_i brj• , fo-	 -	 a cr•r_,	 gr( 7)

Combinando todas las primeras ecuaciones de cada paso --
obtenemos el sistema

x/ + b,22cA.	 +	 +	 bin	 =	 gi
X	 b2 3 X3	 + .	 +	 102,i X	 = g

	  (8)
x + b/t/c4_, xx.# + . .	 + b„ xn. = g

Señalemos que k	 m, puesto que, posiblemente, alguna(s)
de las ecuaciones se hayan eliminado y ademai.s, evidentemente,
k	 n.

Si k = n, el sistema es de la forma
x ,	 + b,zxt + b 1,3 X3 + . . .	 +	 = g/

xi + bas x 3 +	 .	 + bAn. X" = g z (8' )
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En cualquiera de los dos casos, el sistema al que se ---
llega al final es equivalente al original.

é	 é
En (8'), de la ultima ecuaci ón se obtiene un valor per-

fectamente determinado /para la incógnita >cit. Determinamos -
los valores de las incognitas restantes, de xn, a x, , por la
fórmula

xm = gm bm ,,t ,	 -	 - bmn xn,

Por ultimo llegamos a que el sistema final, y por lo ---
tanto el original, poseen solución única.

En otro caso, si en (8') resulta que xn = O y gn=
constante # O, se tiene que O = constante # O, con lo que ---
(8') no tiene solución , y por lo tanto, el sistema original-
tampoco la tiene.

Si k < n (sistema (8')), asignamos valores numel-icos ar-
bitrarios para las variables xxv	 xn y aplicamos después
el proceso de regreso. Por tanto, como estos valores arbi --
trarios los podemos elegir de muchas maneras distintas, el --
sistema tendrá una infinidad de soluciones.

Debemos hacer notar que el proceso descrito es posible -
solo bajo la condición de que los elementos principales 	

	

son diferentes de cero, ya que dividimos por ellos 
durante el proceso. Si alguno de estos elementos es cero po-
demos entonces intercambiar las ecuaciones, de manera qué el
nuevo arr.r-, sea distinto de cero. 	 Hemos de señalar que, 
bajo esta suposición, el SEL toma una forma "triangular"(8')
o "trapezoidal"(8). En el caso general, el SEL a que llega
remos después de aplicar hasta el fin el proceso de elimina-
ción de las incógnitas tomará una de estas dos formas sólo 
después de un cambio adecuado de la numeración de las incóg-
nitas.	 -

/si, para resolver el sistema dado por el esquema de di-
vision simple, primero construimos un sistema triangular au--
xiliar (o trapezoidal), y despúés procedemos a resolverlo.

La matriz aumentada correspondiente a este nuevo sistema
es de la forma

1	 tía. 1),3
c,	 1	 b2_3	 bvt: gt

O	 O	 0	 .	 1 1, gn,

/
y se dice que esta en la forma escalonada ; las incognitas xy
que no aparecen al principio de alguna ecuación (i # 1) se --
llaman variables libres.
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Para resolver un sistema de este tipo, se aplica el si--
guiente teorema

Teorema 2.5.3.- Hay dos casos para la solucion del sis-
tema en la forma escalonada

i) r = n, ¿Sto es, hay tantas ecuacioines Como incógnitas.
Entonces el sistema tiene una solucion única.	 /
ji) r < n , es decir, hay menos ecuaciones que incognitas. -
Entonces podemos asignar arbitrariamente valores a las n - r
variables libres y obtener una solución del sistema.

Demostracion.- Consideremos el sistema en forma escalo-
nada que sigue

a,/ X/ + a/2. X .2. +	 .	 +	 ata X 7t	 f
a22,1 X a +	 + a2fl, x, =	 fa,/

= f trt • y-aer-Ii.7"	 r-t- 1

donde allI O, a22,	 O ,	 , att.0,7_	 j O. Nuestro sistema -
contiene ahora t ecuaciones, t 	 m , puesto que, posiblemen—
te, algunas de las ecuaciones hayan sido suprimidas. La de-
-mostración es por inducción	 sobre el número r de ecuaciones
del sistema. Si r = 1	 , tenemos una sola ecuación lineal

al xi +	 aa x2 + 
donde a/	 O . Las variables libres (o independientes) son

Asignemos valores arbitrarios a las varia---
bles libres	 : xa = ka ,	 ,	 xh =	 . Sustituyendo en la -
ecuación obtenemos

x/ = 1( f -	 a 2	-	 - ah k)
a k

que es una solución de la ecuación. Asi
(f- al kk - 	- ah )(A)J + aa kz +	 + ah kh = f

Las
Si r = n = 1, entonces se tiene una ecuacion lineal de -

la forma ax = f , donde	 a i O. Entonces x =f es solu---
a

cion. Si tambien	 x = k	 es solucion, es decir, si ak = f,
entonces k =f .	 Por lo tanto, la solucioh es única.

a

Supongamos ahora r	 1	 y que el teorema es valido para
un sistema de r-1 ecuaciones. Consideremos las r-1 ecua---
ciones del sistema

a ka.1 x+	 a	 X3 + ... +	 San./	 =	 fa./

+ . . . +	 a 	 X n	 = fr-/---/

t	 /
Observese que este sistema esta en la forma escalonada.

. 	,	 .	 ,	 .	 1	 .
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asignar valores arbitrarios a las (n-2+1) - (r-1) =
variables libres en el sistema reducido para obtener una so-
lución (por ejemplo,	 xa = k i , x 3 = k 3 ,	 , x,t = krt..) de
la primera ecuación con

x I =	 1	 (f -	 ... - a	 k	 )	 -in	 ^
au

/
De donde obtenemos una solucion unica del subsistema y,

en consecuencia, una solución del sistema total.	 L.Q.Q.D.

La siguiente tabla presenta un ejemplo para el esquema --
de división simple aplicado en la solución de un sistema de 4
ecuaciones con 3 incógnitas. Especificamente, es la solución
al sistema obtenido del circuito eléctrico.

Tabla 2.1.- Esquema de Division Simple.

a "
a as
a 3,
A4(

a,z
a a a.

ay a-
a va

a,3
ama
a33
ava

a,./
a 2 ,,t
a-.3.,
avsi

a /5
aás
a.35
a4.5

1

6
0

-6

—1

5
5
0

1

0
4
4

0

20
 30

10

1

31
39

8
1 bia b,3 biy bis 1 - 1 1 0 1

a 22 , a23, apv.,	 ' a.25,, 11 -6 20 25
a a:, ., a33., a 31/21• an-,, 5 4 30 39
a ••12 9 a 43 • / a ,,,,,LA ases., -6 10 10 14

1 b23 bao bar -6/11 20/11 25/11
a 33 . 2. a 3 9• 2 8ss- ,2. 74/11 230/11 304/11
a4. 3 a. asi y. a ayg.,.. 74/11 230/11 304/11

1 b3,, bar 1 230/74 304/74
~14. 3 a./r•a O O

O O O O

1 x 3 5:173 1 230/74 304/74
1 x2.. r2 1 -260/74 334/74

1 x, Se, 1 30/74 104/74

En la tabla, las primeras tres columnas corresponden a
los coeficientes de cada incógnita del sistema, la cuarta co-
lumna representa a los términos constantes y la quinta se usa
para control. Este control se basa en la siguiente idea : si
en el sistema dado tomamos 1c = >cc +1, entonces para deter--
minar z obtenemos un sistema con los mismos coeficientes an-
teriores pero con los términos constantes iguales a las sumas
de los elementos en los renglones de la matriz aumentada. A-Y
si, si incluimos esta columna y realizamos en ella todas las
operaciones efectuadas en las demás, entonces en ausencia de
errores de cálculo deberemos obtener resultados iguales a las
sumas de los elementos de los renglones recién construidos.
Por lo tanto, al terminar el curso de regreso, los números Ift:
obtenidos deberah ser iguales a	 +1. Con ésto, sólo compa-
-----
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con los resultados de las operaciones en la columna de con---
trol.

Por ejemplo, en la tabla
aag../ = a 2a - aa, buk = 5 - (6)(-1) = 11
a43., = ay3 - ay, b/3 = 4 - (-6)(1) = 4 + 6 = 10

b,23 = az3v	 = -6

	

aja,	 11

	

a3,/.2 = a3q.,	 - a3a9 bac,/ = 30 - (5)(20/11) 	 = 230/11

Al llegar al valor de x3 (que nos representa al valor de
la corriente i3 ) aplicamos el proceso de regreso.

El numero de operaciones necesarias para encontrar la
solución de un sistema de n ecuaciones por este esquema es --
n/3 (na +3n-1). Este ndmero se reduce significativamente si
la matriz original es casi triangular. Además, si aci = áj¿-

en la matriz original, obviamente acielc = 	 y pdede re--
ducirse la notación.

Observacion.- Este tipo de matriz en la cual ac,. = aje
recibe el nombre de Simetrica.

Si es necesario resolver varios sistemas que tengan una
misma matriz de coeficientes dada, es natural buscar todas --
las soluciones simultáneamente, escribiendo fuera los térmi—
nos constantes en columnas 'vecinas. La columna control está
formada por la suma de los elementos en los renglones de la
matriz aumentada. Este esquema se representa en la siguiente
tabla.

Tabla 2.2.- Esquema de División Simple para Varios Sistemas
de Ecuaciones Lineales.

1 -1 1 0 0 1
6 5 0 20 25 56
0 5 4 30 40 79

-6 0 4 10 15 23
1 -1 1 0 0 1

11 -6 20 25 50
5 4 20 40 79

-6 10 10 15 29
1 -6/11 20/11 25/11 50/11

74/11 230/11 315/11 619/11
74/11 230/11 G15/11 619/11

1 230/74 315/74 619/74
0 0 0
e) 0 0

1 230/74 315/74 619/74
260/74 170/37 674/74

1 30/74 25/74 129/74
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En el esquema de división y sustracción todas las ecua--
ciones se dividen en cada paso por el coeficiente de la in---

/	 .
cognita que vá a eliminarse y ésto se efectuó sustrayendo una
ecuación del resto de ellas.

En el esquema de multiplicación y sustraccion eliminamos
la incógnita x t de la i-elima ecuacie4 .1 en el primer paso mul-
tiplicando esta ecuación por al, y sustrayendo la primer ---
ecuación multiplicada por ac, .

El mismo procedimiento continua en los siguientes pasos,
de forma que los coeficientes de las ecuaciones auxiliares --
e,
acym se calculan en el r-esimo paso mediante las formulas

•r	 = a r-r- • r--,	 A t- J . 7-0	 - a c r- • 	 a g. .

t: 7'	 = a r-7- • r-	 I ce

En particular, es posible aplicar cada uno de los esque-
mas descritos, con el orden para eliminación de incógnitas --
descrito o escogiendb el orden de eliminación durante el pro-
ceso.

n
Un refinamiento del método de reducción de Gauss lo es -

el Método de Gauss-Jordan (*). Este método no efectúa el ---
curso de regreso de Gauss para determinar la solución del ---
sistema, sino que, en lugar de efectuar sustituciones sucesi-
vas, hace operaciones elementales y elimina un mayor número -
de incógnitas en cada ecuación, de tal manera que la matriz -
asociada a este sistema la reduce todavía más en el valor de
sus componentes ; es decir, en base a los elementos principa-
les de cada ecuación elimina la incógnita correspondiente en-
todas las ecuaciones restantes del sistema y con esto llega a
una matriz que,ademals de ser escalonada al igual que con ----
Gauss, tiene todavía más componentes nulas. Este tipo de ma-
trices las describe la siguiente

Definición 2.5.4.- Una matriz esta( en forma escalonada redu-
cida si cumple las siguientes propiedades:

Todos los renglones que consisten dhicamente de ceros (si
existen) aparecen en la parte inferior de la matriz.

En cualquier renglón que no consista únicamente de ceros,
el primer término distinto de cero (empezando por la izquier-
da)	 es uno.
2) El número de ceros al inicio de un renglón aumenta a medi-
da que descendemos.
4) Todos los demás elementos de la columna donde aparece el -
primer 1 de un renglón, son ceros.

En base a esta definición vemos que para resolver un SEL
por el M‘todo de Gauss-Jordan simplemente tomamos la matriz -

( I Carl Friedrich Gauss (1777-18S5) y Camille Jordan (ISSE-
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del sistema (la que mas convenga, dependiendo del tipo de ---
sistema : homogéneo o no homogéneo) y realizamos las opera---
ciones elementales necesarias para obtener una matriz de la -
forma escalonada reducioda. Asi, el conjunto solución ciPa_ --
sistema puede obtenerse a simple vista o, en el peor de los -
casos, después de unas cuantas etapas md.s.

Observaciones
La diferencia entre la forma escalonada y escalonada redu--

cida de matrices es clara. En la forma escalonada todos los
numeros que estan abajo del primer 1 son ceros. En la forma
escalonada reducida todos los números que están arriba y aba-
jo del primer 1 de un renglón son ceros. Asi, la forma esca-
lonada reducida es más exclusiva, ésto es : cualquier matriz
en forma escalonada reducida está en forma escalonada, pero -
no inversamente.

Siempre podemos reducir una matriz a la forma escalonada --
reducida o a la forma escalonada realizando operaciones ele--
mentales de renglón. Esto se ha visto en los ejemplos.

Como se observa, existe una fuerte conexion entre la ---
forma escalonada reducida de una matriz y la existencia de
upa unica solución al sistema. Como la forma escalonada re--
clücida de la matriz de coeficientes tiene un 1 en cada ren—
glón, la solución existe y es dnica. En otras ocasiones, la
forma escalonada reducida de la matriz de coeficientes tiene
un renglon de ceros y el sistema no tiene solución o tiene un
numero infinito de soluciones. Esto siempre es cierto en ---
cualquier sistema con el mismo número de ecuaciones que de --
incógnitas.

Tenemos, por tanto, dos metodos para resolver nuestro --
sistema de ecuaciones:

Reducir la matriz de-coeficientes a la forma escalonada
reducida (Eliminación de Gauss-Jordan).

Reducir la matriz de coeficientes a la forma escalonada,
resolver para la úlitima incógnita y luego aplicar el curso de
regreso (sustitucion) para resolver para las otras incógnitas
(Eliminación de Gauss).

¡Cual de estos dos metodos es mas Util?. Si se resuel--
ven sistemas de ecuaciones en una computadora, la eliminación
de Gauss es el mdtodo ma's usado, ya que requiere menos opera-
ciones elementales de reducción por renglón. Por otro lado,
hay ocasiones en las que es necesario obtener la forma esca--
lonada reducida de una matriz. Estos procesos se efectjan --
hasta que ocurra una de las tres situaciones siguientes

1) La ultima ecuacion diferente de cero queda xn.= c, para --
/alguna constante c. Entonces hay una solucion uníos o hay un

numero infinito de soluciones para el sistema.
fi) La dltima ecuación diferente de cerc, queda
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para alguna constante c donde al menos dos de las a's son di-
ferentes de cero. Esto es, la ultima es una ecuación lineal
en dos o mas variables. Entonces existe un número infinito -
de soluciones.
ni) La ultima ecuacion queda O = c, con c 	 O. Entonces no
existe solución.

Como se vera despues de resolver varios problemas, los -
/

calculos se pueden convertir en algo muy complicado. Es una
buena medida usar una calculadora cuando las fracciones se --
vuelven muy complicadas ; sin embargo, es necesario hacer no-
tar que si los cálculos se efectúan en calculadora o computa-
dora, se pueden introducir errores por "redondeo".

2.6 SISTEMAS HOMOGENEOS	 DE	 ECUA --
EIONES	 LINEALE S.

Como ya se ha serTalado, todo SEL tiene tres posibilida—
des de solución, aunque en ocasiones lo que interesa es saber
el numero de soluciones del sistema. En lo que respecta a
SEL homogéneos podefflos afirmar una de dos cosas :
4) El sistema tiene solamente la solución trivial.
ii) El sistemp tiene un número infinito de soluciones no tri-
viales, ademas de la trivial.

Un caso, especial en el que es posible asegurar la segun-
/da afirmacion es cuando el sistema tiene mas incógnitas que -

ecuaciones. Para ver esto, analizaremos el siguiente ejem-
plo.

/
Refiramonos ahora al sistema del Modelo de Leontief.

3/6 I r -	 4/7 Iz - 2/5 I 3 = O
-1/3 I, + 11/14 Iz - 1/5 I 3 =	 O
-1/6 I, - 3/14 Iz + 3/5 13 = 	 O .

. ;
Trabajando mediante notación matricial y con eliminación

gaussiana :

	

3/6 -4/7	 -2/5
-2/6 11/14	 -1/5

	

-1/6 -3/14	 3/5

1/2	 -4/7 -2/5
-1/3 11/14 -1/5
-1/6 -3/14	 3/5

flr R 2 + E3
1 -8/7 -4/5, 1 -8/7 -4/5.

1/3 R, + R2 O 17/42 -7/15 O 17/42 -7/15
1/6 R 1 + Ra O -17/42 7/15 o o o
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42/17 Rz 1 -8/7	 -4/5
o	 1	 -98/85      

De aqui que
I/ - 8/-	 -	 4/5	 = O

I	 - 	 . e

Hay una variable libre y Por lo tanto una infinidad de -
soluciones. La variable libre es

Despejando Ia e II

98/85 I;

	

11= 6/7 ik+ 4/5 13= 8/7	 (98/85) 13+ 4/5 13
= 252/119 la

35771:j

La forma general de la solucio
/
 n es

(252/119 13 , 98/85 13 , 13 ) .

De ahí' que si, por ejemplo, el ingreso del sector pesca
es de $ 9'265,000.00, el ingreso del sector ganadero sera

= 98/85 13= $ 10'682,000.00
y el de la agricultura
I I = 252/119 13 = $ 19'620,000.00.

Con lo que una solucign particular seri, (19 620 000
10 682 000 , 9 265 000).

Resolvamos ahora el problema del balanceo de la ecuacion
quimica. El sistema a resolver es-

xf	 -2x	 =0
xl + 4xk - 4x3 - Xq = 0
xi + 23(2_	 - 2xv = O

	

x a -	 x3	 = 0.

Utilizaremos de nueva cuenta el metodo de Gauss, con ma-
trices.

1 0 -2 0 :-1 -R,+ 1 0 .-2 0 .-1 Rayt
1 4 -4 -1 :	 0 0 4 -2 -1 1
1 2 0 -7' 1 -R, + R3 0 2 2 -2 : 2
o 1 -1 c. 1	 0 0 1 0 1 0
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1	 0	 -2	 0	 :	 -1 -2Ra + R3 1	 0	 -2	 0	 :	 -1 1/4 R3
0	 1	 -1	 O	 1	 0 0	 1	 -1	 0	 :	 0
0	 2	 2	 -2	 :	 2 -4R k + Rq O	 O	 4	 -2	 :	 2
0	 4	 -2	 -1	 :	 1

w-•n•n-

1	 0	 -2	 0	 :	 -1 -2R3

O

Ry

O	 2	 -1	 :	 1

1	 0	 -2	 0	 : -1
0	 1	 -1	 o:	 O O	 1	 -4	 O	 O
O	 0	 1	 -1/2	 :	 1/2 O	 O	 1	 -1/2	 ;	 1/2
O	 O	 2	 -1	 1	 1 O	 O	 O	 O	 1	 O

Debemos aclarar que la última columna corresponde al ---
control,	 y no a las constantes.	 De aquí que el sistema aso--
ciado a la última matriz es	 :

x,	 2x3	 = O
y	 -	 X 3	 = o

x3 - 1/2 xy	 = O

Entonces
X /	 = 2x3	 = X .1

X 2_ = X 3 = 1/2 XV
X 3 = 1/2 x

Como se ve existe una variable libre, x.f , por lo que se
tienen muchas soluciones. Esto es porque, según la Química,
dependiendo de las cantidades de cada sustancia a reaccionar
que se mezclen, se van a obtener diferentes cantidades de ---
sustancias después de la reacción. Podemos representar el --
conjunto solución como :

S = {(k, 1/2 k, 1/2 k, k) / k	 O I
donde k es un parAmetro que nos representa la cantidad de ---
agua.

Si k=2, entonces (2,1,1,2) es una solución partiCular.
Y efectivamente la ecuación

2 NaOH + HaS0q --ioNazSOy + 2 Hk0
esta balanceada.

Es obvio que si una cierta matriz B tiene una columna de
ceros, esta no se altera si se ejecutan operaciones en los --
renglones de la matriz (esta es la razoin por la cual en estos
casos trabajamos con la matriz de coeficientes del sistema y
no con la aumentada). Por lo tanto, el último sistema tam---
bien sera homogeneo. Además, como se noto en los ejem plos. -
el numero de ' ecuaciones en el 	 	 eimr,lificado es menor
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suponga que determinado sistema homogéneo/ de m ecuaciones con
n incognitas es tal que m < n y que ademas, despu4s de que se
llevo/ el sistema a la forma escalonada, las variables princi-
pales en el sistema de ecuaciones correspondiente son
X h	 • •	 X PC	

r < n . Asi, el sistema tiene la forma

) = O

2(
	

) = O

) = o
r	 2 (

donde	 2	 ) indica sumas en donde aparecen algunas de las
n-r variables libres. Resolviendo para las variables princi-
pales tenemos

.„ = - 2 (

Donde, como se vio' en el ejemplo, es posible asignar valores
arbitrarios a las variables del lado derecho de las ecuacio--
nes del sistema y, por tanto, obtener un número infinito de -
soluciones para el sistema. En resumen, tenemos que

Teorema 2.6.1.- Un SEL homog¿neo que tiene maÍs inccfgni-
tas que ecuaciones siempre tiene un número infinito de solu--
ciones.

El siguiente teorema proporciona una propiedad caracte--
rlistica de los sistemas homogéneos.

Teorema 2.6.2.- Cualquier "combinacion lineal" (*) de
dos soluciones de un SEL homoge'neo es tambiein una solucidn --

	

del sistema. Esto es, si tr= (c, ,ca 	  ch.) y 0-= (di ,--
dn) son soluciones de un sistema de ecuaciones ho-

mogdneo, entonces la n-upla
out	 = (d c ,+ p d „ 0,( el + p	 , 	, oz c „, + pdn)

en donde do p son numeros cualesquiera tambien sera una solu-
ciA del sistema. Por lo tanto, la suma de dos soluciones --
cualesquiera es una soluciA, y un mdltiplo de cualquier so--
lucicín tambiiLn es una solucio'n del sistema de ecuaciones
r=eneo

Nota : Aunque en este teorema se nos haga referencia al -
termino combinación lineal y su representacign. este concepto
se definira fCrmsime7.te en Espacios Vectoriales
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Demostracion.- Considere el sistema
ap x, + a,a X. +	 + a,, xn = O
aa 0 x/ + aaaxa_ +	 + a2 ,2 xn. = O

am, x, + an.,2 x a +	 • 11 = O .

Para escribir este sistema en forma más compacta., deno--
ternos por L 1 (x, , x 2 , 	  xn),..., Lm(x	 , xz ,	 x 4.) a -
los miembros izquierdos del sistema, respectivamente, y pór
x = (x, , x z,,,,, xm) a	 la n-upla de las	 incógnitas. Asi,

L/(x) = O
L 2(x) = O

Lm (x) = O	 .

Sean x = (x, , xa	 , X 4-) , Y Y = ( y ,	 Yz	 Yn, )-
(no importa si son o no soluciones del sistema). Entonces

Li( 01 X +(3Y ) = ocL,(x) -EpL,(y)

Lin ( C? X + py) =	 1-„,(x) + pl-m(Y)
para cualesquier par de números 0?yo. Ahora tomemos x e y --
tales que sean soluciones para el sistema y ademas x =ez-
y, =C. Entonces

L ( d	 + p (7' ) =	 ( a-) + pL, ( (7- ) 	 p<0	 (30 = O

+po- ) = c.14,„( rC) +fs Lm( Cr	 =	 + po = O .

Con esto queda demostrada la primera afirmacion del teo-
rema. Ahora bien, como suma y múltiplo son simplemente casos
especiales de combinaciones lineales (como se vera en Espa---
cios Vectoriales), entonces se tiene probada tambien la se---
gunda afirmación del teorema 	 :

t.' +Cr= ca+ p.	 , con ,9‹ =p= 1,
, con p = o .

El caso en que la n-upla cero es siempre una solucion se
sigue de la verificación .

Observacion.- Basicamente, este teorema clasifica al --
conjunto solución de un SEL ,homoggneo como ,pn espacio vecto--
rial. En su momento se dara esta definicion.

Para poder apreciar en todo lo que vale la fuerza de es-
te teorema, es necesario saber en que circunstancias son fal-
sas sus afirmaciones.

Proposicion 2.6.3.- Dado un SEL no homogeneo, para cada
dos de sus soluciones 1,"-= (c , , ca , 	 =0-(d, ,d 1 , -

d	 , la suma a +?-: no es una solucidn. 	 Ningún múltiplo
una solucicfn, o¿ Cr , es una soluciA, a menos que ocl= 1. La

n-up l a cero nunca es una solucion.

DemostraCioin.- SP.a el s.stem,;
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L/(x) = bi

	

Lm(x)	 =

Si e+ r fuera solución, entonces
LC(	 0.- ) = Le(')	 + LC(0-) =	 b¿ +	 b, =	 2b	 4 b , para to-
da i = i, 2,...,	 m	 y ésto es posible sólo cuando ;todos los
bé son iguales con cero, lo cual contradice la hipotesis de -
que el sistema es no homogéneo.

Si	 o(Fes solución, entonces
L1'() =041_,¿(T)	 = bc: ,	 para	 toda	 i =	 1,	 2, ..., m.
Como algún b¿ es diferente de cero, entonces c< tiene que ser
igual a	 1.

Finalmente, analizaremos la relación existente entre las
soluciones de un SEL y su sistema homogneo asociado (el sis-
tema obtenido al sustituir las constantes por ceros). 	 Esto -
es
a,, x,+	 a,nx4=	 bi	 a , ,	 x,+	 a.,x=	 O
aat x,+ anxa+...+	 avxxa=	 bz	 av x1-i- alax4+...+	 amnx4=	 O

(1)	 	  • 	 	 (2)
x + ayo, x9+ . 	 +	 a„,„>: =	 bm	 x + amaxx+ ...+	 a hm): =	 O.

Esta relacion queda determinada mediante el siguiente

Teorema 2.6.4.- Sea u una solucion particular de ji) y W la
solución general de (2).	 Entonces la suma de cualquier solu-
ola?' de (1) con cualquier solucioh de (2) es nuevamente solu-
ción de	 (1).

DemostracicA.-	 Por ser u = (u,	 , u	 un.) solución
de (1) se debe de cumplir para toda i = 1, 2,..., m que

	

Lc(u)	 =	 .

Ahora, tomemos a wC-W, donde W = 	 ,...,wn). Por
ser w solución de	 (2), se debe cumplir para toda i = 1,2,...,
m que

	

L(w)	 =	 O	 .

De estas dos afirmaciones tenemos que, 'Sara toda i = 1,
2, ... , m
LL,(u + 14) = a, (u f +	 1) + a‘a(u+	 w) + ...+ acn (un+ i4„)

= ac, u 1+	 w,+ aea ua+	 a¿awa+...+ at:„ un+ atn w
=(a,I, u, + a¿a u, +... + a,;ft un) 	 w, +	 a,:a wa,+ .	 wat)
=	 + L(w) = bc +	 O = b .

Por lo tanto, u + w es solucion de (1).

Veamos algunos ejemplos. Tomemos el sistema del proble-
ma 4 ; este es
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x,	 - 2x3	 = O
x, + 4x 2 	4x3	 xv= O
x + 2xa	 - 2xy= 0

/	 x	 - x 3 	= 0
y su solucion general es

X/ = x4
x t = 1/2 xm

	

x 3 = 1/2 x	 .

ev•Sean 4.., = (2,1,1,2) la solucion que se obtiene con xg= 2
y 0- = (4,2,2,4) la solución obtenida con xs, = 4. Tomemos
ot. p. 2. Entonces dt = (4,2,2,4) y/57= (8,4,4,8), de don-
de dt +pq- = ( 12,6,6,12), que efectivamente satisface el

	

sistema y es, por lo tanto, solución de él,	 tal y como lo a--
firma el teorema 2.6.2.

Por otro lado, observemos el sistema del problema (1), -
cuyas soluciones son

x, = 50
\< x	 < 200

	

150	 < x3 	< 350\ -q
Xq = 150

<< x5 	 < 200
X	 = o

	100	 < x	 < 300.

Sean by Gdos soluciones tales que

	

= (50, 100, 200, 150,	 150,	 0 ,150)

	

0-= (50, 150, 300, 150,	 200,	 0, 200).

De aquí que

	

C + (7- = (100, 250, 500, 	 300,	 350, 0	 ,350)	 ,
la cual claramente no es solución del sistema (teorema 2.6.3)

Para ilustrar el ultimo teorema tomemos el sistema

	

x, - xa. + 3x3 =	 1

	

3x, - 3xv. + 9x 3 =	 3	 (I)
-2x, + 2x 2 - 6x 3 = -2

Resolviendolo tenemos :

1 -1 3 : 1 -1/3 R.3., 1 -1 3 : 1 R, +
3

[2
-3 9 : 3 1 1 -3 ; 1 5.>
2 -6 : 1/2 R3 -1 1 -3 -1 R 1 + R3

3 ;	 1
o olo
o o	 o



- 68 -

De aqui
xi - xz + 3x3 = 1

por lo tanto
x,	 3x2 + 11,

de donde la solucion general esta dada por
5= {(x- 3x3 + 1, xz ,	 x3) / x2 , x3 é.	 R).

/
Una solucion particular es, si x3 =	 = 1, entonces

y .= -1, de donde (-1,1,1) es solucion. 	 Sea u = (-1,1,1).

Tomemos ahora el sistema homogneo asociado a (I)

de donde x, -	 + 3x3 = O.	 Entonces x, = xz	 3x3 . La --
soluciA general en este caso es

= {(XA - 3X3 ,	 , x3 ) / xa , X3 6R} .

Una solucion particular es, si xa = xs = 1, entonces
x, = -2. Sea w esta solución,	 esto es, w = (-2,1,1).

Entonces
u + w =	 (-3,2,2) ,

que no es dificil verificar que efectivamente tambien es so--
luci¿n de (I).
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CAPITULO	 3

MATRICES

5.1	 INTRODUCC ION.

En el capitulo anterior se introdujo el concepto de ma-
triz y se empleó como una herramienta auxiliar muy importante
para	 el estudio y solucidn de los SEL. 	 A raiz de esto, como-.
muchos de los problemas prácticos pueden plantearse como SEL,
resurta que dichos problemas pueden ser planteados en tórmi--
nos de matrices y resueltos a través de operaciones matricia-
les y sus propiedades.

En la actualidad, las matrices son	 instrumentos muy efi-
cientes en varias ramas de la Maten/atice Aplicada pues utili-
zan métodos matriciales. Definiremos ahora algunos conceptos
y desarrollaremos un álgebra para matrices de manera que re-
almente proporcionen aplicaciones útiles. Veremos como en el
algebra matricial se definen operaciones de modo que el sis--
tema matemático resultante es un espacio vectorial.

Debemos hacer hincap ié   en que lo mas importante de este
capitulo es el estudio del pape] que 	 juegan las matrices den-
tro de la solución de SEL representativos de situaciones rea-
les y el dejar lo suficientemente clara	 la relación que exis-
te entre unas y otros.

3.2	 RESEÑA HISTORICA.

Aunque el concepto de matriz precede lógicamente al de -
determinante, es éste último el que se desarrolló primero.
No ful hasta después cuando los matemáticos se interesaron---
especi1ficamente en el arreglo rectangular de los números que
aparecen en el determinante, aunque varias propiedades rela--
cionadas con esta teoría ya se hablan desarrollado.

Los conceptos de matriz aumentada y matriz de los coefi-
cientes fueron introducidos por Henry J. S. Smith (1826-1883)
con ocasión de la solución de sistemas de m ecuaciones con n
incógnitas.

Se considera a Arthur Cayley (1821-1895) el fundador de
la teoría de matrices pues fud el primero en publicar una --
serie	 de tratados sobre el tema.

Muchos matemáticos pretendieron extender y desarrollar -
la idea de Cayley al morir éste; los	 que prestaron un mayor -

V

numero de contribuciones fueron Frobenius, Smith, Clebsch, --
Buchheim, Hensel, Jordan, Metzler y Tater.
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pROBLENAS	 DIYER O D

Algunos problemas. típicos acerca de los cual s se hace men--
ab:In arriba son:

.Problemek 1.-Contactos de primero y segundo orden de una en---
fermedad contagiosa.- Suponga que en un cierto pobladt, tres
personas- han contraído una enfermedad Infecciosa mucho muy --
contagiosa- E:dste el interel por parte de las autoridades -
eanitarias por conocer mediante un estudio el ni.lmerd de con—
tactos habidos entre personas contagiadas por otras igualmen-
te contagiadas y por las inicialmente enfermas. 2C¿imo se po-/
dr la determinar esto?

Problema 2.- "Cadenas de Markt - Suponga que en una
cierta actividad laboral	 cada persona esta clasificada en uno.
-.o de los tres estados siguientes:
Eetadr, 1: Trabajador Profesional (TP)
Estado 2: Trabajador No Clasificado- (N)
Estado 3: Trabajador Calificado (C).

rf

Suponga.	 amas que cada persona f Lene unhijo y que

N

dl la. probabilidad de que la prdxima generacion p 	 de un --
estado a otro. Si el 207; de los trabajadores son trz.hajado--
res profesionales. el 502: son trabajadores no calificados y -
el 30% restante son trabajadores calificados, determine las -

_probabilidades respectivas de que el nieto de un trabajador -
sea profesional, trabajador no calificado o trabajador cali--
ficado.

Problema 3.- Se combinan tres compuestos diferentes A.
E.C. para producir tres tipos de fertilizantes. Una unidad -
de fertilizante de tipo I requiere 15 kg. del compuesto A, 15
kg. del E y 10 kg. del O; una unidad del tipo II requiere de
10 kg. del compuesto .A y 20 kg. del C;	 una unidad del tipo --
III necesita 13 kg. del compuesto A, 12 kg. del E y 16 kg. --
del C. Si se dispone de 1800 kg. del compuesto 14,.I300 kg.--
del E y 1200 kg del O en total, ¿cuantas unidades da cada --
fertilizante se producirilri al utilizar todo el material Jis--
ponible?

Problema 4.- Alimentacidtri y Raguer-m e	 OS dietetisi
8uponga Rue un dóstor ordena gue la dieta 	 un paciente con-
tenga un requerimiento mfnimo diario de una unidad die tiami—
n=. dos unidades. de ridoflavina v tyee unloades•se f-j.Arrn.

rrl,=.n&	 aux- rcintng.-r:
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vitaminas en las si guientes cantidades:
M,	

III,	
M3

Tiamina	 1	 O	 1

Rivoflabina	 a 3
Hierro	 Ci.	 /	 4 	 /

/Quel porcion de cada receta deberle =ervi rse al PaC
t.P para que cubra lcs requerimientos mínimos?

Problema 5.- Modelos de Leontief.- Supon ga que la ag ri-
cultura, la manufactura y la construcci gh sor los tres e-acto-
res o comparlías que interactjan en el astado G.= R__nora, mi en-
tra s loe ahorroe ee el sector- abierto.	 Cada " somparlia	 fa-
brica su p roducto de tal

e
 manera gue surte a. las' otras do .

_ / .
rompenias y crean un p roducto final (llamado inversion),
mientras que los fondos invertidos, llamados ahorros, son ---
consumidos, solamente por el sector construccici en. Estos son -
los datos- en billones de pesos:

Consumo
Aqr. Man.	 Cnns. Tnv.	 Total

Man.	 le	 1	 30
Cons.	 20

Ahorros
Total

	

O	 1 O

	

r•-n o	 70
Íi 12    

Convierta este problema en
/ un modelo de Leontief de 3 --.sectoree y prediga la producci on necesaria para satisfacer la

inversion dada-

3.4. M A TRICES: Definicionyoperaciones entre ma-
trices.

Introduciremos la. nocidin de matriz mediante ejemplos pa-
ra posteriormente formalizar su definicicrn.

Ejemplo 1.- Sup¿rIgase que un fabricante de juguetes uti-
liza 4 materiales diferentes en su construccicfn. Estos mate-
riales son caucho, madera, vidrio y pistic5, y lae cantide--
des	 cada uno de ellos est‘• dadas ¡Por el vectr

Suponcamns tambiir gu e '
	

doE f abricantes Oc'
gustes que trabaian en base a los misTcs a e ejes en canti-
dadee	respes	 emente,



- 72 -

Conjuntando toda la inftdrmacion ant-er 1 or podemos almace-
narla en alguna forma, es aecir, arreglarla ce manera que po-
damos interpretar este arreglo de acuerdo al significado de
los datos. En este caso, juntando las ¿rdenee. de Ids cuatro
materiales para los tres fabricantes, el arreglo

fah. 1	 fab.2	 fatt.3
4	 2	 3

	

10
	

9

	

1 6	 1
f.

represente dichas cantidades. 1211 interpretarlo vemos que es-
ta arrecio nna proporciona la relaci4t que existe entre cada.
material y cada fabricante. Ademis, Podemos descomponer este
arrf-.=lo de dos. formas distintas: por columnas., que fue como
a.a fnmrit la informa.cion inicialmente (fabricantes), y por rtan-
ginnas (qua ciarlia lugar a vectores matiarial). crin latnt, este
arreglo se dice que es de doble entrada.

Ejemplo 2.-	 -ido animales de laboratorio se nutren con
tres alimerdiferentes- Si definimos ce' como el consumo

Ihdiario O,a1	 alimento por al 1-la/almo	 ' entonces -
el arreglo

= [	 1	 2	 1
Ci	 U	 1	 3

1	 1	 0	

1
regis-ra el consuMo diario de cada alimento por cada a,nimal.

Otra vez, como columnas tenemos los consumos de cada ---
animal y cntmn renglones la cantidad de caaa alimento consumi-
da diariamente, es decir, es un arreglo de doble .entrada.

Estos arreglos reciben el nombre de matriz y 10 iefina--
mos como sigue:
Dirlf 1 ni ci ol-i :7/.4.1.- Una matriz '	 de ifr: r es un arreglo rec-
tangular de mor ro_Imeros de la forma:

ata_	 Elín,

a.2)	 aan.
Pr=

a MI	
51. z	 :a N> n

duP.. tiCfle	 m ranc,13-pac. y n columnas.

t	 .
El t;et-riii	 utilit! por	 yaz primera en 1350 por

matemg.tiro brita,	 James Joseph Pyivester	 .'3.11.4-133fl pera
distinguir a las matrices de los- detarmlnantes .que se estu--

/
diaran	 es Sl.r71:_	 e	 capituicu.	 3e hecP.o,

'

L.auc no
Madera
Vidrio
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E =
	 2	 4

	

S 10	 9

representa el suministro en la se gunda localiclad.

La matriz que representa los suministros totales dA 	 los
4 materiales para los tres fabricantes est j dada por:

A	 4
A + E =	 11	 lb	 10

[

15	 21	 21
21	 .

Al igual que sucede con los vectores, toda matriz 	
A = [ aci	 zposee un inverso aditivo,	 esto es, una matriz
que se idtnote - A definida por - A = [ -ac' ]mm tal que	 A

é
(-A) = Omm.En base a esto podemos definir sa diferencie de --
matrices como sigue:

Clefinicion j.4.b.-	 Sean A =	 [	 ei L:11]~^ ,	 E = [	 La
reste 	 o diferencia de A y E esta uefinida por :

A - P = A	 + (-E).

En otras palabras, A - E es A mas el	 inverso	 Se
E. y í A - B 1,11 . =	 A 1 42,*	 +	 -El lt'.

Ejemplo	 En el gr robleme ene'erior, si A + B = C en---
tonces

C = [
	4 	 7

11	 15	 10
19	 21	 21
25	 ni	 .

	

[ 6

	 4	 7	 - -2	 -2	 -4
C:O - E =	 + (-E) =	 11	 15 10	 +	 -3	 -5	 -1

	

19	 21 2 1	 -6	 -5	 -6

	

25	 22: 21 .	 ,	 -E:	 -10	 -9

	

4 2	 3

	

2	 10	 9	 =

	

1:=1 	16	 15

	

17	 13	 12in cual era de esperarse^ ya que si C: = A +	 entonces se --
tiene que C: -E= (A +	 -E=A+	 -B=A+O= A. De --
aqui concluimos que una propiedad valida para la adicion de -
matrices es ls asociativideck Ademels,	 si alteramos el orcen
de suma de les matrices resulta que

4	 4	 5
1 1 +	 8	 iu

- 16	 A,	 13	 1S.	 15
c.	 in

=
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lo

	

6	 4

	

11	 15	 10 = A	 + E	 ,
19	 21	 2121

coal ilus �ra la conmutatividad Úe la a � iczcn Óe mat,zces �

,	 Como ya sabemos_ existe una. matraz (la matraz 	 cu-
yac. componAntAs son todas cero; por este hecho y con la defi-
nicign dada parE la adacign c= matrices, IE matriz nula. se --
comporta como el cero real bajo esta operacign, igisto

0	 =

,

	

4	 2

	

;.7,•,	 10

	

1J	 lb

3:

15
r

,	 _
0
O
O

0
0
0

O	 '
li

1:3 12 0 0 -0	 /

4	 2 :1;
S	 10 9 =	 A	 .

13 15
17	 13 12

pm=Arvac1o(n.-	 que las matrices que.s= utilizan a
c__ -a,s_Ano sor	 ..uL„	 -

5:1=- debe a quelal definir el concepto de matriz se •picio que 7
a.v	 R, es deir5r;.que cada componente de la matriz A s9a un
n&mAro real. Como alguna= ript="raCiOn.== entre matrices
finen en t'�rminos d� la misma oPerac � /	 entre los �� a*en ��os -

ln en la alquiente opera-
cign) y estos son reales/tendremos que, bajo estas operacio--
m'a.c., se cumplen las mismas propiedades. AdvieirtasA que, este
es el argumento principal para el establecimiento de varias -
propiedades de operaciones entre matrices-

/
Definicaon 3.4.7.-	 Al conjunto de matrices de m.+in 'de --

componentes reales, llamadas matraces reales, se les denota km

2.- Mui ti p I c. g.c i on por un escalar. - introdi_4c a remos ano-
1-7+ una nueva opAracidn con matrices llamada multiplicEcign --
por un escalar.

Ñnaiogamente a lo que •sucede con vectores en los cuales
la multiplicacign por un escalar cal lugar a otro vector en el
mismo espacio que el original •-s-s, decir, con el	 mismo njmero
de componentes) y cuyas componentes son las origiraies caca -
una de ellas multaplicada por	 el escalar, dAifiniremca le mui-
tiplicacign C1-7- una matriz por	 un =-7--7-Har.

Definicion	 Sea H = L	 Tin	 Gi	 E, entonces
LA se define como la matriz	 kaji	 obtenica al nuiti;Ii-
c7n r- cace elemento ce A =or
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ata.
az,	 aaa_	 axn

sntonc4s
ufo

k A =

e ma	 amn

	

kap	 kaíz	 kam_

	

a a	 k a a	 k

a In 2.

De manera abreviada: 	 kAl	 = ke . = k5a 
JJ

E j emplo G.- Si queremos saber a cuanto equivale las 2.1:3
partes del suministro total de los fabricantes del ejemplo 4,
tomamos r = 2/3 y

i.. [	
E,

=	 11
4

15
7

10 de donde:
19 21 21
25 23 21

ke
4

=	 22/3
8/3
10

14/3

• 3E:37
[

14 14
14

/	 .Con las defi -liciones dadas de adicion de matrices y mul-
ti p licacidn da una matrizpor un escalar es bastante
comprobar que el conjunto Rm yu satisface las si guientes pro--
p c4 ad as,- bar= ira s :

Para A,156 Prnyn, A	 E. ER,-nzn.	 (Cerradura para	 la suma}.
Para A,B �� R,^xw. A + B = B + A, 	 ( �cnme�ativida � 	 ).
Para A,P.E:& Rmyn. , A 4-	 (E	 4-	 = (A	 B)	 C.	 (Asocia--

tividad).
Existe o e	 , tal que Á	 0 = O	 A = A, para: toda A e.

Rmin . (Existencia del neutro aditivo).
Para toda A& Rmyn. existe -A E Rmyyl, tal que A	 (-A) -= O.

(Exi stenciaa del inverso afl'itiyo).
f) Para tc �� A �� �m«* v k 6	 R ` kA<� 	 � ^"�� . ( �erraÓur � para e1 -

p roducto por un escalar).
q ) Si k =	 1 entonces 1- A =	 si r	 = O entonces 0-A = O. (E-

xistencia de la identidad para 	 la multi p ilcacicfn por un esca-
lar) .

SI k S y A, Be Rmyn. ,	 =	 kA	 kH.=I ntflnr.-tc. LA
r but

Si k	 kaGR y Pie	 entoni-=.=	 =
(Distrlbutividad;
j) Pi k:	 kl ERVAG	 ,	 aht-',onc==.	 =.

=
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Notes" que cada propiedad involucre una igualdad de ma--
trices. El demostrar cada una de las propiedades consiste en
demostrar la igualdad en los temarios y la Igualdad componente
a componente.

Observacigri.- Las anteriores operaciones con matrices. --
pueden considerarse como una generalizaciden ce las operacio—
nes correspondientes definidas en el Capitulo 1, por lo que -
también el conjunto Rmiut bajo estas dos operaciones se c � asi-
fzcará como un espacio vectorial �

3.- Producto Matricial.- Esta es una operacion en 1.;z ---
cual intervienen dnicamente matrices. Si recordamos ei pro—
ducto entre vectores (PrOCiL4C1:0 Punto), resul ta qui. c. .cuerno
a su di4fin1C11 S54, obtiene al final un ndmern ( que puede ---
asociarse a una matriz ce 1).;1) cuyo significado depence dei
tipo de problema en que se aplica.	 nora veremos si se con--
=Rrva la analoqra para esta operaci% bao matrices	 en gu/
forma nos conviene cerinir la operacign para que preste apli-,,
caciones m

/
 

/
tilas ues..

Oucto de vectores:	 bcyl A	 r, 1
Sean	 (a., al, • • •	 ni 7	 = h/ rioc= vectore= Rn

Entonces:

,
A manera de motivacion, recordemos la �efzniczp

/
 d4--, pro-.

= a,b1 +	 +	 + 2,bn .
b

brt.

Pero al mismo tiempo A es una matriz de lxn y B es otra
-matriz de nx1;LtB se asocie con una matriz ce Ixi.	 --
relarionarÍamos let.o de manera generas para	 :loc. matric«ty. /14--
t-amaFlos. arbitrarios? Obseirvese que el ndmero ce columnas de
la primera matriz y el numero de renglones ce la segunda son
los que indican el ndmero de componentes de cada una vista --
como vector y que, adem,a= le matriz resultante tiene el Mis-
mo n /umero de renglones que la primera matriz y ce columnas --
IR segunda.

Veamos el siguiente elemplo:
Piempin 7.- Tres paises	 manrien-en sus rela,-flnac_ co---
mPrriALas A trav-r-� oe'div,ar7a.=	 que a.1,an de In=
n+ferentes aernpuRrtd= Eltuar en $==.toc 7,-“t7P-T p4=rri

=ir-0117r	 7/.1c/m.-.4

A ,B = ¡a/,
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lustra estas intercomunicaciones , entre los- tres
.71

e3

ey

Cada	 cm_ denota los aeropuertos de cada pais res-
6Activamente, Onnele	 =	 r = 1,24- Los niám=rns so--
ore las 1.-11neas de unii ,r1 entre	 107 aeropuertos incncan =1
mero de Posibles elecciones de lineas ae rre=s para cace ruta;

-por ejemplo, el numero 4 que conecta a 4 con b/ indica que h=y
4 ccimpeFi!== •=1 ,11-	 (-:que siguen esa rut=. iuP11 es	 nljím=rr, -
de posibles rutas a seguir que conecten al p=(= A	 =1 C, -
por cada aeropuerto respectivam=nt=17

Podemos verlo	
/

Una ruta de a/ a c i puede pasar por b t o bt . En el Primer --
��so exister (2)(1) � 2 pcsi �,ilida ��� s, v en e � � egungo cssc -
C:3)(2) = 6 posibilidades, es decir, 5 posibilidades en total.
Anafing=mente se determinan los n=ma(.= re=ultann=:
de a/ a cx se ti �nen	 ( �� )(3) =	 6 poszbil ���ad� s,
de a, a c 3 se tienen	 ( 2 )12)	 4 posibilidades,
de a, a cy se tienen 	 (2)(1)	 (3)(1) = 5 posibilidades,
de a 4 a c, se tienen	 (4)(1) = 4 posibiiidades,
de a t a c 4, se tienen	 (4) J:30 =	 12 posibilidades,
de a t a c 3 se tienen	 (4)(20 = 8 posibilidades,
de a � a c ^/ se � ienen	 � 4)(1) =	 4 posibilzdades.

Peiro_como estos datos nos relacionan a. caca aeropuerto -
del pais A_con cada aeropuerto del país U y nos proporciona
el numero de posibles rutas a seguir en esta relacion, toca -
esta informaci jn obtenida la podemos ex presar como sigue:

e,	 e4

	

a, 8	 6	 4

	

[ 4 .	 12	 8

C:

4
=	 .

_
1

Si hacemos lo mismo con la informacion contenida en el -
esquema .podemos formar doS cuadros	 (arreglos) donde se ccri,---
templen las rutas d= 1== lifneas =4=== que conecten al pais A
con el Ef (matriz M)	 y el pais B	 C. (matriz N?:

b ,	 bt	 o	 c r	 C. a	 C 3

a,

[

ii
-	 ''	

J__, 	 =	 M,	 P.,	 1	 2	 --;
U	 bá.	 2	 O	 9e, 2	 4

Como en c- .r.	 r ro 1 1 c ce los c! 1 cu 1 0=	 lo que =e n 1 =o -;,_,e
multiplicar el numero n= rutas	 s= A.a .11, p or e i ni1m e ro c e (-:_-.--
tee CC= 8 e e,	 te. I	 ver estos- mismos resu 1 tenor == nbt=n0=n e.7-
besa, e lar- ma7:'icae	 r l Y N	 =14e)=. .7-r-	 =:i i-c c=-- --,------4- ----
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plIcacibi matricial de tal
tadc a F.----Pero para-- aneto:
MN = 7').12,1

[
',Cc ----.) ;:--,1)

(47) O •	 :a7)	 o cr
- rs	 tnx

=ro	 6
II'	

-r
S	

51= E.
-Iji

Pero 4'sto es multiplirar rada vertnr rengtafk-ne la ma—
triz ti por cada vector 	 nc-t: Nt	 SA'10 e.sI ze -9:tietrra -que MN = P.

Observe otra vez gue M es de tamano2.)<2, N ce 2..4 y la -
riJtriv producto F. es da 2.4. ae oerir, su tameu7To ',guaro o=ter-
minado por el njmero de renglones de M y de columnas de

Con al,eto llegamoe a la siguiente
DefInicin 3.4.9.- Sean	 una matriz oe mxn y F. una matriz deni.*.k.	 El	 producto igE es una matriz ce 	 rIlk cenotada por O. cu-),:txz elementos eets(n definiociz de la siguiente forma: al
mento ore'	 rengl¿n	 a-i-ifc:a rolumna d,= la matre	 aeligual e la suma de los productos de los elementos del iT‘simo
rengl4n de la matriz Pi con los correspondientes elementde de
la i-4zima columna de la matriz B. Ási:

manera gue	 30tenge, como tedui--

j1

(2)(1)- k 5	 c'..2,	 4- 5 ;	 ü .

4) (1)- Ç e )	 (2 	 ,-(i

Cn eqt	 e , 4-
E23 a al	 a 7A.

ami a ml - - -	 a m 4.

	

[tu	 Luz

	

h2f	 hAz - - - ba I<

M.

ch c,a
c1 caz -•- ca hc.

iCm' Cm a_ • • = c M pcL-tn	 n	 • • Lin

	Jo-De cc = ac,	 aezbtf
= 1,2 	  1( +e n. h[. con a = 1,2. 

Esta nperarann puede iiustrarse mediante ediagrama: sipuienre

n•n•

CJI (1,2 •	 Circ.
Ca) c2A	 can.                     

Clmi •rn7." r >TI H.
Obser•,:aiion,ez.:

- Rete.se	 se =PlIr= 701=TiEnt cuEnaccElum!-ta-,E. ,z= I E primere	 u,Etrs:: cccr,7.1.De con e 	 nurriero 0£.;Iones de le segurta.	 Ei ezte producto esta.' definico E= di,ie.zn)..1. 1E7 775rac,Ej.7 zon ccdr-drdzoer •:L1
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Esto podre ser si y sol: si . es una matriz columna. te)
que sus componentes satisfacen el S61._ cado. i,r1s.f la ecuacign
matricial AX = B es equivalente al	 sistema cado. fror lo tan-
to, el resolver un BEL se reduce a resolver la ecuacblin me--
tracia' ÑN =b, para la matriz Incggnite	 para efcto necesi—
tamos determinar la matriz columna. 	 que satisfaga el sEL co-
rrespondiente. Esto lo veremos m¿s, adelante.

Observaclon.- El ejemplo anterior alustra un hecho muy -
importante: el producto de matrices, en general, no es- conmu-
tativo. Esto es, en general E 1 BA, aunque en ciertas oca--
ceinnes 1-p=;.y.= excepciones y si =e Lig que Ñb = bA. En el eiem--
Plo anterior vimos que MN es una matriz de 2x4,-Mientras que
NM no esti definido puesto que en este orden las matrices no
=e ajusta n;

Con esto, debe tenerse especial culnado en el orcen en -
'rime multipliquemos las matrices.4j

A continuaclon resolveremos algunos de Os	 oblemas in-
clu(dos en la clecclifin anfer i or,

•Problema 1.- Contactos de primero y segundo orden de une
enfermedad contagiosa. Suponga que en un cierto poblado tres

. personas han contradijo una enfermedad infecciosa mucho rf;a
contagiosa. Existe el intereis de estudiar los contactos en—
tre personas contagiadas por otras anteriormente contagiadas,
y por le= inicialmente enfermas.	 Para eisto las autoridade=
sanitarias estIn efectuando averiguaciones en las cuales se--
lenc'nneron un grupo de E. personas gue declararon haber teni-
do contacto con una o varias de las. personas enfermas. Pero
como estas personas, antes de enterarse de la enfermedad de -
la= primeras tuvieron contacto con otras personas, se formj-
un segundo grupo de 7 personas que tuvieron contacto con al--
guna(s) de las E personas del primer grupo,

Con la informacicfn ob	 las autoridades sanitarias •
definen 'una matriz P de --1<6 tomando a cf = 1 si la	 i-,Alme ---
persona del primer grupo ha tenido algun contacto con la i-¿-
sima persona enferma y	 = 0 si no ha sido así'. De igual 7
modo, define otra matriz t.. de 4x7 haciendo Lig = 1 di la 1-e-
sima persone del segundo grupo he tenido contacto con la 1-el-
same perZOna del primer grupo	 bti = U en caco contrario.
Estas dos metriCe= describen Los contactos oc primer flrir”-n
carectos entre

/
..DEitu'vleron las matrices;



1 .	 1	 0-	 1	 o	 1
[

1
AB =	 O	 O	 21	 0	 1	 o 	 = e .

O	 1	 1	 0'	 - 1

En donde c31	 indica que la primera persona del se-

rn-os:
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il	 o	 1	 O	 1	 O 1	 11/	 1

 1	 ii	 o	 1	 O	 0	 y	 E:	 = Ij

O	 0	 1	 1	 O	 1

o
1	 ,	 0	 1	 1

ri	 1	 1.1	 1.1

u	 al	 il

1

/
Segun esto,	 a 33	 = 1 si gnifica que la tercera persona del

primer grupo tuvo contacto con la tercerapersona infectaos;
en cambio aat = ü si gnifica que la segunca persona del Primer
grupo no tuvo contacto oe nin guna.especie con la segunda per-
sona infectada. [e manera arilo ga Se exp lica la matriz E Y--
pero ahora entre los dos grupos de y 7 personas, respecti-
vamente/.

C OMO las 7 personas del segundo grupo adquieren la en---
fermedad por haber tenido contacto con las del primer grupo,
y estas a su vez la adquirieron de loS enfermos, se dice que
las personas del se gundo grupo adguieren la en fe rmedad por --
contacto indirecto o de se gundo orden con las personas enfer-
yNas. Eata número ' de contactos indirectos esta descrito por -
re matriz producto AB, y la ii-eisima componente re presenta el
numero de contactos de segundo orden entre la j-esima persona
del segundo grupo y la i-isima persona infectada. As!, tane-

- -
gundo grupo tuvo dos contactos indirectos con la tercera par-
tana infectada, y , en total, dicha persone tuvo 2 - 	---
contactos indirectos con las personas enfermas. St¿lo la ---- -
quinta persona no tuvo ningdn contacto.

.
Observacion.- Este problema ilustra el comportamiento --

.	 ,/
epidemico de una enfermedad, ya que por conta g io dicha enfer-
medad se transmite de una persona a otra.

Dabemos hacer notar que mediante matrices podemos simpli-
" ficar y escribir an forma compacta la. Informaci jn obtenida en
el prnbl ama y adama's que, utilizando dichas matrices, Podemos
obtener el rimero de contactos entre personas conta g iadas por
otras y las ori g inadores ce la epidemia.

Propiadades del 'producto de matrices.- guque muchas

\/ "-ta c- propiedades al gebraicas ce los ndmerns	
n

ralae a• son harenia-
_

da= pnr las matrices reales	 (por el hect "' ce que sus compo---
nantaa snn ndmaros reales),	 ex:isten varia. ecepriones. Una
de ellas yR se mencion¿ anteriormente: el prnaucto de matri--

•	 .	 /ces, en general, no es. conmutativo, yE, que . paeria suceder que
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el producto esti, definido pero sir embargo no exista i gualdad
entre ellas.

Paro e!sto no significa que no haya semejanza en algunas
otras propiedades algebraicas con los rZmeros reales. Rlgu--
nas de lea rri,4 importantes son:

A(BrY	 = (AB) C.	 (lAsociatividad para la multiplicaci/rif.
(A -1- P)C = AC + BO. 	 (Distributividad por la derecha

c) A(P	 CD = AL +	 AC.	 (Distributividad por la Izquierda).
oD k(AB:	 = (kA)B =	 A(kE0.
a) Existe 1, matriz cuadrada de la forma:

tal que Al = A;	 1 recibe el nombre de matraz identidad por la
derecha. Si sucede que	 I aa llama matriz identidad -
por la izquierda.

A, P", ft, 1 snn rcat-r ices gue se ajustan a la oparacif'In --
indicada y 1(6 R.

Observacion.- Sobre el como demostrar estas rropiedades,
es valido el comentario que se hizo en les operaciones ante--
riores. Demostraremos sgio algunas de ellas..

Demostracig- a)	 Sean Am/n,	 B4Kr, On(K. Con respecto a
loa tamario;,,, AB ser‘ una matriz de mxr 	 y	 l(AB)C1 sera de ro.-.k.
Por otro lado BC es una matriz de nxk y [A(BC)] sera' una ma—
triz da mxk. Por lo tanto, A(BC)	 y	 (AB) 11: tienen el mismo ta-
mano. En lo que se refiere a la igualdad componente a compo-
nente puede verse mediante elempins particulares.

Nnta:.La demostracic.r:n formal	 se Incluye posteriormente -
en el ap,Indice ya que requiere de dobles sumatorias que no --
todos los lectores conocen.

h) Lo demostraremos basandonos en propiedades del producto.
Sean A,B matrices de mxn y C de nxr. Con respecto al A-

tamaP7n, A + R tambieln es de mxn y	 (A	 B)C = E as de mxr.

Pnr otro lado, si D = AC es de mxr y E	 EL: es de mxr, en---
t-onces P + E tambi4 as de mxr. 	 Por lo tanto, (A + E)C y ---
AL:	 BE: son del	 mismo temano.

Ademas, por aefinaclor ei.11-esamo elemento de (A +BiL
bc,,Les [	 A + E) C3 e;	 =	 E.)¿."	 kf-ft: s-	 - 

= ML c(i)	 c93
= Ac
= (1AL

E= decir. =1 1J-1=ircic ,=1.=m=nto	 -
.7H-esamo elemento d=.	 - :tu	 tc=a	 7antd --

t	 wr



— 85 —

d)	 ( mxn	 y LAxpi.	 y	 Fu	 Por oefinicion	 -
[k(f2i g )1~.	 Por otro lado kA es ce rri y	 ijkAJEJ	 es ce
entonces k(AEu	 y	 (k(-1)5 tienen	 i gual	 tamario.

,P n componentes:	 ik(Abile -	= knat	 = k(eic•E c

	)
=	 K	 =	 •	 E

Por	 lo tanto	 Ir(AB;	 (kA

Ai traba,	 riatricel oebemos tener cuidado en no u--
tili=air reg las aritme	 - a = no va(lidas p=ra. matrices-	 como::	 -
.a + Bl =	 +	 -21q1+:	 +	 con A,E	 -ices cuadradas de orden

pues en general AB

Para al	 La	 lo de potenci = de matrices tenemos que ---
)H, n2.	donde F. h = A-Á-A	 ...	 veces).

Estetipo de definiciones. es muy util en la programaci.nn
de computadoras.	 La computadora se diri ge a un ciclo de r1-
culo repetitivo hasta que se obtiene la pntencia deseada de -.	 rA.	 Esto es 1	 = se llama una definicion recurrente.

Antes del s. guiehte ejemplo cabe hacer notar que si A es
una matriz cuaOradá yr y = son entero=,	 entonces A rP S =

( A r ) 5= Pi r5 , A°	 =	 T	 (por	 de finici gfn). Las demo=tracione= =on
/

semejantes a las que se han hecho hasta el momento y por lo -
tanto no las haremos aqui.

Nota: Un e=pacio vectorial pUade tener otra operacidin
1
	 (que	

I
mas	 q 	 llamaremos muitiplicacion)	 y si esta nueva operacion
satisface ciertas propiedades,	 el sistema se llama Álgebra.
La múlti • licaci gn de matrices tal como se defini g hace que el
espacio Rmx". de matrices cuadradas sea un	 .figebra.

Problema 2.-Cadenas de Markov.- En un p roceso ce Cadena
de Markbv hay n estados:	 Ey , E„t,	 ..., En. En un tiempo dado,
el proceso estar en uno y solamente uno ce los estados dados.

La probabilidad ce que el Prn r==*.nenruentre en un de-
terminado estado depende dnicamente del ¡el estado inmediatamente
anterior en el que estuvo el proceso. Si N'e . 	 denota	 la pro--
babilidad dP tran=icidn,	 o =e=,	 la p ro h que-

•C

	

bailidad de 	 ---
proceso pase del estado j al estado 1, entonces 	 1

Fij	 F-hj•	 =	 1. (Hay seguridad de que el proceso
Pas e del	 estado	 1 á cualquier otro e ado5. La matriz:

•

PH	 P n z.	 -	 P/Pt.

P I	 P	 a_	 • • •	 P a ct

.

Phi	 F-7)2‘	 r_mt•

e	 Matraz	 Tran=lczo-i. Una. cadena 1.71	 narkov gueda --
cEtermlnaida_ adeLpecIficEr	 71,E.traz	 Ge	 =1
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ma;
Suponcia que en una cierta actividad laboral cada persona ee-

t.‘ clasificada en uno solo ce los tres estados siguientes:
Estado	 1: Trabajador yrofesional (VE:
Estado 2: Trabajador No Calificaao (N)
Estado 3: Trabajador Calificado

Suponga adam‘s que caca persona tiene un h2jo y gue
matriz de translei% (de prebabliadadi

	

TP	 N	 C
0.6	 0 . 2 VF

	

1-1-t 1 :1;
	 0.3	 N

[

	

O. 2	 0.5	 o

da la probabilidad de que la proxlma generaclon pase de un --
estado e otro.	 Si el 20>: de los trabajadores son rabalado-7
res profesionales, el 50.% de los trabajadores son trabaiaho--
res no calificados, y el SO.% restante son trabajadores cali—
ficados, encuentre las probabilidades respectivas de que el -
nieto he un trabajador sea profesihnal, trabajador no r.ri.lifi-
ca ��o o trabajador califica�� ^

	SeluciÁ	 -4=n.- La matriz u, trancicion

TP	 N	 C
0,5	 0.2 0.1	

4,1
TP

P =	 0.1	 .	 0.5	 0.3.- '

[ 041.4.4	 4v0...1.	 0.5	 r

puede explicarse como sigue po, = 0.4 significa que exiete -
una probabilidad de 0.5	 (60:l)	 de que el filo ce un trabalador
profesional sea a su vez trabajador profesional=	 = 0,2 --
significa que hay un 20:5,: de probabilibades de que el 	 hilo 'de
un trabajador no calificado sea un trabaiador calificado. -

Como lo que se quiere es encontrar las probabliidadeP
respectivas de que el nieto de un trabajador pertenezca al
estado 1,	 2, cf 3,	 definimos

>Cic

Xk	 >C23
3# K

como el vector que
neracion.

d'el,. estas probabilidades en la k-esima ge-

Si	 20:.; de lec. trabajadores son profesionales, el
c4rnJ no calificados y ei 30% son celiticad0s, entonces

=

es el vecto.- que ,1141, las probabilioaces inielaiee. 	 1,:ueremo-a -
encontrar 2,' puez	 .131-rezpor.c.i. E le sepl-noe.
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Consideremos el producto
,	 0.2	 0.2

PXu	 = X I =	 0.1	 0.6
0. 2	0.2	 0.5

En ==t= casn,

= 0.41
xa» 0.31

se exp lica en la si guiente forme,	 por

0.'2	 0.2E:
0.5 =	 0.41
0.2	 0.31

elemplo, en 12. compo-
nente	 = 0.12 + 0.1	 + 0.0 E ,	 representa la procaballaeo

• de que el	 nijo de un trabalacir sea protesiona“ u,12 	 ia -
probabilidad ae que el hilo O� un trabajador profesionai 	 sea
tambi l2n profesional; 0.1 da/ la probabilidad ce que el rajo
un trabajador no calificado sea profesional; 	 da la pro-
babilidad de que el hijo de un. trabajador calificado sea pro-
fesional.

Esto es asi porque cada trabajador, independientemente
del estado a que pertenezca, puede tener un hilo que sea pro-
fesional,	 es decir, cada uno tiene una cierta probabilidad ae
que su niio sea del estado 1 y la suma de elles dar- / la pro--
cb i lidad total buscada.

Tenemos tambifin que, como las probabilidade s 0.2, 0.5 y
0.3 permanecen constantes en cada generacidh, entonces para -
Xz,	 -	 =	 = (PE)0 =

Esto es:

	

0.6	 0.2•	 0.2	 0.2Ñ	 0.31L

	

0.1	 0.A	 0,3-a	 0.41]=. [0.2A.7

	

0.3	 0.2	 0.5	 0.31	 0.:R21
que son	 las probabilidades buscadas. E-f general,	 )<,/. =P't XD) ,
con lo que calculando E n podemos obtene- las zomponentes de

que nos . representan las probabilidades de que un trabaja--
dor d= la n-alsima g=n=racififh =st. =:1An el	 A=tRoDsl,

Nota: mediante ciertas caract=r(sticas de una matriz --
llamadas Valores y Vectores Eroplos se tiene otra forma de --
calcular P m para problemas de este tipo.

ObsarvaciÁn.- En adelante, podemos escribir el producto
de varias matrices sin utilizar pvintesis, Y E  que Obtenemos
el mismo resultado sin importar como se efectue la multipli-,
caclon (siempre que no conmutemos nin guna de las matrices).

Nota: Una Matriz ce Probabilidad es una matriz cuadrada
que tiene cos caractfaristicas:

Cada componente es no ne gativa	 ( es aecir	 0j.
La suma ce lps elementos ae cada ren g icln es 1. Le ma---

tris de transicion del problema anterior es, por io tanto una
matriz de probabilidad.
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3.5.-TIPO6 ESMECIiqLEk DE	 h=/1-1h-IL.1-6.

Consideremos ahora ciertas clases de matraces que desem-
peFan un importante papel en el 441gebra Lineal.

Nentrn d= las matrices cuadradas es :importante referir--
nos a la Diagonal Principakda la matriz 	 = Lag' )flpi	 gue es
el conjunto ordenado ce	 componenter :a" , az,	 ann.:/,-
esto es, la. Diagonal Principal es la 	 linee de las componentes
que comienza en la esquina superior izquierda de la matraz y
termine en le esquina :inferior Derecha.

1.-Matrices Dlagonales.- Entre las matrices cuaoraoas --
juegan un	 importante papel	 las llamadas Matraces riagonales,
que son matrices que se caracterizan por la propaeDaa ni= que
todo= los elementos por encima v por nenajo de la niagonal --
principa]	 son nulos, lec" =	 si	 3), esto es, matrices --
cuyos elementos diferentes de cero estgn colocados a lo largo
�e la � iagonal rrincir �� 	 �as ma�rzces � zagonales se �eno�an
por .	 ka,	 kn..2 tai	 que

nj

ki,	 1./	 u
=	 u	 ka.	 1/.1

n.%.. O	O	 k   

Es claro que la suma de matrices diagonales faa
una matriz diagonal y lo mismo sucede con el 	 producto, Es:-de-
cir, si ig y E/ son matrices diagonales entonces 14/f = 	 Lambiefn.	 -
lo es.

Nota: Una propiedad muy Importante de las matraces die--
gonales es que permiten el ref./culo de potencies de ellas sin
mayor dificultad.

En el c‘lcuin de estas potencias todo el prnniema se re-
nuc= a calcular las potencias ce los elementos das/pon:eles, y
esto puede verse aplicando la operaci/n 	 producto.

2.- Matriz Identidad.- Otra manera de definir a la ma---
triz identidad reS describirla como aquef.ta en la cual	 la Dia-
gonal principal estg constiturca por elementos todos iquaies
a 1, siendo los	 elementos todos nulos y. se cenote por

Obsefrvese que la matriz identidad es un caso particular
de las matrices diagonales con k, = ka = 	 kn =	 1.

O.- Matrices	 be mond k.gr	 qui=
teriores, si türl0=- lor n1.7flmeror kt. en ,as natricss	 0:leganales
son iguales, la matriz se cenomana Lscelar 	 se denote

I	

f	 :":'	 =	 •
=
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Esto es, una matriz escalar ez simp lemente un multiplo -
escalar de la matriz identidad.

En casos particulares la multiblicaciA ce matrices pu e -
de ser conmutativa.	 por ej e mp lo, et fefca l ver que lee -
matrices escalares conmutan con todas iaz matrices. ci..dreCee.
Úei MISM •D orden, pues,

;... f/ 	arz	 . . •	 a,n,"	 - 1- : : a i,	 1-.: :-D. , 7,„	 , . .	 ::: E-. , 1 pl.

es,	 a ap_	 • • •	 a,,th ..t.-	 1"...-s, 2 ,	 1::•1• 2, 2_,	 . • ,	 l' : ' e.',. 2..it.

.•:-..

N
aja

a l,	 A

e
1-.1 t_i _ .

••,
U

e

O j	 ..: , „ O

rf	 i!	 • • ,	 1::	 eni	 Eng,. ...	 ah%	 -' c- III	 k -- 	. • . n ti,_	 _

	

-	 •,..	 -..

Eni a na	 enn

•	 . •	 .	 •	 • • .

„	 Lt

Podemos ehleviar y decir: si L k l es una matriz escalar
tal que	 k	 = kI, entonces:
L k	 = (klUtt = I(k4) = kA = U4k)I = Á(kil = 41 k 3.

/De todo esto podemos concluir que el papel especial que
tuega la matriz identidad en la multiplicacinn matrjciel e s. -
eactamente el Mismo papel que lueqa el ndmero I entr e l os --
n /meros.	 D� hechc, I0 � AI = :, es oe ��� r, es la uni �Í �d mul--
tiplicative.

Observacion.- Con esto podemos ver que e .::::iste una impor-
tante relacinifin entre la multiplicaci¿n por un escalar y el --
producto de matrices-

4.- Matrices Trian gulares.- Otra clase particular de ma-
trices cuadradas es la de aqUellas matrices tales .que tobo!. -
los elementos por debajo de le dia gonall. princi pal son nulos,
como en el caso de la matriz

a,1...

lin • = • e an.

Esto, es	 = O siempre que	 T a les matrices se
J

llaman matrices triangulares superi nres. Un caso parecido es
cuando los ceros e etei.k por encima de la die gnne l principel; -
son las llamadas Matrices Trien quiai-es Interiores:

In	 O

a x/	 aga	 .

E h,/	 -	 nn

En este babo aci = O, Ic:j.

av
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- INVERSA DE UN:21 MA7F1L Lili-I .PKÑ -
DA.

Un concepto importante dentro ce la teorla de matrices -
A., el dA Inversa de una matriz.	 En esta secciAn estuciaremos
este concepto y posteriormente lo utilizaremos en la solucacfn
de al gunos problemas.

3.6.1.- Definicion.- Sean A y E matrices Ce orcen n. SI
AB = EA = 1, entonces B se llama la inversa. ce A y se aenota
A -I . Si A tiene une. inversa decimos que A es invertible o no
singular ( o tembieen no degenerada).

Observaciones:
De la definicion concluimos inmediatamente que (A TI	 = A.

(Si A es invertible).
Esto no si gnifica de ningdn modo que tocas las ma l.-rices ---

cuadradas forzosamente sean invertables podemos topernos con
matrices cuadradas que no lo sean.

Es conveniente pre guntarnos si esta inversa, si es que -
existe, es dnica o existen muchas. Para efeto ver emos la si—
wientel
ifroposici/n	 Si P! es una matriz cuadrada inv e rtial e , -
entonces su inversa es dnica.

Demostración.- En otras palabras, 	 si El es una in-..ansa de
A y r es otra matriz (todas de orden n), tal que AC = CAs'I,
entonces B = C. Esto es asi, puesto que e = nr =	=
(CA)E-1 = IB = E.

Por lo tanto, concluimos que cuando una matriz admite --
una inversa, asta es dnice. fi ltro hecho importante referente
a matrices inversas es el siguiente:
Teorema :3,6.3.- Si 1.2í y B son matrices cija orcen n no singula—
res, entonces AB es no sin gular y ademas &AEM T/	.

-1Demostresion.- Por hapotesis A ~. y s	 existen.	 Es cla-
ro que (AB)( -1 A")	 = A(BB T/ )A-I	=	 A=	 A(IA -/ ) =	 ATIM	 = I.

Por otro lado, (E-' A -1 )(AS; = B -1	 PI)	 = B -1 IE =	 B -i (1B)
= S -I S =

nA donde	 A-I es inv e rsa ne AD. Pero como :jeta el Axi ete -
es dnica, entonces (A8) -1 = 6 -1	 .

Este resultado es extensivo al producto ce. n matrices
singulares y puede prooarse repitiendo el proceso anterior.

Ene eguiHe vi=---,=w- � una p r nposi r len que nos ayuceral. a re--
conocer cuenca una matriz tiene o no inversa.

	

Fropoeorin 3.6.e.- Sea A una matriz ne ornen r“	E l --
xis �e una ma � riz nc nula X ta � que AX = � ,	 entonc�s �� nc e� --
mite inversa.
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Demostracion.- Le., haremos demostrando lo contrario, es -
decir que si f2X- =0y4es invertibie, entonces. 	 =tineresa-
riamente. As!,	 sea AX = O y 4-' existe. Entonces,
"Ii4X) =	 = J. pero 4-1(4X) = (4-14)X = 	 =	 X = O. De -

donde, si A es invertible y AX = 0, entonces X = o.

Observacion.- Este resultado se puede relaciona/r con ---
sistemas de ecuaciones pues al considerar la ecuacion matri—

	

=	 en realidad nos referimos al sistema homogeneo --
AX = O. Si elsto se ca ron X í O significa que dicho sistema
hnmnq4m.=n tenHrl varias soluciones. En este caso 4-i ne ex-je-
fe.	 Hemos visto que para comprobar que E = A. 	 deoemos
mostrar que AB = DA = I. Una forms de simplificar el trabajo
de comprobar si una matriz es la inversa de otra esta dada --
por el siguiente teorema;
Teorema 3.5.5.- Sean Ay S matrices de n-h. Entonces 4 es -
invetrioie y E - H	 Si:

a) DA = I
O) Afl =

Dem	 .raci4o- Para demostrar a) supongamos que DA
consideremos la eduacicfn matricial AX = Cr. Entonces ISMA	 = -
DO =p9 y B(AX)	 = GSAM = IX = X = O, por lo que,	 por la pro-- •
posiS-iAn anterior, X = O es la dkira solucion a AX = O y
invertible. Falta demostrar que E = (2)-4 . Para d=to, rnmn --
A-! existe,	 post-multiplicamos EA = I Por 4.1., y obtenemos que

-I	 = ( BA)A-1	 = B(lqn".1) = PI = E, dP, dnmdi= B.=
b). Sea AB = 1. De a)tenemos que A = Eri y por definirirl-, -

AB = B4 = I, lo que prueba que 4.es invertible y E = A'',

3.7	 INVERSION DE MATRICE S.. -

A continmacidln veremos un me(todo pare encontrar la in - - -
versa de una matriz dada.

Algoritmo para el cj.lculo de la Inversa de una -
matriz mediante el Mitad° de Gauss-Jordan. Una trefcnacs para
encontrar	 la inversa de una matriz, cuando existe, emplea el
metodo de Gauss-Jordan. Esta tecnica hace dos cosas a la ---
vez:	 nos dice si la matriz tiene Inversa y, al mismo tiempo,,
nos da esta inversa. Esta tecnica o algoritmo consiste en 	 lo
siguiente:
Dada una matriz A de orden n formemos la matriz aumentada

	

1 I 1	 escribiendo junto a ella la matriz identideo ce or-
oen n obteniendose con ello una matriz ce nx2n. 	 Apilcamos --
operaciones elementales sobre los renglones ce esta matriz --
aumentada para convertir el bloque f--1 en la matriz identidad.
supongamos que de esto resulte le matriz t I i	 J. Entonces

=	 Si durante el proceso l'=gamos A une matraz
I 4'	 1 D) donde (4' tiene ur,a l[nea re ceros, entonces 4 no: e=
invert Ole.

-
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fr-cdpraieee este
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Nota 2 .- Pesteriey mente v e remes otro m eltoce para encon-
trar I, invensei ce Inc, matriz mecalite ceterudnantes-
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mando
gregando
cada

taneamente

elementos,

mediante el metodo de solucion
a la matriz de coeficientes común

enseguida los vectores columna
uno de los n SEL, y ésto da lugar a

a /	 .	 /	 1	 0	 .0
ea,	 a	 a	 0	 1	 . .	 O

para varios SEL to-
a todos los BEL y a--
de las constantes de
una matriz de nx2n

A	 I	 3.

^g.	 ...	 ea,	 o	 o

Al aplicar operaciones elementales en el bloque A para -
escalonarlo y reducirlo	 (Gauss-Jordan),	 en el lado derecho --
(bloque') van apareciendo las soluciones para cada BEL,	 es --
decir,	 el vector solucio'n X tal que satisfaga a su correspon-
diente SEL.	 Con éSta en I van apareciendo X y e'sto es A-.1

F-1 . X = A_

Observacion.- Para controlar los calculas y verificar el
resultado, es conveniente comprobar que AA"= I.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 8.- Sea_

	

15	 10	 18

	

15	 0	 12

	

10	 20	 16

la matriz asociada a un BEL. Qu- eremos determinar la inversa -
de esta matriz mediante el mel-todrLde Gauss-Jordan.

Solucion.- Siguiendo el -algoritmo representado anterior-
mente tenemos:

--15	 10 18	 :	 1 O	 0 1	 J	 10	 20	 16 !O 0
15	 0 12	 1 0	 1—	 R$3	 15	 • 0	 12 :O 1 0

_10	 20 16 	:	 00	 1J ---*	 ls	 lo	 18 :1 o o

311-	 0	 :

1/10 R$	 1	 2	 8/5	 1/10
-15	 +	 0	 -30-	 -12	 0	 1	 -3/2

pi+ R	 -20	 -6	 1	 0	 2

1/30	 P....t. 	 1	 0	 4/5	 0	 1/15	 0	 i
L2_12...,+ R	 0	 1	 2/5	 0	 -1/20	 1/20	 i
-2Et+	 3	 LO	 O	 d-,	 1	 -2/3	 -1/2J

1/2 R3	 1	 0	 0	 -2/5	 1/3	 1/5
R	 1	 0	 -1/5	 1/10	 3./20

z/c. R,	 R,	 0	 0	 1	 1/2	 -1/3	 -1/4
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De aqui que

-1
-2/5 1/3 1/5

A = -1/5 1/10 3/20
1/2 -1i3 -1/4

3.S ALGO MAS ACERCA E7 SE:

.1
En esta seccion estalle-esam-=	 =

bien concernientes a sistemas de ecuaciones y5HET) con lo que
daremos otro mgtodo de solucirl.n para sistemas CA n ecuaiiones
con n incegnitas que, en cierta clase de prilem=s, son r.,== -
eficientes que la eliminacign de Gauss.

1
Ademas, analizaremos que sucede con los SEL que n3 tie—

nen sclncidn.

Teorema 3.8.1.- Si A es una matriz invertible de nxn, -
entonces, para cada matriz de nxl, el SET. AX 	 P tiene exac--
,-;tamente una soluciA, a saber X =	 B.

/
Demostrecion.- Ya que A(A-1 O) = O para cualquier matriz

C cuando A es'invertible, tenemos entonces en particular que-
ACA-IP)=.5, de donde X =	 4=s una solucijen HA AX =
mostrar queque es la única solucio(n supongamos que X0 es cual--
auier solucijn. Vamos a demostrar que YG tiene que ser la --
solucicln A-1,9. Si X, es una solucio/n, 	 iLuices AXe = E-

Premultiplicando por A-i en ambos lados tenemos que 	 =

ATI	 entonces X= A4-4 R.

Podemos ahora resumir mediante alguna relacion todas las
propiedades presentadas anteriormente

A es invertible.
AX = O tiene dnicamente la sclucion trivial.
A es equivalente por renglones a
AX = R es consistente para toda matriz de nxl.

De aqui podemos concluir que si A es invertible, enton—
ces su sistema asociado tiene so-lucio 1-i única, en caso contra-
rio el sistema tendra? varias soluciones 	 no existir:t./ sclu—
ci4.

Problema 3.- A partir de la informacio dada en el pro-
blema obtenemos el siguiente. SEL a resolver

	

x + 10 y +	 15 z	 1500
10 x +	 +	 12	 =	 1800

10 x -4- 20 y	 16 z	 =	 1200



-2/5 1/3 1/5.
-1/5 1/10 3/20
1/3 -1/2 -1/4

1800
1800
1200

[\

- 96 -

MOS COMO :

"••n•n-n

15 10 18 x 1800
15 0 12 Y = 1800
10 20 16 1200

Observe que la matriz de coeficientes del sistema ya es
conocida por nosotros	 ;	 su inversa existe y es

-2/5 1/3	 1/5
A -1/5 1/10	 3/20

1/2 -1/3	 -1/4

De donde la solucign estará dada por :

Este es, se pueden producir 120 unidades de_ fertilizante de
tipo I solamente.

Problema 4.- Alimentacion y dietas.- Si x,y,z nos re--
presentan a cada comida (menú) respectivamente, interpretando
el problema obtenemos el sistema

+ z = 1
+ 2z = 2

4x	 + z = 3
donde x,y,z	 En notaci* matricia :

1 0 1 J-

0 2 2 y
0 1

Mediante A

0 1 1 0 O - .4.R,+ R3 1 0 1
O

[1
2 3 0 1 0 0

4 o 1 o 1 O 0 -

•

1 0 0 1/2 R..1.
0 1 0

0 1 -1/3 R3
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1 0	 1	 1	 0	 0 -R3 +R/ 1	 0	 0 :	 -1/3	 0	 1/3
o 1	 3/2	 0 1/2 0 * 0	 1	 0 :	 -2	 1/2 1/2
0 0	 1	 4/3 0 -1/3 -3/2 R3 0	 0	 1 :	 4/3	 0 -1/3

+	 R?,
.n=.1111

Entonces
1-••••-

-1/2	 0	 1/2
A	 = -2	 1/9	 1/2

4/3	 0 -1/3

-1/2	 0	 1/3 xi
' -2	 1/2 1/9 2 1/2 Xz

4/3	 0 -1/2 3 1/3 Xj

La respuesta es	 :	 2/3 partes del men iS 1,	 la mitad del 2
una tercera parte del 3.

Problema 5.- En este problema los sectores o-campar-111(as
se interrelaoionan de una forma elaborada. Se hace una dis--
tincion entre las companias o sectores (que convierten ún ---
producto en otros productos de tal manera que los productos -
suministrados no son realmente consumidos, sino reemplazados
en el mercado por los productos de la producciA)y el Pjblico
considerado como los "consumidores finales", (que en este ca-
so corresponde a ahorro). 	 .

Leontief trabaja con dos tipos de modelos: cerrado y a—
bierto	 En un modelo cerrado, el publico se trata como • una -_i
compania o sector mas cuyo ingreso es la canasta de mercado,
mientras que la produccien es el ingrediente trabajo en el --
suministro de mds sectores tradicionales. La distincign en--
tre "buenos consumos finales" en nuestro modelo abierto y los
ingresos que el sector construcciA "procesa" en un producto
de salida llamado mano de obra en un modelo cerrado e? de in-/teres economice pero no presenta alguna diferencia matemati--
ca.

En r-,1 capitulo de Sistemas de Ecuaciones Lineales se re-
solvij un problema representado por un modelo cerrado de Le--
ontief en el que se enfatizc< que en este tipo de modelo eco--1.
nomaco se trataiaria suponiendo igualdad entre la preduccion/	 .
y el consumo. Aqui supondriamos lo mismo.

El arreglo dado se interpreta como sigue: el sector de -
la agricultura produce un total de 20 unidades, de las cuales
c-A-= .tnntnp.umni.7.tra con 4_ la manufactura consume E y el sector
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de la construcción consume 3; las 7 restantes son los produc-
tos de inversión (que pasan a formar los fondos invertidos o
ahorros y que son consumidos por el sector de la construc----
clon). El mismo sector, agricultura, consume 4 unidades de -
su propia construcción, 8 de la manufactura y 8 del sector de
la construccion, 20 unidades en total.

Como en este caso el sector ahorros es sector abierto, -
el problema se interpreta como un modelo de sectores: agri---
cultura, manufactura y construcci gn, pero todavía no corres-
ponde a un modelo de Leontief. Lo convertiremos en uno en la
siguiente forma: los insumos (consumos) de la agricultura es
4/20 de ella misma, 8/20 de la manufactura y 8/20 de la cons-
truccidn, etc.

Con esto resulta que, en este problema, necesita satis--
facerse cierta demanda, que en este caso es la inversion, de
manera que se formen los ahorros y sean utilizados por el ---

, sector de la construcción. En otras palabras, el vector de--
manda d tiene como elementos 7 , y la.matriz a trabajar se--

ra: r-

4/20	 6/30	 3/20
A =	 8/20	 18/30	 1/20

8/20	 6/30	 4/20

1/5	 1/5	 3/20
2/5	 3/5	 1/20
2/5	 1/5	 1/5

_
Lo resolveremos mediante (I-A)

1
d = X , donde X = vector

producción. Asi:

r---
4/5	 -1/5	 -3/20

I-A = -2/5	 2/5	 -1/20
-2/5	 -1/5	 4/5

-1/5	 -3/20
2/5	 -1/20 : 0
21/5	 4/5 : 0

5/ 4 E,
2/5 R,+	 	 b
2/5 Ri + R2«

0 0
1 0
0 /

1	 -1/4	 -3/16 : 5/4
3/10	 -1/8 : 1/2

-"VIO	 29/40 : 1/2

0 0
1 0
0 1

10/3 Ra.
1/4	 R
2/10

1 -7/24	 ; 5/3	 5/6	 0
1	 -5/12	 : 5/3	 10/3	 0

3/5	 :	 1	 1	 1
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5/3 R3 1 0 0 : 155/72 95/72 35/72
7/24 R R 0 1 0 1 85/26 145/36 25/36
._,/12	 R R 0 0 1 : 5/3 5/2 5/3

De donde

-
(I - A)/ =

	

95/72	 35/72

	

145/26	 2=726
5/3     

= 1/72
155	 qs

170	 290	 50

	

120	 120    

Por 1- tanto,

170(I -	 = 1/72
20
30
.20

L

50
120

95
290
120

/
Este resultado era de esperarse debido a la suposicion -

hecha y a los datos dados en la tabla.

Finalmente, solo comentaremos dos n_timos problemas.
Podemos considerar un tipo de problema muy importante en Fi--
sicé: én ciertas aplicaciones se trabaja con sistemas físicos
'lamados "calas negras", por haber sido reducidos a sus ca---
ractersticés esenciales. En ellas consideramos que si Al --
sistema le aplicamos una cierta entrada, el sistema producirá
Una cierta salida; sin embargo, el funcionamiento interno del
sistema se desconoce o no importa, de ah i el td(rmino "cala
negra". En casos como este, tanto la entrada como la salida
podemos describirlas como matrices de una columna. Por ejem-
plo, si la caja negra está formada por un cierto circuito e--
lectr¿nico, entonces la entrada puede ser una matriz de nxl -
cuyos elementos son los n voltajes medidos entre ciertas ter-
minales de entrada, y la salida puede ser una matriz. de mx1
cuyos elementos son las corrientes resultantes en m cables de
salida. En te'rminos matemticos lo que hace el sistema es. --
transformar una matriz de entrada de nxl en una matriz de sa-
lida de mx1.

Entrada	 cisterna	 Salida
(Caja Negra) 	 1

/
Para un gran numero de sistemas de este tipo la relacion

es como sigue: al s_stema le asociamos una cierta matriz ----
_____	 _,_ _„„	 e-,motrnc Fi/04r,, --
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determinados por el sistema. La matriz de salida B de mxl, -
que resulta de una matriz de entrada C de nx1, se puede obte-
ner mediante B = AC.

Un sistema de este tipo es un ejemplo de sistema físico
lineal. En las aplicaciones es importante con frecuencia de-
terminar que'entrada C se le debe aplicar al sistema para ---
conseguir cierta salida B, es decir, resolver la ecuacicrn ---
AX = Es para la entrada incLgnita X dada la salida El reaueri--
da.

Un ultimo problema fundamental consiste en lo siguiente:
Sea A una matriz constante de mxn. Encuentre todas las ma-
trices B de mxl, tales .que el sistema AX = E sea consistente.

Si A es una matriz invertible, el teorema =LP,1 .1 resuelv=,
en forma completa el problema al afirmar que para toda matriz
B de mxl, AX = E, tiene la solución canica X = A B. Si A no es.
cuadrada o no es invertible seria muy conveniente determinar
en que condiciones el sistema AX =B es consistente y esto ---
puede hacerse utilizando alguno de los métodos de reducciO'n -
desarrollados en el capitulo anterior (Gauss, Gauss-Jordan).
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de Algebra Lineal I. Aqui se contempla toda la ustificaoion
tedrica que respalda a lo desarrollado en temas anteriores.

4.2 R E S E i71 A	 HISTORICÁ

Es al llamado -Príncipe de las MatemAtioes"_ 	 Karl Frie--
drich Gauss	 (1777-18SEH, al que se le atribuyen la= primera=
ideas acerca del concepto de n dimensiones, así como	 ruLto-
do para sumar vectores de dos componentes 	 : esto l'Jltimo debi-
do a que aparecen cuando dá la demostración del Teorema Fun-
damental del Álgebra. al identificar puntos del plano con nr-
meros complejos.

Posteriores a 4l. encontramos los trabajos de Arthur ---
Cayley (1821-18 g :f. )	 y de Hermann Gunther Grossman	 (1809-1E77)
en los cuales ya se maneja el concepto de espacio vectorial.

En las publicaciones de Grossman encontramos adems no-
ciones como subespacio, independencia lineal, conjunto de ge-
neradores, dimensión, suma e intersecoi¿n de subespacios.

La vida de Grossman es al go curiosa, porque a pesar de
ser un gran matemático, tardíamente se did valor a su obra, -
quizd debido a la dificultad de la lectura de su trabajo.
Prácticamente la totalidad de su vida la pase, como maestro de
secundaria en Stettin, peque: La ciudad de Pomerania situada a
poca distancia del Mar Báltico.

Giuseppe Peano (1858-1932),	 lógico y matemático italia--
nn, en 1888 da la definicion axiomAtica de un espacio vecto--
rial con escalares reales empleando una notación, moderna.

Continuaremos con algunos resultados importantes para el
caso R -r` y después generalizaremos al case  abstracto

4.3 COMBINACION	 LINEAL	 DE	 VECTO-
RES, DEPENDENCIA	 E	 INDEPENTENCIA
LINEAL DE VECTORES	 Y GENERADO-
RES : Caso Res`.

í
En esta seccion estudiaremos algunos conceptos que nos -

serviran pare después obtener a partir de ellos una definí--
cidin muy importante : la de base. Observaremos. c,f...mo estos 	 --
conceptos están muy relacionados unos con otros, e.>:iste una -
seriación entre ellos de tal forma que tratarew.s :e que el
fltimo concepto que se presente quede lo; bastante firme dom_.
para comprenderse sin mucha difidultad. Empecemos.

Come 	 re cnrdar !e, las opera:iiines multipli , a	 un
escalar y suma de v ectd.res, para vectores en R x c ed. E	 ,----
r4.-i1=J Jn c-i=ntfded: c . 	 :	 ri ==	 .==.1=



mos llegar a cualquier punto que 	 este	 colocado	 sobre	 la misma

direccioA de VI.	 Este punto determina	 otro	 vector	 con	 la	 ---

misma direcci¿n	 que V, pero	 diferente	 magnitud.

Si queremos alcanzar otro punto	 fuera	 de	 esta	 direccien
podemos tomar otro vector Va(por	 supuesto no	 colineal a V,)
de	 manera que V, y Va forman un	 paralelogramo	 (o plano), cuya
resultante esta	 definida	 per V,	 + V	 y contiene a	 ambos	 ---

vectores.

Tomando mdltiplos convenientes	 de	 V, y	 Va.	 podemos	 alcan-
zar cualquier punto en este 	 plano mediante	 r, VI	 + raV?, con	 -

escalares, pero no podemos 	 movernos fuera	 de	 este pla--
no. Para llegar a un punto	 fuera de	 este plano	 podemos in---
troducir	 un tercer vector VA que no	 esté contenido	 en el pla-

no	 definido por	 Vt y Va, (es	 decir,	 V3 no coplanar a	 Vt	 y Va).
Analogamente, tomando sumas 	 de mdltiplos de	 la	 forma	 rtV,+
Va + rbV-, , con	 rs, ra,rs. escalares,	 podemos	 llegar	 a	 ----
cualquier punto en II que determina a un cierto vector.

Generalizando, si tenemos n	 vectores fijo	 V 1 ,

..1:" E:TI-. y queremos	 llegar a	 un	 cierto	 punto que	 determina	 a un	 -
-vector V G	 podemos hacerlo mediante la 	 suma de múltiplos
escalares convenientes de VI, Va,...,	 V.&, es	 decir
V = riV,+ raVa +...+ r 	 con	 ri	 ,	 r_	 rfl escalares.
Por el hecho de poder representar a V de esta forma, 	 decimos

4que V es	 una Combinacion Lineal	 de Vi,	 V. 	  V	 Asi, enun-
ciamos la siguiente

Definición	 4.3.1.-	 Sean V, , Va,..., Vfl vectores fijos -
en R"'".	 Un vector V en IV1' es una	 COMBINACION	 LINEAL	 de	 V.?,

V si podemos expresarle 	 como
V = rsVs + ryVa +...+ rvy,A

para algunos escalares r1, ra' 	 • •	 r

	

Observacion.- Nótese que las 	 combinaciones lineales de
vectores	 tambidn son vectores.	 Asimismo, el	 verificar	 si	 un
vector V es una	 combinacion	 lineal	 de	 lbs vectores	 VI , 	y1,...2,	 ..

V	 nos lleva a resolver un sistema de	 ecuaciones.

Si variamos indistintamente	 los	 valores	 de	 r ,	 r 	  r1	 _0,	 esik
podemos formar vectores distintos ; 	 si	 reunimos	 todos estos -
vectores. que se	 obtienen mediante co binaciones 	 lineales de -
V" V;,..., VIA y lo denotamos por	 (Vi, V -1,..., Vi,) , es	 --,d	 Ir si

, (VI, V_,..., 	V„„)= { VGRIA/ V=	 1-, V,	 + r_ V- +... +	 r	 V	 dona	 a

1	 a 	  r	 escalares	 Y,v.g..
resulta que este conjunto contiene, 	 ademas	 de	 todas	 las com—
binaciones lineales de Vi, V.6„...,	 \in,	 a los	 mismos	 Vi,	 VI,...
Vvy para	 valores adecuados de los oscalarcs	 r	 ,r ,...,r .

1	 -_-÷	 ....

1
Este conjunto lo uti I ;...c.. 	 rfln	 EMOi; cas aielan-

te-y nos.	 llevard. a otros	 cnrcarn=	 17.../	 <7,,r,nri-,,tnc	 rn
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I
en el concepto de combinacion lineal de vectores es la de de-

/ pendencia e independencia lineal de vectores ; mas adelarrte -.
veremos como este concepto es central también en la teoria --
general de conjuntos abstractos. Es de esperarse que estos -
conceptos estén mucho muy relacionados con sistemas de ecua--
ojones y la existencia de los escalares ri

Recordemos la forma de un sistema de mxn
+ a la x I +...+ a,,x, = bl

a x + a__x +...+ a Y = b
er	 a kh	 2

a x +...+	 x = b
71.1

Este sistema puede reescribirse en la siguiente forma :
a lk	 /al 	 a w,	 b 4 \
a 3.4 + X a a a a +	 =	 b

\ a-n	 ss. a nm71

es decir,

nV I + x aV; +
m 

= b , donde V° = = 1, 2,...
n.

son vectores columna en R 	 Lo que hemos hecho entonces es
escribir al sistema como combinación lineal de los vectores -
V I , Va,..., V. Cuando el sistema es consistente es porque -
existen las constantes I I , x a ,..., x n, que permiten hacer lo
anterior, es decir b &,e(V I , Va ,..., Viv,)	 ;	 si no es posible -
encontrar esas constantes es porque el sistema es inconsis---
tente y b	 V_,...,

Perd ademas existe una relacián muy estrecha entre las -
soluciones de un sistema de ectaaciones lineales no homogéneo
y su homogéneo asociado (teorema 2.6.4) ; resulta que en la
solución del sistema x,V, + m aya +...+	 = b, el comporta-
miento que tenga el sistema homogéneo x i VI	 + x a Va +...+
= O es muy importante, pues :

Proposición 4.3.2.- Si el sistema
xiV, + x aVa +	 +	 b

tiene solución, entonces tiene infinitas soluciones si y solo
si el sistema x N V I + x aVa +...+ x,Vn 

V
/Vn 
= 0 tiene solucian no -

trivial.

Demostración.- Primero verificaremos que si el sistema
x,V, + xaVa +... + x ney,\ = b tiene varias soluciones, entonces
el sistema homoRdneo x,V i + xa V a + ...+	 = O tiene solu--
cien no trivial, es decir, existen constantes g	 ra,...,
no todas cero tales que

r i V i + +...+ r V = nn\
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ries formas distintas en	 tesrminos de VI, V, .... V,. Sean --
las siguientes dos de estas expresiones
x,V, + xaVs.	 b	 x,V, + xiVa +.	 +
ylVt +yV +...+ y V =	 b	 - y 1 V 1 -	 -	 -b

TN..

(x-y, )V	 + (xa-y,)V +...-	 ym)V	 =0

donde rt	 0, pues xi yc para algunli. Asi,
r I v i + r V -6 ++ r	 = 0, con	 alguna r. q 0.1	 ...m	 rfl,

En el otro sentido, si el sistema
x,V1+	 O

tiene solución no trivial forzosamente tiene varias solucio--
nes.	 Si además, el sistema x,V, 	 +	 +...+	 b tiene
solucidn, el que dicho sistema tiene varias soluciones puede
concluirse a partir del teorema 2.6.4.

4
Observacion.- En otro caso, si r,= 	 r,x= 0 signi-

fica que la forma de expresar el ve?.tor b en tIrminos de V,,
V.es Unica y que la solucion del sistema homogeneo -/x,V, + x1V2 +...+ x..V.L= 0 debera ser trivial, 	 para que sea -

válido, el teorema 2.6.4.

For otro lado, supongamos que existen escalares no todos
cero tales que rIV,	 + raV +...+ r,V= O y tomemos ri t O.
Reescribiendo el sistema tenemos que

V, = (-r2/±,) Va+ (-r3/r, ) 	 V,, +...+	 )	 V,,
es decir, podemos expresar un vector del conjunto como combi-
nación lineal de los restantes. 	 Sin embargó, si r,=
tfl= 0, no podemos hacer lo anterior. 	 En el primer caso pode-
mos decir que V, depende de Va,	 Va,...,	 V„, en otras palabras
V,C0C(V2, Va,..., V,) y por lo tanto V,, 	 VA,...,	 Vson co—
planares, esto es	 (V1, Va,	  Ve„)	 =	 4(V2,	 va .....v	 es
definición de coplanares ; en cambio, en el segundo caso no -
lo son. Esto nos permite enunciar la siguiente

Definición 4.3,3.- Diremos que V,,	 V2 	  V son
NEALMENTE	 DEPENDIENTES (L.D.) si en el conjunto existe aiglin
vector que se escribe como combinación lineal de los restan--
tes 	 En caso contrario, diremos que son LINEALMENTE INDE--
PENDIENTES	 (L.I).

En lo que respecta al conjunto 	 (VI,	 Vmj lo In-
terior corresponde a verificar si el vector 0 pertenece a el
o, dicho de otro modo, si podemos expresar el vector O como -
combinación lineal de VI, V2,..., Vy resultc!. que de ser asa
esta forma de expresarlo puede ser única o no, dependiendo de
los valores que tomen los escalares r,,	 r .....r.	 Desde --
este punto de vista, podemos reescribir la definición ante—
rior COMO sigue

Definición	 P1 	 conjunto de	 cree
.=s, L.t	 si avrr:-p_fl	 escalares -

-111c.	 r W	 r “  
E cero
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Si V I ,	 Vy, no son L.D., entonces son L.I.

Existen varias tecnicas para determinar si un conjunto
de vectores son L.I. o L.D. 	 Una de ellas se relaciona con la
solución de sistemas de ecuaciones ; esto lo podemos ver como
sigue :

Sean los vectores V t = 	x,,), Va =	 (y,,

	

V„= ( z t , za,...,	 sz„06 R' . Para saber si dichos ---
vectores son L.I. o L.D. necesitamos determinar los valores -
de las .constan tes r, , r„..„ renque permitan que

rI V i + ra V,a +...+ nyyd,„, = O

	

+I- ( y a	 , yr?) +. . . + r, ,(z i	,	 <O... O)

Esto se reduce a resolver el sistema homogéneo
r I m i + raYt 4- -- - ±	 nt z t = O
r x + rr y +...+ r z = O

I	 d 2	 10,

r,x+ rl y,+...+ r„z,= O
Note que el sistema resultante sera el mismo si Vi,

pi., \Int\ son vectores columna.

El que un conjunto de vectores resulte ser L.I. 	 indica -
que la solucián del sistema homogéneo asociado a ellos es
única y, por tanto, trivial ; el que dicho conjunto de vecto-
res sea L.D. significa que el sistema homog jneo asociado tie-
ne una infinidad de soluciones.

La definición anterior, aunada a la observación poste---
rior a la proposición 4.3.2, nos sugiere la siguiente

1
Definicion 4.3.4.- Si el sistema x l V,±	 t„„ (irio

tiene solución, entonces tiene una única solución si y salo -
si los vectores son L.I.

Otra forma de referirnos a esto es que si V i , Va,...,
son L.I., entonces existe un ártico conjunto de constantes >I I ,
x2 ,..., x„, tales que x I VI + x a Va+...+ x nV	 b, es decir, se --
tiene una (mica forma de expresar el vector b en terminas de
V„ Va ,..., V.A . Si son L.D. hay infinitos conjuntos de cons-
tantes que expresan a b como combinación lineal de V t ,	 Va,..,
V,0 , en caso de existir alguna.

En base a la definicitl-i de dependencia lineal de verte--
res se obtiene el siguiente resultado t

.1
proposición 4.3.5.- V„ Va ,..., Vm,sen L.D. si y solo -

si existen constantes no todas cero que dan la combinación --
lineal cero.

Dee:ostra:clon.- Veremos pr iram=nte que	 a
_J

este es

"5 ,	 g
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tir de la definición 4.3.3, pues si estos vectores son L.D. -
entonces uno de ellos puede escribirse como combinación li---
neal de los restantes	 ; esto es, si VI= aaV,+	 an„\v„,,,
entonces	 ahVb+...+ ari1/4Vic Vt= O, con el coeficiente de -
V , distinto de cero.

En el otro sentido, si existen constantes r, ,
no todas cero tales que r,V1+ raVa+...4 ra.ylf,± O, entonces V,.

Vn,Lson L.D.,, es exactamente la definicign 4.2/Y.

Observaci¿n.- Esta prolosicin valida el que la defini-'
ci_C;r, 4.2.3 se puede reescribir como 4.2.2'.

Por otro lado, ¿c/L1 sucede cuando un cierto vector V ---
puede escribirse en t&minos de n vectores L.D.?. Veamos.

Sean V,,	 V„vectores L.D. entonces existen ----
constantes no todas cero r1, ra	 ren tales que r,V1+ r-6,ya.+
...+	 O pero ademgs, por la definición 4.2.2, uno de es-
tos vectores puede expresarse como combinacián lineal de los
restantes, digamos

= aaVa,+ atzV+...+ adj„ 	 (1)

(n-1) vectores

Sea V un vector tal que
V -xV+x á 	'V+	 .1-xV1	 á	 . (2)

Sustituyendo (1) en (2)	 tenemos que
V = x i(aa Va + a bV 3+ . .+ aV„) + x aV_ + . .+	 -
= (xlaa+	 x2 )V..a.+ ()zis 4	 x_)V +...+ (x a + x )V

t	 .3 3	 i
f

Es decir, pudimos escribir el vector V en terminos de --
(n-1) vectores. Esto lo afirma la siguiente

Proposición 4.2.6.- Si VI,	 V son L.D.	 y un vector -
se escribe como combinacidn lineal de estos n vectores, en---
tonces existen (n-1) vectores con los que se puede escribir -
dicho vector.

Si tomamos a todos los vectores V que puedan expresarse
de esta forma, es decir, si tomamos el conjunto 17.7f(VI,	 Vz,..,
Vk) con VI, Va,...,	 L.D. los resultados anteriores sugie--
ren como consecuencia de ellos los dos siguientes

Corolario 4.2.7.-n Si V, , 	 V.., son L.D.,	 entonces cual-
quier vector en /:(V,,	 Va,..., V„)	 se puede escribir con ----
(n-1) vectores. Es mds, si V,, Va,..., V„son L.D., entonces

(VI,	 V ,...,	 se puede elcribir con (n-1) 	 vectores, es
decir	 L(Vi,	 Veo) =	 aC(Va,	 V3,...,

Corolario 4.2.S.- Si 	 Va,..., 17„) se escribe con menos
vectores, entcnces VI,	 V, 	  Vg,son L.D.
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Enseguida veremos en el caso de dos vectores cuándo son
L.D. y la interpretación geométrica de este hecho. Lo hare-
mos asi para facilitar su comprensión.

Teorema 4.3.9.- Dos vectores son L.D. si y solo si uno
de ellos es múltiplo escalar del otro.

Demostración.- Supongamos que Va= rV,, con r 4 O. En--
tonoes rVt - Va = O y V I , VI, senil-D. Por otro lado, supon-
gamos que V I y V..,„ son L.D. ; entonces existen constantes rs,
r tal menos una diferente de cero tal-es que r, V, + r 3 V, = O.
Sir ( tOentcnces V I	r a /r ( ) Vz = C. de donde
V,=-(r2/r,) V1 , esto es V es múltiplo escalar de V‘.
Si r = O. entonces r a	O y V a = OV = O.

Geométricamente, el	 que dos vectores sean L.D. signifi-
ca que dichos vectores son paralelos (figura a)).    

V,)

Figura b)  

4
Si se tienen tres vectores L.D. geométricamente signifi-.	 #

ca que,estos tres vectores están sobre el mismo plano (figura
b)5. , pues uno de ellos puede expresarse como combinacidn li-
neal de los otros dos (simplemente,la Ley del Paralelogramo);
en otras palabras, son coplanares. 	 En caso contrario, los --
vectores ' son no coplanares y L.I.

En general cuando se tienen n vectores L.D. en F ue' y to-
mamos al conjunto 11:( V I, Va,..., Ves), dicho conjunto lo aso--
ciamos con un plano (por ser la idea geom étrica mas simple --
que tenemos) ;.pero este conjunto no es exactamente un plano
sino una generalización de 41 en 179`de forma tal que raial----
quier elemento VeT1):(VI, V,,..., Vil	 pueda expresarse mediante
una combinalcibn lineal de V. Va ,...,	 En caso contrario,
el que V4 élc"(V,, V at ..., V,„) significa que el vector V no pue
de escribirse en términos de V h V a ,..., Vtv es decir, V no -
se encuentra en esta especie de plano.

La idea grafica para esto es	 si V I ,	 Vwson L.D
entonces para todo Vel(V i ,	 Vi?) se tiene que
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r,V,+	 = V, entonces
riV1+ raV,+...+ rnry,..„,- V = O

(V,,	 VA).

Si r 	,	 .	 ,	 , i ndica que

+	 +	 + - V =	 V para cuales--
quiera	 r,, ra,....	 , de modo que -
rV	 +rV	 +...+ r,y„„ +rV=Osc!,lo
con r	 = r_	 =...= r	 = r	 = O.

Observaciones. -
1

- El	 hecho de Rue	 V este o no en k(V1,	 Va,.:., V,) dnicamen-
te depende de si existe o no una combinación	 lineal de Vi,V.,
...,	 V. que nos exprese a V.

\or su semejanza con un plano denominaremos al conjunto ---

;(1/' • ' ' VNA ) 
como H1PERPLANO.t	 ... ' 

Basafndonos de nuevo en	 las figuras a)	 y b), vemos que en
la primera toda la recta (t'(VI) que contiene a V, puede for—
marse a partir de	 este vector y mediante múltiplos escalares
de ¿l, &sto es, la recta e4)(Vi) puede "generarse" a partir de
V% y	 decimos que y, genera	 a ,P(V,) ; asimismo en b), si to-
do eiemento en /:(Vi, V.4.) se puede "crear" 	 o "generar" a par-
tir,	 eViyVa, decimos que V% yV2,. son generadores del pla-
no'	 (Vi, Vz1)

Cabe 'seTia,lar	 lo	 siguiente : el plano de la figura b) se,
'o-	 1obtuvo a partir de V,, V2 y Va y sin embargo	 lineas arriba see

dijo que el plano	 puede generarse unicl.mente con V, yn V. En
otras palabras,estamos afirmando que oe/(V1 ,V...,V8)
¿Qué	 tan "valido es el.sto ?. 	 Completamente,	 pues como estos --
tres	 vectores son	 L.D., podemos sustituir uno	 de ellos, diga-
mos V2, como combinacián lineal de los otros dos de torta tal
que en realidad estamos generando el plano en base a Vi y y:t.
solamente.

Este concepto de generadores tambien puede extenderse a
un conjunto de n vectores VI ,	 Cuando estos vec--
tores son L.D. generamos al 	 hiperplano	 V,,.,.., k4,1, y -
ademas podemos sustituir uno de los vectores (igual que en el

so	 anterior) y cam	 iar el	 conjunto de	 generadores, eisto es,
(V,,V2,...,	 =	 (11, V,,..., W.	 A esto hace

referencia el corolario 4.3.7.

Antes de estudiar algunos ejemplos 	 sencillos de ¿sto, a-
provecharemos para desarrollar lo que corresponde a sistemas

- de eouaninnes lineales sin solucián.
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pendicular a	 (V, ,	 V"). De acuerdo con la defini---
cioln de perpendicularidad entre vectores tenemos que debe ---
cumplirse que

(AX).(b- AY 44" )	 = O	 para toda Y, pues AY C U

O lo que es lo mismo

(AY) • Os, -	 = O

Usando propiedades de la transpuesta

-Y.
A
t ),(b - AX	 ) = O

Entonces

Xt (A "Lb - AtAX	 ) = O

Y esto sucede si y solo =1

A
-1/4

'21 b - A	 AY.	 =0.

--. --,--.= 1

•	 -It.	 ,-,
A =	 A)(A	 .

,	 4	 ,-. _
Y claro que esto podre suceder siempre y cuando m .12: sea

invertible.

Con esta parte completamos todas las- posibles opciones -
de eoluri¿n para un sistema de ecuaciones 11-,==;1nr-..

Ahora si, veamos algunos ejemplos que ilustren in que --

hemos vieto.

Pjemplo.- c Puede expresarse el vector (1,2,4) como com-
binaridn lineal He los vectores V, = 	 (1.1.1).	 = (fl.1 1)	 y

Si- (n o 1-1 2
Yr-

Para responder a Isto necesitamos encontrar elementos --
constantes r, ,r.a, y r.3 tales que

rt (1,1,1) 4-	 r.z (0,1, 1)	 r3 (0,0,1) = (1,254).
,	 = 1

.	 = 2 , entonces ra = 2 - r, = 2 - 1 = 1
,	 ra -E-	 = 4 , entonces rb = 4 - 	 - r,

Por in tanto (1,7,4)	 =I es combinacián lineal Ha V,,Va_ y

V -A 5
.(152,4) = I	 (1,1,1) 4-	 1	 (0,1,1) 4- 2 ( 0,0,1)

Ejemplo.- Si cambiamos los vectores anteriores por
(1,7,1Y, (1,1,1)	 v (0,1,0)-,c1=i9ue siendo (1,2.4) una combi---

-1._	 u	 u
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X =             

El r_,j„,,±:i a la

adaPtaric 
(2,7).

c-nt5nEin de ir , 	_
a llos. puntos (0,1-r'

Pasaremos ahora a generalizar setos resultado =. e conjun-
mds abstrLij llamados Espacies 'Vectoriales-

4.4	 ESPACIOS
Ipropiedades E A.Jsir=1A.

VECTnRIALES:

Definirickn 4.41.-- 	 Sea -V'un conjunto nrt vacío y K un
campo(*).	 Definimos un EspacioVectorialW sobre K a un ron-

1junto de objetos con dos operaciones definidAs : una llamada
sumA (÷) y n trA. 11=: 1 Ada multipli 'r eri An por un e =r alAr R i rmen-
to de K tales que se cumplen los siguientes axiomas
1) Para V,54 4	 se tiene que • (V+W)4 11.7 (cerradura para la su--

2 V-1-W = Itk,	 para v,W	 (conmutatividad para la suma)
Si V,W,ZE‘,T. entonces V-1-(WtZ. )	 = (Y+W)+2:	 (asociatiyidAd --

para la suma).
Existe 8	 tal que €14-v . = VtE = V,para toda vente = neutro

aditivo).
Para toda %/fq erista	 (-V) c:"r1 tal que V ± (-V) = 6 (inverso

aditivo)
Si 02-E K y V e"i entonces ( V) E. \I (cerradura)

7) °I' (V-1-5J)	 = e"	4114 5 P ar:a c4C:k,	 (distribut iy dad)
E) (	 11-.5 )Y =	 01 V	 (.1 V, para	 oi,peK,	 (distributivided)
9) cl	 =	 vl )	 =	 (	 p ara 0Lr•E=.1c- , V CI
10> 1 . V = V, con	 le K	 Y4	 (neutro milltiplicativo).

No tación : En el caso en que se tenga una estructura Al-
gebraica como la anterior diremos que um- es un espacio vec-
torial sobre el campo K" y se denotara	 (10.

Antes de estudiar Algunos ejemplos de espacios vectoria-
les, necesitamos hacer algunas aclaraciones

1) Por comodidad,	 dado que ye __,-..,c_ familiarizados con el -
t ermino, llamaremos vectores a los el: i_./.2 	 Utti espacio ven-
torial

(*) Recuerde que un c=drip, es un sistema (que puede ser de
meros)	 que contiene a la suma. diferencia, producto y cocien-
'

$



- 115 -

2) K no tiene que ser necesariamente el campo de los reales,
ni siquiera el de los complejos, en general cualquier conjun-
to con estructura de campo nos sirve.

2) Es conveniente referirse al "espacio vectorial" , ya que
Tes solamente un conjunte de vectores mientras que un espa--
cin vectorial es un sistema matemgtico que consiste en una --
erna ordenada (7r,+.-). 	 donde	 • es la multiplicacic(ri por un

escalar.

Ahora =I, analizaremos algunos ejemplos de espacios vec-
o..iales.

Ejemplo.- Sea /r= Pn el conjunto de polinomios con
a=.cies ce srado menor o igual a n, es decir

p(x) /	 p(x)	 + as>: + azxl +...+ atxn- , a ¿eR
Definimos la suma de dos elementos de Pl., como:

P(x) =	 ay +	 aix +	 aLx2-	 +...+ anx4'
q(x) =b0 +b,); +	 baxt	 +...+tKX,

. entonces
p(x) + q(x)	 (a0+b0) +	 (a,+b,)x + .(a„+ba)x

• 

+...+ a bn)xt,
y la multiplicacioñ por un escalar vi. eR como

p(x ) =	 o( a	 + o(	 x +	 a, x	 + . . . + o( 25, X -

Es claro que la suma de dos polinomios de grado menor ó -
-igual a n es otro polinomio tambidn de grado menor o. igual a
n, por lo que se satisface la propiedad 1).

Las propiedades 2 y 3 se siguen de la conmutatividad y
asociatividad para la suma de reales. For argumentos seme—
jantes es fácil verificar que se satisfacen las propiedades -
6,7,8,9, y 10.

Para verificar la propiedad 4 neceSitamos definir el po-
linomio cero como & . O + Ox + Ox +...+ Ox 	 As! definido;
86 Pn y se satisface 4.

Finalmente, haciendo -p(x) = -a, - a,x 	 azx't , ve-
mos que vale la propiedad 5, por lo que concluimos que P.fl,es
un espacio vectorial con coeficientes reales.

Ejemplo.- Consideremos ahora el conjunto de funciones -
definidas y continuas en I = 10,11 y con valores reales, es -
decir f:[0,1]----fr R	 f continua en I.

Definimos (f+g)(x) = f(x) + g(x),
(0(f) (x) = c(if(x)3.

Dado que la suma de dos funciones continuas es continua
(argumentos analizados en los cursos de Cglculo), la própie--
dad 1 se satisface ; 	 las propiedades restantes se verifican -
fácilment. Tomando 0 como la funci/n cero, es decir f(x)=0
y	 = -f(	 rirnctramos l.R ornnit=c1AHR 6 y
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Aunados a	 los anteriores tenemos como ejemplos de espa-
cios vectoriales	 a los tres primeros capítulos de esta tesis,
e s decir, vectores, matrices	 y solucién de sistemas de ecua--
c l anes lineales homog gneos.	 Les	 primeros dos estafn demostra-
do s ya en el	 desarrollo de la. tec . r!E . ; veremos el último.

Sea e l 	 ,Dniu7,ti	 Jr.	 sistema de ecuaciones	 li-
neales hemog	 c	 forrrado por	 .os en E o C (es decir,

= F. e C	 tec:ema	 ica las propiedades	 y 6
propiedades 2,3,7 y 6 se -
complejos).

t7.-n, pues es la solucieln

Con todo esto, podemos relacionar estos temas gréfica---
mente como sigue         

Espacios
Vectoriales                                                                                  

r.                                

I
Vectores I 1.>  

Sistemas de
Ecuaciones
Lineales      

Matrices                                                                       

pues	 los espacios • ectorlales	 son la	 generalizaci¿n de los
otros tres temas y,	 ademas, estos están relacionados entre si

.	 r
. como	 ya se vio antes.

De los axiomas	 requeridos en la	 definicien podemos fé---
cilmente obtener algunas propiedades	 elementales de los espa-
cioS	 vectoriales tales como

Unicidad del cero, es decir, si	 y Gl 'CIj	 son tales que --
para	 toda nI&V- se tiene queV+ 6 = VyV	 S' = V, enton--
ces	 e = e'.

Unicidad del inverso aditivo.
ex = XE = e.

-X = (-1)X,
e) Si weN tal que W + V = V,	 para toda VC -I,T, entonces W =	 8

For lo sencillo y log co	 de estos enunciados no nos de--
tendremos a demostrarlos.

Generalizando las definiciones de la sec c ien antera°
tenemos •

Definicién 4.4.2.-	 Sean V i	,	 )	 Un vector V -	 --
se dice que es una combinaciAn lineal de	 los	 vectores

si y solo si
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Definicign 4.4.3.- Sean U(,VR,...,Vna7K).	 Diremos que V,,_
y 	 	 Vn forman un conjunto de vectores linealmente indepen_
dientes, L. 1. 	 si ezisterb /15,6„.),IneK tales que

A„va +...+An V =

Definicion 4 . 4 . . -
come IV' AaVá	 ,

generan --InK)
-	 .

vector Ve	 puee escribirse.-
entances decinuqs que

SUEESFACICS	 V501 C:RIALES:
cion y ejemplos.,	 •

Ya que algebraicameohte un espacio vectorial-res un con-
junto dé objetos (con unas serie de propiedades comunes), po__
demos determinar varios :subconjuntos de j1 de manera que al—
gunos. -heredan" dichas prropiedades y otros no ; 	 con ¿Etc., lo=
subconjuntos en los que zse preservan esbr...s i_bbbpiedades	 (axio-
mas) son a su vez espaci:bs vectoriales, por lo que decimos --
que estos subconjuntos s:bn subespacios vectoriales de 7C En
esta: secc:i.(<n eatur-Naremcrt estos conj,;nbee tan

.e 	 ,Definicicc 4.5.1.-	 SeaVun subconiubtc no vacic u= ---r_lroc. siye. si mismo	 un espacio vectorial bajo] las mis--
mas operaciones definida se en jr, entonces se dice que-hres un_
subespacic vectorial de TV-.

De aqui resulte,	 acTsrentemente, que el demostrar si un
subconjunto-Wde un espe:zio yectorial -rtambign es espacio 7
vectorial bajo las misma=7,operaces imnlica la demostracion
de los 10 axiomas que de:finen a un espacio vectorial, lo cual
seria muy engorroso.	 Pebbo podemos simplificar bastante este
trabajo utilizando la "b=aredabilídad" de vierias de las pro---
piedades y pidiendo dnj.::amente cue sea valida la cerradura -
para ambas operaciones taal y como se enuncia en el sicuiente

Teorema 4.5_2.- Sea 7111:-, sunconiunto no vacio d=1 espacio
vectorial ir.	 Si para t:odo V,Wqrse satisface que
i) V 4- Wr e -74r

“ElAr",	 K

afirmamos que iirmisme tie=ne estructura de espacio vectorial y
se dice que jÇ es un subeespacio vectorial de Y

Demostracijn.- Para demostrar este teorema debemos ve—
rificar que 7.{satisface IiLos 10 axiomas necesarios para ser un
espacio vectorial.

-Las, cerraduras para 	 la suma i,axicma 1) y para la multib-
plicacion por un escalar 	 (axioma 6) se satisfacen por hipeity
sis. Ahora' si A= o,	 ehr-ocnres OVERF por p=ro OV=e1 V Y

1	 A- an ir. —,	 1= „„.ir.dad

r	 .
unicamente con	 'Aí/f12.	 ,Y,n= O, y	 = elemento cero de -}7-.
Si esto se obtiene con silg;in	 0. entonces V, ,112 	  Vn son
L.D.
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La asociatividad y donmutatividad para la suma (axiomas
2 y 3), asociatividad para el producto (axioma 9), las dos --
leyes distributivas (axiomas 7 y 8) y la existencia del ele--
mento neutro multiplicativo 	 (axioma 10) se verifican también,
dado que v,weint-c-pri

e	 1Faltarle por verificar unicamente el axioma 5, ésto es,
la existencda de elementos inversos- Pero fasto es facil, ---
basta con tomar c<= -1, y por el axioma e, (-1)V =	 con
lo cual terminamos la demostreci&n.

La idea geometrica de un subespacio vectorial -Wes la --
siguiente : supongaMos que estamos en GQ3 . El que AVE74r, con
Ae K y Versignifica que toda la recta generada por el vector
V (y que por supuesto lo contiene a él) estard contenida en el
conjuntolin igualmente, el que eCkrsignifica que dicha-recta
pasa por el origen del espacio R 3 , y el que (V+W)&74r con Vy
e-Vindica que este nuevo vector (y las sumas de múltiplos de
V y W) también forman parte de Tir, es decir,W- no admite do-7.
bladuras u ondulaciones.

Ahora veremos algunos ejemplos de subespacios. Tratare-
mos con los mismos ejemplos de espacios vectoriales que ya se
vieron.

y

Ejemplo.-	 Seer= R n- y Itr=	 / x,.=
Sean	 V =	 ,	 , X 3 . • . , X 4,) y	 W = ( y, ,Y,	 .....y), )	 y las
operaciones de suma y multiplicación por un escalar ya cono--
cidas. Entonces V	 W =	 ,x,+y„x3+y),...,xn+yn) ,de
donde (V+W)ntr. Por lo tanto, 	 se satisface i).

,1 V = (Á x„ x i , x3 ;kx )	 , por lo que se satis-.
face ii) .

Por lo tanto -Mí-es-un subespacio vectorial de

Ejemplo.- Sea ir-1	 , el conjunto de polinomios con ---__	 .	 _	 .
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a
P	 { a+ a	 a a x	 +... +	 a x	 /	 e- R}o	

.
•914.	 1^.

Sea	 a
i7= { p ( x ) = a0+ a ix 	 + a).t x	 +...+

y 1 as operaciones ya conocidas.

Sean	 p(x) = a u +	 + a,x
q(x) = b 0 + blx	 . .	 + b,„ x'

entonces
p( x )	 9(x) - (a,+bo) + (a.+1-31)x +...+ (a +b )x
Por lo	 tanto, se cumple i).

i ) .

nt
).a x' 	.	 Se satisface	 -

AA

Por lo tanto, -V\-1: es	 un	 subespaci o	 vectorial	 dei.

	

En base	 a lo	 visto anteriormente podemos -enunciar	 la si-
guiente proposicidn

	

Proposi cion	 4.5.3.- Sean	 un espacio vectorial arb i
trar io y	 V, , V, ,	 , V. vectores . de nr .	 Si

=	 +	 + . . +	 ,	 con	 ,	 -
entonces -vd" os un	 subespacio vectorial
En otras	 palabras,	 el	 conjunto	 de	 combinaciones lineales  de V 1

'	 r=s	 un	 subespaci o de-11-

	

"  
1

Dpmestracion.
) Tenemos V, W €111-, entonces

	

V	 = ti\ V + "K„„vz...1.

	

= a, v, + aav,	 .

De aqui	 que
V + W =	 (	 + Xax	 . . +)v„, )	 +

	

=	 )	 +	 +c4; )ys,+. .	 +	 ('hu	 ) V.

Como ésto tenbidn es una combinacián lineal de V 	 , r	 ,	 •	 •
entonces	 V	 +	 1,1

	) Si V C"/".1.,	 entonces	 02V =	 (N,V	 +	 . +
= c,'"1-„ V	 + d\v, +	 . .

= (	 + ( 0/MVa+... + (0r3,v1)

que, claramente vemos, tambidn es una comb inaci 6n lineal  de -

	

Por	 lo	 tanto	 v e \Air	
Y

	Esto prueba que "Vj es un subespacio vectorial	 de-T

Observaciones
El conjunto anterior \l'S podemos	 denotar lo por ikr =	 (Vy

V- .... , V,)	 y	 se le	 conoce como	 el	 subespacio generado por V

Se le	 llama	 subespaci/9 generado	 por	 ,	 ..... Vv, porque ---
cualquier el emento	 de ,4( (V„	 , Va)	 se	 puede "crear"- o ---
"generar" e Far t ir	 de	 V1 , V , 	  V, .a
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cio generado por un vector do nulo VE esta formado por
de(v) = {Av, 2, 

es decir, por todos los milltiplos escalares de V. Gecaltri--
camente, es la recta que pasa por el origen y contiene a V.

Ejemplo.- El subespacio generado por dos vectores cual-
quiera V/ ,v� e R 3 tales que no son mdltiplos uno del otro lo -
representamos. por

/2kP (V, , V 2.)	 =	 Á, V, ±Á2va	 K 3)-
ES decir, geom4tricamente nos forma un paralelogramo (plano)
que contiene a V/ y V2 ., y que pasa por el origen.

.i•••/

2 Es -1/(un subespacio generado por V i 	y Va ?. Si acaso lo es
defiera cumplir con que

74r, { A, v,+,11AVp , Li A 2EK, }

Esto es, A, vi +),v,	 L(1,1,0) + Au.(2,1,0).
Pero, ademas, por como esta definido	 :

Ad(1,1,0) + Ae2,1,0) = 	 (x,y0).
De acui, cue todo se reduce a resolver e7 sistema

/ 4 2 /l a =	 X

9.	 'Y'	 •

Mediante nctacion matricial - el metodc d= C+.1:0.0

Ejemplo.- Sean V/ = (1;1,0), Vz = (2,1,0) y
—kir = cx(v, ,Va) = ((x,y,0), x,ye K
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1	 2:x
R, 2

1	 1	 ;	 Y
-R1 +Ra

1	 1;	 y
- R +R

fr

1	 1	 ;	 y 1	 2	 ;	 x 0	 1	 x -y

1	 0	 -x+2y
0	 1	 x- y

De donde el sistema asociado es
+

A?=.	 x	 -
2y

y
Comprobando
(-x	 +	 2y)(1,1,0)	 +	 (x	 -	 y)(2,1,0) = (-x	 +	 2y,	 -x +	 2y,	 0)	 +

(2x	 -	 2y,	 x	 -	 y,	 0)
= (-x+2y+2x-2y,	 -x+2y+x-y,

0)
= (x,y,0).

Por lo tanto, Tnrsi es un subespacio vectorial de E3
Geomeuricamente, esto se ve como sigue

Y(Vt,Va) = (x,y,0)

Observacdon.- Generalizando la idea geometrica del su--
tespacio generado por V/,Vz,...,Vst , al conjunto (;¿ (V, ,Vy,...
Vn) se le conoce tambign como el Hiperplano Generado por V1,
Va,...,Vh.

4.6 BASES Y DIMENSION

Hasta el momento tenemos definido formalmente el concep-
to de espacio vectorial, analizamos algunas de sus propieda—
des te/E:ices e investigamos CD17-: clasificar a un conjunto de -
vectores como un espacio o subespacio vectorial 	 además, de-
finimos la dependencia e independencia lineal de un conjunto
de vectores. y Ccimprobamcs que alzunos conjuntos generan un --
p,czrl.trin in=ri-nr.;=7
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Todos estos conceptos, especialmente el de espacio vec-
torial, son importantisimos en Matemticas por lc que quere-
mos conocer más acerca de estos conjuntos en términos, de ser
posible, de sus caracteristicas ma's elementales. En esta ---
sección estudiaremos algunas de estas características para --
las cules es fundamental el concepto de base ; veremos esto-
para clUV,,V4.,...,Vn) y después generalizaremos a espacios --
vectoriales_. Del mismo modo definiremos formalmente el con--
cepto de dimensión de un espacio vectorial trabáiando la idea
intuitiva que se tiene de ello pero en forma ma's general.

Supongamos que tenemos n vectores 	 y tene-
mos al conjunto 0Y(V, ,Vá,...,VpL). Dependiendo de si
Vn son L.I. o L.D. cada vector V6 Aff(V,,V,2,...,V7L) puede ex--
pre czarse en forma única en trminos de	 o no.
Esto es, si Vi,Vx,	 son L.I. y además generan un hiper--
plano olr(V,,Va,...,Vn) significa que cualquier vector V e(v,,
Va.,...,V11.,) puede obtenerse de manera única a partir de V/ >Va,
...,Vn o'en base a ellos y precisamente así se denomina este
conjunto de vectores. Asi, podemos enunciar la siguiente

Definioicrn 4.6.1.- 	 Sea (V, ,Vet;...,Vnj un conjunto fini-
to de vectores en un subespacio
Se dice que (Vr,Vz,...,Vn_i) es una BASE de d(V, ,Va,...,V^) si
Vi,V2,...,Vn son L.I.     

-PR)      

Todavía mas : si lifes un subespacio vectorial deiRM) y
	 , Vn ehr , entonces si /re .0:( (V, ,Va,..,,V11.) y

Vn son L.I. resulta que ocurre exactamente lo mismo que en el
caso anterior : cualquier VCirpuede expresarse de manera ---iunica en base a Vd	 con lo que, ampliando un poco la
definición anterior, tenemos que :

Definicion 4.6.11.-
finito de vectores en 711ra
es una base	 paraYSi :
i)es L.I.
¡J.) -yr=	 , v a ,	, vn.)

Sea (V, :Vez 	 Vn} un conjunto
V7K). Decimos que {V,,V2,..AV4}

i(K)

Observacion.- Los sistemas donde aparezcan vectores V,
Va,...,V1.1, que s'on base siempre tienen solucion y es, adem‘s.
línica. Por otro ladc, si •Vi	generan a ir.: son L. i.

siempre se tienen infinitas soluciones.

RecordemoS uno -- lo= e “Vics de la secc'on enrericl-
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subespacio de R generado por V, = C1,1,0) y V2 = (2,1,0).
Falta determinar si estos vectores son L.I. para clasificar--
los como una base para ,K(VI,Va). Asi

(M1,1,0) + X01-(2,1,0) = (0,0,0)
'7\1+2%, =

O.
Mediante notación matricial y el m.4todo de Gauss

Entonces
2r)\1 = O

— 0..
De donde i'l\=flN2= O.

De aq 44 que Y Y
base. para	 (11,,V2.)

son L.I. y, por lo tanto, son una --

0
En esta misma seccion vimos el significado. de esto

= 1.(x,y,0)	 x,y
K1 es simple-

mente el plano
xv.

Podemos generalizar este concepto a espacios vectoriales
y enunciarla como

Definirión 4.6.2.-	 SeaN(K). Decimos que
V,,,N1 es una base paraN- si satisface que
U t-V	 es L.I.
ii)	 =	 (K).

Es claro que en el ejemplo mencionado lineas antes el --
espacio vectorial R3 No tiene como base a CV ,Va) pues, aun--
que estos dos vectores satisfacen la primera condición no ---
cumplen 1= segunda,	 es decir, nn generan a todo R sino =-2010
= dna par-te de 1	 el nlAnn	 hierc=i4-nn;.=mflc tan- or,
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Forme un conjunto L.I. y ademas genere a R
3 
. Por ej emplo, -

I

tomemos V/ = (1,1,0), Va = (2.1,0) y V3 = (0,0,1).

Necesitamos determinar ,3/49 ,1altales que
Ai(1,1,0) + A2(2,1,0) 4 A3 (0,0,1) = (0,0,0).

aqui_	 :
Ai + 2 A a = 0

Pero, Zpor que esta diferencia en el numero de vectores
de una base para oe(V,,Vg) y para R3 -f.	 ttendra/ algn que ver
en esta diferencia el hecho de que uno represente geométrica-
mente un plano y el otro el espacio ?. 	 Para aclarar esta in-
terrogante es esencial el concepto de dimensión. Nos apoya--
remos,	 como dijimos al inicio de esta secaiclin, en la idea in-
tuitiva que tenemos de dimensión.

Segun cursos de Geometria pensamos en una recta (R) como
un espacio unidimensional, 	 es decir, algo con una sola dimen-

/sion ;	 asi tambien identificamos al plano como un espacio bi-
edimen i onal ( R

z, ), y en un espacio como algo de tres dimensio-
--,	 ,Jnes (n	 Curiosamente observe que, en los ejemplos ante-

riores, coinciden el numero de vectores en una basela di--y
:.rensilln de cada coniunt r.,	 respectivamenr e .	 cc 	 ,VZ)
es un piano con los vectores V,,Vz formando una base para 4i

"'‘'.5 di= dimensi,	 9 ;	 es un espacio de dime n e“n	 con --
Vz.V 3 } uná base de 41.

e - --	 -

=
A3 = O

Entonces /U=	 A 2 = A3=	 O,	 por	 lo que V I ,Va y V3	 son L.I.	 Falta
comprobar que generan a R 3	 .	 Para esto tomamos un vector ge-
neral	 en 41:3	:

A,(1,1,0)	 )2-(7,1,0)	 +	 A3(0,0,1)	 =	 (x,y,z).
De donde

Át	 +	 2,12, =	 x

A	 = Y
?,3 =	 z.

Asi	 :

1	 2	 0 1	 2	 0	 ;	 x 2P +P 1 0 o	 1-x+2y
1	 1	 o	 : y o	 -1	 C: .0	 1	 o	 1	 x-	 y
O	 o	 1 0	 0	 1	 z -R2_ O	 O	 1	 ;	 2

De aqui' que	 'Ir= -X + 2y
Az= x - y
A3 =	 7-	 -

Comprobando	 :
(-x+2y)(1,1,0)	 +	 (x-y)(2,1,0)	 +	 z(0,0,1)	 =	 (-x+2y+2x-2y,

-x+2y+x-y,	 z)
=	 (x,v,z).

De donde concluimos que efectivamente V,,v i y V3 son una base
para R 3 .



- 125 -

una base de un conjunto es una cantidad muy especial. Esto -
nos sugiere la

Definicion 4.6.3.- La dinensio/n de un espacio vectorial -ñK)
es el número de vectoTes en una base de ir-.	 Dicho de otro --
modo, es el número maximo de vectores L.I. de 77; y se denota
dim..r.(En el caso 7-={0}, definimos su dimension como cero).

Fara aclarar un poco mas la definicion anterior, daremos
la siguiente

Definicion 4.6.4,- Sea /7-(K).	 Diremos que V,,V,z,...,VnE7/res
un conjunto máximo L.I. si

son L.I.
Para cualquier Weir se tiene que	 ;VA_,W son L.D.

Esto es, si a un conjunto de vectores L.I. 	 en-Prle ate--
dimos otro vector más WE/ry este nuevo conjunto de vectores
es

Y
 ahora L.D., decimos que el conjunto inicial es un conjunto

maximo L.I.

Con esta definicion tenemos un criterio mas para afirmar
cuando un conjunto de vectores de un espacio vectorial/rCons—
tituyen una base. Esto lo enunciamos en la siguiente

. /
Proposicion 4.6.5.- V/ ,V,...,VACVTIC forman un conjunto ma-
ximo de vectores L.I. si y sólo si V/ 	 son una base
para -1/-

Demostracion.- Primero demostraremos que si V,,Va,...,
V".. forman un conjunto imximo de vectores L.I., entonces son -
una base verificando que

V,	 son L.I.
ir= X(v,,V2. ..... Vhj.

ILa primera condicion se sigue por hipotesis, no necesita
demostración. Para demostrar 	 hay que ver que cualquier -
elemento WElrpuede expresarse en t¿rminos de VI ,Vz,...,Vn, es
decir, hay que demostrar que existen constantes Asj.-)A,L ta-
les que	 = A, \.11 + A a	 +. ..+	 A nVrt-.

Como por hipótesis	 forman un conjunto maxi-
mo L.I., entonces Vi ,V2,...,V4,W son 	 L.D., es decir,

	

h, V. + h Vz	 +.. .+	 hohyn,	 + h0W =	 O,
con alguna ha ) O. Es sencillo observar que ho = O y enton-
ces

	

W = (-h//no)Vi +	 (-hn/h,)Vz	 +...+ (-1-1n/h,)V
Xm

En el otro sentido : 	 Supongamos que Vi	 son una
base para 1r; hay que demostrar que estos vectores forman un
conjunto mdximo L. I.

_
Aplicando ia definicion anterior hay que der1far que
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b) Para cualquier WETse tiene que V i ,Vz	 son L.D.

El primer inciso se cumple por hipótesis, pues al ser --
V, ,V x , 	 Vn una base peral,- necesariamente estos vectores
son L.I. En b) hay que demostrar que para We Y - existen cons-
tantes Af f,	 A tales	 que ,I,V1 +ÁA Vn 4...	 + A V =	 o , --
con no todas las constantes nulas. Como V, ,Va 	 son -
una base, entonces se satisface que hl / V i + hyt+...+ haVIL = W,
de donde podemos concluir el resultado_

é
Observacion.- Sea Ir (K) = R	 Aqui una base esta for-

mada por los vectores canonices e i ,ex ,..., en (con ei=(1,
C,...,0), eL=(0,1,0,...,0),..., eft=(0,0,...,0,1)), pues 	 puede
comprobarse que dichos vectores son L.I. y ademáis generan a -
R YL , ya que podemos expresar cualquier vector-(x,,xa,...,xn)-
COMO sigue	 :
(xl,xa,...,x^)= x/(1,0,...,0) +	 +...+

xn(0,0,...,0,1).

Pero en R7L , zsiempre habrá bases con n elementos ?.
O de manera aún mas general, 2todas las bases para un mismo
espacio vectorial tendrán el mismo número de elementos ?

Este es un resultado mucho muy importante que veremos en
la siguiente sección.

4.7 MAS	 TEOREMAS SOBRE DIMENSION.

Debemos aclarar que el numero de vectores de una base --
para un espacio vectorial r(K) puede ser finito o infinito ;
en el primer caso decimos que Yes un espacio vectorial de --
dimensión finita y en el segundo caso hablaremos de un pspa--
cio de dimensi jn infinita. En este caso, una definicion para
una base infinita es :

. /
Definicion 4.7.1.- Un conjunto infinito W

Ww} es una base para f(K) si

Ningún elemento de W es combinacion lineal de otros ele---
mentos de W,

W genera alr,	 es decir, Rf--t-

A continuacion veremos una serie de proposiciones y teo-
remas bastante relacionados con los conceptos ya vistos.

Proposicion 4.7.2 (Reemplazo de Steinitz).- Sea ink). y
{V,,Vx,...,Vrt} una base para Ir .	 Si	 W = {W, ,W2,-..,Wm)	 es un
conjunto de vectores en Ircon m	 n entonces se tiene que Wi,
W t,...,Wpyson L.D.

Demostracion.- Como {1.7,,Va,...,Viy} es una 	 base para -y-y
todos los w¿ey(son	 m 	 p«fltonces e- 1,n 	 .2)	 ..c.isten

1_ 1_ ,l_triles q ue	 W.	 .
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los anteriores es el siguiente

e	 eProposicion 4.7.8.-- Sea-T O-O de dimension n Mun su-
bespecio vectorial derir, entonces dim.lAr<

CO), no hay vectores L.I. y dim:hf= O. Si cons-
te de otros elementos ademas del cero, entonces contiene con-
juntos de vectores L.I. de, a lo mas, n elementos, por lo ---
tanto los conjuntos máximos de vectores L.I. de1M tienen a lo
mAs n elementos ; es decir, una base paraW tiene rlu=lndo mu—
cho n elementos, de donde diff5214.

Por ultimo, el siguiente resultado nos proporciona otra
forma mhs de determinar si un conjunto de elementos de un es-
pacio vectorial forma una base de el conociendo su dimension.

Prppos c ion 4. 7. 9. -
.,V,0,6-\,1 satisfacen que
Vy\I es una base para-T

a-T(K) de dimension n. Si VI,—
=-T, entonces

Demostracion.-	 COMO OiM.2Y = n, si	 L. I. -
nntonces	 es una base paraV. Si no es asi, su--
pongamos entonces que	 L.D., entonces

)\-N	 = O,
con algánrkz	 o . Sea "Y\,+ O,	 entonces

Vi =	 .
Siguiendo el mismo procedimiento para los otros V 	 podemos -
obtener un subconjunto de vectores W,V21,...,V; que sean L.I.
con r < n, y entonces todo lo que escribimos en tdrmihos de -

podemol reescribirlo ahora entélrminos de V(,...,V
pero entonces- 0F:10A	 =	 y1V) sería una bese paral- con r < n elementos, lo cual no es
posible.

4.8 ESPACIO	 DE LOS	 RENGLONES	 DE
UNA MATRIZ, OBTENCION DE BASES,
RANGO DE UNA MATF:IZ.

Estudiaremos ahora ejemplos de espacios vectoriales re—
lacionados con matrices ; veremos tambián cómo podemos cons--
truir beses Fara estos espacios mediante el proceso de reduc-
ciAn de una matriz dada a la forma escalonada a travd= d= ---
operaciones elementales.

ne“nici¿n 4.8.1.- Sea A una mt riz de mxn tal que

At al;	 ‘V‘I

a n 	 aly

,0n1	 \vo,,,t
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1tos que cualquier base de \J (teorema 4.7.2).	 De aqu í con----
cluimos que {V,,...,14} es un conjunto maximo L.I. y por la -
proposición 4.6.5 es una base para\

Ahora pasaremos a relacionar estos conceptos entre dos -
conjuntos" y1Aíque sean espacio y subespacio vectorial, res-
pectivamente.

•
Proposicion 4.7.5.- SeaV (K) de dimensión n y thí un su-

bespacio vectorial de dimensión m,	 entonces n > m .

Demostracid'n.- Si m > n aseguramos que enVf hay bases
con m elementos L.I. que tambien estarzan enV, lo cual nos -
llevarte a afirmar que en --111- hay con j untos L.I. de mas elemen-
tos que una base para -V , lo cual no es posible. Por lo tan-
to, m < n.

Proposicion 4.7.6.- SeaV(K) de dimension n yWsubes-
pacio vectorial con la misma dimensión, entoncesY

Demostracián.- Si dim.AN-= n. podemos ele g ir una base -
aTu	 (141,14,...,PLI cuyos elementos cumplen con que :
i)	 L.I.

)	 (Vi	 .	 =
-/Y1

De i) concluimos que -1-54,...,W4 es una base paraTpor
el teorema 4.7.ft. y por ésto mismo (?(141,...,W,)=N1 Pero --
entonces 111C = .C(1.4"...,14„)	 De aquí que 01-=-K.

. Esto es, si la dimensión de un subespacio es igual a n, en---
tonces coincide con el espacio completo pues de hecho una ba-
se de un subespacio consiste de un conjunto de vectores L.I.
igual en número a la dimensión del espacio completo, por lo
tanto tambi¿n es una base para el espacio completo.

La siguiente proposición garantiza que cualquier conjun-
to de vectores L.I. de un espacio vectorial puede extenderse
hasta llegar a formar una base de el.

Proposición 4.7.7.- Sea -v(10 de dimensión n y r un en-
tero positivo tal que r < n. Entonces para cualquier conjun-
to	 que sea L.I. se pueden encontrar elementos --
V va‘ ,..., I tales que	 es una base pa-
ra.

Demostración.- Como NW„...,Vr ) es L.I., si al agregar
W C-Tel conjunto pasa a ser L.D. resultara que
es un conjunto m'Eximo L.I. y, por lo tanto, una base para 'NI-
con menos elementos que n,	 lo cual no es posible. Por lo ---
tanto,	 existe We=-Ttal que	 CW0 ,V„...,Vr1 es- L.I.
Sea Wo - Vt4 , ,	 entonces (V1,...,Vn,;441 } es L.I.
Si r < n podemos proceder del mismo modo y llegar a obtener -
n elementos	 que, por el teorema 4.7.4, debe --
ser una base para-0- .
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Los vectores renglon de A son R, = (a"
=	 Rm= (am/, am,k.-.,smh),	 que son --

vectores en fe, generan un subespacio de R 	 Espacio
de los Renglones de A.	 Esto es,

Espacio de los Renglones de A =c11¿(Rl,R.a. 	  Rm)

De la misma forma, las columnas de A (que son vectores -
en Rin) forman un subespacio de Rflt llamado Espacio de las --
Columnas de A.	 es decir

Espacio de las Columnas de A =ck/(Af,A
zn

).

í	 /begun la definicion anterior tenemos que a una matriz A
podemos asociarle dos espacios: el de los renglones y el de
las columnas.	 Pero, 2estos espacios se alterarán al cambiar
los elementos de los vectores (rengloil o columna) de A ? Al
referirnos a "cambiar los elementos de los vectores" signifi-
ca simplificar los elementos de A mediante operaciones ele---
mentales para transformarla en otra matriz B con elementos --/	 /mas sencillos y faciles de operar con ellos.

Esta pregunta es interesante de responder puesto que da'
lugar a un concepto muy importante en matrices que nos pone -
99 condiciones de aclarar muchos detalles respecto a la teo--
ria de matrices y adema's facilita la construcciA de bases de
espacios vectoriales.

Recordemos los tres tipos de operaciones elementales en-
tre renglones de A

RC----bioRy
R¿	 b4cR	 , k	 0.

III) Rt•	 +	 R¿

Supongamos que mediante ellas obtenemos una matriz B.
Bajo una operación elemental de tipo I, B y A tienen los mis-
mos vectores renglón y, por tanto, el mismo espacio de ren---
glones. Mediante una operación elemental de tipo II o III --
cada renglón de 13 es claramente una combinación lineal de los
renglones de A ; puesto que un espacio vectorial es cerrado -
bajo la suma y la multiplicación por un escalar tenemos que -
todo vector en el espacio de los renglones de B estajtambieñ
en el espacio de los renglones de A.

Por otro lado, si operamos en sentido contrario y a par-
tir de B obtenemos a A, empleando los mismos argumentos, ten-
dremos que el espacio de los renglones de A esta' contenido en
el de B.	 Consecuentemente, A y B tienen el mismo espacio de
renglones. Todo eisto lo podemos resumir en el siguiente teo-
rema

Teorema 4.8.2.-	 Las operaciones elementales en ics ren-
glones de una	 inc.matrz	 	 alteran el espacio de renglones de --
ella.

-	 ,recueroese que cuando un;,. macri,, A se transf: —:a	 :tra
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matriz B por medio de operaciones elementales entre renglones

se dice que A y B son equivalentes por renglones. Con ésto -
podemos reescribir el teorema anterior como sigue :

Teorema 4.8.2'.- Matrices equivalentes por renglon tie-
nen el mismo espacio de renglones.

De manera más particular, si tenemos dos matrices esca-
lonadas A y B, éstas tendrán el mismo espacio de renglones si
y sólo si sus renglones no nulos son iguales. Esto se forma-
liza en el siguiente teorema :

Teorema 4.8.2.- Sean A y B dos matrices escalonadas que
se han reducido por renglones (*).	 A y B tienen el mismo es-
pacio de renglones si y sólo si tienen iguales los renglones
no nulos.

Demostracion.- Si A y B tienen los renglones no nulos -
iguales, es obvio que tienen el mismo espacio de renglones.
Sólo falta probar que si tienen el mismo espacio de renglones
entonces tienen los mismos renglones no nulos (iguales).

Supongase que A y B tienen el mismo espacio de renglones
y-h	 O, con R = i-e/simo renglón de A. Entonces existen es--
calares c i ,cx,...,cs tales que

R = c, R, + caRi +...+	 csRs ,	 (1)
donde R t: = renglones no nulos de la matriz B. Bastara con --
probar que R = Ré o	 = 1 y	 c k = O con i / k.
Sea a cy	 la primera componente no nula de R . De (1) tene-
mos que

ag: = c l by. + CL	 +...+ cs bj' (2)

Pero como bítjc.	es un elemento no nulo de B y e/sta esta/ redu-
cida por renglones, es el único en la j¿-eima columna de B,
entonces a

= 1.	
¿L=cebi..como	

J	
entonces

-J4	 L

Supongamos ahora quekyiyhx/I0en RK . Por (1) te-
t./nemos que	 ^

a 't i	 = C , b9k. 	 J
+ cz Cz;

k
 +...+ cs bli tc .

UA- 
,

Por los mismos argumentos anteriores lokin_ = 1 y ademas
a fr9k =	 .cp,,bn. '	 Como ak.,"

K 
= O,	 entonces ck = O. Por lo ---

J A 	Utanto E =	 EL: .

Observacion.- Los anteriores resultados pueden aplicar-
se al espacio columna, trabajando con la transpuesta de la --
matriz original y aplicÁndolos a su espacio de renglones.

(*) Recuerde que al escalonar una matriz los elementos pr n--
cipales son i'oS,

' Per:, dedn que finalmente estamos hablando c=, espaci os y
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subespacios generados por los vectores renglon de determina--
das matrices, 2podremos construir bases para estos subespa---
cios de vectores renglón ?.

Vimos por la definicion 4.8.1. que los vectores renglon
RI,RL,... ,Rm generan un subespacio de Rru de modo tal que
espacio de renglones =

Si queremos encontrar una base para el espacio de ren---
glones de una matriz bastara con demostrar que R),R4,...,ft".1 -
son L.I. Pero este trabajo puede simplificarse aplicando el
teorema 4.8.2. para manejar a la matriz escalonada equivalen-
te a la matriz original y asX reducir el numero de vectores -
con los que se vi a operar (únicamente los vectores no nulos)

Si los vectores dados R,,Rx,...,Rntpertenecen a un mismo
espacio y queremos construir una base para el subespacio
nerado por ellos, formamos una matriz A cuyos renglones esten
determinados por R/,R2,...,Rat y aplicamos el razonamiento an-
terior. Como se observa, estas propiedades pertenecientes a

/teoría dematrices facilita en mucho la elaboracion o cons---
truccion de bases de espacios y subespacios vectoriales .

(e)
Esto lo enunciamos en el siguiente teorema sin demostra-

clon.

Teorema 4.8.4.- Los vectores renglón no nulos de una --
matriz escalonada A forman una base para el espacio de los --
renglones de A.

El concepto tan importante al que hicimos referencia al
inicio de esta secciein al responder a la pregunta planteada -
después de la definición 4.8.1. es el concepto de RANGO de --
una matriz. Recordemos que el espacio de renglones de A es -
el subespacio de Rn generado por sus renglones y el espacio -
columna de A es aqu41 generado por sus columnas. Las dimen—
siones del espacio de renglones de A y del espacio columna de
A se llaman el Rango por Renglones y el Rango Columna de A, -
respectivamente. Ademds, el valor comdn de ellos es el RANGO
de A. Esto lo enunciamos en la siguiente definicic/m.

Definición 4.8.5.- Las dimensiones del espacio renglón
y el espacio columna de A se denominan el Rango pos Renglones
y el Rango Columna, respectivamente. El valor Comun de ellos
es el RANGO de Av se denota rang(A).

Con esto, el rango de una matriz es el maximo numero de
renglones (y columnas) independientes. Adem‘s, la obtencijn
del rango de una matriz se simplifica con la reduccion de ---
ella a su forma escalonada.

Un resultado muy importante relacionado directamente con
_La existencia.dal rango de una matriz es el que afirma que
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Teorema 4.8.6.- El rango por renglones y el rango columna de
una matriz A son iguales.

Demostración.- Sea	 A ")"%. la matriz

a	 a ll.

	

1;	 \vx

	a_	 =	 ...a

	

c.\	 l'a	 a \k
A =

	

a va\	 "a 1•1".

y - sean R1 ,R.a ,...,R " sus renglones : F:, = (a,,-R =	 a.mt)	 t-Jupongase que el rasgo por renglones
es r y que los vectores S % , Sa,	 , S -forman una base del es-
pacio de los renglones, con S,=	 (h l	), SG = Chal,

S I = (bn.„bs...„...,bt„.,).	 Entonces cada F:L
combinad& lineal de los S l , es decir, existen constantes

tales que
R i = c 1% S.	 + cra. S 2 +•..+ c	 Sc.
R a = c

• 

S y + r aa S ,	 .. c sT Se.

R wr = C	 S	 CS^e'	 C .M`c
rsern esto es :

7 a %t. ) 	 e lt 9 + e ta S	 - - • + C ‘x- S
C	 • , bbi". )	 C	 (Ib as, , • a • ti...4.v\ )

±	 \\-.	 (tin , e • ,b.,,y‘)

(aa 	 a . Se	 c al,Sk +.. -+ c

C pr (b	 v,")	 Cl-a(bal	 +...

"1-	 C	 ( b	 ,	 ,	 )

(a *m'Y aw1/41.5"-,

De aqui

a ) = c 0,, S + ct„.S` a +	 + c-"‘ Nr S
c 0. 1 (ID D	tv,) + c,..„‘“ba.s	 +...

c tevrc (b n 1 - -

a t i,	 c ‘‘	 b	 C hst. b a‘: +...+ c
a	 = c 	 b kL

 + c	 ac	 b

a • sZ. = cy" b	 + c wca. b	 +	 + c,	 b t ,
i = 1, 2, . , n. Entonces

v;-

Zitt

C firka

De lo que resulta que cada columna de A es una combinacion --
lineal de los vectores de contantes

C "\\	 n-
o D7,

•

C 7" I	 CM -s.	 -7" <

Entonces el esPacio columna d= A tiene a lo mas dimension r,
rniumn p; < r	 CEn otras palabras, rango co-



- 134 -

lumna < rango de renglones).

Analogamente, considerando A
í

concluimos que rango de -
renglones < rango columna, con lo que rango renglón = rango -
columna.

4.9 APLICACIONES A LAS ECUACIONES
LINEALES .

Sea el siguiente sistema de mxn sobre un campo K
an x, +	 x7,	 x,= b,

aMI/	 +...+ a„ >I& = bm

/
o lo que es lo mismo, la ecuacion matriciál AX=B. Recordemos
que la matriz aumentada del sistema esta' dada por

arz.	 ... a In,	 bf
aa, a	 ... a 2)." ;	 bk

am, a	 . a

n•n•le

r
Observese que al reducir esta matriz a su forma escalo--

nada,, el número de ecuaciones (o vectores renglón) indepen---
dientes es igual al rango de la matriz aumentada. Ademds, --
reescribiendo el sistema como

f a 1 / \	 / a'\	 a Ikt\	 ID/

a a 1	 x,	 a n. x z + . .	 a All. X n.=	 b 2,

...	 ...	 ...

a m n	 bni

/

	

1	 /
vemos que existe solucion siempre y cuando el vector columna -
B sea una combinación lineal de las columnas de la matriz A,
es decir, si B pertenece al espacio columna de A. En otras -
palabras establecemos el siguiente teorema.

Teorema 4.9.1.- nl sistema de ecuaciones lineales AX=B
tiene una única solución si y sólo si la matriz de coeficien-
tes y la-matriz aumentada del sistema tienen el mismo rango.

Por ultimo, si recordamos el teorema 2.6.4. se cumplft, -
que si u es una solución particular del sistema AX=B y td es
la solución general del sistema AZ = O, entonces (u + W) es -
solución de AX = B, donde W =	 )	 . Observe que
ytfC k" y tiene, por tanto, 	 una cierta dimensio'ri. Para
terminar esto, tenemos el siguiente teorema

Teorema 4.9.2.- La dimension del espacio snlucdon 	 del
sistema de ecuaciones lineales homogeneo AX = O es n-r, con n
el número de incógnitas y r el rango de la matriz de coefi---
cientes A.

./
" Demostracion.- Si el sistema AX = O puede reducirse so-
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lo a su forma escalonada, entonces por el teorema 2.5.3. b) -
resulta que existen n-r variables libres, es decir, 	 n-r ecua-
ciones independientes que forman, por lo tanto, una base para
el espacio solucidn. Pero n = número de íncdgnitas	 en el ---
sistema y r = número de ecuaciones no nulas (o renglones no -
nulos) de la matriz A, ésto es, el rango de A.	 L.Q.Q.D.
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CAPITULO 5

DETERMINANTES

5.1 INTRODUCCION.

En este capitulo vamos a desarrollar la teoria de los deter—
minantes y su importancia en la resolución de Sistemas de ---
Ecuaciones Lineales. Hay que hacer notar, sin embargo, que -
el uso de los determinantes no se restringe exclusivamente a
eso. Si bien es cierto que nacieron a partir de esa idea, —
(recordemos el trabajo de Gabriel Cramer, que en 1750 dio una
regla general para la resolución de Sistemas de Ecuaciones
Lineales), en la actualidad este concepto se ha desarrollado
tanto, que tiene valor por si mismo. Esto es, se ha cons----
truido toda una teorfia alrededor suyo y sus aplicaciones son-
variadas: en Geometria, Fisica, en el estudio de valores y --
vectores propios de una matriz, en el procedimiento para lo-7
grar la inversa de una matriz, etc.

Antes de iniciarnos en el estudio de los determinantes,
debemos hacer otra aclaraciA: existen varias 'maneras de a---
bordar el tema. Una de las más usadas es aqueúa que involu-
%ra el estudio de las permutaciones. Vamos a sacrificar un -

/tanto la formalidad que nos proporcionarla el enfocar el tema
de esa forma, en aras de lograr una mayor facilidad en la --
comprensión del mismo. Trataremos de que la presentacioh da-
da sea lo mas intuitiva posible, aprovechando paLa ello in---
terpretaciones geom¿tricab.

Como una recomendacion importante diremos que debe po---
nerse especial atención a las propiedades de los determinan--
tes, que son las que en un momento dado, nos permiten calcu--
larlo de una manera mas profetice.

Tal y como lo hemos venido haciendo hasta este momento,
presentaremos algunos problemas que se resuelven mediante el
empleo de los determinantes. Conforme se vaya avanzando en -
la teoria se irán resolviendo, pero antes mostraremos un pe—
queño bosquejo histórico.

5.2 BOSQUEJO HISTORICO.

La teoría de los determinantes fue trabajada en el siglo
XVIII por los matemafticos MacLaurin, Cramer, Bezout, Vender--
monde, Lagrange y Laplace, aunque algunos algoritmos utiliza-
dos no fueron explicitados suficientemente. Su desarrollo --
mas amplio tuvo lugar durante el transcurso del siglo XIX, --
donde los matemAtioos Euler, Gauss, Cauchy, •acobi y otros --
tuvieron gran influencia.

Otras contribuciones a la teoría de los. determinantes --
la rli,=rnn r;-,1-zm.jpiros tales como H ei nrich F. Echen:, quien --
formule-1 las reglas para la adridyn de dos determinantes que -
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tienen en común una fila o una columna y para la multiplica-
ción de un determinante por una constante.

Enunció también que el determinante de una matriz en la
que un renglón es una combinación lineal de dos o más renglo-
nes es cero y que el valor del determinante de una matriz ---
diagonal es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal. No se debe dejar de mencionar a Sylvester, que --
participó en el estudio de los determinantes durante más de -
SO arios.

Cayley, fundador de la teoria de matrices, aportó tam-
bién resultados nuevos a la teoria de los determinantes, y al
final del siglo XIX, Charles Dogson, mejor conocido como Le--
wis Canon, y algunos otros, enriquecieron toda esta teoria
con un caudal de nuevos conocimientos.

5_3 PROBLEMAS DIVERSOS

Pasaremos, ahora si, a enunciar algunos problemas de - -
aplicación de los determinantes.

Problema 1.- La Criptografía.- En muchas revistas hemos
visto que con frecuencia aparecen problemas que consisten en
descifrar algún mensaje misterioso. Son los llamados cripto-
gramas. Para lograr descifrarlos, se proporciona el código -
de traducción que permite hacerlo. Este pequeño ejemplo no  -
es mas que una aplicación de lo mas sencilla de una ciencia
que en nuestros días, época de guerras militares y comercia--
les, ha cobrado gran auge. La llamada Criptografía: ciencia
que hace y descifra códigos.

Es muy conocido por todos nosotros, que tanto las gran--
des potencias militares como los grandes emporios comerciales
necesitan enviar y recibir una gran cantidad de información -
secreta. Se han desarrollado técnicas enormemente sofistica-
das.

Obviamente no pretendemos aquí desarrollarlas. Tratare-
mos de ilustrar con un ejemplo sencillo, cómo las matrices, -
sus inversas y sus determinantes, pueden utilizarse para re--
cibir y transmitir información en forma secreta.

Problema 2.- La recta que pasa por dos puntos.- Sabemos
por nuestros conocimientos de Geometria Analítica, que si te-
nemos dos puntos diferentes del plano, de coordenadas (x, ,y, )
y (xl , yt ) podemos hacer pasar una dnica linea recta que los -
una. La ecuacion de esta recta es:

+ czy + c 3 = O,
donde c f , c k , c3 no pueden ser cero simultáneamente y son u --
micas para una' recta dada.
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2C2mo podemos obtener la ecuacioin de esta linea recta --
empleando determinantes?

Problema 3.- Circunferencia que pasa por 3 puntos.- Si -
tenemos como datos 3 puntos del plano diferentes y no alinea-
dos, de coordenadas (x, , 	 yl),	 (x4, ya), (x2, y3), sabemos que
por ellos pasa una única circunferencia, cuya ecuacián es:

(
z
x + y ) + c.tx	 c3y + Cy = C.

/
2Puede obtenerse la ecuacion de esta circunferencia me--

diante el uso de los determinantes?

.Problema 4.- ¿Pudiera seguirse un razonamiento similar a
los anteriores para encontrar, digamos la ecuación del plano
que pasa por 3 puntos o la ecuación de la esfera que pasa por
4 puntos?

Problema 5.- Trayectoria de una avión.- La trayectoria
de un avión se puede considerar formada por segmentos de rec-
ta. Para que una construccion no interfiera con la trayecto-
ria del avión, deberal estar situada bajo el segmento de la --
tFayectoria.	 Las construcciones cercanas al aeropuerto tie—
nen asignadas dos coordenadas, una de las cuales	 la dis---
tancia al aeropuerto (x),	 y la otra su altura (y).

Se supone que la linea recta representada en la ecuacion
y	 1

2	 3	 1	 = O, representa la trayectoria del avión cerca
1	

Y
del aeropuerto. 2Se podra construir un edificio a 5 unidades
del aeropuerto con 9 unidades de altura?

5.4 LA	 FUNC ION	 DETERMINANTE.

Vamos a considerar el paralelogramo que descansa sobre -
los vectores V y W, esto es, el paralelogramo cuyos lados son .
los vectores V y W.

Notacion.- S(V,W), cuando V, WG e 2, denotara la superfi-
cie =-11 paralelogramo construido en R-con dos lados que coin-
ciden con los vectores V,W respectivamente.

Resulta claro que para cada pareja de vectores en RL, --
siempre se puede construir el multicitado paralelogramo. Pu-
diera pensarse entonces en la existencia de una funcjin que a
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cada pareja V,W6 R , le asocia el numero S(V,W).

0
tOue propiedades interesantes se espera tenga esta fun--

cion?
a) S(kv, W) = k S(V, W),
a') S(V, kW) = k S(V. W).

Es decir, al alargar uno de los lados del paralelogramo,
en términos de operaciones vectoriales significaría que mul--
tiplicandoaVoWpor un escalar, el efecto que ocasiona es
que el crea queda multiplicada por ese mismo escalar. Por --
ejemplo:

./	 ./
ft,	 Observación.- La función S(V, W) puede tomar valores po-,
Sitivos o negativos, o sea podemos hablar de crea o superfi--
cie orientada.

b) S(V + W,Z) = S(V,Z) + S(W,Z)
b') S(V,W +	 = S(V,W) + S(V,Z).

Observación.- Esto es lo mismo que decir qué S tiene un
comportamiento lineal en cada componente.

S(e,, ea..) = 1, donde e, =	 eL = (0,1)
S(V,V) = O

Enunciare=os a continuacion un teorema que, englobando -
las cuatro pr:piedades anteriores, nos define y nos propor---
ciona ademas una manera de calcular el área orientada.

	

Teorema E.4.1.- Si 5 : R	 R --tp-R es una funci•n que -
satisface las tropiedades a), b), c 	 d) anteriores, entonces
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si V = (vi	 W = ( 14,,u72.),

S(V, W) = y,wa - vawl.

Esta funcidn recibe el nombre de determinante y para --
calcularse pueden disponerse los vectores V y W como columnas
de una matriz,

Vi

det	 = y,	 -	 w .
V2 W2_

Para demoStrer el teorema anterior es necesario demos---,
7_ 2- a primero el siguiente lema:

Lema 54.2- S(V,W) = -S(W,V).

De.mnstracijn.- Consideremos S(V + W,V + W) = 0, por d).
S(V + W, V+W) = S(V,V+W) + S(W,V + W) = 0, Por d),

= S(V,V) + S(V,W) + S(W,V) + S(W,W) = O,
= S(V,V) + S(W,V) = 0.

Por lo tanto, S(V,W) =

Geométricamente,

/Volviendo entonces a la demostracidn del Teorema,

Demostracijn.- Verificaremos primero que efectivamente
S(V,W) -

	

-	 - V2_ W .

Sabemos que cualquier vector en R se puede escribir co-
mo combinaciem lineal de los llamados vectores canjnicos

	

tarios, e, = (1,0) 	 y ez. = (0,1).	 Esto vale pues, para V,W.

(y, ,'a)

=	 v, e, ,w,	 + w.te) + s(vaez ,	 e +	 (por b)) ,
= s(v,	 e, ) + .S(v, e, ,waea) + S (\7 	 ) +

	S(va.e>. w2e a) , (por	 h)),

	

= vf6(él,wief)	 + y1 S(e„ waea )	 + vaS(qcwiel)	 + v2S(el ,1./ea)
• (por a)) ,

V = y, e, + vaea = v,(1,0)	 +	 v1(0,1)
= (vi ,0)	 +	 (0,vz)	 =

W = w,e, + waea = w,(1,0)	 +	 w.(0.1)
= (wl,0)	 (0,w)	 =

S(V,W)	 = v,	 + v2e2,w,e,	 +	 14.e2)
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= v,W,S(e, ,e,) + ;.7,14 2 S(e,,ea) + vaw ) S ( ea , e ) ) +
vawaS(e 2 ,ea)	 (por a)),

= v , w, (0) + '1/47 1 W	 (	 + v 2 W i (-1
Lema 5.4.2 )

= v,w 2 - vaw,

Para tener el teorema completamente demostrado hay que
probar que S definida de tal manera, efectivamente satisface
las propiedades a), b), c), d). 

Empezando por a). P.D. S(kV,W) = kS(V,W).   

Para facilitar la demostracion, utilizaremos el disposi-
/

tivo nemotecnico que se menciona en parrafos anteriores,
14/

= Vi 'A a - Va W ,det

1:. V = k(v,

det (kv,

va 141
, k v2J entonces

= kv,w 2 - kv2	 = k(v, w 2 -	 = kS(V, W).
kvx

b) P.D.	 S(V	 + W,Z) = S(V,Z) + S(W,Z), donde Z = (z, ,za)Y ---
V + W	 =	 ((v i 	+ w, ,va4 w2).

det	
vril,

+W 9_

	

g	

_1.)	 = ( y,	 w
V

ij

= víz 7,..-i- Wpza- yaz; - w'J z 1

= ( y, Z2 - Ya_Zi )	 4 ( w f z a - Wa z 1
S'IV , Z) + S(W,Z) _

c. ) P.D. S(e l ,ea)	 = 1.

	

1	 o
det	

) 	
=	 1 - O = 1	 .

	

o	 1

d) P.D. S(V,V)	 O.

	

VI	 V

det	 = v/ v2 -	 = O.

y Con lo que queda completamente demostrada el teorema.

Observacion.- Como ya se menciono, la funcion dRtRrmi---
nantepuede considerarse como una fono i on duyn dominio es el
conjunto de las matrices de 2x2 y cuyo contradominio es el --
conjunto de los números reales. 	 De aquí en adelante asi lo -
trabajaremos.

Algunas propiedades extras de los determinantes de 2x2:
2) Si	 es la matriz que resulta de sumar un mdltiplo de una

columna de A a otra, entonces det A = det B, ¿sto es,
y ,	 kW,

det A =	 = det B =

	

v 2	 wa	 v a + kwz
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=	 (vi +	 kw/)14á - ( va + kwá)w,
v,	 + Pcw, T43, - vw, - k,wa

	

=	 V, 1,4z	 -

A es igual al determinante de

= v, w2 -	 va 14,

Esta'iiiitiha propiedad es muy interesante, 	 pues permite -
asegurar que Todas las aseveraciones que hemos hecho para las
columnas de A son válidas tambin para los renglones.

ebservazion.- No debemos dejar pasar mas tiempo sin re--
calcar que el determinante solamente está' definido para ma—
trices cuadradas.

Sin gran dificultad y en base a que ya se ha definido --
claramente el determinante de 2x2, podemos pasar a definir el
determinante de 2x3. Aclaramos que esta definicidn quedara(
en tjrminos del determinante de 2x2.

Definicron	 .3.- Sea A una matriz de 3x3.

	

ar2.,	 a,3
A =	 al34	 8-22.	 aa3

	

53a	 En,	 ,
definimos el determinante de A, mediante su desarrollo por el
primer renglA de la siguiente manera:

det A = a" det A,,	 - atádet A,2 + a,3det A13,	 donde Ajr,	 j =1
2,3, es la matriz que se obtiene de eliminar el primer ren---
gl6n y la j4sima columna de A, esto es: 	 -

r

a

a	 aá,	 aa3
det A =	 a i/ det	 - aí det

	

3a,.	 a3.3	 a3/	 a 33)

3

aa,	 a32,
2(13 det

az/

Haciendo el desarrollo:	 V

det A = a., (a212,33 	 - a32a23)	 - a1(%, a3) - a3,aá3) +
ai 3 (a.al asz	 - a3, a)

= a,, a7áa33 -	 a" afla33 - ajá a.va33	 , 523 ±
a31 a.32. -	 a/3 a3, aaa •

Notemos que al hacer el calculo del determinante de A --
mediante_	 el desarrollo por el primer renglón, lo que .se ha -
hecho es expresar al determinante de A como una suma de 3 ---
terminns,	 cada uno de los cuales es un producto de 2 facto---
res, uno de ellos es un elemento del primer renglón y el otro
es el 'determinante de la matriz que se obtiene al eliminar el

9)

la
El determinante de la
transpuesta de A,

vi	 vi

matriz

VI\
Jet = det

wa wi Wa
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primer renglon y la columna donde se encuentra el elemento --
que se menciono anteriormente.

Los signos de cada uno de los 3 t¿rminos iniciales se a-
signa mediante la siguiente tejcnida:

é	 eNotac-+flh.- El d=terminante se desi .snara mediante la ex--
presion I A 1. "det A" o encerrando las componentes de A .en--
tre barras verticales.

/ 5

El
Ejem o: Si A =	 = : Apl det A = 1 4 	21

Observaciones:
El desarrollo anterior hubiera podido realizarse no.unica-

mente por el primer renzlcln, sino por cualquiera de . los ren-
glones de A.

También hubiera podido efectuarse, siguiendo el mismo es-.--
,ciuema, mediante cualquiera de las columnas de A.
!-`

El Calculo de un . determinante de 2x3 se efectua frecuen-
temente mediante las siguientes t‘cnicas, que procuran sim—
plificar de alguna manera los calculos, o más bien procuran -
que sea fícilment.e memorizable la manera de obtenerlo.

L Diagrama 1.- En este esquema se repiten los dos. primeros
renglones de A,-sumándose los productos indicados con fle----
chas. Los que tengan flechas hacia abajo se multiplican por
1 (se, dejan igu$11, pues) y los que tengan flechas hacia arri-
ba se multiplican por -1.

a5>...va/3
a n a	 =aaa a33
01 2 	 33

aaj3	 a3, a l& aa3-

s i l	 a t3

a �"Nil a aa
a31 a22 a 1,3 - a " a3a	 - auiaita33.

Diagrama 2.- Aqui se repiten las dos primeras columnas,
sumandose filos productos indicados con flechas y con la misma
observacion para el signo que el caso anterior.

au a

5 21	 aat- = a ,j aaa a zz	 ait	 a3é

ai3 aái a3a -	 a3, aaaa,a -

a3	 a33 a at alfa;
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Diagrama 3.- Esta forma es conocida como "regla de la -
canasta".	 Tambiden se suman los productos indicados con fle--
chas, multiplicándolos por el factor que aparece al inicio de
la flecha.

a.21 `+3.3	 33? a13

°flan cu

Notese que en	 cada °etc se c,t.tiene el 	 reF: Its.jc,	 --
que en la definicio/n original.

Obseryacion.- Todas las propiedades 	 se enunciaron --
anteriormente para. les determinantes de 2x2 se pueden
ciar y demostrar para los determinantes de 2x2 	 Las dem---
traciones son un tanto sencillas, basta con efectuar el
culo directo. Las omitiremos por ello, pero cuando se defina
el determinante para el caso general, y se vea que tambiein --
satisface esas mismas propiedades, se demostrarán algunas de
ellas.

No esta demas el advertir °
7
lie las teoc..nicas descritas por

los diagramas 1,2,3, solo son validas para el determinante de
3x3.	 .

5.5 EL PRODUCTO	 VECTORIAL.

Antes de seguir adelante, haremos un alto para, aprovechando
lo que hemos visto, definir una operación entre vectores que/no se ha manejado anteriormente y que tiene caracteristicas
tan interesabtes como útiles.

Adelantaremos que esta Operacioin, llamada Producto Cruz
o Producto Vectorial, solamente esta •dr2linida para vectores -
en R3. A continuacicin damos la definiciA,formal:
DefiniciA 5.5.1.- Sean V,W C R3 tales que V = (v,	 --
W = (w,,w1,w3). Sabemos que cualquier vector se puede poner-
en t4rminos de los vectores cancfnícos, en este caso de R3.

i	 = (1,0,0), j= (0,1,0), h	 = (0,0,1).	 (Se les ha llama-
do i,i,k, en lugar de la notacin acostumbrada e,,ea,e3porque
usualmente así se les denota en física, y el producto cruz es
muy usado en esa rama del conocimiento humano).

=	 +	 + va	 ;	 + woi +	 wjk.

Definimos entonces al Producto Cruz -0 Producto Vectorial
de V con W, denotado VXW,	 al vector obtenido mediante el cál-
culo del determinante

ik
Vi	 v.2 	 V3

W	 w3
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i	 1
La siguiente definición tambien es importante:

Definicien 5.5.2.- Sean v,	 W, Z E R 3. Definimos
VI	 va	 v3

V 4 ( WXZ ) =	 Wi	 W2	 w3

Z,	 Z a	 z3	 .

	

/	 w	 r
Es facil verificar que esta afirmacion es valida.

Observacion.- El producto vectorial satisface la impor-
tante propiedad de que es perpendicular tanto a V como a W y
ademals satisface la Igualdad de Lagrange,	 misma que la rela-- '
ciona con el producto punto.

Formalmente, establecemos:

-e-rema 5.5.3.- Sean V,W E	 Ra , para ellos se cumple:

V, (VXW) = O,	 es decir,	 VXW es ortogonal a V.
W 4 (VXW) = O,	 es decir,	 VXW es ortogonal a W.

c)	 VXW	 :1 V	 W :: 4 -• (V • W) L .	 ( Esta es la lla-
mada Igualdad de Lagrange).

a)

que

Demostracien similar a la anterior.

Basta desarrollar ambos lados de la igualdad y es fácil--
mente verificable que se satisface.

Ademas de las anteriores, VXW satisface:

Teorema 5.5.4.- Sean V,	 W, Z e R3 , ke R, tenemos:

VXW = - (WXV)
VX(W + Z) = (VXW) 4	 (WZ)
(.7	 W)X7, = (Va)	 (WXZ)
k (VXW) = ( kV)XW = VX(kW)
vxe = exv = e
VXV =

Todas estas definiciones son faciles de comprobar, basta
aplicar la definición.

• Utilizando la definicion de producto vectorial puede ---
darse tambi4n la interpretación geométrica del determinante -
de 2x2.

Para ello se enuncia:

Proposición S.S.S.-	 VXW	 =	 W	 Sen e, donde

Demostracien:
V,	 v A V3

V•(VXW)	 = Vi	 Vi
w,	 w 2.

V3
143.

=, O, por ser un determinante

tiene dos renglones iguales_



Sen e = h/ 
h =	 V	 Sen e
Area =V::Sen fil	 II
Area =	 : : w:: ::V:: Sen e

P\MN

Concluimos que Area =	 VXW
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e es el angUlo formado por V y W.

/
Demostracion.- Se probara la proposicion equivalente:

2\,xw::t=VWSente.

Por un lado:

2-
HHWH	 5:en

• 

Ñ

=	 W
W	 ;2.

v	 ;	 w	 17-

Por otro lado:

2,2..
51, "	 ( I	 - Oca. ,	 „ 2. ,	 a

C.	 tr:.

Y	 E	 1	 1	 ; 	 :	 , 	 I-/

fi)

vxw	 (v w - 3wta (7, W3 	-	 n73	 )	 +	 7, W	 - Va Wi•

=	 V	 w3 - 2V&;43 VjW z +V3 W 	 1432-	 -2V, 143 V3 14

y;	 W, .÷	 y, Wet	 — 2v,. wayaw, + 	 v31 w12- .
-=	 v,2	 (w3L + waL )	 vx2"	 +	 [4;1' ) +	 va' (14,2s	 +	 )

w, ( w3 v3	 + va wa )	 -	 wa (w3 v3 + v, w, ) -
v3 .143 (va wa. + v, w, )	 - vw	 v- w + v	 w )

=	 (v,,t	 + vt	 +	 y:1	 )(w,2"	 + 14, + 1.43a.	 -

( V$ Wi +	 W	 4-	 V, 142 .1

Ft"'	 -')
=	 H	 -	 	  (

De (1) y (2) se concluye que

	

VXW	 =	 y	 W	 HaSen't	 , por lo tanto,

	

II VXW	 -	 V 1:
	

W	 S=n	 e.

Consideramos O	 leo', entonces

	

VXW
	

: V11	 Sen e
Si nuevamente observamos el paralelogramo generado por V

W,

Las causas por las que se ha definido el producto vecto-
rial así, son que resulta ser de gran utilidad n fíensica. --
Con gran frecuencia se pueden encontrar cantidades físicas -
que son vectores, cuyo producto, definido en la forma, ante—
rior, es una cantidad vectorial que tiene un significado fí—
sico importante.

Algunos ejemplos que se pueden dar son el movimiento es-
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tatico, la cantidad de movimiento angular, la fuerza sobre --
una carga que se mueve en un campo magnético y el flujo de --

/energia electromagnética.	 En análisis vectorial también es -
importante pues	 VXW	 aparece cuando se desea calcular -
la integral de una superficie.

Pasaremos ahora a tratar la interpretaciA g eométrica de
los determinantes de 21x3.

Para ello fijémonos en el paralelepipedo determinado por
los vectores V	 =	 (v,	 W	 =	 Z = (z,,z,z3).

o	 VV
El volumen de cualquier paralelepipedo es V 31 = ( airea de

la base)(altura). La altura . es la longitud de la proyecci¿n
=,1 vector Z sobre la base del paralelepipedo, que como ya

/
se vio, tiene por atea	 -VXW	 ;;.

Entonces, el volumén del paralelepipedo sera:

V I = (;: VXW::)	 Zs(VXW) 	 .	 (VXW) I;
(VXW)•(VXW)

VXW	 Z‘UXWI	 VXW	 =
1: VXW	 ;:t

VXW	 (z«; (	 VXW )  )
VXW

=	 Z•(VXW)

Desarrollando:

;Zi (VXW) 1 =	 ( z, ,Za,27.3)	 (V151 3 	-	 y3 W2 ,v3 w,	 - v,wa
v.3 w / )	 y

= ;	 z,(vzw3 ) - v3 wa )	 + z 2 ( v3 w, -	 V,W3 ) + z3 (v,w; -
v5_14,)

= i	 z w( v;I ws	 - v3 14 2)	 - z 2., (v,wa - y:7 14,) + zi ( v,wa, -
v.ws)	 4

=	 z, Det Vu	 - z 1 Detz3 Det V 3$ ''

Que no es otra cosa que el valor absoluto del determi---
nante de la matriz

V
4 

=

	

VI	 Wi

Wz
23 

	

V.3	 W3

cuando se ha desarrollado por la primera columna.

4$4,



- 148 -

Las interpretaciones geomjtricas que se han hecho ante—
riormente se pueden generalizar. Pudiéramos hablar por ejem-
plo, de que el determinante de la matriz con columnas Vk, V2,

Mt, Vi& R, es igual al volumen del "cuerpo" generado por
Vi ,  V

k'	
. , v.

5.6 GENERALIZACION DEL CONCEPTO DF
DETERMINANTE

Hasta este momento solo se ha trabajado con matrices d+ 2x2
de 3x3. No hay nada que nos. impida hablar del determinante. -
de una matriz de nxn. Al igual que en el caso de 3z3, la de-
finicign se puede dar en t¿rmincs del. Elcsc‘rrnlin por r+rigio--
nes o desarrollo por alguna columna. •

Definicion 5.5.1.- Si A es una matriz de nxn, din la for-
ma

a/I ..

A =	
.	 a 41..)

al	 a ag.. ...	 a ah

-
nt	 a na	 a»41

-entonces el determinante de A se puede calcular como:

det A-=1A1=a01A,/	 - a j21 A,	 1 A- a /3	 A,3 1±
a in 1 A In I.

donde I Atj	 es el determinante de la matriz obtenida al e--
liminar el primer rengldn y la j-e/sima columna de A.

El signo que antecede a cada uno- de los sumandos ante---
riores se Obtiene- del siguiente diagrama qué es muy faicil de
recordar si observamos que al elemento ad, 4i.e. corresponde ---
Siempre el signo + y que, enseguida de él, por columna o ren-
g1Cri no puede haber un signo igual. La misma observacioin se
hace a cada elemento.

9 

Este signo puede obtenerse antepo---
niéndole a cada sumando el factor

Observaciones:
Cuando el determinante de A se ha obtenido de la manera en--
tenor, se dice que se ha expandido o desarrollado mediante -
el primer revlon.

La expansion no necesariamene ha de realizarse por el pri--
mer rengldn. Puede llevarse a cabo mediante cualquier ren---
gljn o mediante cualquier columna, aseveración que se demues-
tra al final de este capitulo, cuando se hayan demostrado al-
gunas afirmaciones un poco más sencillas que emplean el mismo
método de demostración: la-Induccídin Matemartica.
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Pudiéramos redefinir entonces el determinante de A, de -
la siguiente manera:

Definición 5.6.2.- Si A es una matriz de nxn, su determinante
puede calcularse, si se desarrolla mediante el i-e'simo ren---
gldn,

	

A I =	 I A c f f - ac al	 A ca_ I + a c31 A cn I - a 41	 Ac4 i + .

+ (-1) COI. ac,,t I	 Ac&	donde I Acifi es el determí-
nant d, la matriz obtenida al eliminar el i-eisimo rengldn
la J-I

P
.sima columna de A,	 i = 1,2,... 	, n, o mediante :

I A 1 =a TI A d 1 - a.zji	 Aai 1 + a B í I	 31 1 -	 A:7 + • •

nt
+	 A7,111,	 si se ha expandido mediante

la j-esima columna.

Las propiedades q ue se enunciaron para determinantes de
2x2 son validas también en el caso general. las enunciaremos
de nueva cuenta, aunque en su demostración intervienen argu-
mentos engorriosos. Para no pecar de totalmente. informales, -
se demostraran aquellos resultados de razonamiento sencillo.

17

Casi todas, por no decir que la totalidad de 	 demos-
traciones se puede verificar mediante el empleo del Método de
Induccion Matemática, que basicamente consiste en lo siguien-
te:
1) Se desea demostrar una proposición que se asegura vale --

para todos los naturales.
ii) Se comprueba que la proposición vale para ciertos natu-

rales,digamos n = 1,2, ..., etc.
iii)Seelaboralahip¿tesisdeinducciA;efstoes,sesupo-

J-.ne válida la proposicion para un natural arbitrario.
/

iv) A partir de aqui, se debe demostrar que la proposicion -
vale para cualquier natural.

í
Observacion.- Esta es una de las maneras de enunciar el

Principio de InducciA Matemática.

Finalmente, antes de enunciar las propiedades,	 introdu--
oiremos una notación que es muy utilizada y, que nos permitirá
considerar al determinante de A como funcion ovde sus renglo-
nes o de sus columnas.

Notacion.- El determinante de A puede denotarse:
I A I = det A = D(A,,Az, ...,Aw) 	 cuando se considera como una
función de los renglones- de A, o det A = D(A 1 ,A 2 ,
cuando se considera como una funcion de las columnas de A.

•

Enunciaremos entonces:

	

.	 ./Proposicion.5.6.3.- Si A es una matriz de nxn, el determinan-
te de A satisface:
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Ahora se escoge una matriz de, en este caso 2x2, (el ta-
maño de la matriz se escoge de acuerdo al tamaño de las par--
tes en que se ha fraccionado el mensaje), tal que tenga com--
ponentes enteros, que sea invertible y que su determinante --
sea +1 o -1. Todas estas condiciones aseguran que A-i tam---
bien tendra: componentes enteros.

Tomemos por ejemplo: •

Ya que se ha escogido A,	 la multiplicamos por cada una -
de 1.5,7 matrir,,,. rItr-- 21 (o vectores columna de 2 componentes).

)

57

1977

A( 1) =	 (58) .

	

(

1

14\	 :6
A

2

C) )

( 4 )= (
A	

	 7 )

(22 = (100
Al
	 78) .

A (s ):	 (17
14	 .

Como se ve,	 se ha encontrado un nuevo conjunto de vecto-
res,	 que acomodándolos, nos dan el arreglo:
57	 43	 77	 58	 66	 52

/
	 P, , 7	 100	 78	 17	 14

/ que seria el que transmitiriamos. 	 Y

Para descifrarlo, necesitamos conocer la matriz A y A .
Fijenonos:

(14)	 (57)
, entonces	 = A

	

43	 43

En es, caso,
1	 -1 )



UL.

1	
) = CE.

4	 =	 5

_p	 17
A 

.	 /
La matriz A recibe el nombre de Matriz de Codificaci on y

es llamada Matriz de Desciframiento o Descodificacion.

A-I
57

43

=

(

14
=

-1
=

A
(77) (19

58 1	 =

-1 66 14

A 52 = 10()	 =

Af
8 = 1

=
7 4

A 
1 (100)

. =

(12

22)

78

NA.

AD.

RA. n SABER
RABIA MIGRAADEZA

BIBLIOTECA
; 3/.1 DE Cleu.:!AS EY.Acus

Y NATURALES
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Es claro que este proceso se puede volver tan complicado
como se quiera, escogiendo particiones más grandes y por en--
de, matrices de mayor tamaño.

5.9.- Vamos a agregar un último detalle. Se ha estado men-
cionando constantemente, desde que se definid el determinante
mediante su desarrollo por el primer renglón, que este número-
sera el mismo independientemente de el renglón, e incluso la
columna, ppor el cual se haga el desarrollo. Entonces, lo 7-

que pretendemos a continuación es demostrar esta aseveracion,
misma que enunciaremos como el:

Teorema 5.9.1.- El determinante de una matriz es el mismo, --
independientemente del renglón o la columna por el (la) cual
se desarrolle. En símbolos:

Ptldet A =	 ¿a (-1)	 D(A tu') = :E (-1)	 aclID(A9.).
.	 'U	 U	 Cc/J-74

Demostracion.- Se ha ya tambien por induccion sobre n, es
es decir sobre el tamaño de la matriz.

/
Vamos a verificar que la proposicion vale para n

/+.2.

	

+ (-1)	 ara Al a

/
am, a .t , (primer renglon);

al/
a 2I

a i g_

a aa

-=

=

a	 D(A,, )u

a,,	 a 't -



4,-.turma es el mismo que por cualquier columna.
c) Por ultimo, veremos que el desarrollo por la primera co--
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1+1
= (-1)	 a, D ( A ai ) +	 aalD(A2z)
= -aa, aba	 +	 a,, (segundo renglon);
= (-1)' 	 a	 D(A	 )	 ( - 1)"24`	 D(Aa) )
=	 ac21 a/2	 (primera columna);
=	 a,z1D(A/a.) +	 ajto_D(Aa2,)
= - an„ aa.) + &nen (segunda columna).

Como se ve, al comparar los resultados, nos damos cuenta
de que el valor obtenido es el mismo. Elaboramos pues la hi-
potesis de inducción. 	 Suponemos que la proposición vale para
matrices de tamaño n-1.

P.D. que vale para matrices de tamaño n.

Haremos esto en tres etapas:

Se verificara? que el desarrollo por el primer rengloñ es
el mismo que el desarrollo por la primera columna.

Se demostrara'emostrar que el desarrollo por el primer renglón es
el mismo que él desarrollo por cualquier renglón.

Empezamos:

a) Demostraremos a), en símbolos,
C+I	 1+172 (-1)	 a el D(A(:I ) =	 D(Aü ) (-1)

j=l

Es claro que al desarrollar por la primera columna, te—
nemos una expresión de n sumandos, en cada uno de los cuales
se ha de calcular el determinante de una matriz de tamaño n-1
que carece del i-4simo renglón y de la primera columna. Esto
es, el termino ac, no aparece en alguno de los Ac',.

Similarmente, al desarrollar por el primer renglón, los
a„ no aparecen en alguno de los Ati .

El coeficiente de a„ es el mismo en -ambos lados de ---
nuestra igualdad. Analizaremos el coeficiente del tjrmino

,	 para i>l, jl. Por la izquierda, este coeficiente lo
obteHemos al desarrollar ALI y seria:

•1:4-4	 -4+1	 ttj +I

(-1) 	(-1)	 D (A e , , 2' ) = ( 1 )	 D (	 	 )j
4

iFor que?	 Recordemos que aif se encuentra colocado en -
la columna j-1 de AJ1 y ademgs, que estamos suponiendo que P-3,

teorema vale para determinantes de orden n-1.

es la matriz de tamaño n-2 obtenida al eliminar
los renzlgnes.i-esimo y primero de las columnas primera y ---
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Vamos a ser mas explícitos:
c.14

Sea tizi ( - 1)	 act D(Ac i ), t	 =? Es el determinante de la
matriz

ao	 a.a	 ...	 a,	 ...	 a In-
aa l 	aaa	 asin.

aú	 a,j 2 ,	 a/n,

ani	 atm	 ant	 ann

Si desarrollamos este determinante mediante el renglon -
senalado,	 (aplicando la hipotesis de induccion):

-1	
•D(Ac ) = u -A-

j

a9 . (-1)	 D(ACt , n /	 ), sustituyendo:
D(A) =	 -1	 lig	 a i. t L 3, 1 .( - 1) 7-9- 1	 D(A¿, ,	 ) .

J-:›
El coeficiente como ya se dijo de sei aj es:

C-Pti
)	 D(Act	 , t i	 ).

Un argumento muy parecido se utiliza al analizar el ex-
tremo derecho de la igualdad que se quiere probar.

Sea 7- a 
J
fi ( - 1)

t-1-/ 
D(A 	 ZD(A • ) = ? Es el determinan-•

te de la matraz
an	 a/ A,	 •..	 a9
aa,	 a alk	 ati	 ...	 a an

aj i 	asta	 .	 a jj	 .	 ajn.,

a n/	 a h it.	 aya}	 antt.	 .
•

Al desarrolly este determinante por la columna señalada
(aplicando la hipotesis de inducción), tenemos:

/-1 ) =	 j5D(A	 - (-1)
¿Ir a	

a‘,D(A,¿ 	):,j 

Sustituyendo:
Pt.

D(A) = 2	 a ti (-1)	 (	 (-1) C
a •	 D(A • • )

g.-=a	 c.,	 /t. 
•/4 1 -hl.

El coeficiente del elemento ail ac., es	 (-1) 'J	D(A,cji)
que es el mismo que en el termino 'de la izquierda de la 1----
gualdad deseada, que es lo que quemamos. demostrar.

Pasaremos ahora a b), que en szi_mbolos, significaría de--
mostrar:

1,4-kc

(-1)	 a/ D(A.)	 aps.D(ApK)	 (-1)	 , p = 2,3,..,n ,
w.”	 J  --

Jllamaremos	 (1)	 a la exnresidn anterior.

- Retomaremos el lado izquierdo de (1),
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a" •.

apí  

ah)... anK

Cuando j>k, apKqueda situado en la p-esima columna y el
reng1(�n (k-1) de:Si	 entonces apg. queda colocado en
el rengldn (k-1) y'lla columna 	 (p-1) de Ad .

Si se considera ahora el lado derecho de 1) y se examina
(usando un razonamiento muy similar al que ya se hizo en la -
primera parte) queleoeficiente tiene apKai, se ve que éste -
es: &kit	 /4,-/

(-1) 	(-1) J	 D(Ap,	 y),	 (si j>k),

(-1)79- (-1)	 D(Ap n ,9),	 .(con. j<k),

y que coincide con lo obtenido en (2).

"c) Por ultimo,	 si aplicamos el resultado b) a la transpuesta
ciF. A, vemos que el desarrollo del determinante de A por la

/q-esima columna oa el mismo resultado que por la primera co—
lumna.

De e),	 b),	 c)	 concluimos la veracidad del teorema.
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CAPITULO	 6

TRANSFORMACIONES LINEALES.

6. 1	 INTRODUCCION.

Con este capitulo terminamos lo que creemos es suficien-
te material para cubrirse dentro del curso de Algebra Lineal
1 y que deja sentadas las bases, tanto teóricas como pra'cti--
cas para que el alumno continúe posteriormente sus estudios -
dentro del mismo campo.

Hablar de las transformaciones lineales es remontarse a
una de las ideas pilares de las matemáticas: el concepto de -
función.	 Resulta que las transformaciones lineales no son --
más que funciones que tienen la particularidad de que tanto -
su dominio como su contradominio son espacios vectoriales.
Es por ello que pensamos que el manejo de la teoría que se va
a cubrir en este capitulo no se vá a dificultar, dado que a -
estas	 alturas existirá suficiente familiaridad con las ideas
tanto de función como de espacios vectoriales.

.
Las transformaciones lineales tienen también una fuerte

o
conexión con las matrices, dado que estas són una forma abre-
viada de aquéllas.	 Incluso puede pensarse en las primeras --
como una correspondencia X--'9AX, donde A es una matriz.

1
Ademas de la gran cantidad de aplicaciones teorices que

presentan en distintas ramas de la física y la matemática, --
las transformaciones lineales se utilizan bastante en la in--
genieria y en las ciencias sociales.

6.2	 BREVE BOSQUEJO HISTORICO.

Tal y como se advirtió en la introducción, si queremos -
hablar de	 la historia de las transformaciones lineales, debe-
mos considerar la historia de las funciones.

Uno de los grandes matemáticos de	 todos los ;tiempos, Le-
onard Euler pensaba en una función como una fórmula o ecua---

.
clon en la que aparecían variables y constantes.

Alrededor de 1860, Cayley, a quien ya mencionamos en la
sección de determinantes como uno de los estudiosos de la ---
teoría de	 matrices,	 fué quien aseguró que al fin de cuentas -
éstas no eran más que una forma abreviada de representar ----
transformaciones lineales.

El concepto abstracto de función que se utiliza en la --
actualidad fue presentado por Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
y Giuseppe Peano fue el autor de la idea de transformación --

Asamos.
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Mas recientemente, un grupc 	 de matematicos formado por -
Emmy Noether, Emil Artin y W. Krull, ademais de Hasse, dan la
concepcijn abstracta que hoy conocemos,

6.3 PROBLEMAS DIVERSOS.

Siguiendo con la costumbre, se presentan algunos problemas de
aplicacion que se resuelven al emplear transformaciones	

--

neales.

Problema 1,- El duelo de una i±ctrica produce cuatro pro-_	 _
ductos distintos: vestidos, faldas, blusas y/pantalones. Las
materias primas que utiliza en la elaboracion de estos pro---
ductos son: algodón, hilo y botones.

-
En la tabla que a continuacion se muestra, esta/ la in--

formacion de cugntas unidades, de cada una de las materias --
primas utilizadas, se requieren para producir una unidad de -
cada producto.

/
Una notacion que pudieramos utilizar es: vestidos, V; 	 --

/
„leldas, F; blusas,	 E: pantalones, P; algodon, A; hilo, H; bo-
tones, T.

Utilizadas en la fabricacioin de un

V

A	 1	 2/3	 1/2	 3/2
/Numero de Uni-

dades de Mate-	 H	 ,._,	 9	 2	 2
rias Primas

T	 4	 -,.,	 6	 2

Pregunta: Cila;litas unidades de cada materia pr_ma se ne-
cesitan si se produce un número determinado de cada uno de --
los cuatro productos?

Problema 2.- Ya es conocido por nosotros el llamado Teo-
rema Fundamental del Cillculo. De cualquier forma vamos a re-

- cordarlo:

ICLlamemos F(x) = Saf(t dt.

Teorema.- Si f es continua en [a,b] entonces la deriva--
da F'(x) existe para toda x E ra,b] y F-(x)	 = f(x).

Si tenemos una funcici.n F. que satisface P'(x) 	 = f(x), 'F'
es llamada una primitiva o antiderivada de f.), entonces pare
toda k y x de [ah] se tiene gni=

P (Y)	 - P(k) = jf(t1 *7,
a.

es-decir•,	 y cualquier :.tra	 E-ntiderivada de f
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fieren en una constante:

P(x) - F(x) = P(k).

En efecto, ya que F'(x) = 	 f(x) y P'(x) - F l (x) = f(x) -
f(x) =0, debemos tener que P(x) - F(x) = constante.

Si x = k, p(k) = P(k) - F(k) = constante, de donde
Y

P(x) - P(k) = F(x) 	 af(t) dt,

lo que nos proporciona un metocic para calcular Sa f(t) dt

If(t) dt = P(b) - P(a),

esto es, bastara con encontrar una antiderivada P de f.

Asi el problema de evaluar una integral se transfiere al
problema de encontrar una antiderivada de f. Y toda formula
de diferenciación nos da una primitiva de alguna función f, -
lo que, resuelve el problema del calculo de la integral de esa
funcion f.
J[5.

2Puede abordarse este problema desde el punto de vista -
de las transformaciones lineales?

Problema 3.- Cuando estudiamos Sistemas de Ecuaciones --
Lineales, vimos un teorema que establecía lo siguiente:

Teorema.- La solución general dé un sistema de ecuaciones li-
neales es igual a la solución del homogéneo más una solución
particular-

/Es posible abordar este teorema desde el enfoque de las
transformaciones lineales?

6.4 DEFINICION Y EJEMPLOS

Definición 6.4.1.- Una función T, que se define para todos --
los vectores V, que pertenecen a un espacio vectorialr, y --
que nos dd como resultado vectores T(V), en un espacio vecto-
rial14T: se llama transformaciorf: de -1,ra-gr."

Notacion.- Como las transformaciones son funciones, se -
usara la misma notacion con la que usualmente se manejan es--
tas última= e= decir una transformación T deVa7V - es una
funciem

Definic i ón 6.4. •7. -	 - --- u V,E IVy «& K	 un campo ar-
bitrario), se Rati=fac.:

a

i) T(U 4 V) = T(U) +
ii) " T(cly) =Q(E(V), entcn c= la tran = fnrm--iin =J=.	 a a lineal
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Observación.- Para transformaciones linealesf y7i-deben
ser espacios vectoriales sobre el mismo campo.

Vamos a ejemplificar.

Ejemplo I.- Sean 1,-= R 	 Rt . Diga si la transfor--
maciCin T, tal que T(U) = (-x,y), donde U = (x,y) es lineal.

Debemos verificar que se satisfagan las condiciones i),

Sean U = (x ,y). W = (x,,y,), U, velr.
U + W • 	 (x + xi,y + ya).

T(U + W) = (-(x + xi),Y + y,)	 = ( - x - x,,Y + Yi).

T(U) + T(W) = (-x,Y) + ( -x,,Y1) = ( -x-x, ,y + Y,),

esto es T(U + W) = T(U) + T(W), lo cu
se cumple.

ermite concluir que
•

Ahora verificamos ii)
'CU = (ccx, dy),
T(AU) = (-dx, o(y) =d( -x, y)
&T(U) = a(-x,y), ésto es, T(o(U) = oCT(U), lo cual permi-

te concluir que ii) se cumple.

Por lo que T(U) = (-x, y) es una transformacidin lineal.

Ejemplo 2.- Sean ir=F1,71C R , T: R2----pR tal que
T(x. y) = 2x - y.

Sean U = (x,y), W = ( x, ,Y,),

U + W = (x + x1 ,Y + Y, ),

T(U + W) = T(x + x,,Y + Yi) = 2(x + x,) - (y + 57,)
= 2x • 2x/ - y - y, .

Por otro lado,

T(U) + T(W) = (2x - y) + (2x,- y, )
= 2x + 2x, - y -y, , por lo que

T(U + W ) = T(U) + T(W).

Conclusi¿n.- Se cumple

Verifiquemos ii)

T(aU) = T(gx, dy) = 2(7x) - cey
= 21x -Cly.
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otT(U) = 0<(2x - y) = 2 c(x - dY, esto	 es, T(PCU) =c¿T(U),
por lo que se cumple ii),lo cual permite concluir que:

T :	 R tal que T(X, Y) = 2x - y , es una transformación -
lineal.

,	 /
En la proposicion que a continuacion enunciamos se resu-

me la forma en la cual podemos verificar si una transforma--
cion es o no lineal. Veamos:

Proposicion 6.4.3.- Sea T:ir"-afkir , T es	 lineal si y solo si -
para toda oCpe-K.,

T(dU + (3V) =c7CT(U)	 T(V), para toda U,V e 11--

Demostración.- Como es una proposicion "si y solo si", -
hay que demostrar que se cumplen los dos sentidos, esto es:

". Suponemos que T es lineal.

P.D. T(o(li + my) = ‘kT (U) +pT( V).

T(okU + (3V) = T(01U) + T(t5V) (por ser T lineal)
=0,(T(U) +ST(V) (por ser T lineal).

"z=. 	 . Suponemos que se tiene una transformacion que:

Twu +pv) = acT(u) +r,T(V), para toda u,ver,d,p E K.

P.D. que T es lineal.

Tomamos d,(3= 1 (el neutro multiplicativo del campo).

T(1	 U + 1 V) = 1 T(U)	 + 1 T(V)

T(U + V ) = T(U) + T(V).

Tomamos pr ‘ K,(5 = o, (O, neutro aditivo del campo).

T(GCU + O V) = OCT(U) + O T(V).

TKU) =c/T(U).

Por lo tanto, T es lineal, con lo que se concluye la de-./mcstracion.

Usualmente ¿rse le llama " espacio de salida" y a -74r -
es pacio de llegada".

ticamente la definicion de transformacion lineal que
acabamos de ver es lo único que necesitamos para resolver el
problema 1.

•
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Vamos a definir el vector de producción,n, yp = V	 , y -
F
B
P

a Vrn = (A)

	

1	 2/3	 1/2	 3/2
M	 (2	 2 2

	

4	 9	 6	 2

Suponga que el vector de produccio/ri es Vp =710
30
90

‘,50

2Cuantas unidades de A, H, T, se necesitan para producir
el numero dado de cada uno de los cuatro productos?

De acuerdo con la tabla del principio,

	

A =11,,V(1) + F(2/3) 	 +	 B(1/2)	 + P(3/2),

H = V(3) + F(2) 	 +	 B(2) + P(2),

T = V(4) + F(2)	 B(6) + P(2),

ecuaciones que aplicando el caso particular del Vp =
(20 1
20)
50

nos darla:

A = 10(1) + 30(2/3)	 + 20(1/2) + 50(2/2)
= 10 + 20 + 10 + 75 = 115 unidades.

	

H = 10(3) + 30(2)	 + 20(2)	 + 50(2)
= 30 + 60 + 40 + 100 = 230 unidades.

	

T = 10(4) + 20(2)	 +	 20(6)	 + 50(2)
= 40 + 60 + 120 + 100 = 320 unidades.

Para cualquier y , se cumple:

ti Vp =	 eisto es,

6

3/2)

T

2/2	 1/2

- Tenemos entonces una funcion T que -transforma" al
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Vm, mediante una sencilla operacio
I
n entre matrices, la multi-

plicacion.

T : Vp	 Vnt tal que T(Vp) = V . = AVp, en donde A es -
la llamada matriz de transformación o transformación en si.

6.5 EL N U C L E O O KERNEL DE UNA T E A N S-
FORMACI ON.

Definicion 6.5.1.- Sea T : 3r-r -nruna transformación lineal.
Definimos el núcleo o kernel de T como el conjunto de vecto-
res UCV- tales que T(U) = O .

,.Esto es, gráficamente,

kenu£e

Veamos algunos ejemplos:

1) Sea T :	 R , T(x, y) = x + y.

Kernel T = {	 (x, y) / T(x, y) = 0 Y
=	 (x, Y) / x + y = O I/
= {	 ( x, -x Y, que geometricamente seria:

2) Sea T:	 EL, T(x, y) = (x + y, x -

Kernel T = { (x, y) / T(x, y) = (O, o) }
= t (x, Y) / (x + y, x - y ) = (0,0)
= { (0,0) }.

x + y = O	 La canica soluc inn a l sistema es (0,0).
x - y = O

Sea T: R 4'1	 R, tal que y, z, =x-ty+z+U.

Kerr, 7 T = í (x, Y, z, w	 T(x, Y, z, w ) = O
= I ( x , Y. z, w

3Sea 	 E	 E, LOl que T(x =	 - 	 -x) .

Kernel T =	 x	 (x, 9X,	 = ( 0,0,0
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Hasta aqui ya podemos resolver
se plantearon en la Seccien 6.7.

Resolveremos el Problema 2:

= problemas 2 y 2 que -

Sean	 dF,rivable }, Ir=	 h/h es	 oontinua },	 K =

Definamos T: lf Lp	 que T,f,	 = fH 2 Es T una trans-
&0107 _real?

1
De acuerdo con la Propos ion 6.4.-i debemos probar que

T(mU -	 ' = mT/U	 nTY\ii, rara	 m n &K, V,W & 1r

Sean 5, g funciones derivablea,	 es decir, f,g.E7ry ,n
E E.

T(mf	 n=) =	 (mf + ng)"
=	 (mf)' + (ng)',	 (aplicando teoremas ya cono-
= mf' + ng'	 ciclos	 del	 CAloulo Dif.)
=	 mT(f) + nT(g)

Concluimos. entonces. que T es lineal .

20/1e1 sería el Po=rnel de T?

Kerne' T = {	 f/f T(f) = O} =	 f/f es cons nt2 y

Si tomamos nE-14/, zcuál seria la respectiva pre-i"osen de
h?

Pues =.=ria un elemento f de ir más un elemento del kcrnel
de T. 2Por qué'? Porque estamos preguntando por la antideri--
veda de la furp-ijn h, v de acuerdo con el Teorema Fundamental
del Cálrulo, la= antiderivadas de una función agio difieren -
en una constante.

A continuacion trataremos el Problema 3:

Consideremos A una matriz de mxn,	 Rn-	 W=R,E	 E Y
X = 'x,

/
amos T la transfo acion tal que T(X)

¿Es T	 Tomemos X, Y&	 , mune P.

+ ny) = A(mX + nY)
= A(nX) +	 A(nY),	 as 7r oil=dades	 de suma

a, - (1-(n	 matri--= n(A,X) +	 7
mT(X)	 nT(Y	 ces que ya si= vieron).

concluimos oue T

= fc
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2Cual seria el kernel de T?

Kernel T = { X / T(X) = O } = { X / AX = O }. Con pala-
bras, seria el conjunto de los vectores XE F l" , tales que ---
fueran solución de los sistemas homogéneos  AX = O , (donde -
O = (O, O,	 ...,	 O).	 -	 /

Si tomamos WE7472cual seria la respectiva pre-imagen de
W? Pues W ha de ser tal que se satisfaga AX =W, entonces su
pre-imagen será el vector X que cumpla la igualdad pedida, --
que no es otra cosa que la forma compacta de escribir un Sis-
tema de Ecuaciones Lineales.

Si recordamos el teorema 2.6.4, que nos asegura que la -
solución general de un SEL está-dada por la solución del sis-
tema homogel_neo asociado mas una solucion parlticular, eso sig-
nifica que el vector pre-imagen de W quedara expresado como -
un elemento de Ymas un elemento de su kernel.

Vamos a continuación a enunciar y demostrar algunas pro-
posiciones que son necesarias para la demostracion de uno de
los resultados más importantes de transformaciones lineales.

/Y
Proposicion 6.5.2.- Sea T:111>/r, una transformacion li--

neal. T es uno a uno si y sólo si el-kernel de T consta sólo
del cero en7lr.

Como esta es una proposicion que involucra una doble im-
plicación, hay que demostrar dos cosas:

Hipótesis.- T es uno a uno.

Tesis.- El kernel de T sólo consta del vector cero.

Supongamos que el kernel de T consta al menos de los -_-
vectores V y U. Esto significa que T(U) = O = T(V), de donde
T(U) = T(V) para U = V, lo que contradice la hipótesis de que
T es uno a uno. Por tanto, el kernel sólo consta del vector
cero.

Hipótesis.- El kernel de T solo consta del vector cero.

Tesis.- T es uno a uno.

Supongamos que T no es uno a uno, eso significa que ----
existen un par de vectores U,V, U 	 V, tales que T(U) = T(V),
entonces T(U)	 T(V) = O = T(U - V), de donde U - V esta en
el kernel de T,	 lo que contradirla la hipd,tesis de quP . el ---
kernel de T sclo consta del vector cero.

De donde T tiene que ser uno a uno, lo que completa la -
demns r raciclin del teorema.

/
Proposicion 6.5.2.~ El kernel de T es un subespacio vec-
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tonal lineal de/Ç ésto es, se cumplen las condiciones para
ser un subespacio vectorial y además, si T es lineal T(0) = O

Demostracion:

Sean U,V en el kernel de T. P.D. U + V esta en el kernel -
de T.

T(U + V) = T(U)	 + T(V)	 = O + 0 = 0.

Si U esta en el kernel de T,	 entonces XU tambien estara.

T(U) =dT(U) =P((0) = 0.

iii) O estafen el kernel de T.

T(0)	 = T(0-U) =	 OT(U) = O.

Proposicion 6.5.4.- Sea T una transformacion lineal uno
a uno., Si 1.7/, Va,	 Vn cry son linealmente independien--
tes, entonces T(V/), 	 T(Vz),	 T(Vn)e)irlo son tambihi.

.1
Demostracion.- Sea T:117:41r. 	 Hay que demostrar que si V/,

... , son linealmente independientes, y T es uno a uno
''entonces T(V/), T(VA,), 	 T(V4) tambien son linealmente in-

dependientes. Se hará por contradicción.

Supongamos que T(V/), T(Va-),	 T(Vw), son linealmente
dependientes, o sea qué 	 JJ(v,) + AaT(Va) +	 +,44T(V,L) -= O,
con al menos un ACY O.	 Eso significa que A/V, +...+,1,,,V$ es-
tá en el kernel de T.

Como por hipeltesis T es uno a uno, entonces el kernel dé
T consta sólo del vector cero y ésto a su vez implica que --
1V,+	 +„1„y„, o ---)	 <---- Contradiccion a lo que se hab‘a
supuesto.

Por ser V, ,	 VA,	 ..., 141_, linealmente independientes en--
tonces ), = Aa =	 = A4.= O.

Definición 6.5.5.- Sea T:1--)7r. Definimos el rango de T
coáo el conjunto de elementos WEarpara los cuales existe V
con T(V) = W.

Observacion.- El rango de T tambien se llama Imagen de T

Proposicion 6.5.6.- El rango de T es un subespacio veo--
tonal de-kr.

Demostracion:

1) Sean W/, W A 	 rango de T. P.D. W, + WA rango de T.
Comt, Wi, W2 pertenecen al rango de T entonces existen --

h VIO-tales que T(V1) = W1, T(Va) = 142.
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Tomando V / + Va se tendrá que:

T(V, + VA) = T(V,) + T(VA ) = W, + Wz.

- /
Si W esta en el rango de T, P.D. alW 	 tambien esta.

Como W pertenece al rango de T, entonces existe VE-roan
T(V) = W. T(P(V) =C(W,	 entonces0{14 esta'en el rango de T.

2G pertenece al rango de T? SI, T(0)	 = 0.

Y
Corp todos estos preliminares llegamos a la proposicion -

que hablamos dicho es pilar en transformaciones lineales y --
cuyo enunciado se muestra renglones abajo.

. /
Froposicion p.5.7.- Sea Y-un espacio vectorial y T:irl:riftr

una transformacion lineal.

/	 Y
Si dimensionll n, dimension kernel T = m, dimension ---

imagen de T = s , entonces n = m + s, ésto es:

/-
ciimension7V- = dimension kernel de	 + dimension rango de T.

Observación.- Si kernel de T = { 0	 no hay nada que --
demostrar. ¡Por qué? Sea UEVarbitrario, dado por:

U = A, U 1 +	 +	 T(U)	 = /1,T(U/) +... +,14T(Un).	 T(U/),
T(U 1),..., T(Un) generan al rango de T. Entonces U / ,	 Uz,
Un, son base de-Y-.

Por ser T uno a uno,	 T(U/), T(UA),	 T(U,,,), son li---
nealmente independientes	 ( por la Proposición 6.5.4 ) y por -
lo tanto son base del rango de T.

dimension -Y- = dimension kernel T + dimension rango T.

n = 0 + s.

Supongamos que dimension rango de T = s.

Existen W 1 ,	 Ws base del rango de T, si estan en
d'entonces existen V/ ,	 V5E/rtal que T(V,) = W/,
T(V3 ) = 

W5.

Como dimension del kernel de T es m, entonces kernel de
T tiene una base con m elementos, digamos Z, 	 Zm,--/
que estan en el kernel de T.

Vamos a demostrar que V/, VA ,	 V5 junto con Z,
, Z/nson una base de

Primero demostraremos que generan a -v--
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Tomemos U enVarbitrario, T(U) en el rango de T, enton--
ces. T(U) = A /W,	 +	 + kW)	 (se puede escribir como combina-
cion lineal de los elementos de la base de ZY:

Consideremos al vector 	 IV,

Afirmamos que U -	 (ÁiVi
¡Por qu4.?

T(U - ( AíVi +	 . .	 +	 V5	 = T	 -

=	 iw	 ...	 As ws

=	 O,	 de donde U - ( A, y,	 Lr=r,,,

Por ser .0 -	 (V,+	 + 1s ys)	 un elemento	 del	 rernex -
y ,7),	 :Tm. base del	 kernel, puedo escribir al 	 ;:rimerri
como combinaci¿n lineal de los elementos de la bas e .

u -	 v,	 )	 =	 z,	 . .	 a(„„z, entonces se
tiene que

U =.; Á, v,	 . .	 Vs +	 Z	 -.i-q',,,Z,, lo& 10 tanto -
len generadores de-y—

• Ahora hay que demostrar que V1, •. 	 VS	 , 2/

son linealmente independientes, 	 esto es,

-	 /15	 t	 t	 zm =	 con L=	 =

5..	 =ci's	
=	 O.

Y

Aplicamos la transformac ion a la expresion ante—r:

T( ( ArVi	 ÁsV5	 +	 os',

	

I T(Vi ) +	 As T(Vs )	 4 ct, T(ZI )	 +	 = O.

w	 Áaw

Como W/;	 Ws,	 son base,	 son vectores linealmente in--

	

dependiente, eso implica que 	 Áf=	 =ÁS = e •

De la lliisma manera se concluye que . ......«'=	 O, Y Ya
se tiene el resultado,

	

m = s	 .

+ A5 V5 •

5 V5	 P:erne de T.

...._	 115 y5



El
O	 •3,
u.	 o.	 '-'	 rl'
O	 -5

0„	 n
ID	 in	 7	 0, ID

.2	 O	 Di	 ID
1-4 	1.11	 I-. 	3	 I:

D I	 fU^	 1:1
O	 CP	 DI

7 13	 ID	 f

fu	 -13	 3
1-.1:	 O	 Di	 fu
o	 In

1:1	 H. -o
n	 111	 1D,JD

1,1)	 1,1.1:"../
fi)	 rl	 -I.1
ICI pit. 	it,	 o..	 DI

fi'
1:1	 n

a -11	 a'	 -1
a l 	Di	 la

-3 	 ID
"31	 ID	 III	 '1:1	 D.:
fu	 1‹:
-5 	 ID
0.1	 0.1	 ID	 TI

111 fr4	 El
3
fri" <	 ir
C ID	 7
ri -5	 1-:
1:3' ir	 n

H • ID

O-
FIl 0.

ffl 71
LI.1

ro

	al 	 E)
C.I.

	

ID	 ID
O. H.

LO

	

11?	 ci:

	

ul	 ID

	

. O	 11)	 O	 1..:	 a
3	 :7	 in	 DI	 I-, o	 .11

	

fr	 d-	 0	 ID	 fi,	 O'

	

Di	 al	 cr 1- it ri	 rt ro

	

ini-	 tu	 I:	 o	 H .	 ID	 Ul

	

H . ) )	 ID	 rl	 0 „.D li
di	 H , 	3	 :1	 ID	 D1

	ID 	 al	 O _ a	 9	 ID
::	 ti 'ni :o	 o	 o

	

a	 eir	 O	 I:	 tn	 DI
	11) 	 111	 II	 iti

n3	 L.	 1--3 a
fi...	 1-	 in	 o	 ID

	

'13	 rl'	 CO	 1.::	 1.,

	

.. 	-	 I-,	 ni	 VI	 3	 1.11	 III

	

ID	 1)..4	 fi'	 d- 7.1	 0	 O

	

0,	 il)	 1	 1-i,	 1-, 	1.-i

	

I:	 DI	 .0	 fu	 I- . 	t::	 r:
fi	 El	 -1-, n	 n

	

it	 Ti	 ID	 ID	 1,,	 l^"	 H.
O	 in n O o,

fu 	 .:3 s.:1
	1 	 1.1?	 ID

	

I	 I	 3	 /...'	 I	 I	 I
.	 •

fu n

in	 El	 3'9-7 a o..

	

ni,	 tu	 DI	 10

	

10	 o	 In
111	 3' di 	 frl	 LO
H • fu	 1:1	 al	 Ff1	 tri

: I	 1-'

fu, in
o

fu
	r11 	 O

Di III	 II	 ru	 o	 in
!iti	 <	 ID
1-1 Cl	 10	 ri	 ro,,ci	 al
3- in	 ::::	 r:
o.„	 111,

i	 a :o a
o	 ro	 ni

ro 	 )	 .3-	 O
:o	 3.	 r	 1.11	 Ti

111	 D

	

1	 CI	 9	 'S
0. 1 	71	 ID	 rl-

i11 	 a	 in
ci

	!1.1 	 FU	 11
II.'	 fi)	 -5

1 -4 Di	 El	 1-•
n	 1-4,	 O	 ID	 in

'rl''	 1 .4	 ID
O	 a l 	a in	 :31

Ci	 13.1.	 -5	 II)	 3-	 o-
irl o:3	 Di	 •' fu

11:	 111	 I1.1	 11	 El

	

ni	 ruo
O.	 111	 I"'	 or1
m	 11. 1 	 :1:11. 	1-1

ri	 -5 el- O.
Di	 1-.I• Di I -3
:3	 fl. I 	al Fu

1--4 3 ni_
ro	 la 1:1.1 lo	 in
:31	 al	 in	 r

i n	 --o	 o
cr	 1,....! O	 r::	 ro	 ID
II!	 0	 ).... i31
1 . 11	 111	 1:	 D I 	fu	 EJ
III	 DI	 I) -..

O	 ia.	 <	 DI	 rl'

tu	 3iii-	 0-in	 CI	 ID
-1	 7.3	 11	 1-. O.
ó	 i.:::	 O

TI	 In	 a 3	 n	 olí
nii	 in	 1.3.1-.1-•

in	 III	 1,1,9.
1.I./	 O	 0..	 3	 ril

:71	 1-1.•	 tl)
n	 1--, 	0.	 r

ID	 D"	 Di	 :O
:1 lo	 O ..c,	 <
ni	 1.-1 	 IP	 !:	 1.13	 ni
ir, 	 Iia. 	ro	 rol	 7

o	 in	 r lin
rCf'	 I• . 	DI	 ni	 111	 H.	 Ir
1-a •	 lb	 ''	 7.3	 Cr	 in	 .5 :).	 in	 O,
D.	 i--,	et	 1-'	 ri•	 N . 	O	 :3
ID	 •-•	 iii	 -1	 ni	 ID	 ID	 D
U.1	 ra•	 rili	 in	 9	 irt. 	O.

	

in	 fu	 10	 cr ni
rit	 ID	 In	 N

I , in	 1-4	 ID	 " 1 	•	 I;	 in	 13
1 ..-.	 I I)

	

fi	 rili.	 :i	 rl'	 Dr
DEI	 -.),	 r::	 -1	 a	 fi)	 Ill	 rl
II)	 1- ' •	 1- 1 	 11)	 rrt	 ".:1	 7
1::1"	 El	 111	 171-	 111	 0:1	 rl-	 H.
-.;	 O	 :y	 In	 ro.	 d-	 I	 111	 11
FI'	 i II	 III	 '3	 C)	 ID	 .11)

!-.	 ID	 )	 El	 ID	 3	 H .	 in

	

O	 UI	 1.",	 El
0)	 o	 :1	 9	 in	 -ci	 1-:.:
illi	 :II	 H '	 DI	 (11 n 11) 	O

	DI	 :1	 12 rit . 	 El	 -3 	 a
71 C:	 ti-	 O	 O	 11	 rt	 t'E!
!1!	 ! ..-i	 II)	 IP	 O..	 Dr
a rl 	 "3	 O	 O. :3	 1--i
a.	 ID	 111	 o	 in	 ni	 ci-	 fi'
in	 -5	 III	 Di	 ID
fi	 Dr	 111	 Di	 El	 ID	 1

1-, 	O	 10 ...	 al
I	 lb	 ro	 II)	 a t-i- ID	 HN

-Il	 11	 H. O	 N

ID	 O-k. Cl.	 H.

	

a. u 7.3	 3	 ro	 o	 u- n
O. -5	 7;	 o	 7	 in	 a	 a.
ni	 fti	 CI	 ll	 10	 1.11	 al
111	 1	 ID	 D.	 -O	 1	 t

1

	

1	 1	 1	 I	 Cu	 I	 1
I	 I	 I	 11111

_a
rzi	 ro

••••••

ro	 M 1.r.;
rn

	

ID	 III
I di

ro	 3	 ti, ni
in	 DI
ID
:D
el- o

	111 	 H
-5	 ID	 a w•

O	 in	 a:
Ti!
1	 0,111.2 "Ti
ro	 :13	 in	 ID	 ru
Cf "
D.)	 D	 el-
fo	 O	 ro	 rn
EJ	 D
fu	 EJ	 -o	 in
III	 t-.). 	Di	 in

!ti	 i	 H.
1- . 	r:	 ip	 D

cii• 	III	 '"1".	 rl
1-33..ot

0	 1-i	 Fi.	 in	 r
9
ro	 1 . 1	 d-	 O	 in
:3	 tu	 7	 o

O. O
O	 11 1 	O.	 .73

fJ. -r.)o	 ro
II)	 O	 ID	 3

	

111 	rl''
O	 ct
-0 	1	 a in
ro	 o	 o	 3	 in
1	 ni	 17	 11i	 DI

ri-
111	 113	 H.	 ID
11'1	 DI	 1'1	 H.

n et
0	 I::	 in	 i.fl
1:1

ID	 fu	 Di	 111	 ro
1-4 1	 d . 	O
E'"4 	 rt1:.)	 41
a 	 ID	 "	 E:
111	 III	 1 ..) ,	 11)

al
t.::	 in	 citi	 ID

	

ro	 in
11

i1	 fi)	 1

r.:1	 fi	 :I	 l' I	 I 1	 1:3-
rl-	 al	 !3[	 III
7	 11/	 1 .-,	 1;1
ru	 F ..,.	 FI)	 ;15	 in	 1;1
III	 O.	 ID	 I.11

	

o	 rp	 ilf:1	 ...	 -5	 in '
DA . 	 "".;	 *::1	 111	 C1
-5	 PI	 III	 111	 13
ID	 1.-1	 i-)	 El	 III	 3	 '3
Di	 „Di	 ID	 Cu	 FU ,...0	 tio...ri
in	 c.	 o	 111	 E.::	 d-	 ir;

	

rti	 is, -0	 ni	 0	 1-,
a 3	 o. n,

ii	 in	 Ei	 1- • ,.	 ni	 II?	 O	 9

	

1-.0	 fit	 El	 Di
ID	 zi	 t.D.

	

III	 '1	 C")	 1-1.	 lofr . '-	 o	 7	 ro	 o	 :11
rl	 71	 151	 a)	 chi	 EJ	 rl'	 111
ID	 -5	 I	 'TI	 111	 TI

..).	 O	 ril	 13	 I^4'	 Di	 ".;
	ro' 	 o	 o	 17	 1-1	 ir	 :-...

	

:i	 -5	 m	 rl-	 III	 DI
-3	 ro	 5-1-	 ID	 ro	 FU	 DI
11,	 9	 <	 ni	 3:	 :331	 c.
3	 Di	 ID	 Lii	 di O
1- 1	 III	 o	 !ti	 in	 in

	

:-.3	 a.
-13	 43	 O	 fu	 ID	 1:1
DI	 1::	 7	 i- ,)	 Di
1-4	rl./	 fl)	 ra.	 ni	 7
El	 ill	 r . ,i	 O	 Di
fl)	 7	 DI	 1
D	 rn '<	 9	 r:

	cii . 11	 O	 O	 ni	 ......
ro	 a	 o	 tn	 I. •	 o
"	 H '	 ID	 CI	 III	 t.-,

	IT1 	 at	 D --	 III	 f.:

	

iir 	 fr.. 	 1.....	 1.-4	 11

	

fi	 D in	 o.	 1.:	 7

	

D	 ri	 r-	 ID	 f 1	 Di

	

Co. 1:	 5	 Lo	 O

	

tr	 1-f	 tu	 rn

	

nti	 in

	

ri	 :3	 71	 c.	 r"i
	1:1 	 '''5	 III	 iir-

	

iij	 ro	 o	 1:1

	

O	 :11	 1:1'	 111	 -3

	

Di	 1....	 ro	 n)

	

E"'	 ID	 11	 C-	 ID

	

9	 in	 3

	

1 4 ,	 ro	 11.1

	

ro	 Di	 III	 171
:.3

	

rl'	 III	 il,	 7"

	

lo	 ID	 o.	 Cl

	

IJI	 rl	 H .	 ri

	

DI	 ID	 O
CO

	

fa	 1.1,0	 ID ,

t.(

f.':
ID	 :1.

7.3
1.11	 III	 0	 111

ro
".;	 n

ID
ni	 III	 n	 13	 ro

9.1 J.1	 r,:

r:	 fu
m	 n	 I-,
UI	 1:1	 O	 III
rl'	 3	 0	 Fi	 ID

rl-	 '11	 r1
O.	 rt a O

:1	 113	 111	 1-r•
r:	 tri
tit•	 nt

o..	 o.	 o 1	 '7
111	 fi . '	 ri-	 -5	 11

o. fi	 O	 o

!:I!

_DI	 :3	 o	 r.-1-
II :	 171.	 1:1,i	 II	 DI

O	 I,:
11	 O

O	 rn	 ln
III

o	 in	 I'^-1
In	 ro	 7	 ni	 DI

rri	 "ti	 ID
-3 	ID

o	 113	 3	 fu	 O
n	 1:1"7:

O.	 -S	 fu	 H.N.
11)	 ID	 3	 u,	 ot

ID	 O
di ID
"fi	 I-.
in	 r:.

DI	 ID	 al	 113
111	 n

r.:	 t•-:	 ro
33	 tit	 al	 al	 n.

n.	 Di	 no
fi	 EJ

O)
'I 	 a	 ID	 tfi

0)1	 ID
.J:1	 1n••••

1-4 o	 r
O

al



111
n

si

01 9

+.4

al • rh r-i n	 c: w
111	 7	 0	 a.	 .„...
E-E.	 1-.......E-	 9	 n
II.'	 n,	 I-, cia	 -z
in	 o	 al	 r

r0	 E3	 1>
g.	 En	 CT rn	 c
ro	 -+,	 1--,	 coi
a rn.,..4, m , n

II	 1-,	 7	 r.:.	 n	 '
II)	 1.... 113	 d.	 :13 -13
9.	 n 9 7
el-	 111 13	 1-1.	 I., 73
ID	 •	 3	 /1

	

ID	 Z0
1--'	 III	 •

fll to	 1	 ril
En	 4,	 <.:

ro	 ci- ni	 r
Y al 7 r-	 M

-c3	 ií,	 ni	 ro
1 " En .<	 n

ri	 111 ID 
In 1/4(	 a	 —1

II	 1-, •	 -0	 ID	 1)
10 	 0	 1

	3'• ID 7, 	 0	 rn
1-.•	 O	 93

1-.4	 g	 ..--,ri o	 1--,	 m I>	 ODI-,	 (3
11	 9	 (0 13	 1

r4E1, tron	 •	 •rm
3 r2 a

I
1-1

ri

111111.11), ..r!::::.5.1	 1111.1

I	

11'	 I>

ID 313	 Wn	
t

,'":4- 11) 1.n-7';	
0

1:1"3-11' 4111: -1:1511 3	

1:11

	

.,	 n

iiin.i l'o'	 tcl:	

C

IP	 1•4

nE :3	 11 .

	:1 	 3
1-4

3-aa	 -,e.-
ID

f1:1

	

I d,	 I
1

ni

<
Ci 1-'•

.0 a

1O 7
-o

7

	

9 cr	 14.	 w .11 13	 et 1 t''',	 el" 1.1	 9	 n	 al	 1

	

o -	 I-,	 ......	 0.1	 1-1.	 O	 ID	 ID	 Di	 el.	 11.1
co	 h	 II	 1	 II

nE	 o	nr, lt (1't	 ni	 wr in it.uriri	
a 7 1:11	 7	 1

i	
III

9 ai w

	

1111-...	 1E.1:	 (TIi-1	 r9-1"	 rH.	 In	 ;o:	 rl	 (Ti

	

< 41	 O	 4,	 11;	 a t....	 E.,	 ni	 r,:.	 -	 H.	 ni	 ni

	

9.1 r:	 13	 17	 I-,	 fr...	 fr,	 ID	 Di	 a	 0.„1

	

• n	 rO	 ni	 O ni	 ru	 R	 En	 4,	 o	 3	 N	 111

	

C.	 12	 in	 11.1	 h

	

1	 1	 7	 I ID ai 'ti
N	 e"	 O	 I-,	 41 ID	 ID	 0	 IFI	 C.

	

M	 o	 al	 EL	 :3	 o	 C:	 7	 1.,..	 11.1

	

,.	 r3	 ID	 D I 	ID	 N	 11	 3	 7	 DI	 1-1

	

.0	 m	 ir	 1	 111	 11.1	 a	 ni	 o
	C. 	 a	 1::	 r'r	 El	 hl	 0.	 III	 TI

11.1	 :	 r...11.1	 7a.1	 ,_.o., .	 ,..„	 ilitl

	

(11	 M	 III	 1/4:	 W	 ID

	

,	 -S	 3	 LO	 I.n	 ro	 ro	 E-•	 n

	

al	 111	 ru	 rb	 al	 et-	 ro	 •	 o	 4,	 :.•	 to	 n	 C1,.
dn	 ,-; dr,	 n os ID

VI	 ,•...t.	 II)	 r;	 9....zil— n

	

rz.	 o	 rz.,	 I	 IDO

al
1	 0)	 N	 1 '	 niw•-•	 al	 .4 11	 I)	 1 -^,

	

in	 m	 1::).	 ni	 ii	 1-9	
,	 1:,.,	 frt.	 o:

rt't	 111	 M	 la.D	 rt.'"'i	 O0 n 3 o II
	CT 	 CY 9	 rl- 3	 10	 o. -o	 in	 9
	7 	 7	 0

	

In	 ro	 rb	 •	 IT"	 I-1 

	

ID	 (O "	 O	 III	 a

	

III	 13	 ill	 (13:r	 Fa	 a	 o

	

c	 1.-. a	 a in

	

p	 al	 En	 <	 rn	
o	 ti- ni	 H. r- ID
LT	 la.	 1.11	 M	 111

1:3111'11:1:	 111:31311:1	 r.111.9'Ll'i-	 inirji:":11: 1.1Fligaiji ' Iiirr:111;j1.

DI

71	 Reli 7111... r.. 7?.

	

a	 0,	 1	 4-1-3	 "S

	

ni	 7	 tri	 P.	 rt
et	 fi- n 	 n	 E...,,

	

1-,	 1-.......1	 ID	 r.:	 n

	

0.1	 n	 rn	 En	 ii•	 r:	 n	 .9	 En	 el-

	

(11	 C:
jo	 la '	 ak7I I .T.1
,.....	 115 111	 3	 a	 -5

	

'Il	 01-4.1	 "	 ni. .1. 151	 "jai_	 1111111
w

	

-s 	 n	 E•E 	o	 17-	 O	 49 ro	 Di	 ID	 TI

	

ti'	 O	 11.1	 ID	 0 ‘1.11	 ii-	 ID
j	 a	 1.11	 1	 r:,	 1-' 7

	

VI '	 o	 rl* ro	 in	 0	 9	 ID	 7	 5,1	 ID

	

r.r.	 11	 ID	 111	 9	 17.	 1,11	 Di	 IP	 111

	

1-"'	 W	 1,11	 l'-'	 3
	al 	 a	 r	 la	 (1/	

Di	 1--,	 /-,
(11	 i-,	 M	 -1-,	 0.

	

ul	 w	 O. Di
(3	 (1)::	 111 I:	 Pçt l . /I ::	 II.C:	 ni

	

a	 ID	 r.r)	 n	 9	 Dr	 7	 1-1
irt,	 ch	 1.-, a N	 DI

	

ID	 3	 1-1'	 al	 .1)
..	 o	 rri	 •	 ro	 w	 9

	

VI	 ro	 t'O	 -...	 4

	

a	 I	 1.1-.	 n)

	

1,1,1	 1..-.1	 1.0	 :1
1

a	 <	

in	 ‘1 in..1:

ID 0 r En - En
al	 <

	ID 	 ni.	 0	 EL,	
p-....2	 w	 En	 a

1	 Ul /
1	 I	 I	 r D	 I	 I	 I	 I	 I



- 179 -

As( 	 9	 4_t
:F f a	 =	 1	 ? 	 = (9 x10 N.M./C .)(	 5 x 10 C.) 

	4W E0	 t. 10	 m. >

-3
= 2.25 x 10	 N.

:F23 1	 = 	 1 	 9-9	
3

3  = (9 x 10 )(5 x 10 )  = 2.25 x	 10 N.
477 eo(c).1 ) 2-23

:	 = (9 x 10 9 ) (5 x 10 1 ) =	 1.148 x	 10-3 N

	

Eo	 r 	 (0. 14)

Para obtener las componentes de cada fuerza necesitamos
el valor de 9, pero arc=en 0 1  = 45 grados.	 Con lo que :

cs.:r
F. =	 =	 (-2.25 x 103,0)
F23 = ( 0,-::F2311)	 = (0,-2.25 x	 10-3)
F254 = (:ZI-7 z;:cos.45 grados,I;F2 gi:sen.45 grados)	 =

	

= (8.1176 x	 10-9 ,8.1 1 76 x 10-9)
Entonces

= Fra, + F23	 F2g =	 (-1.4382 x 10-3 ,-1.	 10-3) ,	 cuya
magnitud es	 ::F::	 = 2.034 x 103N.

Analogamente se resuelve b).

Campo eléctrico.-	 Es la fuerza electrice que actúa sobre la
unidad de carga.	 Podemos determinar su magnitud mediante la
expresión E =	 F N./C., de donde F = E go.

R O
1	 	 —11±—

Ejemplo : zeual es la magnitud y dirección del campo --ielectrico en el centro del cuadrado de la figura ?, Suponga
que q = 1 x 10 g C.

+9  -2q-

Como F = 	 1 	 9y. 	 , entonces E = 4 17E10	 r 
477E°

1 
477 ea	 r1-1
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En este caso r = 2(.05/2)
-Y= 12.5 x 10 m.11")

Al igual que sucede con las fuerzas	 = E, Et± E3+ Ey.
Con la formule dada podemos determinar sus normas como sigue:
11F/11 = 1:(9 x 109)(1 x 10-8)/(12.5 x 10-Y):: = 7.2 x 109N.0

11E2): = :1(9 x 109)(-7 x 10-11)/(12.5 x 10-9'i:1=1.44 x 105-N.0
•

11•93:1 = :1(9 x 10') C2x i0 1)1(12.5 x 10-1)11 =1.44 x 105-N.0

,P
11E411 = 11(9 x 10 )( - 1 x 10	 (12.5 x 10-9)11 =7.2 x 10TN.0

Si fijamos el centro del cuadrado en el origen de :mes—
/

tro sistema de referencia observese que los angulos de cada -
E L. con los ejes es de 45 grados. Con jeto podemos descompo—
ner a los vectores y aplicar la definición de suma
E/ = (-11E/1:cos.45 grados,:lEr1Isen 45 grados)
E2 = (11E2,1:cos.45 grados,11E211sen.45 grados)
E3 = ME311CDS.45 grados,-11E3115en.45 grados)
E. = (-::Eyl:cos.45 grados,-11E411sen.45 radas)
Asl :
E = ((-11E/11+1:EA11+11E311-11E411.1cos.45 grados,

(11E,11+11Ez11-11E311-11E.,11)sen.45 grados))
= (1.0182 x 105, O)

y ::E:: = 1.0182 x 10 N.C-

Geometria.- Verifique que las medianas de un triángulo se --
intersectan en un punto fijo que está localizado a 2/3 partes
de la distancia de cada vértice a su lado opuesto.

r Solucion.- • Queremos comprobar que las medianas de un --
triangulo con vertices A,B,C 5e intersectan en un punto fijo
localizado a 2/3 partes de la distancia de cada vertice a su
lado opuesto. Supondremos ésto vélido y pasaremos a compro-
barlo.

Situemos el trigulc con vértices en los puntos A,B,C
de tal forma que A coincida con el origen del plano coordena-
do.



Sean	 A = E0,0)
= (x i 15. 1 ,	 )

C = (xz ,y 2 )
Entonces AB = (x, ,y/ ) y BE = 172 BC, pero como BC = (x .e- x,,
yy- yr), entonces BE = 1/2 (xy- x,,y2 - y, ).

Claramentevmc k=. que AB	 BE = AE (primer mediana).
J-:=1 :
AE = (xl,yr) + 1/2 (xa- xf,y 2 - yi)

= (xl+ (x 2 - x/)/2 ,yr+ (yy- y/Y/2)
= <(x/+ x 2)/2,(y,+ ya)/2).

Por hipátesis :
CAD = 2/3 AE = 2/3 E(x,+ xz)/2,<y, +y 2 )/2) =

= ((x 1 + x 2 )/3,(y / + yz)/3).

Por otro lado vemos gue :
<segunda mediana) AF-AB = BF , pero AF = 1/2 AS = 1/2 Ex ,ya)
de donde
BF = 1/2 (x 2 ,y 2) -	 =	 <(x 2 - 2x,)/2 ,(ya- 2y1)/2).
Pero tambiln
AD = AB + 2/3 BF = <x,,y,	 + 2/3 ((x 2- 2x/)/2,(y2- ly,}/1)

= ((x,4-	 x2)/3,(y,4- yz)/3)

Por lo tanto, como no llegamos a una contradiccion de --
Ylas suposiciones planteadas, concluimos que son validas ; es-

decir AD = 2/3 AE. Ansilogamente se trabajan las otras me--
dianas.

Centros de masa.- Y1 centro de masa de doS particulas con --
masas m, y ma localizadas en los puntos A y B respectivamen-
te, es el punto G que divide al segmento AB en la proporcién
ffia : MI	 Compruebe que (con relacidn a cierto origen fijo -
O) :

OG = 	 1	 	 (m / DA + m 2DB)
m í + m2

Y
Golucion.- Queremos comprobar la localizacion del cen--

tro de nasa para e=tas dos partículas conociendo	 ma==,= de
ambas y se COi nCaC ijn en el plano. Esto lo haremos en
l& zup n - irif4n de

� 	 �G � 	 1 	 (m/ OA + m ��B)
m /

+ fi) 2.
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Sean A = (x,,y,)	 , E. =.	 Como AB = m+ m, en—
&	 /..tonces AG = 	 mi„z 	 AB.

M	 ( + Pri %._,	 .

Ya que AB	 =	 ( x2-x1 ,ya-yi ) entonces	 AG	 = 	 ri -J.,	 - Xi 'Ya- Y 1 )
m i +	 m a

Puesto que por hip&cesis
OG = 	 1 	 (m OA + m 05) = 	 1	 	 Cm (x	 , y ) +	 m (x v ]

1	 2	 1	 1	 1	 a'	 a.,'2.m + m

	  (m x + m x ,m y + m y	 ),t	 a	 k	 tm+ ma
y adema's, como se observa claramente en la figura, AG=OG -0A,
entonces:
45; = 1	 trn x	 m x ,m y

z	
- ( X ,y

I
)

(m.,x - m x ) = 	 mp.	 x 1 ,y-
m + m

a

que es lo que queriamos demostrar_ 

Geometria.- Hallar la distancia perpendicular del punto (5,
-2,3) a la recta que pasa por los pontos A = (2,0,-3) y
E. = (8,3,3).

Solucidn.- Dados dos puntos A = (2,0,-3) y B = (8,3,3)
por los cuales pasa una recta se nos pide determinar la dis--
tancia perpendicular del punto O = (5,-2,3) a dicha recta.

En la siguiente figura se visualiza fgcilmente el me:todo
de solución. Lo que se necesita es encontrar el vector V=AQ,
su norma y la norma del vector proyección P. La distancia se
encontrará mediante el Teorema de Pitágoras.

y = AO = OO -	 (2,0,-2) =
AB = GB - 0A. =	 S) - (2,0,-3) = (6,3
P = cB =
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c =  V • (AB)  = (3,-2,6) • (6,3,6)  =  48
:AB; :*2̀ 	 36 + 9 + 36	 81

P = 48 (6,3,6) = (288/81,144/81,288/81).
81

:IP:: =/(288/81) 4- + ( 144/81) 4" + ( 288/81) 3' = 5.=

De acuerdo con el Teorema de Pitágoras
=;;P;; z + da;

de donric, 
U =	 - ;;P: la = 49 - 26.4	 = 4.534-

_
Trabajo.- Como ya se menciono en el problema 7, Capitulo 1,
si la dirección en que se aplica la fuerza F y la dirección
en la que desplaza la partícula no coinciden, el trabajo se -
falícula en base a la componente de la fuerza F en la direc---
clon del movimiento y la distancia d recorrida durante dicho
movimiento.	 As(, tenemos que

W = :I F	 d	 cos 9C,
conde pf es el angulo formado entres y d. Ejemplo :

Una bestia jala un va gon con una fuerza de 215 N. que --
forma un angulo de 30 grados con la horizontal y 1r Çr,13,7flfln a -
una velocidad de 10.5 Km./h. ?quecantidad de trabajo hace -
la bestia en 10 minutos ?

Solucion.- Los datos de este problema son :
::Fl! = 215 N.
:IV:: = 10.5 Km./h. = 175 m./min.
O = 30 grados.
Se pregunta acerca del trabajo W realizado por la bestia en
un tiempo t = 19 minutos. Por definición V = d/-t ,entonces
d = Vt. De aqui que d = 9175)(10) = 1750 m.

Con ásto, como W = I;F:: ;:d:1 cos 0, entonces
W = (215)(1750)cos.30 grados = 325 642 Joules.
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b) ESQUEMAS COMPACTOS PARA LA SO--
LUC I ON DE SISTEMAS DE ECUAC 1 ONES-
INEALPS NO HOMOGENEnS.

Como ya vimos anteriormente, el resolver un sistema de -
ecuaciones lineales por el esquema de divisign simple es lo -
Misffti: que determinar loe coeficientes a¿hk. de las ecuaciones
transformadas incluyendo las constante) y los coeficientes
1-•-• en las arliscinnee en el sieLeilic triangular final. En	 rea-/

para la obtencien ce una solucion del sistema s10 ne-
ceeitar.Yamee conocer los coefirientee ay"lflaflise	 =flnj q r -	 -

necesarios unicemente para determinarlos a ellos. 	 Estos te
—,

r-
minos bci pueden obtenerse mediante un proceso de acumulaciden
que eimpl_ifica en mucho los ca(lculos a hacer.

Escojamos elementos de la primera columna rin rada matriz.„
auxiliar	 -4 n=l-	 pnti=17,n=.7'n= nflr r 1 -	 I

flnalirUu los caiCuitis vemos que:

= 	 =	 f 'Ft-1 —	 I: tc • K- botf=a	 .K-1	 C Kb V-

= a 9 ^-2	 = C Cm,- i b K-ij	 = C Ctchfrj..... . . .. .. (l)

. 	. 	 .
- ._ .

7= aci —	 ca
.1.s.1

Con lo que cada ac.qc se calcula mediante la.suma	 (de --
,/ 	 J1,

ani	 ID de acumulacion) UE I OS productos en terMinds ce. V bei
que necesitan determinarse.	 J

. 	,
d

En particular para-los cci,	 1.; j Y	 ,	 -4:. j	 son valí--
r1P=. lee formulas de recurrencfa:

js--1
EC.J.=	 c	 -	 cc/	 j)

e-,
b	 =	 ej., C-1	 = a 	 -.	 c 	 <	 .

r	 ='

Mhv..tm=nt° lee constantes tranefnrmedee tembien se cal--
rulan mediante estas foirmulas- El esquema para llevar el ---
curso hacia -,tril,sntlr- Mediante este procedimiento se llama ---
COMPACTO.	 El	 curso de regtreso permanece inalterable.

Per conveniencia,	 paro M47 C.-IMT14r4	 4a__,:flaaimn en loe relcu--
loe. pujed,oa	 rreqlan los elementos del Eb9,pema compacto, y -
calcular los elementos ce,i y h4H	 e“rasinn "por esquinas" -
comenzando- 	 ine elementee	 CDMD

cir	 bit	 b13	 0/9	 Primer paso
Ca,	 7.12z	 O23	 b24	 Segundo paso
113( 11- 33 	 b 341	 Tercer peeoC3 2,	 I 
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del sistema original despues de terminar el curso hacia ade—
lante en el esquema de division simple.

Los elementos cc,: 	 corresponden a los elementos prinripa-/	 eles	 (unos,	 1's)	 de que se hablo anteriormente.	 Asi,	 la me---
triz B a que nos referimos en este problema es:

e , 	.

B =

1	 -I	 1-	 0
n	 ,

	

.,	 -4/11	 20/41
0	 0	 1	 230/74
Cr	 O	 n	 0-

y

1
25/11

304/74
0

corresponde a
la columna de
control.

J

/
Otro me

/
todo para solucion de Sistemas de Ecuaciones Li--

nRle=, el Mjtodo de la Raiz Clidrada, se basa fundamental--
mente en a multipliracin rie matrices y es aplicable een---
cilmente a matrices simjtricas. Por incluirse propien=zdsc -
de matrices (o mejor dicho, operaciones entre ellas), este --/.	 /
memodn se estudiare mas adelante.
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c)	 M	 A	 TR	 ICES

i) Propiedad Asociativa del Producto Matricial.

Dentro de lo que corresponde a propiedades para el pro-
ducto matricial demostraremos aquí la que corresponde a la a-
=,ociatividad: Para tres matrices Amm, BAxr, Crxm, se tiene -
que (AB)C = A(BC).

Frim=r—t- vsmos los tamaRos. Sean AnniSpxr = Dmxr y

(AB)C = Dmxr C rx.t = Ep1xk. Por otro lado, El 7E )(1, Gnu., = Frwe(

A(BC) = Amx,FRKK. = Gyolk_,	 vemos que tanto E como E tienen el -

mismo tama7-To.

Ademas debemos comprpar =i el i i-== i mo elemento de la -
matriz E es igual al ii-esimo elemento de la matriz 6 para --
toda i y toda 3 . De tal modo que, en conjunto, se tenga la -
igualdad d= matrices.

de+inicion el ii-esifflO elemento de F es:

91E F	 = E BC	 =B1 C = ib,e‘ 	 • +

	

a	 ctr	 '

pero esta suma la podemos abreviar utilizando notación Z • --
escribir:

E F	 • =f
J. P=7	

bit C /1)	 -F fi ' .

Tambiflin por definicion, la ii-esima componente de 6 es:

E	 = EnAF Jci = A L'FJ =	 'Bit	 =	 a a ( 2 tq.AD riz-ty	 r
e=',„	 J	 I. ,2 1 a. 	 b p C	 -= E A(BC)
f=t p-1

Por otro lado,	 el ip-esimo elemento de D es:

"-	 = E	 AB lcr, 	=	 Dif)E D (ID	 ea, bit =

ademas, el ii-esimo elemento de E es:

POr

r r

calma

=	 L-):7	 c 	 =	 	
LjJ

= 2 dcf,	 = pa=,	 ¿ s e,	 icpj-

= 2 2
p

1p47 ti,	 = E (AEOC	 peroci 7,

P(P7).
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ii) Mas tipos especiales de matrices.

/
/ En lo que se refiere a la clasificacion de las matrices, --
esta se puede extender mucho mas aila pe lo que se hizo en el
capitulo correspondiente de +orma tal gue nos muestra muchl--
simas propiedades adicionales interesantes. Algunos otros --
tipos de matrices sor los siguientes:

Matriz Conjugada Compleja- Si, reemplazamos los elementos
de una matriz con ndmeros complejris conjugados obtenemos la -
llamada Matriz Conjugada Compleja A 	 Si los elementos de A
son reales, entonces A = A;

Matriz Conjugada.- La matriz A* =	 la compleja ronju-----
Sada de .la matriz transpuesta, se llama Matriz Conjugada para
A o la Conjugada de A. ObsArvese que (A*)* = A. Si la ma—
triz' A es real, entonces su conjugada coincide con la matriz
transpuesta.

7.- Matrices Antieimetricas.- Una matriz cuadrada A se llama
Antieimtrica si A = -A t

sea

.	 _ _
Li	 51tj,	 a	 -

ya que -Por definicion aci = - a , y esto es unicamente con -

a • = O

A spntinuacion veremos algunas propiedades de las matri-
ces simetricas y antisimetricas (no demostraremos todae).

tt,
é

Proposicion 1.- Si A es una matri eimjtrica de elemen—
tos reales o complejos, se tiene que:

‘,)=. e¿A es simItrica, con cx€ R o oleC
AA1 = AtA /
'AL es simetrica.

En la demostracion de estas propiedades no debemos
dar que por hipátesis A es eimetrica, es decir A = At.

Prdposicien 2.- qi A es una matriz antieirica con e7-
lementoe reales o complejos, tenemos que:

A e= antisim¿trica, con 0(6 R o cí(� C
AAt= A1A

r) A es simetrica.

Proposicidln 5.- Cualquier matriz cuadrada A puede des---
componerse como la suma de una matriz � eimeftrica con otra an--_	 éti=imjtri=a y esta de=romp-----on es unica.

/
E	

,
e.ta propiedad si	 le demostraremos.

é	
Definamos una ma--7

triz =imetrira S y otra antisimetrica U tales que:

Para que A sea una matriz antisimetrica es necesario qtle
cuadrada y ademas que cumpla que:



- 189	 -

S =  A	 U = A - A  ,

donde A es cualquier matriz cuadrada.	 Asi, de acuerdo con --
eesto,

s¿j = 1/2 (aci+ a» y 14.9 = 1/2 (a5 -

Con lo que:

=	 + 1/2(ac: -
J

= 1/2(a	 ap)

a¿j.

Para demostrar la unicidad de ta l	d=•=rompo= ir inn basa-
con ver que Si existe otra descomposicion tal que A = 	 + U,
entonces S = S y	 = u.

.
Puede comprobarse tamo	 mien que si A es sietrica, enton--

r== A v` , con n6 rt t=tmbidn es =imtrica.

Ademas, son dignos de mencion otros hechos import.ant==:

El producto de dos matrices simetricas no es, en general.

	

.,	 tuna matriz simetrica, ya que si A t= A	 yB = bt , (AB) = B A
= BA , pero AB no necesariamente es igual a BA.

El producto de una matriz por su transpuesta es una ma---
,.tri =imitrica. Asi:

(Ant ) 1 = (A f ) é Aé= AA-1- y (AtA)t	 t ) = AS A, aunque AAI--
no necesariamente es igual a AéA.
c) Una matriz rengioln multiplicada por una matriz columna —
(por supuesto, con el mismo número de elementos), da'como re-
sultado una matriz con un único elemento, que siempre es si--
mei:rica.

4.- Matrices Particionadas.- Con frecuencia es de bastante --
utilidad el reducir las operaciones entre matrices de orden -
superior a operáciones entre matrices de orden menor. Esto -
puede hacerse partiendo a las matrices dadas en "celdas", es
decir, considerando a cada matriz como formada por varias ma-
trices de orden menor (o celdas). Esto puede hacerse en va-
rias formas, pero sólo consideraremos parfirinnm w, de matrices
cuadradas para las cuales las celdas diapionales son cuadra-
,. c

Las operaci ones basicas para matrices part i rinn r,.	 de -
este forma _sean mu y conectadas	 las operaciones opere_i ne_ e n as --
celdas mismas. Esto es, tr-
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At/
A =	 A2r

A K1

Ata
Aav_

A ky

A /K
PiaK

Akk

En	 B/a	 8/ nJ
E. = Pa/	 Epa_	 - •	 Eare-

BKI	 B K2 '''	 B

donde Acz: y	 lec,- son matrices cuadradas conformables, entonces

C n ,I ± A ,2.	 ± B	 z	 ..	 A	 +
+ Bu / A Da + Bo-t	 . •	 Pi a_ re -I- Y

Ab=
I

C2,

' E, AKZ Sk2	 /9-

donde Cid = A, 5.+
j	 =	 1,2,	 ..,	 K.

AcK__ 9

C ka C kt"

Ademas, si cae es algu
1
n elemento de la celda Cci -n

ces:
Cpcp =
	

b,p
	

bs/e )
	

SK	 b5K-/

+	 + a5Kc4 bs 4).Kr

Aqui si, saz- si,	 ,	 5Mel,/ denota los ordenes de/-
las matrices Aa , A,22,	 AK".. Los elementos entre paren--
tesis son elementos de las matrices Ac,B,,	 AeKiSkiy ocu-
pan en estas matrices la misma posicion que tiene qapein la --
matriz Cc/.

Con aesto, E5 = A ci	 ...	 At'i< B

Observacion.- Las definiciones asi dadas no muestran --
que las operaciones entre matrices particionadas 4.4 celdas se
realizan exactamente en la misma forma que con matrices que -
tienen ndmeros en lugar de celdas.

5.- Matrices Limitadas.- Son un caso especial y muy importan-
te de las matrices particionadas. 	 Sea A una matriz cuadrada
de orden n-1 de la forma

a
II

 y,
-	 a/19-1

a2 2 ' " •	 a ni-,
• .

all-1 I	 -1 r " • a 0-/ n-1

Podemos formar a partir de ella una matriz de n-ssimo
/-	 'orden agregando un renglon Vm	 ‘ct_, =	 p,, a n9_,	 -	 J , una

columna	 = / A JA..	 'Vi nume r O ami . Asr:
a an.
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a Ift
a .tn, »-/

A

a pi • ann.„ a na.

(A

De aquí diremos que A lk se obtuvo limitando a la matriz -
A 11 _ 1 . Por supuesto que ArLes divisible en celdas, por lo ---
tanto las operaciones entre ellas siguen las mismas reglas --
que para matrices particionadas; de acuerdo con ésto, si:

A
 = [

11
V

U]
a

y	 D =	 N
X	 Yb ]

son dos matrices

ottil

limitadas de orden n, entonces

,	 A+B=	 M+ N	 U + Y yoso = { `01
o( V ,7( a V + X	 a + ti

Al = MN + UX

[	

MY + Ubl
VN + aX	 VY = ab

donde MN y Ux son matrices de orden n-1; My y Ub. son columnas
que contienen al (n-l)ésimo elemento; VN y aX son los corres-
pondientes renglones y VY + ab es un numero.

6.- Matrices cuasi-diagonales.- 	 Son también un
de las matrices particionadas.	 Una matriz se
cuasi-diagonal si es una matriz cuadrada que consta
cuadradas (no necesariamente del mismo orden)

caso especial
dice que es

de celdas
a lo largo de -

su diagonal principal y con los elementos restantes iguales a
cero.	 Por ejemplo,	 la matriz

r-au	 ara,	 :000	 :00
e i* ;000	 :00

O	 O	 :bn	 b it	 b,3	 O O
0	 0	 :	 bai	 1722,	 1323	 :	 O O

UO;UOU;

O	 O	 :	 O	 O	 O	 ;	 c al
C19,

2
n•111n

es una matriz cuasi-diagonal de séptimo orden, cuyas celdas -
son las matrices

Eta
a

a/2
ada

b
ba,	 Lin b 3

C II	 II 12.
C al	 c .2 a

••••n

y seis matrices nulas.

Si la estructura de dos matrices cuasi-diagonales es la
misma (es decir, tienen elementos del mismo tipo y esta. par-



ticionadas en la misma forma), el producto de ellas sera otra
vez una matriz cuasi-diagonal de la misma estructura, cuyas -
celdas diagonales son iguales a los productos de las corres--
pondientes celdas de las matrices que se multiplican.

7.- Matrices Ortogonales.- Una matriz real se llama ortogo--
nal si la suma de los cuadrados de los elementos de cada co—
lumna es igual a 1, y si la suma de los productos de los ele-
mentos correspondientes de dos columnas diferentes es igual a
cero. La ortogonal idad de una matriz puede caracterizarse --/por una simple ecuacion matricial : A A = 1.

•Los elementos diagonales de la matriz At A son la suma
de los cuadrados de los elementos de las columnas de la ma—
triz A, y los elementos no diagonales son iguales a las sumas
de los productos- de los elementos de las columnas correspon-
dientes. La matrices ortogonales tienen las siguientes pro--
piedades

La matriz identidad es ortogonal.
Si A es ortogonal, entonces Attambiein lo es.

c) El producto de dos matrices ortogonales .es una matriz or--
..togonal.

R.- Matrices Elementales de Rotacion.- Pertenecen a la clase
de matrices ortogonales y son de la forma

T.. =

donde c	 s2._- 1. Esta ultima relacion indica que existe un
angula te tal que c = cae	 , s = sen te

Nota : Las matrices elementales de rotacion difieren de
la matriz identidad sólo en cuatro elementos, situados en la
intersección de dos renglones y dos columnas i y j, con i<j
Estos cuatro elementos forman la matriz

c -	 coste -sen te
sen	 cos

que coincide con la matriz de transformación cart==i=na con -/
coordenadas en el plano por rotacion del eje a trayes del an-
gula 4.

Estas matrices se utilizan en la transformacion de una -
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cierta matriz dada A mediante una secuencia de mutiplicacio--
nes por ellas.

Matrices Hermitianas.-	 Una matriz con elementos comple—
jos se llama hermitiana si	 = aj¿	 , es decir, si A =A.
De aqui que los elementos dialsonales de una matriz hermitiana
son reales. Un caso especial de las matrices hermitianas son
las matrices simdtricas reales, y de ellas conservan muchas -
de sus propiedades ; una de ellas es que elfroducto de doS -
matrices hermitianasI sert hermitiana si y solo si las matri-
ces conmutan. Ademas, para cualquier matriz con elementos --
complejos, la matriz AS A sera' hermitiana.

Matrices Unitarias.- Una matriz con elementos complejos
se llama unitaria si la suma •de los cuadrados de los modulos
de los elementos de cada columna es i gual a 1, y también la --
suma de los productos de los elementos de una columna por
meros conjugados a los -correspondientes elementos de otra co-
lumna es cero. Las matrices unitarias pueden caracterizarse
por la ecuacidn matricial AVA = I.	 '

Un caso especial de las matrices unitarias lo son clara-
mente las matrices ortogonales. . Ambas clases de matrices ---

I
pertenecen a la clase mas general de matrices complejas nor
males, que tienen como caracteristicaAue cada una conmuta --
con su matriz conjugada.:

Dentro de este tipo de matrices estar también las matri-
ces unitarias elementales, que son de la forma

1

	

	 4314ZBx
ce ... -se -

• ce,	 •	 Ctgv
se	 ce

1

con c, s > o, c 2- + s = 1 y 8,	 - e	 Et 3 - 8y .

11.- Matrices Tridiagonales-- Una matriz tridiagonal es
una matriz de la forma

r

a	 b
c	 a	 b
O	 - a	 O	 o

o
o o
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Una matriz real tridiagonal se llama Jacobiana si luc,:>0
para i = 1,2,...,(n-1). Toda matriz simeltrica tridiagonal --
con elementos no diagonales distintos de cero será automáti--
camente Jacobiana.

12.- Matrices Casi Triangulares.- Una matriz se dice casi --
triangular superior si es de la forma

r""

ax	 al2 a/3 ...	 ain-4	 a/*
az,	 azy ap.3	 a3m-m
O	 a39.- a33 -a-	 a3n-,	 as*

...	 -	 - 1 it

Nota	 Haciendo uso del producto de matrices cuadradas
podemos considerar polinomios de matrices. Si

p(x) = a,	 ai x	 a, xkl
es un polinomio en x, dada una matriz A de orden n podemos -
definir el polinomio en A de grado n, que denotaremos p(A), -

te OfTIO
p(A) =- a, I	 al A = a z A -f... 	 an

. /iii) EsquemaCompacto para la inversion de Matrices.

Cierto hecho importante referente a la empresio/n de una
matriz COMO el producto de dos matrices triangulares nos per-
mite construir un esquema compacto pare el calculo de la in--
versa de una matriz. Este esquema requiere 2nt entradas,don-
de n4- de =11R= dan los elementos d= 1= matriz inversa. Pero
veamos primre.cdefflo justificar esta descomposiciode una de-
terminada matriz como producto de otras dos.

. /
Como ya vimos en la S911-ClOr correspond*ent:e, las matri—

ces triangulares son un tipo especial de matriz con ciertas -
car=ct=ril;tic== igualmente especial==	 la suma d= matrices -
triangulares es a su vez una matriz triangular, etc. ; una de
estas caracferl=tic=s asegura que rualgmi=r matriz cuadrada A
de orden n puede representarse como el producto de una matriz
triangular supetrior y una inferior bajo ciertas condiciones �
esto lo podemos explicar asi

c:=a

a" ary
aal	 ea-ft

anl a na	 a nn

Podemos particionarla como sigile



1 que ---
entonces

1
 au ata_
az, aza.

E=.to se puede afirmar si requerimos .que

I
O, ..-., i	 A	 C1.	 ComolAy,_,Y
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A =
A n-i AA-, U

V	 ann 

ay), anz - a - ano-,     

Necesitamos encontrar una descoffipisicion de A tal que --
A = CB, con C y B matrices triangulares inferior y superior -
respectivamente ; si las particionamos obtenemos

---	 o
crin

L_

De aquí :    

=
12n n               

C4-/ O Y
b h.% 

CA-4 B4-9

X Bo... 1	xy
yC n-.

Cnnbnn          

sera snio si
Cn - i B n-1	 =	 A .1-1

y C	 =

B n_ i	 =	 t.'

xy y c,, b nn = ara.

Pero esto

C n-/ I Y°Y tElo	 O;
entonces C„.9 , B m ,1 existen
si a cn, o bn, se le determ
cidn se calcula el valor de

ademas, si C
y ademis y =
ina un valor,
1 otro.

y B son invertib)19p,,
n =

de la ultima

Con todo esto resulta que una matriz efectivamente'-puede
expresarsecomo el producto	 dos matrices triangulares:

Ahora pasaremos a construir el esquema compacto de:illt77
versi-dn de matrices. Sea A = CB, con C y B romo se requirle±H
ron anteriormente y cuyos elementos estAn definidos

E:1
c¿i = a.j . - 2 	cit bpj-

ir-

b tj . = a	 Si 13.1 (i<

(Ver eSquemaeacompacto para la solucion de SEL no boca eiL --
neo, Capitulo 2 ).

= 1) .	 -



Id3,	 d3.,... d33	 .
fl

di,	 d/a	 d'a
da,	 da3.	 dáa
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- 	-	 -/Sea tambienD=A1 =B /C . Queremos ver si los
mentos dc,i pueden determinarse sin la inversidn de B y C.

De D = B C se tiene que DO = B y que tambien es una -
matriz triangular con unos a lo largo de la diagonal princi—
pal, con lo que conocemos n(n+1)12 de sus elementos ( de lo=
cuales n(n-1)/2 son cero y los n restantes son unos).

-Algo semejante sucede con BD = C 1
Notese que si con--

juntamos las n(n+1)/2 ecuaciones de DO = B	 y las n(n-1)/2 -
ecuaciones de BD =	 se2obtiene un sistema recurrente que --
permite determinar los n elementos de la matriz inversa,-
Tomamos n = 7; C sera. una matriz de la forma:

=II	 0	 o

	

0=	 c21	 caa	 O
(13,	 C3u,	 C33

De aqui:

	

i	 = 1
+ c,dca, + c 	 = 1	 0

	

c?2 dy:9 + c32 d¿,	 =	 1	 0
17-33 d e3	 =	 1

j	 = 2
d	 bi3	 = O	 O

•	 d2J-	 + b 	 O .

La matriz B es de la forma:
1	 b/á.	 b

	

=	 0	 1	 b23j
4•1/4	 -	 0	 0

De las ecuaciones del primer grupo para i= 3 podemos de-
'terminar sucesivamente d3-5, 	 d31 y d3g v obtener así los ele--,mentos del tercer rengion de D. 	 Despues, con /as ecuaciones
del segundo grupo y tomando J = 7 podemos determinar d23 y
di3 respectivamente y obtener así los elementos de la tercer
columna de D.	 Siguiendo estos mismos pasos podemos determi-
nar todos los elementos de D. Vea el siguiente ejemplo.

TABLA A.2 .- ESQUEMA COMPACTO DE INVERSION DE UNA MATRIZ

10 20 =0

7.0

60 50 =o
1

10 2 5 -1/20 -1/0 1/70

-30 5 1/20 a- , ! ry -1/20

60 -70 100 1/100 -7/300 1/100
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Sustituyendo en las ecuaciones de recurrencia :

	

=	 :	 100 d 33 = 1 entonces d3 3 = 1/100
-30 d 31 - 70(1/100) = 0 entonces	 = (70/100)(-1/3)=

-7/300 y 2.4 sucesivamente.

/.„
Con esto tenemos otro meLodo mas para invertir matrices

/y, por lo tanto, un método mas para aplicar en la solucion.de
Si a temas de Ecuaciones Lineales aplicando inversi¿n.

°

Esta Soluci¿n para Sistemas de Ecuaciones Lineales se --
/

simplifica bastante si le matriz asociada a el resulta ser --/,simetrica ya que, como vimos en capítulos anteriores, una ma-
triz simeurica puede expresarse como el producto de una ma-
triz por su transpuesta; y esta simplificación se acentúa ---
cuándo dicha representacidn es en base a matrices triangular-

	res.	 Esto se incluye en el llamado M étodo de la Raíz Cuadra-
da para soluci gn de SEL.

Método de la Rail Cuadrada.

Sea. A = r-tc= 	 dondeonde

sir	 5$4,
o	 SA51.- y por tanto	 S =

S/t	 O	 ...
S, a,	 O

O	 o

Entonces

...
5 / 3.	 saa ... O

•

532,	 • 551:5-

san.,

0	 O	 ... San,.S/4

A S 1:

jJ

Ksa. , 3 24; .	 Set: 5
	 s

-- = S t ¿Eí;
J
 + 54¿=i2	 u- - 9	 (i<

ac c: = s i ¿ z	 T saiz
 

4 " + S Cl 2	 (i=i).

De agui/ podemos obtener expresiones con las cuales poda-
mos determinar los elementos sc¡ de la matriz S, como sigue:

J

-II = 111-1	 (2);	 si = aj/s i , ,	 de (1), con i = 1; de



SC1: =

(3)' =	 s	 •	 (	 ) 1, de (1) y por definicions jc	 s
s .et.

sCJ = O. con i>j.

Por otra parte, el resolver el sistema. AX =B equivale a
r•e=olv=r dos sistemas triangulares : SE1•1". = /5 y SX= K (pues --
como A = Pitt7 entonces for./: = StP:X = B; tomando EX = K resulta -
S'II( = B). Los elementos del vector 1C los podemos determinar
de manera semejante a los se,-:

J

í

	

 s U	 O . . , o	 k' bi. 
	SiK -= B, entonces 5/2_	 522..— C'	 1(2	 b a--.

	De aqui: -	 •

etbi = kis?, entonces k/	 b/

= (sic-	 sec.	 - -	 E.,¿'•	 3 05	 O )     

= so: k	 sát• k	 scLkc + o (1.>1), entonces
,

(4)	 kt• =bc - 	 sic	 (1>1).

/
Analogamente,	 la g_tolucion final la encontramos de la si-
guiente—

,,
 -Forma:'

•	 ,

si/	 st 2 • =	 Si et•
EX = I•C entonces

O
44.

De aqui:

1(4 = shnxn, entonces >••4	 = knishst.

'	 (O, •rj,	 se. , scc+,si It ) I X a'

X

X 4:	 S _I

+	 sc (4 t	 Ltt-	 cn X

Ja a -ti Sa
2-

ur i	 C-I
(i>1), de (2);

s4	 s'uy byt,

O	 ... .s,„„)

k/
k

k
\	 •
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De donde,

(5) xc = k - &se./ x /	i(n).
se¿

Aqui podemos usar tambien la columna de control cuya ---
/

ecuacion, al igual que en el esquema compacto, es 1-c„: = 2 sek+

•

En este metodo basta con escribir n(n+1)/2 elementos de
" la matriz S y 2n componentes de los vs=r tflr== K y X. Ensegui-
da daremos un ejemplo:

TABLA A.3 METODO DE LA RAIZ CiiAnR._

a ll ar a, a il b i E, 1 10

asa ass t7.1. 2 1 15 22

a33 b3 b3 14 35 56

s/7 . s/3 i< / 17;s 11 7, 10 15

s,12 sft3 k a, ky 1 1
= 7

53.3 k. 3

xr

,

XI., X3 5-1 O

X
i

-
m -

-.3

El calculo de los elementos sci , ice y kcse aplica suce--
-sivamente por renglorrs. --Cualq6kier/ elemento diagonal se
tiene mediante la raiz cuadrada de la diferencia entre el ---
elemento a correspondiente y la suma de los cuadrados de to--
dos los elementos calculad,ps s.Situado= en la misma columna.
Los elementos no diagonales sc( se obtienen mediante el co
ciente que se obtiene al dividir la diferencia entre el ele--
mento aci correspondiente y la suma de los productos de los -
elementdS s situados en la columna i y. j por el elemento dia-
gonal del renglón. El curso de regreso está definido por (5)

En la actualidad se utiliza frecuentemente este método -
para la solucidn de sistemas sim¿tri ros y s= recomienda como
uno de los mas efectivos.

Observacion.- En el ejemplo referente a ca j as negra=
J,	 /visto en el Capitulo 3 una situacion interesante es la si .---

guiente: suponga que A es una matriz cuadrada y gua se tiene
una sucesión de matrices de salida diferentes B,, B2, ... 3B". -
Si-queremos determinar qué/ matrices- de entrada producirían --
estas salidas deberíamosresolver sucesivamente cada sistema
AX = Bj, j	 donde A es la misma matriz de coefi--
cientes para todos los sistemas. Aunque tambien puede apli--

lcarse el método de solución para varios SEL.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Con el afén	 de situarnos, repetiremos las ideas basicas
que motivaron este trabajo de tesis y que ya sc establecieron
en el Capitulo O.

Hablamos mencionado que la idea original fue diseñar u--
na propuesta de modificación curricular para el curso de Al--
gebra Lineal 1,	 en la cual se incluirían tanto aspectos teó—
ricos propios de la materia, como el aspecto computacional.
Esto es, en cada capitulo se analizarla el aspecto numSrico -
del tema y se anexarla un diagrama de flujo con la correspon-
diente codificación y programa corrido.

410
Desafortunadamentekse abandonó este último enfoque debt:.*

do a dos causas	 fundamentales: la primera de ellas fue la	 .
cantidad de trabajo tan enorme que significaba el implementar,
las notas de esa manera, y la segunda fu é que la materia de';-
Programación de Computadoras se cursa al mismo tiempo que fa..
de Algebra Lineal 1, lo que no darla a 	 los alumnos el dermialitl:.,

tdel material necesario para entenderlo.

La teoria se trató de abordar desarrollando	 las ideas:»
tsicas y fundamentales del Algebra Lineal 1, ilustradas ab
una gran cantidad de ejemplos variados 	 e interpretaciones>
geometricas.

Estas notas ya han tenido su implementacion practica
el aula, si bien ésta ha sido minima. 	 En el semestre 87-1
fueron los capitulas correspondientes a Vectores en R44-, Si
temas de Ecuaciones Lineales y Matrices, los que ya fueroW-
expuestos ante el alumnado, en la manera tal y como se pre--
sentan actualmente, con modificaciones más de redacción qu
de contenido.

_H.
2. Que comentarios podemos hacer al	 respecto? Creemos 3

el principal fue el interás que mostraron los alumnos antC
las aplicaciones. Como ya se apuntaba	 en el Capítulo (:),-p'e
samos que una de las mayores deficiencias de los cursos del
Algebra Lineal habla sido la ausencia de aplicaciones en
as concernientes a las carreras que se manejan dentro del

1tronco comun de Ciencias e Ingeniería.

Hubo también detalles que resultaron atractivos, entre
ellos pudiéramos mencionar la justificación que se da al fi-.
nal del Capitulo 1 acerca de la definición del producto inte-
rior entre vectores en R , o la manera en que se motiva la
multiplicación de matrices, definiéndolas al fin	 como una es-
pecie de generalización del producto interior.

Recomem-rarlamos al maestro	 :izar esta -
propuesta, ;lie pusiera especial	 rifasis en moti,ear a los
lumnes	 las interpretaciones seometricas	 y, aunque --
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suene repetitivo, mediante las aplicaciones.

o
Suger i r í amosamos la aplicacion de cuatro ex ámenes parciales

distribuidos asl.:

1 Parcial.- Vectores en	 (20% de la ca lificación total)
II Parcial.- Sistemas de Ecuaciones Lineales y Matrices, (40%
de la calificación).
(111 Parcial.- Espacios Vectoriales, (20% de la calificación).
IV Parcial.- Determinantes y Transformaciones Lineales, (20%
de la calificación).

Pudiera pensarse en la completacion de la calificacion -
mediante exposiciones, que son importantes.

/
(b_. Que es lo que se pretende basicamente de un alumno que

haya aprobado el curso?

Que tenga una panoramica de lo que eS el Álgebra Lineal y
su utilización.

Que domine las te'cnicas de resolución de Sistemas de E--
ablaciones Lineales, pero no	 sólo la cuestión operativa, sino
también lo teórico relacionado.
c) Que sin mayores problemas sea capaz de continuar estudios

conectados.

Como todo trabajo que es presentado en una primera fase,
este puede ser completado de muchas maneras. La serie de ---
problemas que se enuncia al	 principio de cada capitulo puede
ser incrementada o incluso variada, dependiendo del tipo de -
alumnos que se tenga, pudiera agregársele también un desglose
por objetivos, otras sugerencias sobre evaluación, etc. Todo
ésto ya se retomará con la colaboración de las personas inte-
resadas.

Algunos de los proyectos que se tienen como continua—
,cion a la propuesta son:

o
Su exposici ón mediante un seminario ante los maestros del -

Departamento de Matemáticas, con la intención de con-Vencerlos
de que lo sigan como texto de la materia.

Abordar el enfocjue computacional que se mencionaba al ini--
cio de esta seccion.
Elaboración de un trabajo similar para el curso de Algebra

Lineal II.

Para todo ello, obviamente es indispensable la coopera--.
cion del resto de los compañeros maestros e incluso de los --
mismos alumnos. Nuevamente hacemos un llamado a toda clase -
de observaciones y sugerencias.
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