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INTRODUCCION

En general, siempre se ha trabajado en ecuaciones dife-

renci ales ordinarias en espacios de Banach y ecuaciones di-

ferenciales funcionales del tipo retardado como materias in-

dependientes. En un artículo de Oliva-Vorel [3] ya se pre-

senta un trabajo donde se estudian ambas materias de una ma-

nera equivalente.

El objeto de este trabajo consiste en hacer un estudio

más sencillo que el anterior, basado en un artículo de imaz-

Vorel [1] y se da un ejemplo donde podemos ver la equivalen-

cia de una manera muy simple.

Este trabajo se ha dividido en tres capítulos.

El primero presenta una descripción general y sencilla

de lo que es una ecuación diferencial funcional del tipo re-

tardado contando con algunos ejemplos y aplicaciones y se da

un teorema de existencia sin demostración para este tipo de

ecuaciones. Además, enunciamos un teorema de existencia pa-

ra ecuaciones diferenciales en espacios de Banach, ya que

las condiciones para existencia en ecuaciones funcionales no

son suficientes para ecuaciones ordinarias en espacios de

Banach y se presenta un contraejemplo.

En el segundo capítulo se expone la equivalencia entre



ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach y

ecuaciones funcionales del tipo retardado de una manera ge-

nera l a la vez que detallada.

En la tercera parte presentamos un ejemplo en el cual

se dice explícitamente cual es el espacio de Banach en el

cual vale la equivalencia y por último presentamos un ejem-

plo concreto de una ecuación diferencial funcional que pue-

de convertirse a una ordinaria en un espacio de Banach y

hacemos algunos comentarios sobre este tema.



I ECUACIONES DIFERENCIALES FUNCIONALES DEL TIPO RETARDADO

En denotará el espacio n-dimensional euclideano con al-

guna norma I - I

	

Sea C = C(ta,b3,7R11 )	 el espacio de las

funciones continuas definidas sobre Pio) con rango IR
n
 .

0 E C, se define su norma

119,/, = Sup	 j ( t)
a<ta

El espacio C con la topología que genera esta norma

(de la convergencia uniforme) resulta ser un espacio de 3anach.

Crr,a,b1 es el espacio de las funciones continuas sobre

[a-r,a+bl con rango 32
n

y r O. Si a = b = O, tenemos el

espacio CU]. Si El es tal cue O <H< Do ,	 es el

subconjunto de CCrl de las funciones acotadas por H.

Para cada t [a,a+b] se define la aplicación

Cj,r1 como t(x) = X
t 

donde x
t 9) = x( t+9) ;

-r < 9 o J. a x
t se le llama la t-restricción de x y es fá-

cil demostrar que x
t es continua en t, en el sentido de

que si tn	
t {x	 x

t n
en la topología de Ciri.

Sea Z c:CCr,H1) abierto y g una función tal que

g: r O,T) x st---.3P n con O < T < no . Si k( t) denota la deriva-

da por la derecha de x(t) I n , la relación



a•••••••,~~"ner,,,4

ar    

1
1
1

1
1

00. 1

(1.1)	 x(t) = g(t,xt)

define una ecuación diferencial funcional del tipo retardado.

Si oe,-, y t0 E 1- 0,T) , se dice que (1.1) tiene solución con

condición inicial ce en el tiempo t = t
0
 si existe A> O,

t
0 
+A <T y existe una función x = x(t

o
, tp) €Crr t

O
 ,a 1 tal

que:

xt(to"15) = T. xt
O

tO
< t < t

o
 +A

para toda t tal que

1

ii) x( t)	 g( t , xt ) para toda t tal que t o < t to+A.



TEOREMA DE EXISTENCIA. Si g(t,o) es continua en

ro,T) x , y si ( t0 ,0) es un punto cualquiera en el dominio

de g, entonces existe una solución de (1.1) con condición

inicial 0 en t = t0.O

La demostración de este teorema se omite puesto que no

es el objeto principa l de este trabajo [ver 2).

Mencionamos algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones

y algunas de sus aplicaciones. La ecuación k(t) =

F(t,x(t),x(t-r)) la utilizó N. Minorsky en sistemas simples

de control con retroalimentación. W.K. Ergen encontró la

*(t) = - wft	a(t-u)g(x(u))du
t-r

utilizada en la teoría de un reactor nuclear de circulación

completa donde x representa la densidad del neutrón, roer 41.

Otro tipo de ecuaciones son las llamadas difero-diferenciales

de la forma

k(t) = f(t,x(t)	 >O

dondeo<c1 ‹...<crn ya. = 17.(t) continuas en t y
— 

r = Supa.(t); también se consideran ecuaciones mas generales

COMO



x(t-n) , t >0Sc(t) =	

A 2

t,x rt-1,t],x1r0,t], x 1( - op , t1 ), t O

es la función x restringida al intervalo

srvisto que para garantizar existencia de soluciones

exige únicamente continuidad de la función g(t,0),

si vemos ecuaciones diferenciales ordinarias en

3anach, la continuidad de la función no es sufi-

á garantizar existencia de soluciones; esto lo pode-
_

con un contraejemplo donde la función dada es continua

solución en el espacio de Banach mencionado [ver

O el conjunto de todas las sucesiones x.(x
n

)
n>0

reales tal que lim x
n = O.	 Si x E c o , se define

n-.m

1 x1 = Sup ix I

n>0 n

norma, el espacio c oa resulta ser un espacio de

c0 tal que si x = (x
n n>0

)-O	 0	 ue	
' f(x) = (Yn)n>0



donde 
y	 ix1111/2 1

n+1	
Es obvio que	 f	 es continua en

c definida de esta manera. Consideremos la ecuación dife-
O

rencial ordinaria

(1.2)	 x = f(x),x(0)	 = 0

demostraremos que no existe una función en
O
 tal que cum-

pie con (1.2), e.d., que no tiene solución. Supongamos que

u(t) = (u n (t)) n>0 es solución de (1.2) con u(0) = O, enton-

ces

ii(t) = (ú	 (t))n>0 = (f(u
n
(t))) r-10 =	 ( lu

n(
t)(1/2
	

n+1
+	 )n 

a
n
(t) = ¡u

n
(t) I 1/2	

n+1 ,
	 n = 1,2,...

ún (t) >0~u
n
(t) es creciente y por hipótesis

un (0) = O ~u
n 
(t) > 0 para t ji O, por tanto,

un(t)
1	 	 1 
	  - 1+

n+1	 1/2un(t)Il2
u
n
(t)

at2u (t)
1/2

& n 	 1	 	 1 - 1 +
dt	 n+1	

bk(t)l/2
n



1/2	 1 jr
2un

( t)	
dr 

= t +
n+1	 1/2

O un (r)

1/2
, es fácil ver que u n ( t) no tiende a cero y por

tanto (u n
( t) ) cO

 y (1.2) no tiene solución en c0.

Enunciaremos un teorema de existencia para ecuaciones or-

dinarias en espacios de 3anach.

Sea F:I x H' 4E donde I c 1R ,E espacio de Banach y

abierto.

TEOREMA DE EXISTENCIA. Si F es continuamente diferen-

ciable en I x H, para cualquier t0 E I y cualquier x E 11O

existe una bola abierta Jc I con centro en t
0 tal que en

J existe una solución u de k( t) = F( t,x( t) ) tal que

u( t
O ) = x0.

Como podemos ver, las condiciones sobre la función son

mucho más fuertes que las de (1.1) . La demostración de este

teorema se puede ver en - 51 6 r61.



lante donde es constante y toma el valor x(t).

r\T 

-r

II PROBLEMA DE EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES FUNCIONALES

DEL TIPO RETARDADO Y ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINA-

RIAS EN UN ESPACIO DE BANACH

Sean a y r dos reales positivos fijos y fi un espacio

de Banach cuyos elementos son funciones definidas sobre

r-r,al y rango M n .	 Si x a, para cada t'E r0,a1 xt es

una función definida sobre r -r,a) tal que:

x(0) ;9 E r-r,t)
x
t
(0) =

x(t) ;9 E f" t,a:

es decir, x
t

es la misma función x excepto de t en ade-



sea

Consideremos la función f :70,a1 x A-6. 1R n y X
O

 7: A tal que

t -_ x	 para toda t e [0,a]. Proponemos el siguiente problema:
xO	 O

1

5c(t) = f(t y xt ); t e ro,a-i

x(t) = x0 (t) 7 t e r-r,O)

Decimos que (2.1) tiene solución si existe x(t) r len tal qLe

x(t) = x0 (0) +f f(s,xs )ds; t c ro ' al
O 

x(t) = x0 (t) ; t E r-r,O)

A c e tal que si x E A	 rn.x
t 

e A para toda t E LO,al.

Sea G:[o,ai x A--se y yo E A tal que
t 

= Y00
para

toda t c ro,a1. Consideremos el problema siguiente:

{ dry(t) 1 
dt

- G(t,y(t)); t c r0,a:

y (0) = Yo

este problema es una ecuación diferencial ordinaria en .13.

Decimos que (2.2) tiene solución si existe y( t) c A, tE rota1

tal que



Y( t ) = Y0 + ftO G(s,y(s))ds; t E [0,a1

(2.2)*

Y( 0) = Yo

donde en (2.1) * y (2.2) * las integrales tienen algún sentido,

digamo s Riemann. Nuestro problema es ver cuándo (2.1) y (2.2)

son equivalentes, e.d., cuándo las soluciones de (2.1) y (2.2)

están en correspondencia uno a uno.

LA EQUIVALENCIA

Sea f:r0,a1xA---esit
n
 definida en (2.1) y definimos G,

cuyo dominio es r0,a1 x A y rango en algun espacio de funcio-

nes, como sigue:

O; e E r -r, t)

(2 .3 )	 G(t,y) (e) =	 O < t <a

f(t,y
t
) ; BE t,a]

aqui G(t,y) (A) E P n , O < t < a, y E A, -r < e <a.

Suposición 1. Si s contiene a las funciones escalona--

das continuas por la derecha, entonces aseguramos que



rt
j	 G(s,y(s))ds E fio Y f 

t 
0 ( s ay( s )) (t'Uds E 1Rn

o

G(t,Y) 8 para toda	 t E [0,a7 y	 y E A. De aqui en adelante,

consideramos a los problemas (2.1)	 y (2.2) relacionados por

(2.3) •

	

Definición. Si	 x(t) E 1:I n es solución de (2.1) defini-

mos y(t) E A, t E [0,a) de la siguiente manera:

(2.4)	 y( t) = x t ; t E [0,a7.

	

Definición. Si
	

y(t) EA, t E [0,a7 es solución de (2.2) ,
n

definimos x(t) E IR
	

COMO :

Y(0) (t)	 t E r-r,O)

(2.5)
	

x(t)

Y(t) (t);	 t E r0,a7

Suposición 2. Para todas las funciones y( t) EA que son

soluciones de (2.2) o provienen de (2.4), asumimos la existen-

cia, en algún sentido, de las integrales

para toda t E ro,a) y para toda A E r-r,al y ademas



rt

o(s,y's) ) ( 9) ds =( 	 G(s,y(s))ds ) (9)
O	 O

para toda t 10, al y para toda E yr,a). Con estas supo-

siciones , demostraremos los siguientes lemas.

Lema 1. Sea v una solución de (2.2) , entonces

y(t) 'e) = y( e) (e) ; _ 9 €C-r,t)

	

y(t) (9) = y(t) (t) ;	 9 € Lt,a)

para toda t [0,a3.

Demostración. Sea t [o, a]	 fijo y:

i} 9 E 1-r , t) ; como - y es solución, tenemos

y(t)

	

9) = y(0) (9) +(f	 G(s,y(s))ds ) (9)
O

= y(0)(9)	 jr 	 G(s,y(s)) (A) ds

= v.3) (9) + 
fe s,v(s)) (e) ds +

+ f G ( 5 .31( s )) (9) ds
O

= • O` (9) +
9

j
r G ( s, y ( si ) (9) ds
O

o

o



= y(0) J4) .4-( G(s,y(s))ds) (9) = y 9) e)

f
t

haciendo uso del hecho de cue 	 G1 s , y ( s) ) (9) ds = 0 para
e

9 -2 r -r,t)	 por (2.3)).

ii) Similarmente,	 si 9 E It,al tenemos

	

y,t)(9) = Y( 0) e) +( f	 G(s,Y(s))ds) (9)
O

= y(o) (13)	 f
t
G(s,y(s))(9)ds

O

	

= y(0) (t) + f	 G(s,y(s)) (t)ds
O

f(t)	
t

= Y( 0 ) (t i 4	 G(s,y(s))ds)	 (t) = y;t)(t)
O

también haciendo uso de	 (2.3).

T=ma 2.	 Si x't)	 es soluz_zic5n	 de f2.1)	 si y(t)	 se

define como en ,. 2.4) 5 si -,7 (t)	 es	 soluciSn de (2.2; y	 xtt;

se define como en 2.:7 ;	 entonces

tv't.)1 - = x
t 

para toda t:r.:



Demostración. Si x(t) es solución de (2.1) tenemos

x( e) ; e € r-r , t)

xt (0) =

x(t) ; e E [La]

( xt )
t
(e) =

{

xt (e) ; e e [.--rst)

x
t
(t) ; O E [tea]

basta demostrar que ( x
t

) t (0) = x
t
(e) para 0 E [t,a], por

(2.4) tenemos x
t
(t) = y (t) (t) = Y(t) (e) para O E [t'a] y

por lema 1 y( t) (e) = x (e) e E Wal =. (xt ) t (e) = xt
(e)

para A E [-r a l 	 11(xt)t
	 xt y(t) t = xt

para toda

t E ro,a1.

Supongamos que y( t)	 es solución de (2.2) y x(t) pro-

viene de (2.5) ; aplicando lema 1 se cumple y ( t) (8)	 y un (8)=

x(A) para 9 E rO,t) , pero x(9) = xt /in para

O E ro, t ) =4> y( t) = X
t

; si	 e E rt,a7s y(t) (A) = y(t) (t) =

x(t) = x
t
(g) ===w y(t) = x	 para 9 e" rt,a1~y(t) t = Xt para

t E EO,a1.

Ahora podemos pasar al resultado principal de la equiva-

lencia.



Teorema. Si x(t) es solución de (2.1), entonces y(t)

definida por (2.4) es solución de (2.2) y viceversa, si y(t)

es solución de (2.2), entonces x(t) definida por (2.5) es

soluc ión de (2.1).

Demostración. Supongamos que x(t)	 es solución de (2.1)

entonces para toda t€

Si e e ro, t) tenemos

y(t) (e) = xt
(e) = x(e) = x(0) + f f(ssx s

)ds
O

= Y(0)(0) + J 	 G(s,y(s)) (9)dsO

jm t
= y ( 0) (A) +	 0(s,y(s)) (e)ds

O

ft
Y( 0 ) (0) +	 G(s,y(s)) ds	 (e).

O

Si 8 E Ft,a1 tenemos

y(t) (e) = xt (e) = x(t) = x(0) + f
t

 f(s,xs)ds
O

t= y(0)(0)	 jro(s,y(s)) (*Uds
O



,	 t
= y(o) (9)	 + k f G(s,y(s))ds) (9)

O

de i) y ii) deducimos que

y(t) = y(0)	 + jr G(s,y(s))ds
O

para toda	 pea/ y por tanto y es solución de (2.2).

Supongamos ahora que y es solución de (2.2), entonces para

toda t Eo,al tenemos:

x(t) = y(t)(t) = y(0) (t) +(f G(s,y(s))ds) (t)

= Y(0)(0) + jr o(s,y(s))(t)d.O
rt= x(0)	 j	 f(s,y(s)s)ds
0

t4. 

f(s,x
s
)dsf= x(0)

O

por tanto x es solución de (2.1).



III UN EJEMPLO DONDE LA EQUIVALENCIA ES VALIDA

Consideremos C
1
(-r,a) el conjunto de las funciones me-

dible s definidas sobre t-r,a , y rango 1Rn tales que son

integrable s en el sentido de Lebesgue. Si f y gEti , de-

finimos la relación "-.." como f-g am-w f(t) = g(t) c.d. La

relación	 es una relación de equivalencia y parte a 111,	 11

en clases ajenas. Sea L
1 (-r,a) el conjunto formado por las

clases de	 Je
1 (-r,a).

Definamos una función selector 
0:L171 

tal que aso-

cia a cada clase un representante en
1
 escogido de la si-

guiente manera:

Si una clase contiene una función continua por la dere-

cha, esta función es el representante, en los demas casos se

escoge cualquier otra función de la clase como representante.

0(L
1
) es un espacio lineal con las operaciones siguientes:

Si 1,1E L i y	 € IR , entonces ,,f(?) + p(1) = 7(1+1) Y

99(r) = :x(21). e i )	 es un espacio de Banach con la norma

a,f, =jr if(t)Idt.
-r

Supongamos que A -= (ID (1.1 ) es tal que x z A =rx es con-

;11



1`O G(s, y ( s )) (8)ds)( ft G(s,y(s))ds)(9)

tinua por la derecha en [-r,O) y continua en [0,al y ade-

más f(s,x
s
) es continua por tramos para s r0„al.

Teorema. Con estas hipótesis sobre A se cumple lo si-

guiente:

La función G cuyo dominio es r0,alx A y se defi-

ne por (2.3) es tal que G(s,y(s)) E0(1 1) para toda sprO,a1

y y(s) E A.

Si x(t) es solución de (2.1), entonces existen las

integrales

iiU

para toda t E r0,a: y A E [-r,a] en el sentido de Riemann.

iii) Si y(t) es solución de (2.2), entonces

y(t) (9) = y (19)(8); O E COM

y(t) (8) = y(t)(t); S E [tea]

y

fG(s,y(s)) (g)ds

existe en el sentido de Riemann si x(t) se define por (2.5)

para toda 8 E r- r e a l Y t Er 0,a7.



iv)	 f t G(s,y(s))ds) (9) = f G( s •Y( s)) (0)ds
O	 O

para toda t E r0,e1 y para toda	 e E r-r,aj.

Demostración. i) Se cumple por construcción de 0(Li)

Supongamos que x(t) EIRn es solución de (2.1) y y(t)

se define por (2.4), entonces tenemos G(s,y(s))(0) = f(s,xs)

para e E rt,a7 ) por (2.3)	 1► G(s,y(s)) (9) es continua por

tramos en s €r0,a1 para cualquier 9 E [-r,aJ fija. La

aplicación s h---.G(s,y(s))	 también es continua por tramos

en sEUO,al, por tanto existen las integrales

f
G(s,y(s) ) (0) y f G(s,y(s))ds

O	 O

en el sentido de Riemann para toda t E r0,a1 y e € r-r,al.

Si y(t) es solución de (2.2) y x(t) se define por

(2.5), entonces, por hipótesis tenemos

y(t) = y(0)	 jr G(s,y(s))ds; t E [0,a7
0

para (9 E rt,a1  tenemos

y(t) (El) = y(0) (0) +(f G(s,y(s))ds
O

(e)



como la integral existe en el sentido de Riemann, se puede

aproximar por sumas y tenemos

= y(0)(0) + [lím El G(si,y(si))Asi/(0)

donde	 son particiones del intervalo	 rt,a,	 tales que

1 án i •••"1 O	 con	 n —ea)

111

= y(0) (t) + lim E	 Al(s.,1/(s.))(4)ás.
n	 1	 1

mill

= y(0) (t) + lim E	 G(s.,y(s.))(t)ts.
n

= y(0)(t) + [lim E	 G(s.,y(s.))/Is.](t)tin	 1	 3.	 1

t
= y (0) ( t ) + rjr 		G(s,y(s))dsl(t) 11

0
y!M

1,!!:

= Y(t)(t).

Si e E rO, t] tenemos

rY(t)-Y(8)](8) jr G(s,y(s))ds1(0) 

= [lim r, G(si.17(si))Asi7(e)
n      



= lim E G(s.,y(s)) (e) Ls.
Ln 	 1	 1

O

usando (2.3), por tanto

Y( t ) (0) = Y(6) (4)	 para e c r 0,t)

si x E A definida por (2.5) , entonces la relación anterior 	
a.

11111

define x
t 
= y(t) para t E r0,al	 por lema 2 y G(s,y(s))(s)= 	 1111:

f(s e x
s
) es continua por tramos lo que implica la existencia

de la integral

f
G(s. y (s)) (0)ds

O

en el sentido de Riemann para toda 	 tlf0,a, y e E f-r,al.

Sea t E r0,a1 fijo y sea	 Ln ,	 n = 1,2,... una sucesión

de particiones del intervalo ro,t, tal que 	 O con

--loh ap, entonces

rt
-7(s,y(s))ds = lim

O	 'n

sto es,

G(s,y(s))ds)(9)-(r. G(5.,y(s.)).1si)(0),(19---.0



con n---4 00, esto implica que existe una subsucesi5n de par-

ticiones de t
n 

a la que llamamos tal que

t

G(s,y(s))ds/(e) -rz , -; ( s.,y(s.))Ls./(e)---bo
o	 “,

n 	1
	 1	 1'

c.d. para e € [ -r,a1; por otro lado tenemos

E, G ( s i .17 ( s i n:Is i. (0) =	 G(s.,17(si))(e):Isi---11. 	

Iii

n -n

r
t

G(s,y(s) ) (0)ds con	 n ---too
o

y tenemos

it
o	 oG(s,y(s))(8)ds = jr G(s,y(s))ds(e)

c.d. para toda t E 3 Y e E r-r,al.

Por otra parte, de (2.3) se sigue que:

O; 9 E r-r,O)

f
G(s,y(s))(9)ds

0
G(s,y(s))(t)ds; 9ctO,t1

O

r t

fi 0
G(s Y(s))(9)ds; 9 Ett,a)



lo que demuestra que foto G( s t y(s))(9)ds es una función con-

tinua de A cr-r,a7, para t fija y por construcción de o(L1)

tenemos que

j
r G(s,y(s))ds(0)
0

es continua y la igualdad

t
0G(s,y(s))(e)ds = jrf G(soy(s))ds(0)

0

se cumple para toda eEr-r,al.

Un ejemplo de una ecuación diferencial funcional que cum-

ple con III es el siguiente: Consideremos la ecuación

= x(t-1)

(3.1) x(t) = O; t E r -1, -277

1
x(t) = 1; t E [--2 ,oi,

y su solución en r-1,27. 8 es el espacio 0(L 1 ) como en el

caso anterior definidas en 7-1,27. Escogemos Aco(1. 1) como

el conjunto de las funciones continuas por la derecha en

7-1,2] que son continuas por tramos en 7-1,07 y continuas

en 70,27 9 La solución de (3.1) está en A y si definimos

III
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