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INTRODUCCION

En general, siempre se ha trabajado en ecuaciones dife-
renciales ordinarias en espacios de Banach y ecuaciones di-
ferenciales funcionales del tipo retardado como materias in-
dependientes. En un articulo de Oliva-vorel [37 ya se pre-
senta un trabajo donde se estudian ambas materias de una ma-
nera equivalente.

El objeto de este trabajo consiste en hacer un estudio
mids sencillo qu= el anterior, basado en un articulo de Imaz-
vorel (17 vy se da un ejemplo donde podemos ver la equivalen-
cia de una manera muy simple.

Este trabajo se ha dividido en tres capitulos.

El primero presenta una descripcidn general y sencilla
de lo que es una ecuacidn diferencial funcional del tipo re-
tardado contando con algunos ejemplos y aplicaciones y se da
un teorema de existencia sin demostracidn para este tipo de
ecuaciones. Ademds, enunciamos un teorema de existencia pa-
ra ecuaciones diferenciales en espacios de Banach, ya gque
las condiciones para existencia en ecuaciones funcionales no
son suficientes para ecuaciones ordinarias en espacios de
Banach y se presenta un contraejemplo.

En el segundo capitulo se expone la equivalencia entre



ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach y
ecuaciones funcionales del tipo retardado de una manera ge-
neral a la vez que detallada.

En la tercera parte presentamos un ejemplo en el cual
se dice explicitamente cual es el espacio de Banach en el
cual vale la equivalencia y por (ltimo presentamos un ejem-
plo concreto de una ecuacidn diferencial funcional que pue-
de convertirse a una ordinaria en un espacio de Banach Y

hacemos algunos comentarios sobre este tema.




i

[ ECUACIONES DIFERENCIALES FUNCIONALES DEL TIPO RETARDADO

Ifl denotard =1 espacio n-dimensional euclideans con al-
| | n :

4§ quna norma |-]. Sea C = cC([a,b}.R ) el espacio de las

. .. n

8 funciones continuas definidas sobre [a,b} con rango R .

4si @cc., se define su norma

flol} = Sup  jg(t) |

El espacio C con la topologia que genera esta norma
'i(de la convergencia uniforme) resulta ser un espacio de 3anach.
clfr,a.b] es el espacio de las funciones continuas sobre
.é[a—r,a+b] con rango r" y r>0. Si a =Db = 0, tenemos el
jespacio c{r]. Si H es tal gue O<H<™, C[r,H] es =21
fsubconjunto de C{r] de las funciones acotadas por H.

Para cada t < fa,a+b} se define la aplicacibn
t:cfr,a,b]-—-c'[,r} como  t(x) = xt donde xt(e) = XIt+8);

{-r<8<0 x, se le llama la t-restriccidn de x y es fa-

a
F 4
icil demostrar qus= x,  es continua en t, en el sentids> de

que si t, ——et :{xﬁ }—--xt en la topologia de cf{r}.

' n

Sea [ =C[r.H] abiarto y g una funcidn tal que

: n .. .
{9:70,T) x | ~——eIR con O<T<o2o. Si x(t) denota la deriva-

1 ) r .
{da por la derecha de x/t) ¢c¢R , la relacidn
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(1.1) x(t) = glt.x,)

define una ecuacidn diferencial funcional del tipo retardado.
Si wea ¥ tg € ro,T), se dice que (l1.1) tiene solucidn con
condicidn inicial ¢ en el tiempo t = tO si =2xiste As O,
EotALT Yy existe una funcidén x = x(t_rep) ec[r,to,a} tal

que :

1) xto(to,qg) = s xtea para toda t tal que

t <t +A
0=t<ts

11)  x(t} =g(t,xt) para toda t tal que to<__t<t0+A.




TEOREMA DE EXISTENCIA. Si g(t,y) es continua en
[O,T) xo ¥ Si (to,@) es un punto cualguiera en el dominio
de g, entonces existe una solucidn de (1.1) con condicidn
jnicial ¢ en t = tO.

La demostracidn de este teorema s= omite puesto que no

es el objeto principal de este trabajo [ver 27.

1 Mencionamos algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones
y algunas de sus aplicaciones. La ecuacidn X(t) =

% F(t,x(t) , x{t-r)) 1la utilizd N. Minorsky en sistemas simples
de control con retroalimentacidn. W.K. Ergen encontrd la

ecuacidn

x(t)

utilizada en la teoria de un reactor nuclear de circulacidn
completa donde X representa la densidad del neutrdn, [ver 47.
Otro tipo de ecuaciones son las llamadas difero-diferenciales

de la forma

}.C(t) = f(t,X(t) fx(t—gl)l’"'lx(t—gn))'t.>__o
donde 05015"'500 Y cj=crj(t) continuas en t vy
r = Sup cj(t); también se consideran ecuaciones mas generales

como




es la funcidén x restringida al intervalo

‘isto que para garantizar existencia de soluciones
"_'e:;xige Gnicamente continuidad de 1la fgncién g(t,y),
..si vemos ecuaciones diferenciales ordinarias en
.3anach, la continuidad de la funcidn no es sufi-

garantizar existencia de soluciones; esto lo pode-
_ﬁn contraejemplo donde la funcidn dada es continua

~solucidn en el espacioc de Banach mencionado [ver

el conjunto de todas las sucesiones x=(x )

n’ n>0
eales tal que lim x = 0. &i xEco, se define
: Ne=—e=CO

ix] = sup |x_|.
n>0

rma, el espacio 4 resulta ser un espacio de

¥ Cy tal que si x = f(x) =(y)

(x ) _n~°
n’ n>0 n n>0




1/2 1 . .
] / + —— . Es obvio que f es continua en

donde Yn = ’Xn n+l

c definida de esta manera. Consideremos la ecuacidn dife-

O .
rencial ordinaria f
(1.2) X = £(x),x(0) = 0
demostraremos que no existe una funcidn en ¢4 tal que cum-
ple con (1.2), e.d., que no tiene solucidn. Supongamos que
. ult) = (un(t))nzp es solucidn de (1.2) con u(0) = O, enton-
& ces
) o 1/2 1
i = t = = —_—
i a(e) = (4, (8) (£(u (8D o (fu ()] + 2T '
i

1/2+ 1

1-;in(t) N Iun(t)l n+1l

, n=1,2,...

|
E: |
22
4
g
|
b
3
E
4
s
3

6n(t)>(3==tun(t) es creciente y por hipdtesis

it e

un(O) = O==Dun(t) >0 para t # 0, por tanto,

A

il




/2 dr
2u_(t) = t +
n n+1l o u (T)1/2
n
' facil ver que u (t)l/2 Lend :
si n—s®, €S aci er gq n no tliende a cero y por

. c 1.2) no tiene solucidn en .
tanto (Un(t)) £ o Y ! ) o

Enunciaremos un teorema de existencia para ecuaciones or-
i'idinarias en espacios de 3anach.

Sea F:I xH==dE donde I<R,E espacis de Banach y

g—E abierto.

TEOREMA DE EXISTENCIA. Si F es continuamente diferen-

ciable en I x H, para cualquier to €I y cualguier xoe H

)
existe una bola abierta JcCI con centro en tO tal que en
J exXxiste una solucidn u de Xx(t) = F(t,x(t)) tal que
u(to) = X5-

Como podemos ver, las condiciones sobre la funcidn son
mucho mds fuertes que las de (1.1). La demostraci®n de este

teorema se puede ver en [57 3 Te7.

T
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II PROBLEMA DE EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES FUNCIONALES
DEL TIPO RETARDADO Y ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINA-
RIAS EN UN ESPACIO DE BANACH

Sean a y r dos reales positivos fijos y 8 un espacio

de Banach cuyos elementos son funciones definidas sobre

n s -
r-r,al y rango R . S1 x<@a, para cagaa teT70,al, xt es

una funcidén definida sobre r-r,a7l tal que:

. t . "
es decir, x es la misma funcidn x excepto de t en ade-

lante donde es constante y toma el valor x(t).

%

1 o = W my em m
pn—-——-—-— - J



' gea

. t
Ac® tal que si x¢A=®»x ¢A para toda te¢[0,a’.

remos la funcidn £:70,a" x A—sTR" y x_ <A tal que

conside o~
t _ x para toda t ¢ ([0,a]. Proponemos el siguiente problema:
XO 0
. t
x{(t) = £(t,x); teTlo,a’
(2.1)
x(t) = Xo(t): tzTl-r,0)
pecimos que (2.1) tiene solucidn si =xiste x(t) E]Rn tal gwe
t S
i x(t) = x_(0) +f f(s,x )ds; teTQ,a’
O - -
0
(2.1)* 4
\ x(t) = x (t); t€l-r,0)

Sea G:[0,a1xA—=f Yy yOEA tal que YS=Y para

O

toda te70,al. Consideremos el problema siguiente:

AYET _ G(e,y(t)); tero,ar

dt
(2.2)

este problema es una ecuacidn diferencial ordinaria en B§.
Decimos que (2.2) tiene solucidn si existe y(t) £A, tcT0,al

tal que



t
y(t) = Yo ¥+ fo G(s,y(s))ds; tel0,a]

y (0)

il
o
o

donde en (2.1)* Y (2.2)* 1las inteérales tienen algﬁn sentido,
digamos Riemann. Nuestro problema es ver cuando (2.1) y (2.2)
son equivalentes, e.d., cudndo las soluciones de (2.1) y (2.2)

estdn en correspondencia uno a uno.

LA EQUIVALENCIA

Sea f:T0,al xA-—-bRn definida en (2.1) y definimos @G,

cuyo dominio es T0,a7 xA vy rango en algun espacio de funcio-

nes, comd sigue:

O; 8 <cF~r,t)

(2.3)  G(t,y)(8) = Octca

t
f(t,y ); Bclt,aj

aqui G(t,y)(R) €R", O<t<a, YeA, -r<h<a.

Suposicidn 1. Si B contiene a las funciones escalona- -

das continuas por la derecha, antonces asaguramos que



g(t,y) € 8 para toda tef0,al y ye€A. De aqui en adelante,

consideramos a los problemas (2.1) y (2.2) relacionados por

(2.3) .

pefinicién. Si x(t) ¢ R' es solucidn de (2.1) defini-

mos Y(t) €A, t€T0,a] de la siguiente manera:
t
(2.4) y{t) = x"; tel0,al.

Definicidn. Si y(t) ¢A, t€[0,a] es solucidn de (2.2),

n
definimos x(t) € R como :

ry(O) (t); tel[~-r,0)

2 2.9 x(t) = <

LY(t) (t); te T_.Ola}

Suposicibn 2. Para todas las funciones vy{(t) ¢A gue son

soluciones de (2.2) o provienen de (2.4), asumimos la existen-

cia, en algin sentido, de las integrales

t t
f G(s,y(s))dseB y f G(s;y(S))(e)dssRn
o 0

Para toda te¢[0,a] y para toda R¢[l-r,a] y ademas




t
f Gis,v's))(9)ds =(f G(s,y:'s})ds) (9)
0

0

para tOda t E IO, a] 4 para toda 9 = t-—r’a]. Con =stas s.up:)_

siciones, Jdemostraremoss 19s siguientes lemas.

Lema 1. Sea v una salucidn de (2.2), =ntonces

o
rt
o

i

y(8)(8)

<
it

cf{-r.t)

: [t.a]

b
(a3
o

il
<
t
(a3
Q-
.
&>
1

para toda t z[0,a].

Demostracidn. Sea t:(0,a] fijo y:

i} A sf-r,t); como vy es snlucidn, tenemos

t
vit) i8) = v(0}!8) +(f G(S.y(S))dS) ()
0

t

= v(0) 1/ + f Gis,y(s)) (9)ds
0

)
= v .0t (Q +f Gis,vis))(8)ds +

+ f Gi{s,v(s))(@a)ds

= viQ' (R +f G(s,y(s)) (M ds
0

O

rt

4
::“',‘ﬁ;'
ot
i

G b &

-

A 3

i
g
il




5
= v(0){8) +(f G(s,y(S))ﬁS)(S) =Y:59)-6)

t
raciendo uso del hecho de cue Jr Cis,v(is)){(h}ds = O para
A

gz "-r,t) por {(2.3).

ii) Similarmente, si 9:ft.,a} tenemos
T
vit) (R} = y{0)'@) +(f G(S.y(S))dS)(e)
O ,

t
= v(0} (8] +f G(s,y(s)}(®)ds
0

Q
t
= vior ) +{ ] crs.y(sas) (e = vie) i

C

tampién naciendo uso de (2.3 .
Lema 2. 31 x't; es sslucidn de {2.1) v si w{t) se

define como en 2.4 3§ si w(t) es solucidn de 72.2) v xit)
se define como en ‘2.7) entonces

t
[v't11 = x vara toda t {[O,a)



o sk
e L R R a

pDemostracidn. Si x(t) es solucidn de (2.1) tenemos

[%(9); 9 el-r,t)

xT(g) = 4

LX(t) ; g€ [t,a]

x(8); 8€[-r,t)

»
e
"

x5(t); @e(t,al

basta demostrar que (xt)t(e) = xt(e) para g e¢f[t,a], por

(2.4) tenemos xt(t) = ylt)(t) = y(t) (@) para ge{t,a] y
t t. t t

por lema 1 y(t)(R) = x (8), 96'[t.a]==*(x_) (6) = x (8)

para O ec[~r,a] ==m(xt)t = xt==-by(t)t = xt para toda

telo,al.

Supongamos que y(t) es solucidn de (2.2} y x(t) pro-
viene de (2.5): aplicando lema 1 se cumple y(t)(e) = y(8) (8) =
x(A) para A <TO,t), pero x(@) = xtfe) para

t .
8elo,t)—»y(t) = x; si @<cTt,aT, y(t)(8) = y(t)(t) =
t t t t
x(t) = x (§) =»y(t) = x para B¢Tt,al=wy(t) = x para
tefo,al.
Ahora podemos pasar al resultado principal de la equiva-

lencia.



Teorema. Si

x(t) es solucidn de (2.1), entonces

definida por (2.4) es solucidn de (2.2) y vice versa,

es solucidn de (2.2), entonces

solucidn de (2.1).

Demostracidn.

entonces para toda

i) Ssi 8eJO,t)

- y(t) (6)

ii) si @ert,al

y(t) (8)

=

x(t) definida por (2.5) es

Supongamos que x(t) es solucidn

te T0,a7:

x"(8) = x(8)

tenemos

)
= x(0) +f f(s,x")ds

6
v (0) {0} +f G(s,y(s)) (8)ds
0

t
Y(O)(B)-+‘[
0

. t
¥(0) (8) +(f G(s.y(s))ds ) (8) .
o

xt(e) = x{t)

y(0} (O) + f

tenemos

t

O

G(s.y(s))(p)ds

t
=_x(0)'+f f(s,x")ds

G(s,y(s)})(6)ds

de_(2.1)

i

.
.
15



t
= y(0) (9) +(f G(s,y(s))ds) (9)
O

de i) y 1ii) deducimos que

t
y{t) = y(0) + f G(s,y(s))ds
0

para toda t :{0,a] y por tanto y es solucibén de (2.2).

Supongamos ahora que y es solucidn de (2.2), entonces para

-

toda t<¢ (0,a}] tenemos:
t
x(t) = y(t)(t) = y(0} (t) +(f G(S.Y(S))ds) (t)
0

) t
= Y(0) (0) + f G{s,y{s)) (t)ds
0

. )
= x(0) +f £(s,y(s)")ds
0

B t "
= x(0) +f 'f(s,xs)ds

por tants x es solucidn de (2.1).

g&

‘

YT AT b e ooe 0
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I1IT UN EJEMPLO DONDE LA EQUIVALENCIA ES VALIDA

consideremos zl(—-r,a) el conjunto de las funciones me-

dibles definidas sobre {-r,a% y rango ]zn '~ tales qgue son
integrables en el sentido de Lebesgue. Si f y gz¢ Il, de-
finimos la relacidn "-" como fg #f(t) = é(t) c.d. La
relacidn "~" es una relacidn de equivalencia y parte a ){, 1
en clases ajenas. Sea Ll(-r,a) el conjunto formado por las
clases de Zl(—r,a) .

Definamos una funcidn selectar ¢:L ——'f tal que aso-

1 1

cia a cada clase un representante en I escogido de la si-

1
guiente manera:

Si una clase contiene una funcidn continua por la dere-
cha, esta funcidn es el representante, en 1los demas casos se

escoge cualgquier otra funcidn de la clase como repres=ntante.

O(Ll) es un espacio lineal con las operaciones siguientes:

si f,gcL; vy a<R, entonces g(¥) + ¢(g) = 9(¥+g) vy

1

wy(T) = @lal). ¢(L;) es un espacio de Banach con la norma

a
e =f [£(t) |de.
-r

Supongamos gue A:@(L ) es tal que X ZA==pXx es con-

1




tinua por la derecha en [-r,0) y continua en [O,a] y ade-

mas f(s,xs) es continua por tramos para se¢[0,aTl.

Teorema. Con estas hipdStesis sobre A se cumple lo si-

guientes

i) La funcidén G cuyo dominio es [O,a]lxA y se defi-
ne por (2.3) es tal que G(s,y(s)) €p(L;) para toda s¢[0,a]

y yi(s) €A.

iil) Si x(t) es solucidn de (2.1), entonces existen las

integrales

t
f G(s..y(S))(e)dS(ft G(S.y(S)JGS)(e)
0 Ndo

para toda tef0,a] y Ae€[-r,a] en el sentido de Riemann.

iii) Si y(t) es solucidn de (2.2), entonces

y(t) (8) y(8)(8): 8 €[0,t)

y(t) (6) y(t)(t): 8 ¢lt,a}

t
f G(s,y(s)) (9)ds
0

existe en el sent ido de Riemann si x(t) se define por (2.5)

para toda #¢[-r,al y telro,al.




t t
iv) (f G(S,Y(S))ds)(e) = f G(s,y(s)) (8)ds

O o

para toda te[0O,a] y para toda 6¢f-r,a].

Demostracidn. 1) Se cumple por construccidn de cp(Ll) .

Supongamos que x(t) EIRrl es solucidn de (2.1) y vy(t)
se define por (2.4), entonces tenemos G{s,y(s))(8) = f(s,xs)
para B¢ [t,a]) por (2.3) =% G(s,y(s)) (8} es continua por
tramos en s¢[0,a] para cualquier 6¢[-r,a] fij_a. La
aplicacidn s »=——»G(s,y(s)) también es continua por tramos -

en s¢€[0,al, por tanto existen las integrales

t t |
f G(s,y(s))(A) ¥y f G(s,y(s))ds
0 0

en el sentido de Riemann para toda te¢f[0,a] y 6¢[-r,a]j.
Si y{t) es solucidn de (2.2) y x(t}) se define por

{2.5), entonces, por hipdtesis tenemos

t
y(t) = y(0) +f G(s,y(s))ds; te[0,a?

para @¢clt,al tenemos

.
G(S,Y(S))ds)(9)

y(t) (8) = y(0) (8) +(f

0O

HIES
i i
[ I|I\
K :l'!i

it

bl




como la integral existe en el sentido de Riemann, se puede

aproximar

poOr sSumas y tenemos

= y{(0) (8) + [lim :A G(si.y(si))asiT(e)

n

donde s, 'son particiones del intervalo [t,a7l tales gque

lAn'-—-"O con N =——=bcn ..

Si

]

n

y(O) (t) + lim EA ﬁ(si.y(si))(e)asi

= y(0) (t}) + lim zé G(si.y(si))(t)asi

1

n

n

v(0) {£) + [lim Z, G(si,y(si))asi](t)

‘ t
= y(0) (t} + [f G(s,y(s))ds](t)
0

= y(t) (t).

8 c0O,t] tenemos

Ty(t)-y(8)](6)

@

1
r }m z,

n

t
[f G(s,y(s))ds](8)

G(Si,Y(Si))ASi](B)

‘‘‘‘‘‘
re)




= lim anG(si,y(si)) (8) Lsi

O

gsando (2.3), por tanto

y(t} (8) = y(0)(A) para 6<[ O,t)

si x¢A definida por (2.5), entonces la relacidn anterior

: ) t '

.. define x = y(t) para te¢Tl0,al por lema 2 y G{(s,y(s})(s)=
; i S . . . -

- f(s,x ) es continua por tramos lo gue implica la existencia

g de la integral

t

f G(s,y{s)) (8)ds

O

en el sentido de Riemann para toda tg[o,é'_[ y 8¢ [j-r,a'_!.
Sea tefo,al fijoy sea ( , n=1,2,... una sucesibn

de particiones del intervalo T0,t7 tal que Ig“;n’-——to con

—» @, entonces

t : )
fo G(s,y(s))ds = lim ZlnG(Si.Y(Si)).’.Si

esto es,

pa t
f !(f G(s,y(s))ds)(8)-(T.
- O -

nG(si.y(sin 55_1’ (6) |d9——»0



con n~—*>20, esto implica que existe una subsucesidn de par-

ticiones de Lo a la gue llamamoass tal que
n

t
'_'f G(s,y(s})ds7(0) -Tz, 5(s.,y(s.))zs.1(8)—=0
23 1 1 1"

0 n _ . _
W
c.d. para 8¢ [-r,al; por otro lado tenemos
| !
||r
_ u
: = . ' Fii}
° n - i
i
t E!!i
f 5(s,y(s)) (8)ds con n—sew '
© ]
y tenemos _ ﬂ
. |
t t m
f G(s,y(s))(8)ds = f G(s,y(s))ds(8) I
!
© 0 i
|
c.d. para toda t¢ [0,a] y 6¢<T-r,al. ﬁ
Por otra parte, de (2.3) se sigue que:' ."
]
r
0; 8§<Tl-r,0) 1;
!
|
6 |

G(s.y(s)) (t)ds;: # < [O.t]

.
f G(s,yf{s)) (R)ds = <
0 .

o

r

i
f G(s,y(s))(8)ds; 6 ={t,a] |
{ ;

0




t -
lo que demuestra gque 'rO G(s,y(s)) (8)ds es una funcidn con-
tinua de A ecl-r,a7, para t fija y por construccidn de ®(L,)

tenemos que

t
f G(s,y(s})ds(8)
0

es continua y la igualdad

t t '
f G(s,y(s)) (p)ds = f G(s,y(s))ds(8)
0 o)

se cumple para toda @¢T-r,a7.
Un ejemplo de una ecuacidn diferencial funcional que cum-

ple con III es el siguiente: Consideremos la ecuacidn

X(t) = x(t-1)

il

(3.1) Xx(t) oF ter—l,-%]

x(t) = 1; te[—-%,oj

y su solucibn en F—l,21.- B es =l espacio ¢(L,) como en el

1
caso anterior definidas =2n T[~1,27. Escogemos Ac:¢(Ll) como
el conjunts de las funciones continuas por la derecha en

[-1,27 que son continuas por tramos en [-1,0] y continuas

en T0,27, La solucibén de (3.1} estd en A y si definimos

1




ria

r21]

r3]

(47

r57

—
O
L2
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