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INTRODUCCION GENERAL € Sancw wmsnsgs | NATURALES
M GRANDEZ
Al comparar la manera de demostrar los teoremas de limites de funcio-
nes ; como se presenta en el libro "Calculo diferencial e integral" de W.A.
Granville (# 3 de la Bibliografial} en el articulo 20 , paginas 23 y 24 en

base al concepto de infinitésimo (articulo 19,pag. 22) y sus propiedades -

geometria analitica" de L.Leithold {# 7 de la bibliografia), vemos la gran
ventaja en sencillez y facilidad que-tiene la primera forma; y surge la pre-
gunta natural acerca de por qué entonces en la actualidad se usan tan compli

cados métodos como los de la segunda forma y han quedado en desuso los méto-

dos de la primera. ,
Los infinitésimos eran las herramientas fundamental de Leibniz; pero a

piﬁar de que le funcionaban muy bien, y por tanto, cobraron prestigio, nunca
pudo dar una justificacion de su existencia, ya que en los numeros reales el
lnico infinitésimo es el cero y por-tanto puede decirse que trabaja scbre la
nada. |
" En la presente tesis se estudia, dicho a grandes rasgos, los anteceden
tes historicos de los infinitésimos e infinitamente grandes, algunas de sus
visisitudes hasta el concepto actual en los Gltimos afios del siglo XX. R
En el capitulo I, se estudian algunos antecedentes histéricos de dichos
conceptos pasando a grandes rasgos por su evolucion a lo largo de los siglos

hasta el presente.

En el capitulo II se construye un modelo logicaménte fundado de un canm
po ordenadc extension propia de los'reales y por tanto no Arguimedeanc en el
cual sl hay, por consecuencia; &lementos infinitamente grandes e infinitesi-

mps; es un modelo que combina teoria de modelos y teoria axiomatica de conjun

tos , a diferencia del modelo original de A. Robinson que es el puro campo de

la teoria de modelos y por lo tanto mas abstracto ailm.

En el capitulo IIT se reproduée el modelo de Imaz-Carrion y al final se
da una fundamentacion en base al modelo explicado en el caplitulo II; y asi se
logra que no sea solo un modelo formal, sino que a partir de un modelo logica

mente fundado se hace brotar de manera natural.
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En el capitulo IV se construye, con el recurso de la existencia de nG-
meros naturales infinitamente grandes, una funcion no medible en el sentido
de Lebesgue y posteriormente se pasa a otro tipo de aplicaciones de estos con
ceptos a la solucion de problemas de fisica y geometria, involucrando comen-
tarios acerca de la vision de los conceptos‘de tiempo y espacio relacicnando
los con la discusion historica del capitulo I.

Finalmente, a manera de conclusiones, se dan muy pocas y mas que todo
se lanza una serie de interrogantes para reflexion futura; ya que la experien
cia del mismo concepto de infinitésimo e infinitamente grande nos hace ver el
cuidado que debemos tener en hacer conclusiones contundentes aventuradas como

sucedid en el siglo IX. con respecto al concepto de infinitésimo (I.5).
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CAPITULO I.- ANTECEDENTES HISTORICOS:

El concepto de magnitud infinétisimal hace muchos siglos que
"roba el suefio" a los estudiosos de la matematica ¥y ha sido uno -
de los factores de reflexidn e impulso de laz matematica misma, en

especial, de la época Helénica para aca. Veamos enseguida algunos

ejemplos:

Paradojas de Zenon¥*

Para muchos filosofos Griegos; como Platon entre otros, las -
paradojas de ZenOn no son mas que simples falacias y manifestacio
nes de la ignorancia del concepto fisico de movimiento relativo.
A continuacidn presento la reconstruccion hecha por Tannery y den
tro de un contexto que a opinion del también historiador F. Cajo-
ri". . . esta presentacidon hace que la imagen de Zendn pase de -
la q% ser un ignorante de 1las mas simples nociones de movimiento-

relativo, a ser la imagen de un formidable 1ldgico.

¥Zenon de Elea (siglo V A.C.) discipulo de Parmenides ( 540

A.C.) contemporaneos de los Pitagbdricos,

Segin Tannery, Zendn no intentaba negar la existencia del mo--

vimiento, sino que queria probar gue el moviemiento era imposible
si el espacio se concebia como una union de puntos, que tuvieran-
magnitud distinta a cero. Zendn se oponia asi a los ataques de -
los pitagbricos, que se habian lanzado en contra de su maestro —--
Parmenides, y arremetia en contra de la idea pitagdriéa que hacia
del punto "una unidad que ocupaba cierta posicidon en elfespacio”.
Tannery interpreta esta definicion como si los pitagoricos pensa-
ran que un cuerpo, por ejemplo, es la union de puntos, de la mis-

ma manera gue un numero es la suma (union) de unidades.

La posiciton de Zenbn'a este respecto es la de que un punto -

no es una unidad, un 1, sino algo "sin largo, ancho y alto". -—--




Muchos comentadores creen que Zendn presentaba sus argumentos en

forma de dialogowy esta es la manera en gque Tannery lo reconstruye.

Un pitagorico afirma que una magnitud finita puede considerar .

se como la union de partes indivisibles.

Zenon replica: "Admitiendo, como ambos lo hacemos, que con --

una cantidad se puede subdividir infinitamente, por medio de la -

biseccion, es evidente que esas partes se hacen mas y mas peque--=

fias; asi si hay un (Gltimo término, éste debe ser cero. Pero, en—-
tonces ,. la suma de tales términos indivisibles, que son cero, no

puede ser otra cosa que le cero mismo; y por tanto, tal cantidad-

no tiene magnitud.

&1 pitagorico dice: ;Por qué las partes indivisibles no han--

de ser diferentes al cero y tener una magnitud?

Zenon contesta: "Si las partes indivisibles tiene una magni--
tud, una misma magnitud y hay un numero infinito de ellas, enton-
ces, la suma de todas esas partes debe ser infinita. Por lo tanto

una cantidad finita no puede considerarse como la suma de sus par

tes indivisibles™.

Zenon continbia y presenta la primera de las famosas paradojas
de la que, al igual que las tres restantes, aquil Ppresentamos la -

version de J. Burnet que es un desarrollo de la dada por Aristbte

les.

Primera paradoja 6-de la dicotomia-

L “:"No.se puedélrecorréf un numero infinito .de’--
punto en un tiempo finito. Primero ha de reco
rrerse la mitad de la distancia total; a su --
vez la mitad de esta Ultima distancia; y, nue-

. . Al
vamente la mitad deé esta ultima’

4



Este proceso €s infinito asi que (si el espacio esta hecho de
puntosi hay un numero infinito de partes, que se pueden obtener -

por biseccion y no pueden recorrerse en un tiempo dado.

E1l adversario de Zendn replica que si bien es cierto gue la ==

subdivision puede hacerse una y otra vez, esto no implica que -=

haya tenido que realizarse y que por lo tanto es posible que la--

distancia haya sido recorrida en un tiempo dado.

Zenon contesta ahora con la segunda de sus paradojas:

Paradoja de Aquiles y la Teortuga: Segunda paradoja

Aguiles el héeroe legendario, el mas rapido de los humanos, --
compite contra una tortuga a la gue pretenciosamente le ha dado -

una“ligera ventaja; el héroe no es capaz de vencer a la tortuga.

rrAquiles primerco déebe llegar al lugar donde --
arrancd la tortuga. Para entonces, la tortuga
ha recorrido un pequefio trecho; Aquiles ha de-
recorrer este ultimo; pero para entonces la --
tortuga ya habra avanzado un poco mas. Aquiles
siempre estara mas cerca, pero nunca podra al-

n
canzarla.

Con esto Zendbn ha presentado un argumento en el que ya no se-
habla de subdivision, y en el que el intervalo de tiempo en que --
transcurre Ta accion se ha subdividido de una manera muy parecida

a como se hace con el "ipntervalo espacial" en el que ocurre la -

accion.

Su adversario pitagorico sefiala ahora que si es posible divi
dir un tiempo finito en un niumero infinito de partes, iqué, acaso

no corresponde a un instante cada posicidn sucesiva-del movil?
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En contra de esto Zendon lanza sus dos 1ltimas paradojas:

Tercera paradoja o paradoja de la flecha

[ X4
"Una flecha lanzada al aire por un potente ---=

-, Al
arco, en todo instante, esta en reposol

tf . . . . :
"Esto es, si los "instantes" existen, mientras la flecha vuélasy
3 tiene una posicion determinada en cada instante, pero esto implica

gue durante ese instante (recuérdese que estad considerando al ins-

tante como una unidad de tiempo con cierta magnitud) la flecha se--

a encuentra fija en tal posici®n, en el lugar que ocupa."

“ el pitagbri¢o contesta que cuando €l hablo de que el tiempo --
; era una suma de instantes, &l no dijo que el instante ocurria cuan
do la‘flecha se encontraba en algln punto de su trayectoria, sino-

que tal instante ocurria cuando la flecha pasaba de una posicidon a

la siguiente.

Paradoja del estadio

% Considérense tres hileras-de puntos unos deba-

jo de otros, como en la figura 1.%

A L., A L.

B .......... B ........ .

C ---------- C_,V ........ ol
Figura 1 Figura 2

Una de ellas, B, esta inmdvil, mientras que --
A y C se mueven en direcciones opuestas con —-
igual velocidad, hasta encontrarse en la posi-
cion que aparece en la figura 2. Lo recorrido
por C, respecto a A4, es el doble de lo recorri
do respecto a B; o, en otras pélabras, cual---
guier punto de C ha pasado el doble de puntos

de A que de B. Por tanto, no puede ser que un-

j instante corresponda al paso del movil de un--
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0 sea, Zendbn afirma que lo propuesto por su adversario no tie

ne fundamento, por que haria gue todos los movimientos fueran ---

iguales.

el movimiento de un punto de A al siguiente punto a la izquier

da requiere del transcurso de un instante.

el movimiento de un punto C al siguiente punto a la derecha -

requiere del transcurso de un instante.

Por ello 4 oo mueve relativamente a C con el doble de la velo -

cidad que su respecto de B. Por lo tanto,no es el paso de un pun-

to a otro lo que corresponde a cada instante, pues esto implicaria

quefuno es igual a su doble.

iGulp!, como dice F. Cajori, esta presentacion hace que la -
la imagen de Zendn pase de la de ser un ignorante de las mas sim
ples nociones del movimiento relativo (que es lo que séﬂmnclui-
ria, si la tiltima paradoja se tomara disociada de las demas, a -

ser la imagen de un formidable logico.

hay que aclarar que esta interpretacidn no es compartida por
la mayoria de los logicos y que muchos de ellos las entienden--

tal y como las hicieron Platbn y AristGteles; esto es, como sim-

ples falacias.

De lo que si no hay duda es que las paradojas de Zendn susci
taron una gran conmeocion entre los griegos, y gue, durante mucho
tiempo, el tratar de desentrafiar lo que habla detras de esas --
"falacias" impulsd el desarrollo del estudio de modelos aritméti
cos del tiempo y del espacio que hicieran posible una descrip---
cion adecuada del movimiento:. No es éste el sitio para desarro-

llar mas este punto,baste sefialar que no es sino hasta el Gltimo




tercio del siglo XIX en que se dan modelos aritmeticos del tiem:
po y del espacio ( los llamados nimeros reales) que reflejan--

adecuadamente la mecanica macroscoOpica.

En esta presentacion de ¥as paradojas de Zendon vemos entre
otras cosas, las profundas discusiones de la época acerca de la
presencia de los infinitésimos tanto en el concepto de espacio-

{;E1 punto tiene dimensiones no nula?) como en el de tiempo --

(sque es un instante?)

~~CONCEPCIONES FILOSOQFICAS Y SUS TIMPLICACIONES EN LA GEOMETRIA

La escuela de Abdera¥* desarrolla ideas en que aparecen las-
noc%gnes de infinitesimales o indivisibles. Esta_corriente de-
pensamiento mantenia que todas las cosas; aun el alma y la men-
te, estaban construidas a base de atomos que se movian en el —--
vacio, estos atomos eran particulas duras e indivisibles, todas
ellas cualitativamente iguales pero con un numero indefinido de
formas 'y tamafios,- todos ellos muy pequefios como para ser perci-

bidos por los sentidos.

Sabemos a traves de la mencion que de ello hace arquimides-
en el método, que Dembcrito fue el primer matematico griego
que determino el volumen del cono y la piramide. La manera como
llego a estos resultados la desconocemos; pero probablemente,--
lo hizo mediante la generalizacidon a cualquier piramide del re-
sultado acerca de la piramide cuadrada que seguramente aprendid
de los egipcios en alguno de los viajes que realizd por el Orien
te. El resultado para el cono. quiza 1o pudo obtener haciendo -
crecer el nitmero de lados de la base de una piramide poligonal-
inscrita en el cono. Por lo menos este tipo de ideas es del -
mismo corte que los que aparecen en la aporia que le es atri--
*¥Abdera.-ciuddd de Francia situada juito a 1a desambocadra del rio Nestos (Mesta), enel

Fgeo. Furdada a mediades del siglo VIT A.C. A pesar de ser Patria de Darberito,-
Arexarco, Protagoras v Hecaten, sus hebitartes tenlan reputacion de sinples.
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buida acerca de si son iguales © no las diversas secciones cir-
culares paralelas e infinitesimales que él consideraba que for-
maban el cono :; si fueran iguales, el cono seria igual al cilin
dro que 10 circunscribe; si fueran desiguales, el cono estaria-

formado por escalones.

- Dentro de esta linea, también puede citarse el método median
te el cual Antifon cuadra el circulo; consistente en "pasar al-
l1imite™ al considerar que el area del circulo era el limite de
las areas de los poligonos inscritos (cuando el nlmero de la--
dos se hacia "indefinidamente"grande }; lo cual equivale a de--

cir que la diferencia de areas entre el circulo y tales poligo-

nos se hace infinitesimal.

{Eudoxié, para evitar éste "pasar al limite™ usa el método -

exhaustivo.

3.— CAVALTERI,

el uso sistematico de técnicos infinitesimales para calculo
de areas y volimenes se popularizd con los trabajos "Geometria
de los indivisibles"™ (1635} y "6 ejercicios geometricos" {1647)

de B. Cavalieri (1598-1647)."

El método de Cavalieri consiste en establecer una correspon
dencia uno a uno entre los elemehtos indivisibles de dos figu-
ras geomé& tricas; si correspondientes indivisibles tienen la<
misma razon constante, Cavalieri concluye que las areas o voll

menes de dos figuras dadas tienen la misma razon.

En general, conocemos el area o volumen de una de las dos-
figuras por medio de la otra. Ademas, Cavalieri también in--
vento un método para calcular el volumen de un sdlido en ter-

. . , ba5udp
minos de sus secciones transversales, este metodo esta sabado—)
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; en un procedimiento formal para calcular lo que ahora podemos
: referirnos como "sumas de potencias de lineas". Este procedi-

miento condujo a Cavalieri a un resultado equivalente a la in

tegral
& n ClMT‘
] SFXOW“MH
0
Veamos dos ejemplos:
Calcular el area bajo y=xde x =0a x = a

Sea el AABC (r'e_cténgulo"Iso’sceles) segun 1la

siguiente figura:

(C. D . s C
1 Y+
y 0 e
| Eri A 1
ik a %EQ_X
: Ve
K B A B B

Bosquejando el método de Cavalieri para calcularég‘x
comenzamos con un cuadrado A B C D de lado a dividido en dos
triangulos por la diagonal A C

T,Siii_ﬁ'Y denotan las longitudes de las -secciones tipicas. PQ
y QR "de estos triadngulos congruentes, entonces X + Y = a asi -

que:

" :

B B B B
Z é: Z(x + y) = zx + Zy :ZZX
A A A A A
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B B
(=1 Sa-1e
-2 S 2
A A
Porque éia representa el area del cuadrado; por ser una suma
%

infinita de lineas de longitud a, grosor infinitesimal, hasta

compeltar el ancho a.

Inspirados en su idea de comparar figuras, para calcular el-
ey

rea bajo la curva Y = X2 de X = 0a X = a

La cual equivale~al volumen de la piramide de base 32 y altura
‘yYa que:EXZ es una suma continua de areas cuadradas de grosor-
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Y asi:
Y2 2 1.3
A=~ AX =3 (a®)(a) = 3 2 que coincide con el valor de lo
IR O
que actyalmente conocemos como Jax2dx
o

Procediendo en forma inductiva, Cavalieri utiliza el resultado

de 22152 par'a.obtener'zf_i3 y continda paso a paso hasta n = 9 pa-

ra luego inferir la férmulgé% x? = q0t ! que anteriormente ha
i a1 A y\-t-l

B P ioey L

bia sido obtenida por Arquimides por el método de exhausidon de -

Eudoxio y llevando a limite.

Durante las dos décadas siguientes a la publicacidon del pri--
mer libro de Cavalieri, los matematicos franceses Fermat, Pascal

y Roberval dieron pruebas m2s © menos rigurosas de la formula --

general de Cavalieri.

S k. a®*!

ay™idx =
O R+t




4 .- LEIBNIZ
Godofredo Leibniz (1646-1716) matematico Aleman que alrededor

del afio 1670 simultaneamente con Sir Isaac Newton (1642-1727) he-
chan las bases del calculo diferencial e integral (entonces llama

1 do calculo infinitesimal) y algebrizan las operaciones de diferen

ciacidbn e integracion.

Es tal vez Leibniz quien mas sistematicamente usa los infini
tesimos y los elementos infinitamente grandes, al estilo de los-

ejemplos mostrados en la:introduccion.

A Leibniz se le objetaba el no dar una justificacion logica
de la existencia de los nlmeros infinitééimos y los infinitamen®
te grandes; ya que en el conjunto de numeros usuales, el cero -
es @1 lnico infinitésimo y no existen elementos infinitamente -~
grandes; y por lo tanto,siileibniz trabajaba en base a .infinite-
simos, podria decirse que trabajaba sobre la nada; la Unica jus-
tificacion que Leibniz podlia dar era el hecho de que su metodo -

funcionaba y conducia a resultados correctos.

Newton en cierto modo trabajo con infinitésimos, ya que en-
sus calculos fisicos, cuando se presentaba una potencia de un-
termino pequefio, por ser mucho mas pequefio, la despreciaba en -
sus calculos y ya no las utilizaba; en la deducé¢idn de la formu
la del periodo del péndulo, para angulos pequefios usa indistin-

tivamente X y Sen. X (X en radianes).

Fue Leibniz quien introdujo las notaciones %%,y Sf(x) dx

que hoy utilizamos; en el caso de la derivada por ejemplo, en -

el libro de‘Granvillg se presenta la famosa regla de los cuatro

pasos, cuyo paso final indica g% = A§T9O g% gue para nosotros-

d - . . s .
5% no es un cociente, sino solo un simbeolo, mientras que para -
Léibniz %% es un cociente de diferenciales (infinitesimales) -
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en el cual al pasar AX (diferencia} de x) a dx (diferencia in

finitesimal), automaticamente, por la continuidad implicitamen-

te aceptada, AY pasa a dy.

En el periodo que se extiende desde 1715 hasta fineé de la-
Revolucion Francesa no se registra ningin momento de gran esplen
dor creador. Se trata de un momento de transicibn que explota,
por lo demas de modo muy inteligente,las conquistas del siglo--
X¥VII, sobre todo en los dominios del calculo infinitesimal. Es-
tas conquistas se abren indudablemente a importantes perspecti-
vas nuevas pero sin hacer caso de las direcciones decisivas que
les darén toda su significacion en el siglo siguiente. Puede -
decirse que fué la “época del alemidn Euler (1707-1781) quien -
invadid practicamente todos los dominios de la matematica y lle
ga a %u culmen a mediados del siglo.

5.— SIGLO XIX.
"La Sepulturd!de los Infinitésimos:
Conocida es la caracteristica de la matematica del siglo --

XIX, cuyo arranque empieza alrededor de 1la salida de la revolu-

cion francesa; se impulsa el desarrollo de la axiomatizacion  ,-

generalizacion y el concepto de estructura -abstracta. Las mate
maticas, bastante disgregadas hasta entonces, se empiezan a%§ --
reorganizar de acuerdo con perspectivas mas fundamentales que -
han de llevar, si no a una unificaciénrqompleta, si, al menos ,-

a poner claramente de relieve la verdadera naturaleza de sus di

ferentes dominios y de sus relaciones.

Debido al rigor caracteristico del siglo, el esfuerzo por--
aritmetizar el cizlculo y la falta de fundamento ldogico que Leib
niz daba al uso de infinitésimos e infinitamente grandes, fué -
siendo gradualmente sustituido &) uso de infinitésimos por el -

criterio E)éﬂ

L
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En el prologo del libro "Teoria Axiomatica de Conjuntos" de
Jeslus Mosterih se comenta que en el siglo XIX se hizo una pro--

funda depuracidon de las matematicas, eliminando "conceptos fan-

tasmagbricos” como los infinitesimos.

R.I.P. infinitesimos.

6.- SIGLO XX.

"l,.a Resurreccion de los Infinitésimos"

Asi como al sepultarse a una persona muerta a causa de males

cardiacos queda al incertidumbre si estaba realmente muerta, ya
que en ocasiones al exhumarlos se han encontrado signos de que-

estéba viva, a-algunos matematicos del siglo XX los inquietaba-

el hecho de que condéptos, gque tan sencilla:zy eficazmente ha --
cian surgir los conceptos dél cliculo, estuvieran sepultados.

El matematico norteamericanc Abraham Robinson al hacer estu
dios sobre teoria de-modelosy-empieza; a partir de 1a decada de
los 50, a construir un campo con propiedades casi en todo igua=>
i les a las del campo ordenado de los reales, excepto en la ardui
ﬂ medanidad, y que por tanto en €l si hay infinitésimos lOgicamen
te fundados dando origen al llamado "analisis no estandar" y ——
lograr, en cierto modo, la"resurreccion" a una "nueva vida"™ de-

los infinitésimos que habian sido sepultados en el siglo XIX.

La - construccionde uno de tales modelos,su uso practico y
al gunas de sus aplicaciones es el objetivo de los siguientes -

capitulos.

CAPITULO IX

‘Construccion de un Modelo de Analisi no Estandar.

Desde que se inicio la discusion de la obra.de Euclides, --

"Los Elementos", ya desde la proposicién 1, se encontr®o gue --
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daba por hecho 1la continuidad de lineas (rectas y cincunferen --
cias), sin que hubiera algun axioma o postulado de donde pudiera
deducirse, seguramente lo. daba por hecho en base a la intuiciOnj
por lo tanto, en el proceso de analisis, depuracion y complemen-
tacibn de la obra de Euclides que culmino el siglo XIX con la --
Geometria de Hilbert; fuée necesario afiadir entre otros, el axio-

ma de Dedekind y el axioma de Arquimides gue juntos equivalen al

axioma de continuidad.

El axicma de Arquimides aplicado a segmentos de recta signi-

fica lo siguiente:

;

Dados los segmentos AB Y CD con LB - y j(fﬁ): b de tal-
manera qgue aib? sucede que al superponer consecutivamente segmen
tos@de longitud a sobre CD, lléga el momento en que la longitud-
del segmento obtenido por la union de los segmentos de longitud-

a en la forma secuencial antes mencionada, es maybr que b; o sea

que, na>B para algln natural n; graficamente:

b

Como los nUmeros reales estan en correspondencia biunivoca--

con los puntos de una linea recta, al enunciarse este principio-

a los numeros reales, queda asi

PRINCIPIO DE ARQUIMIDES:

"para cualesquiera dos ntmeros reales positivos a,b; tales que

a<b, existe un nimero natural n tal que na’ b,

i
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El sistema de los numeros reales, por ser un campo ordenado-
en el cual se cumple el principio de Arquimides, se llama "campo

ordenado Arquimedeano™ 0 "campo ordenddo arquimedeanamente™

Por otro lado, hay un importante teorema algebraico que afir

ma:

TEOREMA 1. |
"Los reales son el maximo campo ordenado arquimedeano, salvo

isomorfismo"

Mientras un campo ordenado sea arquimedeanc, no puede conte-
ner infinitésimos, ya que si por ejemplo, |a|<§: por peglUgfio que
sea § , para algin ne|N; sucede que n|a|>§ ¥ poi tanto |a|>% pa-
ra glgﬁn natural n, y por tanto, no puede haber infinitesimos.

Por tanto, segin el teorema antes mencionado ara que un --
H h b ?
campo ordenade T pueda tener infiniteésimos, es necesario que T -

sea,_en cierto modo una extension propia de R; o sea, debemos

- P
poder "sumergir R en una superestructura T.

* En la siguiente seccidn, iniciamos la construccidn de una
superestructura ¥R de R; que conserva; en cierto sehtido; las --
"mismas" propiedades de campo ordenado completo que posee R, en
el cual hay infinitemismo e infinitamente grandes, dentro del --
contexto de la teoria axiomatica de conjuntos con uso de lengua-
jesde primer orden y de orden superior, ya gue el trabajo origi-

nal de A. Robinson se hizo dentro del contexto de la teoria de -

nedelos.

2.~ DEFINICION DE LA ESTRUCTURA R Y ALGUNAS DE SUS PROPIEDADES.

Las primeras versiones del anilisis no estandar se basan en
la formulacion de las propiedades de R que pueden formularse en

un lenguaje de primer orden)esto significa, dicho brevemente ,~-
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que el uso de cuantificadores en el lenguaje formal se permite -
sblo sobre variables con valores en los reales. Sin necesidad de
ir muy lejos en nuestro analisis, descubrimos la necesidad de un
lenguaje mas rico, en el cual pueden formularse expresiones ta -
les como "para todos los conjuntos no vacios de nlmeros natura--

les . . "™ o "Existe una funcion continua . . . ". En este --

sentido, tambiénes bueno. observar gue alin algunos de los axiomas
del sistema de los nlmeros reales pertenecen a un lenguaje supe-
rior; por ejemplo, el axioma de completes de Dedekind involucra-

cuantificacion con respecto a pares ordenados con numeros reales

(cortadﬁras de Dederkind).

Por eso usaremos el marco de la teorlia axiomitica de conjuntos

én términos de la cual puéde desarrollarse la teoria de los nime
ras reales. E1 lenguaje "formal” sera un lenguaje de orden infe-

rior cuyas constantes seran conjuntos y n&meros.

Denotemos po R, como es usual, al conjunto de los numeros --

reales; definimos inductivamente los conjuntos:

Ro_:.R v RaFy = P(U;¥)R~R ); cen n = 0,1,2, . . . donde

P{x) = conjunto potencia de x; y asi ::

fa
R -\Unr>0 Rn
A .
Los é€lementos de R se llaman las entidades de la superes--
y
tructura -- R . Los elementos de Ro =z R .se mencionan algunas
veces como los individuales (o individuos)de R.
o

Asumiremos que un par ordenado ﬁg (a,b) se define¥ en-el senti

do de Kuratowski por (a,b) ;ﬁ@@,b%%y las eneadas (a,a2 - e,

an) se definen inductivamente por {(a) = afga, - - -, an) =

LI an-1),an).

. , — entadas . .
Se sigue inmediatamente con las enedeadas y conjuntos de ene-

de.tl—é ~
deadas son e@ntidades de R

P



Las operaciones algebraicas de R , pueden definirse en ter=

minos de relaciones definidas por ternas ordenadas como sigue:

/\
ab = ¢ si y sbolo si (a,b,c)le P& R vy
”
a+b=c siy sbélo si (a,b,c)€ESeR

y la relacion de orden es una relacidon binaria. De esto se sigue

que los axiomas y propiedades de R pueden expresarse en términos
A
de ciertas entidades de R.

Las entidades de Rn - Rn~-1 (N>1) se llaman de rango n en R.-

4 los individuales se les asigna el rango O,' y por tanto, al con
junto vacio le asignamos rango 1, ya que. gbé [ﬁo y Ccomo ¢C}Eo) gﬁeb?,

y por tanto 9 € R, - Ro.

-~
5i qf:r*C{g[R , entonces el rango de a es el nlimero natural-
mas pequefio n tal que :.ag Rn. También es facil ver que si a,, -
o
Ay . , anejR , el rango de (a,, . . . , an) = max (rango: de a,
y
rango de as, -.. . , rango de an) + ;(n-—\)
)
~

Algunas propiedades conjuntistas menores de R se resumen,-

para referencias: posteriores, en el siguiente lema:

.. Lema 2:1

i) R, C R para todo asp>1.7
0N R -
. 11)Ub£h_&umhpara todo n>1

iii)
Rke\?\nﬂ para todo nggn ¥y para todo n>0.

iv) Si"XeY¢R (n>1), entonces X€Ro\J Rn-1.

v) Si (x,, ., Xn)€ Y& Rp (p>1), entonces x, . . . , Xn€&

-~
LKOUIRP-I . En particular, si una entidad\PEﬂQes una rela-
2| (Fy) (x,y) eyl R
J

cion binaria, entonces su dominio, domt\p_‘, :{
y su rango , rany :{y-l (Fv) (x,y)é\y% eﬁ_



DEMOSTRACION:

- ¥
i) Si ¥Rp, entonces X U§—1 )?k , y asi XCuQ _ O}Rk
=0 -
para todo c; >.p -1; por lo tanto , XéP(UPZ_D}RR ):Kgﬂ
para todo q + 1 2 p.

ii) Para n>1, REnC Rn + 1, y ya que Ro es disconjunto-de todo
i . n —
Rn (n>1) se sigue que para todo n»1 tenemos Up:olﬂk—IEnUf?Zn_

1ii} Ya que por ii) tenemos que Ry ﬂPaU}RV\ (O_‘:kéh)
}‘(_U\L‘H obtenemos que Py € P(Iﬁo'\)[ﬁm): R+
iv) Si ye fRn,- (n¥1), entonces y . Ro U R n-1, y como
X¢y, entonces x€Ro U IRn—1 _
v) Si (x.1 . . ., Xn)é\/éﬂzp (p¥»1), entonces

& -

2 (Xl’ - . .,Xn)é'Eo U Rp- Por tanto, {Xﬁl{xh (:};2; o .Xn)gzé
Ro UiRp~) = JRo U P(’E"U'Rp‘?’-> y esto implica que
XlemOUIP\P-J—C’EOU]RP'! , ¥ similarmente para las entidades

5+« o+, Xn.

En nuestro desarrollo haremos uso frecuente del lenguaje 106-=

gico, para lo cual hacemos las siguientes especificacionespara -

un:. lenguaje logico L.

i) Conectivos: A para "Y", V para "O" inclusiva, V para"Q"
exclusiva,~—> pero condicional™ si . . - entonces " = para
implicacion "... implica ...", &> para la bicondicional "si y-
stlo si",g‘;} para la biimplicacibn, ~ para negacidn "no" o -

"ne es:qcierto que L

ii) Las variables: Una sucesidon infinita contable sera usual-

mente denotada por X,Y, . . . con o sin subindices

“ruy g
Yol

iii ) Los cuantificadores: (F-)-existencial. y (¥.)-universal.




iv) Paréntesis: ( ),[_ _] ,{ } , usadas para agrupar
formulas como en matematicas.

v) E1 predicado basico :€ selee ". . . es miembro de

1"

" . . .pertenece a . .
vi) Constantes extraldgicas : (0 .simplemente constantes}

Este eg un conjunto de simbolos para el cual es suficiente -
ser puesto eﬁ correspondencia uno-a-uno con las entidades de la-
estructura que esta bajo consideracion. Este conijunto de cons--
tantes es generalmente infinito pero fijo. Ademas, las constan--
tes se denotan usualmente por letras Romanas con o sin subindi--

ces, sobre todo de las primeras del alfabeto, y otros simbolos -

ta%gs como los numerales 0,1,2,

Aqui supondremos que el coﬁjunto de constantes de L es puesto
en correspondencia uno-a-uno con todas las entidades de la estruc
tura ﬁ e identificaremos de ahora en adelante las constantes de L

~

con las entidades de ® y asi consideraremos a R como parte de L.-

Si tal identificacion ha sido establecida, entonces nos referimos

a ﬁ como una L—estructyra.

. . .. ~ .
La interpretacion del predicado basico& de L en R sera la re-

lacion de pertenencia de la teoria axiomatica de conjuntos.

De las fbrmulas atdmicas<€ 3, donde los 'simbolos=<Xyfl pueden-
denotar constantes y variables , las formulas bien formadas (fbf)
se obtienen en etapas sucesivas'por la aplicacion de éonectivos——
y cuatificadores. Al mismo tiempo se introducen los paréntesis -
de tal manera que la formacidon de la formula queda determinada --
sin ambigliedad. Ademas agregaremos a la terminologia que en las-
T ny'\f] i [(31 \f] v se llama el "campo" del cuan
tificador y en todas las fbf que pueden formarse de estas por las

posteriores aplicaciocones repetidas de conectivos y cuantificado--

res.



R

Unavariable X en una fbf V se llama libre si X no esta en -
(3%} o (VX) o en el campo de un cuatificador en V. Una fbf-
se llama sentencia si todo variable esta en el campo de un cuan-

tificador, en otro caso, se llama predicado. Una fbf V en L se
dice gque esta en forma normal precedente (fnp), si en la forma--

cion de V de formulas atomicas los cuatificadores se aplican des
pués de los conectivos, esto es, si los conectivos estan en el-
campo de todos los cuantificadores . En simbolos, V = (g x n§)

V4
(qx1) W , donde (q.) denota ya sea (J-)o(¥.) vy W es una

fbf =sin cuantificadores.

Uno de los resultados basicos del calculo de predicado infe-
rior establece que toda fbf es equivalente a una fbf que esta en
fnp. '

@ |

Para nuestro proposito, so0lo consideraremos los fbf de L que
tienen la propiedad que todos Ios cuantificadores son de la for=w-

ma " (Vx) [_D(GA]:} <" y "H;{)[D{é—Aj/l“sj " donde A es -

una entidad -de R y los llamaremos fbf admisibles. " Por lo tanto-

una fbf es admisible siempre que el dominio de cualquier cuanti-
ficador que ocurre en ellaes una entidad especifica de ®. E1 --
conjunto de fbf admisible de L sera denotado por K = K(L)} y el
subconjunto de K de todas las sentencias admisibles que se cum-—--

e " )
plen Cgh R sera denotado por Ko=Ko(L).

Observemos que todas las afirmaciones en analisis que tratan
con nlmeros, conjuntos de nlmeros, relaciones entre nlmeros, re-
laciones entre conjuntos y numeros y otras que cumplen en R, pue

den expresarse como sentencias admisibles de L que estan en Ko.

Por ejemplo, la sentencia de Fio.

(V a }(Vb )(V c)[_a,b,cé@&i%?(a,b,c):;Pib,a,c[]expresa que-—

el producto de reales es conmutativo.




Cualquier ¥L-estructura *Tﬁ) en la cual la L-estructura en -
la cual L-estructura ﬁ puedé "sumergirse" propiamente y para la
cual todas las sentencias admisibles de'a que se cumplen en R,--
con adecuada interpretacion de los simbolos en ﬁ también se cum-

A Ed
plen en *¥{R} se llamara un modelo no estandar de orden superior-

DE R. £n ese caso, el conjunto ¥R de individuales de *(R) es --
un campo totalmente ordenado del cual R es un subcampo propilo.--
Pero *(R) no es la superestructura determinada por *R. En efecto,
si A=P(R), entonces bajo la inyeccion de ﬁ?en *(ﬁ) esta constan-
te no denotara el conjunto de todos los subconjuntos de *R como-

podia esperarse al principio sSino so0olo un subsistema de P{¥R).

3.~ MODELOS DE ﬁ QUE SON ULTRAPOTENCIAS.

&

Empezaremos por recordar algunas definiciones y resultados -

elementales de la teoria de filtros.

Si I es un conjunto no vaclo, por un filtro N sobre I enten-

demos:

3.- ‘4 es cerrado bajo intersecciones finitas.

"-‘(VP)(VG)[BF CCONFeR 1 ]J=> GeF ]

En par‘ticular') ?‘,:#¢::>Ié}_

. — - T
Un filtro q;, se llama mas fino que un filtro"h;i('hgif bl)
siempre que F€ (Fl implica F (—_‘K-E.

Esta relacion ordena el conjunto dde todos los filtros sobre

I y el filtro-{l} es el elemento mas pequefio.
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Un filtro'h se llama un ultrafiltro siempre que no esta pro--

piamente contenido en cualquier oOtro filtro, o sea, 1los ultrafil

tros son los elementos maximos del conjuntos ordenado de filtros.

En relacion a ultrafiltros, tenemos la siguiente importante-

caracterizacion:

"Un filtro & es unFultrafiltro si y s0lo si para todo
. = e
FCI, Feho T-de'h.

La anterior afirmacion es facil ver gue es equivalente a:

"Un filtrohes un ultrafiltro si y sélo si:

Si fj Fi¢ B (Fi€I,i = 1,2, . . ., n), entonces Fi& §
V=) ~ . . < ~ . ..
paqumenos un indice i, y asl, es en si misma una caracteriza--

cion del concepto de un ultrafiltro.

Un filtro se llama J- incompleto, siempre que existe una se-
cuencia Fn€ ® (n=1,2,...) tal que ﬂ:z] FM¢TE—-3
y un filtroﬂTsellamaé&pompleto siempre que no esd-incompleto. -
Un filtro se llama libre - siempre que(\( F: E?é’ﬁ'hzgﬁ. No se--
conoce la existencia de ultrafiltrosd-completos libres.

Este problema se conoce como €l problema de la medida de Ylam..
Es facil ver que un ultrafiltrod-incompleto es libre; esto se si

gue del siguiente resultado.

"Un ultrafiltrcﬂkesélincompleto si y solo si existe una par-
ticion contable. { In/n = 1,2,...3 del conjunto I sobre el cual-

se defineW de tal manera que]ﬁ#ﬂ(para toda n=1%1,2,...".

De este resultado junto con el lema de Zorn se sigue ahora -

que sobre todo conjunto infinito, existe una gran cantidad de ul

trafiltrosélincompletos.
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Ahora nos dedicaremos a describir una estructura gque es una

fa ¥
ultrapotencia de R.

Sea I un conjunto infinito, sedY un ultrafiltrod;incompleto
de subconjuntos d% I y sea {In/n = 1,2,...} una particion con-
table de I que satisface Inéflpara toda n=1,2,... gue se manten-

dra fija.

~
Por RI denotamos como e5 usual el conjuntc de todos los ma-
- - . s P
peos de I en f. Existe una inyeccion - natural a —y ¥z de R en R

A
definida por *a(i) = a para toda i€ I, eso es; R se identifica en

I

~ - . - -
RI por los mapeos constantes. Los predicados basicos fdefinidos

P
"—" y "e" de R pueden eXxtenderse a ﬁr por medio de las -

siguientes definiciones?® -dependientes.
Definicion 3.1 8i a,bE:’ﬁI , entoncés a =qb siy solo si -
$1 /7 a(i)= b(i)}e‘ﬂy a ¢ b siy sdlo si %_i/a(i)é b(i%{”u_

Como consecuencia inmediata de que If%%i , tenemos €l hecho

_ -~ !
de que si a,b & R, entonces a=sb si y sdlo si a= qo*b, y a€lp si
"

noy Mg " de R. "En aras -

y sblo si ¥a € g*b, de ello se sigue que las relaciones "

y "€a" son -extensiones de "—
de la simplicidad mantendremos de ahora en adelante la notacion-

n para ﬂw_____‘f_u‘ " y "'é " para ll‘e;ul‘l.

original "——

Con el fin de justificar 1la definicién}vamos a demostrar que
para todo a,bé}ﬁr sucede que a=b o no (a=b) (a#b), y también se-

cumple que aeho no (aeb).

Ya que la demostracion para ambos casos es la misma, Unicamente—-~

lo verificaremos para "——".

Si a,bé€ ﬁI , entonces definimos:

v.=¢i/a(i) = b(1)3 y U2=$ k(i) ¢ b(1)3
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De lethjl =TeU se sigue de la propiedad basica de un
ultrafiltro que U1 & "U b ﬂs ¢ ”U 0 U! ¢"'Ll Y U;_i éﬂ]

eso es, por definicidn 3¥1, se cumple que a=b O afb.

Teniendo justificada la definicidén, podemos justificar ¥ la-

sugerencia de que las relacicnes " n,oorEen" en se compor
tan como la igualdad y la pertenencia conjuntista respectivamen-

te.

Ya gue los individuales de ﬁ no tienen elementos pero di-
ferentes de ¢yeso es, la teoria de conjuntos en ﬁ se basa en --
un conjunto de los llamados urelementos , la igualdadde conjun-
tos en términos deg& se leeria Ma=b" si y sodlo sia%Fybgcc para-
todo € & %I_ Pero esto puede ahora verificarse inmeq&§tamente—

observando que si a=b y ae(, entonces‘\]1:{iéﬂi):bﬂgiljezii/a(i)e
clif €U implica por las propiedades de filtro queTL[ﬂLelly asi
ieU,NVr implica que b(iléc(i), eso es, b&c. Recirpocamente, -
tenemos que a,b&-ﬁ? entonces ae{X|X:Q_ X & ﬂr}: {%L implica que
bei%, eso es b=a. Que la relcion de igualdad, como se definiG-
en 3%¥1, es una relacion de equivalencia.es inmediatamente claro.
Que satisface la regla de substituciodon eng o sea: (Ya) (¥b) (¥c)
(Vd).[[_aebj/\[a: 5_]/\]13 = ﬂ:pE I3 dj puede verificarse en la misma--
manera por el uso de las propledades deqi.

- R P
¥ és1 puede verse gue cada una de las propiedades de R se-
- ”~
cumplen en R-+.

. . _
Supondremos gque .1os elementos de ‘ﬁ] estan identificados de-

manera uno-auno con las constantes de un lenguaje formal *L.

Ademas, suponemos que *L tiene dos predicados basicos"——"
(igualdad) y ”E-"(pertenencia) las cuales se identifican con las
Al
relaciones correspondientes de R. Por lo tanto, obtenemos una *L

-estructura ﬁl-cuyo conjunto de sentencias verdaderas depende deQI‘
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Se distinguira una cierta subestructura de nuestra ¥L-estruc

tura de la cual mostraremos gue satisface, en cierto sentido, las

sentencias de Kg.

En el siguiente lema, enlistaremos para referencia posterior,
A - . . -’ . fa Fad
algunas de las propiedades basicas de la inyeccion as¥a de R en RI.

LEMA 3.2

g

ii) Si a, beﬂ{ entonces acC b implica gque *ac ¥p
iii) Si a,be'ﬁ, entonces aeb sSi y s0lo si Fae*b

iv) Para todo aeﬁ, tenemos *{al = {"a}

. * - @ -
v) 8ia,, ,ane R, entonces (U121 a;) =\J;.q1 *ag,
, % n Lo n %, e %
o Cr)icy al)'ﬂiﬂﬂl} {aT,...,an}_{aT..., an})
*(a1, ..,an) = (*a1,...,*an),- y *((a1x...xan} = *a,[x...}c*e an.
- A >
vi) Para todo a,b& R, tenemos ¥(a-b) = *a-*Db
vii) Si bGZIR\ es una relacion binaria, entonces #¥(dom b) = dom b¥%,
P
*(ranb) = ran®*b, y para todo a€ R tenemos ¥(b(a}) :{YI'('BX)

(x&a A (x,y)eb)} =% b(¥a) =$¥| (Fx) (xe* anlx,y) ¢#b)

DEMOSTRACION:

Sblo probaremos vi), ya que las pruebas derl‘os demas son simi
lares. vi) Si Ce¢#* (a-b), entoncesU,:%_ifC(i)E— a—th‘u implice, -
usandoU CU2 _.% ile(i) e agéau queCe®*a vy usandoU C J 4 =
{1|c b}ém #a el cual, ya que?l es un ultr'aflltr*o, es equi
valente a {1[(: Eb}é ‘“b, y asi C & *a-*b, para el reci-

proco, st¢lo invertiremos el pr’oceso.

DEFINICION 3.3

\e. Ay .
Una entidad de *L-estructura Rl se llama interna siempre que

existe un nlmero natural n>0 tal que a¢& ¥Rn.
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Una entidad interna a se llama una entidad estandar siempre que
faN
existe una entidad b € R tal que -a=%*b. —fodas las entidades--

gue no son internas se llamas externas.

E1l conjunto U&Eo *Rn de todas las entidades internas se lla-
ma la ultrapotencia de ﬁ con respecto al ultrafiltroy se deno-

tara por ¥( R,

-~
LaflJ- ultrapotencia de R se denota usualmente porﬂL-producto
A A ! .-
R pero qul no emplearemos esta notacion.

A R

-~
Observese gue el mapeo a->%3 de R en R sumergeren la sub

Fal
estructura #{ ﬁj de Rl.

“lLa nocibn de rango sSe extiende inmediatamente en las entida-

des internas.

Una entidad interna ae¢ ¥ (R ) se dice seﬁk}ango n(n21f -
siempre que acg *Rn -#Rr~1; y las entidades de ¥ R = * Rp se di--
cen ser de rango 0. Las entidades de rango O también se nombran
como los indivicuales de ¥ ( R ). Por medio de esta definicion,

el conjunto vacio *¢jtiene rango 1. Si a es no vacia e interna,
entonces ag¥*R_ para algbn P»0, y asi, por definicion 3%1, te-
nemos queU :{ iT ali)e Rp%écu E_ntonces{i{i] r‘angosﬁ(i):k»g =
U<, implica , usando el hecho de qué&{es un ultrafiltro, --
gue existe exactamente un indice n tal que 0<n< p yL}T%y?ango -
s(i)::f%(ﬂl . Entonces, para todo f,GYJ) tenemos a(i)é%n Jﬁn—1,

% > '3 2 o
y asl a ¢ ¥ (Rn-Rn-1) = *¥Rn- %Rn-1 {lema 3.2 VI}, esto es, rango
a = n.

. ~ ~ .
Si a=*b, b& R, es una entidad estandar de *{R } , entonces su --

rango es invariable.




Ahora nos preguntamos si puede haber entidades internas que
4 -, .
-no’.son estandar; come consecuencia de la hipotesis de que el --

ultrafiltro®l es d- incompleto, tenemos:’

TEOREMA 3.5

Vs
Existen entidades internas que no son estandar. En efecto,-
A a
si a€&R es una entidad que tienet®Bfinidad de elementos, enton-

. ~
ces existe una entidad bg¥a tal que b no es estandar.

DEMOSTRACION:

Debido _a que a es un conjunto infinito, existe una sucesion
%bn|h: 1,2,...3 de elementos de a tales que bnz# bm para toda-
n,m = 1,2,... y n#m. Sea b el mapeo de I a i@ tal que b{i) =bn

para todo ie€In (n=1,2,...) Entonces be&*a pero b no’es igual-
a algin elemento estanddr de ¥ ( R }, v esto demuestra el teore
ma.

Las entidades internas en ¥ ( R ) pueden también caracteri--

zarse como sigue:

"Una entidad a es interna si y sblo si a es un elemento de--

una entidad estandar™.

Para ver esto, solo necesitamos mostrar que si ag¢ *b, 'bG’ﬁ ,
entonces a es interno. Ahorﬁ,'ael hecho de que b(&ﬁ , Se sigue
que b&€Rn para alguna n, lo cual implica que bci'RngRn-1, v asi
por lema 3.2 (V) , a& *bC#RDU*Pn—1, lo cual implica que =-%-—-
ae-*RQLP%n—1, hecho que muestra que a ées interno.

fahora, en vista del teorema 3.5, nos preguntaremos acerca de
la naturaleza de las entidades que son elementos de entidades in
ternas, como 10 muesta el siguilente teorema cuyog PeCiQFOCOEﬁO/ES—

. .
clerto comé~veremos mas.adgelante.



TEOREMA 3.6

Si a¢ b& ¥Rn (n>1), entonces ag ¥Rn-1, eso es, los elementos

de una entidad interna son internos.

DEMOSTRACION:

De bE&®Rn se sigue quétgig ilb(i) ROL}Rn—{E:{iI b(i)&R@éﬂ,
y asi, para i€ tenemos a(Il)€ RoV Rn-1. Por lo tanto , por el
lema 3.2(v) y definicidon 3.7, a ¥{ Rg \J Rn-1) = *Ro U ¥*Rn-1, y

asi la prueba concluye.

-~
Como en el caso de la L-estructura R, llamaremos una ¥L-fbf-

admisible siempre que todos los cuantificadores que intervienen-

en ella son de la forma "( 'V x) E [xe al=> ...j".y "(FX) -]_

[BH%A/L.J", donde a es una constante que denota una entidad de R

Una fbf admisible de *¥L se llama interna siempre que todas -
las constantes que ocurren en ella denotan entidades internas.--
Una-fbf admisible de *L se llama estéhdarmsiempre gue todas las-
constantes que ocurren en ella denotan entidadesgstéhdar. Por -

lo tanto, uan fbf estandar es interna.

&l conjunto de todas las sentencias internas de ¥*L sera deno
tado por ¥K = ¥K (¥L), y el subconjunto de todas las sentencias-

- A ” AT
internas que se cumplen en *( R ) serag denotadog por *Kg = ¥Kq

(*L).

Si V es una bf admisible de L, entonces su ¥-transforma *V

se define como esa fnf estandar de ¥L la cual se obtiene de V por

sustituir en Vtodas las constantes, digamos ay---,ap, que ocu--
rren en *ijlﬁv;vﬁﬂp pero respetando las variables y paréntesis.
‘FD-‘ a\)--') aP

Probaremos gue la *- inyeccidon tiene la siguiente propiedad-

importante:



TEOREMA 3.7

Sea V = V{x ,...,xp) una L-fbf con las variables libres Xq-ons
x_, sea A :%_(x cox M (x, GQ/SV(X e X fgdonde 2 es una
p . 1 P A P
entidad arbitraria de R. Ehtonces Aé—R ¥
¥4 = %}y],...,yp)](YT,..., yp);g*a,q £y (yT"“’ng.
DEMOSTRACION:

Que A R es trivial (lema 2.1). si V = V(x1,..., p)&kl..,qg
es atomica, eso es, V tiene la forma (XT""’ Xpr@ys e .agle oo
(x],..., p=17 aj..., aq)&xp con posibles permutaciones de las va
riables, entonces el resultado se sigue inmediatamente de la de-
finicion 3.1. £En miras de demostrar que el resultado se cumple-
para todas las fbf V de L sin cuantificadores,tenemos que demos-
trar que si¥cumple para dos de tales fbf V y W, entonces también-
se cumple para EV/\ﬁ] y[oiﬂ. Como es bien sabido, esto debera--
tener cuidado de todos los conectivos logicos. Supongamos que —-
A o= {(x1,..., xal(x1,..,,xp)e-*a AN\ *Y (x1...,xp%, entonces, .te

nemos que mostrar que:

- {}x1...,xp)| (x1,...,xp)e-*a A *V(xT,...,xpjh dondé -
B =a-A. Ya que, por lema 3.2 (vi), ¥B = ¥a3-¥A y de aqui se sigue
el resultado. Supongamos ahora que V = V (XT""’Xp’YT""’yq)
YW =W ({x,,...,%x_, zT,...,Zg) son dos L-fbf sin cuantificadores

para las cualées. se cumple el resultado, y - sea:

Ag’ 1y--- 1311---:Yd1211'-"Zr‘)I(}E_—:{)---,Xp1y1’---,YQ1ZTr-°-;Zr,)

=} /\[V/\bagentoncesA:{(x1,...,zr‘)[(xq,...,zr)ea/\\fif]_
i('x.l,...,zr')] (35:1,...,21")6&/\ ng esto implica, por lema 3.2
(v), que *A = *{.._gn*&_..gizi(x1,..., zr) | { 1,...,zr)éfﬁa/\EVA“a§

y asi el resultado se cumple para todas las fbf sin cuantifica--

dores.
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Para fbf admisibles con cuantificadores usaremos: induccion
sobre el numero n de cuantificadores.Para n=0, es el resultado
inmediato superior.Supongamos ahora que el resultado se cumple

para todas las fbf admisibles con nd menos cuantificadores.Sea

V una fbf admisible con (n+1) cuantificadores que estan escritos

en fop (gx n+1)...{qy} Wix, ,..., xn+1,y1,...,yq), donde W:no
tiene cuantificadores y yi,...,yq son las variables libres gque

ocurren en V. Sin perdida de generalidad podemos suponer gue

(gx n41 } es el cuantificador existencial” (3 X e ) ya que en
otro caso consideramos s« V. Denotemos por b el dominio de G)‘nﬂ)
Entonces ya que V es admisible, b £ B. - Sea

B= {((yr ,-..,yp ), Xmt 1/((y , -..,9p ), Xnw )€ axbA (axn)
oo laxg ) W? dondé-a &R, Entonces,por la hipotesis de induccion

y el lema 3.2 (v), obtenemos que:

*B=@{((Y. oo ¥g )y xXewt) /Uy 4., ¥p )y xntl EFax¥b A (qxp)
...(qx,)*w]
El dominio de 13 relacion binaria B es e%;conjunto A:i-(y, .

yp)/(y| y---¥yp ) € aA(3 xmg)(xnﬂﬁ b A (axg ). .. {ax, )W)}’
El dominio de la relacion binaria'*B es, por lo tanto , elconjun
to {(y. ¥ /AT eV )€ Fa A (T xnbr ) (xoir €D A (dgyp)
cotax mY = fiyy ey /(L yp 1B FANTY

'Entonces, por el lema 3.2(vii),obtenemos el resultado deseado, - -

€350 eS:*A:{(YI 7"-2Y§ Y/ (y, 1Y P )é *aA*V} '
Ahora probaremos el teorema fundamental acerca de ultrafil

tros al cual en adelante nos referiremos como el T.F.

Teorema 3.8

A , ‘
*(R) es un modelo no“estawddr de orden superior de &
eso es, una sentencia admisible V de K(L) se cumple en R si ¥

solo si ¥V se cumple en *ﬁi), y R es "sumergido" propiamente en

= (f) .



Demostracién:

El teorema 3.5 nos dice que la "inyeccidn" a-»*a de ® en *(ﬁ)
es propia. Tenemos que demostrar si VE&K(L) , entonces V€ Ko si
y solo ai ¥V éf&p. 5i V no tiene cuantificadores, entonces se si-
gue inmediatamente de la definicion 3.1 supongamos que V€ K tiene
la fnp V=(g¥w ) ...(gxy )W,donde W no tiene cuantificadores.Nohay
perdida de generalidad en suponer que {dyy ) es el cuantificador
existencial (jzcn).Entonces V&€ Ko (L) es equivalente a "El con-

junto A:{xn /xm€ aA (qx n-¢ J....(qx' )W.;L@", donde a es el
dominio de (3 xn). Entonces ,por el teorema 3.7 y el lema 3.2(i),
vemos que A£ d es equivalente a *A:{ X /Xo EFa N (qxn-p ... (3%

¢ ,1o0 cual es en si equivalente a¥% 0.
*w} SEg 1 1 ] ival By & ¥K

& Un importante aspecto del metodo del analisis no estandar:
es el uso 'del T.F. repetidamente para transformar los enunciados

verdaderos de R en enunciados verdaderos acerca de las entidades

internas de *(R).
Para ilustrar esto-daremos algunos ejemplos referentes a la teo-

ria de conjuntos de .



Ejemplos 3.9

i) Los individuales de  son los "urelementos" de la teoria
de conjuntos de R en el sentido de que aung ue son diferentes del
conjunto vacio # , no hay entidades de ﬁ‘que son elementos de in-
dividuales. Esta afirmacion puede expresarse por la siguiente lis
ta infinita dé sentencia de Ko.

(Vx)(V‘y)[X€ﬁ]ABf € ijz%ENY%X:I » n=0,1,2,

Del T.F. concluimos que *Ko contiene las siguiente lista de
sentencias. :

() (¥ xéx RJ/\ [Y@ * Rn]:}[’w vy &€x ], n= 0,1,2,

En palabras , no hay entidades internas gque son elementos de

los individuales de *(ﬁ).
ii) Uno de los axiomas de la teoria de conjuntos establece que

la mnlon de los elementos de un conjunto es un conjunto. para la
teoria de conjuntos de'ﬁ esto significa que Ko contiene la siguien

te lista infinita de sentencias::

(V2L z€rn 1AL vy&Ra] A (¥ ) [ x € RyID[[xé€y]
&£ (Fu) [u;ez] A[:xg u]]
Por lo tanto, del T.F. tenemos el siguiente resultado.™la union
de los elementos de una entidad interna es una entidad interna.
iii) El1 axioma del conjunto potencia establece que para todo
conjunto existe un conjunto cuyos elementos son los subconjuntos
de este conjunto. por lotantQ)Ko contiene la siguiente lista'infi-
nita de sentencias.
(¥x) [ xe Bnld=( E-y)[[_ ye fintil A (¥2) z€rn]D[[2 €7]
'49212i1b=1,
Entonces el T.F. implica que el conjunto de todas las entidades
internas que son subconjuntos de una entidad interna es una entidad
interna. iv) E1 lema 2.1 (v) establece que el dominic y el ran-
go de toda entidad de ﬁ'que es una relacion binaria ,es una entidad
de ﬁl Esto nuevamente puede exXpresarse por una lista infinita de

sentencias de Ko.
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(Vo) beBn)s 3 200 zeralA W[ x€ rnals>
[[xe Z:l]%‘y(‘a‘y)f; y€ Rﬂ]A(x,y)fb]](n:?,,é,...), donde Bp denota
la entidad de todas las relaciones binarias de rango<n. E1 T.F.
implica que "el dominio y el rango de cualquier relacidn binaria
interna es interna”.
Otra observacion de importancia es que si beﬁ es una rela-
cion binaria, entonces cualquier propiedad gque b posee y que puede

expresarse por sentencias de Ko también se cumple para *b. por
"si b es una relacion de orden o funcion o relacion de

ejemplo,
equivalencia , entonces ¥b es una relacidon de orden o funcion o
relacion de equivalencia. Si beﬁ bien ordena su dominio , enton-

ces ¥b bienordena su dominio en"el sentido de que ‘todo subconjunto
interno no vacio del dominio de ¥b ,tiene un primer elemento.

V) De los axiomas de la teoria de conjuntos se sigue que la
im%gen de un conjunto bajo una relacidn binaria, es un conjunto..
Por lo tanto, en ﬁ se cumplen las giguientes afirmaciones. Si
b €R es una relacibdn binaria y aéﬁ., entonces {y/ (Fx)(x€aA (x,y)
él))}éﬁ. Debido a que esto puede expresarse mediante sentencias

de Ko, entonces al .aplicar el T.F. concluimos:

"La imagen de una entidad interna bajo una relacioéon binaria inter-

na es ‘interna”.
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Uno de los problemas del andlisi no estindar es decidir si
ciertos conjuntos de entidades internos o no. Como hemos visto en
las secciones anteriores,unc de los metodos usados para decidir
tal cuestion involucra al T.F. , probando que el conjunto en cues
tidn viola una cierta propiedad que deberia poseer, de acuerdo al

T.F.,si hubiera sido internoc.
Otro resultado util y de mucha ayuda conrespecto a esto,es el si-

guiente teorema

Teorema 3.10

Sea V :me,...,x,‘) una fbf interna con las variablés libres
.,Xm,y sea a€* lﬁ) una entidad interna.Entonces el conjunto
é(x‘ s . Xm/(x! ...)(w)?a\/ﬁ(‘ yor o X p )} es interno.
1 No. .
%,(-’{l . }‘)(,,,)/(XU...J XH)GAA V(Xl} }X,,, g es int
Demostracidn
51 V no tiene cuantificadores,eso es, V=V{(xy ,...,X4 , a, 1o

)d%%é los’gonstantes que ocurren en V las cuales , por hipotesis
dgnotan entidades internas. Dado que a es interna, se sigue inme-
diatamente que el mapeo i3E (i) :{ (xp ,--.xm}/(xg ,...X ) E€a (i) A

(HynVn D G8@lJles un mapeo de T a Rwn para alguna n, y asi determina
una entidad interna que denotaremos por E. Entonces,es facil ver

que E:-{(x. yeesXm) /Xy ,.-,%n )€ a V} . Esto prueba el re-
sultado para fbf internas sin cuantificadores. Pra fbf internas en
general usaremos otra vez induccion sobre el numero de cuantificas=
dores . Por lo tanto supongamos gque el teorema se cumple para fo-
das las fbf internas con<n cuantificadores Sea V= (gxw#l)...{qx, W
una fbf interna con las variables libres Yis---,¥p - No hay pérdida

A
de generalidad al suponer que (qxpnasy ) = ( Fxwe1) con dominio b€ *(R

Ya que b es interna se sigue de la hipdtesis de induccidn que la re

lacidon binaria.




~a7 -

B= {((y,*,”.,yﬁ), Xp4f}/ ((Y;,n-,Yﬁ),ZXm+l)-€'aXb A qlxn)
qlx. 1) Wiy, ,...,yp,xv\’q&)}
es interno, y asi por el ejemplo 3.9 (iv) ,su dominio (viy.-.,yp)/

(Yar---,¥R) €a A(F Xe) (gxe) ...(gx1y ) w}es interno , y
con esto termina la demostracion.
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4.— E1 SISTEMA DE NUMEROS REALES NO ESTANDAR *R

El conjunto *R de individuales de laGb(——ultrapqtencia *(ﬁ) de la-
superestructura ﬁ, dondeau es e5 un ultrafiltroé-fincompleto, tiene}de—
acuerdo al T.F. las mismas propiedades que R, en la medida en que -

pueden expresarse por sentencias de Ko.

Ya que R es un campo totalmente ordenado y que es facil ver —
que esto puede expresarse por sentencias de Ko, se sigue que *R es un
campo totalmente ordenado. La inyeccién a —>*a de R en *R sumerge R-
en un subcampo de *R. En miras de simplificar nuestra notacién, deno
taremos las extensiones de las operaciones algebraicas y orden por los-
mismos simbolos al pasar de R a *R. Por lo tanto, a+b= ¢ en *R signi-
fica en términos de ‘U que{ i/ali)+ b'Ii)_-‘-C(‘jgzlfgmo una ilustracién, el —
enunciado que afirma 'la relacién de orden "< " ordena R totalmente -
puede expresarse por la siguiente sentencia de Ko. (VX) (Vy)L x eRAyeR]-_—>

l;x <y]V [X =y:l\l [X) y] , ¥y asi como se menciond antes,Csigue -
del T.F. que la extensién de la relacién de oreden de *R ordena total--

mente a *R.

"El elemento unitario €€*R tiene la propiedad de que para todo -

-1
O:I{'YE‘R, *r{*r) = e)y asi € =*1, donde 1 denota el nimero real uno.

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante identificaremos
R con el subcampo de los numeros estandar de *R, Y sentiremos libertad

de escribir RC*R.

El valor absoluto |T]de un nimero real r&R definido por IM=Y siem-
pre que r o lel =-r cuando r £ o, puede considerarse como un mapeo
de R en R: g_r/ré'R/\ r> o% (conjunto de los reales no negativos). La
constante de L que denota este mapeo se extiende, al pasar de I,R\ a *(/R\)
a un mapeo *|+-| de *R en *(RY) el cual, de acuerdo al T.F., tiene la
propiedad de que *}|a| =a para todo *R3 a 20 y *|a| =-a para todo
*Ry a4 o. Tambien en este caso eliminaremos la * notacidén y escribire-
mos \a\ para denotar el valor absoluto de un numero real a & *R. Simi-
larmente, escribiremos max (a,b) y min(a,b),a,bé *R, para las exten-
siones *max (,) y* min (,) de los mapecs max (r,s) y min (r,s}) de

R x R en R respectivamente.

Ay Simrfadwatw e el 4?9‘}'6 de opiNacioves . ﬁdtma's) azb en™R
stywifica s (Jate) £h( e —
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Denotemos por la constante S un subconjunto de R. entonces al pasar
a*(R), *S denota un subconjunto de *R el cual es una entidad estandar y
la cual porﬂ\ﬁ.F. tiene las mismas propiedades que $ en la medida en que
puedan expresarse por sentencia de Ko. Mas presisamente, la subestructura
*(@) de * (/ﬁ'), donde /5\ denota la subestructura definida por 5 ,es un mo-—
delo no estandar de ) (ultrapotencia). Sobre las bases del lema 3.2. (iii)
y la presente notacién, escribiremos con libertad SC*S. Ademas, por el le-

ma 3.2. (), S$=*S si y solo siSes un conjunto finito.

Si la constante N denota el conjunto de numeros naturales R, eso es
N, denota un conjunto de ntimeros de *R el cual, de nuevo tiene las mis-
mas prbpiedades de N en la medida en que pueden expresarse como senten-—
cia de Ko. Mds presisamente, * (/1‘}) es una ultrapotencia que produce un

modelo no estandar de orden superior de la aritmética.

Del teorema 3.5. se sigue que *R es una extensién propia de R, Iy
a51') de acuerdo a un resultado de dlgebra (mencionado en la introduccidn
de este capitulo) que afirma que todo campo arquimedearﬂ;.'\f’ero *R tiene -
las ptismas propigflatccl\sos que R y R es Arquimedeano. Examinaremos esta

aparente paradoja, de que R sea Arquimedeano puede exg’(risarse por la si-

quiente sentencia de Ko: Y_V\eltﬂ = T % 11 @([\i_é/ﬂ/
A x) (Y [xe R}/\%W}f\j\&fo\‘ ,9y asi por el T.F., la si-
guientg afirma:(ié% se cumgle parf‘ *R (Vx)}tn) T_x & *ﬂAE& *a-’-")
Enxi 1 @‘—?—Exc;_ s €50 gs) rquimedeano con respecto a *N. No es Arqui-

medeano en el sentido del metalenguaje, eso es, si @(a & *R, entonces

existe un numero natural n en el metalenguaje tal que, a 1,en —_veces +.
(9(1+-90+Q>t'

Hasta ahora, sélo hemos considerado propiedades de R y su extensidén

expresable en lenguaje de primer orden.

Ahora examinaremos unas pocas de propiedades de R que son del tipo

de orden superior.

Propiedad de Completés de Dedekind

Todo subconjunto no vacfo de R que estd acotado superiormente tiene

una minima cota superior (Sup.}
Como esto puede expresarse facilmente por una sentencia de Ko, la

cual contendrd un cuantificador universal cuya variable representa subcon

P S
M-t ssovoifo oouw Gwb LavAo i ulitewww C[,u-ﬁ’ K[R 25 Wo-
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juntos de R; entonces, por el uso del T.F. se sigue que *R satisface la
propiedad de completés de Dedekind, o sea:
4.1 Todo subconjunto interno no vacfo de *R que estd acotado

superiormente tiene un sup.

Ya que *(N) es un modelo no estandar de orden superior de la arit-
mética, se sigue que bajo la interpretacién adecuada del T.F., el modelo
*(N) satiface todos los axiomas de de Peano. Por ejemplo el principio de
induccibén que estable que todo conjunto no vacio de numeros naturales tie-
ne un primer elemento, que es una propiedad de orden superior de ﬁ, tie~
ne que ser interpretada en *(ﬁ) en el siguiente sentido:

4.2 Todo subconjunto interno no vacio de *N, tiene un primer
elemento:

Del teorema 3.5 también se sigue que *N-N #¢@ . Méds precisamente,
probaremos que existe un '"nimero natural” w € *N tal que [vle Whpara todo
Y¢R. En efecto si w(i)=n para todo i€In(n=1,2,....), donde, {In} de-
nota la participacién de 1 tal que In 6'.!‘u,para toda N=1,2,..., entonces W
es un mapeo de I a N con la propiedad que para todo 0<YEN, el conjunto
%_i/@'{i)<_r\é¢, y asi w g *Ny |7l 4w para todo'fé R. Esto prueba, en base a
quem es J—incompleto que *N contiene un nimero que es mas grande’ que
cualquier ndmero real positivo} ese es un numero que podria llamarse infi-
nitamente grande. e
Resumimos-algunos de estos resultados siguienteg:

4.3 Definicidn
"Un nimero real a € *R se llama finito, siempre que existe un nimero real

estandar §<{f¥¢€ R tal que |aj<r. Un nimero real a ¢*R que no es finito,
se llamard infinito.
Un ndmero real a € *R se llama un infinitesimal (o infinitésimo) o -
infinitamente pequefio, siempre qeu lal {r para todo @<reR". '
Aqui cobra pleno significado y fundamento la terminologia de Leibniz
El conjunto de todos los niimeros reales finitos de *R: se denotard
por Mo y el conjunto de todos los infinitésimos por Mi.
Obsérvese que RCMo, MiCMo y RN MLT_“-%O%, eso es, § ("nulo") se con-
sidera también como un infinitesimal, es el tnico infinitesimal estandar.
Un ndmero real a & *R es infinito si y sélo si |al>r para todo Qe¢r
R. Por lo tanto, el nimero natural w definido arriba es infinito. Su re-

- ’ - - [ » ¥ #
ciproco, por lo tanto, es un infinitésimo. Mas generalmente, un niumero
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real 07’a &*R es un infinitésimo si y solo si su reciproco es infinito:

El siguiente teorema sirve para determinar alos nimeros naturales{ aies:
4.4 Teorema .
Un nimero natural n &€*N es finito si y solo si n es un numero na-

ral estandar. En simbolos, *N/{\Mo=N.

Demostracidn
Es obvio que N¢ Mo. 5i n € *N es finito, entonces existe un nmimero

real estandar 6<. r ¢R tal que n<r.
Por lo tanto, Ko contiene la sentencia:

(Vx)[_xé N]::) [x< r]@[x:l]\f Y_x:%\/...\l [_x=P] , donde r y p son
constantes y p:[r] es la parte entera de r. Por lo tanto, por el T.F. obte-
nemos que n=l¢n=2 o ....0' n= r , y la prueba concluye:

Por lo tanto, lds ndmeros naturales infinitamente grandes estan da-

dos por *N-N; los cuales comunmente los denotaremos por letras griegas
como w, con o sin subindices.

El mapeo r-[r] de RT a NU %BZ , donde Lr]denota el mayor entero no
negdtivo menoy o igual que r se extiende al pasar de R a *(Jﬁ) al mapeo
*[.] de *(R) a *N Uﬂﬁz. el T.F. si sigue que para todo 0<a ¢ *R, w770

*[ales el mayor entero no negative menor o igual que a. También en este

caso eliminaremos la *-notacién y simplemente escribiremos [a] para la

parte entera de a.

Ahora haremos una discusidén acerca de las propiedades de los niime-
ros finitos de *R.

Es fdcil ver que Mo es un subanillo de *R, y de hecho,es un domi-
nio entero, o sea, Mo no tiene divisores de cero. El conjunto de 10: i‘nfi-
tésimos constituye un subanillo de Mo con la propiedad de que si h - mi y
y a € Mo, entonces ah¢ M1, eso es, M1 es un ideal en Mo. Es ficil ver
ademds que M1 es ideal mdximo. En efecto, observe qtie si ac Moy a¢ Mi,
entonces existen nimeros reales positivos Vi ,Y1€R tales que BLry & \a] T3,
y asi ! ¢Mo 1o cual muestra que cualquier ideal que contenga a Mi propia-

O

mente debe contener el elemento 1 de Mo y por tanto todo Mo.

Si a,b&£*R y a-b es infinitesimal, entonces dremos que b estd infi—
nitamente cerca de a y escribiremos a= 1b.
Considere el anillo cociente Mo/M{. Entonces, ya que M1 es un ideal

mdximo en Mo, el anillo cociente Mo/Mi es un campo. &nvelacion a esto:
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4.5 Teorema
El anillo cociente Mo/Mi es orden isomérfico a el campo R de los

numeros reales estandar.

Demostracién:
Primero observemos que si A es una clase lateral en Mo médulo M‘lj

entonces A no puede contener dos nimeros reales estandar diferentes

Ya que, en ese caso IrI - r.,_,le ,» ¥y asi 5 # r implica por de-

Y Ty
y se obtiene una contradiccién. Es-

finicién 4.3. que \r:l - aléjrl - r}l
to muestra que R es un subcampo de Mo/Mi. Para completar la prueba
tenemos que demostrar que a todo a € Mo corresponde un numero real es-
tandar, el cual es entonces el tnico tal que a-r=,0. Para este fin obser
vese que si a € Mo, entonces los conjuntos D:{r/ré.—R/\ rf_a’g y D'=R-D de-
finen una cortadura de Dedekind (D,D') en R. Sea réR el nidmero treal...—
en R 'que determina la misma cortadura (D,D'). Entonces, mostraremos
gue a=ir.A Si no, entonces por definicidén 4.3. existe un nimero real po-
sitivo §L ¢ €R tal que la—r‘?_E . Si ayr entonces \a-r|z{implica que r+
%-_ <Ha, y contradice el hecho de que a y r determinan la misma corta-
¢

dura, &imilarmente, si r > a, entonces r--_j_-> a da origen a la misma

contradiccién. Por lo tanto Mo/Mi es orden isomdrfico a R y la demostra-
cién concluye:
4.6 Definicidn
El orden homomorfismo de anillo de Mo sobre Ro con nitcleo Mi se

1lamard el homomorfismo de la parte estandar y se denotard por St.

4.7 Teorema
T Seab)y

i) St{a+b)= st(a)+5t(b)78t(a)5t(b) y St{a-b)=5¢(a)-St(b), V¥ a,b& Mo.
ii) Si a,b& Mo, entonces a<b implica St(a)=St(b)
iii) st(lal )= \St(ai, St(mdx (a,b) lmdx.(St(a), St(b)) y St(min(a, b))
— Min(St(a), St(b)) para todo a,b & Mo.
iv) St(a)=0 si y solo si age Mi
v) Para todo estdndar r€& R, tenemos St{r)=r
vi) Si a €Mo y St(a)Z.0, entonces |a =,5t(a)
vi i) Para todo a,b&Mo, tenemos a=;b si y sbélo si St(a)=St(b}
A las clases de. equivalencia (1atera}5) de Mo con respecto a M1 se
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/
se acostumbra llamarlas Monadas. Las mc’;;r,'adas se denotan por M(Y),Yéﬂz.

Por tanto, en particualr,M(0)= M1.

5.- Definicién y Propiedad de algunas entidades externas

Ya se establecié que el reciproco del teorema 3.6 no es necesariamen-
te cierto, o sea, un conjunto de entidades internas no es necesariamente
interno; por otro lado, tenemos ya definidos algunos conjuntos de infividua
les tales como *N-N,Mo, Mi,M(r),reR. Ahora surge la pregunta natural de
si estos consjuntos son internos o no. Para ello sguiremos el siguiente
prbcedimiento. Supondremos que cada conjunto en cuestidn es interno y
mostraremos geu viola alguna propiedad que debfan poseer en base a la

suposicién de que es interno y a la T.F. Asi:

5.1 Teorema

Los conjuntos no vacios *N-N, Mo, Mi,M(r)(re R}, y el conjunto' de

numeros reales infinitamente grandes *R_= *R-Mo son todos externos.
(-

Demostracién:

Supongamos que *N-N es interno. Entonces ya que *N—N:gﬁ (terema

3.5) tenemos por {(4.2) que *N-N tiene un primer elemento, digamos w, .
Pero el conjunto dea numeros naturales infinitamente grande no tiene un
primer elemento. Asi, si W& *N-N, entonces k-l-l(W para todo R eN, esto
implica que W-{&*N-N, 'y asf Wo-{<{Wo lo cual prueba que *N-~N no tiene

primer elemento. Por lo tanto, *N-N es externo.

Supongamos que el conjunto Mi es interno. Ya que M*l;égé y h& Mi im-
plica |h[< |, se sigue de (4.1) geu Mi tiene un sup, digamos, a.. De O€
Mi, se sigue que a, > 0. Ademas aojéM‘l ya que M4 contiene otros elementos
diferentes de cero. Pero entoncesf_j"/,} es tamiben un sup de Mf y se obtiene

asi una contradiccidén, asi es que MI es externo.

Similarmente, en base a (4.1) podemos mostrar qeu Mo es externo.

x
Si *Rg = *R-Mo es interno, entonces también Mo=*R-R, es interno y

se obtiene una contradiccién. Por lo tanto, *Ry, es externo.

Ya que los mapeos de translacién son internos, se sigue inmediata-

mente del hecho de queM(O) es externa queji(r)aU(O) +r (r&R) es exter-
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no, Esto completa la prueba.

Observaciénegs:

i) Si DCMi es internc y no vacfo, entonces, de acuerdo a (4.1} tiene
un sup. La demostracién anterior muestra que el sup es un infinitésimo.
Similarmente, el sup de un conjunto interno no vacio de nimeros finitos es
finito. El inf de un conjunto interno no vacio de numeros infinitos es por
supuesto infinito.

ii) La operacién "parte estdndar”" es un mapeo de Mo a R. No es, por lo
tanto, un mapeo interno. Ya que, si fuera interno entonces de acuerdo al
ejemplo 3.9(v) su dominio Mo deberia ser interno lo cual contradice al teo-

rema precedente y concluimos que la operacién '"parte estdndar" es una

operacidén externa.

5.2 Teorema

Si AET%\, entonces el conjunto *A——{*a/aelﬁ7 de todos los elementos no

estindar de *A es o vacio o externo,, y en el ultimo caso, el conjunto

%a@ae Arg es también externo.
Demostracidn:

Si Aéf{\, entonces *A- i*a/aé A75= ¢ si y sbélo si A es finito. (teorema

3.5 v lema 3.2 (v) . Supongamos, por lo tanto, qeu A es infinto. Enton-

ces existe un mapeo f uno-a-uno de un subconjunto de A sobre N=§L1’2""Z~
Si B=*A—5ifa/a Az) es interno, entonces B{}dom (*f) es tambien interno

(teorema 3.10). Por lo tanto, por el ejemplo 3.9(v), tenemos que *N-N=*f

éf’ugedom*f) es interno, lo cual contradice al teorema 5.1 y la prueba con-

5.3 Definicidn
V . A L3 - -

"Un conjunto D de entidades internas de *(R)} se llama *-finito siem
pre que exista un numero natural we€ *N-N y un mapec interno un-auno de
D sobre el conjunto interno {1,2,.....,»1’@ . En ese caso, diremos que la
cardinalidad interna de D es w o simplemente, que D tiene w-elementos".

Si D es *-finito, entonces es claro que su cardinalidad externa es al
menos Ko «

5.4 Teorema
Todo conjunto *-finito de entidades internas es interno. Un conjunto
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*_finito de numeros reales tiene un elemento maximo y un minimo.

Demostracién:

Ya que, por el ejemplo 3.9(v), el dominio de una funcién interna es

interna, se sigue inmediatamente de la definicién 3.5 quf un conjunto

*—finito es interno.
5i D es un conjunto *-finito de numeros reales, entonces, por la sen-

tencia de Ko que establece geu todo conjunto finito de numeros reales de R
tiene un elemento mdaximo y uno minimo se sigue del T.F. que todo conjun-
to *-finito de niimeros reales en *R tiene un elemto mdximo y uno minimo;

lo cual cmpleta la prueba.

6.- Teorias de Limites

Como un primer ejemplo ilustraremos qué clase de efecto tiene la

teoria de numeros infinitamente grandes e infinitamente pequefios sobre la

teroria de los limites
6.1 Teorema
& — .
Una sucesion Sn n= 1,2,.... en R es acotada si y solo si *Sw es finito

para todo W¢E *N-N.

Demostracién:

Esto se sigue inmediatamente de la observacidén que sigue al teorema
5.1 a el efecto de que el sup de un conjunto interno de niumeros finitos es
finito. Por lo tanto, si (ran*S) CMo, entonces ‘*Sn\f‘_a para todo n¢g *N y
algdn a¢Mo, eso es, \SnIéSt(a) para todo n €N, y la prueba concluye.

En el sentido cldsico de sucesidn .‘:‘:1‘1/11:1,2,..:}J se dice que es
convergente con limite S si y sdlo si:
(*) Ni)[ Bdi_e'R]:}(}x)\‘_xé !ﬂ/\(\-}y)[y & NA xi_y]‘:)D Sy—S\é E] .

En andlisis no estdndar se dice mds intuitivamente asf:

6.2 Teorema
Sea i&‘m/n:l,Z,...} una sucesién de numeros de R, y sea S&R.

Entonces lim, Sn=S si y sdlo si *Sw_para todo w ¢*N-N.

N3
~ 5

Demostracidén:

Supongamos primero que lim,_ Sn= S. Entonces, de la sentencia (¥) de Ko

la siguiente es una sentencia de Ko.

(V'X)]:xeN/\xﬁ nj=> |sx-5£¢, donde£>0 y neN.
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son constantes. Por lo tanto, se cumple la siguiente *L-sentencia:
(Vx) | erNaxsn ] Fox-5]< &,

En particular, para todo w & *N-N tenemos que \*Sw—Sléﬁ. La Gltima
afirmacién se cumple, por lo tanto, para todo ¢>0, eso es, *Sw=1S para
toda w& *N-N.

Con el fin de ver que la condicién es suficiente observamos que si
es una constante que denota a un ndimero positivo de R, la siguiente sen-
tencia se cumple en *(R). |

Fy) Ly e*Nl/\ (Vx)[_ x& *NAy ¢ {l—:’.) ]*Sx—S]dE . Asi, necesitamos
tomar para y lunicamente un nimero natural infnitamente grande, Obsérvese
que esta sentencia es la *-transforma de la sentencia.

Gy)[ygN]/\ (‘v"x)l: x&e NAye x}:‘? \Sx—S\Cf_, y asi por el T.F. se
cumple en R. Esto significa que existe un indice n.&N tal que \Sn—SlQpara
toda n>n . Ya que esto se cumple para todag¢>0), obtenemos que lim _ Sn
=S y la demostracidon concluye: |

- La condicién *Sw=1$ para toda we& *N-N es equivalente a St(*Sw)=5
parg todo w €& *N-N.

El teorema 6.2 también nos dice inmediatamente que si el limite exis-

te es dnico. Ademds, el Teorema 6.1 muestra que toda sucesidén convergen-

te es acotada:
El criterio de Cauchy para la convergencia toma la siguiente forma:

6.4 Teorema
Una sucesidén iSn/n:l,Z,....} de numeros reales de R es .convergente si y
solo si *Sw:i*Sw‘ para todo w, werN-N:

Demostraciodn:

Del criterio de Cauchy \Sn—Smféipara todo n,m suficientemente gran-
des, de lo cual se sigue como en la prueba de Teorema 6.2 que la condi-
cién es necesaria. En miras de probar que la condicién es suficiente, en
vista del Teorema 6.2 uUnicamente es suficiente que *Sw es finito para todo
w ¢ *N-N. Para este fin, supongamos que existe un numero natural infini-
tamente grande Wo € *N-N tal que *Sw, es infinito. Definimos el siguiente
conjunto A= in /ne*NA]*Sw —*Sn]d?de ndmeros naturales. Del Teorema 3.10
se sigue que A es interno. Ademds, por hipétesis, *N-NCA. Si neN es fi-
nito, entonces \*Swo‘ < \*SWD —‘Sn’+ \*Sn\EMo muestra que n%A, y asi A=*N—N}.
contradiciendo el hecho de que *N-N no es interno (teorema 5.1), y asi

*Sw es finito para todo w & *N-N.
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7.- CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

Sea f una funcidén valuada en los reales de una variable real que es
td definida en (a,b)cR. Al pasar a *(R) lafuncién f se extiende a una

funcién *f cuyo dominio de definicién es el intervalo (*a,*b}c*R y con va
lores en *R. Ademds tengamos en mente que el T.F. implica que *f sa-

tisface en *(R) todas las propiedades de f en la medida que pueden ex-
presarse por sentencias de Keo.

Por ejemplo, si para algin a<x,<b, lim{__j_xaf(x)= L, entonces la si-
guiente sentencia pertenece a Ko.

(VO] §<€eR= I Be€R]A (¥x)[ xeRA@ < d}z)j]f(x) L|< £]

Usando los mismos métodos que en la prueba del teorema 6.1, obtene-

mos inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 7.1
lim x»x, f(x)=L si y sélo si *f(Xo+h)=4L para todo OzheMy

En particular, f es continua en Xo si y sélo si *f(Xo$h)=f(Xo)
para todo h€ My, eso es, equwalentemente st(*(a) )= f(s-t(a)) para todo
ae*R tal que st{a)=Xo. :
La derivada de f en Xo existe si y sélo si

lim f{Xo+h)- f(Xo)
h=0"h

existe. Por lo tanto, por teorema 7.1, f es diferenciable en Xo si y sblo si

existe una constante L&R tal que

* f(Xo+h)-*f(Xo)
T h =4L

para todo Ofh€ M;. Como debiamos haber esperado, la derivada de una

funcién diferenciable es la parte estdndar del cociente de infinitesimales

Af _ *f(x+AX)-f(X)
AXx  AX ¥

donde /A X5#0 denota un infinitésimo.

Si f es diferenciable en Xo, entonces f es continua en Xo, ya que,,
de * f(Xo+h)-f(Xo)=4hf'(Xo) para todo O+héMy se sigue,usando hL=40, que
*f(Xo+h)-f(Xo)=;0 para todo heM, |

Una funcién real f definida sobre un intervalo arbitrario es unifor-
memente continua siempre que para todo 0Lt&R, existe una constante
OéiéR tal que lf(X)-—f(y)lf.‘(para todo x,y & dom f y |x—y}¢oe.’ Al pasar a
*{R) obtenemos inmediatamente el siguiente criterio para continuidad uni-

forme:
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Teorema 7.2
"Sea f una funcidén real de una variable real. Entonces f es uni-

formemente continua si y sélo si *f(a)=4*f(b) para todo a,bédom. *f y

a=ib"
De los resultados anteriores, puede ahora obtenerse el famoso teore-

ma de Heine. .

Teorema 7.3 (Heine)
Sea f una funcién real de una) variable real definida sobre el in-

tervalo cerrado y acotado x‘,f_x £ xl-) X, ,xJeR. 51 f es continua, enton-

ces f es uniformemente continua.

Demostracidn

Sean a,b€*R gque satisfacen x, < a,b4X, y a=;b. Entonces
a,beMyy x=5t(a)=5t(b) satisface X,£X £X,. Ya que f es continua tenemos,

por el teorema 7.1, que *f(a)=if(x)= ’;_f(b), y asi *f(a)= %f(b), eso es,
por el teorema 7.2, f es uniformemente continua.
Asi como los conceptos de limite, derivada, continuidad y continui-

dadguniforme de funciones han sido abordadas con los métodos del andt-
lisis no estdndar, asi son abordables muchos otros temas del andlisis;
éstos bastan como ejemplo.

En el capftulo 4 ahondaremos mds en estos conceptos y otras apli-
caciones. :
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CAPITULO 11T

MODELO DE IMAZ-CARRION

1.- Introduccion:

Al definir la adjuncidn de un elemento a a un campo F,denota

do por F(a),"visto de fuera" no es mas que la minima extension de

F que contiene a a como glemento, 0 sea,
Fla)= no&eI{Kd_'/Kd_ es campocAFC K., A a & Kd_}
Esto es cierto y correcto, pero no nos permite manipular al-
gebraicamente los elementos de F(a), por lo cual se hace necesa-
rio precisar las operaciones de F a F(a),definir la forma de los

elementos de F(a), conocer "por dentro" a F(a) y manipularlo alge

braicamente; todo esto se hace al estudiar teoria de campos dentro
de un curso de Algebra Moderna. '

De una manera similar, el modelo tedrica de analisis no estan
dar %ﬁ definido en el capitulo II, asi como en otras construccio-

nes tedricas hechas desde otros puntos de vista(por teoria de mode_

los com¢ lo hizo Abraham Rébinson o por el uso de valuaciones por
ejémplos) aunque dichos-procesos de construccidn estan logicamente
justificados y de alguna manera definen las operaciones de la ex-
tensidén de R a ¥R , tales definiciones son tedricas y no permiten
suficiente grado de manipulacidn de las operaciones en *¥R que per-
mitan su uso practico tanto en la definicidn y uso de los concep-
tos matematicos, principalmente del calculo diferencial como su
aplicacidon a problemas practicos.

l.as sigulentes secciones del presente_capitulo las dedicamos
tanto a la explicacion de un modelo operativo propuesto por el Dr.
Carlos Imaz*1, promovido y ampliado por el M. en C. Vicente Carri-
on M.*2, como la exposicidon de sus antecedentes y sobre todo, lo
que es tal vez lo mas importante del presente Capitulo, dar su fun _

damentacion tedorica en base al modelo ekphesto en el capitulo II.

¥1.-Dr.carlos Imaz,trabajo por muchos afios en el campo de las Mateg
maticas puras, en esta década ha colaborado en la seccion de Mate-

matica Bducativa del CINVESTAV IPN.
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¥2 - Vicente Carrion . coordinar por muchos afios del area de Mate-
maticas en la que fuera escuela preparatoria de la Uni-Son. En la
seccidn de Matematicareducativa estudio la Maestria en Ciencias,

especialidad Matematic Educativa.

2.- Antecedentes del modelo Imaz-Carridn.

Una caracteristica comiln en la biisqueda de un modelo para el
calculo diferencial con infinitéesimos e infinitos es la de inten-
tar construir un anillo ordenado (preferentemente campo) que con-
tenga propiamente a‘R (el campo de los reales) y que por tanto el

orden de dicho anillo sea no Arquimedeanco.

Definicibn 2.1
~ Sea R{t) una extension trascendental simple del campo de los

i) .
reales R, y que segln el algebra moderna puede identificarse con

el campo de las funciones racionales en la indet erminada t con
coeficientes en R, cada elemento de R (t) puede escribirse:en la
forma : f(t)= plt) — ao +Aa‘ t+ ...tant.
q{t) - bag + b, t+ .. +bmt”" ;
donde q(t)A:0, o sea qu&, al menos uno de los bj es distinto

de cero; t es una indeterminada y ai, bj & R; i=0,...,n3;J=0,...,m.
Podemos suponer que el primer bj¥ 0 es 1, ya que en caso de
no serlo, obtenemos una expresibn equivalente a la dada al multi-
plicar tanto numerador como denominador de la expresion de la de-
recha en la expresidon de f{t) por b}‘. Por lo tanto, si f# 0 pode

mos escribir:f= aw 9"+ ...ant
- Tt + bj+1 tIF +..+.rbmt"“)a #0, 0¢Rsn, 0£ J<£ m.

Para determinar un orden en R(t), decimos que f¥ 0 es positi-

vo si y sb0lo si. ag> 0. Es cuestion de rutina verificar que esto

define realmente un orden " £ " en R{(t).
Verifiquemosahora que el orden de R{t) es no arquimedeano.

Por nuestra definicion, para 0<L t, t< 1 {(ya que 1-t es

positivo)} y. para cualquier natural n:

t+t oo+t < |
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ya que T-nt es positivo.

Aunque R(t} es un campo ordenado no arquimedeano y que por
tanto posee elementos infinitamente grandes e infinitésimos, no
resultd ser un biien modelo en la practica, sobre todo al querer
hacerlo operativo en los conceptos del calculo, ya que no es po-
sible extender hasta R(t) algunas de las funciones mas comunes

definidasi.en R; por ejemplo, Y:\fx

Series de potencia generalizadas:

Langwitz trabaja posteriormente con .el campo de las series
de potencia generalizadas L.
Los eleggntos de L son las expresiones formales

Zi(jup't R g 'vpééﬂ{ rﬁjR‘T o

H Tﬁdrao 1mp11ca que VaC V] £ V2 < e

fa igualdad de elementos de L se define mediante la coin -
cidencia de.férminos como én polinomios.

La suma y productd de elementos de L se. realizan formalmen-

te comesuma y producto de poliﬁomios.
Langwitz demuestra que (L,+,.) es un campo, aunque solo le

interesa de momento verlo como anillo.
Define elemé&ntos positivos como aquellos cuyo primer coefi-

ciente no nulo es positivo. _ _
Mediante el concepto de valuacion , ideales de anillo y anillo co-
ciente "sumerge" L en un modelo de analisis no estandar:y asi le

da fundamento tedbrico al modelo L que es mas operativo que el mo-

delo sumamente tedorico de A. Robinson.
La dificultad practica del modelo L de Laugwitz esta en el

usc del concepto de valuaciones y tner que siumergirse en un mode-

lo teodrico.
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3.- Modelo de I maz-Carrion.

Como una variante al modelo de lamgwitz en el cual se evita

el uso de Valuaciones vy .se intenta que pueda ser manejado, al

menos hasta cierto nivel,aun por estudiantes de preparatoria, es
el ideado por el Dr. Carlos Imaz y ampliado y difundido por el

M.C. Vicente Carrion Miranda y es el que presentamos a continua-

cion:

Definicion 3.1. _ _
El conjunto R¥* de nimeros hiperreales consta de elementos de

la forma: A
o A
r= '2£ aiW , donde ai,XLie R;i=0,1,2,... ¥

. =0 ’ L
A of7oi1ﬁ>a42>;ﬂ_,ﬂdes un "gimhola formal" cuyo significado se

precisa al examinar los siguientes casos de nlmeros hiperreales:

i) rhes el nimero real ao, siedg= 0 y ai=0., i=1,2,3,...

P , - o N
ii) r es un numerochiperreal finito de forma r-ao+ aiw, '
. - . (= «
siele=0 v si no sucede que aiv¥0 y &Li> 0 a la vez:péra alghn
i=1,2,3,... Todo hiperreal finito se encuentra entre dos reales.

iii) r es un hiperreal infihitesimal(b infinitésimo) si & i< 0
Vi20,1,2,...y ai#0 para alguna i=0,1,2,...

En particular,si ao=1p4g=-1 vy ai=0 para i=1,2,3,... emtonces~
r:uf%s el iﬁfiniﬁésimo mas simple ¥y se expresa pora_i.

Un infinitesimal positivo se caracteriZza por ser mayor gque
cero y menor que cualquier real positivo..

Un infinitesimal negativo es menor que cero y mayor que cual-
quier numero real negativo. '

El inico nimero real infinitésimo es cero.Ademas, dados A

infinitesimal vy re R, si 4> O,—i-é O;r’+j.é R; y ri es infinite-
simal .

iv) r es un nimero hiperreal infinito*si ais 0 yeXi>0 para al=
ghn i=0,1,2,... En particular si ao=z1,elo=1 y ai=0 para i=1,2,3,..
entonces r=w, el infinito de expresidn mas simple , la base de 1la

representacion de los nimeros hiperreales.
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Igualdad de niumeros hiperreales

Definicion 3.2.

Dos numeros hiperreales r1 y r2 son iguales,ri=r2, si y solo si,

los coeficientes de las potenc1as 1guales de quon iguales;

: es decir,si r1-'égﬂdu y r2'~§ibdﬂ , entonces
rl=r2 si y solo si, asby v o(.’:ﬁ; ,i=0,1, 2
En particular, r =0 si y solo si, az0, i=0,1,2,... Ademas
r=1 si y solo si,%;1) Ao=0y a=0, 1i=1,2,3,

Operaciones en R¥

Definicion 3.3.

00 i o 8
. b(\ i -
1) Adicion. Si ri= 2 as w y r2= b W , ri+r2 =
& Y = = -
Z(a DL e w85 %=0,1,2, ' :

=0
rl&r2 es el numero hiperreal cuyos coeficientes se obtienen al su

mar los coeficientes de potencias iguales de w.
/ .,
En .general, JDZV<00XOZBO’ no obstante, si ofp = g() Y ap=-h,
entonces Yo L okp .

Observacion. r+r=2r, r+r+r=3r,

)

¥i/

ii) Multiplicacién. rir2 = E Tr bi ) UUC/-
Vo aﬁ+&-xt

El Coeficiente de cada termino del producto rir2 es la su-

v
r

ma de aquellos productos de coeficientes agbi, donde wtiene el

mismo “exponente.
Observacibn: rr=r*,r r r = ro.
El conjunto R¥* con las operaciories de adicion y multiplica-

cion definidasxfogman un campo, { R¥, +,.). :
SV . N
En 1lo queﬂse utilizan las expresiones

2 - z . N ~2 . Y¢
ri=z gai,u} ) ré= E b[W y r3s g CIW
=0 (=0

=0
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Axiomas de campo en (R¥, +,.)
Los once axiomas de campo se obtienen por operacion directa

aprovechando que (R +,.) es campo; a continuacidon a manera de

ejémplo, mostramos las dos asociativas y la distributiva del pro-

ducto respecto a la suma.
¥

i) Asociativa de la suma (r1+r2)+r3:r1+(r2+r3));M10ﬂwéa'YHWB;Tglfye

Y

Demostracidn.

(r1+r2) + r3 [Z(l{UJ —+ Zb\w ZCLWL
1_:
R

(<0

= § [@i b\+c\ﬂwl“ Zatu)—i—?_(bn“)w
P =0 Y] {=0
- o . o0 . 0o . )
z . 1 biwﬂl C.ujrll

Yy =+ (1, +‘{3)

H

Observacion. (rl1+r2)+r3=rl +(r2+r3)=rl+r2+r3.

.|
= rl (r2 r~3); 'Pa',lu +0°"’ 'Tu)7l,75 G/)Q

ii)Asociativa del producto (rl1 r2)r3 =

Demostracion.

(r1 r2) r3 Za’w )(wa)](é({wh)

[Z ( Z_C{hb{) Jw)"

Suin =N At iz fn



L' {u“’-bL Cam | WM Lz_ak(bt&-n) LUAL
oL\@'f@[_\-t—Xw 11 t-- r+ B‘-"‘Y‘m "'}l.

Z a\\( })Lc,,,,,)]uﬂi

"'C;'l'k'}'Fyk:.lv_ L%Xfm F{'

2w )[m(g&f;:) o

=0
2 d¢
w
|\ (=0
" o=rl (r2 r3).
Observacidon. (r1 r2) r3 = ri(r2 r3}) = rt r2 r3

iii) Distributiva del producto con ~respecto'a la suma.

ri (r2 + r3)=rir2 +rir3. ?a1a falﬂ T, Y4,%; & je

Demostrac1on

. © ot Voaaft S
F1 (r2 + r3) :(ZOMUJ) gb(w —,—%thj Z&L )[gbﬂ-()w ]

Z 2 Gy bL-\-Ct} W‘f\m Z[Z(a“bl+akc JWL

43L =%

2 %?33‘1‘ Pl e Zt(%ﬁ‘;;)%%-é 2 tebu?
:(czzoawjft)(‘ébiwet) (%Cl‘c )(LZQWXI) Sl

= rir2 + rir3.

El hecho , incompletamente mostrado,lo resumimos en el siguien
te:

Tecoremal.4.

La estructura algebraica (R¥,+,.) es un campo.
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ORDEN EN R¥*

Definicion 3.5.

e ;
Sea r= Zalwojl r es positivo, r>»0,si ag> 0.
r= 0 sitg:r?ifiéa r>0 © r=0; r£.0 significa r es negativo; y r£ 0
es lo mismo que r£ 0 o r=0.
Ademas, rl1 es menor que r2, riZ r2, si r2-r12>0.
La definicibn anterior establece un d6rden en R¥.

Teorema 3.6
Si r1,r2 y r3 son numeros hiperreales,entocnces

1. s0lo una de las siguientes relaciones esta definidag
r>0,re 0, r=0.
r1 & r2>0, si r1>0 y r2>0.
¥l r2> 0, si r1>.0 y r2220.

Teorema 3.7 R By
F L
Sean r1=§0ﬂtwd“- v r2:Zb{W . Entonces,
{(zo {~o
rl<. r2 si, y solo si, ;

1. Lo=Boyhozbo ;0 tambien,siolp=fp y fr=br pava
R=0,1,3,-<, N Yoldpn= Piat) Y e Zbpa.

2.0 < Bo y be>0 ;6 bien, si Ap=Br Ylwe=bg vpara
R=0,1,2-yN y oLy < Bt ¥ Phn>O0.

3. Lo>Bo Yy Uo £0 5 0 si dh:@g\) A= lﬂk
para 'IQ:O) W3 NN A >Bry N Rr+y £0.
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Teorema 3.8

Si r,r1,r2,r3 y r4 son numeros hiperreales,entonces.

i B = A TN G 5 IR U T (Y

m

10.

El valor absoluto de r & R*,!r’! , se define como sigue:
R I

x|

. osiorlLr?

Una y s0l0 una, de las siguientes relaciones es posible:

rlt» r2, rl&r2 ,ril=r2

ri£r2 y r2 r3 implica ri1< r3.

ri« r2 implica ri1 + rgr2+ r-

¥ r> 0 entonces rirg r2r.

si rlgr2 y r£0 entonces rir>rar.

rr50, si rfO0. En particular, 1> 0

si r1<r2 entonces -r2¢-ri En particular,
-r<{ 0 y r .0 implica -r>>0.

04 1/r2 £ 1/r1, si 0&rigre

si riLr2 y ri3drs entonces ri1 + r3<_ r2 + r4
si ri¢r2 y r3»rk entonces r1 - r3lr2 - rh.

r>0

Valor absoluto

Definicion 3.9

r, sir=Zo0

-r,si rd O

Teorema 3.10

Sir, ri,r2 é-R*,entonces*

‘I“IZO

\ r\ = 0 si y solo si r=0
-7 N Irl

irli7= r2

\I"\ = ra

implica
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7. )r“'! = l PI , si r-# 0

8. lr;‘éé lr}I siy s0losi -ry &€ 1<y

9. |r] = r, , 81y sdlosirg-Tiorzy,.

T P M AT e

1. Inn)é Igt | onl

12. Yrl= i , i infinitésimo, si y s6lo si Re (r) = 0

. [ﬁe (r) significa la parte real de é].

13. re Ry ]r,4£ para todof >0 si y sdélo si r = 0.
14. Las proposiciones (12) y (13) son equivalentes.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS HIPERREALES

Una forma de tener una representacidn geométrica para JR¥* -
es ampliar la recta numerica. Un punto (numero real) se imagina

como un segmento de recta: el atomo del real (o modnada).El -cen
trondel segmento se asocia al punto. En la estructura de éste -
segmento se encuentran los infinitesimales.

Por ejemplo, la visualizacion del atomo del cero es la si-

guiente:

1
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Para los infinitos positivos, después de la recta numérica-
se afiade a la derecha otra recta; y para los infinitos negati--

VoS sSe agrega una mas a laizquierda.

. . .
-

——

nimeros hiperreales nimeros reales, in  nlmeros hiperrea
infinitos negativos. finitésimos e hipe les infinitos po
rreales finitos. sitivos.

Cada punto sobre las partes infinitas se considera una rec-

ta: el atomo del hiperreal infinito. Un nlmero infinito se asc-
ciag@lcentro de esta recta compuesta'de nimeros ‘reales, A su --
vez, en cada punto de ese aAtomo de reales de todo hiperreal in-
finito se encuentra un atomo infinitesimal. De esta manera se -
tiene una representacién geométrica de los numeros hiperreales-

mediante la recta numérica hiperreal.

FUNCIONES

Definicion 3.11

[Una funcion hiperreal de variable hiperreal es un conjunto'
f*¥ no vacio de pares ordenados de nimeros hiperreales tales que
para cada a¥*( A¥ , A® (C R*¥ |, existe exact.amente un nimero b#
€ B*, B* (C_R#*, para el cual a pareja ordenada (a%*,b*) es elemen
to de f*¥ . Lo anterior se denota f¥*:A%*—3B*¥ | 'se dice gue f*(a¥)
esta definida y se escribe f¥(a%*)z=b* A% es el dominio de f¥* y-
B* el codominio. '

f*¥ (a¥) no esta definida si nc existe b¥ & B¥ tal que (a¥,b¥)&f#®.

La imagen de f* es el conjunto C¥ = 7% (A¥) de elementos -

Xz

v* € B¥* tales que existe X¥& A*¥ con la propiedadc f#(x%) = y* ;-
es decir, C¥* = {Y* € H*/ y*E& B¥DrE(x*) = y* pavg ﬂ[ﬁuquilépl’%;
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La grafica G¥ de f* es el conjiunto de parejas de numeros -

hiperreales {(x¥, y*) tales que y¥* = f¥ (x*¥),
G¥ = %L (x¥*, 'y*)/ y¥ = ¥ (x¥), x* & R*‘E.

Observaciones:
i} Los conceptos de igualdad de funciones, operaciones fun--

cionales, algebra de funciones, funcidn compuesta, funcidn in--
yectiva, funcion suprayectiva,funcion biyectiva, funcion inver-
sa y sus teoremas, funcibdn algebraica, funcidn racional, fun---
¢idn irracional, funcion trascendente entre otroz, se definen -
igual que en R, con la debida adaptacion de lenguaje.

il) Las definiciones de funcidn real de variable real, grafica
de una funcion real y demés conceptos sobre funciones reales, -
asi como la demostracion de sus propiedades, son analogos a los
casos hiperreales excepto que el dominio y codominio de las fun
ciﬂges en cuestidn estan contenidas en R, f:A-2B, ACR y ---
B<C R
1ii) No siempre una funcibén f¥*: R¥ —> R¥* tiene representacion -
grafica en forma explicita; ejemplo: ‘

o (X*):{1, si x* estd en el atomo de un nimeroc racional

0, si x*¥ esta en el atomo de un numero irracional

EXTENSION DE FUNCIONES DE VARIABLE REAL

Definicion 3.12

Sean f:A-—2B, A C Ry B C R y las extensiones A¥ y B¥*-
de los conjuntos Ay B fespectivamente. La funcion f¥:A¥—>B¥ es
la extensidn natural de f si satisface las siguientes condicio-
nes que, ademas, son naturales si se quiere que la extension -

traslade las propiedades de £ a la estructura de R¥.
1. La imagen de f es subconjunto de la imagen de la exten---

sidn del dominio de f y éste Ultimo tonjunto es, a su vez, sub-

conjunto de la extension de la imagen de f.
F) S orran) &[] 8
2. Ref*({x#*) = f¥ (Re(x¥)] = f(x) para toda x*¢ A* y

x¥ = x+1i , .1 es infinitesimal y x€E€A.
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3. f(x) es igual a su extensidon f¥(x¥*) si ambos, ¥ y f(x), -
son puntos aislados de A y f{A), respectivamente.
4. Sea x,&A un punto de acumulacion de A. Dado €20 , si --

( %o -, Xo) /A %+ 6 y si ye=f (xp)} es un punto aisla-
do de f (Ab entonces el intervalo (% -i, ¥») se transforma bajo

f¥ en f(x), para x€ (x,-§, Yo!)-

Dado £&>O, .
Si (%, Xa+E ) ﬂ A #;5 y 81 vo =f (xXe) es un punto aislado
de f{A),entonces el intervalo (xo , Xo + 1) se transforma bajo-

f*¥ en f(x), para X & (%, Xo +£ ).

5. Si ambos, xe €A y f(xo), son puntos de acumulacidébn y si
dado € >0 , se tiene (x-£, X5) ﬂa¢¢5 0 (%, xa+£)7{\ A:/_-Q’,

entonces uno de los intervalos (%Xes- i, Xeo) © {Xg, Xo+ 1) se ---
tragfforma bajo f¥ en laparte izgquierda, o en la parte derecha,
del "atomo dse f(¥y). En otras palabras, si en A¥ se incluye la-

‘parte izquierda del atomo de x, se tiene:

( flxo) -3, f(xo)) ,
r* ((xg— i, xo)): g o0 bien,
Fixs) , flxg) + 3

o si en A¥ se incluye la parte derecha de Xg,Se tiene;

— (f‘(‘x,,) -3, flxe))

¥ ((xo, Xo + i)) = o bien, :
fixg) , flxo) + 3)

j infinitesimal.
6. Sea ¥e un punto de acumulacion del conjunto A. Supdngase

que para cada numeroc real N)-O)existe EL:>O tzl que sl ——==—-—-

£

x € (x9~&,%0), o bien x € (% ,X0o+€), x € A, entonces F{x)>N.
La extension de f¥ asocia uno de los intervalos (xp-i, Xo) 0--

(%,, Xp + 1} a2l conjunto de los nlmeros hiperreales infinitos -

positivos.
Ahora, supongase que para cada N)O,existeéﬁ>0 tal que -

si x€ (. xg - ,%Xp), 0 bien, x&(x,,%,+&), XEA, entonces -—

- b S B R RS -

- . T T ¥ [
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(xo—-i,% ) 0 (%5 ,%p+i) en el conjunto de lgs numeros hiperreales

infinitos negativos.

7. Sea ¥y, un punto de acumulacibn‘de f(A). '

Supdbgase qué dado €J>O’existe un numero real N tal que ~--
si x> N, x &A, entonces f(X)}& (yo -& ,vp), o bien, f{x)&{ys,¥s
+7), Yo €&f(A). La extension f* trapsforma el conjunto de nlmero

"hipsrreales infinitos positivos en la parte izquierda del atomo
de vo, (Yo -3,¥0), O en la parte derecha del atomo de y,, ----
(¥p ,¥g+J) , J es infinitesimal.

Supongase, ademas, que para cada{y 0,existe un nimero --
real N tal quesi x& -N, x&A, entonces f(x)& (y,-&,¥0), © tam-
bien f(x)E (y,,Y %E). La extensidon natural de f, ¥, asocia el
conjunto de numeros infinitos negativos en uno de los,semiztomos

(Yo =~J:¥0) © (Y5, ¥e+d), J infinitesimal.

&

8. Considerese que para cada nUumero real Mj>0,éxiste N>0 -
tal que si x>N, x€&A entonces f(x) M. La extensidon f¥ relacio
na el conjunto de numeros infinitos positivos con &l mismo.
Ahora, considérese que dado elreal M:>O)existe N>0 tal -
que si x7?N , XEsA/entonces f({x)< -M. En este caso, 1la exten --

sion f¥* transforma el conjunto de infinitos positivos en el con

junto de infinitos negativos.
Enseguida, supoOngase quepara cada numeros real M>0, existe
N>0 tal quei:si x< -N, x €A entonces f(x)>M. La extension f#*-
asocia elconjunto de los infinitos negativos con el conjunto de
los infinitos positivos.
Finalmente, dado el nlUmero real M>» 0 existe N> 0 tal que -
si x £ -N, x€A entonces f(x)g -M. La extension f¥ asocia el --

conjunto de los hiperreales .~gativos con €l mismo.

31 f* cumple las condiciones antreriores se dice que f¥ --

es "extension fiel" de f. En lo, sucesivo sdlo se trabaja con

extensiones fieles.
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EXTENSION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Se ha dicho que puede nn ser claro que la extensidon de una fun-
cidn exista en forma canOnica; no obstante, si lo es para funci
ones expresables explicitamente en forma analitica como el caso
de las funciones algebraicas cuyas extensiones cumplen canénicg
mente con las propiedades fundamentales definidas. a

Todas las funciones algebraicas se extienden utilizando 1la
misma forma que las define; en f{x) se reemplaza x pof x¥F=x+1,
se realizan las operaciones algebraicas indicadas y se expresa
f¥(x¥) en potencias de 1i.

Como un ejemplo de lo anterior mostramos a continuacion la

forma de extender la funcion polincmial:

Ejemplos 3.13

i) Extension de la funcidn polinomial.

Sea el polinomio P(x) :,ﬁ% akxk,

R=0 . .
age R, k=0,1,....,n, x&, La extensidon P¥(x¥) se obtiene como
sigue:
= P#*{x+1)

P¥{x¥)
= ak(x+1)
R0 |

Py Y

‘ag+ a, (% +in)—\ + a5(x+1i) + ... +a(x+i) +

1

+ an-t (x+1) + a pnlx+i)
= a '

o
+
+ al(x14 2xi + i)
+ . . ' h h
- Y\ y- -

+ afxf+ (YJXTli +(})XYL11+ +(Y XT i+

YR TR o S S S B 28! g

_+(Y__}X i + yqy) X1 + i

_ i ) el - Vil o W
Xn\+( )x“lia-( )Xhlil+...+(l‘))%““ib}-!h

! F

-1 M~y Wy e
* (s}\t‘;) S (vﬂr) XU"e 1 J




¥ ({x+d)

4

+

Se utiliza

% (x+1)

iV\"lZ - (

+ 1
—é()

Extensidn de la funcion irracional f(x)
n P

el desarroclio del binomio de Newton:
<) .
feogl

) R~ -t |
X

'_m_h .
X + [P

Shs
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EXTENSIONES DE FUNCIONES NO ALGEBRAICAS

Las extensiones de las funciones no algebraicas se estable
cen de varias maneras distinguidas por niveles de complejidad.
Primeramente se obtienen para las funciones trigonometricas y -
las trigondmetricas inversas mediante sus definiciones geometri
cas y algebraicas; en ambos casos con una aproximacién'infihitgﬁ
simal de primer orden. Asimismo, las funciones exponencial y lo
garitmica se desarrollan algebraciamente con igual grado de a--
g proximacion.
| En segundo término, estas funciones se trabajan geomeétrica
y algebraicamente hasta infenitésimas de segundo orden.

El siguiente resultado es de utilidad al establecer las ex
tensiones: ewxpresar las funciones trigonémetricas para el angu-

lo i, en terminos de i.

“ Teorema 3.14

Terorema. Sen. 1 = i, Cos., i = 1, Tan. i = i, Cot. 1 =W ,bSec i=1
y Csc. i =W, x& R e i es infenitésimo v =t
_ l
Demostracion,
» AP 1 OB,
: e
73 & POB = BP = i.
/ La semicuerda AP se
L . considera aproxima-

A B damente igual a la
medida del arco in-

L3 - 3 Fngn
finitesimal BP,

AP = BP = 1.

En el/\ ORP, rectangulo, se tiene
sen 4. BOP = AP,

Sen i = i




?

Cos i = J 1-Sen%i =] 1-i%* = 1;

Tan 1 = sSen i _ I _ .
Cos 1 1 ’

cot i = fosi _ 1 _w,
Sen i i ’

Sec i = .1 = 1;

] Cos 1

CSCl—__.'l_ = 1 —=J -
Sen i i

Teorema 3.15

Teorema. Si f(x) = Sen x entonces f¥(x+i) = Sen x+ iCosx,,i es

infinitesimal y xe[R.

A continuacidn presentamos upa lista de algunas funciones
algebraicas y trascendentes mas comunes y sus respectivas extem
siones aﬁi*; algunas se presentan extendidas, ademas de hasta -
infinitésimos de primer orden, hasta infinitésimos de 2do. or--
deﬁ? los ejemplos anteriores ya demostrados marcan la pauta --

acerca de. 1o gque se puede hacer para llegar a tales extensio---

nes.
f{x) = ¢ , F¥(x+1) = ¢
fix} = x, £¥(x+1) = x+i
f(x) = x>, f¥{x+i) = x*2xi (primer orden) f¥(x+i) = xZ+2xi

+i* (2do. orden).

f?(x+1):§{éﬁ Ziakfﬁ} xp'h iIn {hata el orden deseédo).
5. f{x) = WL‘:O K—m _ w netvIeY 'IM('VYI"V\) (W—‘}.V)) n X‘m-ﬂ;h (,}f
£*({x+1) :UX * X i+ - UX | L ﬁ?‘;ﬁ; ’

..lhasta el orden deseado)

6. f{x} = Sen x

f¥(x+i) = sen x -~ i cos X
7. f(x) = tan x

F¥(x+i) = tan x + i sectx
8. f{x) = arc sen x

f¥(x+1i) = arc sen x + i

i

9. f{x} = arc tan x

f¥(x+i} = arc tan x + i

Tax+
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10. f{x} = ar
F*(x+i) = aX +iaX log a

1. fi{x) = log , X

f*¥(x+i) = log g% + i
xlog a
12. f(x) = sen x
f#(x+i) = sen ¥x + 1 cos x - it sen x {hasta 2do. orden)

2

Todas las trigonométricas, exponenciales y logaritmicas pue

den extenderse hasta infinitésimas de 2do. orden o mas.
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Asi como todo hiperreal tiene parte real, pare infinita y

parte infinitésima, pudiendo ser cero alguna de las tres; tam--
bien una funcion f*: R¥ —>R¥* tiene su parte real, simbolizada
por Re (f¥*) y iene siendo la restriccion de la funcion £%¥ a R.
Esto eguivale a lo que en el modelo del Capitulo II se llama -
"parte estandar".

El concepto de parte real es lo que se usa para definir los
conceptos mas basicos de analisis, tales como limitve, derivada,
continuidad, etc. de una manera similar a como se hizo en II.7,
con la direrencia que aguil podemos manipular algebraicamente —-—
con mayor soltura las extensiones de las funciones en cuestion:

Se prﬁeba cue Re(f) tiene las siguientes propiedades entre

otras:
Re(f+g) = Re(f)* Rel(g)
Re(fg) = Re(f)- Relg)
Re(¥) = L) o5 Re(g) #0.

g Re(9) '’ ) .
£ Enseguida escribo las definiciones de limite, derivada y -

continuidad:
Definicion 2.16

i} 1im. f£(x) Re(f(xa+i)) , donde i es un infinitésimo.

X — X
ii) df  (x,) = Re(f(Xo+i)- £ (x0) ) . i infinitésimo

dx i
iii) f es continua en %5, significa que:

fixo+i) - filxe) = J ;3 con i, J infinitesimos; ® lo gue es

lo mismo; ‘Re(f(xo+iﬁ = flxo)+T
En el caso de la definicion del limite, no sblo se dice -
cuando una funcidn f tiene por limite a un nimero dado L en un
punto X,, 2ino que ademas se proporciona el zigoritmo para de--
terminar dicho limite, asi:
Si f(x) = x>-5x+6
X +3x-10

lim f({x)
b

1

Re (f(2+i))
- Re [ (2+i)F-5(2+1) +5)
(2+1)> +3(2+1) =10
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- Re(4+£si+i1—10-51¢6 )
baliiti +6+31-10

= Re -i+£-)
('T:l‘.-!—i:L
= Re [ i(-1+i}
i{7+1) )
- Re [/ -1+i J

7+1i

Por otro lado:

-1+i = -1 + 1

T+1i 7+1 T+1i

701+i ) 7{1+i )
7 7
i =-1 f1-iei* -1 437 ) +1f 1-i+dt o 4il
& 7T 7> 7 74 7 77 73 74

4 lim f(x)
x—>2 = - 1
Si glx) =_sen x
X
i{fag(x) = Re( g(0+1i}] = Re (g(t))

Re(Seni = R _}__ = Re (1) =1
i i

Las reglas de derivacion son mas faciles de deducir.
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4, Una fundamentacidon mas solida para el modelo de Imaz Ca--—--
rrion. _ _
El modelo del Capitulo II esta bien fundado, pero es difj--
cil manipularlo operativamente; mientras que el modelo de Imaz -
Carribn es muy practico, pero es s0lo un modelo formal; axiomati
camente consistente, pero dejé una sensacion de falta de slide .,
sobre todo en la definicidén del elemento basico w. '
Enseguida nos proponemos a partir del modelo tedrico del Ca
pitulo II, "hacer brotar" en forma natural el modelo de Imaz Ca-
rrion, con ligeras adaptaciones, y asi darle un fundamento mas -
sb6lid.’ y a la vez aumentar el interés del modelo tedrico, ya-que
le encontramos una salida para hacerlo operativo.Brevemente:

Del teorema II.3.5 se sigue que ¥ N - N £ .
Del teorema II.5.1 aseguro que ¥ N - N es externo y Rp= ¥ R-Mo

es externo, entre otros.
Segln' la definicidn 1I1.5.3, los conjuntos {1 b2, ,w_g en particu
lar®y con W E€#® N - N son *¥-finitos.
El teorema II.5.4 en su segunda parte afirma: "un conjunto¥-fini
to de nimeros reales tiene un &lemento maximo y uno minimo".

En parti;ualr’-, para los conjuntos de lé forma {1,2,...,\;&1},
We# N - N, 1 es su elemento minimo y W su elemento maximo.

sea §1,2,. .. Wi} = Mait,2, o wel

Entonces \W =\Wg es el minimo elemento tal que W&* N - N

Ahora: o Ay ' |

Sea R¥ = jxg;uu; } ; donde #¢, Y €R; i =0,1,2,...

v ademas voﬁ"fu,zv}z,... y Wes el minimo natural infinito.

Asi se omiten los axiomas -que definen formalmente a\w como
#1 primer infinito y a _1 como infinitésimo, puesto que ya est
cdado dasde el pr'incipio"‘U gue Wes el m‘lvnimo natural infinito-
y- no un elemento formal. El resto del modelo; operaciones, axio-
mas de campo, orden, etc. es lo mismo.

Otra manera de establecer la existencia del minimo naturaldd & * N- N,
es por la aplicacion del T.F. a la siguiente fbf admisible que se cumplé

en N.
(V0@ o[ el A [xe Qtﬁ‘@y) [@é A]ﬁ[_xé y] ; o sea, todo subconjun-

to ‘:deN, tiene un primer elemento.
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CAPITULO 1V

Este capitulo cuarto y final lo dedicaremos a “la presen---
tacion de algunas aplicaciones, tanto a la matematica misma co--
mo a la fisica, de los conceptos del calculo con el manejo de in
finitésimos e infinitamente grandes.

1,- Construccidon de una funcidn no Lebesgue-medible.

DEFINICION 11 ESPACIO DE MEDIDA
Supongamos que X es un Conjunto, no necesariamente subcon--

junto de un espacio meétrico. se dice que X es un espacio de medi

da-si existe un-anilloM ge subconjuntos de X (llamados conjun--
tos medibles) y una funcion de conjuntos aditiva numerable no ne

gativall (1lamada medida), definida enMlL
Si, ademas, X€Ml , se dice que X es un espacio medible.

DEFINICIONT.2 FUNCION MEDIBLE
~ Seafuna funcion definida en el espacio medible X, con va---

lores en el sistema ampliado de los nlmeros reales.
Se dice que la funcidmf es medible si el conjunto §%/f(¥)>d3
es medible para todo nlmero real &.

Si la medidajl a la que se refiere la definicidn 1.1 es la-

medida de Lebesgue, entonces decimos quela funcion es Lebesgue-

medible.

TEQOREMA 1.3
Cada una de las cuatro condiciones siguientes implica las o

tras tres.

_5:7(/{‘(7‘)7‘2% es medible para todo a real.
$x/F(XZ &%,  es medible para todo.a real.
&x/§41)4511 es medible para todo a real.
~ 5_7(/{—(%)5:?_2) es medible para todo a real.

TEQREMA 1.4
Una funcidén medible gque tiene perlodos arbitrgriamente pe-

guefios es igual a una constante casi donde quiera.(fC-d-q:)
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DEFINICION 1.5
Un numero racional estandar ¥ se llama diadico, si existe

v
un natural yy tal quel Y es un entero.
Seawe*N—Wun numero natural infinitamente grande. Por el

teorema II. 3.10 ]{3 'siguientewftincién es interna.
)= [ x] -2 X[, xe*R

Sea § la restriccidn de ﬁ a R Je *02

TEOREMA 1.6
f Tiene las siguientées propiedades:
i}¥ ( al igual que @ ) es peribddica mddulo uno; y toma .-

0 vy 1 como Unicos valores.
ii) Para todo nlmero diidico estéandar d) O£ d—‘—}) -f(d)I—O
iii) Todo nimero diadico d ,Oédét) es un periodo de ¥ , es
decir, f(')Hcl )={-(X) para tode x & R
~iv) Para tods X, 0£¥&], tensmos f(1-x)=1-f(x), si x no es-
; . diadico.
3’ DEMOSTRACION:
' i) Es periédica mbédulo 1, porque para toda x&Z (Enteros),

f (x)=0.
La exhausion de casos para x indica que tanto ¢ (x) co-
mo f (x) puede tomar sdlo los valores 0 o 1.
ii) Sea d:-—cf-é , con a€ Z y k& N,
a -k w-ig-!
fld)= flgwl={ 2 J —2[2 a]
= [29%a] - 2[R
o R
Como w € *N-N ,wUJEk para todo k& N; por tanto,
w-R - .
2 a&c 2 yg* aéz; asi: "
wi-R, - W
f(d)= 2 a—}?’(%‘”‘h) =2Y p‘a-—2 a=0
iii) Si d es un racional diadico estandar, sucede que:
—1
rlxed)z [ 2% (xed)] - 2[ 2% (x+d)]
- -]
= [2%x +2¥da] 2] 2¥ Y 42 d]
Para cualquier entero a>»0 y cualquier real y >0 sucede que
[y+a} = [y] + [al
Asi: ‘
W w w -\ W~
flxed)= T2¥a +[2¥d) - 2[ 2" - 2f 2 _*d]
= [2Wxl - 2[ 2% « [2%d] - 2[ 2 d]
W Wy ..
EZ x:[— 2[2 x] + 0 ¢ pOr‘ll))
f {x) ,

1l
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S5i tenemos un enteroc 20 y un real y>0 tal que ¥y no es

v entero, entonces [a-y| = [a] - [vy] -1; ejemplo:
[8-3.14] =J4.86)= &
Lg]-[;.Tﬂ -1 = B8-3-1 = 4; por tanto; pdrd 0£x<1, sucede
que:
r1-x)=[2%01-0)) - 2[27 (1-xy)
-[2 2]~ o[V - 2y
=122 -1 - 2] 27 -1)
I - B el DR s D Pl
NS (I Pl
= 1 = (X}
TEOREMA 1.7

2 .
La funcién real £(X) =[27X[- 2[2*" x], X€Rno es medible en

el sentido de Lebesgue.
Supongamos que [ es una funcion medible, por el teorema 1.6 -
P

iii), el teorema 1.4 y teorema 1.6 i) se sigue que f=0 (c.d.q)

-

6 f=1 (c.d.q.)

Sea A:{X/O£X£1 y f(X)<é}. Entonces A es un conjunto medible
(Definiciéni.2), y la funcidn caracteristica de A tiene todos
los numeros diadicos como periodos, y asi, por Teoremal.4,-
m(A)=0 © m(A)=1, donde m denota la medida de Lebesgue.

Considere ahora también el conjunto BEiX/OEXéi y f(X)>%_.— _
Entonces por el Teorema 1.6 iii) y iv), se sigue que si X no
es diadico y 0<X<1, entonces X£A si y so6lo si 1-XéB. Por lo
tanto, el conjunto Aede puntos no diadicos de A y el conjunto
Be de puntos no diadicos de B son simetricos con respecto al
punto:i-. Debido a que el conjunto de puntos diadicos es nume-
rable su medida de Lebesgue es cero, y asil, m(A)= m(As)= m(Bo
=m(B) . Entonces , AoflBo= @, m(AUBo)4l, m(Ao)=MBa) y m(Ag)=0
0 m(Ao)=1 implica que m(Ae)=m(Bo)=0. Por tanto, f{X)=x(c.d.q.),
la cual contradice el hecho de que f no toma el valor de%l;por

lo cual conculimos que £ no es medible en el sentido lLebesgue.
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2.- Velocidad media, velocidad instantanea y concepto Pitagori-

co de instante.
Sea f{t) la ecuacion de posicion,en funcion del tiempo, de -

una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria recti=
linea y sea t, el tiempo correspondiente a un determinado momen

to en que se observa el movimineto de dicha particula, cuya gra

fica distancia-tiempc se expresa en la figura 2.1

7t

Le llamamos At a la diferencia entre el tiempo te y otro
tiempo t (At = t-to); por tanto, At>0, si t>te YA t<0, si Wtg
asl como Ad indica la diferencia de posiciones entre f(to) vy
f{t); o sea, Ad= f(t}-f(to).

DEFINICION 2.2

Se le 1llama velocidad media (aunque estrictamente hablando
deberiamos decir rapidez media,ya que la velocidad es un vector)
a la distancia total recorrida entre el tiempo empleadd parare-
correrla; o sea:

AU = Ad = f(t) - f(to)
At t-to

Llamando, como lo hemos hecho, t-te=zAt; si despejo t, obte-
nemos t= te+ At, y por tanto: '
YU o= flte+At)- flto) =V {t,,AL)

At
Entre mas pequefio sea At, mas se parecevVal(to); o sea,la -

velocidad en el preciso instante en que t=to.

Si hacemos At= i (i infinitésimo), tenemos gue:
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Y (to,i) = flte+i) - f(to)

1

Si f es una funcidn regular {(que es el ordinario) en el
intervalo de tiempo considerado;ﬂwto, i)difiere infinitesimal-
mente de U (to) (velocidad instantanea), o sea,a}{to,i}:UXto%+i
donde j es otro infinitésimo. Por la regularidad de la funcion,
cuandopt=i, Ad=R , dondeR es también infinitésimo.

Hablando en la terminolofia de Imaz:

Re(U(to,i))= Re(f(to+:g)-f(to)): Re (U(to)+3)=Ulto)
pero *

gt

Re(f(tc+i)— f(to)) . df(to) (Definicién ITI 3.16 ii))
i .

De nuevo, %%(to):lf(tO)

Geométricamente,Ad representa la pendiente de la secante PQjal )

o, . . s ,E‘" . . p‘}. - '{.-

pasar a 1nf1n1tes§mos,tal cociente se convierte en K == figai%jzll
i

que es la pendiente de una secante que difiere infinitesimal-
mente de la pendiente de la tengente a la curva en P.

Tomando en cuenta la continuidad de 1a curva (I1I1.3.16 -
iii)), si paso de to a te+i, f(te) pasa a f{te)+R, o sea, que
"al transcurrir un instante, avanzo un punto" y en este senti-
do tendrian ctierta razbébn los pitagbricos en su concepcidn de
espacio y tiempo presentada en la discucidn resumida en las pa
radojas de Zendon (I.1).

En resumen era una discusion con diferencia de niveles, en
nuestro lenguaje moderno diriamos que Zendn argumentaba enbase
a los:reales y el Pitagorico en base a los hiperreales.

. En el momento podia decirse que Zenodn teniaqﬂdg§unJmMcwﬁab-
Fice evi bose a (0% comp ciwaientes fe {a epoc a.
P.— Longitudes,areas volumenes, presion, fuerza]

ot

Al calcular por ejemplo una area o un volumen o la fuerza
total que ejerce un fluido sobre una superficie debido a la--

presidn, lo que hacemos en la practica es, aln inconcientes a

- veces del concepto riguroso de integral, tomar un elemento re-

presentante, por ejemplo una "1émina"delgad%,para el caso de vo
lumenes, de grosor "diferencial™ pensandolo de grosor infinitesi

mal; sumamos continuamente dichas placas siguiendo las restri-
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ccicones marcadas por la'funcién y obtenemos el volumen (o lo
deseado) que pretendiamos encontrar,

Caemos en las mismas ideas de Cavalieri (I.3), pero sin -
comparar con otros objetos. o mas cercamente con la de Demodcri
to (I.2). ’

Por cierto, el concepto de infinitésimo da respuesta a la:
aporia de Democrito, ya que sin romper la continuidad de la -
recta, pudo hacer variaciones infinitesimales dentro del atomo

correspondiente a cada punto.

En el modelo de Imaz-Carridon también se ha desarrollado -
algo del concepto de integral, aunque mas del 90% del trabajo
se dedica‘a la fundamentacién'del calculo diferencial en el len
guaje infinitesimal; también el objeto de la presente tesis es

trabajar hasta el nivel del calculo diferencial.
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CONCLUSIONES

1.- La historia de los conceptos de elementos inifinitamerité-grandes e infi-
nitesimos, alternativamente aceptados y rechazados, nos hacen ver el cuidado

que debemos tener en hacer afirmaciones concluyentes.

2.- La matematica no es un monumento historico que hace siglos se termind de
construir y que ‘traeria por consecuencia la concepcion (esta en mente de mu-
chos)de que estudiarla es sdlo conocer cosas inmutables del pasado, sino que

a finales del siglo 20, la matematica aun se esta haciendo.

3.- Asi como en 1a antigliedad , y por muchds siglos, el universo numérico es-
tuvo constituido sblo por los nlmeros naturales y fué necesario vencer grandes
obstaculos épistemologicos para aceptar el concepto de nlmero racional positi
vo, de irracional positivo, de nlmero cero y el escandolo mas reciente, el =
concepto de numeros reales construidos formalmente en el siglo XIX y visuali
zados en una rectarscompleta ; nos preguntamos:

a) ¢Llegara el momento en que el concepto de numeros hiperreales sea aceptado
tan "normalmente" como el concepto de nimero real a‘'pesar de que los infinita
mente grandes e infinitésimos de pronto solo parecen ser nimeros ideales como
en su momento lo parecieron ser los numeros negativosi-(siglo XVII D.C.)?.
b)¢ Sera posible que el calculo infinitesimal, al estilo de Leibniz con lige-

ras variantes de lenguaje, sea utilizado con naturalidad y sencillez ain por

estodiantes de preparatoria?

4.- Ya hay quines en México han hecho los primeros intentos de textos de cil
culo con enfoque infinitesimal (# 18 de la bibliografia) y este es uno de los
retos del momento para quines estamos interesados en la investigacion y uso

de nuevo del auténtico "Calculo infinitesimal"™ tanto a nivel preparatoria co-

mo a nivel profesional, deferenciandose en grado de profundidad.

E} Dr. Carlos Imaz ha . hecho muchos trabajos en el campo de las mate-
maticas puras, al’igual que el Dr. Eugenio Filloy; su interes tltimo por ta
ensefianza de las matematicas lo llevo a trabajar sobre el modelo infinitesi-

mal del capitulo III; por otro lado, vemos gque hay ciertc "celo" infundadoc y
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hasta rivalidadés entre guienes trabajan en los diversos campos de investiga-
cibn en matemiticas , tales como Matematicas puras, matematicas aplicadas y

matematica educativa; por tal motivo yo pregunto:

:  Sbn realmente incompatibles los diversos campos de investigacion en Mate-

maticas ?

N6 es posible que dichos campos interactuéen y se complementen ?

[aTl
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