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PRESENTACION

E1l presente trabajo tieme como objetivos: presentar un
enfoque unificado de la teoria de optimizacidn restringida;
- -~ - - -
y proporcionar un método analitico, que permita resolver el
-problema de la localizacidén de extremos de funciones, suje-

tas a desigualdades como restricciones.

A fin de hacer efectivo el primer objetivo propuesto,
fué necesario acudir al An&lisis Convexo; razdn por la cual
se establecen los conceptos basicos de esta disciplina, or-

8, : -
ganizados en el capitulo I.

Con este mismo fin, fué& necesario formular un Nuevo Cri
terio de Optimalidad; dicho criterio se ejemplifica en el ca
pitulo IIT. Adicionalmente, se obtienen en forma geométrica,
las conclusiones de las cuatro reglas bZsicas de multiplica-

dores, establecidas en el capitulo IV.

El capftulo V, tiene por objeto ejemplificar el procedi

miento analitico, que permite localizar el minimo de uma fun

cidn, sujeta a restricciones de desigualdad.

(i)



INTRODUCCION

En este trabajo, fundamentalmente, se trata el
préblema de determinar las condiciones necesarias para
‘un minimo relativo de wuna funcidén o&,(x) sujeta a las
P restricciones de desigualdad ¢1(x)$ 0, ¢2(x)< O,...,
¢p(x)€{) y a las q restricciones de igualdad ¢p+q(x)=0,
$

p+q’ """ "ptq
son funciones de valor real, definidas sobre un subconjun

¢p+2(x)=0’- --|¢p+q(x)=0- donde ‘bo |¢19---,¢py¢’

Eg‘ abierto de Rn,o bien sobre un subconjunto convexo
de R™. Los supuestos de diferenciabilidad sobre 1las
funciones ¢i han sido debilitados e incluso hasta supri-

mido, como es el caso de 1la Regla de Multiplicadores

Convexa, estéblecida en el Capitulo IV.

Con el propdsito de establecer compafaciones entre
los resultados obtenidos aqui, mediante un enfoque dife-
rente, y los obtenidos por Karush [5 ] ¥y Kuhn-Tucker
[ 6], énunciaremos primero estos {#ltimos. Antes

daremos algunas definiciones preliminares.

Sean U un subconjunto de rR" Y do 1 hqreces ¢p p+1
funciones de valor real definidas sobre U. Se dice que
XelU es un punto factible, si ¢i(x)g0(i=1,...,p). Denota-—

remos por S a la coleccidon de todos los puntos factibles,



dado por S={X€U|¢i(x)$0, i=1,...,p}.

Se dice que'ieﬂ minimiza a ¢¢ (x), sujeta a las p-
restricciones de desigualdad ¢1(x) <0,..., ¢p(x)<10 si -~

XeS vy b, (X)€d, (x), para todo XeS.

Se dice que h=(hl,h2,...,hn)E:Rn es una direcciodon

admisible si th y(b}(i)héo (i*l,Z,....P)..Un arco regular

xj(t)(j=l,...,n;0$t$t°), se llamarid admisible en el caso
de que ¢i[x(t)]$0 para todo i y t. Se dice que X es un

puntgp regular si ¢j(i)=0 (i=p+1l,...,p+a) yvd ', (X),...,

ptg

¢p+q(§) son linealmente indépendientes,

Restricciones de cualificacion de Kuhn-Tucker. Supfngase que

X es un punto sobre la frontera de S. Definimos el conjunto de direc-
ciones admisibles
ﬁ% h:Rnl¢;(i) kK0, para todas aquellas

i tales que ¢i(f)=0}

Las R~C—K-T se satisfacen en X, si para todo hgﬁ existe un arco

admisible que parte de x en la direccion h y es tangente a h,

Dicho de manera diferente; se dice que las restricciones de
cualificacion se satisfacen en tode punto X de la frontera del conjun-—

restriccidbn, si para todo punto héRn, h#0, que satisface las desigual-

- -iii -
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dades lineales homogeneas ¢i(x)'}1$0 (i=1,...,p), existe
un arco regular, tangente a h, que parte de X en la direc-
cidn h y esti totalmente contenido en el conjunto restric-

cidn.

Las restricciones de cualificacién, como lo afirman
Kuhn—Tucker[ 6], ~tienen como finalidad la exclusidon de
singularidades sobre la frontera del conjunto restriccidn
tales como un punto clsplide apuntando hacia el exterior

de dicho conjunto. Por ejemplo, el conjunto restriccidn

Y
en dos dimensiones determinado por; 7
3} s
7
_ .3 P
¢ (x,y)= y=(1-x)"-K 0 s%=(1,1)
(1) _ s
,¥)= 1-y5£0
bo(x,y) y 7 X

EFn el punto frontera x=(1,1),

P9y 9oy

Las fnicas direcciones admisibles son los puntos
de la forma h=(a,0),a >0 y h=(a,0),a <0. Dicho conjunto
no satisface las restricciones de cualificacidéon en el
puntoe frontera '}=(1,l), puesto que no contiene un arco

regular que parta desde este punto en la direccidn h=(a,0),

_iv...



a>0. En un tal punto singular 1la condicion (i) del tecrema

de Karush-Kuhn-Tucker, que se enuncia a continuacidn,

dejaria de cumplirse para cual quier vector X, como podria

ser el caso para ¢, (x,y)=—-x+y, sujeta a las restricciones

(1).

TEOREMA DE KARUSH~-KUHN-TUCKER. Si para toda direccidn

admisible h, existe un arco admisible que parte de x en
la direccidén h, y si X es un minimo relativo de la funcién
b, (x), sujeta a las restricciones de desigualdad ¢i(x)$0

(i=l,...,p), entonces existe A=( af"" Xp) tal que si

p .
d(x, A)=d, (x)+ I i=1 %}%(x), entonces

i) ¢ (x, H=0
ii) ii)O, para i=1,...,p _
iii) ¢A(§,i)'i:0; es decir ii¢i(;)=0,i=1,...,p.
Donde las funciones ¢, . Gyr-e-0 b, sOM funciones reales
de clase C', definidas sobre un subconjunto abierto. U
de R™. La funcién $#(x,2) es la llamada funcidén lagrangiana,

y los parametros &_ son los llamados multiplicaderes de
g lagrange, ¢x(x,1), ¢A(x,x) denotan la derivada o gradiente

de l1la funcidon lagrangiana, con respecto a x,) respectiva-

mente.




e
No obstante, lo dicho anteriormente, las singulari-
&
dades sobre 1la frontera tales como un punto ciispide,
no son necesarias ni suficientes para que las restriccio-

nes de cualificacidon dejen de satisfacerse. Por ejemplo,

el conjunto restricecidn en dos dimensiones determinado

por ;
~
6, (x,y)= (1-x) +y-1<0
by (x,¥)= (x=2)%+(y-1)*-1@
1
dy(x,y)= 1-y <0
En el punto (ciispide) X= (1,1), o | ; 14
_ 4 :
P1x b1y 0 1
¢2x ¢2y ={ -2 0
O35 93y 0 -1

Es claro que en el punto §=(1,1)'1a finica direccion
admisible es h=(a,0),a>0 y que existe un arco admisible
x(t) que parte de ;=(1,1) en la direccidén h, tangente
a h, En particular, el arco regular x(t)=;+th, Og £t gl
parte de x en 1a direccién h ¥y estid totalmente contenido
en el conjunto restriccidn (factible) S, donde x(0)=x
y x'{0)=h. Por lo tanto, las restricciones de cualifica-

cidon de Xuhn-Tucker se satisfacen en el punto (ciispide)

_Vi_
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x=(1,1) y 1las condiciones (i)-(iii), del teorema de

Karush—-Kuhn-Tucker, se verifican en el punto =x=(1,1},

si por ejemplo ¢, (x,y)=x+y, con Xl=l/2, X3=X 1+l; X1>0.

Notese ademas, que los multiplicadores Ai no son {inicos.

Sin embargo, existe una restriccidon de cualifica-
cidn dada por Karush[ 5 ], mediante la cual las irregula-
ridades sobre la frontera del conjunto factible S (puntos
cﬁspide. o no ciispide), gquedan totalmente excluidas.
Introduciendo esta restriccién de cualificacidn, 1igera¥
mente diferente a 1la dada por Kuhn-Tucker, obtenemos

‘g':j
el; -

TEOREMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER MODIFICADO. Si existe

alguna direccidn admisible heR" tal que:

a) ¢£(§)-%<O, para toda i tal que ¢i(§)=0,
y si x minimo relativo de la funcidn ¢, (x),
sujeta a las restricciones de desigualdad
¢i(x)50 (i=1,2,...,p), entonces existe

A=(A1.A2,...,XP)ERP tal que si;
p
o(x,A)=¢, (x)+ Li=1 Ai¢(x), entonces

i) ¢ (%,%)=0,
ii) Xi>O, para i=1,2,...,p ¥

iii) ¢A(f,X){ =0, esto es; X, ¢;(x)=0, (i=1,...,p)

- vii -




Es facil dar un ejemplo donde las hipdtesis del teore-
ma de Karush—-Kuhn—-Tucker se satisfacen, pero las hipdtesis
del teorema de Karush-Tucker Modificado, no se cumplan.
Sea el conjuntoe restriccidn en dos dimensiones determinado

por;

Y

¢, (x,y)= x?+(y-2)2-4<0
(%) 0,(x,y)= 1-[ x*+(y-1)% J<0

¢y (x,y)= YZ—MU

“  En el punto x=(0,0},

- -
(-¢ ) T 0 -4
1x ly _
) ¢
2% 2y ° 2
$ ) .
3x 3y - 0
L ] _ A
En el punto x=(0,0), 1la iinica direccidn admisible

es h=(a,0), a>0, Es claro que en esta direccildn, existe
un arco regular que parte de x en la direccidn h, total
mente contenido en el conjunto restriccidn y tangente
a h., Ademas, si ¢, (x,Y)=x entonces el punto x=(0,0) es
un minimo relativoe de la funcidén ¢, (x,y), sujeta a las
restricciones (¥). Obsérvese que, en el punto Gptimo §=(0,0);
las condiciones (i)-(iii) del teorema de Karush-Kuhn-Tucker

se satisfacen con i3=1, A2=ZX 1 Al >0, Adicionalmente,

- viii -~
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este ejemplo muestra que los multiplicadores Ai no son

o

inicos.

No obstante, las hipOtesis del teorema de Karush-
Kuhn-Tucker Modificado no se satisfacen en el punto
;=(0,0), puesto que no existe una direccidn admisible
h tal que satisfaga las desigualdades lineales homogeneas

¢£(;)'E<O, para toda i tal qﬁe ¢i(;)=0.

Sin embargo, el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker Modifi-
cad%, sera formulado aqui como un corolario a un teorema

mas general, en el cual las restricciones de cualificaci6n

se han suprimido, que sera probado en el capitulo IV.

TEOREMA DE JOHN. Supdngase que U es un subconjunto
abierto de Rn, ¥y que ¢°’¢1""’¢p son p+1 funciones reales
&efinidas sobre U, cada una diferenciable en xe U. Si
xe U es un minimo relativo de la funcidén do(x), sujeta
a las p-restriéciones de desigualdad ¢1(x)$ 0’7"' ¢p(x)s0,

- - ptl

entonces existe algiin X#0, X =(2X, 'Al""' Ap)e R tal

que las siguientes condiciones se satisfacen;

. p
1) Si ¢(x)= A, (x)+ Ziml Ai¢i(x), entonces ¢'(x)=0,

ii) A;;O, para i=0,1,...,p ¥

1i1) Xi¢i(§)=0, para i=1,2,...,p.

- ix -




e

Las condiciones (i)-(iii) serdn referidas en el

.
corolario, como las conclusiones de la regla de multipli-
cadores de John, La conclusidn; se satisfacen con un
*o positivo significa que, sin pérdida de generalidad,

Ao se puede tomar igual a la unidad.

La propiedad: si existe algin he R (admisible) tal
que ¢'(1)'B <0 para toda i tal que ¢i(;)=0, es la llamada
restriccién de cualificacidon de Karush, impuesta sobre
las funciones restriccidn con la finalidad de excluir
-1;3 %%ngulafidades sobre la frontera del conjunto factible
S v ;si poder asegurar la existencia de un A, ,positivo,

y asi poder dividir entre A, , obtenié&ndose Ao =1, A1=

XI/A,,...,AD=AP/A¢. Con estos preliminares, enunclamos el:

COROLARIO.E Teorema de Karush-Kuhn-Tucker Modificad{L
Si existe algiin heR™ tal que ¢i(;)-ﬂ<0, para todas aquellas
i tales que d)i(i)=0, entonces las conclusiones de 1la
regla de multiplicadores de John se satisfacen con un

Ao pOsitivo,

Dicho de manera diferente: si 1las restricciones

&

de cualificacion de Karush se satisfacen, entonces



-*‘
p —
i) 3Si ¢(x)=K°?o (x)+ =1 M}%x), entonces ¢' (x)=0
ii)X =1,%,30 (i=l,....p) ¥

iii) Xi¢i(;)=o (i=1,...,p).

La condicidn (i) en el teorema de John, nos asegura
que el minimo restringido de d, (x) se localiza entre
los puntos criticos de la funcidén lagrangeana ¢ (x}. La
conclusidn iii), referida comunmente como la condicidn
de holgura complementaria, nos dice gue el multiplicador
Ai sera igual a cero cuando la restriccidn i sea inactiva,
es ﬁﬁecir, Ai=0 para todas aquellas i tales que ¢i(§)<h
y que el multiplicador Ai serd positivo si la restriccion

i es activa, es decir, Ai ) para todas aquellas i tales

que ¢i(§)=0.

Cuando 1la funcidén a minimizar ¢,(x) estd sujeta,

ademds, 'a las restricciones de igualdad ¢p+1(x)=0,...,
... ¢p+q(x)=0, es necesario i1mponer adicionalmente una
condicidn de regularidad, con 1la finalidad de excluir

las singularidades sobre la frontera del conjunto‘restric—

citon (factible) definido por:

8= {xERn/¢§(x)50,<%(x)=O (i=1,...,p;

j=p+l,...,p+q)}

- xi -
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RESTRICCION DE CUALIFICACION DE KARUSH.

L3

Supdngase que X es un punto sobre la frontera de

S. Definimos el conjunto de direcciones admisibles;

5={hERn/¢£(;)-h€D, para toda i tal que satisfaga

¢i(§)=0.¢3(§)'h=0, j=p+l,...,p+q.)

Entonces, las restricciones de cualificacidén de Karush

se satisfacen en el punto frontera X, si las derivadas
r-' - . . A

¢p+1\x),..., ¢p+q(x) son linealmente independientes ¥y

existe algin heR" tal que;

a0 - - _
a) d%(x) *h< 0, para todas aquellas i tales que ¢i(x)=0,

b>¢j(1)-ﬁ=o, para j=p+l,...,p+q.

De 1o anterior, las <condiciones necesarias ©para
que un punto XeU minimice la funcién Q(x) sujeta a las
restricciones de desigualdad ¢1(x)< 0,..., ¢p(x)$ 0 v a
las restricciones de igualdad ¢p+1(x)=0,..., ¢p+q(x)=0,

estan dadas por;

TEOREMA DE KARUSH-KUHN~TUCKER MODIFICADO.

» . - 1 - 1 -
Si las derivadas de las funciones ¢p+1(x),...,¢p+q(x)
son linealmente independientes y existe algin he R" tal

que:

- xii -
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oy
a) ¢i(f)'h<0, para toda i=1,...,p tal que ¢i(f)=0, y

b) ¢j(;)'ﬁ=0, para toda j=p+l,...,p+q,

y si X es un minimo relativo de la funcién ¢,(x) sujeta

a las restricciones de desigualdad ¢1(x) £0,..., ¢p(x)60,

y a las restricciones de idgualdad ¢p+1(x)=0,.;..¢p+q(x,=0,

entonces existe -i=( Xl""’ A ,X

3 pt+q
o , A +q)€R tal

pt+tl*'" " p
que si:

P pt+q
d(x)= ¢(x)+ Zi=1 Ajb, (x) + Li=p+l Aj¢j(x),

entonces;

3 -
1) ¢, (§)=0
ii) %.30, para i=1,...,p, (Xj sin restriccian de
signo)

Is

iii) ¢A(;)°K?0; es decir, ii¢i({)=0, para i=l,...,p.

Este resultado serd establecido aqui como un corola-
rio a un teorema mas peneral, donde las restricciones

de cualificacidon se han suprimide, a saber:

TEOREMA DE CARATHEODORY-JOHN,

Supbongase que U es un subconjunto abierto de Rn,

Y que d)o 1 (b]_!"'ld) p’ ¢p+11"'9 ¢p+q son p+q+1 func10r1es

reales definidas sobre U, fuertemente diferenciables

en xelU. Si xeU minimiza b,Sujeta a las restricciones
= xiii -
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de desigualdad <H(x% 0,...,¢p(x)€0 y a las restricciones
de igualdad ¢p+1(x)=0,..., ¢p+q(x)=0, entonces existe

k+0,k=(k ,...,Ap+q)ERP+q+1, tal que:

. _ i P+
i) Si ¢ (x)= £i=0 Aj@ i(x)+ E&=p+l Aj éj(x), entonces
¢! (x)=0,
ii) AiaO para i=0,1,...,p ¥

idi) li¢i(x)=0 para i=1,...,p.

Eg facil dar wun ejemplo donde las hipdotesis del
teorema de Karush-Kuhn-Tucker Modificado no se satisfacen
y las del teorema de Caratheodory—-John aiin siguen siendo

vadlidas., Considérese el conjunto restriccidn en el espacio

de tres dimensiones determinado por;

‘z

¢1(X,Y,z)= y~(1—z)3+x50

¢2(x,y.2)= -x<0
(*)
¢3(x,Y,Z)= -y<0

¢4(st9z)= x_(1"2)5=0

En el punto x=(0,0,1),

b1y b1y 41 | [ 1 0|
box b2y 92, -1 0 0
d)31( (b3y ¢32 = 0 -1 0
¢4x ¢4y byy 1 0 0
—xiV-
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Las f{inicas direcciones admisibles son; h=(0,0,a), a>0
y h=(0,0,a}), a<0. éln embargo, no existe un h tal qﬁe;
¢;(§)'E<O-(i=1,2,3) y ¢L(§)'E=O. Por lo tanto, las condi-
ciones necesarias de Karush—Kuhn—Tucker no se satisfacen,
No obstante, las condiciones (i)-(iii) del teorema de
Caratheodory-John se satisfacen con un A, =0, A1= 5= A3>0

y A,=0, para la funcién ¢o{x,y,z)=—z sujeta a las restric-

4
ciones (%), Nbtese que el punto 1=(0,0,1) es un minimo
restringido de ¢, , no obstante que las condiciqnes de
Karush-Kuhn-Tucker no se satisfacen.
5
Ahora bien, si 1la suposicién de diferenciabilidad
de las funciones ¢.,¢1,...@ p? que aparecen en la regla
de multiplicadores de John, se intercambia por la hipote-—
sis de ‘convexidad de &stas; entonces las condiciones

necesarias para un minimo restringido, estdn dadas por

la Regla de Multiplicadores Convexa.

REGLA DE MULTIPLICADORES CONVEXA.
Supdngase que U es un subconjunto convexo de R", Yy que

bo '¢1""'¢p son p+l funciones convexas definidas en
U. Si agl minimiza ¢,(x) sujeta a las restricciones de

desigualdad %(x) 50,..;, ¢p(x)5(), entonces existe algin

+1
A0, A= (A,,Al,...,xp)ng tal que:

- Xy -
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i) 8i ¢{x)=Xr b, (x)+ Zi=1 Ai¢i(x) y xeU, entonces
Xobala)=P(a)<o(x),
ii) Aoao,AiBO para i=1,...,p ¥

nul\ ‘= -= .. ]
idii) Xi¢i(a) 0 para i=l,. ' P

Si las hipdtesis de convexidad de las funciones

se satisfacen y adémds se impone alguna restriccién de
cualificacidon sobre éstas; el Teorema resultante propor-—
ciona las condiciones necesarias y suficientes para que
un punto & U minimice a ¢,(x) sujeta a las restricciones

6;T0)50, ..., (x)<0.

COROLARIO.[Teorema de Suficiencia de Karush~Knhn—Tucke{L
Supdngase que las hipodtesis de la regla de Multiplicadores
Convexa se satisfacen. Si ninguna de las funciones ¢i
para i=1l,...,p es identicamente cero sobre el conjunto
factible 8= (xElL/¢i(x)$(J para i=l,...,p}, entonces las
conclusiones de 1la Regla de Multiplicadores Convexa se
satisfacen con un As positivo. Reciprocamente, si las
conclusiones de 1l1la Regla de Multiplicadores Convexa se
satisfacen con un Ag positivo, entonces at€ U minimiza

$p (x) sujeta a las restricciones ¢1(x)€0,...,¢p(x)60.

Cualquier condicidén impuesta sobre 1las funciones

restriccién de una regla de multiplicadores, que permita
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asegurar que Ag es positivo, se le llama Restriccidn de
Cualificacidén., S5i una regla de multiplicadores contiene

alguna restricecidn de cualificacidén, se le denominara

Restringida. En caso contrario, se llamard Basica.

Las ideas claves utilizadas en la demostracidn de
las tres Reglas de Multiplicadores Basicas, enunciadas
anteriormente y probadas en el capitulo IV, se deben
a B.H. POURCIAU [8] . La idea B&sica es de cardcter geomé-
trico. Esto permite establecer un nuevo criterio-de opti-—
malidad, que hace posible la utilizacidon de los teoremas

-
s

de separacidn de conjuntos convexos.

Con el fin de mostrar explicitamente en gque consiste
dicha idea geométrica; supdongase que U es un subconjunto
n .
de R, que Qf¢1""’¢p’¢p+1""’¢p+q son p+q+l funciones
reales definidas sobre U, y que deseamos localizar un
punto a€lU el cual minimice a ¢o(x) sujeta a las restric-
ciones ¢l(x)< 0,..., ¢ p(x) £0, ¢ p+1(x)=0,..., $ P+q(x)=0‘

Si la geometria de este problema de optimizacidon restrin-

gPHa+l 44

gida se mira en el espacio imagen mapeo
3 (x)=(¢, (x), ¢%1(X),.... ¢p(X),¢p+1(X),---. ¢p+q(X))‘, XeU,
vy 58i definimos el subconjunto convexo wa de Rp+q+1 Como

- xvii -
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V= pta+l
wo=tY=(n .np....0np, JER /My <¢ (a),n,;<0 para
i=1,...,p, ni=0 para i=p+1,...,p+q}, entonces la existen—

cia de la solucibn o6ptima ac U estad caracterizada por

la interseccidén vacia de los conjuntos ®(U) y W,

la Regla de Multiplicadores asociada a este problema

es una consecuencia inmediata de la separacién con un

hiperplano de los conjuntos @(U) y Wa.

El objetivo del capitulo primero consiste en estable-
cer los conceptos basicos de convexidad que seran utiliza-
dog}en las pruebas y, principalmente, el teorema de sepa-

racion de conjuntos convexos.

El tercer capitulo, fué elaborado con el propdsito
de establecer Un nuevo criterio de optimalidad y, haciendo
uso de dicho criterio, deducir geométricamente las conclu-—
siones de las reglas de multiplicadores (basicas) enuncia-

das anteriormente,

En el capitulo cuarto, se enuncia y demuestra el

Principio Unificado de 1las Reglas de Multiplicadores,

el cual constituye el principal objetivo del presente
trabajo. Ademas, en este capitule, se proporcionan las
pruebas de las Reglas de Multiplicadores que admiten

desigualdades como restricciones, derivadndose é&stas del

- xviii -
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Principic Unificado. El1 procedimiento empleado en las
pruebas de las regi;S de multiplicadores es andlogo al
utilizado en la demostracion de dicho principio. La dife-
rencia radica en la dificultad‘para convexificar 1a imagen
$(U), no necesariamente convexa, y en mostrar como cons-

truir un conjunto convexo K que contenga a 9(U) y que

K permanezca aun separado de wa.

Adicionalmente, se prueba la regla de multiplicadores
que admite so6lo restricciones de igualdad. La deduccidn
se realiza mediante una aplicacidn directa del Teorema

&y
del Mapeo Interior, establecido en el capitulo II.

Si bien es cierto que las reglas de multiplicadores,
caracterizan la solucidon optima al problema de minimiza-
cidn restringida, no es fécil deducir de las mismas donde
se encuentra localizada dicha solucidn. Esta dificultad
se debe a que las conclusiones obtenidas en dichas reglas
no proporcionan, por si solas, un método constructivo
para obtener 1la solucidn, no obstante caracterizarla.
El propdosito del capitulo quinto, consiste en ejemplificar
un procedimiento analitico que permita obtener el minimo

b

de una funcidén sujeta a restricciones de desigualdad.
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CAPITULO I
CONJUNTOS CONVEXOS Y TEOREMAS DE SEPARACION

1,1 RECTAS E HIPERPLANOS., En nuestro vresente trabajo hare-
mos un uso considerable de la nocidn de Recta e Hiperplano
en R", Una definicidn adecuada serd la forma vectorial obte
nida mediante la formulacidn de la ecuacidn de una recta y
un hiperplano en R2 ¥ R3, respectivamente, en términos vee
toriales. Consideremos dos puntos X1s%X, ¥ la recta que pasa

por ellos, como se muestra en la figura de abajo. El1 vector

(xz-xl) es paralelo a la recta que pasa por X;,x%,. Cualquier

-

]
punto x sobre la recta que pasa por los puntos X X, puede -

expresarse por
x= x1+k(xz—x1)=hx2+(1—A)x1 {1-1)

para algfin escalar A. Entonces la ecuacidn (1-1) es la forma
2

vectorial para la recta que pasa por X15%X, en R", 1la cual -
- . - - - n
sera utilizada para definir una recta en R .

Y |

\..

Xy
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Definicidn 1.1, La recta que pasa por los puntos X)X (xl%xz)

2

2

en R" esta definida como el conjunto de puntos

X= {x’x=le{l—K)x1, y todo XA en R}

De finleibn 1.2, E1 segmente de recta que.une los puntos Xy,X,
n o - a -
en R, denotado por[:xl,xz:], esta definido como el conjunto

de puntos

[:xl,xz:]= {x!x=kxz+(l—l)xl, OgAgl}

De findcifn 1,3, Producto interior euclidiano, Dados £=(11,.”,1n)
L n . . .
y x-kxl,xz,...,xn) en R, el producto interior de £ por x se

denota por f*x y se define como:

n
Lex= Ayx +,..¥2 x = .I_A.x
1 n n =
Puede observarse que el producto interior da como resul

tado un niimero real c.

Definicibn 1.4, Se dice que dos vectores £ y y en RT, son ortogo

nales si £+y=0.

Y 3 .
La ecuacidn de un Plano H en R~ se puede encontrar si
se tiene un punfo en- el plano y un vector que sea ortogonal

a todos los vectores que estin sobre el plano. A ese vector



e
ortogonal se le llama vector normal y lo denotaremos por L,

Entonces, dade un punto %, en el planoc H, y el vector normal,
2, el plano H, que se muestra en la figura de abajo, se defi

ne como el conjunto de puntos que satisface la ecuacidn
Lo (x=-%x,)=0 (1-2)

donde x es cualquier punto sobre el planoc H, en R3. Efectuan

do el producto en la ecuacidn (1-2) tenemos fLex= g
donde £+x,= o, es un nilmero real, v
Z

X

. . n 3
La nocidn equivalente en R de un plano en R™ o una rec

ta en R2 es la de un hiperplano.

Definicidn 1.5, Un subconjunto H de R" se llama hiperplano siem

=
pre que, para algfin £40 en R" y algfin nfimero real o, H sea de

la forma




H= {xeRnlﬁ-x=a} (1-3)

Un hiperplano £ex=0 en R divide a todo el espacio R"

en tres conjuntos mutuamente exclusivos., Estos son

H= {xeR"|Z-x=a}
H”={x€Rn|£'x<a}

+ :
H ={xer™| 2-x>a}

Definicibn 1.6, A los conjuntos H—={x€Rn|£'x<a} v H+={xERn|Z°x>a}
se les llama semi-espacios abiertos. A los conjuntos -

;_’")}
AT={xer"| Z-xgal} y ﬁ+é{XERnI£°x3a} se le llama semi-espacios

cerrados,

1.2 CONJUNTOS CONVEXOS.

Deginicitfn 2.1. Un subconjunto C de R" es convexo si para cua-

lesquiera dos puntos X X, en C el segmento de recta [:xl,xz:]

que une estos puntos estid contenida totalmente em el conjunto,

Por convencidn consideraremos al conjunto vacfo y al con
junto formado por un sdlo punto como conjuntos convexos. Un -

punto x del segmento de recta [:XI’XZ:]’ dado por la expresifn

b
|

Ax,+(1-2)x;, 04151,
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se le llama combinacidn lineal convexa., Mediante esta Gltima
o .

. .. . . .

nocidn podemos redefinir un conjuntoe convexo, de la siguien-
. n . .

te manera: un subconjunto C de R se dice que es convexo si

s8lo si toda combinacidn convexa de dos puntos cualesquie
¥ =

ra x,,X, en C est3 contenida en el conjunto C

2

1

tig. 3

Ci es convexo X C2 no es CONvexo X

EJEMPLO 2,1, Un hiperplano es un conjunto convexo,., Sean X13X,
dos puntos cualesquiera en el hiperplanc H, es decir, E'Xi=a
v E'x2=a, entonces x=kx2+(1-l)x1 esti en el hiperplano, pues

to que:

Lox= Le [ Ax,+(1-D)x, J=2Lex,+(1-2) Lex,

= da + (1-A)o=c

EJEMPLO 2.3, Un sub~espacio lineal L de R" es canvexo, prue-

e . . - n .
.ba. Por definicidn, un subconjunto L de R recibe el nombre



S
de subespacio lineal si para todo X,>%, en L se cumple que
ax1+8x2 estin en L para cualesquiera niimeros reales ¢, 3, Como
una consecuencia inmediata de la definicidn, se tiene querL
contiene todas las combinaciones lineales convexas, puesto -

que estas Gltimas son casos especiales de las anteriores.

EJEMPLO 2.4. E1 conjunto solucidn S de un sistema de desigual

dades lineales

(1) A (i=1,2,,..,m)

i1%1 + Aizxz +...+X. x 2 b

in' n i

es unfrconjunto convexo en R". La misma proposicidn se cumple,
aln cuando algunos o todos los signos de desigualdad 3> sean
reemplazados por > y/o =0. Prueba, denotemos por x=(xl,...,xn)

y ﬂié(lil,...,lin) entonces la desigualdad (1) la podemos es- +

’E,'x;b, (i=1,2,-|.,m)
1 1 :

sean x,,x, dos puntos cualesquiera del conjunto solucidn §, :
entonces, £i-x13bi y Zi'xzzbi. Ahora, sea z=lx2+(1fl)x1, -

0£Agl, Tenemos que

Livam Lo hpt (1= =) J=M, omy b (1-0) L, %) >

S Ab. + (1-M)b. = b..
1 L 1
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puesto que esto se cumple para toda i=1,..,.,,m, esto demues-

-

tra que S es convexo,

A continuacidn introducimos un nuevo concepto, a saber
el de funcidn convexa (concava) que nos seri de gran utili-
dad posteriormente, y nos proporciona ejemplos de conjuntos

CONnveXxos.

P ; n
Depinicibn 2,2, Sea C un conjunto convexo, mo vacio en R, Una

Ef. funeidn ¢:C—>R se dice que es convexa sobre C, o simplemente
convexa, si1 para dos puntos cualesquiera X1»%X, €0 €C ¥y un es~

cald? A, 0<Xgl,

(Axy+ (1-2) %) €A (x,)+(1-2) ¢ (x,)
y se dice que es cdncava sobre C, o simplemente cdncava, si

La siguiente figura muestra la configuraci®bn geomdtri-
ca de las nociones anteriores., Observe que el segmento de -
recta que une dos puntos cualesquiera de la funcidn convexa

(cdncava) esta por arriba (abajo) de ella,

W




Z |

fig. 4

a) funcion convexa X b} funcién concava

EJEMPLO 2.5. La norma euclidiana es una funcidn convexa defi
nida sobre la totalidad de R", Prueba, Definiendo ¢(x)=]]|x]||
y esferibiendo x como combinacidn convexa de dos puntos XX,

en R" tenemos x=lx2+(1—A)xl, 0<Agl vy

p(x)= ¢(Ax2+(1-1)x1)=,IAx2+(1—X)x1f|
& M=, [ [+=-0) = [ T=2d (x )+ (1-0) 6 (x )

Lo cual prueba que ¢ es convexa.

El lema siguiente nos proporciona un ejemplo de conjunto
convexo y adicionalmente nos serd fitil para demostrar que la

: : n .
bola cerrada (abierta) en R es un conjunto convexo,

LEMA 2.1, Sean € un conjunto convexo, no vacio en rR- v $:C—>R

una funcidn convexa (cBncava). Entonces el conjunto -
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s={xeC|#(x)<a,0eR}, es un subconjunto convexo de C.Prueba,

Tomemos dos puntos xl,xzeS. por definicidn de §, ¢(x1),¢(x2)€a

y puesto que 9 define una funcidn convexa, tenemos

¢[:Ax2+(1—l)xl:]Sl$(xz)+(l-k)¢(xl)

ghsa +{1-Ma=a

o ¢Elx2+(l—7{)x1:[éa

as? que Ax,+(l-))x, esti en §, y S es convexo.
2 1

EJEMPLO 2.6. Una 8-bola cerrada (abierta) centrada en a, de-—

notada por Bs(a} [:Bd(a):l y definida como el conjunto

Ed(a)={xeRn[ [ |x-a]||{g6,8>0}

,Es un conjunto convexo,
Prueba. Definiendo ¢(x)=||x-a|| y observando que ¢ es una fun

cidn convexa; podemos escribir

By(a)= {xeR™ | $(x) <8}

aplicando el lema 2.1., tenemos que Ea(a) es un conjunto con

vexo,




1.3 ALGEBRA DE CONJUNTOS CONVEXOS

; . n .

| LEMA 3.1, Dados dos conjuntos convexos 01,62 en R, su interx
seccidn C=C1ﬂ02 es también un conjunto convexo., Prueba, Si -
C=d o consta de un sdlo punto, C es convexo, Supongamos gue

gste no es el caso. Sean Xs%, dos puntos cualesquiera de -

C=C1ﬂ02. Entonces,

lx2+ (l—;\)xlEC1 para 0gAgl

para QOgAigl

Ax,+ (l—A)xlec

2 2

por lo tanto

. Ax2+'(l—l)xleclﬂC2= C, vy C es convexo.

La propiedad anterior se puede generalizar a un nfimero

mayor de conjuntos convexos.

TEOREMA 3.1, si Clseee,C  son conjuntos convexos, entonces -

n
19101 es un conjunto convexo.

n

f ton X A
2 i=lCi,en ces X,,X, estin en Ci para todo

i=l,...,n, puesto que cada uno de los Ci es un conjunto con-

Pemosthacifng Si X »X

vexo, la combinacidn lineal convexa-de Xys%,3
-

Ax2+gl-l)x1 £ Ci para ,?£151
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puesto que esto se cumple para cualquier i=1l,...,n, se sigue

A

gue:

n
- e N
lx2+(l A)xl ; i;lC"

Lo cual demuestra que la interseccidn es un conjunto comvexo,

Definicitn 3,1, Sean Cl""’Cm m subconjuntos convexos de r",

La suma directa Clg,...@Cm es. el conjunto de todeos los pun-

-

tos y er” tales que y=x1+,...,+xm donde ijCj,j=1,...,m.

Sea C, un subconjunto convexo de Rn. Entonces podemos
defifnir a--Cj como el conjunto de todos los puntos ~X donde

x.eC,.
J 1

De ginlcibn 3,2, Sean Ci vy - Cj dos subconjuntos convexos de Rn.
Entonces, definimos la suma Ci@(-Cj)= C]__--C:i como el conjunto

‘ n
t =x.+ A= s =X d d - s A =L, .
de puntos y ER tal que y x; (xJ) x;-x;, don e xlecly xJE CJ

TEQREMA 3.2, Sean Cl,...,Cm m subconjuntos coﬁvexos de R, -

Entonces la suma directa Clﬁ,...,ﬁcm es un conjunto convexo.

Demostracifn: LLam€mosle C a la suma directa 019,..9,@Cm esto
es, C=CIQ,..J,QCm, y tomemos dos puntos y €C y y'eC. Claramen
“atk —_
te debemos tener x,eC. y x'eC. tal que y=ZIx., y'=Ix!., Consi-
J J J 1 2 J

deremos ahora la combinacidn lineal convexa, Ay+(1-A)y'. En-




tonces tenemos que;

-

Ayr(1-1)y'= AIx 4 (1-A)Ex;= Z[:kxj-i-(l-l)x:; 7.

Ahora, para J=1,,..,m tenemos que [:ij+(1-k)x§:]ecj,
para cada Cj convexo, Por lo tanfto Ay+(l-})y'eC y C es con

VeXxo,

Tenemos ya definido el concepto de combinacidn lineal
convexa de dos puntos X;,X, como Ax2+(l—l)x1, O<xgl, Esta
definicidn puede ser generalizada a la nocifn de una combi-

nacidn lineal convexa de m puntos.
Definicifn 3.3. Una combinacidn lineal convexa de un nfimero -

finito de puntos XissoesX estd definida como un punto
m

PR T j

x= I .
N |

3

i
]

ot
(&)

LEMA 3.2, E1 conjunto de todas las combinaciones convexas -

de un nimero finito de puntos xX_,,...,X es un conjunto con-
P 1? s X

vexo. Es deecir, el conjunto

* m
S={x|x— nglu.x

. m
%50 M50 Imleeeeom By gug )

es convexo,



“"*—_

Demostraciin: Sean y,z dos puntos cualesquiera tales que:

Para probar que § es convexo, basta con mostrar que la
combinacidn convexa Az+{(l-))y estd tambi&n en el conjunto -

para cualquier A(0g¢Xgl). Ahora
Azt (l-A)y= L7 AB.+(1-Ma, Jx,
(1-A)y j=1 C BJ :c:l 3

'perO&Fenemos

AB.+(1-A)a 30
BJ( )aJ ’
y ' ‘
m -
z, AB. +(1-A)a, |=AZ,.+(1-2)ZIa.=1,
J=1E 8J (1-1) J] Bi k|
entonces Ax+(I-1)y es tambi&n una combinacidn convexa de los

xj, y por tanto el conjunto es convexo.

EJEMPLO 3.1, La figura de abajo muestra la geometria del con
junto de todas las combinaciones convexag de los puntos -
R sKysees X En R2 el conjunto de todas las combinaciones -
convexas de m puntos lo encontrames uniendo con segmentos de
recta todos los untos. E1l poligono resultante y su.interior

es el conjunto buscado.



fig.5

Si un conjunto X en R" no es convexo, podemos ampliar-
lo hasta convertirlo en un conjunto convexo mediante la adi
cidn del menor nlimero posible de puntos, La interseccidn de
todos los conjuntos convexos que contienen a X deberd ser -

el minimo conjunto convexo el cual contiene a X.

Definiciln 3.4, Sean XA(AEA) la familia arbitraria de todos -
los conjuntos convexos que contienen a X. Entonces, C(X)= 1 Xl
' Aed

es el menor conjunto convexo que contiene a X y recibe el -

nombre de envoltura convexa o cidpsula convexa de X.

1.4 SEPARACION DE CONJUNTOS CONVEX0S. La presente seccidn -
esti dedicada exclusivamente a una discusifn de la separéci&n
de conjuntos convexos en Rn, un elemento bdsico en nuestras

deducciones de las reglas de los multiplicadores con restric

ciones de desigualdad,

De finicibn 4,1, Dos subconjuntos C1 y C2 de R" se dice que son
separados si existe un hiperplano H tal que C1 esti conteni-

do en H' y C, estd contenido en B  donde ﬁ+é{x€Rn|£'xaa} y



H = {XERn[-f_'xéa} son los semi—espacio‘-‘s” cerrados de H.

Cuando Cl vy C2 son separados, y ambos tiemen intersec-
ciones vacfas con H, entonces C1 ¥ C2 se dice que estan es-

trictamente separadas, Como se muestra en la figura 6

Ci vC2 separados I
l; c,yC astrictaments
X ! ' 2 seporados.
7 4
tig.6 ¥
| 74

LEMA A. 8i C es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio

n’ | - .
de R con 04C, entonces C y {0} estdn estrictamente separa-

dos,

de
PRUEBA: S# ¢ wl{n en R dado por ¢(x)=]|x}|? donde ||x|]=
YX*x, entonces ¢ alcanza ua valor mfnimo en el conjunto cerra

do C, digamos en £eC (para el valor mInimo no es necesario que

C sea compacto)., Fijemos x en C. Entonces OgAgl implica que -

- 15 -
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£+X(x-£€)eC por la convexidad de C, Puesto que el valor mini-

mo de ¢ se alcanza en "ﬁ, sabemos

[|e+a(x-2)[12x]]2]]?

2?\1’.'}(-2)\501%1%1('}{— 2X%Lex + A22+£30
' /
G adom®S
o 18(0,1], dividiendo por A, y suponi&ndose que A>0. Enton
ces L+x38£+L= ||2||? . Puesto que £40, poniendo a=1/2]]&]]|?>0

se obtiene £+x>a>0, lo cual muestra la separacidn deseada,

He {(x.ﬂe R'/(l,l)~(x.v)=2}

=

]
tig7 Cy [0} estrictamente separados
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LEMA B, 8i C es un subconjunte convexo, no vacio de R

entonces C y {0} son séparados.

Demostracilin: Para obtener la separacidn deseada, basta mos-
trar la existencia de un Hiperplano Separador H. Para cada
xeC denotemos por k{(x) el subconjunto {EERn[|E|]=1 y Lex30¥
de la esfera unitaria en Rn. 51i 'ng k(x)+¢, entonces cual-
quier fe Xgc‘k(x) satisface £+x30 para todo x€C, y la prueba
quedaria terminada, La demostracifn la haremos por contradic
cidn, Supongamos que xQC k(x)=¢. Puesto que los conjuntos -
k(x) son cerrados, entonces kc(x) es abierto ¥y UxEC kc(x) cu
bren fla esfera unitaria, denotada por S={£eR”| |&|=1}. Por

taﬁto, existe una subcubierta finita ke(xl), kc(xz),...,kc(xp)

tal que:

P
P
s= U K (x;) =C 0, Kxp €.

Pero entonces la cdpsula convexa del conjunte finito
'{xl,xz,...,x } es un subconjunto cerrado, convexo y no vacio
de R" que no contiene al cero, por que estd contenida en C.

Luego, por el lema 4, existe £erR™ con [Ei=1 tal que E'xi>0

P K(xil, contrario a la suposiciBn de que

i=l,...,p v esa L& A
i=1

1 K(x.)= ¢. Con lo cual termina la demostracidn.
i }
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fig.8 c V{O] separados

= n

LEyA d. 8i C es un subconjunto convexo, no vacio, de R con
O¢Int C, entonces C y {0} son separado, PRUEBA: puesto que

Oilnt C, existe una sucesidn {xk} en R® tal que xk¢C;mra todo
n y x,+0. Por el lema B, para cada k existe algfin Ek en R 7

con l£k1=l tal que satisface la desigualdad £k°lek-xk para

cualquier x en C, En un subconjunto de la esfera unitaria en

RI].

, la sucesiﬁn'{ﬂk} deberi poseer una subsucesién{ﬁkj} con-

vergente a un ’£|=1. Entonces, dado cualquier x em C, hacien
do j»» en la desigualdad Ekj'x32°xkj obtenemos £+x30, como se

- deseaba.

TEOREMA DE SEPARACION, Supdngase que C, ¥ €, son subconjuntos
convexos no vaclos de R™. Cada una de las condiciones siguien

v C2 son separados.

tes asegura que C

1



(1) o4 c,-c,
(2) 04 Int (c,-Cy)

(3) Int C2+¢ y O¢Cl—Int 02

Demostracibn: (1) Sea C=C1—C2. Entonces C es un subconjunto con-

vexo, no vacio de R" con O¢C. Por el lema B, C y {0} son sepa-
rados; esto es, algilin LeR® satisface Lexg0 para todo xeC, Esto

significa que para todo Xlecl y todo Xzecz, tenemos £°x1$£°x2u

Por lo tanto, si a1=sup{£-x1:x15C} v a2=inf{£-x2:x2€C2}, enton

.ces Oi1&%z. Poniendo a=(a1+a2)|2, vy observando que cualquier -

XlEC v cualquier xzecz satisface:
X E-x15as£'x2
(2). Sea C=C_-=C Entonces C es un subeconjunto convexo, no va

1 72°*
cio de R" con O¢Int C. Por el lema C, C y'{O} son separado, la

prueba se completa como en (1), (3) Aplicando la condieitn (1).
inferimos que Cl y Int C2 son separados. Pero esto implica que

iot C2= C2 son separados,

wy



. CAPITULO I

I1 DERIVADA GENERALIZADA Y TEOREMAS DE MAPEO INTERIOR,

2.1. INTRODUCCION. La nocifn de derivada como una aproxima-

cién lineal a una funcidn en una vecindad de un punto a, nos

permite obtener una informacidn m2s completa del comporta-

miento de f en dicha vecindad. Con el fin de establecer dicho
- - - - - -

concepto, daremos, a continuacidn, algunas definiciones que -

nos ser3n de gran utilidad,

De fimicifn 1. Se dice que una aplicacidn £:R*—>R™ es una apli-
it b

cacibn lineal si;

i) ﬂ(x1+x2)= £x1+£x2 (xl,xzeRn)

ii) £L(ex)= cix (ceR, XERD)

- . n m . :
obs€rvese que si LiR—>R es lineal £0=0 y que £ queda deter
minada completamente por medio de su accibn sobre cualquier

base de Rn.

NOTACION. Se representard por £(R",R") el conjunto de todas

las aplicaci +
a plicaciones ¢, .El c, £2 por

: _ n
(c1£1 + c2£2)x- clﬂlx f czﬂzx (xeR7)

—-20~



.
es claro, entonces, que clﬁl + c2£2€ (R",R™), v que el con

n ‘ . .
junto £(R ,Rm) es un espacio vectorial,

De finleidn 3. Si Mel (Rn,Rm) y £ e £ (Rm,Rk) definimos su pro

ducto £+M como la composicifn de M y £:
(L+M)x= £(Mx) (xer™)

entonces f£+M Eﬂ(Rn,Rk).

De finicifn 4, si LefL(R",R™), definimos la Norma [[2]|] de £ -
como el Sup de todos los nfimeros |£x|, donde x tienme como

&
e n 3
rango todos los vectores en R con |x|s1. Se escribe

[12]1= sup|ex]
|x]<1
TEOREMA 1. (i) si £e£(R",R™), entonces |12]] es finito y es
una aplicaciBan continua de R em R". (ii) Si Z,MEK(RH,Rm) v

c es una escalar, entonces;

a) |lesu]l<]lel]+]]ull
by [lcel|=lc| |le]

con la distancia entre £yM definida por |[£-M||, Z(R",R™) es

un espacio m&trico, (iii) Si Mef (R",R™) y £€£(Rm,Rk),entonces



[e-ul] < [l1e]] [lx]]

Pemostracion, (1) Sea {e .,en} la base natural em RV y su-

l,q-

pongamos que X=Zciei,fx|$l, de modo que ]cilsl para i=1,2,...,n,

Ahora

| &x|=|zc Le |&x|c |[Le | & T]Le |

poer tanto
Y

n
) 12l]e L, I2e, | <=

si x, y eR" entonces lﬁx-ﬂylillilllx-yl, por tanto £ es con-

tinuva (uni formemente) .

(ii) La desigualdad a) se deduce de
| cermyx| =] Lx+Mx| < [&x] + Jux| < C|[e]]+]|u[])]x]

si E,M,N,EZ(RD,Rm), la desigualdad del triZ%ngulo se verifica

[le-w|[=]{e-wn]| < [[L-m|[|+]]mM-N]]
Como conseguencia del teorema anterior, ][2]] es una mnor

ma sobre el espacio vectorial E(Rn,Rm). Luego ﬂ(Rn,Rm) es un

espacio vectorial normado, posee pues, una topologia perfecta

- 22 -
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.. . n m ,
mente definida por los espacios normados R* y R . Con la mé-

. - s . A -
trica inducida por la norma, los conceptos de conjunto abier

to, continuidad, etc, tienen sentido para estos espacios.

2,1 APLICACIONES DIFERENCIABLES.

De inicidn de Aplicacibn Diferenci{able. Sea U un subconjunto abier-
to de R, Un mapeo 9:U—>R" se dice que es diferenciable en

. . . n m
el punto a €U si existe un mapeo lineal L£:R—>R con la pro-

piedad de que para todo e>0, existe §>0 tal que

(2.2.1) xEUVy lx—a,‘ﬁ impiican |@(x)—@(a)—£(x—a)fieix—a]

&

- Si ¢ es diferenciableAen el punto a, la aplicacibn 1li-
neal continua £ que define la relacidn (2,2,1) es Tnica. Es
un elemento de K(Rn,Rm), que serd denotado por ¢'(a) y 1la-
mado la Derivada Total D&bil de 1la aplicaciBn & en el’punto
a. La relacién (2,2,1) con la notacidn 9'(a) se escribe:

[8(x)-2(a) 8" (a) (x-a) | ¢e|x-a|.

TEQREMA DE UNICIDAD DE LA DERIVADA. Seam U un subconjunto -
abierto de R" y $:U—>R" una aplicacidén, Si el mapeo ¢ es -
diferenciable en el punto acU, entonces la derivada corres-

pondiente £=%'(a) se determina de manera finica.



g

Demositnacdibn: Supbngase que £1,£2 estin en £(R",R™) y que sa-

»

tisfacen la definicidn anterior. Entonces, se tiene

05]21(x~a)—£2(x—a)I=[—®(x)+®(a)+£l(x-a)+
@(x)—@(a)—ﬁz(x-a)l
s|o(x)-0(a)-£, (x-a) [+ ¢ (x)~8(a) -2, (x-a) |

sZe]x—a|

por lo tanto, se tiene Oélﬁl(x—a)-ﬁz(x—a)<22lx-al. Si £1+£2,
existe zeR" con £1(z}+£2(z), debido a la linealidad de £l v
22 se tiene que 240, Ahora sea z=(8)|z|)z de modo que [Z[|=8
de %fnde IEI(E)—£2(E)|CZE[EI. Por tanto ]ﬂl(z)—£2(2)|<26|zl

para todo €>0, asi £1(z)=£2(z), lo que es una contradiccibn.

Por lo tanto £1=£2.

Se dice gue el mapeo ¢ es diferenciable en U si ¢ es -
diferenciable en todo punto de U. Entonces el elemento -
@'(a)Eﬂ(Rn,Rm) depende de acU. Tenemos, pues, una aplicaci®n

a+®'(a) que representamos por &';

o' :U+L(R",R™)

es, por definicidn, la aplicacidn derivada del Mapeo Diferen
. m . pa .
ciable $:U+R , Debe observarse que la aplicacidn derivada -
g
. . m .
¢' no toma sus valores en el mismo espacio R que la aplica

cidn o.



b

De dinicitn de Mapeo Continuamente Diferenciable, Se dice que ¢ :U+R®

-
es diferenciable con continuidad, o tambiZn de clase Cl, si:

i) ® es diferenciable en U, es decir, diferenciable
en todo punto de Uj;

ii) La aplicacidn derivada ¢':U+£(Rn,Rm) es continua.
Para ser mds explicitos, se requiere que para -

cada xeU y cada >0 exista i &>0 tal que:

[97 (¥)-p'(x)|<e si ye¥ y |x—y]<8.

TEGREMA DEL VALQR MEDIO. Supbngase que f es una aplicacidn
continua de [:a,b:]en R” y f diferenciable en (a,b). Entog
ces existe x en (a,b) tal que:

Eﬁ :

|£(b)~-£Ca) |« (b-a)|E£"(x)]
Demoétﬁuuﬁn: Haciendo z=f(b)-£f(a), definiendo
y(t)= z+£(t) (agtgh).

Entonces Y es una funcidn continua de valores reales
sobre [},ﬁ] que es diferenciable en (a,b). Entonces, por

el teorema del valor medio para funciones reales, se tiene;

vy(b)-y(a)= (b~a)y'(x)= (b-a)zef'(x)

para algin x ed (a,b), Por otro lado,



b

Y(b)-Y(a)=Z°f(b)—z'f(a)=Vz'z ={z}?2.

&

Aplicando la desigualdad de Schwarz obtenemos:
|z|2=(bea)ze£'(x)|s(b=a) [z]|£f' (%) ].

Por consiguiente |[z|€(b-a)|f'(x)]|,que es la conclusidn

que deseabamos obtener,

TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZADO. Sean U un subconjunto
abierto de Rn v ¢ :U>R™ una aplicacidn continua., Si ®es dife-

renciable en U, y si el segmento de extremos a y b esta con-~

. B . e
tenido en U, se verifica

[e¢b)-4(a)|< |b-a|+ SUP [&'((l-t)atth)].
0<t<l

Demositnacifn: Definiendo f(t)=¢{1~t)attb), Ogtgl.Entonces, f(t)
es una aplicacidn diferenciable de t con
£'(t)= ®'((l-t)attb)+*(b~a)

de donde
J£1(e) |€]0'((1-t)a+tb) | |b-a]

- m - - .
ahora bien, puesto que f:[:O,l:]+R es una aplicacidon diferen

ciable, el teorema del valor medio es aplicable a f, por tan-

to
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'W_‘
[£(1)=£(0)|<|e"(e)]  Oges1

&

puesto que f(1)= &(b) y £(0)= &(a), se tiene

|®(b)-d(a)|¢[b-al=|¢' ((1-t)a+th|

<|b-ale SUP |¢'((1l-t)atth]
Ogtgl

que es lo que se querila.

COROLARIO A. Sea U un subconjunto abierto en R" y sea -
4:u+R™ una aplicacidn diferenciable en U, Si el segmento de

extremos a y b estid contenido en U y x,eU.Entonces se tiene:

= |8(b)~8(a)=0" (xa)*(b-a) [<|b-a|+ SUP _|&'(x)-0"(x.)|
xe|a,b

Demostracifn: Defina C:U+R™ para xeU como

g{x)=0(x)-0"(x.) (x)
y apliquese el teorema anterior a T.

2.3 APLICACIONES FUERTEMENTE DIFERENCIABLES. En 1los libros'de
texto de c3lculeo avanzado se presentan, usualmente, algunas -
variantes sobre la nocifn de derivada d&bil, como la definida
anteriormente, Sin embargo, para nuestros propdsitos serida ne-
cesario establecer un nuevo concepto de diferenciabilidad, a

la cual le llamaremos diferenciabilidad fuerte.



.

De ginicitn de Derivada Fuente. Sean U un subconjunto abierto en

B

- . n,__m .
Rn, $:U+R" una aplicacidn continua, y £:R R un mapeo li-
neal. Entonces, & es fuertemente diferenciable en a que estd
en U con derivada fuerte £=%'(a), si para todo €>0 existe -

§>0 tal que:

X,,%, en Uy ]xl-aliﬁ,lxz-aléﬁ implica

'@(xz)—Q(xl)-Q'(a)(xz—xl){i Elxz—xll

algunas propiedades importantes de los mapeos fuertemente

diferenciables son las siguientes:

if] :
PROPIEDAD 1. Diferenciabilidad fuerte implica diferenciabi-

lidad.

Prueba. Si $es una aplicacidn fuertemente diferenciable en
a con derivada fuerte 9'(a) entonces x,=a, lo cual esti per

mitido en la definicidn, se obtiene el resultado deseado,

PROPIEDAD 2. si ¢:U+R™ es diferenciable en U, vy si la aplica
cidn ®':U+E(Rn;Rm) es continua en el punto a en U, entonces

® es fuertemente diferenciable en el punto a, con derivada -

fuerte £=0"(a).

. - . m .
Prueba. Puesto que, por hipGtesis, ¢':U+R es continua, en-

tonces dada e>0 existe §>0 tal que



"'*_.
Ix-a[<6 vy ¥ en U implican I¢'(x)—¢'(a)]<€

*

Ahora, sean x),%, en la 6-bola cerrada Ba(a) contenida en el
abierto U. Por lo que |x1¥a[65 y Ixz-alcﬁ, y puesto que la
§~-bola Bd(a) es un conjunto convexo se tiene que el segmento

de recta que une a X; ¥ X,, [:xl,xz:l, estid contenido en Ba(a),
v, por lo tanto, dentro de U. Aplicando el corolarioc A, tene-

mos:

| 9(x,) =4 (x))=9" (a) (x,~x,) ls!xz—xl |« sup (6" (x)-9"(a) |

XE| X;,%,

Sslxz—xll
&

Lo cual demuestra que ¢'(a) es una derivada fuerte en el

punto a.

Es posible afin debilitar las hipdtesis y obtener un cri

terio de diferenciabilidad local fuerte,.

PROPIEDAD 3. Sea U un subconjunto abierto en Rn. Si tIJ:U—’-Rm
es una aplicacidn diferenciable en una vecindad del punto a
en U y si $"(x) es continua en a, entonces la aplicacidn ¢
es fuertemente diferenciable en el‘punto a con derivada fuer

te £=¢"'(a).




2.4 TEOREMAS DE MAPEQ INTERIOR.

Los teoremas de Mapeo Interior juegan un papel fundamen
tal en la teoria de optimizacidn con restricciones. Estos -
resultados proporcionan condiciones que aseguran que: si a -
es un punto interior de U entonces la imagen ¢$(a) pertenece
alrinterior de la imagen ¢(U). Para establecer dichos resul-

tados en forma directa, haremos uso del teorema de punto fi-

jo de Lipschitz,

PRINCIPIO DEL MIN/MAX., Una funcifn continua de valores rea-
les definida sobre un subconjunto no vacIo, cerrado y acota

. n ) . ) _
do de R, alcanza su md@ximo y su minimo sobre este conjunto,

De ginicibn de Mapeo Contractivo., Sea C contenido en R", Un Mapeo

m . . . .
Y:C+*R se dice que es contractivo si existe una constante a

con Ogo<l tal Que:
[#(p)-¥(q) |<a|p-q]|para todo p,q en C.

TEQREMA DE PUNTO FIJO DE LIPSCHITZ. Sea C un subconjunto ce~
rrado de Rm, vy sea P:C+C una contraccidn, Entonces ¥ tiene un
punto fijo fGnico en C, es decir, un punto p para el cual P (p)=p.




Demostracidn: Definimos f:C*R por f(x):Tx~¢(x)', Entonces se
tiene que un cero para f es un punto fijo para Y. Para pro-

bar la continuidad de f, obsé&rvese que:

£F(x)-F(y)=]x~-0(x) | =]y-0(y) | € |x=v (=)= (y~-0(y)) |
=l x-y= () ~Y(y)) fel=z-y |+ o (x)-v(y) |
[£(x)-£(3) |&]x=y |+ |0 (x) -0 (y) | €| x=y |+ a|x-y]

| £(x)-£(y) |« (1+ ) | x~y]

i C es acotado, el principio del Min/Max asegura que exis-
te p en C tal que f{p) es un minimo., Entonces f(p)<f(Y(p)ls

af(p). Puesto que £(p)x0 y a<l, tenemos f(p)=0, Lo cual de-~

{5':
myestra que p es un punto fijo de ¥.

Si C no es acotado, elijamos q en C, fijemos

C={xeC/f(x)<f(q)}

si x en C, entonces

| x-q{=]x=9(x)+P(x) =P (q)+P(q) -q|
£l x-v(x) |+ ]9 (x)~v(a) |+ ]| v (q)-q]
$£(x)+a]x~q|+£(q)

|x-ql¢2£(q)+a|x-q].
b3 .
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por tanto

2 ) .
Ix-q|< —ii&l, esto prueba que C es cerrado y acotado.

l-ct

Ahora, de f (Y(p)Xof(p), se sigue que Y preserva a C, y

podemos proceder como se hizo arriba,

i
[mN

Finalmente, si p,q en € son ambos puntos jos de ¥, en

tonces

Ip-q]={w(p)-v(a) |galp-q]j,

implica que |[p-q|=0 y el punto fijo es Gnico.

8
TEOREMA DEL MAPEO INTERIOR. Si U es un subconjunto abierto de
Rn, si ¢ mapeo, U en Rm, y 8i la derivada fuerte en el punto a
en U, £=%"(a), existe y mapea R® sobre R™, entomces ®(a)e

Int &{U).

. ., . n._m .
Demostrnacifn: Dado que, por hipdtesis, L:R >R es una aplica-
cidn suproyectiva, cada uno de los vectores de la base cand-

nica el=(l,0,..°,0), e2=(0,1,.;.,0),...,em=(0,...,l) en B” es

la imagen bajo £ de algin vector en Rn, digamos VisesesV oo

Ahora, sea M;Rm+Rn el mapeo lineal que aplica e, en Vv, para

i=1,2,...,m; es %gcir

m il
M(;Lye5850= 1E1935e



e o
Se sigue que £+M es la aplicacidn identidad en Rm, es

decir E-M(y)=y para toda y en R®. Por simplicidad y sin pé&r-
dida de géneralidad, supongamos que a=0 y ¢(a)=0. Fijemos a>0
y sea Ea(0)={y en Rmf !ylsa} ia bola cerrada en R". Por tan-—
to M(y) estd en U siempre que y esté& en Eu’ POT que IM(y)[Sm
[y!. Si ¢ mapea B_ en R® con Pp{y)=y-0M(y), entonces ¢'(0) es

o

una derivada fuerte, por tanto existe un §>0, 0<d<a tal que:

1
* : : - = -
(*) Yy, ¥ ¥, en Ba implica lw(yzl W(yl)lé 2'Y2 yl"‘

Ahora escojamos algun y en EG/Z’ y sea U la corresponden
cia %;W(y)=?+w(y).de Ed en R". De la ﬁesigualdad (*) puede ob
sérv;;se que el mapeo @ -es un mapeo contractivo de ﬁd en si
mismo. §i ms§6 es el punto fijo de Y, entonces y+yYw)=w, o
y=0M(w). Pero M(w) estid eﬁ U porque meﬁa, as? y=3(x) para -

alglin XU, v tenemos probado que ES/Z ce(vu).

TEQREMA DEL MAPEQ INTERIOR CONVEXO. Si U es un subcorjunto -
abierto de Rn, si C es un subconjunto convexc de U, si ¢ mapea
U en Rm, v si la derivada fuerte £ de 9 en acUNC existe y sa

¥/
tisface {£(a)e int_ﬁ«C), entonces d(a)e intd(C).
¥ -



CAPITULO III

e,

I[1l. DEDUCCION GEOMETRICA DE LAS REGLAS DE MULTIPLICADORES.

K

3.1 INTRODUCCION. Un problema matemitico bien comnocido, el -
cual surge en numerosos contextos de la matemitica y sus apli
caciones, es la determinacidn de los extremos locales de una
funcidn sujeta a restricciones de igualdad. E1l método utilizé

do en la solucidn de dichos problemas es el llamado mé&todo de

los multiplicadores de Euler-Lagrange.

Sin embargo, en los textos de cidlculo avanzado tradicio
nales, los problemas de optimizacifn con restricciones de de
A . 4 fqs
sigualdad, y las reglas de multiplicadores utilizadas en la

solucidn de estos, son generalmente ignoradas.

El presente capitulo estia dedicado, principalmentg,a es
tablecer geom@tricamente los resultados de las reglas de mul
tiplicadores que admiten desigualdades como restricciones. -
La idea clave en la obtencidn de las reglas de multiplicado-
‘res,. que admiten 8dlo desigualdades como restricciones; con-
siste en la separacidn, mediante un Hiperplano, de dos conjun
tos convexos particulares. La deduccidn se realiza en el espa
cio imagen de un cierto mapeo %, cuyas componentes son la fun

cidén a minimiza? (maximizar) y las restricciones.



e
3.2 UN PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD. En esta seccidn establecemos

el concepto de conjunto “factible y un nuevo principio de opti

malidad, que serid utilizado en el resto del presente trabajo.

CARACTERIZACICN DE PUNT(Q FACTIBLE. Sean U un subconjunto
n -

de R ¥ ¢°{¢1""’$p’¢p+i""’¢p+q p+q+1l funciones reales de-
finidas sobre U. Supdngase que se desea minimizar la funcidn
po sujeta a las p restricciones de desigualdad ¢:<0,92<0,...,
¢p£0 y a las q restricciones de igualdad ¢p+l=0,...,¢p+q=0.
Decimos gque XeU es un punto factible o que es una ‘solucibn
factible al problema del minimo, si satisface las p restric-
cionesfide desigualdad ¢1(X)SO,...,¢p(x)<0_y las q restriccio
nes de 1gua}dad ¢p+1(x)=0""’¢p+qCX)=o' Denotaremos por S -

la coleccidn de todos los puntos factibles, dado por:

s={xEU|¢i(x)<0 (i=1,...,p) ly ¢; (x)=0(i=p+l,...,p+ql}.

Un punto aelU que minimiza a ¢.(x), sujeta a las p res-
tricciones de desigualdad ¢1(x)s0,..,¢p(x)50 y a lgs q Tes-
tricciones de igualdad ¢p+1(x)=0,...,¢p+q(x)=0, le llagaremos
punto 8ptimo o solucidn dptima al problema del ﬁinimo. Esto -
significa que; aeS y ¢,(a)s$9o(x) para toda xeS. Si a es un -
punto interior de 8, decimos que a es una solucidn interior.

S8i a es un punto frontera.de 5, decimos que a es uma solucidn

frontera.

- AR _



PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD, Sean U un subTonjunto de R" vy --

¢°,¢1,...,¢p+q funciones reales definidas sobre U. Sea -
@:U+RP+Q+l el mapeo definido por ®(x)= (¢u(x),¢1(x),---,¢p(x),
ptq+l

s 84, y W sty=(Mouny,enyn  JER [ne<¢s(a),mn, <0
(i=1,...,p), nj=0(j=p+l,...,p+q)}. Un punto aelU es una solu

cidn Optima al problema:

Minimizar ¢, (x)
sujeta a ¢i(x)s0, para i=1,...,p
¢j(x)=0, para j=p+l,...,p+q,
si y $6lo si ®(UIAVW _=¢ y @(a)ecb(u)nf&a. _ ;
. Dicho de otra forma; un punto ael que minimiza a la fun

cidn ¢o(x) sujeta a las restricciones ¢i(x)é0 (i=1,...,p) v

$.(x)=0 (j=p+l,...,p+q), estd caracterizado por la intersec

J V = ﬂ;i:.fizs: BE M5 Mg
i G

cidn vacia de los conjuntos ®(U} ¥y Wa en el espacio imagen 8BHWEEMZﬁ
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Demosénacidn: Necesidad. Supongamos que aclU es una solucidn &p

tima al problema del minimo. Es decir, aelU satisface la desi:

gualdad ¢, (a)sdo(x), ¢, (x)<0(i=1,...,p) > (x)=0(j=p+1,...,p+q)

W D e S T T itk

para toda xeU y ademis ¢i(a)£0(i=l,...,p),¢j(a)=0(j=p+l,...p+q).
Supongase que existe zeU tal que ¢(z)e®(U)ﬂWa, de donde ¢(2)8Wa.
Pero;por la definicién de W, @(z)ewa solaﬁente si z satisface

la desigualdad ¢°%z)<¢o(a)_y iasp+q regstricciones ¢i@050(i=1”..,p)!

¢j(z)=0(j=p+l,...,p+q). Pero esto contradice la optimalidad de a, nor tanto -



@(U)ﬂwa= . Para ver que 3{a)cd (U)ﬂf?a,basta whservar que é(U)ﬂIJ =g
a

vy que $(a) est3 sobre la frontera de ®(U) y sobre la frontera de Wa.

Suficiencia. Supdngase que @(U)ﬂWa=¢y'®(a)E®(U)ﬂﬁa. Sea -

2(a)= (9o(a),0u(a), .. 0 , (a))= (no,m,..-,np+q)€@(U)ﬂﬁa. Pues
to que @(a)eﬁa se tiene que d,(a)=n,<d,(a), ¢i(a)=ni<0 (i=1,...,p)
v éj(a)=nj=0 (j=p+l,...,p+q). Lo cual demuestra que el punto a
satisface las regtricciones, ahora, sea zeU tal que satisfaga-

las p+q restricciones ¢i(z)50 (i=l,...,p) ¥ ¢j(z)=0 (j=p+l,...,
p+gq). Esto es, 9(z)ed(U) y ¥(z)= (¢o(2),¢1(2),---,¢p+q(2)lq‘,Wa.
Pero puesto que, por hipdtesis, los puntos a y zelU satisfacen

las ré%fricciones, (¢,(z),¢1(z),...,¢p+q(z))=¢(z)twa implica -~

que ¢o(z)>d,(a). Esto demuestra que acl es un minimo.

Cuando el conjunto imagen $(U) es un subconjunto convexo,

Rp+q+1_ la separacidn de los conjuntos ¢(U) y v,

-
no vaclo de H

mediante un hiperplano H={y=(n°,....,np+q)eRp+q+1[£-y=a,aeR}
que pasa a través de la imagen 9(a) de la solucifn Sptima -

agll, es una consecuencia inmediata del teorema de separacidn

de conjuntos convexos. La regla de multiplicadores asociada

se sigue de dicha separacidn.

"



3.3 LA GEOMETRIA DE LA OPTIMIZACION RESTRINGIDA.

Esta seccifn esta“dedicada exclusivamente a establecer,
GEOMETRICAMENTE, las condiciones necesarias para gque un punto
'a minimice la funcidn ¢, sujeta a las restricciones ¢iso -
¢is0(i=l,...,p), ¢i=0(i=p+l,...,p+q) vy a mostrar, mediante -
algunos ejemplos, la forma en que funcioné la caracterizacidn

del punto Optimo como la interseccidn vacia de los conjuntos

d(U) ¥y W, -

Los parémetros,lg,lz,...,lp,kp+l,,..,AP+q que aparecen
en la deduccidn geométrica de,las reglas de multiplicadores,
tiened una interpretacidén geom€trica sencilla, a saber: como

las componentes del vector normal al hiperplano separador de

los conjuntos $(U) ¥ W, donde H estd dado por el conjunto -

de puntos;

+q+1
H={y=(nu,n1,...,np+q)eRp 1 |£-y=a,aeR}

v £=(AO,A1,...,Ap+q)€Rp+Q+l, £#0. Los pardmetros AgsAg,-s.,

Ap+q son los llamados multiplicadores de Lagrange.

Cuando el nlimero de restricciones no excede a dos, en-
tonces -el espacio imagen del mapeo ¢ es el plano o el espa-
- 3 - - - el -
cio R”, y la configuracidn geom&trica de la imagen de U bajo

® se puede bosqugjar con relativa facilidad.



. 2
RESTRICCIONES DE IGUALDAD. Ejemplo 1. 3®a U={{(x,y)eR |x2+y2<1},

e 2 . - .
minimizar £(x,y)= x +y2¢queta a las restricciones de igualdad

x=0 y y2—x=0.

Soluecidn: Escribiendo ¢, (x,y)= x2+y2, ¢1(x,y)=x y ¢2(x,y)=y2—x,

se obtiene, de manera equivalente, el problema:

Minimizar ¢, (x,y)= X2+Y
‘sujeto a $:1(x,y)= x
$po(x,y)= yzﬁx
Entonces, la solucidn dptima acU al problema esti caracterizi
da por la interseccidn vacia de los conjuntos &(U) y W con -
®(a) edlU) MW, donde ® es el mapeo @:RE—&R3 dado por &=(ds,b1, P2) -
y W= {(na,nl,nz)sk3lno<¢o(a), n:=0, n2=0}. Denotando por n,=fi, Mi=¢; y

N2=¢z, es claro que cumplen con la siguiente relacidn: no=nz+mi+ni. lLa ima

gen de U bajo el mapeo & es el subconjunto.

e(U) = {(no,n:,nz)eR3| Ne=Ni~N3-Ny=0, 0gne<l}

¥y
W= {(ﬂosﬂl,ﬂz)ERsl no<¢n(0), n;=0, n2=0}.

En la figura 1 se muestran; el conjunto ¥(U), W y asi como

tambi&n el hiperplano H y A=(Ag,A1,Az).
Donde H={(no,n1,n2|€R>|(Nosni1,nz)=x(0,1,0)4y(0,0,~1)}
={(no ,ﬂlsﬂz|€R3|Cno=0, C*O}Y A=(1,0,0) que es un -

vector normal al Plano, y se encuentra en la misma direccidn

que W pero com sentido contrario.
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Obsérvese que, alin cuando la imagen ¢(U) no es convexa, ®(U) y
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W estan separados por el plano:

H={(ﬂo,ﬂ1,ﬂ2)€R3|Cno=0, C¥0}

{(no,nl,nz)sR3|(1,0,0)-(n°,n1,nz)=0}.




Escribiendo A={Xg,r1,Az2)= (1,0,07"y definiendo la funcidn:
$(x,y)= A+0(x)= Aoby(x,9)+h161(x,y)+X292(x,y), obtenemos
$7(0,0)= A+0'(0)= Aa¢$(0,0)+l1¢1(0,0)+12¢§(0,0).

Es decir, a=(0,0) es un minimo no restringido de la funcidn

d(x,y), con A=(X,,A31,X2)#0,X,>0,

De lo anteriormente expuesto, podemos concluir que:

si acU es una solucidn optima al problema

Minimizar 9o (x.V)

sujeto a ¢:1(x,y)=0

$2(x,y)=0,
Entonces, existe A=(l,,A1,lz)=0,AER3a tal que; ELMnxaémsHum
4 i HARA M SRANDEZA
. i : BIBLAITCRA
(1) Si ¢(x,y)= ,E,%;9;(x,y), entonces ¢'(a)=0 DEPRIASICATO 0
i2071ivi HATEHALICAS

(ii) 2,20,

Las conclusiones (i) y (ii) obtenidas, geométricamente,
son las condiciones necesarias para que la funcidn ¢ alcan-
un minimo relativo en el punto acl, sujeta a las restriccio-
nes de igualdad ¢;=0 y ¢2=0. Es decir, el minimo se encuentra

entre los puntos criticos de la funcidn $(x,y).

Las condiciones (i) y (ii), son las conclusiones obteni
das en la REGLA DE MULTIPLICADORES DE CARATHEODORY. Supdngase

que U es un subconjunto de R”, Yy que qbo,¢1,....,¢p son g+l funciones




neales sobre U, Luentemente diéenenciabzeé.zg(aeu. St acl minimiza ¢,
sufeta a Las restriceioned de {guafdad ¢1=0,...,¢q=0, entonces existe

240, £=(;\0,A1,...,Ap)egq” tal que:

g
(i) si ¢=i§0Ai¢i, entonces ¢'(a)=0 y

(ii) A.x0.

EJEMPLO 2.— Sobre el conjunto abierto U={(x,y)eR2[3x2+y2-2y<5/2},
minimizar la funcidn £(x,y)= 3x2+y2-2y sujeta a las restric-

ciones de igualdad y+x=0 y y-x=0.

o . 2, 2
® Haciendo Do (X,7)= 3x 4y -2y, d1(x,y)= x+y v ¢2(x,y)=x-y,

el problema consiste en;

2, 2
Minimizar ¢,(x,y)= 3x +y -2y
sujeta a Pi1(x,y)=y+x

¢2(K—Y)= Y—X.

De las lltimas dos ecuaciones, es evidente.que la solu
cidn Sptima al problema del minimo es a=(0,0). Construyendo
el mapeo @:R£—>R3, donde ¢=(¢,,%1,$2), se obtiene que la ima
gen de la solucidn dptima es 3(0,0)= (0,0,0). Denotando por;

Ne= $osNi1=d1,N2=¢, y realizando algunas operaciones algebrai

e . -
cas, se observd que N,,N1, N2 cumplen con la relacidn:
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.
Ne=ni+n3-n; na-ni-n:

o bien

Ne=Ni-n3+ni natni+n,= 0.

Por tanto, la imagen de U={(x,y)€R2l3x2+y2—2y<5/2} bajo el ma

peo & es la superficie
3
o(UY= {(no,n1, nz)eR™ |n,-ni-ni+ninz+ni+n2=0,-2¢n,g5/2}y

3
W={(no,N1,N2)ER" |No<0,n1=0, n2=0}

La configuracidn geométrica de los conjuntos ®(U) y W se
muestyra en la figura 2. Obs&rvese que $(U)IIW=9 y (0,0,0)= ~
@(6,0)6@(U)HW. Nétese también que $(U) se encuentra a un sdlo
lado del plano H, de hecho o (U) T y~Wcﬁf, donde H es el planc
tangente a la imagen de U en el punto dptimo y el cual viene
dado por: |

H={(ﬁo,n1,nz)eR3|(no.nl,nz)=¢(0,0)+ﬁ'(o,0) (x,y)}

={(Nesn1,M2)eR7[(1,1,1) ¢ (no,n1,n2)=0}.

F



|
e .
-~ - \‘_"- T - . h-_"'? rtl
- -~ )\ --: \_-- Y.
T R Y L
a T
; /1 A=(,,n /_r
75 ! -~ I .
#Ii /’/’ y S
~ | - -
NS } 10,0) o7 "\%"'
P 2 _—-‘_Qij-;ﬂ 1% X
-7 Lo o N
s 4 o,
E p
/ H " " -

Ao Sa . - S e
v I Ry
< AT Sy

R eV

fig.2 . '10
Tomando £=(X,,A1,A2)=(1,1,1}) y definiendo la funcién -

'(g,y)= oo (x,y)+A191(x,y)+2202(x,y), encontramos que:

$'(0,0)= A,¢'(0,0)+X1,41(0,0)+X293(0,0)= (0,0).
Es decir,

(i) Si ¢=Xo¢.+A191+Az¢2, entonces $'(0,0)=(0,0).

Dicho de otra forma; la solucién dptima (0,0) el proble
ma del minimo con restricciones de igualdad, es un punto cri

tico de la funcidn ¢. Ademis, se cumple adicionalmente que;
{(ii) A.>0.

ObServese también que las derivadas de las restricciones
. .

¢i(0,0), ¢£(Q,0) son linealmente independientes, como puede -

verificarse al realizar los cdlculos. Cuando la hipdtesis de

- 44 -
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indenendencia se verifica, entonces las*™conclusiones de 1la re
gla de los multiplicadores de caratheodory se satisfacen con
A.positivo. Este resultado es generalmente conocido como la

regla de los multiplicadores de Euler-Llagrange,.

EFECT0O DE LAS RESTRICCIONES DE NO NEGATIVIDAD DE LAS VARIARLES,
Abordaremos nuestro estudio de tales efectos considerando fun
ciones reales de una variable real, analizando las tres gitua

ciones distintas que pueden ocurrir.

EJEMPLO3. Supdngase que se desea minimizar sobre el conjunto
. .- 2 . ’ - - -
abierto U=R la funcidn £(x)}=(x-1)" sujeto a la restriccidn -

de 'no negatividad x30.

Denotando por é,(x)= (x-l)2 vy ¢1(x)=-x, el problema lo
podemos plantear en la giguiente formaj;
Minimizar ¢,(x)= (x-l)2

sujeto a $;(x)= x

Luego, construimos el mapeo @:R—>R2 escribiendo ¢=(9,,%1). Ha
ciendo ny,=¢.(x) y n1=91(x), se obtiene la relacidn n°=(n1+l)2.
Ademis debe ser claro que la solucién Sptima al problema del
minimo restringido es a=1 y cuya imagen bajo el mapeo es -
®(1)= (0,-1). La gimagen de U es el conjunto; (=1 (n, ,n1) €R?/

N, 20, n°=(n1+1)2} y W={(no,n1)€R2/n°<0, m<0}. Los conjuntoélse ilustran

en la figura 3.



A=(1,0) _

$ (01=(0,-1)

fig.3

Ohsérvese que @(U)ﬂH=¢ y ®(0)e®(UNW. NBtese también que
la-recta No=0 pasa por la imagen de la solucién Gptima —_
(0,-1)=%(0) y separa d los conjuntos ¥(U) y W. Es decir, todos
los puntos del conjunto %(¥U) gquedan a un s8lo lado de la recta.
Dado que la solucidn Sptima a=1>0 estd en el interior del con-
junto restriccidn (factible) [@;w), al punto a se le llama so
lucidn interior. Como puede verse en este casd® la restriccidn
x20 no tubo ningiin efecto sobre el Sptimo. |
EJEMPLO 4, Sobre U=R, minimizar la funcién f(x_)=x2 sujeta a x20

Escribiende ¢°(x)=x2 y $o{x}=-x, construimos el mapeo |
@:U-—->R2 mediante d=(¢o,9;). Con n,=n,(x) ¥y n1=¢1(x). La imapen

o(u)= {(nonl)enzi;noa-o, ne=ni} y W={(n.,n1)erR?|n,<4.(a), n1<0}.

El dibujo se ilustra en la figura 4.
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¢ (a)=(0,0) .
F

= (1‘:.11}
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H f\nzo

tig4

. De la figura tenemos que %(U)IW=¢ y que (0,0)=0¢a)e

(UAW. De dbnde a=0ecll es una gsolucidn Ffrontera.

Adem3s, se tiene que el vecter 4£=(1,0), ortogonal a la
recta n.=0 que pasa por la imagen de la solucidn Sptima, cum
ple con 1la propiedad de que para todo y=(n,,n1)ed(U), L-y20 ¥y
£+w<0 para todo w=(n,,N1)eW. Lo anterior demuestra que los con
juntos ®(U) y W estdn separados por la recta n,=0 con £#0. Es-
cribiendo £=(A,,A;) se tiene A,>0,A;=0., Definiendo ¢(x)=
Ao o (x)+A1¢1(x), tenemos ¢'(0)=A,93(0)+A;$'(0)=0, x=0. Es de

cir, x=0 es un minimo no restringido de la funcidn ¢$(x).

=



_ EjEMPLO 5. Sobre U=R minimizar la funcign f(x)-_-xz_,_zx sujeta a

I, fucidn: Poniendo ¢o(x)=x2+2x, ¢1(x)=—x y el mapeo @:U—:»Rz como
(bosd1) - Con No=po(x) y mi=d1(x), la imagen 9(U)={(n.,n1)eR’/

ni-2x1}t y w= { (no,n1)€R2|n°<¢°(a), n1€0}. La configuracidn

ométrica se muestra en la figura 5,

1
J/m

$ @) = (0,0

- H:r\°+2r‘,=o

é la figura tenemos que ®(U)IW=¢ y que (0,0)=%(a)e O(U)OAW. -
I;Iicando nuestra caracterizac¢idn del dptimo, a=0eU es una 50
_uciﬁn frontera. El1 vector £=(1,2), ortogonal a la recta
,.+2n1=0 que paga por la imagen de la solucién Gptima (obteni
.d;—l linealizando 1;1 imagen ®(U) em a=0), cumple con la propie-
dad de que para todo y=(n°,n1)€@(U);£'y20 y £+w <0 para todo
=(N,,N1)eEW. En base a la argumentacidn anterior, concluimos’

éue los conjuntos ®(U) y W estd@n separados por la recta



2
B={(n,,n1)eR"[n_+2n,=0} \

={(no.n1)6R2l(1,2)-(no,n1)=0}.

De hecho ®(U)C &' y WC . Escribiendo £=(A,,A;) y defi
niendo la funcidn $€x)=A.%,(x)+A191(x) tenemos que ¢$'(a)=
Aod"(a)+A b (a)+A19](a)=0, con A,>0,x; >0. Puede observarse

ademids que se cumple A,0(a)=0, A,;9(a)=0.

Dichoe de manera diferente; A fin de que el punto aceU mi
nimice la funecidn ¢, sujeta a la UGnica restriccidn de no ne-

gatividad x20, es condicidn necesaria que existe £=(A°,A1)ER2,

£#£0, tal que se verifique:
@t(i) Si (=)= Aodo{x)+A19,(x), entonces ¢'(a)=0
(ii) Aizﬂ, i=0,1
(iii) A1¢1(a)=0
En los ejemplos 3 v 4, nﬁede observafse que la restric-
cidn es inefectiva puesto que la solucidn Sptima no se ve a-
fectada por dichas restricciones.. Es decir, el minimo es un
minimo global de ¢,. Nétese ddemds que la derivada de la fun
cidn $J(a)=0, A,>0, ll=0 en amhos casos y que la diferencia
radica fundaﬁentalmente en que a es una solucidn interior en
el primer caso y un punto frontera en el segundo. Obsérvese’
tambi&n que ¢l(a)¥0 en el primer caso y ¢1(a)=0 en el segundo.

El problema 5 representa un caso diferente.



- ‘:*‘-' - -
En €ste, puede observarse que la restriccidn es efectiva ya
que el punto Optimo cambiaria si se suprime la restriccifn
de no negatividad. Ndtese también que la derivada de la fun

cidn ¢, no se anula en el punto Sptimo, sin embargo se tiene,

como en ejemplo 4, que ¢l(a)=0.

En todos los casos, como puede observarse en las figu-
ras, el 6ptimo estd caracterizado por la interseccidn vacia
de los conjuntos @(U) y W, con ®(a)e ®¢UNW. Ademds se tie-
ne también que los conjuntos ¢$(U) y W esti@n separados por una
recta que pasa a través de la imagen de la solucidn dptima -

con ${a)ecH.
Del andlisis anterior podemos concluir que: las condicio

nes necesarias para que aclU minimice la funcidn 9, sujeta a -

la restriccidn de desigualdad ¢150 estidn dadas por:

(1) Si $(x)=Aod, (x)+X 9, (x), entonces $'(a)=0
(ii) li;Q, i=0,1
(1ii) ll¢1(a)=0' |
gue son las conclusiones de la regla de los multiplicadores

de JOHN com o¢=1.

SRS



RESTRICCIONES DE NO NEGATIVIDAD CUANDO
SE TIENEN DQS VARIABLES DE ELECCION.

EJEMPLY 6.- Considerese el problema de minimizar sohre -
2
U={(x,y) eR% |x2+y2<t} la funcifn: F(x,y)=7x°~6v3 xy+13y -ty x-by-12,

sujeta a las restricciones de mno negatividad x»Q, y=20.

Escribiendo ¢o(x,y)=7x2—6V§ xy+13y2—4/§ x-4y-12, —_

¢y (x,y)=-%, v $,(x,y)=-y el problema consiste en:

Minimizar ¢°(x,y)=7x2—6f§ xy+13y2-4f§ x-4y-12
sujeta aj; $l(x,y)=-x

(xbz (XaY)'-"‘Y

Sea @:R£~>R3, el mapeo definido por ¢=(¢.,¢1, $z). Si de-

notamos por No=¢.{(x,y}, ni= ¢1(x,y) vy n2=0¢2(x,y) puede obser-
varse con facilidad que cumplen con la relacidn; -
n,=7n%-6/§ n1n2+n%+4f§ ni+4nz-12, Es facil ver, mediante una
rotacidn y traslacidn de los ejes x,y, que la funcidn f(x,y)

es un paraboloide eliptico que alcanza el minimo en el punto
(V3/2, 1/2), cuya imagen bajo 0 es ®(¥3/2,1/2)= (-16,-Y3/2,-1/2),

que es un punto interior puesto que x=/3/2>0yy= 1/2>0.

Ahora bien, para determinar con precisidn la imagen de U
basta con efectuar una rotacifn seguida de uma traslacidn de

los ejes N,,N2, y determinar para que valor de n, el semi=-

eje menor tieme longitud 2. Esto ocurre cuando n.=48. Entonces,
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la imagen de U serd la coleccidn de puntose

@(U)={(ﬂo,n1,ﬂz)ER3lnu—7nf+6V§ ﬂ1n2—13n%—4/§h1-4n2+12=0,

-l6gn,<48}

W={(ﬂo,ﬂlyn2|€R3|ﬂo<—16, nISO, nZSO}

BB Ol 015 1y,
P 'A'V‘f,‘:';‘ i&;:ﬁ:{}-}:‘?;ﬁ?s
 BEgTon
ngﬁ,f:ﬁ‘mf&mm Dfr
MWATEiag iCAS

{ig.6 /

La configuracidn geom&trica de los conjuntos &(U) y W
se muestra en la fi%uraﬂ. Notese que P(UIIW=¢ ¥y -
(-16, -/3/2, -1/2)= &(¥3/2, 1/2)ed(UNW. Obsérvese también que los

cbujuntos ®(U) v W estian separados por el plano



o
H={(n,,n.,n2)eR*| An,=-16,440}

k]

{(no ,Th,ﬂz)ERgl (19030)'(no sﬂl;ﬂz)=-‘15},

gue pasa por la imagen de la solucidn dptima. Escribiendo -
£=(1,0,0)= (Ao,kl,lz) y definiendo la funcidn ¢(x,y)=2,9%,

(x?y)+kl¢l(x,y)+A2¢2(x,y) obtenemos:
(i) ¢'(a)=x.¢i(a) + l1¢£(a) + 12¢é(a)= (0,0).

Es decir, el punto (V3/2, 1/2)= acU es un minimo no Tes

tringido de ¢. Ademids se tiene

(ii) A.=1, A1=0,l2—0 oy

(1ii) 11¢1(a)=0, l2¢1(a)=0

Las condiciones (i), (ii) y (iii), obtenidos geom@tri-
camente, son las conclusiones establecidas en la REGLA DE -~

L0S MULTIPLICADORES DE JOHN.

Supdngase que U es un subconjunto abiento de R, y que
¢a,¢1,....,¢p son p+l Aunciones reales sobre U, digerenciables en acll,
SL agll minimiza ¢, sujeta a fLas restnicciones de desigualdad --

¢150,...,¢050, entonces exite L#0, £=_{‘Aa,;\},..., lpleRp” Lal que :

£
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(4] S4 ¢ Zz:a J‘L'qu;’ entonces ¢'(a)=0,
(L4) liao, para i=0,1,...,p ¢

{iLd) Ai¢i(a)=0’ para £=1,...,p.

. 2, 2 2 -
Efemplo 7. Sea f:U+R, con U={(x,y)eR"|{x"+y <4}. Considérese el

problema:
L 2 2
Minimizar f£(x,y)=7x -6¢#3 xy+13y +4/3x + 4y-12

sujeta a xz0, y=20.

Haciendo f(x,y}=¢°(x,y),¢1(x,y)=—x, ¢2(x,y)=—y el problema con

siste en:

Minimizar ¢o(x,y)=7x2-6/§ xy+13y2+4/§k+4y—12
sujeta a ¢1(x,y)=~x
¢2(x,y)=—y.
Sea @:R2—>R3 el mapeo definido por ¢=(¢,,¢1,¢2), con No=0,,
ni= $1, nNz=¢». Ahora bien, puesto NM.,N; y N2 satisfacen la re

lacidn
Ne=7n3+6v3n1n2-13n§+4/3n,+4n,+12=0,

la imagen de U bajo el mapeoc ¢ es el subconjunto

(U {(No,n1,N2) R Ne-nI+6V3n1n2=1302+4Y3 n +4n,+12=0,

-16¢n,¢48} ¥
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W={(n,,n2,m2)eR’|n,<-12, n;<0, n:50}

como se muestra en la figura 7.

De la figura puede observarse que $(U)(lW=¢ y que la ima
gen de la solucidn dptima (-12,0,0)=0€¢0,0)ed(UNI¥W. Ndtese tam

bi&n que los conjuntos @(U) y W estdn separados por el plano:
H={(ne>n1,Nn2)€R?|(No,N1,M2)=8(0,0)+$'(0,0) (x,y)}
{(nosn1,n2)eR?| N.+4V3 ni+4n,+12=0}
{(No,sM1sn2)eR|(1,4V3 4).(no,n1,n2)==12},



e
donde H fuf obtenido linealizando la imagen en el punto &pti

&

mo .

Tomando A=(Ag,A;,hz)=(1,4V8, 4) v definiendo la funcidn

d(x,y)= Ad(x,y)=Aodo(x,y)+A 11 (x,y)+A202(x,y)
se tiene:
(1)9"(0,0)=X,45(0,0)+X,41(0,0)+22¢3(0,0)=(0,0)
(ii)Ao>0,11>0 y XA2>0

(iii)X141(0,0)=0, X:242(0,0)=0.

Nétese también que adicionalmente se tiene ¢;(0,0)=0,
, 2 ‘
¢2(0,%$=0 v $1(0,0)h<0, ¢3(0,0)h<0, para algfin heR". De hecho
cttalquier h en el cuadrante positivo cumple con la condicidn,

por ejemplo h=(1,1}) y como puede verificarse al calcular las

derivadas y efectuando el producto punto con h,.

Cuando esta hipdtesis adicional se verifica, como es el
caso del ejemplo 7, las conclusiones de la regla de los mul-

tiplicadores de .John Se cumplen con ), positiveo. Este resul

tado se conoce como la REGLA DE MULTIPLICADORES DE KARUSH-KHUN-

TUCKER. Si existe heR® tal que ¢£(a)h£0 para todas aquellas

i=1,...,p tales que ¢i(a)=0, entonces las conclusiones de la

regla de los multiplicadores de John se satisfacen com un A,

positivo. ¥



2 2 -
EJEMPLO 8. Sean U={(x,y)€R2]x +y <llwdo:U—>R una funcidn de
valores reales.‘Suprgase que deseamos minimizar 9d,sujeta
a la restriccidn de desigualdad ¢;50, donde ¢°(x,y)=y+x2+y

y $1{x,y)=~y. En otras palabras, minimizar ¢, sujeta a y30.

Porque y37, ¢(x,y)%0 y por tanto la solucidn dptima es

(0,0). Sea & el mapeo (¢.,%1) de U en Rz, entonces ®(0,0)=

(0,0). Ahora bien, puesto que n,=$,(x,y) y ni=91({x,y) satis

facen la identidad n°+n1+n§=x220, la imagen de U bajo el ma

peo ® es el subconjuntoA

o (U)= {(no,n1)ER2Ina+n1+ ni 0},

I

- T it e ! L oy A T
e e et o e A

fig. 8




Sea W de todos los puntos (Ne,N1¥ con N.<$,(2a)=0 ¥y
ni< 0, W={(n,,n1)eR?*{n,<0 y n, <0}, v obs&rvese que ®(UINW=9%

vy (0,0)=2(0,0)ed(U)N¥. como se muestra en la figura 8,.

Notese que esta wvez no existe una recta que separe a
®(U) v W, esto se debe a que la imagen %(U) no se encuentra
a wn sdlo lado de Lna fecta que pase por la imagen de la solucidn &ptima.
Por tanto linealizamos @(Ui en una vecindad del punto -
$(0,0)=(0,0). construyendo el conjunto A(U), donde A es el ma

peo afin de R2 en R2 tangente a ¢ en (0,0).

aPara ser mis precisos, sea L la derivada de $en el pun-

to 8ptimo (0,0), calculando

L= 3'(0,0)=]| 0 1|,

0 -1

y definimos A sobre R2 por A(x,y)=@(0,0)+L(x,y); Entonces --
Alx,y)=y (1,-1), de donde A(U) es el segmento de recta
A'(U)={(TT°,TT1)€R2lﬂo+ﬂ1"—'0, _l<no<1}

Obsérvese que A(U) y W estan separados por la recta
H={{(n,,n1)eR* [no+n1=0}

{(no,n1)eR?*|(1,1).(n,,n1)=0}.



De hecho A(U)C B c 87 y wcA . péiendo (A, ,A;)=(1,1),

encontramos que ¢'(0,0)=Xx,$1(0,0)+ A,9](0,0)=(0,0). Es decir:

(i) Si 9(x,v)=A.do(x,y)+ A1¢1(x,y), entonces $'(0,0)=(0,0).
Dicho de mane;a diferente; la solucidn &Gptima (0,0) al
problema con restricciones es un punto critice de la funcidn
¢. NOtese también que;
(ii) X,>0, X;>0
(iii) A,9,(0,0)=0.
Las condiciones (i), (ii) y (iii) obtenidas geom@tricamente,
son éas condiciones ﬁecesarias, establecidas en la regla de
los Aﬁltiplicadores de John para minimizar una funcidn su-
jeta a P restricciones de degigualdad ¢1$0,...,¢p£0, donde

¢9,¢1,...,¢p estidn definidas sobre un subconjunto abierto U

de R" y diferenciables en la solucién dptima,




e
RESTRICCIONES DE IGUALDAD Y DESIGUALDAD.

L]

EJEMPLO 9. Consideremos el problema de minimizar sobre -

2

U={(X,y,z)ER3|x2+y2+z <1} la funcidn de ¢, sujeta a las resg-

tricciones ¢1=0, ¢,40, donde
b, (x,v,2)= x4+y4+6x2y2+22

¢y (x,y,2)= x-y
62 (X!Y:z)= x+ty

Deberia ser claro que la funcifén ¢, alcanza su minimo
en el punto.a=(0,0,0) y que la imagen del dptimo $(a)=(0,0,0),
donde ¢>:R3+R3 es el mapeo definido por %(¢,,¢1,¢,). Denotando
POT No=¢s,01=¢ ﬁ2=¢2 se tieﬁe que n;,nl,nz satisfacen la re-

lacidn®

2
Ne-2n4-2n3=2z"30

De la desigualdad anterior, se sigue que la imagen de U

bajo el mapeo ¢ es el subconjunto de R3

2 () ={(n,,nsn3)eR3|n,-2n%-2n} 20 n, 20}

como se muestra en la figura 9.




Sea W la coleccidn de todos los puntos W={(n,,n1,n,)eR3/
No<0, n1=0, n,s0}. De la figura puede obserwarse que los con-

“juntos ¢(U) y W tienen interseccidn vacfa y 9(a)e (U)o W .

Notese ademis que los conjuntos ®(U) y W estin separados por

el plano:
H ={( NasN 1,“2)€R3| An,=0, A*O}

» ={(ﬂo,ﬂ1,ﬂ3) ERS](I,O:O)'(HO’H 1,ﬂ2)=0]‘,

que pasa nor la imagen (0,0,0) de la solucibn



Pl - -ah‘
dptima (0,0,0). Tomando X={2X,A;,2)=(1,0,0) y definiendo 1la

<

funcidn

$(x,y,2)= Ao‘i’ocx :Y:z)+;\1¢ l(X,Y5Z)+A2¢2(X3Y’Z)
tenemos

(i) ¢'(a)=2,0)(a)+119 (a)+29,(a)= (0,0,0).

Es decir, la solucidn dptima al problema del minimo con
restricciones es un punto critico de la funcidn ¢. Adicional-

mente se tiene:

(ii) 2.>0, 2;=0

(iii) 216(0,0,0)=0

&
* Las conclusiones (i}, (ii) y (iii), obtenidas geométrica

mente, son las condiciones necesarias para el dptimo estable-
cidas en la REGLA DE LOS MULTIPLICADORES DE CARATHEODORY- JOHN.
Supdngase que U es un subconjunto abierta de Rn, ¥ que
¢°,¢1,;..,¢p¢p+1,...,¢p+q sor p+q+l funciones reales sobre U,
fuertemente diferenciables en aeU. Si acU minimiza ¢, sujeta

a las p restricciones de desigualdad ¢150,...,¢Pso y a las q

restricciones de igualdad ¢p+l=0,...,¢p+q=0, entonces existe

p+qg+1

E#O,E:(Ao,Al,...,AD,Ap+1,...,lﬁ+q)eR , tal que:
(i) 8i ¢= Ep+q A;6;, entonces ' (a)=0,
i=0
(ii) AiaO para i=0,1,....,p ¥y
P

(iii) Ai¢i(a)=0 para i=1,...,p.




Ahora consideremos el caso donde Mi funcidn a minimizar

v las restricciones no son diferenciables pero satisfacen la

hipdtesis, menos restrictiva, de convexidad.

Efemplo 10. Considérese el problema de minimizar en R 1a fun-

cidn f(x,y)= l|x+y+2] sujeta a la restriccidn de desigualdad
min (x,y)z0 .

Denotandopor ¢,(x,y)=|x+y+2| v recordando que -min(x,y)=
max{-x,-y), podemos escribir¢(x,y)= max(-x,-y) entonces el

problema es equivalente a;

Minimizar ¢.(x,y)= x+y+2

sujeta a ¢,(x,y)= max(-x,-y)

Notese que min(x,y) es no negativo, de donde x e y deberidn -

ser no negativas, por tanto f£(x,y) alcanza el minimo en (x,y)=
z 2 .

(0,0). Ahora, construyamos el mapeo ¢:R +R mediante $=(¢,,9,)

y observemos que la imagen de la solucidn Sptima ¢(0,0)=(2,0).

De las idéntidades; main(x,y)= -max(-x,-y) v min(x,y)=1/2

(x+y)~1/2|x-y|, se obtiene Zmax(-x,;y)=—(x+y)+|x—y|o bien

x+y+2 max (—x,-y)=[x~y|,

de donde n.=¢,(x,y) v n1=¢1(x,y) satisfacen la desigualdad
no+2n1-2=|X“Y|30 siempre que x+v+2¥0. Por otra parte, si -
}_p

x+y+250, entonces -no,+2n31-2%0. De estas desigualdades se si-

gue que la imagen del plano bajo ¢ es el subconjunto



8(RZ)={ (no,n ) eRZ|n030,n0+2n 15230}

-

como se muestra en la figura 10,

o A R E T

o

}
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Sea W la coleccidn de todos los puntos w={(n,,n1)eR?|n.<2,

ﬁlso}, entonces de la fisura puede observarse que @(RZ;nw=¢ v
(2,0)=¢ (0,0)¢ ¢(R2)ﬂﬁ. Nétese, ademds, que la recta

&
H=f(n°,n1)2R2]n°+2n1_2=0}

={(na,ﬂ I)ERZI(I’Z)'(HQ’T] 1)=2}




pasa por la imagen (2,0) de 1la soluciéghﬁptima (0,0) y separa
los conjuntos @(Rz) y W% De hecho @(Rz)c gt y W ¢ H . Ponien-
do (X, 2p=(1,2) y definiendo la funcidn ¢=2Xd,+2193, la prime
ra inclusidn implice que ¢{x,y)22 para todo punto (x,y)sRZ. Re
cordando que &(0,0)cH, tenemos que ¢$(0,0)=24,(0,0)+21;4:(0,0)=
A°¢°(0,0)= 2¢6(x,y), para todo punto (x,y)eRz. Por tanto pode-

mos concluir que;
(i) §i ¢'=)\o¢a+ll¢1’ entouces (b(0,0)S ¢(X9Y) para todo (X,Y) ERZ-

Dicho de otra manera, la solucidn &ptima (0,0) al proble
ma del mfnimo restringido es un punto minimo (global) no res-

tringddo para la funcién ¢. NStese tambi&n que;

(ii)_ 220, J\1>"0= y

(ii) )lei 1(0,0)=0.

L ]
Las condiciones (i), (ii) y (iii) obtenidas geom&trica-
mente, son las condiciones necesarias para que un punto ael

sea la solucidn BSptima al problema del minimo:

M inimizar ¢o (X,Y)

sujeta a ¢,(x,y)<0,

2
donde U es un subconjunto convexo de Ry $.,¢1 son funcio-

¥ .
E: nes convexas definidas en U,




Las condiciones (i) - (iii) son 13s conclusiones de 1la
regla de los multiplicadores convexa para el caso p=1, donde
p es el nilmero de‘restricciones. Nétese que en este ejemplo
la funecidn $=2,¢,+Xr;d1, como se menciond anteriormente, no es
diferenciable en la solucidén éptima (0,0) y que por lo tanto

la condicidn (i) mo puede reemplazarse por $'(0,0)=(0,0).

REGLA DE LOS MULTIPLICADORES CONVEXA. Supdngase que U es un
subconjﬁnto convexo de Rn, ¥y que ¢°,¢1,...,¢p son p+l funcio
nes convexas sobre U. Si aeU minimiza ¢, sujeta a las p res-
tricciones de desigualdad ¢1$0,...,¢p50, ent?nces existe -~
240, _£=(A.,,11,...,AP)5RP+_1, tal que: |

@ 1
. . - p |
(1) si ¢= I _4X;¢; ¥y xeU, entonces

Ao do ()= ¢(a)ge(x),
(ii) AiaO para i=0,1,...,p ¥y

(iii)-ki¢i(a)=0 para i=1l,...,p.
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 CAPITULO 1V |
[V. CUATRO REGLAS BASICAS DE MULTIPLICADORES.

4.1 INTRODUCCION.

La teoria de los multip licadores de lagrange se
inicia con los estudios clidsicos de minimizacidén de funcio-
nes sujetas a restricciones. Aunque dichos estudicos estu-
vieron tradicionalmente enfocados a restricciones de igual-
dad, las restricciones de desigualdad también.fueron estu~
diadas. Este hecho permitidé gque hubiera un uso y desa-
rrolfs creciente del anilisis convexo. Probablemente,
ei descubrimiento mds notable para la teoria de los mul-
tiplicadores de lagrange fué&; la conexidn entre la funcidn

Lagrangiana y el principio del min/max de Von Neuman.

En su trabajo pionero, publicado en 1951, Kuhn ¥
Tucker mostrar&n que para problemas de tipo coanvexo, donde
las funciones son convexas diferenciables, una solucidn
Optima x ¥ su vector multiplicador X éqnstituyen un punto
silla de 1la funcién Lagrangiana. Esto proporciona una
caracterizacidén global de optimalidad, la cual a demostrado

ser de gran utilidad desde el punto de vista conceptual

y computacional.



Sin embargo, como yva lo sefialaban en su trabajo Kuhn
y Tucker, la equivalencia euntre un maximo con restriccio-
nes de desigualdad para $o{(x) y un valor silla para
1a Lagrangiana 9(x, A), se tiene alin cuando la suposicidn

de diferenciabilidad se elimine.

Inspirado en esta idea H. Uzawa, en 1958, prueba
que, sin ninguna calificacién sobre 1las funciones
¢1:~-:¢P; siempre que exista unm punto silla (¥,Xx) de

ta Langragiana ¢ (x, X), el vector x serd una solucidn
dptima al problema del méximo con restricciones de desi-
gualdad. Adicionalmente, establece la equivalencia entre
un mAximo con restricciones de desigualdad y el punto
siila para la funcidn Lagrangiana asociada, suprimiendo
la hipdtesis de diferenciabilidad e introduciendo wuna
calificacidén diferente.

La idea clave, implicita en dicho trabajo, consiste
en la separacidn de dos ciertos conjuntos convexos en
el espacio imagen Rp+1,. El establecimiento de los resul-
tados de las reglas de multiplicadéres; que admiten desi-
gualdades c¢omo restricciones, hace uso extensivo de esta
idea y de una caracterizacidn diferente de optimalidad.

4.2 REGLAS DE MULTIPLICADORES Y SEPARACION.

Supbéngase que ¢°,¢1,....,¢p,¢p+1s'"s¢p+qsmlp*q+1 fun-
ciones reales definidas sobre un subconjunto abierto

LAY
U de R , v que atl minimiza 4o sujeta a las p restriccio-



oo
nes de desigualdad ¢1£O,.....-...,¢DSO vy a las q res-

-

tricciones de igualdad ¢p+q=0"i""’¢p+qza

Si la geometria del problema de optimizacidn restrin-

pra+l
gida se lleva a cabo en el espacio imagen R del mapeo

L ICFIE- SN I ) , entonces la existencia de la solucidn
PTq

6ptima estd caracterizada mediante la interseccidn vacia

de dos ciertos conjuntos, y la regla de multiplicadores

se obtiene de la separacidn de los conjuntos referidos.

CARACTERIZACION DE OPTIMALIDADT Sea U un subconjunto abier-

to de Rn. Un punto a U es una solucion Ooptima al problema:
g
Minimizar ¢.(x)
sujeta a ¢i(x)50, i=l,...,p
¢i(x)=0, i=p+l,...,p+q.

si y s6lo si UMW =4y ¥a)e ¥UXIWa. Donde
son p+gq+l funciones reales definidas sobre U, & es el
mapeo definido por ¢=(¢°,¢1,...,¢p+ ) ¥y Wa es la coleccién

d Pi3iL
de todos los puntos y= (no,ﬂl’...,ﬂp+q)€R tales que:

ne<pe (a), ael
n; <0, para i=1,...,p ¥

L 3

n;=0, para i=p+l,...,p+q.
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Dicho de manera diferente, un punto aclU que minimiza a

la funcidn ¢, sujeta & las restricciones ¢i50(i=1,...,p) v -

¢i=0(i=p+l,...,p+q) estd caracterizado por la interseccidn va

cia de los conjuntos &(U) y Wa en el espacio imagen Rp+q+l-

Cuando la imagen ®(U)} es convexa, la regla de multipli-

cadores asociada es una consecuencia inmediata de la separa-
cidn, mediante un hiperplanc, de los conjuntos comnvexos &(U)

y Wa.

UN PRINCIPIO UNIFICADO DE LAS REGLAS DE MULTIPLICADORES. Sean

[H u%%subconjunto de Rn, ¢°’¢1"""¢p+q pt+q+] funciones reales

p+q+l

definidas sobre U, v sea ®:U>R el mapeo definido por -

d(x)= (¢°(x},...,¢p+q(x)). Supdngase que ¢(U) es un subeconjun

+q+3 . . e .
RPT9™* | gi aeU minimiza a la funcidn

to convexo, no vacio de
$, sujeta a las restricciones de desigualdad ¢1£0,...,¢D50 y

i ; =0, ... = ' -
a las restricciones de igualdad ¢P+1 g ’¢p+q 0, entonces

existe £#0, ﬂ=(lo,11,....,lp+q) Rp+q+l tal que:

ptq
(i) Si ¢(x)= L li¢i, entonces ¢(a)s¢(x)para toda xeU. Esg
decir, aeU es un minimo no restringido de ¢(x).

(ii) liBO, para i=0,1,...,p ¥

(iii) ki¢i(a)=0, para i=l,...,p .

E



. v cma
Demosraciln:  Supongamos que atl es una solucidn Sptima. Por
tanto, debido a la caracterizacidn del 8ptimo, $(UY\Wa=¢., -
Como, por hipdtesis ¢(U) es un conjunto convexo, por el teo

rema de separacidn, los conjuntos convexos disjuntos Wa v -

+q+1 .
®(U) pueden ser separados. Sea HeRY a+ un hiperplano sepa-

-t -
rador de $(U) y Wa, con ¢®(U)c H , y Wa ¢ H . Puesto que &(a)
® (U)(iWa, H deberd pasar por ®(a), indicando que H tieme la

forma:
H={y€RP+q+1} Z-[:y~®(a):]=0} para algin £#0,

+q+1
ﬁz(la,ll,...,lp+q)aRP a+s,

-+
De $(U)e¢ H v Wa ¢ H tenemos}

(a) L[ ®(x)=0(a) |30 para tode xeU y

(b) ﬂ*[jy-@(a):]so para todo yeWa.

De la igualdad (a) tenemos £-%(a)3L+?¢(a) para toda xeU, la
cual se transforma en la primera conclusidn de nuestro prin-

cipio unificado:
-pHq
(i) Si 9(x)= I Ai¢i(x), entonces $(a)<d(x), ¥ xeU. Es decir,
i=t1 _
ael es un punto minimo no restringido de 9.

Para probar (ii), supdngase que Ai<0 para i=0,1,...,p

y que ®(a)=0. Puesto que las restricciones sobre y=(n,,N1,..

..,np;np+l,....,np+q}sWa son n,<0,n.<0 para i=l,...,p,n.=0
ptq

para i=p+l,...,p+q, entonces el producto L»ry=I Aini sera
i=0

giempre positivo para toda yeWa, puesto que A,n,>0,li-ni;0



T
para i=1l,....p ¥ lini=0 para i=p+l,...,p+q. Esto contradice

la desigualdad (b). Pdr lo tanto xizo para i=0,1,...,p.

Para establecer la conclusidn (iii), elegimos -
= 1 . .
Y=(d.(a),..., §¢j(a),...,¢p+q(a))€Wa, para cualesquier j=0,1,
.++,p. Puesto que la desigualdad (b) se tiene sobre Wa si se

cumple sobre Wa, tenemos que:

2o [5-0(a) J=- %qu;j(a)go, o bien 1,630,

Pero, por otro lado, de la conclusidn (ii) y la optima

lidad de acU, se tiene;

&

kj;O y ¢j(a)$0, lo cual implica que lj¢j(al$0.

Combinando estas dos desigualdades, tenemos kj¢j(a)=0

para j=1,...,p. Que es la conclusidn (iii).

Cuando las funciones, ¢°,¢1,...,¢P,¢p+1,...,¢p+q son di
ferenciables en el punto aeU, podemos afin conrcluir que ¢'(a)=0,
puesto que la conclusidn (i) indica que a€U es un punto mini-

mo no restringido de ¢.

Como lo hemos mostrado arriba: cuando la imagen ¢ (U)
es convexa, entonces la’regla de multiplicadores‘és una con-
secuencia inmediata de la separacidén, mediante un hiperplano,
de los conjuntog convexos disjuntos ¢(U) y Wa. Desafortunada
mente, &(U) no es generalmente convexo, AlGn cuando U sea un

conjunto convexo ¥ Ps,P1secoas? +q sean funciones convexas,
p




®(U) no es necesariamente convexo. Sif embargo, esta dificul
tad se resuelve reemplazando la imagen ¢(U) con una aproxima

cidn convexa K. las variaciones en las demostraciones de las

cuatro repglas baAsicas de multiplicadores provienen de dos -

fuentes: cambios en la eleccidn de la aproximacidn convexa K

y el grado de dificultad para probar que K y Wa son separados.
Una vez que sabemos que K vy Wa son separados, las reglas de -

multiplicadores se obtienen sin mucha dificultad,

4.3, CUATRO REGLAS BASICAS DE MULTIPLICADORES,

Para probar las cuatro reglas b&sicaé de multiplicadores
reemplazaremos la imagen 9(U) no necesariamente convexa con -
una g%roximaci6n convexa K y tratamos de imitar el procedi--

miento utilizado en el establecimiento de las conclusiones -

I

del principio unificado. Las varaiciones en esta imitacidn
surgen, como ya se indicd anteriormente, de cambios en la
eleccidn de K y el grado de dificultad para probar que K y -
Wa son separados. Examinemos estas variaciones ﬁana las tres
reglas de multiblicadores.que admiten desigualdades como res
triceciones.

En la regla de multiplicadores de John, donde las funcio

nes ¢a,¢1,...,¢p se suponen diferenciables en la solucidn -

Sptima, la aproximacidn convexa de la imagen ®(U) se obtiene;
linealizando la jmagen ¢$(U) cerca del ﬁunto ¢(a) y construyen
do el conjunto A(U), donde A denota el mapeo afin A(x)= &(x)+

L(x~a) y L denota la derivada, @'(a)=[:3¢i/3¢i)(a):], de ¢ en




la solucidn dptima aflU, Ahora, si sup®nemos sin pérdida de ge
neralidad que U es conwexo, la imagen A(U) es convexa, y sdlo
serd necesario confirmar que A(U) y Wa son separados. La sepa
r acion resultante proporciona las tres conclusiones de la re

gla de los multiplicadores de John.

La regla de multiplicadores de Caratheodory-John se prue
ba con el mismo esquema, pero la presencia de restricciones de
igualdad hace que la separacidn de A(U) y Wa sea mds difieil -~
de establecer. La separacidon deseada se obtiene haciendo uso

del Teorema del Mapeo Interior convexo.

o
y En la regla de multiplicadores convexa, el conjunto U y

las funtciones ¢°,¢1,....,¢é se suponen ¢onvexas. La imagen
$(U) no es necesariamente convexa, pero estas suposiciones -
de convexidad permiten la construccidn de un conjuntoc convexo
K.el cual contiene a ®(U), permaneciendo no obstante disjunto
de Wa. La separacidn de los conjuntos convexos K y Wa propor-
ciona la separacidn de Ios.conjuntos @(Uj y Wa, la cual sera

necesaria para derivar esta regla de multiplicadores.

Abordaremos, primero, el resultado cliasico en la teoria
de optimizacidn restringida. La regla de multiplicadores con
restricciones de igualdad.

¥
TEOREMA DE CARATHEQDORY. Supéngase que U es un subconjunto abierto de

Rn, g o ¢¢,...,¢q q+17funciones reales sgobre



. T .
U, cada una fuertemente diferenciable en acU. Si atl minimi
za ¢, sujeta a las restricciones de igualdad ¢1=0,¢2=O,.,,,
Rq+1

¢q=0, entonces existe A%O, l=(ko,kl,,,.,kq)e tal que

(i) si ¢= £1 A.¢., entonces ¢'(a)=0y
j20 171
(iii) Xo20.

Pemostrnacidin: Sea & el mapeo k¢,,¢l,...,¢q) de U en Rq+l, v sea
W el conjunto de todas las Y=(no,ﬂl,...,ﬂq) en Rq+1 tal que
No< $ofal) vy ni=0 si i=1,...,q9. Puesto que, por hipdtesis, aclU
es una solucidn dptima, el criterio de optimalidad implica -
que ®(U)1W=4. Ahora bien, puesto que la imagen de la solucidn
BpEim;}@(a)e ®(U)N\W, se debe tenmer que $(a) no est’d en el -
int ¢(0U), por que de lo contrario puntos de W estarian en &(U).
Se sigue del teorema del mapeo interior que la derivada fuer-
te £=3'(a) de & en acU no es un mapeo suprayectivo de R" so-
bre RQ+1, lo cual significa que los g+l renglones ¢i(a),..,
¢&(a) de £ son linealmente dependientes, Esto implica que exis
ten escalares Ao,ll,...,lq no todos cero tal que l°¢;(a)+l1¢i
(a)+,,.+lq¢;(a)=0, Si ¢= zg=0Ai¢i’ entonces ¢'(a)=0, lo cual -
prueba (i). Para probar (ii) supongamos que la relacidm -
a°¢;(a)+a1¢£(a)+°.o+aq¢&(a)=0 solamente se satisface para -
6.<0 ¥y ai<0, i=1,2,...,9. Dividiendo entre a°+0, se tiene que
$'(a) + a1/a°¢i(a5+...+aq/aq¢é(a)=0. Esto implica que existen

Ao=130, A =a1/a°20,°..,lq=aq/a,20, lo cual es una contradiccidn,

1




por tanto .30,

COROLARIO. REGLA DE LOS MULTIPLICADORES DE EULER-LAGRANGE.
Si las derivadas ¢i(a),==.,¢;(a) son linealmente independien
tes, entonces las conclusiones de la regla de los multiplica

dores se tiene con un A, positivo,

PRUEBA. Supongamos que A,=0 y li+0 para algtn i=1,...,q ¥
que satisfacen la relacidn k1¢i(a)+...+Xq¢é(a)=¢'(a)=0, esto
implica que las derivadas ¢i(a),...,¢&(a) son linealmente -

dependientes, contrario a la hipdtesis, Por tanto A,>0.

I
i)

TEdREMA DE JOHN, Supongamos que U es un subconjunto abierto
de Rn, v ¢°’¢1"'°’¢p son p+l funciones reales sobre U, cada
una diferenciabie en ateU. Si atU minimiza a ¢, sujeta a las
restricciones de desigualdad ¢1g0, ¢2£0,..-,¢p€0,entonces -

existe A0, A=(Ao,A,5++4,A_) en RP+1, tal que;
- 1 ‘P

(i) si $= I} _,A;¢., entonces $'(a)=0

(ii) Aiko para i=0,1,ocogp y

(iii) Ai¢i(a)=0 para i=l,...,pP.

Demosthacidn: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que U

eg convexo, a=0 y ¢,(a)=0. Sea ®=(¢,,¢1,.==,¢p) el mapeo de
D+1/

U en Rp+1, vy sea W el subconjunto {y=(n°,n1,uu.,np)ER



_—
Ne<0 y nisO, i=1,...,p}. La optimalidad de 0cU asegura que ®(UNW=¢ ¥
$(0)e®{U)W. Supbngase que £=3'(0) denota la derivada de ©
en 0gU, definimos el mapeo afin A por A(x)=0(0)+{(x), ¥ asu
mamos, por el momento, que A(U) y W estan separados, Puesto
que 9(0)=A(0) pertenece a A(U)NW, el hiperplano separador

$(0)., Por 1 iste A40,A=(X,,) A derPTL
pasa por . or lo tantq existe / ’ oshyseres P £ .

tal que

(a) A+[_y-%(0) 30 para toda yeA(U) y

(b) A«{ y-9(0) J<0 para toda yeW

De (a) tenemos, para todo xeU, la desigualdad A'[:Ax-@(al_=

Ay e
A+ £(x)»0, Puesto que U contiene una vecindad de cero, AefxxQ F SAPER 07 wis nison

implica que A+£(x)=0 para todo xeR". Es decir, Ae(43(0)x,..,, Bgzﬁggﬁgggf
¢$(O)x)=0 para toda xERn. Puesto que las derivadas ¢£(0) son MATHIETIES i
los renglones de £, la igualdad anterior la podemos escribir
en la forma Zgzoli¢£(0)x=0 para toda xERn, lo cual es la con
clusidn (i). Para probar (ii), supongamos que Ai<0 para 4dlgin
i€0,1,...,p. Entonces, pueséo que las restricciones sobre -~

y=(n°,nl,...,np)sw son Ny,<¢, (a)=0, niso, para i=1,.,.,p el - _ %

producto Aey= Zliyi>0 para ié;;kyew. Esto contradice la desi

PSR- ek

gualdad (b), por tanto 1120 para toda i=0,1,...,p.Para pro-

bar la condicidn (iii), elejimos cualesquier J=1,...,p ¥ po
nemos y=(0,4(0), &.., %¢j(0)""’¢p(0))5ﬁ’ Puesto que la desi

-1 gualdad (b) se cumple para W si se cumple para W, tenemos




A.[:;-@(O)jj=—l/2lj¢j(0)s0 ) Aj¢j(0)£U: Pero por otro lado,

de (ii) v la optimalidad de a=0, tenemos Ajao v ¢j(0)£0 lo =
cual implica que lj¢j(0)£0, Combinando las dos desigualdades
obtenidas tenemos Aj¢j(0)=0 para J=1,...,p, que es la conclu

sidn (iii).

Ahora verificaremos que A(U) y W estin necesariamente sg
parados. Supongamos que A{U) y W no est@n separados. Entonces,
puesto, que intW= {y= (no,nl,..a,np)ERp+1/ni<0 para i=0,1,...,p}
es no vacio, la condicidn (3) del teorema de separacidn impli-'
ca que 0cA(U)- intW. Por lo tanto para algin X en U, tenemos ’
que %%E:int W. Puesto que ®es diferenciable en 0, para todo
a>0 Eal que axeU podemos escribir ®(ax)= Alax)+ r{ax)|ex|, don
de r{ox)+0 cuando o+0, Siendo el conjunto int W,ébierto, pode~
mos fijar oe(0,1) tal que axeclU yf§Ax + r(ai)lﬁ?[eint W. Pero
g veE int W siempre que o>l y yeint W. Entonces OLEA:;I-r(a:—:)[';:-, :IE:
int W, esto es 0d(0) + t(a§)+‘r(q§)[a§|8 int W. para cada -
i=0,1,...,p tenemos ¢i(0)$ a ¢i(0) por que ae(0,1) ¥y ¢i(0)s0.
Esto implica que ®(oax)=0(0)}+£ (ax)+ r(ai)]ai[eint WCW, indi-
cando que @(U)ﬂw+¢, una contradicecidn. Consecuentemente, A{U)

y W deben necesariamente estar separados, y la prueba estd tex
‘ _ s
minadac .. d’{’WW
| 1o st
o
per My

COROLARIO, [ TEJREMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER ]. Si algin heR"

satisface ¢!(a)h<0 para toda i=1,.,.,,p tal que $.(a)=0, enton
i i -



"ﬁ,_ . .
ces las conclusiones de la regla de los multiplicadores se -

tiene con un XA, rositivo.

1 PRUEBA, Escojamos heR" que satisfaga la condicidn de arriba,
vy supongamos que se cumplen las condiciones de la regla de
los multiplicadores de John, pero s6lo cuando A,=0. De la con
clusidn (i) tenemos Zgzlhi¢i(0)h=0. Sean I y J los subconjun-
tos de {1,2;...,p} tal que ¢i(a)<0 cuando iel y ¢i(a)=0 cuan-

do i€J. Entonces IUJ= {1,2,...,p}. De la conclusidn

(iii) Sabemos que li=0 si i€I, por tanto;

EN 1 = p ] =
: Eiejli¢i(a)h Ei=lli¢i(a)h 0
Pero ningiin t&rmino de la primera suma es positivo porque -
AiBO y ¢£(a)h<0 si ieJ, Esto significa que cada té&€rminc es -~
cero, forzando a que Ai=0 para ieJ. Ahora tenemos que A,=0 ¥

Ai=0 para i en IUJ= {1,2,...,p} , contradiciendo que -

(lﬂyhlglon,lp)+0.

TEOREMA DE CARATHEODORY-JOHN, Supdngase que U es un subconjun

to abierto de Rn, ¥ ¢°,¢1,...,¢p+1,...,¢p+q-funciones reales

sobre U, cada una fuertemente diferenciable en aeU. Si aelU mi
nimiza a ¢, sujeta a las p restricciones de desigualdad -

¢160,...,¢p<0 y a las q restricciones de igualdad ¢p+l=0,.--, _
¢p+q=0, entonces existe A$0, A=(lo,11,,..Ap,.u,lp+1”a.,%wq)éﬁﬁﬁ+l
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tal que

(i) 8i 9= Zp+q A.d., entonces $'"(a)=0
i=0 * 7

(ii) Kigﬂ para 1i=0,1,...,p ¥

(iidi) hi¢i(a)=0 para i=1,...,p.

Demostracién, Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a=0,
U es convexo, y ®(a)=0, donde $es el mapeo (¢°,¢1,.__,¢p+q)
de U en Rp+q+l. Sea W la coleccidn de todas las Y=(n°,n1,..,,

praq+l

np+q) en R tal que:

No<0
ni<0 para i=1,...,p ¥
ni=0 para i=p+1,,..,pt+q.

La optimalidad de 0cU garantiza que ®(U)iW=¢, Tambi€n tenemos
que ¢(0)€¢(U)ﬂﬁ..5ea $'(0) la derivada fuerte de % en 0cU.
Si £(U) y W estan separados, las conclusiomes (i), (ii), (iii)
se siguen exactamente como se obtuvieron en la regla de los

mulﬁiplicadores de John,

Supdganse que £(U) y W no estidn separados. Entonces la
condicidn (2) del teorema de separacidn asegura que Oc[ Z(U)
—W:Ja Esto es lo mismo que escribir M(0,0)e int M(UXW) si M
es la derivada dg Y en (0,0) v ¥ es el mapeo de UxRp+q+1 en

Rp+q+l dado por YP(x,y)=¢(x)-y. Del teorema del mapeo interior

convexo, tenemos



g

0= $(0,0)e int P(UXW) C U(UXW),

lo cual implica que 0=0(x)-y para algin xeU y algln y €W, con
tradiciendo la condici8n ®(U)NW=9, Por lo tanto £(U) y W de-

ben estar necesariamente separados, completando la prueba.

COROLARIO. [ TEOREMA DE KARUSH-KUHN -TUCKER |, Si¢;+1“..,¢;+q

- . . n -
son linealmente 1ndepend1entes? alglin heR  satisface; ¥

(a) ¢£(a)h<0 .para aquellos i=1l,...,p tal que ¢i(a)=o y

(b) ¢£(a)h=0 para i=p+l,...,ptq,

enténces la regla de los multiplicadores de Caratheodory-John

se cumple con A, positivo.

Demosthacidn: Supbngase, por el contrario que las condiciones

de este corolario se satisfacen, y que las conclusiones (i),
(ii) y (iii) de la regla de los multiplicadores de Caratheo-
dory-John se cumplen todavia solamente cuando A,=0. Elijase
heR" que satisfaga las propiedades (a) y (b). Utilizando la
conclusidn (i), la propiedad (b), y la suposicidn de que A,=0,
tenemos que Zgzlki¢i(a)h=0. Exactamente como en la prueba del
corolario a la regla de los multiplicadores de John, la pro-
piedad (a) aho;a implica que Ai=0 si i=1,,.,,p. Esto signifi
ca que la conciusiﬁn (i) se reduce a Ep+q li¢£(a)=0, y de 1la

i=p+1

independencia lineal de ¢' .{(a),...,¢" q(a) se deduce que -

pt1l pt
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X .=0 para j=1,...,a. Tenemos mostrade que A={(l,...,A
g0 PaTa §=l,...,q. q . o+

una imposibilidad., Por lo tanto algln, A%0, A=(A°’A1"°°’Ap+q)

)=0,

que satisface las conclusiones de la regla de los multiplica-

dores de Carathecdory-John deberid tener A,.>0,

REGLA DE L,0S MULTIPLICADORES CONVEXA. Supdngase que U es un =~
subconjunto convexo de Rn, y ¢°,¢1,.a°,¢P son p+tl funciones -
convexas sobre U. Si aceU minimiza a ¢, sujeta a las restric-
ciones de désigualdad ¢150,...,¢p$0, entonces existe

A$0, A:(Ao,ll,.oe,¢p)ERP+l tal que

o (i) 51 ¢= Z$=0 A;¢; ¥ xeU, entonces Aobola)= d(a)gd(x),

(ii) liaﬂ para i=0,1,...,p ¥

(iii) Xi¢i(a)=0 para i=l,...,p.

Demostnacifn: Supbngase, sin p8rdida de generalidad, que ¢$,(a)=0,
Si % denota el mapeo (¢°,¢i,...,¢p)'de U en Rp+1, y W represen
ta el conjunto‘{y=(n,n1,...,nP)ERp+1]n,<¢(a) v nisO‘para -
i=1,.,..,p} de RP+1, entonces la optimalidad-de aclU implica que
o(UINW=¢ vy ®(a)ed(UINW. Ahora, $(U) no es necesariamente con-
vexo, pero, por €l momento supongamos dque po&emos construir unm
conjunto convexo K tal que $(U)CK y K{IlW=¢. Entonces K y W son
disjuntos, no vacfos, y convexos. Ademds $(a)e KNW. Por el teo
rema de separacf%n, K vy W son separados por un hiperplano que

pasa por ¢(a): entonces existe Ato, A=(A,,Al,...,lp)ERP+l,




he o

tal que:
(a) A, E:y—Q(af:lzo para todo yzK y

(b} X, [:y-@(a):]go para todo vcW.

Porque K contiene a ®(U), la condicidn (a) implica gue:

Eg=oki¢i(a) S ZE=OAi¢i(x) para todo xeU,

y &sta es la desigualdad en la conclusidn (i), Para probar -
(ii), supdngase que li<0 par;;1=0,1,..n,p vy que ®(a)=0, Pues
to gue las restriccicnes sobre y=(n°,n1,...,np)€W son n°<0,nis0
para i=0,1,...,p, entonces el producto Aey= ZE=0Aini’ veEW, -
si?mﬁ}e serd positiva, puesto que el producto A,No.>0 ¥y Ai-nizo
para toda i=1l,...,p. Esto contradice la desigualdad (b). Por
tanto Ai;O para toda i=0,1,...,p. Para establecer (iii), eli
jamos cualquier J=1,.,..,p v ¥=(d4,(a),..., %¢j{a)""’¢p(a))€ﬁ°
Porque la desigualdad (b) se tiene sobre W si se cumple sobre
W, se tiene l-[:;-@(a):]=—%i j(a)£0, o bien.lj(bj(a)zo° Pero, ’
por otro lado, por la conclusidn (ii) y la optimalidad de a se
tiene Aj30 y ¢j(a)s0,1o cual implica que Aj¢j(a)S0. Combinando

estas dos desigualdades tenemos Zj¢j(a)=0 para j=1l,...,p. Que

es la conclusidn (iidi).

Para completar la prueba, debemos mostrar como construir

un conjunto convexo K que satisfaga®(O0)CKy KIlW=¢. Para cada -
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e
xelU, denotemos por K(x) al conjunto {y=(n°,n1,,..,np)s

Rp-!-l,

b, (x)en si i=0,1,.44,p}. Poniendo K= U_ pK(x) . De 8(x)ek(x)

se sigue que ®(U)CK. Suponga que §=(n°,nl,°..,np)EKﬂW. Enton
ces existe alglin xcU tal que ¢,(X)&No<hola) y ¢i(§)cnis0 para
i=1,...,p; la existencia de tal x contradice la optimalidad

de aelU. Por.lo tanto K[]W=¢. SOlo resta mostrar que K es con
vexo. Escojamos dos puntos cualesquiera y= (ni) y w=(mi) en

Ky fijemos aE[@,E]. Para algln x y algin zeU, tenemos yeK(x) ’

y weK(z). Por 1la convexidad de las funciones ¢i5 i=0,1,...,P,
se sigue que:

¢i[:(1—a)x+az:]< (1~a)¢i(x)+ a¢i(z)§(1-a)nf+mmi,
lo cual implica que (l-0) y + o w & K[:(l-a)x+aé]CK.Entonces

K es convexo, y la prueba esti completa,

COROLARIO.'[:Teorema de Karush~Kuhn-Tucker |. Si- ninguna de
las funciones ¢i, i=1,...p, es idénticamente cero sobre el =~
conjunto factible SﬁfxEU/¢i(x)<0, i=1,...,p}, entonces las =
conclusiones de la regla de los multiplicadores convexa se
tiene con un A, positvo. Reciprocamente si las conclusiones
de la regla de multiplicadores convexa se éumplen con A, po-
sitivo, entonces acU minimiza ¢, sujeta a las restricciones

de desigualdad ¢250,.;.,¢9S0-
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PRUEBA. Supong; que las conclusioné;*he la regla de los mul-
tiplicadores se cumplen sBlo cuando A,=0, Puesto que X,=0, de
(i) se tieme que 0=p,(a)sda(x)para toda xeU. Por otro lado, si
i= 1,...,p y X£5, entonces ¢i(x)£0 y A;30, por tanto $(x)<0
para toda xe€S$, Combinando estas dos desigualdades (0g¢(x)<0)
se tiene que % es idénticamente cero sobre S, Puesto que nin-
gin té&rmino Ai¢i de ¢ es positivo sobre S, cada término deberd
ser idénticamente cero sobre S, Pero por hipdtesis ninguna ¢i
es idé&nticamente cero sobre 8. Per lo tanto X£ﬂ3 para i=1l,...,p,
‘contradiciendo que A=(l°,ll,...,lp)#0, Ahora invertimos la di-
reccidn, y suponemos que las conclusiones (i), (ii) y (iii) -
sonficiertas com A,>0. Supfngase que X estd en el conjunto fagc
tible S. ObsZrvese que (i) asegura que A 0o(a8)8¢{x)=A,9.(x)+
E§=lli¢i(x). Pero puesto que cada ki es no negativo, sabemos
que Zgglli¢i(x)£0, y por lo tanto Agd,(a)gAr,d.(x). Dividiendo

Por Ao>0 tenemos que ¢o,(a)s ¢,(x).
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CAPITULC V

V. LOCALIZACIIN DE EXTREMOS RELATIVOS DE INA FINCIKN
SUJETA A RESTRCCION ES,

5.1. INTRODUCCION. E1 propdsite de este capitulo, consiste

eﬁ establecer u; procedimiento analitico, que permita obtener
eventualmente el minimo de una funcidn sujeta a restrcciones

de desigualdad. Con esta finalidad se presentan algunos ejem

plos en cuya solucidn se muestra la utilidad prictica del mé

todo v su funcionamiento.

3!
Si bien es cierto, que las conclusiones establecidas en

las reglas de multiplicadores son las gque caracterizan la so
lucidn Sptima al problema del minimo; no es fAcil deducir de
las mismas, donde estid localizada dicha solucidn. Esta di

ficultad se debe a que dichas condiciones no proporcionan, -

por si solas, un m&todo constructive para cbtener la solucidm,

no obstante caracterizarla.

Las secciones (5.3) y (5.4), proporcianan un procedi-
miento analitico para loealizar el minimo de una funcidn su
jeta a restricciones de desigualdad. Dicho método se basa -

en las condiciofies necesarias que caracterizan a la solucidn

dptima.



Sin embargo, cabe mencionar que™la utilidad practica del
método queda limitada a los casos en los cuales; el nimero de
variables y restricciones involucradas sea reducido, y que la

funcifén a minimizar y las restricciones gean diferenciables en

la solucidn &ptima.

5.2, LOCALIZACION DE EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION SUJETA
A RESTRICCIONES DE IGUALDAD. El tratamiento cl3sico uti;
lizado en la localizacidn de extremos realtivos de una funcidn
sujeta a restricciones de-igualdad, es el método de multiplica
dores de Lagrange. Los midkimos y minimos se localizan entre -

los puntos criticos de la funcidn lagrangeana definida por:

. m
L(xl,...,xn)= f(xl,...,xn)+ E:lli gi(xl,...,xn),
donde f; gi(i=l,...,m) son funciones diferenciables en la so-

lucidn B8ptima. Sin embargo, dicho método sdlo es valido bajo
ciertas condiciones de regularidad establecidas en el corola
rio a la regla de multiplicadores de Caratheodory. E1 ejemplo

siguiente, muestra cuando es posible aplicar la regla de mul

=

tiplicadores de Euler-Lagrange en la localizacidn de un mnin
‘mo relativo.
EJEMPLO A. Encontrar la minima distancia entre un punto (x,y)

del circulo x2#y2=2 vy el punto (w,z) de la recta x+y=4.




P T - . . - .
Sofucibn: Para encontrar los puntos que minimizan la distancia;

buscamos un minimo leocal de

6o (x,w,y,2)= (x-w) 4(y-2)°

sujeta a las dos restricciones de jigualdad

2 2
t1(x,w,y,2)= x +y -2=0

P2 (X:W,Y,Z)= wiz-4=0

4 .- . .
Sea U=R . Entonces, puesto la funcidn a minimizar ¢,

estd sujeta a las restricciones de igualdad $:=0 vy $2=0, 1la

solucidn dptima aeEU estd caracterizada por las conclusiones
P P

& R
de Ta regla de multiplicadores de Caratheodory

(i) 8i 4=% A.9. , entonces $'(a)=0y
i=0 * ' -
(ii) 2,30,

por tanto, la solucidn &ptima acl se encuentra entre los pun

tos criticos de la. funcidn ¢ y que ademis satisfacen la con
dicidn A.20. .

Construimos la funeidn ¢ y derivando tememos:

p(x,w,y,2)= An[:(x~w)2+(y—z)2:]+A1(X2+Y2—2)

+ hg(wiz-4)

v *
3% =2AD(X*W)+2A1X = 0

ax

(4.1) 29 =-2%,(x-w)+i, = 0
2
ow



3¢ 2%, (y=2)+23 )y = 0

oy “
29 =-2x,(v-2)+x, = 0
9z -
y
(4.2) xZ+y?_220
w+z-4 =0 -
)\920

obsérvese que ¢i= (2x,0,2y,0) ¥y ¢£=UL1,0,1) son linelamente

independientes para todo (x,w,y,Z)eRa, excepto para el punto
£ .

(0,0,0,0) el cual no satisface las restricciones, Por banto

las condiciones de la regla de multiplicadores de Caratheodo
ry se satisfacen con A, positivo.

Tomando A,=1, construimos el lagrangiano

L(x,w,y,2)= l:(x—w)2+(y—z)2 Iy (x2+y2—2)+)\2(w+x—4)

derivando £ e igualando a cero las derivadas tenemos:

(1) 3L 2(x—w)+2llx =0
9x
(2) 3L -2(x-w)+ kz =0
aw
(3 3t Z(y—2)+2kly = 0
oy *
() 2o a(yeare a, = 0 y
oz
(5) X2+y2—2 = 0
(6) wtz -4 = 0

Qa .



resolviendo las ecuaciones (1) - (4) tenemos:

(7) 2A x+12=0

1
(8) 2A1y+R2=O

(%) . y-z =x-w

De las primeras 2 ecuaciones tenemos; Al(x—y)=0. Entonces,

‘A1=0 o bien x=y. Si A1=0, a fin de que se satisfagan (1)-(4).

X=w y y=z. Sustituyendo en (5) y (6).

de”donde 222—8z+14=0, que no tiene solucidén real ya que
BQZAC<O. Por tamnto Al+0. Si x=y, entonces z=w y de (5) v (6)
tenamos:

y=x=il,Aw=z=2. Las soluciones (1,2,1?2) y (=1,2,-1,2) satis
facen las ecuaciomes (1) - (4) si Al=1, 12=—2; Al=—3,12=—6
resvectivamente, Concluimos que la funcidn ¢, tiene un mini
mo local (de hecﬁo un minimo absoluto) en (1,2,1,2), corres
pondiente a los puntos (1,1) sobre el circulo v (2,2) sobre
la reeta, mientras que 9, mo tiene un extremo local en el
punto (-1,2,-=1,2), correspondiente a los puntoé (~1,-1) so-

bre el circulo vy (2,2) sobre la recta, como puede verificar

se al observar la geometria del problema.
¥

Las conclusiones anteriores puede obtenerse analitica-

mente, mediante el test de la segunda derivada para la loca
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lizacidn de extremos relativos de una funcién sujeta a restric

B

ciones de igualdad,

5.3. LOCALIZACION DE EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUHCION SUJETA

A RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD. Las condiciones necesa-
rias para que un punto a minimice a una funcidn ¢, sujeta a -
désigualdades cofio restricciones, estdn caracterizadas por las

conclusiones establecidas en el teorema de John.

Mostraremos el funcionamiento de las condiciones obteni-
das en la regla de multiplicadores de John, mediante un proce

dimignto analitico. Con éste propdsito, resolveremos los ejem

plos siguientes:

EJEMPLO B: Determinar el minimo de la funcién @o(x,y)=x2+xy+2y2—

7x+12, sujeta a las restricciones de no negatividad x>0, y30.

Puesto que la funcidn ¢, esta sujeta sdlo a restricciomes

de no negatividad, la solucién Sptima al problema del minimo

estd caracterizada por las condiciones necesarias establecidas

enrr la regla de multiplicadores de John.

Haciendo ¢1(x,y)=—x, ¢2(X,y)=—y y definiendo la funcidn:

¢(X:y)= )\o@u(x:y)'[' kl¢l(x’y)+ }\2¢2(X:Y)s

entonces las condiciones para el minimo estdn dadas por:
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(i)Y B84/9x =AD(2x+y—7)-lI

1
o

9¢/3y =2, (xt+hy) -2,

(ii) 2,20, 2,20, A_20

1 2
(pid) A1¢1= A1x=0
Ap®p= Apy=0

xx0, y20

A fin de que se satisfaga la condicidén (ii),A.=0 o bien
Ao>0.
a) Supdngase que A_,=0. Entonces, sustituyendo A,=0 en las -
ecuaciones establecidas en la condicidn (i), obtenemos 11=0,
12=%{ Pero esto es imposible, va gque contradice la existen-
cia ae l=(l°,ll,li )$0. Por lo tanto )A,>0.

Tomando A,=1 y sustituyendo en (i), obtenemos el siste-

ma de ecuaciones (i)'

(i)' 2% + y - A =7

x +b4y - 12= 0

Ahora de la condicién (iii), A1=0 o x=0.
b) Supdngase que A1=0. Entonces, sustituyendo A1=0 en (i)',

obtenemos el sistema de ecuaciones



. ) e
eliminando x en el sistema anterior; 7y=2A2—7. De 1a condi-

cidn (iii), A2=0 o bien y=0. 1) Si l2=0, entonces y=-1, x=4,

Sin embargo, alln cuando la solucidn (4,-1) minimiza a 49, (sin
resericciones), el punto (4,-1) no es factible, ﬁuesto que no
satisface la restricecibn de no negatividad y30.

2). Si y=0, k2=7/2 y sustituyenda en (*); x=7/2,

La solucidn (7/2,0) satigface el sistema de ecuaciones (i)',

s6lo cuando A=0, 12=7/2. Adem3s, se satisfacen las restric-

ciones. Es decir, la solucidn (7/2,0) satisface las condicio

nes (i)-(iii). Por lo tanto, podemos concluir que el punto -

(7/?&0) es un minimo relativeo de la funcidn ¢°(x,y)=xz+xy+

2 : .
2y -7x+12 sujeta a las restricciomes x30, y30,

¢} Supdngase ahcra que x=0, Sustituyendo x=0 en el sistema de

ecuaciones (i)' obtenemos el sistema:

y~-A,=7 o Dbien y=7+)\l

4y-A,=0 hy=A,

~De la condieidn (iii), 12=0 o bien y=0.

1) siX,=0, entonces y=0, k1=—7. La solucidn factible (0,0) sa

tisface el sistema de cuaciones (i)', si A1~—7 , A2=O. Puesto
#
que Al<0, la solucidn factible (0,0) no satisface la condicidn

(ii) AiBO(i=O,1,2), por lo tanto (0,0) no es solucidn &ptima.



inge

2) Si y=0, entonces 7\2=0, }\l=—7 .. Por tanto, estamos en el

E

caso anterior.

Puesto que los casos (a), (b) y (e¢) agotan todas las po
sibles combinaciones que se pueden presentar, como puede veri
ficarse mediante un diagrama de &arbol, concluimos que el punto

(7/2,0) minimiza a ¢, sujeta a las restricciones x30, y30.

Obsé&rvese que, como era de esperarse, las condiciones -
del teorema de Karush-Kuhn-Tucker se satisfacen en la solucidn
optima a=(7/2,0), con h un vector en el primer o segundo cua-
dra%§e de R2. Digamos h=(1,1), se tiene que $,(7/2,0)=0 y -

$3(7/2,0)h= (0,-1)-(¢1,1)=-1<0.

. .. | 2
EJEMPLO C: Determinar el minimo de ¢$,{x,y)=x —12xy+3y2 sujeta

a la restriccion~. x+yg1l6.

A fin de determinar el minimo de ¢,, hacemos uso de las
condiciones necesarias para la solucidn Sptima establecidas
en la regla de multiplicadores de John. Haciendo ¢l(x,y)=

xty-16<0 y ¢ (x,3)=Ao 00 (x,y)+A 4 (x,y) tenemos:

(1) 934/3x = }\o(2x—l2y)+)\1=0
09/ dy = Ao(~12x+6y)+kl=0
¥
(ii) a0 , A0
(111) 214, = A (x+y-16)=0
x+y<lé
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De la condicidn {(ii), A.,=0, o bien A, >0.
a) Supdngase gque A,=0. Entonces, sustituyendo %,=0 en el sis
tema de ecuaciones (i), se tiene A1=0. Pero esto contradice

la existencia de k=(k°,hl)¥0, por tanto A,>0.

Tomando A,=1, y sustituyendo en (i) obtenemos el siste-

ma de ecuaciones (i)':

()" 2x - 12y + A,=0

~12x + 6y + A,=0

;  Ahora bien, de la condieidn (iii), ll=0, o bien x+y=16,
b) Supongase que A1=O. Entonces, sustituvendo en el sistema
(i)', tenemos x=0, y=N. Obsé&rvese que tambié&n se satisface
la restriceidn x+y-16<uU. La solucidn factible (0,0) satisfa-

ce las condiciones (i)-(iii). Por otra parte, ¢,(0,0)=0.

c) Supdngase ahora que x+y=16. Entonces x=16-y v sustituyendo

en la condicidn (i)' obtenemos el sistema de ecuaciones;

- lay - ). = 32
? 1
18y + Al = 192
! sumando estas dos Gltimas ecuaciomes encontramos aue =9, y=7,

1

i A.=66 7., Es decir, la solucidn (9,7) satisface las condiciones
(i)-(iii). Por otro lado, $,(9,7)=-528 que es menor cue ¢,(0,0)=0.
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Por lo tanto, concluimos que la solucidn a=(9,7) minimiza la

- 2 2 . . e
funcidn ¢.{(x,y)=x -12xy+3y sujeta a la restriccidn x+y-16<0.

Adicionalmente se tiene que; en la solucidn dptima a=(9,7),
¢l(a)=0 v ¢i(a)'h<0, para toda h en la regidn R={(x,y)ER2/x+y<O,
x$y}. Por lo tanto, las condiciones del teoreﬁa de Karush-Kuhn-
Tucker se satisfacen en la solucidn &ptima a=(9,7), vy las con-
clusiones de la regla de multiplicadores de Johmn se verifican

con A, positivo, como se mostrd em el inciso (a}.

EJEMPLQ D: Minimizar la funcidnm ¢°(X,y)=4x2—6xy+5y2+25x—40y suje

ta a las restricciones x+ysgl, x20.

&

Haciendo % (x,y)=x+ ~1g0, ¢,(x,y)=-x5$0 y definiendo 1la
71 Y 2

funciﬁn_¢(x,y)=l°¢l(x,y)+A1¢1(x,y) +A2¢2(x,y), las condiciones

- - - ’ N -
necesarias para el minimo estan dadas por:

Il
o

(£1) Ao30,A;1 20,X230, (1) 8¢/8x=7\,,(8x—6y+_25)+7\1 -)\2
3¢/3y=1°(—6x+10y—40)+k1

[
(e ]

EL sAnry [EL T H AT
HARA a1 nw ;

(iii) A1di1= )\1 (X+y—-l)=0
Bii

)\2¢2’-’ )\zx =0

BATE A2 Tir a8

x+y-1£0, =x30

De la condicifn (ii), tenemos A,=0 o bien A >0.
a) Supdngase gque X,=0., Entonces, sustituyendo A,=0 en la con-
dicidon (i), se obtiene A1=R2=0. Pero esto contradice la exis-

tencia de A=(A,,A1,22)20, por lo tanto A,>0.



Tomando A,=1 y sustituyendo en €1 sistema de ecuaciones

(i), obtenemos el sistema;

it

8x - 6y + A,-X
(yr T T

-6x +10y + )\1 40

La condicidn (iii) asegura que 11=0, o bien x+y=1.

a) Supdngase que A1=0. Entonces, sustituyendo en (i)' tenemos:

(*) 8x -~ 6y ~ A2 = - 25

-6x +10y - 40

De 1la condicidn (iii}, A2=0, o bien x=0.

Wl .
1). si k2=0, entonces sustituyendo en el sistema anterior,
y resolviendo, obtenemos la solucién x=-5/22, y=85/22, Pero

el punto (-5/22,85/22) no satisface las restricciones., Por

lo tanto (-5/22,85/22) no es solucidn factible.

2). 8i x=0, entonces sustituyendo x=0 en el sistema (*), ob

tenemos:
6y = 25 - 12

10y = 40.

Resolviendo el sistema anterior: Y=4, Az=l. Sin embargo, la
solucidn (0,4)+no satisface la restriccidn x+y-1g0. Par lo

tanto (0,4) no es una solucidn factible.



Ty
b) Supdngase ahora que x+y=1. Entonces x=1l-y y sustituyendo

en las ecuaciones (i9' obtenemos el sistema:

~l4y + Al - A2 = - 33

(**)
14

by + ll

‘De la condicién (iii), A2=0, o-bien x=0.

1) si 12=O. entonces sustituyendo en (*#*)},

~ldy + A = - 33

14

by + 11

Regolviendo el sistema anterior; y=47/18 x=-29/18, x,=32/9.

La solucidn x=-29/18, y=47/18 no es factible, ya que no satis

face la restriccifn x30.

2) Si x=0, entonces y=1l. La solucidén a=(0,1) satisface 1las

ecuaciones (i)' si A1=30, A2¥49. Adem3s satisface las restric

ciones x+ty<l, x30.

‘Por lo tanto, concluimos gque el punto (0,1) minimiza la
. 2 2 . ..
funeidn ¢, (x,y)= 4x ~6xy+5y +25x-40y sujeta a las restriccio

nes x+y«l, x30.

Notese qye ¢1(0,1)=0, ¢2(0,l)=0 v ¢£(0,1)=(1,1),¢é(0,1)=
(-1,0). Ademd3s, cualquier vector h en la regidn

2
R={(x,vy)eR /x+y<0, x>0} satisface ¢£(a)-h<0_y ¢é(a)-h<0. Es



decir, existe heR2 tal que ¢£(a)‘h5U“y ¢i(a)=9 (i=1,2). Por
tanto las condiciones del teorema de Karugsh-Kuhn-Tucker se
satisfacen en la solucién dptima a=(0,1), y las conclusiones
del teorema de John se satisfacen con A, positivd, como se ob

tuvo en la conclusidn del incisec (a).

EJEMPLO E: Determinar el minimo de la funecidn ¢,(x,y)= 5x2+4xy+

2
2y " ~24x-12y+29 sujeta a las restriceiones x-2y<0, x2+4x+2y50.

: 2 2
Haciendo ¢1(x,y)=x-2y50, ¢2(x,y)= X +y +4x+2y<0, y defi-

i

niendo la funecidn ¢(x,y)= AD¢Q+A1¢1+A2¢2, las condiciones ne-

cesidrias para el minimo estin dadas por:

' 89/3x = Xo(10x+4v=24)+) +A,(2x+4)=0
) 89/3y = Ao(bxtby-12)-2X 42, (2y+2)=0
(ii) Ao30,2320,X220
(111)  A1d1 = Ay(x-2y)=0
AP = Az(xz+y2+4x+2y)=0

x-2vy£0, x2+y2+4x+2y£0

Ahora bien, de la condicidn (ii), *,=0, o bien A,>0.
a) Supdngase que A,=0. Entonces, sustituyendo A,=0 en las ecua

ciones (i), obtenemos el sistema:
¥

(*) 11'+ 2Xi:x + 44X, =0

Ar + Aay + As =0



i

pie 195%4

De la condicidn (iii), A1=0, o bien x=2y,

1)y si R1=0, entonces® sustituyendo en el sistema (*) obtenemos
Az(x—y+l)=0. Esta ﬁltima identidad se satisface si 12=0, o -
bien x-y+1=0. Supongamos por el momento que Az#ﬂ_y que -
x-y+1=0. Entonces de la condicidn (iii) x2+y2+4x+2y=0 y y=x+1.
Resolviendo estas filtimas dos ecuaciones se tieﬁg; x=-0,42,
y=0.58; x=-3.58, y;é.SS. Sﬁstituyendo estos valores en el sis
tema (8), con Al=0, en cualesquiera de los casos sdlo se satis
face cuando A2=0. Por tanto, el supuesto A1=0, nos conduce a
12=0. De donde A,=0 implica Xij; =2xi;=0. Pero esto contradice
la existencia de un l=(A,,kl,12)%0.

&

2) 8i x=2y, entonces sustituyendo en el sistema (*), obtene-
mes:

(*¥*) X, + 412y + 4A2 =0

sumando las dos ecuaciones anteriores:

512 (y+1) = 0. ‘

La identidad anterior se verifica solamente si 12=0,_o bien
y=—1. §8i A2=O. entonces el sistema de ecuaciones (*) se satis
face cuando Af=0. Por tanto el supuesto l2=0 nos conduce a

)\lzo, y por tanto tenemos gue A.=0 implica A1=)z=0; es una imposibi-

lidad.

- 100 -
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entonces x=-2, y=-1 y de la condic1;§-(111), x 4y +4x+2y=0,

Sustituyendo y=-1, x=t2, observamos que: la ecuacidn no se

satisface. Per lo tanto, A2=0. Pero este es el casc anterior.
Puesto gue en cada uno de los casos el supuesto A.=0 nos

conduce a que A1=A2=0, lo cual es una imposibilidad ya que comn

tradice la existencia de un A=(A,,A1,22)#0. concluimos que -

Ao >0.

Tomando A,=l1 y sustituyendo en la condicidn (i), obtene

mos el sistema de ecuaciones (i)'
,E)a
(i) 10x + 4y + A, + X, (2x+4)= 24

2x + 2y - Al + Az ( y+1)= 6

De la condicidn (iii), l1=0, o bien x=2y.
b) Supdngase que Al=0. Sustituyendo 1;=0 en la condieidn (i)'

obtenemos el sistema de ecuaciones
(*%) . 10x + 4y + 2A,x + 4A2 = 24
2x + 2y + Azy + lz = 6
. e ... . 2 2
De la condieidn (iii), A2=O, o bien x +y +4x+4y=0.
1) 81 A2=0, sus?ituyendo en el sistema anterior

Sx + 2y = 12

It

2x + 2y )

- 101 -



Multiplicando por (-1) la segunda y sumando a la primera:
x=2, y=1, Sin embargd, afin cuando el punto (2,1) es un minimo
absoluto de la funcidn 9, sin restricciones (ya que 11=O, A,=0),

la solucidn (2,1) no es factible puesto que no satisface la

. . o 2
restriceidn x2+y +4x+2y<0.

2). si x2+y2+4x+2y=0, multiplicando por (-2) la segunda ecua-
cidn del sistema (**) y dividiendo entre (Z) la primera, y su
mando obtenemos (x—2y)(l+k2)=0. Pero esta identidad s8lo se sa
tisface cuando x=2y, puesto que 1220. Sustituyendo x=2y en 1la
identidad (2), 5y2+10y=0. Resolviendo tenemos las soluciones:
x=-4, y=-2, y x=0, y=0. La solucidn (~4,-2) no obstante ser
factible, de hecho es el punto donde la funcidn $,alecanza su
miximo restringido, no es una solucifn Optima. Esto es debido

a gue la soluecidbn (~4,-2)satisface el sistema (*%) gsclamente

cuando A=-18<0, contrario a lo establecido en la condicidn -

(ii) (Azao).

La solucidn (0,0) satisface las restricciones, y el sis
tema {(**) con A2=6>0. Es decir, la solucidn (0,0) satisface
" las condiciones (i) '-(iii). Por lo tanto a=(0,0) minimiza a

2 2 .
la funcidn ¢o(x,y)= 5x +4xy+2y -24x-23y+29 sujeta a las res-~

2
tricciones x-2y<0 y x2+y +4x+2y<0.,



¢) E1 supuesto x=2y nos conduce necewariamente a que 11=0.

peroc este es el caso.analizado en el inciso anterior.

Adicionalmente tenemos, como era de esperarse, gue las
funciones ¢1,$2 se anulan en el Sptimo a=(0,0) y que ¢i(a)-h<0,
¢£(a)°h<0 para todo h en la regidn R={(X,y)ER2/2x+y<O y x=-2y>01}.
Por lo tamnto, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se satis-
facen en la solucidn dptima a=(0,0) y las conclusiones de 1la
regla de multiplicadores de John se satisfacen con A, positi

vo, como se obtuvo en la conclusidn del incicso (a).

Si bien las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker caracteri
zanruna solucidn, no es fégil deducir de las mismas donde se
encuentra dicha solucidn, Es decir, las condiciones de Karuh-
Kuhn-Tucker son en la pra3ctica de escasa utilidad para hallar

una solucidn no obstante caracterizarla.

Como se dijo; las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker ca

racterizan una solucidn, pero no proporcianan un método cons

tructivoe para poder obtenerla.

5.4. LOCALIZACION DE EXTREMQS RELATIVOS DE UNA FUNCION SUJETA
A RESTRICCIONES DE IGUALDAD Y DESIGUALDAD. Las condicio-

nes necesarias‘para gque un punto a minimice a una funcidn ¢,

sujeta a restricciones de igualdad y desigualdad, estan carac

terizadas por las conclusiones establecidas en el teorema de
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Caratheodory-John.

L3
Mostraremos, mediante algunos ejemplos, el funcionmamien

to de dichas condieiones v proporcionamos un método econstruc
tivo que permite eventualmente hallar la solucién &ptima al

problema del minimo, al menos para funciones de un nimere re

ducido de variables y restricciones,

EJEMPLO F: Minimizar la funcidn ¢,(x,y)= x2+y2—8x—4y+15 sujeta

a las restriceciones Zx+y=3 y x20.

Haciendo ¢l(x,y)=~xso, ¢2(x,y)= 2x+y~5=0, las condicio-

i

nes mecesarias para la solucidn Optima al problema:

2 2
Minimizar ¢ (x,y)= x +y -8x-4y+15
sujeta a ¢1(x,y)= -x<0

d,(x,v)= 2x+y-5 = 0

estan dadas por las condiciones de Caratheodory-John. La fun

cidn ¢ para este problema es:

plx,y)= ln(x2+y2—8x—4y+l5)—k1x +l2(2x+y—5)

v las condiciones de Caratheodory-John:

3

(i) 39/3x= Ao (2x-8)-), + 2%, = 0
3¢/3y= A, (2y-4) +x, =0
- 1004 -
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(idi) A,20, A;20,

(iii) )\1¢’1= A1X=0

2x+y=5, x30

Ahora bien, de la condicidn (ii), A.,=0 o A,>0.
a) Supdngase que A,=0. Entonces sustituyendo en la condicidn

(i) Ao,=0, obtenemos el sistema

! -Al + 2A2 =0

i ' Ay = 0
Por’ lo tanto, el supuesto A,=0 nos conduce a que Al=A2= 0.
Pero esto es imposible, ya que contradice la existencia de

un A=(A,,A1, Ay)#0. Concluimos que A,>0.

Tomando A,=1 y sustituyendo emn la condicidn (i), obtene
mos el sistema de ecuaciomes (i)':

L4 1 _
(i) 2x - A1+2 A2-8

2y + A,=4
De la condicidn (iii), Al=0, o bien x=0.
b) Supdngase que ll=0. Sustituvendo en (i)'Al=O, tenemos:

2% + 2 A, = 8

2y + A, = 4



Muitiplicando por (-2) la seguifda ecuacidn y sumando a
la primera., obtenemos x=2y. Sustituyendo el valor de x en la
restriccidn 2x+y=5, obtenemos la solucidn x=2, y=1. NGtese -
gue la solucidn (2,1) satisface las restricciones y la condi

élou (i) con A1=0 y A2=2,

Puesto que la solucién (2,1) satisface las condiciones
de Caratheodory-John, concluimos que el punto (2,1) es una 50

lucidn dptima al problema:

2
Minimizar ¢,(x,y)= X2+y -8x-4y+15

) sujeto a $;(x,y)=-x €0
o
po(x,y)= 2x+y-5=0

-EJEMPLO G: Minimizar:la funcidn ¢5(x,y,Z)=X2+4y2+22-4XY“63 suje.

ta a las restricciones x+y+z215 y x+y+2z=18,

"Haciendo ¢1(x,y,z)= 15-x-y-240, ¢2(x,y,z)= x+y+2z-18=0,
La funecidn ¢ para este problema es:
2 22
¢(XSY:Z)= AQ(X —4xy+4y +z '6.Z)+)\1(15—-x—y—z)

+12(x+y+22—18).

vy las condiciones de Caratheodory-John:

- 1Né6 -
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g
3¢/ dx= Ao (2x-4y)- A + X, = 0

(i) 3¢/3y= A:(—4x+8y)—11 + 1, =0
3¢/8z= A (2z-6) - X +2}, = O
(ii) Xo20, A 20
(iii) A 6= A (15-x-y-2)= 0
x+y+z30
x+y+22=18

De la condicidn (ii), A,=0, o bien A_>0.

a) Supbngase que A,=0, Entonces, sustituyendo A, =0 en la-

condicidn (i), obtenemos el sistema de ecuaciones:

.
el

"')\1 +)\2 =0
—Al‘l‘lz = 0
-A142X2, = 0,

cuya solucidn es A; = A, =0. Pero esto es imposible ya que

A=(A,,A1, A2)#0. Por tanto concluimos que A,>0.

Tomando A,=l, ¥ sustituyendo em la condicidén (i), obte

nemos el sistema (i) ':

Zx - 4y -yt A, =0
(i)? —lfx + 8y —ll + }\2 = 0
2z -Al +2A2 = 6
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De la condicidn (iii), A,=0, o bien x+y+z=15.
1 y
b) Si Al=0, entonces sustituyendo en (i)' se obtiene el sis

tema de ecuaciones:

2x - 4y + A2 =0
- 4x + 8y + AZ =0
2z +2?\2 = 6

Dividiendo entre (-2) la tercera, y sumando a las dos restan

teg:

]
]
[]

2x -~ 4y - =z

~bx + 8y - z = - 3

Haciendo simultineas estas dos {ltimas ecuaciones con la res :

tricecidn x+y+2z=18;

12

5x - 7y

12,

]

-7z +17y

cuya solucidn es: x=8, y=4. Sustituyendo estos valores en la
restricci®n 2=3. La solucidn (8,4,3) satisface las condicio-

nes (i)' con Al=0, A2=0. Adem3s satisface las r;stricciones.

Es decir, el punto (8,4,3) satisface las . condiciones de Cara

theodory-John. Por lo tanto concluimos que el punto (8,4,3)
minimiza la fznciﬁn ¢, sujeta a las restricciones ¢110 v

$1=0. E1 mismo resultado se obtiene suponiendo que z+y+z=15,

- 1n8 =



EJEMPLO H: Determinar el minimo de la Puncion:

2° 2
po(x,¥,2)= 5x +10y2+z ~4xy-2x2-~36y
sujeta ¢$,(x,y,z)= -17x+10y-2-1250

$2(x,y7,2)= -x+2y+z-6=0

La funcidn ¢ para este problema es:

2
DCx,y,2)= A, (5% 410y +2°~bxy-2xz-36%)+

ll(—17x+10y—zm12)+A2(—x+2y+z—6)

Las condiciones de Caratheodoy-John:

3¢/ dx=3,(10x-4y-22)-17 Al - AZ = 0

(i)  9¢/8y=ho(-4x+20y-36)+10%,

+
]
et

[ %]

]
<o

0¢/3z=2,(-2x+22)- Al + AZ =0

(ii) Aox0, Ayp20.

(iii) Ay9,= A;(~17x+10y-2-12)=0
~17+10y-zg12

-x+2y+z = 6

Ahora bien, de la condicidn 1ii), A,=0, o bien A,>0.
a) Supdngase que X,=0. Entonces, sustituyendo A, =0 en la con

diecidn uno, tenemos el sistema de ecuaciones:

-17 Al + Az = 0
10 Al +2A2 =
- Al + A, = o,

- 109 -



.
Pero esto contradice la existen

cuya solucidn es: Alulz = 0.

cia de A=(X.,A1, Az)#0, 1o cual es imposible. Por tanto A,>0.

Tomande A, =1 y sustituyendo en la condicidn (i), obte-

nemos la condicidn (i) ':

10x - 4y - 2z - 1711 - A, = 0
| (i)' -4x + 20y + 10X, +2X, = 36

-2x + 2z . =i + 12 = 0

De la condiecidn (iii), A1=0, o bien ~17x+10y-z=12,
b) .Supdngase que ll=0. Sustituyendo en el sistema de ecuacio

nes (i)', obtenemos el sistema:

¢*) -4x +20y +2X, = 36

]
o

-2x + 2z + AZ

Eliminando lz del sistema (*), obtenemos:

8x + 6y - 2z = 18

8x - 4y 0 o bien y=2x

Ademds se debe satisfacer la restriccidn de igualdad
~x+2y+z=6, Sustituyendo y=2x en esta iltima ecuacidn: z=6-3x.
Sustituyendo vy y z en la primera ecuacidn: x=15/13, y=30/13

z=33/13.

- 11N -
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La solucidn x=15/13, y=30/13, 2=33/13 satisface el sis

tema de ecuacicnes f*) s1 A2=-36. Adem@s satisface la res-

triccién ~17x+10y-z-1250., Es decir, el punto (15/13, 30/13,

33/13) satisface las condiciones de Caratheodory-John. Por lo

tanto, concluimos que este es un minimo relativo de la funcidn
» q

¢, sujeta a las restricciones ¢; €0y ¢o=0.

¢) Supdéngase ahora que -17x+10y-z=12, Eliminando A,;,A, del

sistema de ecuaciones (i)', obtenemos la ecuacidn:

4x 4+ 13y - 3z = 27

Ademas se deben satisfacer las restricciones:

-17x + 10y - z= 12

-x + 2y + z= 95,

Combinando estas dos {ltimas ecuaciones con la anterior,
obtenemos el sistema:

27

4tx + 13y - 3z

12

!
N
il

-17x+ 10y

- %+ 2y + =z = 6.

Eliminando z del sistema anterior: L s

45

x + 19y

I
W

-3x + 2y

- 111 -



. e
Multiplicando por (3) la primera y sumando la segunda:

Y=138/59, X=33/59, 2<111/59.

La solucidn (0.56, 2,34, 1.88) satisface las ecuaciones
(i)' si l1=-0.27, 12=—2.91. Pero Al=—0.27<0 no satisface 1la
condicidn (ii)'. Por lo tanto, concluimos que el punto -

(0.56, 2.34, 1.88) no es un minimo relativo de 1la func¢idn -

$, sujeta a las restricciones ¢ls0 y ¢2=O.

Obsérvese que en la solucidn Gptima a=(15/13,30/13,33/13)
la derivada de la restriccidn de igualdad ¢é(a)¥0. Por lo tan
to, cualquier vector h ortogonal a la derivada ¢é(a) satisfa
ce ¢5(a)'h=0. Es decir, las condiciones de KarushuKuhn—Tﬁcker
se satisfacen en la solucidn o6ptima. De donde, las conclusiones
de la regla de multiplicadores de Carateheodory-John se satis

facen con A, positivo, como se obtuvo en la conclusidn del in-

ciso (a).

5.5, LOCALIZACION DE:EXTREMOS -DE UNA FUNCION CONEXA SUJETA A
DESIGUALDADES COMO RESTRICCIONES. Cuando la funcidn a mi
nimizar y las restricciones son funciones convexas, el minimo
es un minimo global y estd caracterizado por las condiciones
establecidas en la Regla de Multiplicadores Convexa. Sin embar
go, estas condiciones no provorcionan un método constructivo

para obtener la solucidn Gptima, no obstante caracterizarla.



- - - . T - ~ . -

Si ademds de la hipotesis de convexidad se afiade la hipd
tesis de diferenciab%ilidad, entonces el minimo (global) se ob
tiene procediendo como en el caso de la regla de multiplicado

res de Joéhn.
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