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PRESENTACION

El presente trabajo tiene como objetivos: p resentar un

enfoque unificado de la teoría de optimización restringida;

y proporcionar un método analítico, que permita resolver el

problema de la localización de extremos de funciones, suje-

tas a desigualdades como restricciones.

A fin de hacer efectivo el primer objetivo propuesto,

fué necesario acudir al Análisis Convexo; razón por la cual

se establecen los conceptos básicos de esta disciplina, or-

ganizados en el capítulo I.

Con este mismo fin, fué necesario formular un Nuevo Crí

terio de Optimalidad; dicho criterio se ejemplifica en el ca

pítulo III. Adicionalmente, se obtienen en forma geométrica,

las conclusiones de las cuatro reglas básicas de multiplica-

dores, establecidas en el capítulo IV.

El capítulo V, tiene por objeto ejemplificar el procedi

miento analítico, que permite localizar el mínimo de una fun

alón, sujeta a restricciones de desigualdad.
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INTRODUCCION

En este trabajo,	 fundamentalmente,	 se	 trata el

prdblema de determinar	 las condiciones necesarias para

un mínimo relativo de una función (1) 0 (x)	 sujeta	 a las

P restricciones de desigualdad (1) 1 (x): O,	 th 2 (x)C 0, 	

(1) (x)‘ O	 y a las q restricciones de igualdad (1)p+q (x)=0,

(1134.2(x)=0,...,(bp+.1(x)=0, donde (1) 0 ,(1) 1 	 (1)	 (1)p ,	 p+c, 	
1:44

son funciones de valor real, definidas sobre un subconjun

tp abierto de R
n
,o bien sobre un subconjunto	 convexo

de R n . Los supuestos	 de diferenciabilidad , sobre las

funciones (h i han sido debilitados e incluso	 hasta	 supri-

mido, como es el caso	 de la Regla	 de Multiplicadores

Convexa, establecida en el Capítulo IV.

Con el propósito de establecer comparaciones entre

los resultados obtenidos	 aquí, mediante un	 enfoque dife-

rente,	 y los obtenidos por Karush [5	 y Kuhn-Tucker

[ 6],	 enunciaremos primero estos últimos.	 Antes

daremos algunas definiciones preliminares.

Sean U un subconjunto de R n y	 4)0 , (1)1 ,,,,,	 ch p p+1

funciones de valor real 	 definidas sobre U.	 Se dice que

XEU es	 un punto factible, si (h i (x)E 0(i=1 	  p). Denota-

remos por S a la colección de todos lns puntos factibles,



dado por S={XEUich i (x)‘0, 1=1 	 p}.

Se dice que X EU minimiza	 a cho (x), sujeta a las p-

restricciones de desigualdad (1) 1 (x) (O,..., 4)ig(x).,.5 O si -

RES y (1)0(i)‘10(x), para todo XES.

Se dice que h--(h i ,h 2 	hn)ERn es una dirección 

admisible si hY0 ych'i (I)h40 (i = 1,2, 	  p). Un arco regular 

x.(t)(j=1,...,n;01t1t0), se llamará admisible en el caso

de que (b i[x(t)]: O para todo i	 y t. Se dice que 1 es un

punvp regular si ch .00 =0 (j=p+1,...,p+q) y 4' ; +q (1) 	

134-11 07) son linealmente independientes.

Restricciones  de cualificación 	 de Kuhn-Tucker.  Supóngase que

x es un punto sobre la frontera de S. Definimos el conjunto de direc-

ciones admisibles

FERnWi ( í) h10, para todas aquellas
i tales que 4i(j)=0)

Las R-C-K-T se satisfacen en 1, si para todo h E D existe un arco

admisible que parte de 1 en la direccion h y es tangente a h.

Dicho de manera diferente; se dice que las restricciones de

cualificación se satisfacen en todo punto í de la frontera del conjun-

restricción, si para todo punto héR n , hiO, que satisface las desigual-

-



dades lineales homogéneas chi(x) • h:0 (1=1 	  p), existe

un arco regular, tangente a h, que parte de x en la direc-

ción h y está totalmente contenido en el conjunto restric-

ción.

Las restricciones de cualificación, como 	 lo afirman

Kuhn-Tuckerí 6], tienen como finalidad la exclusión de

singularidades sobre la frontera del conjunto 	 restricción

tales como un punto cúspide apuntando hacia	 el exterior

de dicho conjunto. Por ejemplo, el conjunto	 restricción

en dos dimensiones determinado por;

h(x,Y) = Y-( 1 - x ) 3 - 11 O

4) 2 (x,Y) = 1-ySO

En el punto frontera ;=(1,1),

	(1:11x	 chl y

	

4) 2x 	 (b 2y

0 1

0 -1  

Las únicas direcciones admisibles son los puntos

de la forma h=(a,0),a >0 y h=(a,0),a <0. Dicho conjunto

no satisface las restricciones de cualificación en el

punto frontera i=(1,1), puesto que no contiene un arco

regular que parta desde este punto en la dirección h=(a,0)

(1)
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a>0.	 En	 un tal punto	 singular la condición (i)	 del teorema

de Karush-Kuhn-Tucker, que se enuncia a continuación,

dejaría	 de cumplirse para cual 	 quier vector )t,	 como podría

ser	 el	 caso para M o (x,y)=-x+y, sujeta a las restricciones

(1).

	

TEOREMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER.	 Si para toda dirección

admisible h, existe	 un	 arco admisible que parte de x- en

la dirección h, y si	 x- es un mínimo	 relativo de la función

	

cho (x), sujeta a las	 restricciones	 de desigualdad	 5i(x):0

(i = 	 	 p), entonces existe	 5:= ( 51 ,...,í )	 tal que si

	

ch(x,X)el,(x)+	 E 1 = 1	 ), entonces

i)	 4)3( (x, 3)=0

	ii) X.30,	 para i=1 	

	

1	 n-•

	

iii)	 ch x (X,X)4:= 0; 	 es	 decir A i5 i (X) =0,i = 1 	  P.

Donde las funciones .0 , 11 ,..., sp son funciones reales

de clase C', definidas sobre un 	 subconjunto abierto.	 U

de R n . La función (1) (x,x)	 es la llamada función lagrangiana,

y los parámetros	 son los llamados multiplicadores de

lagrange, (b x (x,x), ch x (x,X ) denotan la derivada 	 o gradiente

de la función lagrangiana, con 	 respecto a x,x	 respectiva-

mente.
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chi(x,y)= (1-x)3+y-1C0

4)2 ( x ,Y)-- (x-2)
2
+(y-1)

2
-1.10

43 (x,y)= 1-y:e

En el punto (cúspide) 1= (1,1),

r

No obstante, lo dicho anteriormente, las singulari-

dades sobre la frontera tales como un punto cúspide,

no son necesarias ni suficientes para que las restriccio-

nes de cualificación dejen de satisfacerse. Por ejemplo,

el conjunto restricción en dos dimensiones determinado

por ;

Es claro que en el punto x=(1,1) la única dirección

admisible es h=(a,0),a>0 y que existe un arco admisible

x(t) que parte de i=(1,1) en la dirección h, tangente

a h. En particular, el arco regular x(t) =X+th, Oc tcl

parte de x en la dirección h y está totalmente contenido

en el conjunto restricción (factible) S, donde x(0)=i:

y x'(0)=. h. Por lo tanto, las restricciones de cualifica-

ción de Kuhn-Tucker se satisfacen en el punto (cúspide)
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x=(1,1) y las condiciones (i)-(iii), del teorema de

Karush-Kuhn-Tucker,	 se verifican en el punto X=(l,1),

si por ejemplo cho (x,y) = x+ y ,	 con í 1 =1/2,	 i3=I 1 +1;	 i>O.

Nótese además, que los multiplicadores í i no	 son únicos.

Sin embargo, existe	 una	 restricción de cualifica-

ción dada por Karush[ 5 7 ,	 mediante la cual las irregula-

ridades sobre la frontera del conjunto factible S (puntos

cúspide o no cúspide), 	 quedan totalmente excluidas.

Introduciendo esta restricción	 de cualificación, ligera-

mente diferente a	 la dada por Kuhn-Tucker, obtenemos

el;

TEOREMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER MODIFICADO. Si existe

alguna dirección admisible IcR n	tal que:

a) •1(70 •1<0, para toda i tal que chi(í)=0,

y si re mínimo relativo de la función  f (x),

sujeta a las restricciones de desigualdad

¢ i (x)50 (i=1,2,...,p), entonces existe

X=(í1,7k2,...,X )cR P	tal que si;

O(x,A)=cho(x)+ Ei = 1	 X i ch(x), entonces

•x(Z,X)=0,

T i A, para i = 1,2 ..... p y

iii) ch A (1,X).X	 =0, esto es; x i chi (r)=0,	 (i=1 ..... p)
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Es fácil dar un ejemplo donde las hipótesis del teore-

ma de Karush-Kuhn-Tucker se satisfacen, pero las hipótesis

del teorema de Karush-Tucker Modificado, no se cumplan.

Sea el conjunto restricción en dos dimensiones determinado

por;

Y

4,1(x,Y)= x2+(Y-2)2-4C0

(*)	 4 2 (x,y)= 1-C x 2 +(y-1) 2 350

(1)3 (x,y)= y
2
-xCO

n En el punto i=(0,0),

(I)
lx ly

O

4,
2x

4,

2y

4,

3x 3y -1

En el punto i=(0,0), la única dirección admisible

es h=(a,0), a> O. Es claro que en esta dirección, existe

un arco regular que parte	 de x en	 la dirección h, total

mente contenido en el conjunto restricción y tangente

a h. Además, si che (x,y)=x entonces el punto Z=(0,0) es

un mínimo relativo de	 la	 función (1) . (x,y), sujeta a las

restricciones (*). Obsérvese que, en el punto óptimo 7c=(0,0),

las condiciones (i)-(iii) del teorema	 de Karush-Kuhn-Tucker

se satisfacen con í3	 '= 1	 X2 =25T
	

1 
> 0 . Adicionalmente,

-4

2

O



este ejemplo muestra que los multiplicadores no son

únicos.

No obstante, las hipótesis del teorema de Karush-

Kuhn-Tucker Modificado no se satisfacen en el punto

x- =(0,0), puesto que no existe una dirección admisible

h- tal que satisfaga las desigualdades lineales homogeneas

MI(;) • E<O, para toda i tal que 4)1.60=0.

Sin embargo, el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker Modifi-

cado, será formulado aquí como	 un corolario a un teorema

más general, en el cual las restricciones de cualificación

se han suprimido, que será probado en el capítulo IV.

TEOREMA DE JOHN. Supóngase que U es un subconjunto

abierto de Rn , y que M.,M1,...,Mp son p+1 funciones	 reales

definidas sobre U, cada una diferenciable en j E U. Si

x- e U es un mínimo relativo de	 la función M.(x),	 sujeta

a las p-restricciones de desigualdad M i (x)...�. O, 	  M (x)‘0,

entonces existe algún X/0, X = (i. , X 1 ,,,,, í p )c R P1-1 tal

que las siguientes condiciones se satisfacen;

Si ch(x)' X040(x)+
p

 Ei n l A.4u(x), entonces .1(i)=0,

í 'i >0, para i=0,1 ..... p y

iii) í i O i (;)=0, para i=1,2, 	  P.



Las	 condiciones (i)-(iii) serán referidas en el

corolario, como las conclusiones de	 la regla de multipli-

cadores de John. La conclusión;	 se satisfacen con un

A. positivo significa que, sin pérdida de generalidad,

A. se puede tomar igual a la unidad.

La propiedad: si existe algún he R
n 

(admisible) tal

que 4)'60 . 71 <O	 para toda i tal que	 4i (7)=0, es la llamada

restricción de cualificación de Karush, impuesta sobre

las funciones	 restricción con la 	 finalidad de excluir

las singularidades sobre la frontera del conjunto factible

S y así	 poder	 asegurar la existencia de un apositivo,

y así poder dividir entre X. , obteniéndose X, =1, X
1
=

Al
/A,/A	 A =X /A 0 . Con estos preliminares, enunciamos el: . p p

COROLARIO. E Teorema de Karush-Kuhn-Tucker Modificado].
_ -

Si existe algún ha tal que $1(x) • h<O, para todas aquellas

i tales	 que	 i
(7) =0, entonces las conclusiones de la

regla de	 multiplicadores de John	 se satisfacen con un

A. positivo.

Dicho de	 manera diferente:	 si las restricciones

de cualificación de Karush se satisfacen, entonces

- x -



p
	1) Si ch(x)= Ac t o (x)+	 £i=1	 (I X	 entonces M i ( x )=0

	

ii)í =1,í 1. 30	 (1=1, 	  p) y

iii) í i ó i ( 7) =0	 (i = 1 ,,,,, p).

La condición (i) en el teorema de	 John, nos asegura

que el mínimo restringido	 de F0 (x) se localiza entre

los puntos críticos	 de la	 función lagrangeana (1)(x). La

conclusión iii), referida 	 comunmente como la condición

de holgura complementaria, 	 nos dice que el multiplicador

A. será igual a cero	 cuando	 la restricción i sea inactiva,

es decir, A
i
=O para todas aquellas i tales que (I) (i)40;

y que el multiplicador a
l 

será positivo si la restricción

i es activa, es decir, X i >0 para	 todas aquellas i tales

que (1)1.(i)=0.

	Cuando la función a	 minimizar 4 0 (x) está sujeta,

además, a las restricciones de	 igualdad (I) p+1
(x)=0,...,

	

(x)=0, es	 necesario imponer adicionalmente una

las singularidades sobre la frontera del conjunto restric-

ción (factible) definido por:

S= (x E R n /oi,x)40, (1)(x) = 0 (i=1 ..... p;

j=p+1,...,p+q)}

p+q

condición de regularidad, con la finalidad de excluir



RESTRICCION DE CUALIFICACION DE KARUSH.

Supóngase que r	 es un punto sobre la frontera de
S. Definimos el conjunto de direcciones admisibles;

D = {hER n al(70 • 1110, para toda i tal que satisfaga

(i)=0,4)'(;) . 11=0, j=p+1 ..... p+q./

Entonces, las restricciones de cualificación de Karush

se satisfacen en el 	 punto frontera 1,	 si	 las derivadas

chp+1(1),..., 1, p+q (1)	 son	 linealmente	 independientes	 y

existe algún IER n tal que;

n _ -

a) 4i (x) . h< O, para todas aquellas i tales que di(x)=0,

b)d. (7)41 =0, para j =p+1 ..... p+q.

De lo anterior, las condiciones necesarias para

que un punto xEU minimice 	 la función 40 (x) sujeta a	 las

restricciones de desigualdad	 • 1 (x)1 O, 	 	 (x): O	 y	 a

las restricciones de igualdad (I) p+1 (x)=0,...,	 • p+q
(x)=0,

están dadas por;

TEOREMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER MODIFICADO.

	

Si las derivadas de las funciones ch p+1
(1) ..... (19 7	 (i)p+q

son linealmente independientes	 y existe algún hER	 tal

que:



4 i (x) • I<O, para toda i = 1 ..... p tal que d• i (i) = 0, y

W41=0, para toda j = p+1 	  p+q,

y si	 z es un mínimo relativo de la función (1)0 (x) sujeta

a las restricciones de desigualdad (I)
1
 (x).50 , 	 4) (x).“),

	

y a las	 restricciones de igualdad
p+1 

(x)=0,...,0 p+q (x)=0,
_

	

entonces	 existe	 X = ( X
1 .

.... )' 
X
p+1 .	 FEtl

)ER
p+q 

tal

que si:

p	 p+q

ch(x)= 11(x)+	 Ei=1 Xi d) i ( x)	 + Ej =p+1 Xjyx),

entonces;

$x(x)=O

"ki. 0, para i = 1,...,p,	 (I j sin	 restricción de

signo)

iii) 1,
X
(x)•X=0; es decir, X.1.

i
 (; ) =0, para i=1,...,p.

	

Este	 resultado será establecido aquí como un corola -

rio a un teorema más general,	 donde las restricciones

de cualificación se han suprimido, a saber;

TEOREMA DE CARATHEODORYIJOHN.

Supóngase que U es un 	 subconjunto abierto de Rn,

	

Y que ele,	 9 (hl 9 • • •	 (I) p' (I) pi- 1 	  4)p+q son p+q+1	 funciones

reales	 definidas sobre U,	 fuertemente	 diferenciables

	

en ITEU.	 Si ;EU	 minimiza cb a sujeta a las restricciones
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(*)
dyx,Y,z)= -YO

(1)4(x,Y,z)= x-(1-z)5=0

En el punto I=(0,0,1),

13.2(x,y,z)= -x10

X

de desigualdad 411 (x	 O 	 	 (x)40 y a las restricciones

de	 igualdad (1) 171+1 (x)=0, 	 ,	 4)ifq (x)=0,	 entonces	 existe

X+0,A=(A .... . p+q )ER"(14- 1, tal que:

Pi-9-

Si (I) (x) = Ei =0 Ap	 Ei=p+1 A. yx), entonces

chi(i)=0,

A iy,.0 para i=0,1,...,p	 y

	

iii) A i 4 i
(x)=0 para i=1, 	

Es fácil dar un ejemplo	 donde las hipótesis del

teorema de Karush-Kuhn-Tucker Modificado 	 no se satisfacen

y las del teorema de	 Caratheodory-John aún siguen	 siendo

válidas. Considérese el conjunto	 restricción en el espacio

de tres dimensiones determinado por;

--(1) 1x (I ly (1)1z 1

(19 2x (1) 2y 1)2z -1

(1) 3x (19 3y (1)3z 0

(1) 4x (1) 4y (1)4z 1.

- xive. -

1 0

0 0

-1 0

0 O



Las únicas direcciones admisibles son; h=(0,0,a), a>0

y h = (0,0,a), a<0. Sin embargo, no existe un h tal que;

(1)1(7) • 71.<0 (i = 1,2,3) y (1) 14 (7) • h =0. Por lo tanto, las condi-

ciones necesarias de Karush —Kuhn —Tucker no se satisfacen.

No obstante, las condiciones (i) — (iii) del teorema de

Caratheodory—John se satisfacen con un X4 =0, XI =X 2 = X3>0

y X4 = 0, para la función (1)0(x,y,z)=—z sujeta a las restric-

ciones (*). Nótese que el punto Z = ( 0,0,1) es un mínimo

restringido de (1)o , no obstante que las condiciones de

Karush—Kuhn—Tucker no se satisfacen.

Ahora bien, si la suposición de diferenciabilidad
•

de las funciones (he	 (1) 1 I • • • 1:1) que aparecen en la regla

de multiplicadores de John, se intercambia por la hipóte-

sis de -convexidad de 	 éstas; entonces las condiciones

necesarias para un mínimo restringido, están dadas por

la Regla de Multiplicadores Convexa.

REGLA DE MULTIPLICADORES CONVEXA.

Supóngase que U es un	 subconjunto convexo de R n , y que

(1) 0 Y d) 1" . " p son p+1 funciones convexas definidas en

U. Si a E U minimiza .4 (x) sujeta a las restricciones de

desigualdad chf(x) .<0 , 	  .P (x).<0, entonces existe algún

AtO , A= ( X, , A l ,	 Ap)ER
p+1

 tal que:
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p
Si (4)(x)=X04)0(x„)+ Ei = 1 A.(1).(x) y xcU, entonces

A0M0(a)=1)(al‘M(x),

)4,?.0, X j20 para i = 1,...,P y

iii) Xi 4 i (a) =0 para i = 1 ..... p.

Si las hipótesis de convexidad de las funciones

se satisfacen y además se impone alguna restricción de

cualificación sobre éstas; el Teorema resultante propor-

ciona las condiciones necesarias y suficientes para que

un punto aE U minimice a •e(x) sujeta a las restricciones

chib)CO3...,(hp(x)E0.

COROLARIO. [Teorema de Suficiencia de Karush-Kuhn-Tucker].

Supóngase que las hipótesis de la regla de Multiplicadores

Convexa se satisfacen. Si ninguna de las funciones 4).

para i=1,...,p es identicamenté cero sobre el conjunto

factible S = (xEU/ yx), O para i=1,...,p}, entonces las

conclusiones de la Regla de Multiplicadores Convexa se

satisfacen con un 41 positivo. Recíprocamente, si las

conclusiones de la Regla de Multiplicadores Convexa se

satisfacen con un Ao positivo, entonces a6 U minimiza

Me (x) sujetaHá las restricciones (I) 1 (x)‘0,...,(1) (x):0.

Cualquier condición impuesta sobre las funciones

restricción de una regla de multiplicadores, que permita
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asegurar	 que Ao es positivo, se le llama Restricción de

Cualificación. Si una regla de multiplicadores contiene

alguna restricción	 de cualificación,	 se le denominará

Restringida. En caso contrario, se llamará Básica.

Las	 ideas claves utilizadas en la demostración de

las tres Reglas de	 Multiplicadores Básicas, enunciadas

anteriormente y probadas en el capítulo IV, se deben

a B.H. POURCIAU [8 ] .	 La idea Básica es 	 de carácter geomé -

trico. Esto	 permite	 establecer un nuevo	 criterio de opti-

malidad,	 que hace posible la utilización de	 los teoremas

de separación de conjuntos convexos.

Con	 el	 fin de mostrar explícitamente en 	 que consiste

dicha idea geométrica; supóngase que U	 es un	 subconjunto

de R n , que	 40 4)1 , 	
chp":5p+1"'"c5p+q son p+q+1 funciones

reales definidas sobre U, y que deseamos localizar un

punto a C U el cual minimice a (1) .(x) sujeta a	 las restric-

ciones	 4,1 ( x ) 4 0 	  (I) (x)‘ 0, ch p+1 (x) = O 	  • p+q(x)=0.

Si la geometría de este problema de optimización restrin-

gida se	 mira en el espacio imagen 	 R
p+q+1

del mapeo 

(1) (x) = 4. (x), 1, 1 (x) ,,,,, (1)p(x),(1) pl_1(x) 	
 (1)+4 (

x )),	 X EU,

y si definimos el subconjunto convexo 	 W
a
 de R P.144-1	 como 
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w
a
={y.(n , n 1, 	 n

P+11 )612

p+q+1
ine < d)	 (a),n i50	 para 

i=1 	  p, n
i
= 0	 para i=p+1,...,p+q 1, entonces la existen-

cia de	 la solución óptima 	 ac U 	 está caracterizada por 

la intersección vacía de los conjuntos 	 4)(U) y Wa , y

la Regla de Multiplicadores asociada a 	 este problema 

es una consecuencia inmediata de la separación con un 

hiperplano de los conjuntos  4)(U) y Wa.

El	 objetivo del capítulo	 primero consiste en estable-

cer los conceptos básicos de 	 convexidad que serán utiliza-

dos en	 las pruebas y, principalmente, el teorema de sepa-
n

ración	 de conjuntos convexos.

El tercer capítulo, fué elaborado con el propósito

de establecer Un nuevo criterio de optimalidad y, haciendo

uso de dicho criterio, deducir geométricamente las conclu-

siones de las reglas de multiplicadores (básicas) enuncia-

das anteriormente.

En el capítulo cuarto, se enuncia y demuestra el

Principio Unificado de las Reglas de Multiplicadores, 

el cual constituye el principal	 objetivo del presente

trabajo. Además, en este capítulo, se proporcionan las

pruebas de las Reglas de 	 Multiplicadores que admiten

desigualdades como restricciones,	 derivándose éstas del
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Principio Unificado. El procedimiento empleado en las

pruebas de las reglas de multiplicadores es análogo al

utilizado en la demostración (le dicho principio. La dife -

rencia radica en la dificultad para convexificar la imagen

(1)(U), no necesariamente convexa, y en mostrar como cons -

truir un conjunto convexo K que contenga a /(U) y que

K permanezca aún separado de W
a

Adicionalmente, se prueba la regla de multiplicadores

que admite sólo restricciones de igualdad. La deducción

se realiza mediante una aplicación directa del Teorema 

del Mapeo Interior,  establecido en el capítulo II.

Si bien es cierto que las reglas de multiplicadores,

caracterizan la solución óptima al problema de minimiza-

ción restringida, no es fácil deducir de las mismas donde

se encuentra localizada dicha solución. Esta dificultad

se debe a que las conclusiones obtenidas en dichas reglas

no proporcionan, por sí solas, un método constructivo

para obtener la solución, no obstante caracterizarla.

El propósito del capítulo quinto, consiste en ejemplificar

un procedimiento analítico que permita obtener e] mínimo

de una función sujeta a restricciones de desigualdad.



CAPITULO I

CONJUNTOS CONVEXOS Y TEOREMAS DE SEPARACION

1.1 RECTAS E HIPERPLANOS. En nuestro presente trabajo hare-

mos un uso considerable de la noción de Recta e Hiperplano

en R
n
. Una definición adecuada será la forma vectorial obte

nida mediante la formulación de la ecuación de una recta y

un hiperplano en R
2 
y E

3
, respectivamente, en términos vec

toriales. Consideremos dos puntos 
x1,x2 

y la recta que pasa

por ellos, como se muestra en la figura de abajo. El vector

(x 2 -x 1 ) es paralelo a la recta que pasa por x 1 ,x2 . Cualquier

puñto x sobre la recta que pasa por los puntos x 1 ,x 2 puede -

expresarse por

x= x
1
 +X(x

2
-x +(1-1)x l	(1-1)

para algún escalar A. Entonces la ecuación (1-1) es la forma

vectorial para la recta que pasa por xx 2 en R
2 , la cual -

será utilizada para definir una recta en 'f.

Y
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DePlícíón 1.1. La recta que pasa por los puntos xx 2 (x I x )1 7 2

en R
n esta definida como el conjunto de puntos

	

X= (xix=Xx2'
+( 1-X)x l'	y todo X en R}

Degnícien 1.2. El segmento de recta que une los puntos xi,x2

en Rn , denotado porr- x i ,x 2 1, está definido como el conjunto

de puntos

Ex 1 , x 2 1= (xix=Xx 2+(1 -X)x l , 0411}

Degnicat 1.3. Producto interior euclidiano. Dados /=(ñ1,..,,A n)

y x=kx/,x2,...,xn) en R
n
, el producto interior de 1 por x se

	

denota por /iP x y se define	 como:

/-x= X i x +, .+X x = . El x1	 n n 1 = 1 i i

Puede observarse que el producto interior da como resul

tado un número real a.

Dela-Le-116n 1.4. Se dice que dos vectores 1 y y en Rn , son ortogo

nales si 2•y=0.

La ecuación de un Plano H en R
3 
se puede encontrar si

se tiene un punto en el plano y un vector que sea ortogonal

a todos los vectores que están sobre el plano. A ese vector



ortogonal se le llama vectornormal y lo	 denotaremos por

Entonces, dado un punto x, en el plano H, y el vector normal,

1, el plano H, que se muestra en la figura de abajo, se defi

ne como el conjunto de puntos que satisface la ecuación

e e (x-x.)=0	 (1-2)

donde x es cualquier punto sobre el plano H, en R 3
. Efectuan

do el producto en la ecuación (1-2) tenemos / • x= a

donde / • x. = a, es un número real.

fig.2

X

La noción equivalente en R
n 

de un plano en R
3 
o una rec

ta en R
2
 es la de un hiperplano.

Degyazak 1.5. Un subconjunto H de Rn se llama hiperplano siem

pre que, para algún 40 en Rn y algún número real a, H sea de

la forma

•



H= {x611 it.x=a}
	

(1-3)

Un híperplano l • x=a en Rn divide a todo el espacio Rn

en tres conjuntos mutuamente exclusivos, Estos son

H= {xERni/•x=a}

H={xERn1t.x<a}

1.14-={xeRnil•x>a}

Degnicien 1.6, A los conjuntos H -={xeRn il. x<a} y H-1-={xeRniI•x>a}

se les llama semi-espacios abiertos. A los conjuntos

fi7={xeRn ii• xln} y 171 4-={xERn i/ • x3a} se le llama semi-espacios

cerrados,

1.2 CONJUNTOS CONVEXOS.

Delhu:c45n 2.1. Un subconjunto C de Rn es convexo sí para cua-

lesquiera dos puntos x 1 ,x2 en C el segmento de recta Exi,x2]

que une estos puntos está contenida totalmente en el conjunto.

Por convención consideraremos al conjunto vacío y al con

junto formado por un sólo punto como conjuntos convexos. Un -

punto x del semiento de recta Ex i , x 2 ], dado por la expresión

x= Xx2 +(1-X)x 1 , OsX11,



S . %

C2 no	 Convez0	 X

Ñ. 3

se le llama combinación lineal convexa, Mediante esta última

noción podemos redefínir un conjunto convexo, de la siguien-

te manera: un subconjunto C de R n se dice que es convexo si

y sólo si toda combinación convexa de dos puntos cualesquie

ra x1,x2 en C está contenida en el conjunto C

EJEMPLO 2.1, Un hiperplano es un conjunto convexo. Sean xi,x2

dos puntos cualesquiera en el hiperplano H, es decir, i•xl=a

y bx
2 '= a entonces x=Xx

2
+(1-X)x

1 está en el hiperplano, pues

to que:

= /.[Xx2+(1-X)xl:I=Xi.x2+(1-X)/.x2

= Xa + (1-X)a=a

EJEMPLO 2.3, Up sub-espacio lineal L de R n es convexo, prue-

ba. Por definición, un subconjunto L de Rn recibe el nombre



de subespacio lineal si para todo xx 2 en L se cumple que

axl
+Ex

2 	 cestán en L p ara cualesquiera números reales ,.S, Como

una consecuencia inmediata de la definición, se tiene que L

contiene todas las combinaciones lineales convexas, 	 puesto

que estas últimas son casos especiales de las anteriores.

EJEMPLO 2.4. El conjunto solución S de un sistema de desigual

dades lineales

(1)	 Ailx1+Al2x2+...+Ainxii3b.(1=1,2 	 ni)

es unnconjunto convexo en R n . La misma proposición se cumple,

afín cuando algunos o todos los signos de desigualdad 3 sean

reemplazados por > y/o =O. Prueba, denotemos por x= (x l ..... xn)

y /i=(Ail,•••,Ain) entonces la desigualdad (1) 	 la podemos es-

cribir

C o xa. (i = 1,2 	 m)

sean x
1,x2 

dos puntos cualesquiera del conjunto solución S,

entonces, /..x
1 3b y i.i a x 2 3b.. Ahora,	 sea z=Ax2+(1-X)x

00.11. Tenemos que

ii.LiAx2+(1-X)xii1=X/i-x2+(1-X)ii.x

3 Ab. + (1-A)b = b i



puesto que esto se cumple mara toda i = 1,.„,m, esto demues-

tra que S es convexo,

A continuación introducimos un nuevo concepto, a saber

el de función convexa (concava) que nos será de gran utili-

dad posteriormente, y nos proporciona ejemplos de conjuntos

convexos.

Degyuicifin 2.2. Sea C un conjunto convexo, no vacío en R n . Una

función $:C—>R se dice que es convexa sobre C, o simplemente

convexa, si para dos puntos cualesquiera x 1 ,x 2 en C y un es-

cala X, 0IX‘1,
•

M(Xx2-1-(1-X)x1)1X4)(x2)+(1-X)S(x1)

y se dice que es cóncava sobre C, o simplemente cóncava, si

M(Xx2+(1-X)x1)3XM(x2)+(1-0M(xl)

La siguiente figura muestra la configuración geométri-

ca de las nociones anteriores. Observe que el segmento de -

recta que une dos puntos cualesquiera de la función convexa

(cóncava) esta por arriba (abajo) de ella.

- 7 -



b) función concava

fig.4

a) función convexo

EJEMPLO 2.5. La norma euclidiana es una función convexa defi

nida sobre la totalidad de Rn . Prueba. Definiendo 4)(x)=11x11

y eflribiendo x como combinación convexa de dos puntos xx
2

en Rn tenemos x=Xx 2+(1—X)x	 OCAll y

$(x)= «xx2+(1-x)1(1)=I1xx2+(1-A)xlil

xl1x211+(l-x)11x111=AS(x2)+(1-Amxi)

Lo cual prueba que 4) es	 convexa.

El lema siguiente nos proporciona un ejemplo de conjunto

convexo y adicionalmente nos será útil para demostrar que la

bola cerrada (abierta) en Rn es un conjunto convexo.

LEMA 2.1. Sean e un conjunto convexo, no vacío en R n y 45:C—> R

una función convexa (cóncava). Entonces el conjunto

8



S={xECIt(x)‘a,aER}, es un subconjunto convexo de C.Prueba.

Tomemos dos puntos x 1 ,x 2 cS. por definición de S, t(x1),t(x2)‘a

y puesto que t define una función convexa, tenemos

OF-Xx2+(1-X)xii].� At(x2)+(1-X)$(x1)

‘X e ct +(1-X)a=a

o	 tr-Xx2+(1-X)xiii6a

así que Xx 2 +(1-;,.)x 1 
está en S, y S es convexo.

EJEMPLO 2.6. Una 6-bola cerrada (abierta) centrada en a, de-

notada por "ya) E B 6 (a): y definida como el conjunto

•

g (a)={xeRni 11x-84146,5>o}

,Es un conjunto convexo.

Prueba. Definiendo 0(x)=IIx-al1 y observando que 0 es una fun

ci gn convexa; podemos escribir

6(a)= {xesnIS(x)15}

aplicando el lema 2.1., tenemos que .15 8 (a) es un conjunto con

vexo.



1.3 ALGEBRA DE CONJUNTOS CONVEXOS

LEMA 3.1. Dados dos conjuntos convexos C 1 ,C 2 en R
n
, su inter

sección C=C 1nc 2
 es también un conjunto convexo. Prueba. Si -

C= o consta de un sólo punto,' C es convexo ° Supongamos que

éste no es el caso. Sean x 1 ,x 2 dos puntos cualesquiera de

C= c 1 nC 2. Entonces,

Xx2
+ (1-X)x 1 sC 1 para 01A41

Xx 2+ (1-X)x 1 cC 2 para 0011

por lo tanto

Ax
2+ (1-X)x 1

EC
1
nc

2
= C, y C es convexo.

La propiedad anterior se puede generalizar a un nGmero

mayor de conjuntos convexos.

TEOREMA 3.1. Si C / ,...,Cn son conjuntos convexos, entonces

1.n1 
c
i 

es un conjunto convexo.
=

Demo4titací6n; Si x
1' x2 i n11C. '

 entonces 
xl,x2 

están en C
i
 para todo

=

i=1,... ,n, puesto que cada uno de los C. es un conjunto con-

vexo, la combinación lineal convexa de x x •l' 2'

Xx 2+(1-X)x l eC.para 0011

•

;?•

EL SABFR C6 )4! HIJOS
KA i< A + • c:ki,motzel

einftlf.c4
PEPA CTAMENTO DE

MATEMATiCAS
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puesto que esto se cumple	 para cualquier i=1,...,n, se sigue

que:

Xx 2
+(1-A)x	 Rc..

Lo cual demuestra que la intersección es un conjunto 	 convexo.

De6ínilcLen 3.1, Sean C 1, 	 Cm m subconjuntos	 convexos de Rn.

La suma directa C 1@,...PCm
 es	 el conjunto de todos los pun-

tos y eR
n
 tales que y=x1+,...,+xm donde x.6C.,j=1,...,m.

J	 3

Sea C. un subconjunto convexo de R
n
. Entonces podemos

3

defIlir a-C. como el conjunto de todos los puntos	 donde

6in. Alca 3.2,	 Sean C
i
 y - C	 dos subconjuntos convexos de R

n
,

Entonces,definimoslasumaC.e(-C.)= C.-C. como el 	 conjunto1	 1 j

de puntos y ER
n 

tal que y=x.+(x.) = x.-x., donde x.EC.y-x.e-C..
1	 I.	 j	 1	 j	 j

TEOREMA 3.2.	 Sean C
1
	C

m
 m subconjuntos convexos de R n .	 -

Entonces la suma directa C 1	 	 OC
m 

es un conjunto convexo.

Demaótitacíán: Llamémosle C a la suma directa C
1
 @,...4C

m
 esto

es, C=C e 	 9C , y tomemos dos puntos y EC y y l eC. Claramen
1	 ...m	 _.

tedebemostenerx.EC.yx"EC.talquey = Ex.,y ' =Ex ' . Consi-
J	 J	 J	 J	 J	 J

deremos ahora la combinación 	 lineal	 convexa, Ay+(1-21)y.'.	 En-



tonces tenemos que;

e

Xy+(1-X)y'=	 (1-X)Ex!= Er-Xx.+(1-X)x!
J	 J	 J —

Ahora, para J=1,...,m tenemos que rXx.+(1-X)x!]cC.,
— J

convexo. Por lo tanto Xy+(1-X)y'EC y C es con

vexo.

Tenemos ya definido el concepto de combinación lineal

convexa de dos puntos X l' X 2	 como Xx 2+(1-A)x	 OIX51. Esta

definición puede ser generalizada a la noción de una combi-

nación lineal convexa de m puntos.

DelinícZ5n 3.3. Una combinación lineal convexa de un número

finito de puntos x..., x
m 

está definida como un punto

x= 
Ej=1 

p.x.,p. �.0, j=1,...,m, Ej 
1 
p.=1

J J J= j

LEMA 3.2. El conjunto de todas las combinaciones convexas -

de un número finito de puntos x 	
' 
x
m 

es un conjunto con-

vexo. Es decir, el conjunto

S —{x1x= E.m1 yjjx ' y 3,0, j=1,.„ '
 m E. m

1 p = 1}j=	 J= 

es convexo.

-12 -
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Demaótitan: Sean y,z dos puntos cualesquiera tales que:

y= E, m ax ,	 u.?.0
'
	E m	 u =1

j=1	 j	 j	
E.
	 j	 'j 

z= E i : 1 l i x i ,	 B i ) 0, 	 E. 	 S i =1.

Para probar que S es convexo, basta con mostrar que la

combinación convexa Az+(1-X)y está también en el conjunto -

para cualquier X(OFX11). Ahora

Xz+(1-X)y= E i m i	 Dói +( l-A)a.
J
 jx.

peroftenemos

All.+(1-X)a.30,

y
Eimlf-xy(1-X)ai.]=XE0i+0-X)Earl..

entonces Xx+(I-X)y es también una combinación convexa de los

x., y por tanto el conjunto es convexo.

EJEMPLO 3.1. La figura de abajo muestra la geometría del con

junto de todas las combinaciones convexas de los puntos

x i ,x 2 , 	 x6. En R
2 el conjunto de todas las combinaciones

convexas de m puntos lo encontramos uniendo con segmentos de

recta todos los 'Puntos.	 El polígono resultante y su interior

es el conjunto buscado.

- 13 -



Y

o X

f ig.5

Si un conjunto X en R
n 

no es convexo, podemos ampliar-

lo hasta convertirlo en un conjunto convexo mediante la adi

ción del menor número posible de puntos. La intersección de

todos los conjuntos convexos que contienen a X deberá ser -

el mínimo conjunto convexo el cual contiene a X.

DeghiReÁl6n 3.4. Sean XX (OEA) la familia arbitraria de todos-

los conjuntos convexos que contienen a X. Entonces, C(X)= n xx
AEA

es el menor conjunto convexo que contiene a X y recibe el -

nombre de envoltura convexa o cápsula convexa de X.

1.4 SEPARACION DE CONJUNTOS CONVEXOS. La presente sección

está dedicada exclusivamente a una discusión de la separación

Rn ,de conjuntos convexos en	 un elemento básico en nuestras

deducciones de las reglas de	 los multiplicadores con restríc

ciones de desigualdad.

De~cildn 4.1. Dos subconjuntos C
1
 y C

2
 de R

n 
se dice que son

separados si existe un hiperplano H tal que C 1 está conteni-

+
do en H y C 2 está contenido en ff - donde 17+={ xeRn I.e . x �..a} y

- 14 -



C•
0

Cs y Ca separados

X

fIg.6

C, y Cz estrictamente
separadas.

H= {xER n li- xsa} son los semi-espacios cerrados de H.

Cuando C
1
 y C

2 son separados, y ambos tienen intersec-

ciones vacías con H, entonces C 1 y C 2 se dice que están es-

trictamente separadas. Como se muestra en la figura 6

LEMA A. Si C es un subconjunto convexo, cerrado y no vacío

de R
n 

con 04C, entonces C y {0} están estrictamente separa-

dos.

de
PRUEBA': S114b aaelsor Rn en R dado por 0(x)=Iixii 2 donde 11x11=

ii7:77 entonces
5W

alcanza ua valor mínimo en el conjunto cerra

do C, digamos en isC (para el valor mínimo no es necesario que

C sea compacto). Fijemos x en C. Entonces 00.‘1 implica que -

- 15 -



X

(X,Y)61111/(1,1).(X,Y)=2}

1.+X (x-1.)cC por la convexidad de C. Puesto que el valor míni-

mo de 1) se alcanza en .e., sabemos

1Le+x(x-1)112 �.111112

o

2X1•x-2X1.1+X2x•x- 2X 2 1 • x + X21.1. �.0

a brif)15
mas Xe (0,1 , dividiendo por X, y suponiéndose que X+0. Enton

ces 1 • x31 . 1+ 11111 2 . Puesto que 1+0, poniendo a=1 /2 I 11112>0

se obtiene 1 •x>ct>0, lo cual muestra la separación deseada.

C y (0} estrictamente separados



LEMA B.	 Si C es un subconjunto convexo, no vacío de R
n 

y OyC
'

entonces C y {O} son séparados.

Demohtitaa.6n: Para obtener la separación deseada, basta mos-

trar la existencia de un Hiperplano Separador H. Para cada

xEC denotemos por k(x) el	 subconjunto {/ERn II/11=1 y /..x)0}'

de la esfera unitaria en R n. Si xEC k(x)4$, entonces cual-

quier LE xEn u, k(x) satisface 2 • x)0 para todo xEC, y la prueba

quedaría terminada, La demostración la haremos por contradic

cí6n. Supongamos que 
xEC
n	 k(x)=4). Puesto que los conjuntos -

k(x) son cerrados, entonces k c (x) es abierto y U 
XEL. k

c (x) cu

brenna esfera unitaria, denotada por S= {LERn I 1/1=1}.	 Por

tanto, existe una subcubierta finita ke (x 1 ), k
c
(x 2 ) 	 k c (x )

tal que:

s= u ic c (x1)
	 .111 

1 
/((x 1) /

c.
= 

i=1

Pero entonces la cápsula convexa del conjunto finito

{x 1 , x 2 	x } es un subconjunto cerrado, convexo y no vacío

de Rn que no contiene al cero, por que está contenida en C.

Luego, por el lema 4, existe /ERn con 1/1=1 tal que /•xi>0

i=1 	 p y esa LE	 nP K(x.), contrario a la suposición de que
p	 .	 1

i=1

1=1in K(11 i)= cp. Con lo cual termina la demostración.

- 17 -



 

X

fig.@	 c y (o) separados

•

LEMA C. Si C es un subconjunto convexo, no vacío, de Rn con

01Int C, entonces C y {O} son separado, PRUEBA: puesto que

OEfInt C, existe una sucesión {xk } en Rn tal que x /Cpara todo

n y xk
+0. Por el lema B, para cada k existe algún 1 k en Rn

con 1/
k

1=1 tal que satisface la desigualdad /kk•xk para

cwalquier x en C. En un subconjunto de la esfera unitaria en

Rn , la sucesión {/ k } deberá poseer una subsucesión{1 kj
} con-

vergente a un 121=1. Entonces, dado cualquier x en C, hacien

do j-3- en la desigualdad /kj •x)/ex kj obtenemos 't'a)°, como se

deseaba.

TEOREMA DE SEPARACION. Supóngase que C
1
 y C

2
 son subconjuntos

convexos no vacíos de Rn . Cada una de las condiciones siguien

tes asegura que C
1
 y C

2
 son separados.
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01 1 - C 2

0/ Int (C1-C2)

(3) Int C 2b y 01C 1 -Int C2

DemozttaeL6n: (1) Sea C=C 1 -C 2. Entonces C es un subconjunto con-

vexo, no vacío de R
n 

con 01C. Por el lema B, C y {0} son sepa-

rados; esto es, algún ieRn satisface i • x10 para todo xEC. Esto

significa que para todo XI EC I y todo X2 /C2 , tenemos

Por lo tanto, si ni = sup{/ • x l :x l EC} y n 2 =inf{1 • x 2 :x 2 /C 2 }, enton

ces a16a2. Poniendo ar-(a l+a2)12, y observando que cualquier -

xI EC y cualquier x 2 EC 2 satisface:

2•x 1
lali•x

2

( 2 ). Sea C=C1 -C 2 . 
Entonces C es un subconjunto convexo, no va

cío de Rn con 01Int C. Por el lema C, C y{0} son separado, la

prueba se completa como en (1). (3) Aplicando la condición (1).

inferimos que C1 y Int C 2 son separados. Pero esto implica que

int C 2 = C 2 son separados.
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CAPITULO II

II DERIVADA GENERALIZADA Y TEOREMAS DE MAPEO INTERIOR,

2,1. INTRODUCCION. La noción de derivada como una aproxima-

ción lineal a una función en una vecindad de un punto a, nos

permite obtener una información más completa del comporta-

miento de f en dicha vecindad. Con el fin de establecer dicho

concepto, daremos, a continuación, algunas definiciones que -

nos serán de gran utilidad.

Degt¿cidn 1. Se dice que una aplicación /:R-->R m es una aplí-

cación lineal si;

/(x 1+x 2 )= /x 1+/x 2	(x 1, x 2 eRn )

/(cx)= c/x	 (ceR, xeRn)

obsérvese que si /:R 112—>Rm es lineal /0=0 y Que k queda deter

minada completamente por medio de su acción sobre cualquier

base de Rm.

NOTACION, Se representará por £(R n ,Rm )	 el conjunto de todas

las aplicaciones c
1	

+ c
22 

por

(c 1 2 1 + c2 1. 2 )x= c 11 1 x + c222 x (xERn)

-20-



es claro, entonces, quec111 + c 2 2 2 E (Rn ,RM), y que el con

junto l(Rm ,R m) es	 un "espacio vectorial.

De~cjiln 3, Si ME/ (Rm ,Rm) y £ E / ( Rm ,Rk ) definimos su pro

dueto / • M como la composición de M y /:

(1 . M)x= l(Mx)	 (XERn)

,entonces / . 14 E/(R
n
 ,R

k
 ).

Degnícan 4, Si /e/(Rn,Rn), definimos la Norma 11/11 de £ -

como el Sup de todos los números 1/xl, donde x tiene como

nango todos los vectores en Rn con ixill„ Se escribe

11111= suplix1

TEOREMA 1. (i) Si /e/(Rn,Rn), entonces II/II es finito y es

una aplicación continua de R
n 

en R . (xx) Sí /,Me/(Rn,Rm) Y

c es una escalar, entonces;

11/1-1411111111+11M11

11 c1 11 = 1 e 1 	 11111.

con la distancia entre /yM definida por 11/-M11, /(0,Rm) es

un espacio métrico. (iii) Sí Me/ (R n ,Rm) y /e/(Rm,Rk),entonces

- 21 -



1 1 1- mi 1	 c	 1	 111 1	 1 1 m 1 I

Demastfulci6n. (1) Sea {e l 
	 e n }
	

la base natural en Rn 
y su-

pongamos que x=Ee
i
e i'

	de modo que le.111 para i=1,2,...,n.

Ahora

Ilx1.!Eg il e i icElc i llie i l 	Elle*.

por tanto

111111 1.511eil<03

si x, y ERn entonces 11
x 
-/ y j111/111x-y	 , por tanto 1 es con-

tin ua (uniformemente).

(ii) La desigualdad a) se deduce de

I u+-10 x j= lx+mx c	 Lex + IMxI C ( I II I 1+ I I m 1 1 ) x!

si 1,M,N,E1(Rn ,Rm), la desigualdad del triángulo se verifica

1 re-m I 1 = 1 1 1-m+N 1 1 c I 11-ml 1+ 1 Im-N I I

Como consecuencia del teorema anterior, 1111! es una nor

ma sobre el espacío vectorial /(Rn ,Rm). Luego /(Rn ,Rm) es un

espacio vectorial normado, posee pues,	 una topología perfecta
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mente definida por los espacios normados Rn y Rm . Con la mé-

trica inducida por la enorma, los conceptos de conjunto abier

to, continuidad, etc, tienen sentido para estos espacios.

2.1 APLICACIONES DIFERENCIABLES.

De6inic416n de Aplicación Dí6e)teneXabee. Sea U un subconjunto abier-

to de R
n

.	 Un mapeo 1:U->R
m
 se dice que es díferenciable en

el punto a cU si existe un mapeo lineal i:R11->Rm con la pro-

piedad de	 que para todo E>0, existe l>0 tal que

(2.2.1) mei' y im-aild implican 11(x)-1(a)-2(m-a)I4cix-al

Si	 es diferenciable en el punto a, la aplicación li-

neal contínua £ que define la relación (2,2,1) es 'única. Es

un elemento de /(Rn ,Rm), que será denotado por 1 / (a) y lla-
,

nado la Derivada Total Débil de la aplicación 1 en el punto

a. La relación (2.2.1) con la notación O'(a) se escribe:

j0(x)-1(a)-V(a)(x-a)11clx-al.

TEOREMA DE UNICIDAD DE LA DERIVADA. Sean U un subconjunto -

abierto de Rn y 1:U->R
m
 una aplicación. Si el mapeo 1 es -

díferenciable en el punto acU, entonces la derivada corres-

pondiente /=1'(a) se determina de manera única.
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Demodttacíón: Supóngase que / 1 ,1 2 están en /(En ,Em) y que sa-

tisfacen la definición anterior. Entonces, se tiene

0.11/1(x-a)-12(x-a)1=1-1)(x)+1(a)+1(x-a)+

1(x)-0(a)-2 2 (x-a)i

d0(x)-(D(a)-1 (x-a)1+1q)(x)-1(a)-/ 2 (x-a)1

:12eix -al

por lo tanto, se tiene 0‘11 1 (x-a)-2 2 (x-a)12sIx-a I. Sí /1+22,

existe zeRn con /1(x)+12(x), debido a la linealidad de /1 y

/2 se tiene que 40. Ahora sea ;=(6)Ixl)z de modo que IZI=8

de donde 1/ 1 (i)-22 (I)112£111. Por tanto 111(z)-/2(z)112ElzI

para toda C>0, asi /1(x)=12(z), lo que es una contradicción.

Por lo tanto / 1 =I.2'

Se dice que el mapeo 1 es díferenciable en U si 1 es

diferenciable en todo punto de U. Entonces el elemento •-•

0'(a)E2(Rn ,Rm) depende de asU. Tenemos, pues, una aplicación

a4-1 1 (a) que representamos por 0';

l';114-/(Rn,Rm)

es, por definición, la aplicación derivada del Mapeo Diferen

ciablecHU-I-Rm _Debe observarse que la aplicación derivada

no toma sus valores en el mismo espacio Rm que la aplica

ción
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DePinícibn de Mapeo Continuamente INSeneneíabie s Se dice que (D:1.1.11lli

es diferenciable con continuidad, o también de clase C l , si:

t es diferenciable en U, es decir, diferenciable

en todo punto de U;

La aplicación derivada r:U±2(Rn ,RE1) es continua.
Para ser más explícitos, se requiere que para

cada xeU y cada e>0 exista un 5>0 tal que:

1/'(Y) -q)t (x) <E si yeU y ¡x-yl<1.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Supóngase que f es una aplicación

continua de Fa,bien R
n y f diferenciable en (a,b). Enton

ces existe x en (a,b) tal que:

fi

•
If(b)-f(a)it (b-a)1f1(x)I

DeinoStitacifin: Haciendo z=f(b)-f(a), definiendo

y(t)= z • f(t)	 (alta).

Entonces y es una función continua de valores reales

sobre 5,1] que es diferenciable en (a,b). Entonces, por
el teorema del valor medio para funciones reales, se tiene:

Y(b)-y(a)= (b-a)yr(x)= (b -a)z•r(x)

para algún x el (a,b). Por otro lado,
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y(b)-y(a)--z.f(b)-z•f(a)= z.z

Aplicando la desigualdad de Schwarz obtenemos:

iz12=(b-a)z•fi(x)il(b-a)Izife(x)I.

Por consiguiente izi‘(b-a)If'(x)1,que es la conclusión

que deseabamos obtener.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZADO. Sean U un subconjunto

abierto de Rn y 0:15÷Rm una aplicación continua. Si les dífe-

renciable en U, y si el segmento de extremos a y b está con-

tenido en U, se verifica

10(b) -1(a)11 lb - al • SUP 11,1((1 -t)a+tb)1.
Otttl

DemostAaUdn • Definiendo f(t)=1((1-t)a+tb), OltIl.Entonces, f(t)

es una aplicación díferencíable de t con

r(t)= 01((1 -t)a+tb)&(b -a)

de donde

I f t (t) IIIV((l-t)a-F t b )1 lb-al

ahora bien, puesto que f:E0,1 -14-Rm es una aplicación diferen

ciable, el teore9A del valor medio es aplicable a f, por tan-

to
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If(1)-f(0)111f'(t)1	 Oltzi

puesto que f(1)= 1(b) y f(0)= 0(a), se tiene

11(b)-/(a)111b-al•ISP((1-0a+tbl

li b -sl • SUP 1$'((l-t)a+tbl
Oltll

que es lo que se quería.

COROLARIO A. Sea U un subconjunto abierto en Rn y sea

1:11±11
m una aplicación diferenciable en U. Sí el segmento de

extremos a y b está contenido en U y x.E1T.Entonces se tiene:

11(b)-¿(a)-45 1 (x0) • ( b-a)16lb-al •	SUP 111(x)-01(x0))
xx5,1:3

Demodttaci6n: Defina /:11÷Rn para xEU como

C(x)=1(x)-1'(x.)(x)

y aplíquese el teorema anterior a C.

2.3 APLICACIONES FUERTEMENTE DIFERENCIABLES. En los libros de

texto de cálculo avanzado se presentan, usualmente, algunas -

variantes sobre la noción de derivada débil, como la definida

anteriormente. Sin embargo, para nuestros propósitos será ne-

cesario establecer un nuevo concepto de diferenciabilidad, a

la cual le llamaremos diferenciabilidad fuerte.
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De6íiúci6n de Denimda Fuente, Sean U un subconjunto abierto en

R
n

, $:U}Rm una aplicación continua, y /:Rn±Rm un mapeo li-

neal. Entonces, 1 es fuertemente diferenciable en a que está

en U con derivada fuerte t=l e (a), sí para todo e>0 existe -

S>0 tal que:

x i ,x 2 en U y Ix 1 -alld,1x 2 -alld	 implica

Pmx2)- 1 ( x 1 ) - <" ( a )( x 2 -x 1) 11 El x2 -x1l

algunas propiedades importantes de los mapeos fuertemente

diferenciables son las siguientes:

PROPIEDAD 1. Diferenciabilidad fuerte implica diferenciabi-

lidad,

Prueba. Si les una aplicación fuertemente diferencíable en

a con derivada fuerte t'(a) entonces x =a,1	 lo cual está per

nítido en la definición, se obtiene el resultado deseado.

PROPIEDAD 2. Si 0:114-Rill es diferenciable en U, y si la aplica

cion 1 1 :U÷2(Rn ;Rm) es continua en el punto a en U, entonces

O es fuertemente diferenciable en el punto a, con derivada -

fuerte /=01(a).

Prueba. Puesto filie, por hipótesis, l':U÷Rm es continua, en-

tonces dada e>0 existe d>0 tal que
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x-al<6 y x en U implican 0'(x)-01(a)!<s

Ahora, sean xx 2
 en la 6-bola cerrada B (a)	 contenida en el

abierto U. Por lo que k 1 -talló y Ix 2 -al‘6, y puesto que la

5-bola B 6
(a) es un conjunto convexo se tiene que el segmento

de recta que une a x l y x 2 , Ex i , x 2 :1, está contenido en B (a) '

por lo tanto, dentro de U. Aplicando el corolario A, tene-

MOS:

4)(a2 )-1) (x 1 )-0 1 (a) (x2-xi ) I II x2-xi •	 SUP	 (a) -951(a)
XE Ex,,x2]

le I xrxi.

•
Lo cual demuestra que •'(a) es una derivada fuerte en el

punto a.

Es posible aún debilitar las hipótesis y obtener un cri

terio de diferenciabilidad local fuerte.

PROPIEDAD 3. Sea U un subconjunto abierto en Rn Si 1:11-1-1(
m

es una aplicación diferenciable en una vecindad del punto a

en U y si 4,'(x) es contínua en a, entonces la aplicación 0

es fuertemente diferenciable en el punto a con derivada fuer

te i=01(a).
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2.4 TEOREMAS DE MAPEO INTERIOR.

Los teoremas de Mapeo Interior juegan un papel fundamen

tal en la teoría de optimización con restricciones. Estos -

resultados p roporcionan condiciones que aseguran que: si a -

es un punto interior de U entonces la imagen 0(a) pertenece

al interior de la imagen 0(0. Para establecer dichos resul-

tados en forma directa, haremos uso del teorema de punto fi-

jo de Lipschitz,

PRINCIPIO DEL MIN/MAX. Una función continua de valores rea-

les dpfinida sobre un subconjunto no vaco, cerrado y acota

do de Rm , alcanza su máximo y su mínimo sobre este conjunto.

De~n de Mapeo Contlactivo. Sea C contenido en R
m . Un Mapeo

*:C÷Rm se dice que es contractivo sí existe una constante a

con 04a<1 tal que:

1*(p)-0(q)11alp-dpara todo p,q en C.

TEOREMA DE PUNTO FIJO DE LIPSCHITZ. Sea C un subconjunto ce-

rrado de Rm , y sea 0:C-)-C una contracción. Entonces * tiene un

punto fijo único en C, es decir, un punto p para el cual *(p)=p.
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DemaóthaCídn: Definimos f:C'Et por f(x) rtx-W(x)10 Entonces se

tiene que un cero para f es un punto fijo para 41. Para pro-

bar la continuidad de f, obsérvese que:

f(x)-f(y)=Ix-0(x)1-1Y-q)(y)1‘lx-11)(x)-(Y-4)(Y))1

=lx-y-Wx)-0(y))1‘lx-Y1+111)(x)-11)(Y)1

If(x)-f(y)141x-Y1+111)(x)-*(y)l‘lx-Yl+alx-Y1

If(x)-f(y)11(1+a)lx-Y1

si C es acotado, el principio del Min/Max asegura que exis-

te p en C tal que f(p) es un mínimo. Entonces f(P)If(0(p))1

mf(p). Puesto que f(p):0 y a<1, tenemos f(p)=0. Lo cual de-
n

myestra que p es un punto fijo de O.

Si C no es acotado, elijamos q en C, fijemos

U={xeC/f(x)If(q))

si x en C, entonces

lx-qi=lx-0(x)+41(x)-1(q)+4)(q)-ql

Ilx-0(x)14-11(x)-0(q)1+1*(q)-ql

4f(x)+alx-ql+f(q)

lx-q112f(q)+alx-ql.
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por tanto

4

I	 2f(q)	 -
Ix-q14

	

	 , esto prueba que	 C es cerrado y acotado.
1-a

	

Ahora, de f (41(p)af(P),	 se sigue	 que IP preserva	 a C, y

podemos proceder como se hizo arriba.

Finalmente, sí p,q en C son ambos puntos fijos de 4, en

tonces

jp-q1=1*(p)-11)(q)1Calp-qj,

implica que Ip-q1=0 y el punto fijo es único.

TEOREMA DEL MAPEO INTERIOR. Sí U es un subconjunto abierto de

Rm , sí 1 mapea,U en Rm , y sí la derivada fuerte en el punto a

en U, i=1 1 (a), existe y mapea Rn sobre Rm , entonces O(a)s

Int (D(U).

Veino,5thaulen: Dado que, por hipótesis, i:Ru-I-Rm es una aplica-

ción suproyectiva, cada uno de los vectores de la base canó-

nica e1=(1,0,...,0), e 2=(0,1 	 O) 	 em
=(0 ..... 1) en Rm es

la imagen bajo 1 de algún vector en R a , digamos v l 	vm .

Ahora, sea /4:11
m

 -.)-1/.
n
 el mapeo lineal que	 aplica e. en v.1 	para

i=1,2,	 m. es	 decir

	

M(.E 1 c.e i )=	 . E 1 c.v..1= 1	 1= 1 1
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Se sigue que ¿ . M es la aplicación identidad en R
m
, es

decir 4 • M(y)=y para toda y en Rm . Por simplicidad y sin pér-

dida de generalidad, supongamos que a=0 y 0(a)=0. Fijemos a>0

y sea 1
a
(0)={y en Rm l iyila} la bola cerrada en Rm . Por tan-

to M(y) está en U siempre que y esté en Ea' por que 114(y)1‘m

ly•. Si IP mapea Ea en Rm con *(y)=y-'M(y), entonces 4i (0) es

una derivada fuerte, por tanto existe un S>0, 0<d<ct tal que:

11
(*) Y 1 Y Y2 en ffa imp l i ca I IP(v 2 i-*(57 1 )11 rlY2-Y11.

Ahora escojamos algún ;7 en 116/2 , y sea T la corresponden

cia y÷i/(y)=3411)(y) de ffs en Rm . De la desigualdad (*) puede ob

sérvarse que el mapeo 1 es un mapeo contractivo de ffs en sí

mismo. Si wEff S es el punto fijo de 1, entonces '...+IP(m)=w, o

y=0M(w). Pero m(w) está en U porque wa6' así 77=1(x) para -

algún xeU, y tenemos probado que 1 6/2 CI(U).

TEOREMA DEL MAPEO INTERIOR CONVEXO. Si U es un subconjunto -

abierto de Rn , sí C es un subconjunto convexo de U, si /mapea
-

U en R
m , y si la derivada fuerte 1 de 1 en aeUFIC existe y sa

1
tisface i(a)c int/(C), entonces c(a)e intl(C).
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CAPITULO III

III. DEDUCCION GEOMETRICA DE LAS REGLAS DE MULTIPLICADORES.

3.1 INTRODUCCION. Un problema matemático bien conocido, el -

cual surge en numerosos contextos de la matemática y sus apli

caciones, es la determinación de los extremos locales de una

función sujeta a restricciones de igualdad. El método utiliza

do en la solución de dichos problemas es el llamado método de

los multiplicadores de Euler-Lagrange.

Sin embargo, en los textos de cálculo avanzado tradicio

nales, los problemas de optimización con restricciones de de

sigualdad, y las reglas de multiplicadores utilizadas en la

solución de estos, son generalmente ignoradas.

El presente capítulo está dedicado, principalmente,a es

tablecer geométricamente los resultados de las reglas de mul

tiplicadores que admiten desigualdades como restricciones. -

La idea clave en la obtención de las reglas de multiplicado-

res, que admiten sólo desigualdades como restricciones; con-

siste en la separación, mediante un Riperplano, de dos conjun

tos convexos particulares. La deducción se realiza en el espa

cio imagen de un cierto mapeo 1, cuyas componentes son la fun

ción a minimizat (maximizar) y las restricciones.
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3.2 UN PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD. En esta sección establecemos

el concepto de conjunto 'factible y un nuevo principio de opti

malidad, que será utilizado en el resto del presente trabajo.

CARACTERIZACION DE PUNTO FACTIBLE. Sean U un subconjunto

de Rn y S0,01,...,1 
P ,

S
P+i" 

..,Sp+q p+q+1 funciones reales de-

finidas sobre U. Supóngase que se desea minimizar la función

So sujeta a las p restricciones de desigualdad $ 1 10,S2/0 , 	

S 10 y a las q restricciones de igualdad S p+1 =0,...,0p+q =O

Decimos que XeU es un punto factible o que es una solución

factible al problema del mínimo, si satisface las p restríc-

cionesnde desigualdad SI(x)10 ,,,,, (x)(0 y las q restriccio

nes de igualdad 0 p+1 (x)=0,...,(1)p+q (x)=0. Denotaremos por S -

la colección de todos los puntos factibles, dado por:

S={XEUIS i (x)G0 (1=1,...,P) Y (bi(x)=0(i=p+1 , 	 p+q}.

Un punto aEU que minimiza a So(x), sujeta a las
	 res-

tricciones de desigualdad 01(x)10,..,S (x)10 y a las q res-

tricciones de igualdad Sp+/(x)=0,...,0p+q (x)=0, le llamaremos

punto óptimo o solución óptima al problema del mínimo. 	 Esto -

significa que; aES y 0„(a)14)0(x) para toda xES. Si a es un

punto interior de S, decimos que a es una solución interior.

Si a es un punto Irontera de S, decimos que a es una solución

frontera.



ELI;AszlEiLDG
E ah/t/liZozHz11.144'

DEPABRIT811114
1°ErT0A DE

MATEMA tICAS

PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD. Sean U un suStonjunto de R n y

funciones reales definidas sobre U. Sea

01):U-*R
p+q+1

 el mapeo definido por 0(x) = (.0(x),q)1(x),...,(Pp(z),

p+q (x)) y W a=1),=(no,n1,...,n p+q )ERP+V-1111.<1,.(a) TI <o

(i=1,—,13),/li="0(i=p+1,...,P+q)}.	 Un punto aEU es una solu

ción óptima al problema:

Minimizar 40(x)

sujeta a O f (x)10, para i=1,...,p

cP i (x)=0, para j=p+1,...,p+q,

si y sólo	 si (1)(U)NW
a
=O y 1(a)s0(U)111

a
.

Dicho de otra forma; un punto acU que minimiza a la fun

ción (P.(x) sujeta a las restricciones O i (x)10 (i=1,...,p) y

0-(x) =0 (j = p+1 ..... p+q), está caracterizado por la intersec

ción vacía de los conjuntos 1(U) y W a en el espacio imagen

p+q+1

Deniatstizactón: Necesidad. Supongamos que aeU es una solución 6p

tima al problema del mínimo. Es decir, acU satisface la desi

gualdad	 (a) 14). (x) , cib i (x) .� 0 (i=1 ,	 • ,P)	 (x)=0(j=p+1 • • . ,p+q)

para toda	 xcU y además (15i(a)10(i=1,...,p),S.(a)=0(j=p+1,...p+q).

Supongase que existe zcli tal que 1(z)cl(U)11W a , de donde 1(z)cWa.

Pero,por la definición de W a ,(z)EWa solamente sí z satisface

la desigualdad So(z)<0,(a) y lasp+q restricciones yz)10(í=1„..,o),

qL(z)=0(j=p+1,...,p+q). Pero esto contradice la optimalidad de a, por tanto -

p+q



110(U)fW
a
= . Para ver que cp (a)El) (U)fil

a
,basta -Crbservar que 0(u)n yq =a

a

y que t(a) está sobre la frontera de 1(U) y sobre la frontera de W.

Suficiencia. Supóngase que I(U)flW a= S y I(a)EI(U)IlI a . Sea	 -

I(a)= p+q (a))= (no,n1,...,n
P-1-4 

)el(u)111 a .	 Pues

to que 0(a)El a se tiene que 4).(a) = TI0 100(a), 0 i (a)=p i ló (i=1,...,P)

Y (1) J
.(a)--

nj 
=0 (j=p+1 ..... p+q). Lo cual demuestra que el punto a

satisface las restricciones, ahora, sea zEU tal que satisfaga.

las p+q restricciones
i
(z)10 (i=1,...,p) y $ (z)=0 (j=p+1,...,

p+q). Esto es, I(z)EI(U) y D( z ) = ( 00(z),01(z) , 	 Ip+q (z)11W a
.

Pero puesto que, por hipótesis, los puntos a y zEU satisfacen

las restricciones, (00(z),S/(z) 	 0.13+q(z))=I(z)hia im p lica -

que 0.(z)>S0(a). Esto demuestra que asU es un mínimo.

Cuando el conjunto imagen 't(U)	 es un subconjunto convexo,

no vacío de RP-1-c1+1 ; la separación de los conjuntos t(U) y W
a

mediante un hiperplano H={y=(n o , 	 , n
p+q

)ERP+"11/$y=a,aeR}

que pasa a través de la imagen 0(a)	 de la solución óptima	 -

aEU, es una consecuencia inmediata del teorema de separación

de conjuntos convexos. La regla de multiplicadores asociada

se sigue de dicha separación.
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3.3 LA GEOMETRIA DE LA OPTIMIZACION RÉSTRINGIDA.

Esta sección esta dedicada exclusivamente a establecer,

GEOMETRICAMENTE, las condiciones necesarias para que un punto

a minimice la función $ sujeta a las restricciones M.‘0

cp.50(i.1 ..... p), 0i=0(i=p+1,...,p+q) y a mostrar, mediante

algunos ejemplos, la forma en que funciona la caracterización

del punto óptimo como la intersección vacia de los conjuntos

0(U) y Wa.

Los parámetros A0,1/,...,Ap,Ap+1,...,Xpl_q que aparecen

en la deducción geométrica.de,las reglas de multiplicadores,

tienes una interpretación geométrica sencilla, a saber; como

las componentes del vector normal al hiperplano separador de

los conjuntos I(U) y Wa , donde R está dado por el conjunto -

de puntos;

flp+q-1-111.y.a,aeR}

y 1=(X.,X1,...,Xp+q
)eRP -Eq -1-1, UO. Los parámetros

p+q son los llamados 
multiplicadores de Lagrange.

Cuando el número de restricciones no excede a dos, en-

tonces el espacio imagen del mapeo 1 es el plano o el espa-

cio R 3 , y la configuración geométrica de la imagen de U bajo

0 se puede bosquejar con relativa facilidad.
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RESTRICCIONES DE IGUALDAD. Ejemplo 1. Sta U={(x,y)cR 2 lx 2 +y 2 <1},
2 2minimizar f(x,y) = x +y .sujeta a las restricciones de igualdad

x=0 y y 2 -x=0.

Soluri6n: Escribiendo q) 0 (x,y) .= x 2 +y 2 , $ 1 (x,y) = x y 02(x,y)=y 2 -x,

se obtiene, de manera equivalente, el problema:

Minimizar 4).(x,y)-- x 2 +y 2

sujeto a $ i (x,y)= x

4)2(x,9)=. y2-x

Entonces, la solución óptima aeU al problema está caracteriza

da por la intersección vacía de los conjuntos 0(U) y W con -
2	 30(a)EITU) 111, donde 1 es el mapeo 1:191--->R dado por 0-0041, S2)

y W= {(n„ni,n2) ER3 ino <$.(a), ni =0, 12=0}. Denotando por n0 =0., ni =01 Y

ri 2=02 , es claro que cumplen con la siguiente relación: na=n2+111+ni. La ima

gen de U bajo el mapeo 0 es el subconjunto.

0(U)= {(no,r1/42)cR3 1 tia-ni-ni-n2 =0 , Olne<1}

y

W = {(n0, 111,n2)ER
3 I no ‹..(0), n,=0 , n2=0}.

En la figura 1 se muestran; el conjunto 1(U), W y así como

también el hiperplano H y A=(a0,A1,A2).

Donde H={(T10,T11,1121ER 3 1(no,ni,n2)=x(0,1,0+9(0,0,-1)}

={(n„n i ,n 2 icR 3 icno=0, c10}y X=(1,0,0) que es un

vector normal al plano, y se encuentra en la misma dirección

que W pero con sentido contrario.
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l2

(0,0)= (0,0,0)

Obsérvese que, aún cuando la imagen 4(U) no es convexa, O(U) y

*...( 1,0,0)
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W están separados por el plano:

H= {(no,111,112)ER 3 IOno = 0,	 CO}#

{(no,n/,n2)ER
3 1(1,0,0).(n„ril,n2)=0}.



Ei SAI3Cft Off

dR

 111$ 141,100

tu FA A' e I‘PANtidZA

818110TECA
DEPA414MCISIO

MATT. 1,1A1/CAS

Escribiendo 1=(X.,X:,X2)= (1,0,Ory definiendo la función:

E x .Y) .= A e l(x) = X.1).(x,4Y)+ X i ch( x , y )+ X 22( x ,Y), obtenemos

V(0,0) = X . 1 1 (0)= X0q4(0,0)+X3q51(0,0)+X242,1(0,0).

Es decir, a=(0,0) es un mínimo no restringido de la función

“x,y), con X=(X.,X3,X2)10,X.>0.

De lo anteriormente expuesto, podemos concluir que:

si aEU es una solución óptima al problema

Minimizar	 S.(x,Y)

sujeto a	 ph3(x,y)=0

$2(X, y)=0,

Entonas, existe X=(X.,X;,X2)=0,XER3, tal que;

2
Si O( x ,Y) = i EoX i lli (x,Y), entonces 01(a)=0

X.)0.

Las conclusiones (í) y (ii) obtenidas, geométricamente,

son las condiciones necesarias para que la función O. alcen—

un mínimo relativo en el punto aEU, sujeta a las restriccio-

nes de igualdad .1=0 y .2 =0. 1s decir, el mínimo se encuentra

entre los puntos críticos de la función $(x,y).

Las condiciones (i) y (ii), son las conclusiones obten!

das en la REGLA DE MULTIPLICADORES DE CARATHEODORY. Supóngase

que U es un 4ubeonjurd:o de Rn, y que $o ,$3,....,$p 4on q+/- pincíane4
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leate4 sobne U, luektemente dílekencíables en acli, Sí acti minimiza $0

sujeta a las keztAíceLoneS de .igualdad SI=0,...,$4=0, entonce3 exi4te

1--(X0,X1 ..... Xp laq÷1 tal que:

(i) Si 4)=J0Xil) i , entonces 4 t (a)=0 y

(11) A.00.

EJEMPLO 2.- Sobre el conjunto abierto U={(x ,y)e112[3x2+y2-2y<5/2},

minimizar la función f(x,y) = 3x
2+y 2

-2y sujeta a las restric-

ciones de igualdad y+x=0 y y-x=0.

Haciendo &,(x,y) = 3x
2
+y

2
-2y, Oi(x,y) = x+y y Oz(x,y)=x-y,

el problema consiste en;

Minimizar (/).(x,y)= 3x2+5,2-2y

sujeta a $1(x,y)=y+x

(1)2(x-y) = y-x.

De las últimas dos ecuaciones, es evidente que la solu

ción óptima al problema del mínimo es a=(0,0). Construyendo

el mapeo 0:R--
2
 >R3 , donde 1=(4) 0 ,4,1,02), se obtiene que la ima

gen de la solución óptima es 0(0,0= (0,0,0). Denotando por;

no= 0o,n1=01,n2=02 y realizando algunas operaciones algebrai

cas, se observa que no,ni, n2 cumplen con la relación:
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2na =ni2 +nz -	 nz-ni-nz

o bien

no-nz2 -nz2 +ni	 nz+nz+ni = O.

Por tanto, la imagen de U-4(x,y)ER 2 13x 2+y 2 -2y<5/2} bajo el ma

peo cJ es la superficie

/(u)-- {(no,ni, nz)E1131no-ni-nl+ninz+ni+nz=0,-21n015/2}y

•= {(no,ni,nz)ER 3 In. <0,nz =0 , nz=0}

La configuración geométrica de los conjuntos I(U) y W se

mueslta en la figura 2. Obáérvese que I(U)HW=0 y (0,0,0)= -

1(0,0)sl(U)11W. Nótese también que I(U) se encuentra a un sólo

lado del plano H, de hecho I(U)C11 + y Heir, donde H es el plano

tangente a la imagen de U en el punto óptimo y el cual viene

dado por:

H= { ( no,ni,nz)cR 3 1(no,nz,n2) =/ ( 0 , 0 )+V( 0 , 0 ) (x,y)}

= {(no,nz,nz)cR 3 1( 1 , 1 , 1 ) e(no,n1,T12)=0}.
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fig2	 'lo
nOmando 2.=(X0,21.:,X2)=(1,1,1) y definiendo la función

41 ( x ,Y) = X04).(x,Y)+X:$1(x,y)+X202(x,y), encontramos que:

$'(0,0)= AS(0,0)+X 1 01(0,0)+A 2 01(0,0)= (0,0).

Es decir,

Si (P=A.00+A.:$1+Á2$2, entonces V(0,0)=(0,0).

Dicho de otra forma; la solución óptima (0,0) el proble

ma del mínimo con restricciones de igualdad, es un punto crí

tico de la función $. Además, se cumple adicionalmente que;

Ao>0.

Ob gervese también que las derivadas de las restricciones

$1(0,0), cp(0,0) son linealmente	 independientes, como puede -

verificarse al realizar los cálculos. Cuando la hipótesis de
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inde p endencia se verifica,	 entonces la?'conclusiones de la re

gla de los multiplicadores de caratheodory se satisfacen con

apositivo. Este resultado es generalmente conocido como la

regla de los multiplicadores de Euler-Lagrange.

EFECTO DE LAS RESTRICCIONES DE NO NEGATIVIDAD DE LAS VARIABLES.

Abordaremos nuestro estudio de tales efectos considerando fun

ciones reales de una variable real, analizando las tres situa

ciones distintas que pueden ocurrir.

EJEMPL03. Supóngase que se desea minimizar sobre el conjunto

abier19 U=R la función f(x)=(x-1)
2
 sujeto a la restricción

de .no negatividad flO.

Denotando por .0(x) = (x-1) y 01(x) =-x, el problema lo

podemos plantear en la siguiente forma;

Minimizar 0 0 (x)= (x-1)2

sujeto a , i (x)= x

Luego, construimos el mapeo 1:R—>R 2 escribiendo 1=($ 0 , S 1 ). Ha

ciendo np = 00(x) y Ni = ti(x),	 se obtiene la relación no--(n1+1)
2

.

Además debe ser claro que la solución óptima al problema del

mínimo restringido es a=1 y cuya imagen bajo el mapeo es

(DM= (0,-1). La,limagen de U es el conjunto; 1(U) --{(no,n1)R2/
, 	, 	 ,

rio =(ni+1)
2
 / y W={(n„n0ER

2
 /no<0, N110}. Los conjuntos se ilustran

en la figura 3.
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fig.3

flbsárvese que 1(0)11W = I y 1(0>E1(1)11I. Nótese también que -

la recta n o .o pasa por la imagen de la solución óptima

(0,-1)=1(0) y separa á los conjuntos 0(U) y W. Es decir, todos

los puntos del conjunto I(U) quedan a un sólo lado de la recta.

Dado que la solución óptima a=1>0 está en el interior del con-

junto restricción (factible) 211, J), al punto a se le llama so

lución interior. Como puede verse en este caso la restricción

x30 no tubo ningún efecto sobre el óptimo.

EJEMPLO 4. Sob*e U= R, minimizar la función f(x)=x 2 sujeta a 10.0

Escribiendo 40(x)=x 2 y 40(x)=- x, construimos el mapeo

0:11--->R
2
 mediante 1=0„S 1 ). Con no=no(x) y n1=4) 1 (x) La imagen

I(U)= {(non0ER2 1.?.0, no=n1} Y w={(no,n0 E R 2 Ino < to( a ), ni<0}.

El dibujo se ilustra en la figura 4.
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fig.4

De la figura tenemos que o(u)nw=4) y que (0,0)=Ota)E

1(U)Al. De donde a=OcU es una solución frontera.

Además, se tiene que el vectar /=(1,0), ortogonal a la

recta no=0 que pasa por la imagen de la solución óptima, cum

ple con la propiedad de que para todo y = (00,01)C1(0), 1 • 37.�.0 y

/ •w<0 para todo J)=(00,01)EW. Lo anterior demuestra que los con

juntos 1(0) y W están separados por la recta 0 0 =0 con 00. Es-

cribiendo 0(a0,X/) se tiene A„).0,X1=0. Definiendo $(x)=

$o(x)+A./.1(x), tenemos a'(0)=X„.:(0)+Xk41(0)=0, x=0. Es de

cir, x= 0 es un mínimo no restringido de la función $(x).
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„TEMPLO 5. Sobre U=R minimizar la función f(x)=x 2+2x sujeta a

x?-0.

unión: Poniendo 4)0(x) = x
2
+2x, q) 1 (x)=-x y el mapeo 1:U->R 2 como

$0,0 1)• Con no = 1).(x) y ril =q)1(x), la imagen I(U)={(n„ni)ER2/

ni -2X 1 } y W= { ( 110,01) 6R2 ino < G0( a ), n 1 10}. La configuración

métrica se muestra en la figura 5.

2

fig-5

la figura tenemos que I(U)I1W=1) y que (0,0)=1(a)e 1(u)nl. -

licando nuestra caracterización del óptimo, a=0EU es una so

ión frontera. El vector /=(1,2), ortogonal a la recta

2 T-11 =0 que pasa por la imagen de la solución óptima (obteni

linealizando la imagen (1)(U) en a=0), cumple con la propia-

de que para todo y=(n o ,111)z1(U);/ • }730 y / •co <O para todo

n o ,n 1 )EW. En base a la argumentación anterior, concluimos

los conjuntos 1(U) y W están separados por la recta

- 48 -



11={(n.,n1)aR2Ino+2n1=0}

={(n..nicR21(1,2).(n.,n1)

De hecho o(u)c 171+ y wc -171 — . Escribiendo 2= ( ,l0,X1) y defi

niendo la función	 t(x)=X0q),(x)+Xl.:(x) tenemos que $'(a)=

A0V(a)+X.V(a)+X:01(a)=0, con Ao>0,A1 >0. Puede observarse

además que se cumple X a cP(a)=0, X05(a)=0.

Dicho de manera diferente; A fin de que el punto acU mí

nimice la función O. sujeta a la tánica restricción de no ne-

gatividad x �..0, es	 condición necesaria que existe 2=(X.,X 1
 )ER

2
,

/#0, tal que se verifique:

(i) Sí 1)(30 = X04)0(x)+ 4 ISI( x), entonces V(a).0

'1	
i=0,1

(iii) X 1 S 1 (a)=0

En los ejemplos 3 y 4, p uede observarse que la restric-

ción es inefectiva puesto que la solución óptima no se ve a-

fectada por dichas restricciones. Es decir, el mínimo es un

mínimo global de O.. Nótese además que la derivada de la fun

ción $:(a)=0, X.>0, X 1 =0 en ambos casos y que la diferencia

radica fundamentalmente en que a es una solución interior en

el primer caso y un punto frontera en el segundo. Obsérvese'

también que • 1 (a)#0 en el primer caso y $ 1 (a)=0 en el segundo.

El problema 5 representa un caso diferente.
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En éste, puede observarse que la restricción es efectiva ya

que el punto óptimo cambiaría si se suprime la restricción

de no negatividad. Nótese también que la derivada de la fun

ción $° no se anula en el punto óptimo, sin embargo se tiene,

como en ejemplo 4, que 01(a)=0.

En todos los casos, como puede observarse en las figu-

ras, el óptimo está caracterizado por la intersección vacía

de los conjuntos (1)(U) y W, con 0(a)c (Doxil. Además se tie-
ne también que los conjuntos 0(U) y W están separados por una

recta que pasa a través de la imagen de la solución óptima

con 0(a)cH.

Del análisis anterior podemos concluir que: las condicío

nes necesarias para que acU minimice la función 0, sujeta a

la restricción de desigúaldad 0 1 0 están dadas por:

Si 4)(x)=A04)0(x)+X 1 1) 1 (x), 
entonces 01(a)=0

X.)0, i=0,1

(iii) X 1 q) 1 (a)=0

que son las conclusiones de la regla de los multiplicadores

de 3011N con 0=1.
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RESTRICCIONES DE NO NEGATIVTDAD CUANDO

SE TIENEN DOS VARIABLES DE ELECCION.

EJEMPLO 6.- Considerese el p roblema de minimizar sobre

u={(x,y)ER2Ix2„2
<4} la función: f(x,y)=7x

2
-6/5 xv+13y

2
-475 x-457-12,

sujeta a las restricciones de no negatividad x0, y?.O.

Escribiendo ..(x ,y)=7x 2 -61,9- xy+13y 2 -4/5 x-4y- 12,

.1(x,y)=-x, y 42(x,y)---y el problema consiste en:

Minimizar 0 0 (x,y) = 7x 2 -615- xy+13y 2 -4/5 x-4y-12

sujeta a; 01(x,y)=-x

2 	 '(x y)=-Y
fi

Sea (1):R--2 >R 3 , el mapeo definido por 1= (.., (Pi, i)z) . Si de-

notamos por no = cb.(x,y)	 ni= Si( x , y ) y riz =q)2(x,y) p uede obser-

varse con facilidad que cumplen con la relación;

110=7n1-615 nin2+n1+4 35 n i +4n 2 -12. Es fácil ver, mediante una

rotación y traslación de los ejes x,y, que la función f(x,y)

es un paraboloide elíptico que alcanza el mínimo en el punto

(/N/2, 1/2), cuya imagen bajo 1 es O(S/2,1/2)= (-16,-,/5/2,-1/2),

que es un punto interior puesto que x=1/!/ 2>0 y y= 1/2>0.

Ahora bien, para determinar con precisión la imagen de U

basta con efectuar una rotación seguida de una traslación de
4'

los ejes n i , n„ y determinar para que	 valor de n, el semi-

eje menor tiene longitud 2. Esto ocurre cuando q 0 =48. Entonces,
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Y
w={(no,ni,n2IER 3 ino<-16, n / lo , n260}

re's9{4111“arist

INM-mit,c*,01
lj°*5

fig.6
1

•••••

la imagen de U será la colección de puntos,-

1(u)-((n.,ni,n2)eR 3 ino-7n14-615 nin2-13n1-471n1-4n2+12=0,

-16(11.148}

La configuración geométrica de los conjuntos 1(U) y W

se muestra en la figura 6. Nótese que I(U)11W=4 y

(-16, -/5/2, -1/2)= 1(/5/2, 1/2)E1(U)(1171. Obsérvese también que los

conjuntos (1)(U) y W están separados por el plano
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11=((no,ni,n2)6R 3 1 An0=-16,A#0}

{(n. ,ni,n2)ER 3 1 (1 ,0,0) • (n. ' ni ,n2)=-16},

que pasa por la imagen de la solución óptima. Escribiendo -

2=(1,0,0)=	 (X0,X 1 ,A 2 ) y definiendo la función ,l(x,y)=A04)0

(x,y)+X l yx,y)+A 2 . 2 (x,y) obtenemos:

	

( i )	 V( a ) =X 0E( a ) + yl(a) + X 2 22(a) = (0,0).

Es decir, el punto (i-S/2, 1/2)= aEU es un mínimo no res

tringido de 0. Además se tiene

(-)
X.=1, A 1 =0,X 2 =0

	

(ni)	 X 11 (a)=0, 2 0 1 (a)=0

Las	 condiciones (i), (ii) y (iii), obtenidos geométri-

cemente,	 son las conclusiones establecidas en la REGLA DE

LOS MULTIPLICADORES DE JOHN.

Supángaze que. U ez un 3ubeonf unto abívita de R n, y que.

	

4)9,4)3, ....,4)	 an p+1 . uneíaned. iteates zaina U, cklutencíab-a6 en asa,

Sí aeU mínímíza 40 bujeta a. faz te.strtíceíanes de. desigualdad

<o. ....	 O r	 entonce.6 ex.i.te 1#0, 1=1a,, Al . ... Xp eRp+1 
tal que.
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(i) Sí (Pi = E P
0 	 X. 4).

'
 entonce4	 V(a)=0,

(tia) X . >0, 	 2=0,1,...,p y
•

(ííí.) X.	 (a)=0,	 pana í=1,...,p.
t t

1	 ,
Ejariplo 7.	 Sea f:U4-R, con U={(x,y)ER 2 Ix

2
 +y

2 
<4 } . considérese el

problema:

Minimizar f(x,y) = 7x
2 
-6Y3

/- xy+13y 2 +415x + 4y-12

	

sujeta a x30,	 y:O.

Haciendo f(x,y)=00(x,Y),01(x,y)=-x, • 2 (x,y) = -y el problema con

siste en:

Minimizar 0.(x ,y)=7x 2 -6/5 xy+13y2+413X+4y-12

sujeta a $1(x,y)=-x

(12(x'Y)=-31•
2	 3

Sea 0:R ->R el mapeo definido por 0=00,11,02), con n0=4).,

	

n/ = SI, n2 = 4)2. Ahora bien,	 puesto no,n1 y n2	 satisfacen la re

lación

n0-7n1+61-5nin2-13n1+475n1+4n2+12=0,

la imagen de U bajo el mapeo 1 es el subconjunto

(1)(c){(no,ni,n2)ER 3 in,-7n1+61/5nin2- 13n +475 n1+4n2+12=0,

-161n 0 (48} y

•
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w -{( 110,n2,n2)ER'In.<- 12 , ni‘ 0 , n210}

como se muestra en la figura 7.

'lo

De la figura puede observarse que dqu)nw=0 y que la ima

gen de la solución óptima (-12,0,0)=1(0,0)61(0111. Nótese tam

bión que los conjtintos 1(15) y W están separados por el plano:

14=((no,n1,n2)E1131(no,ni,n2)=0(0,0)+$1(0,0)(x,y)}
{(no,ni,n2)E11 3 ; n o +4/5 n/+4nz+12=0}
((no,ni,n2)ER 3 1( 1 , 47S 4).(no,n3,n2)=-12},
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donde H fuá' obtenido linealizando la imagen en el punto ópti

M.O.

Tomando X=(a.,X1,X2)=(1,41/-S, 4) y definiendo la función

cl)(x,y)-- X-S(x,Y)=A000(x,y)+X:01(x,y)+A20z(x,y)

se tiene:

(i) '(0,0)=X.MZ(0,0)+X:fl(0,0)+X201(0,0)=-(0,0)

(ii)X. >0, X 1 >0 y X2>0

(iii)~0,0)=0, X21)2(0,0)=0.

Nótese también que adicionalmente se tiene 01(0,0)=0,

02(0,00)=0 y (P/(0,0)1“0, 03(0,0)h<O, para algGn heR
2
. De hecho

)
cualquier h en el cuadrante positivo cump le con la condición,

por ejemplo h=(1,1) y como puede verificarse al calcular las

derivadas y efectuando el producto punto con h.

Cuando esta hipótesis adicional se verifica, como es el

caso del ejemplo 7, las conclusiones de la regla de los mul-

tiplicadores de John	 Se cumplen con X. positivo. Este resul

tado se conoce como la REGLA DE MULTIPLICADORES DE KARUSH-KRUN-

TUCKER. Si existe heR
n
 tal que q(a)h=0 para todas aquellas

i=1,...,ptalesque0.(a) = 0, entonces las conclusiones de la

regla de los multiplicadores de John se satisfacen con un X.

positivo.
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EJEMPLO 8. Sean U=C(z,y)ER211c2+y2<1i".,40:U—>R una función de

valores reales. Supóngase que deseamos minimizar q.losujeta

a la restricción de desigualdad 0 1 .0, donde (1),(x,y)=y+x 2
+y

3

Y 1)1(x,Y)=-y. En otras palabras, minimizar 4), sujeta a 3.7?.0.

Porque y10, q)(x,y)''.4 y por tanto la solución óptima es

(0,0). Sea ID el mapeo ($0,4n) de U en R 2 , entonces 1(0,0)=

(0,0). Ahora bien, puesto que no=1).(x,y) y 711-41(x, y) satis

facen la identidad /10+01+711=x2 �.0, la imagen de U bajo el ma

peo 1 es el subconjunto

O(U) = {( 710,T11)ER 2 Ino+ni+ ni v)}.

fig./3
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Sea W de todos los puntos (Tio, r17.3- con Oo < S0(a) =0 y

ni. 0, w=((n.,n 1 )eR 2 14. 0 <0 y n11 0 ), y obsérvese que I(U)(114--

y (0,0)=1(0,0)E q9(u)ow. como se muestra en la figura 8,.

Nótese que esta vez no existe una recta que separe a

I(U) y W, esto se debe a que la imagen I(U) no se encuentra

a un sólo lado de una recta que pase por la imagen de la solución óptima.

Por tanto linealizamos I(U) en una vecindad del punto

I(0,0)=(0,0).construyendo el conjunto A(U), donde A es el ma

peo afín de R
2 

en R
2 tangente a I en (0,0).

Para ser más precisos, sea L la derivada de len el pun-

td óptimo (0,0), calculando

L= 0 1

0 -1

y definimos A sobre R 2 por A(x,y)=0(0,0)+L(x,y).	 Entonces

A(x,y) = y (1,-1), de donde A(U) es el segmento de recta

A(u)-{(Tro,n1)ER 2 Ino+nro, —1<n.<1}

Obsérvese que A(U) y W están separados por la recta

H.{(110,111)ER'ino+ni=0}

{(n0,n1)ER21(1,1).(n.,n1)=0}.
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De hecho A(U)C H C I+ y WC1. Pariendo (A.,A1)=(1,1),

encontramos	 Que V(0,0)-A014,(0,0)+ AIJI(0,0)=(0,0). Es decir:

(i) Si q5(x.Y) = X0 14)0(z,y)+ XI(P;(x,y), entonces $1(0,0)-(0,0).

Dicho de manera diferente; la solución óptima (0,0) al

problema con restricciones es un punto crítico de la función

O. Nótese también que;

(ií) X.>0, Al>0

(iii) A1q)1(0,0).0.

Las condiciones (i), (ií) y (iii) obtenidas geométricamente,

son las condiciones necesarias, establecidas en la regla de

los multiplicadores de John para minimizar una función su-

jeta a P restricciones de desigualdad 4:110 	 O 10, donde

$ 0 ,.: .....	 están definidas sobre un subconjunto abierto U

de R
n 

y diferenciables en la solución óptima.
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RESTRICCIONES DE IGUALDAD Y DESIGUALDAD.

EJEMPLO 9. Consideremos el problema de minimizar sobre

U={(x,y,z)eR 3
x 2± .57 2_Ez 

2 <l} la función de $, sujeta a las res-

tricciones 0 1=0, 0 2 5. 0, donde

00 (x, y ,z) = x
4+y 4

+6x
2
y
2 +z

2

( x ,Y, z ) = x-y

Cb 2 ( x , y , z ) = x+y

Debería ser claro que la función O. alcanza su mínimo

en el punto a=(0,0,0) y que la imagen del óptimo /(a),-(0,0,0)1

donde cD:R
3+II 3 

es el mapeo definido por 1(00,11,$2). Denotando

por n,=1,,n 1=0 1 n 2 =0 2 se tiene que n„n i ,n 2 satisfacen la re-

lación11

no-2n11-2n1=z2;0

De la desigualdad anterior, se sigue que la imagen de U

bajo el mapeo 0 es el subconjunto de R
3

1(u)={(n o ,n i ,n 2 )ER 3 In o -2n1-2n1	 no>.0}

como se muestra en la figura 9.
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Sea W la colección de todos los puntos W—{ (no,n 1,n2)ER3/

n o <O, n 1=0, n 2 10}. De la figura puede observarse que los con-

juntos 1(U) y W tienen intersección vacía y 1(a)c 1(ü) n q .

Nótese además que los conjuntos 0(11) y W están separados por

el plano:

={( no,ni,n2) E R 3 1 Ano = 0, A10}

={(n0,11,12.) €1131(1,0,0).(n0,ni,n2)=0),

que pasa por la imagen (0,0,0) de la solución
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óptima (0,0,0). Tomando k=(A.,A1,A2)=(1,0,0) y definiendo la

función

(1)(x,y,z)= X.4)0(x,y,z)+Xl(151(x,y,z)+X202(x,y,z)

tenemos

(i) • r (a)=X 0 cp,l(a)+X l +S(a)+Arig(a) = (0,0,0).

Es decir, la solución óptima al problema del mínimo con

restricciones es un punto crítico de la función k. Adicional-

mente se	 tiene:

(íí) Ao>0,7t1=0

(i li ) A10(0,0,0)=0

Las	 conclusiones (i), (ii) y	 (iii), obtenidas geométrica

mente, son las condiciones necesarias para el óptimo estable-

cidas en la REGLA DE LOS MULTIPLICADORES DE CARATHEODORY- JOHN.

Supóngase que U es un subconjunto abierto de Rn , y que

00,01 Y 	 pp+1 '
•• •, (I)

p+q
 son p+q+1 funciones reales sobre U,

fuertemente diferenciables en acU. Si acU minimiza $ sujeta

a las p restricciones de desigualdad 1 1 10,...,E 150 y a las q

restricciones de igualdad 0p+1=0,...,.p+q=0, entonces existe

p+q+1
, tal que:/10,/=(A.,X1,...,1 ,A	 ,...,_	 /2-

1)	
A

+1	 p+q
)e

	

(i) Si O = EP1 LO., entonces	 th'(a)=0,
i=0 "

(ii)A.: 0 para 1=0,1, 	 p y

(iii) A 1 S
i
(a)=0 para	 i=1,...,p.
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Ahora consideremos el caso donde -ra función a minimizar

y las restricciones no son diferenciables pero satisfacen la

hipótesis, menos restrictiva, de convexidad.

Ejemplo 10. Considérese el problema de minimizar en R 2
 la fun-

ción f(x,y)= Ix+y+ 2 1 sujeta a la restricción de desigualdad

min (x,y)?.0 .

Denotandopor 0 0 (x,y)=Ix+y+21 y recordando que -min(x,y)=

max(-x,-y), podemos escribir(1) 1 (x,y) = max(-x,-y) entonces el

problema es equivalente a;

Minimizar (1).(x,y) = x+y+2

sujeta a max( -x, -y)

Nótese que min(x,y) es no negativo, de donde x e y deberán -

ser no negativas, por tanto f(x,y) alcanza el mínimo en (x,y)=

(0,0). Ahora, construyamos el mapeo 1:R
2
+12

2 
mediante 0=(00,4)1)

y observemos que la imagen de la solución óptima 0(0,0=(2,0).

De las identidades; min(x,y) = -max(-x,-y) y min(x,y)=1/2

(x+y)-1/21x-yl, se obtiene 2max(-x,-y)=-(x+y)+Ix-ylo bien

x+y+2 max (-x,+y)=Ix-Ylp

de donde no=to(x,y) y n i=0 1 (x,y) satisfacen la desigualdad

ne+21-11 -2=ix-yk0 siempre que x+y+210. Por otra parte, sí -

x+y+210, entonces -00+2n 1-2:0. De estas desigualdades se si-

gue que la imagen del plano bajo 1 es el subconjunto
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l(R 2 )={(no,r11)6R2Inc30,u.+2n1Ar.2?..0}

como se muestra en la figura 10.

Sea W la colección de todos los puntos W=((no,n1)EN2jno<2,

n 110}, entonces de la fisura puede observarse que 1(1/ 2 )AW=. y

(2,0)=1 (0,0)e 4)(R 2 )ffil. Nótese, además, que la recta

H={.(no,ni)cR2Ino+2n1-2=0}

--(Cr/ 0 ,n 1 )ER 2 1(1,2) • (n.,n 0=2}
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pasa por la imagen (2,0) de la solucíon optima (0,0) y separa

2	 -+
los conjuntos O(R

2 )yr. De hecho 0(R )cH yWcfi- . Ponien-

do (X.,A1)=(1,2) y definiendo la función 	 cp = A 0 G+X1(11, la prime

2,y)cR.ra inclusión implica que cp(x,y)>,2 para todo punto (x,y)cR2.

cordando que 1(0,0)cH, tenemos que “0,0)=7.(0,0)+A141(0,0)=

X..,(0,0)= 2s. é(x,y), para todo punto (x,y)ER
2 . POr tanto pode-

mos concluir que;

(i) Si el=x 0 4) 0 +A. 1 0 1 , entonces $(0,0)z 0(x,y)	 para todo (x,y)cR2.

Dicho de otra manera, la solución óptima (0,0) al proble

ma del mínimo restringido es un punto mínimo (global) no res-

tringLdo para la función O. Nótese también que;

(ii) x0: 0 , A 1: 0 , Y

(ii) x 101(0,0)=0.

Las condiciones (1), (U) y ( in) obtenidas geométrica-

mente, son las condiciones necesarias para que un punto acU

sea la solución óptima al problema del mínimo:

Minimizar •0(x,y)

sujeta a .1(x,Y)109

donde U es un subconjunto convexo de R
2 

y ch„.1 son funcio-

nes convexas definidas en U.
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Las condiciones (i) - (iii) son Prs	 conclusiones de la

regla de los multiplicadores convexa para el caso p=1, donde

p es el número de restricciones. Nótese que en este ejemplo

la función ¿=A c cp.+X 1 0 1 , como se mencionó	 anteriormente, no es

diferenciable en la solución óptima (0,0) y que por lo tanto

la condición (i) no puede reemplazarse por (151(0,0)=(0,0).

REGLA DE LOS MULTIPLICADORES CONVEXA. Supóngase que U es un

subconjunto convexo de Rn , y que $09$1,-..,q5p son p+1 funcio

nes convexas sobre U. Si acU minimiza	 sujeta a las p res-

tricciones de desigualdad 110 	 O 5. 0, entonces existe --
P

/#0, /=(A.,X1,•••,A )Ele -", tal que:

•

	

(i) Si O= E i=o li Oi y	 xcU, entonces

X010(a) = 0(a).5.(x),

	

(5-1) A -.: 0 para i=0,1 ,	 ,, p y

(iii) 1.4.(a)=0 para
1
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CAPITULO IV

IV. CUATRO REGLAS BASICAS DE MULTIPLICADORES.

4.1 INTRODUCCION.

La teoría de los multip licadores de lagrange se

inicia con los estudios clásicos de minimización de funcio-

nes sujetas a restricciones. Aunque dichos estudios estu-

vieron tradicionalmente enfocados a restricciones de igual-

dad, las restricciones de desigualdad también fueron estu-

diadas. Este hecho permitió que hubiera un uso y desa-

rrolla creciente del análisis convexo. Probablemente,

el descubrimiento más notable para la teoría de los mul-

tiplicadores de lagrange fué; la conexión entre la función

Lagrangiana y el principio del min/max de Von Neuman.

En su trabajo pionero, publicado en 1951, Kuhn y

Tucker mostraron que para problemas de tipo convexo, donde

las funciones son convexas diferenciables, una solución

óptima x y su vector multiplicador i constituyen un punto

silla de la función Lagrangiana. Esto proporciona una

caracterización global de optimalidad, la cual a demostrado

ser de gran utilidad desde el punto de vista conceptual

y computacional.
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Sin embargo, como ya lo señalaban ensu trabajo Kuhn

y Tucker,	 la equivalendia entre un 	 máximo	 con restriccio-

nes
	 de desigualdad para i)0(x) y un valor silla para

la Lagrangiana Ex, A), se tiene aún cuando la suposición

de diferenciabilidad	 se elimine.

Inspirado en esta idea H. Uzawa, en 1958, prueba

que,	 sin	 ninguna	 calificación	 sobre	 las	 funciones

	

,d)P'•	 siempre que exista un punto silla	 (i,) de

la Langragiana 0(x, A), el vector x será una solución

óptima	 al	 problema del máximo con	 restricciones	 de desi-

gualdad.	 Adicionalmente, establece	 la equivalencia entre

un máximo con restricciones de desigualdad y	 el punto
•

silla para la función Lagrangiana asociada, suprimiendo

la hipótesis de diferenciabilidad e introduciendo una

calificación diferente.

La idea clave, implícita en dicho trabajo, consiste

en la separación de dos ciertos conjuntos convexos en

el espacio imagen R
p+1 . El establecimiento de los resul-

tados de las reglas de multiplicadores; que admiten desi-

gualdades como restricciones, hace uso extensivo de esta

idea y de una caracterización diferente de optimalidad.

4.2 REGLAS DE MULTIPLICADORES Y SEPARACION.

Supóngase que 4)0,4,1,....,h,Sp+1,•••,h+qsan p4q+1 fun-

ciones reales definidas sobre un subconjunto abierto

U de R , y que aeU minimiza 45a sujeta a las p restriccio-
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nes de desigualdad $ i 50, 	  1)	 10	 y a las q res-

tricciones	 de igualdad 4)	 =O, 	 	 1)
p +0	 P+q

Si la geometría	 del problema	 de optimización restrin-

p+u+1
gida se lleva a cabo	 en	 el espacio imagen	 R	 del mapeo

p+q
)
	 entonces la existencia de la solución

óptima está caracterizada	 mediante	 la intersección vacía

de dos ciertos conjuntos, y la	 regla de	 multiplicadores

se obtiene de la separación de los conjuntos referidos.

CARACTERIZACION DE OPTIMALIDAD. Sea U un subconjunto abier-

n
to de R . Un punto a U es una solución óptima al problema.

Minimizar	 $0(x)

sujeta a	 4 i ( x)=0, 1 =1, 	
 
p

$ 1.(x)=0, i=p+1 	 p+q.

si y sólo si 1(u)nw	 y	 1(a)z 0(U)flWa. Donde

son p+q+1	 funciones	 reales definidas sobre U, 4, es el

mapeo definido por 1=($ 0 ,$ 1 ,...,S1341 )	 y Wa es la colección

de todos	 los puntos Y= (no,ni,...,np+a
)ER tales que:

11 0<q). (a), azU

O i 1 0 ,	 para 1 = 1, 	 p y

rn i = 0,	 para i = p+1 	 p+q.
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Dicho de manera diferente, 	 un punto aEU que minimiza a

la función 10 sujeta a' las restricciones (1)¡‘0(i=1,...,p) Y

q)i=0(i=u+1,...,p+q)	 está caracterizado por la intersección va

cía de los conjuntos 1(U) y Wa en el espacio imagen RP-4-c11-1

Cuando la imagen 1(U) es convexa, la regla de multipli-

cadores asociada es una consecuencia inmediata de la separa-

ción, mediante un hiperplano,	 de	 los conjuntos convexos 1(1)

y Wa.

UN PRINCIPIO UNIFICADO DE LAS REGLAS DE MULTIPLICADORES. Sean

U ulysubconjunto de 11 11 , 4„41, 	  '4) P1-4 p+q+1 funciones reales

definidas sobre U, y sea 1:U.RP-1-q+1 el mapeo definido por

1(x)= (10(x),...,1p+q (x)). Supóngase que O(U) es un subconjun

to convexo, no vacío de	 SiRP-11-4-1.	 	 asU minimiza a la función

1 0 sujeta a las restricciones de desigualdad 1'10,...,4) 10 y

a las restricciones de igualdad 1 13+1 =0,...,1 13+q =0, entonces

existe 24,	 /= (10,X1 , 	  , A	 ) RP-I"1-1-1 tal que:

Si $(x)=	 E	 X.1, entonces (1)(a)11(x)para toda xeU. Es
í=0 	 1

decir, aEU es un mínimo no restringido de 0(x).

X.30, para 1.=0,1,...,p y

(iii) X.11.1(a)=0, para i=1,...,p 	 .
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Denio<stitacíón:	 Sup ongamos que acu es una solución óptima. Por

tanto, debido a la caracterización del óptimo, 1(U)nWa=0. -

Como, por hipótesis 1(11) es un conjunto convexo, por el teo

rema de separación, los conjuntos convexos disjuntos Wa y

1(U) pueden ser separados. Sea HeR
p+q+1 

un hiperplano sepa-

rador de 1(U)	 y Wa, con 1(U)c lit	 y Wa c g- . Puesto que 1(a)

0 (11)Rg a, H deberá pasar por 1(a),	 indicando que	 R tiene la

forma:

	

H={yERP-1-q-1-1} 1.[Iy-1(a)-1=0} para algún 	 f4,

)ERP+q+1.
P4-4

De 1(U)c 1+	 y Wa c H tenemos;

á_5. (a) l • E (D(x).-1(a) :be)	 para todo xEU y

(b) 1 . ry-1(a)110	 para todo ycWa.

De la igualdad (a) tenemos t•l(a):/•1(a) para toda xEU, la

cual se transforma en la primera conclusión de nuestro prin-

cipio unificado:
P4-4

(i) Si $(x)=	 E	 A.O.(x), entonces
i=1 "

	 45(n)14)(x), tJ xell. Es decir,

acU es un punto mínimo no restringido de J.

Para probar	 (ii), supóngase que X <O para í=0,1,...,p

y que (D(a)=0.	 Puesto que las restricciones sobre 	 y=(no,T11,..

.. , T1 p , r1 p+1 Y 	  , np+q
)EWa son n o <0,n 0 para i=1,...,p,n =O

p+q
para i=p+1 ,,,,, 1+q, entonces el producto / . 37=E	 X n. será

	

i=0 	 1

siempre positivo para toda ycWa, 	 puesto que Aorle>0,Ai•ni)0
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para i=1,...,p y X i n i =0 para i=p+1,...,p+q. Esto contradice
la desigualdad (b). Pór lo tanto 	 _ �.0 p ara i=0,1,...,p.

Para establecer la conclusión (iii), elegimos

1
74 i ( a),...,Spti (a))EWa, para cualesquier j=0,1,

...,p. Puesto que la desigualdad (b) se tiene sobre Wa si se

cumple sobre Wa, tenemos que:

t. • I 3r-0(a) -1=-	 .i (a) 0), o bien Ái 490 .

Pero, por otro lado, de la conclusión (ii) y la optima

lidad de aEll, se tiene;

1.4 y ..(a)‘0, lo cual implica que 2.0.(a)150.

Combinando estas dos desigualdades, tenemos A.4).(a)=0

para j=1,...,p. Que es la conclusión (iii).

Cuando las funciones, 10,4)1,•••,4)11,Sp44,...,Sp+q son di

ferenciables en el punto aE0, podemos aún concluir que V(a)=0,

puesto que la conclusión	 (i) indica que aEU es un punto míni-

mo no restringido de ch.

Como lo hemos mostrado arriba: cuando la imagen 1(U)

es convexa, entonces la regla de multiplicadores es una con-

secuencia inmediata de la separación, mediante un hiperplano,

de los conjuntos convexos disjuntos 1(U) y Wa. Desafortunada

mente, 1(U) no es generalmente convexo, Aún cuando U sea un

conjunto convexo Y 110..1,—n,, 
P4-cl 

sean funciones convexas,
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0(U) no es necesariamente convexo. Si-g- embargo, esta dificul

tad se resuelve reemplazando la imagen 0(U) con una aproxima

ción convexa K. Las variaciones en las demostraciones de 	 las

cuatro reglas básicas de multiplicadores provienen de dos -

fuentes: cambios en la elección de la aproximación convexa K

y el grado de dificultad para probar que K y Wa son separados.

Una vez que sabemos que K y Wa son separados, las reglas de -

multiplicadores se obtienen sin mucha dificultad.

4.3. CUATRO REGLAS BÁSICAS DE MULTIPLICADORES,

Para probar las cuatro reglas básicas de multiplicadores

reemplazaremos la imagen 0(U) no necesariamente convexa con -

una aproximaciónproximación convexa K y tratamos de imitar el procedi--

miento utilizado en el establecimiento de las conclusiones -

del principio unificado. Las varaiciones en esta imitación -

surgen, como ya se indicó anteriormente, de cambios en la -

elección de K y el grado de dificultad para probar que K y -

Wa son separados. Examinemos estas variaciones p ara las tres

reglas de multiplicadores que admiten desigualdades como res

tricciones.

En la regla de multiplicadores de John, donde las funcio

nes 00,0 1 ..... 0
P 

se suponen diferenciables en la solución -

ptima, la aproximación convexa de la imagen 0(U)	 se obtiene;

inealizando la imagen 1(U) cerca del punto 1(a) y construyen

o el conjunto A(U), donde A denota el mapeo afín A(x)= 1(x)+

(x-a) y L denota la derivada, 0'(a)=r-90./90.)(a) I, de	 en1	 -
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la solución óptima ae- U.	 Ahora, si sup'flemos sin pérdida de ge

neralidad que U es convexo,	 la imagen A(U) es convexa, y sólo

será necesario confirmar que A(U) y Wa son se p arados. La sepa

ración resultante proporciona las tres conclusiones de la re

gla de los multiplicadores 	 de John.

La regla de multiplicadores de Caratheodory-John se prue

ba con el mismo esquema,	 p ero la presencia de restricciones de

igualdad hace que la separación de A(U) y Wa sea más difícil

de establecer. La separación deseada se obtiene haciendo uso

del Teorema del Mapeo Interior convexo.

En la regla de multiplicadores convexa, el conjunto U y

las funciones 0 6 ,0 1 , 	 	 se suponen convexas. La imagen

O(U) no es necesariamente convexa, pero estas suposiciones

de convexidad permiten la construcción de un conjunto convexo

¡.el cual contiene a I(U), permaneciendo no obstante disjunto

de Wa. La separación de los conjuntos convexos K y Wa propor-

cíona la separación de Ios conjuntos 0(U) y Wa, la cual será

necesaria para derivar esta regla de multiplicadores.

Abordaremos, primero, el resultado clásico en la teoría

de optimización restringida.	 La regla de multiplicadores con

restricciones de igualdad.

TEOREMA DE CARATEREODORY. Supóngase que U es un subconjunto abierto de

Rn , y 0,, yr,,...,0 q Thl	 funciones reales sobre
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U, cada una fuertemente diferenciable en aEU. Si aEU minimi

za cP c sujeta a las restricciones de igualdad d)1=0,12=0,..„

,¿ =O, entonces existe 	 )40, X = (X„). 1 ,.,.,X edER 141-1 tal que

(i) si 4--- E q X.0	 entonces	 $ T (a)=0 y
i=0 1 1

(iii) Xe300

Demobtitac.íón: Sea 1 el mapeo (t„ 1 ,...,4'q ) de U en R q+1 , y sea

W el conjunto de todas	 las Y=. ( no,n 1 	 n ) en R
q+ 1 

tal que

n o < 0 0 (a) y 0r0 si i = 1,...,q. Puesto que, p9r hipótesis,	 acU

es una solución óptima, el criterio de optimalidad implica -

que 1(11)11W=.. Ahora bien, puesto que la imagen de la solución

óptima 1(a)e 1(U)(15,	 se debe tener que 1(a) no está en el	 -

int 4(U), por que de lo contrarío puntos de W estarían en 1(U).

Se sigue del teorema del mapeo interior que la derivada fuer-.

te /=V(a) de 4) en acU no es un mapeo suprayectivo de R n so-

bre R
q+1 , lo cual significa que los Thl renglones Wa),..,

0'(a) de / son linealmente dependientes. Esto implica que exis
cl

ten escalares X.,X, , 	 X no todos cero tal que X.E(a)+X 	 O'
el	 1 1

(a)+...+X cl'
q
(a) =0. Si	 4 = El=0y i , entonces 0'(a)=0, lo cual

el
prueba (i). Para probar	 (ii) supongamos que la relación 	 -

a0E(a) -h a 	 $7(a)=0 solamente se satisface para
1 2 

	 -
4

a, <0 y a
i
<0, i=1,2,...,q. Dividiendo entre 41 0 40, se tiene	 que

4''(a) + a / /o 0 01(a5+...+aq/a ggya) =0. Esto implica que existen

X 0 =1?...0, 41
11

/4104,...,X
q

= a
q

/41030, lo cual es una contradicción,
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por tanto ci.00,

COROLARIO. REGLA	 DE LOS	 MULTIPLICADORES DE	 EULER - LAGRANGE.

0 1 ( a )
'
 ,..,0'(a) son linealmente independíen

tes, entonces las conclusiones de	 la regla de los multiplica

dores se tiene con un X, positivo.

PRUEBA. Supongamos que Xo=0 y X i+0 para algún i=1,...,q y

que satisfacen la relación X
II
O'Ca»...+1 990'(a)=0'(e)=0, esto

implica que las derivadas $1(a) 	 0'9(a)	 son linealmente -

dependientes, contrario a la hipótesis. Por tanto Xo>0.

TEOREMA DE JOHN. Supongamos que U es un subconjunto abierto

de R
n
, y 0 0 , 0

1,	
, Op son p+I funciones reales sobre U, cada

una diferencíable en acli. Si aCU minimiza a So sujeta a las

restricciones de desigualdad 0 10,	 0 2 10 	
P
10,entonces -

existe 40, X=(ñ 0 ,X, , 	 X ) en R IP.", tal que;

(i) Si	 •.= EV=0 X i 0 i , entonces	 1,1(a)=0

	

i
3:1 para i=0 , 1 ,.„,P	 y

(iii) X i 0 i (a)=0 para i=1 	

Deminthac-iffn: Supongamos, 	 sin pérdida de generalidad, que U

es convexo, a=O y 0 0 (a) = 0. Sea 1.--(00,01,...,0p)	 el mapeo de

U en RPfI , y sea W el subconjunto {y= (9,,,9	 . n )E11194-1/
•

°	 p

Si las derivadas

P •
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EL SAKR Di • MIS IJCDZ

RARA M GÑANDEZA

BIBUNEGA

DEPARTAME:410
mAT9APTIC,i,:

n	 00<t) y ri..; , i=1„. ,p) . 0 La optimalidad de OEU asegura que 1(1)11W--(1) y

1(0)E0(U)Ol. Supóngase que 2=1'(0) denota la derivada de 1

en OEU, definimos el mapeo afín A por A(x)=/(0)+E(x), y asu

mamos, por el momento, que A(U) y W están separados. Puesto

que /(0)=A(0) pertenece a A(u)nl, el hiperplano separador

pasa por /(0). Por lo tanto existe X+0,X=(X.,X1,...,X )ERP+1/

tal que

A. • Ey-4)(0) 1)0 para toda yEA(U) y

y-/(0) 110 para toda yEW

De (a) tenemos, para todo xeU, 	 la desigualdad A.FAx-1(ail=

X . 1(;)30. Puesto que U contiene una vecindad de cero, A•ix)0

implica que X • 1(x)=0 para todo )(Ella . Es decir, X•(01(0)x 	

V(0)x)=0 para toda xERn . Puesto que las derivadas $1(0) son

los renglones de 1,	 la igualdad anterior la podemos escribir

en la forma E =0 A í Vi ( 0)x=0 para toda xERn , lo cual es la con

clusión(floParaprobar 	 para algún

i€0,1 	 p.	 Entonces, puesto que las restricciones sobre -

Y= (1 0 ,0 1 	 n 
P
)ew son no<0.(a)=0, n i10, para i= 1,...,p el -

producto A • y= EX i y i >0 para	 yEW. Esto contradice la desi

gualdad (b),	 por tanto
i ?.0 para toda i=0,1,...,p.Para pro-

(iii), elejimos cualesquier J=1 	

nemos	 44j(0),...,113(0))61, Puesto que 	 la desi

gualdad (b) se cumple para 1 si se cumple para W, tenemos
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x.[Iy-1(0) 1.-1/2A .l. (0)10 o X.
J
0.
J
(0)31-. Pero por otro lado,

J J 

de (ii) y la optimalided de a=0, 	 tenemos X.30 y l.J(0)10 lo	 -

cual implica que X.
J
l.
J
(0)10. Combinando las dos desigualdades

obtenidas tenemos X.J0..1(0)=0 para J=1,...,p, que es la conclu

sitia (ni).

Ahora verificaremos que A(U)	 y W están necesariamente se

parados.	 Supongamos que A(U) y W no están separados. Entonces,

puesto, que intW= {y= (n„n i ,..„n p ) ERP+1 /n i < 0 para i=0,1 	

es no vacío, la condición (3) del teorema de separación impli-

ca que 0EA(U)- intW. Por lo tanto para algún i en U, tenemos

que Aj e int W, Puesto que les diferenciable en O, para todo

a>0 tal que alEU podemos escribir 1(a;)= A(a;)+ r(al)lail, don

de r(a;) ±0 cuando a#0. Siendo el conjunto int W abierto, pode-

_	 -
mos fijar aE(0,1) tal que aiEU yfAx + r(ai)Illieint W. Pero

a ye int W siempre que a>0 y yeint W. Entonces aE:A;+r(a1)14 :le

int W, esto es al(0) + /(a;)+ r(co-c)lailE ínt W. para cada	 -

i=0,1 	 p tenemos 4).(0)1 a $ i (0) por que aE(0,1) y 4.(0)10.

Esto implica que 1(a;)=1(0)+/(ax)+ r(a;)IcilEint W C W, indi-

cando que 49(u)nw+), una contradicción. Consecuentemente, A(U)

y W deben necesariamente estar separados, y la prueba está ter

minada.
040 p?'

irt")
0(1 dit. 12A

COROLARIO. C:TEO(REMA DE KARUSH-KUHN-TUCKER]. Si algún hERn

satisface~para"dai=1,...,ptalques.(a)=0, enton
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-ar-

ce s las	 conclusiones de la regla de los multiplicadores se -

tiene con	 un X.	 positíto.

PRUEBA.	 Escojamos hER
n
 que satisfaga la condición de arriba,

y supongamos que se cumplen las condiciones de la regla de

los multiplicadores de John, pero sólo cuando 	 De la con

clusión	 (í) tenemos E?
=1 

X.cr
i

( 0)h=0. Sean I	 y J los subconjun-

tos	 de {1,2 	 p} tal que $ i (a)<0 cuando iEI y $ i (a)=0 cuan-

do	 iEJ.	 Entonces 10= {1,2,...,p}. De	 la conclusión

(iii) Sabemos que X. =0 si iEI, por tanto;

E. -1.-0!(a)b= EY.IXi$1(a)h=0i

Pero ningún término de la primera suma es positivo porque

A.:10 y $!(a)h<0	 si iEJ, Esto significa que cada término es -

cero, forzando a que A i=0 para iEJ. Ahora tenemos que A.=0 y

A.=0 para i en TUS= {1,2 	 p} , contradiciendo que

X )+0.(X.,A1 	

TEOREMA DE CARATHEODORY-JOHN. 	 Supóngase que U es un subconjun

to abierto de Rn , y $0,0 1 	 (1) p+p_v 	 	 funciones reales

sobre U,	 cada una fuertemente diferenciable en aEU. Si aEU mi

nimiza a $, sujeta a las p restricciones de desigualdad

4)	
	 $ c0 y a las q restricciones de igualdad $

1 1 °	 p+1=0,...,
p+$	 =O, entonces existe A+0,	 X=CA.,X1,...Ap,...,Apfl,...,Apfq)ER

q+I

P*4
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tal que

Si S= E P-Fq X.S., entonces
i=0

X40 para i=0,1 	 p y7

(iií) X.S.(a) =0 para i=1, 	 ,p.1 1

V(a)=0

Demo4tutuldn. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a=0,

U es convexo, y l(a)=0, donde les el mapeo (0.,S1 	  
P±)c1

de U en 
Rp+q+1

Sea W la colección	 de todas las Y--(no,n1,...,

n) en RPfq+1 tal que:

10<0

n.1 o para 1=1,...,p	 y

n
1=0 

para i=p+1 	 p+q.

La optimalidad de 0E11 garantiza que 1(U)I1W=S. También tenemos

que 4)(0)E1(u)ol. Sea l'(0) la derivada fuerte de 0 en OEU.

Si /(U) y W están separados, las conclusiones (i), (ii), (iii)

se siguen exactamente como se obtuvieron en la regla de los

multiplicadores de John.

Supóganse que /(U) y W no están separados. Entonces la

condición (2) del teorema de separación asegura que OsEt(U)

-Wil. Esto es lo mismo que escribir M(0,0)E int M(UXW) si M

es la derivada de S en (0,0) y IP es el mapeo de UxR Pfq+1 en

Rp4-q+1 dado por S(x,y)=0(x)-y, Del teorema del mapeo interior

convexo, tenemos

- 80 -



0= 'p(0,0)6 int 45(UXW) c 0(UXW),

lo cual implica que 0=1(x)-y para algún xcU y algún y EW, con

tradícíendo la condición o(u)nw=1). Por lo tanto ,e(U) y W de-

ben estar necesariamente separados, completando la prueba.

COROLARIO. [- TEOREMA DE KARUSH-KURN-TUCRER1. Si é;f1,...,é;fq

SOR linealmente independientes algún hERn satisface; yv

;b1(a)h<0 para aquellos i=1 ..... p tal que S i (a)=0 y

01(a)h = 0 para i=p+1,...,p+q,

entÓnces la regla de los multiplicadores de Caratheodory-John

se cumple con X. positivo.

DernalstitacLen: Supóngase, por el contrario que las condiciones

de este corolario se satisfacen, y que las conclusiones (i),

(ii) y (iií) de la regla de los multiplicadores de Caratheo-

dory-John se cumplen todavía solamente cuando X 0 =0. Elíjase

hERn que satisfaga las propiedades (a) y (b). Utilizando la

conclusión (i), la propiedad (b), y la suposición de que X.=0,

tenemos que EV .I X i 4)1(a)/1=0. Exactamente como en la prueba del

corolario a la regla de los multiplicadores de John, la pro-

piedad(a)aboraimplicaqueX.=0 sí í=1 	 p. Esto signifí

ca que la conclusión (i) se reduce a E P*(1 X 	 4!(a)=0, y de la
i=p+1

independencia lineal de 0 l ( a) ... 01p+q (a)	 se deduce que -pf 
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XP+i =0 para j=1„.„	 Gq.	 Tenemos	 mostrado que X=e...,X p+q
)=0,

una imposibilidad, Por	 lo tanto algún, X+0, A=G0,X,,.,0,Ap+q)

que satisface las conclusiones 	 de la regla de los multiplica-

dores de Caratheodory-John deberá tener X0 >0.

REGLA DE LOS MULTIPLICADORES CONVEXA. Supóngase que U es un -

subconjunto convexo	 de R
n
, y M0,01,...,0 son p+1 funciones

convexas sobre U. Si aelf mínimíza a 4)o sujeta a las restríc-

ciones de desigualdad 0
1 
10 , 	  10, entonces existe

X+0,	 )ER1'1-1 tal	 que

(i) Si 0= £1.)=0iA 0. y xeU, entonces X0 00(a) = 0(e)10(x),1 	 /

(i5)X.4para i=0,1 	 p y

(ni) A.0.(a) =0 para i=1 	 P•

Demoztutettln: Supóngase, sin pérdida de generalidad, que 00(a)=0„

Si 1 denota el mapeo ( 0 0 , 0 1 	 0 p ) de U en RPfl , y W represen

ta el conjunto {y= (1100 1 ,...,0p )ER 1 100 < 0(a) y 0 i10 para	 -

i=1„,„p} de RPfl , entonces la optimalidad de aell implica que

$(U)0147=0 y 0(a)e/(U)01. Ahora, 	 /(U) no es necesariamente con-

vexo, pero, por el momento supongamos que podemos construir un

conjunto convexo K tal que 1(U)CK y low=0. Entonces K y W son

disjuntos, no vacíos, y convexos. Además 1(a)e mil. Por el teo

rema de separación, K y W son separados por un hiperplano que

pasa por 1(a): entonces existe X+0, X = (l0,X 1 	,	 -X )E1115±1
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tal que:

A, y-1(a) J;0 para todo yEK y

X, ¡- y-0(a) 110 para todo yEW.

Porque K contiene a 1(U), la condición (a) implica que:

E V =0 X i 0 i ( a) c E! =0 X i O i (x) para todo xEU,1 

y ésta es la desigualdad en la conclusión (i). Para probar -

(ii),supóngasequeX.
1
<0 parav1=0,1,...,p y que 1(a)=0. Pues

to que las restricciones sobre y =. (0 0 ,0 1 	 n )EW son no<o,n.lo

para i=0,1,...,p,	 entonces el producto X • y= EV =0 X i n i , yEW, -

siemPre será Positiva, puesto que el producto X000>0 y Xi•risy..0

para toda i=1 	 P. Esto contradice la desigualdad 	 (b). Por

tanto X.>0 para toda i=0,1 	 p. Para establecer (iii), eli

jamos cualquier J=1,...,p y Y=($ 0 (a) 	 1$.(a) , 	 	 (a))Eg.
2 .1

Porque la desigualdad (b) se tiene sobre U si se cumple sobre

W, se tiene X.5-1(a)]=-Wa)10, o bien X i S i ( a) �.0. Pero,

por otro lado, por la conclusión (ii) y la optimalídad de a se

tiene X. O y 1.
3
(a)10,10 cual implica que	 X.

J
S.

J
(a)10. Combinando

estas dos desigualdades tenemos A.
J

S.
J
(a)=0 para j = 1,...,p. Que

es la conclusión	 (Uf).

Para completar la prueba,	 debemos mostrar como construir

un conjunto convexo K que satísfaga¿Upaylow=s. Para cada
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xsU, denotemos por K(x) al conjunto (y=(n.,T11,—,71 )6RP-1-11

95 (x).91	 si	 i=0,1,,,,P}. Poniendo K= UxsU K(x). De 0(x)eK(x)

se sigue	 que 1(U)CK. Suponga que y = (n.,11 1 ,..., n p ) sKilW. Enton

ces existe algún xeU tal que 0.(i)111,<4)0(a) y M i (i)lu i l0 para

i=1,...,p; la existencia de tal Si contradice la optimalídad

de aeli. Por	 lo tanto Knw=0. Sólo resta mostrar que K es con

vexo.Escojamosdospuntoscualesquieray=(1.)y w = (ai.) en

K y fijemos ne[P,]. Para algún x y algún zsU, tenemos yEK(x)

y wsK(z).Por.laconvexidaddelasfunciones0.; i=O,l,...,p,

se sigue que:

O i	 ( 1—a)x+az ]< (1--cc)0i(x)+ st4)i(x)1(1-a)ni+alui,

lo cual implica que (1-a)y+awsKr-(1-a)x+c¿ZiCK.Entonces

K es convexo, y la prueba está completa,

COROLARIO. [— Teorema de Karush-Kuhn-Tucker]. Sí ninguna de

lasfunciones0.,i=1,...p, es idénticamente cero sobre el

conjunto	 factible S={xeU/4 i (x)40, i=1 	 P}, entonces las

conclusiones de la regla de los multiplicadores convexa se

tiene con un X. positvo. Recíprocamente si las conclusiones

de la regla de multiplicadores convexa se cumplen con X. po-

sitivo, entonces asU minimiza lo, sújeta a las restricciones

de desigualdad 4);.5.0,...,.p10.
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PRUEBA. Suponga que las conclusiones de la regla de los mul-

tiplicadores se cumplen sólo cuando X 0 = 0. Puesto que X 0 =0, de

(U se tiene que 0-.,(a).0e(x)oara toda xEU. Por otro lado, si

i= 1,...,p y xES, entonces. i (x)10 y X i O, por tanto .(x)C0

para toda xES. Combinando estas dos desigualdades (01.(x)‘0)

se tiene que • es idénticamente cero sobre S. Puesto que nin-

gún término X... de •es positivo sobre S, cada término deberá

ser idénticamente cero sobre S. Pero por hipótesis ninguna $.

es idénticamente cero sobre S. Por lo tanto X. =0 para 1=1, 	 p,

contradiciendo que X = ( a0,X 1 ,,,,, X p )k0. Ahora invertimos la di-

rección, y suponemos que las conclusiones (i), (ii) y (iii) -

soWDciertas con Xe>0. Supóngase que X está en el conjunto fac
•

tibie S. Obsérvese que (i) asegura que X000(a)10(x)=40.0(x)+

E i.1 X 5 0 1 (x).PeropuestoquecadaLes no negativo, sabemos

que EP
=1 

X...(x)10, y por lo tanto X.4(a)11 0 00(x). Dividiendo

por X s,0 tenemos que 0 0 (a)1 .0(x).
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CAPITULO V 

V. LOCAL' ZACHN DE EXTREMOS RELATIVOS  DE WA FLN CIONI   

SUJ ETA A R ESTRCCION ES1

5.1. INTRODUCCION. El propósito de este capítulo, consiste

en establecer un procedimiento analítico, que permita obtener

eventualmente el mínimo de una función sujeta a restrccíones

de desigualdad. Con esta finalidad se presentan algunos ejem

plos en cuya solución se muestra la utilidad práctica del mé

todo y su funcionamiento.

Si bien es cierto, que las conclusiones establecidas en

las reglas de multiplicadores son las que caracterizan la so

lución óptima al problema del mínimo; no es fácil deducir de

las mismas, donde está
	

localizada dicha solución. Esta di

ficultad se debe a que dichas condiciones no proporcionan, -

por si solas, un método constructivo para obtener la solución,

no obstante caracterizarla.

Las secciones (5.3) y (5:4), proporcionan ún procedi-

miento analítico para localizar el mínimo de una función su

jeta a restricciones de desigualdad. Dicho método se basa -

en las condiciones necesarias que caracterizan a la solución

óptima.
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Sin embargo, cabe mencionar que'* -la utilidad práctica del

método queda limitada• a los casos en los cuales; el número de

variables Y restricciones involucradas sea reducido, y que la

función a minimizar y las restricciones sean diferenciables en

la solución óptima.

5.2. LOCALIZACION DE EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION SUJETA

A RESTRICCIONES DE IGUALDAD. El tratamiento clásico uti-

lizado en la localización de extremos realtivos de una función

sujeta a restricciones de igualdad, es el método de multiplica

dores de Lagrange. Los máximos y mínimos se localizan entre -

los puntos críticos de la función lagrangeana definida por:

,...,xn ) = f(x l ..... x n )-F E
m

 X. gi(x_1,...,xn),
i=1 

donde f, gi(i=1,...,m) son funciones diferenciables en la so-

lución óptima. Sin embargo, dicho método sólo es válido bajo

ciertas condiciones de regularidad establecidas en el corola

rio a la regla de multiplicadores de Caratheodory. El ejemplo

siguiente, muestra cuando es posible aplicar la regla de mul

tiplícadores de Euler-Lagrange en la localización de un míni

mo relativo.

EJEMPLO A. Encontrar la mínima distancia entre un punto (x,y)

del círculo x 2 ty
2
 =2 y el punto (w,z) de la recta x+y=4.
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Sa2ve-L.6n: Para encontrar los puntos 271-e minimizan la distancia;

buscamos un mínimo local de

•o(x,w,y,z)= (x-w)2+(y-z)2

sujeta a las dos restricciones de igualdad

2+y2-2=0
11(x,w,y,z)= x

S2(x,w,y, )= w+z-4=0

Sea U=12
4
. Entonces, puesto la función a minimizar S o -

está sujeta a las restricciones de igualdad 4 1 =0 y 02=0, la

solución óptima aEU está caracterizada por las conclusiones

de rá regla de multiplicadores de Caratheodory

(i) Si $=E 3 )140.
i=0 1 1

, entonces )=0 y  

por tanto, la solución óptima aEU se encuentra entre los pun

tos críticos de la función S y que además satisfacen la con

dición

Construimos la función S y derivando tenemos:

q)( x,w,y,z)._ 
Xor-(x-w)2+(y-z)21+Al(x2+y2-2)

+ X2(w+z-4)

=2)1.0(x-w)+2A x = O
Dx

(4.1) 2-1 =-2)to(x-w)+X 2
 = 0

Dw
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11)- = 2X 0 (y-z)+2A l y = O
By

=-2X0(y-z)+X =	 O
D Z 	-

Y

	

(4.2)
	

x
2
+y

2
-2.4

w+z-4	 =0

A. �.0

obsérvese	 que .1= (2x,0,2y,0) y q2= (0,1,0,1) son linelamente

independientes para todo (x,w,y,z)cR 4 , excepto para el punto

(0,0-,0,0)	 el cual no satisface	 las restricciones. Por tanto

las	 condiciones de la regla de multiplicadores de Caratheodo

ry se satisfacen con X. positivo.

Tomando X.=1, construimos el lagrangiano

/(x,w,y,z)= [(x-w)
2
+(y-z)2 1+X 1 (x

2
+y

2
-2)+A 2 (w+x-4)

derivando 1 e igualando a cero las derivadas tenemos:

92	
2(x-w)+2X 1 x	 O

9x

=	 -2(x-w)+ X2	 = O
gw

92	 2(y-x)+2X l y = O
By

9/	
-2(y-z)+ 1 2 =	 O	 y

gz

x
2
+y

2
-2 = O

w+z -4	 = O

RO



resolviendo las ecuaciones (1) - (4) tenemos:

2X1x+X2=0

2X
1
y+X 2

=O

(9) 	 y-z =x-w

De las	 primeras 2 ecuaciones tenemos; X 1 (x-y)=0. Entonces,

X 1 =0 o	 bien x=y. Si A l =0, a fin de que se satisfagan (1)-(4).

x=w y y=z. Sustituyendo en (5) y (6).

w
2
 + z

2
= 2

w + x = 4

de donde 2z
2
-8z+14=0, que no tiene solución real ya que

2-
B-z-4AC<0. Por tanto X

1
40. Si x=y, entonces z=w y de (5) y (6)

tenemos:

y=x=+1,	 w=z=2. Las soluciones (1,2,1,2) y (-1,2,-1,2) satis

facen las ecuaciones (1) - (4) si X 1 =1, X 2 =-2: X1=-3,X2=-6

res p ectivamente. Concluimos que la función So tiene un míni

mo local (de hecho un mínimo absoluto) en (1,2,1,2), corres

pondiente a los puntos (1,1) sobre el círculo y (2,2) sobre

la recta, mientras que 4), no tiene un extremo local en el

punto (-1,2,-1,2), correspondiente a los puntos (-1,-1) so-

bre el círculo y (2,2) sobre la recta, como puede verificar

se al observar la geometría del problema.

Las conclusiones anteriores puede obtenerse analítica-

mente, mediante el test de la segunda derivada p ara la loca
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lización de extremos relativos de una función sujeta a restric

ciones de igualdad.

5.3. LOCALIZACION DE EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FU/CION SUJETA

A RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD. Las condiciones necesa-

rias para que un punto a minimice a una función 0, sujeta a -

desigualdades como restricciones, están caracterizadas por las

conclusiones establecidas en el teorema de John.

Mostraremos el funcionamiento de las condiciones obteni-

das en la regla de multiplicadores de Jochn, mediante un proce

dimiento analítico. Con éste propósito, resolveremos los ejem

píos siguientes:

EJEMPLO B: Determinar el mínimo de la función Mx,y)-tx
2+xy+2y

2
-

7x+12, sujeta a las restricciones de no negatividad x:0, y30.

Puesto que la función t, esta sujeta sólo a restricciones

de no negatividad, la solución óptima al problema del mínimo

está caracterizada por las condiciones necesarias establecidas

en la regla de multiplicadores de John.

Haciendo 0 
1
(x,y) = -x, 1) 2

(x,y)=-y y definiendo la función:

A 04 0 (x, y)+ .X 1 $ 1 ( ,,)+ x242(x,y),

entonces las condiciones para el mínimo están dadas por:

Q1 -



909x =A D (2x+y-7)-X 1	0

9,179y =X D (x+4y)	 -X 2	O

X 0 :0, A 1 :0,	 X2:0

(iii)	 X 1 4) 1 = Alx=°
x2 2 = X

2
y=0

x:0, y:0

A fin	 de que se satisfaga la condición (ii),X 0 =0 o bien

a) Supóngase que X.=0. 	 Entonces,	 sustituyendo X.-0 en las

ecuaciones	 establecidas en	 la condición (i), obtenemos X 1
=0

'

X =O Pero	 esto es imposible, ya que contradice la existen-

cía de X=(a 0 ,X 1 ,X 2 )40. Por	 lo tanto X0>0.

Tomando X o =1 y sustituyendo en (i), obtenemos el siste-

ma de ecuaciones (i)'

(i) I 2x + y - X = 7

x +4y - X 2 = O

Ahora de la condición (iii),	 X 1 =0 o x=0.

b) Supóngase que X
1
=0.	 Entonces, sustituyendo X 1 =0 en (i)',

obtenemos el sistema de ecuaciones

2x + y = 7

(*)	 x +4y = A2,
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eliminando x en el sistema anterior; 7y=2X 2-7. De la condi-
e

ción (ni), X 2=0 o bien y=0. 1) Si X
2
=0, entonces y=-1, x=4.

Sín embargo, aún cuando la solución (4,-1) minimiza a 4), (sin

restricciones), el punto (4,-1) no es factible, puesto que no

satisface la restricción de no negatividad y �.0.

2). Si y=0, X 2 = 7/2 y sustituyendo en (*), x=7/2.

La solución (7/2,0) satisface el sistema de ecuaciones (i)',

sólo cuando X 1 = 0, X 2 = 7/2. Además, se satisfacen las restric-

ciones. Es decir, la solución (7/2,0) satisface las condicío

nes (i)-(iii). Por lo tanto, podemos concluir que el punto -

in
(7/2,0) es un mínimo relativo de la función 00(x,y)=x 2+xy+

2y 2 -7x+12 sujeta a las restricciones 3(0, y)0.

c) Supóngase ahora que x=0. Sustituyendo x=0 en el sistema de

ecuaciones (i) 1 obtenemos el sistema:

o bien	 y=7+211

4y=X24y-X2=0

De la condición (iii), A 2 =0 o bien y=0.

1) SiA 2 =0, entonces y=0, X 1=-7. La solución factible (0,0) sa

tisface el sistema de cuaciones (i)', si A
1
=-7 , X 2 =0 ' Puesto

que X 1 <0, la solución factible (0,0) no satisface la condición

(ii) A.)0(i=0,1,2), por lo tanto (0,0) no es solución óptima.
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2) Si y=0, entonces 7`2 =0, X
1 =-7	 . Por tanto, estamos en el

caso anterior.

Puesto que los casos (a), (b) y (c) agotan todas las po

sibles combinaciones que se p ueden presentar, como puede veri

finarse mediante un diagrama de árbol, concluimos que el punto

(7/2,0) minimiza a 0, sujeta a las restricciones x30, y?.0.

Obsérvese que, como era de esperarse, las condiciones -

del teorema de Karush-Kuhn-Tucker se satisfacen en la solución

óptima a=(7/2,0), con h un vector en el primer o segundo cua-

drarmte de R
2
. Digamos h=(1,1), se tiene que 0 2 (7/2,0)=0 y

01(7/2,0)•h= (0,-1).(1,1)=-1<0.

EJEMPLO C: Determinar el mínimo de $ 0 (x,y)=x
2
-12xy+3y 2 sujeta

a la restriccíon- x+y116.

A fin de determinar el mínimo de 0., hacemos uso de las

condiciones necesarias para la solución óptima establecidas

en la regla de multiplicadores de John. Haciendo 01(x,y)=

x+y-160 y 0(x,y)=X0..(x,y)+291(x,y) tenemos:

94)/9x = X. (2x-12y)+ Ai=0

W9y = X.(-12x+6-57)+X
1
 =0

4'

	

(iii)	 X
1 q) 1

' ÁIYEI

= 1 (x+y-16)=0

x+y‘16
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De la condición (ii), X 0 = 0, o bien X0>0.

a) Supóngase que X0 =0. Entonces, sustituyendo 2 0 =0 en el sis

tema de ecuaciones (i), se tiene X 1 =0. Pero esto contradice

la existencia de -.=.(x„xl)yo, por tanto X0 >0.

Tomando X 0 =1, y sustituyendo en (i) obtenemos el siste-

ma de ecuaciones (í)':

2x - 12y + X1=0

-12x + 6y + X1=0

Ahora bien, de la condición (iii), X 1 =0, o bien x+y=16.

Supongase que A 1 =0. Entonces, sustituyendo en el sistema

(i)', tenemos x=0, y= D . Obsérvese que también se satisface

la restricción x+y-16,u. La solución factible (0,0) satisfa-

ce las condiciones (i)-(iii). Por otra parte, 4)0(0,0)=0.

Supóngase ahora que x+y=16. Entonces x=16-y y sustituyendo

en la condición (i) 1 obtenemos el sistema de ecuaciones;

14y - X 1 = 32

18y + X I = 192

sumando estás dos últimas ecuaciones encontramos aue x=9, y=7,

X
1
=66 5. Es decir, la solución (9,7) satisface las condiciones

(i)-(iii). Por otro lado, 4 c (9,7)=-528 que es menor que q50(0,0)=0.
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Por lo tanto, concluimos que la solución a=(9,7) minimiza la

función (P0(x,y) = x 2 -12xy+3y 2 sujeta a la restricción x+y-1650.

Adicionalmente se tiene que; en la solución óptima a=(9,7),

t 1 (a)=0 y $1(a) • h<0, p ara toda h en la región R={(x,y)EK2/x+y<0,

x4y}. Por lo tanto, las condiciones del teorema de Karush-Kuhn-

Tucker se satisfacen en la solución óptima a=(9,7), y las con-

clusiones de la regla de multiplicadores de John se verifican

con X, positivo, como se mostró en el inciso (a).

EJEMPLO D: Minimizar la función • 0 (x,V) = 4x
2
-6xy+5y

2
+25x-40y suje

ta a las restricciones x+yll,

Haciendo yx,y) = x+y-150, qb 2 (x,y) = -x50 y definiendo la

función $(x,y)=A 0 0 1 (x,y)+X 1 4 1 (x,y) +7t2.2(x,y), las condiciones

necesarias para el mínimo están dadas por:

X,30,X1 ;,0,X 2 30, (i) Dck/Dx=X o (8x-6y+25)+X 1 -X2 =0

90/Dy=X0(-6x+10y-40)+X1
(iii) A14)1 = X1(x+y-1)=0

X202 = X2X	 =0

x+y-110, x›..°

De la condición (ii), tenemos X 0 =0 o bien Xo>0.

	

El SASZR	 AltS Hl
UARA	 GwlivoEi

131PITTGA
DEPAR T . r..P r.iIre DF

	

P4117	 :-/Gitl

a) Supóngase que X o =0. Entonces, sustituyendo X 0 =0 en la con-

dición (i), se obtiene X
1
=X

2
=0. Pero esto contradice la exis-

tencia de X = (X.,X1,A2)40, por lo tanto Xo>0.
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Tomando A 0 = 1 y sustituyendo en el sistema de ecuaciones

(i), obtenemos el sistema;

8x - 6y + X
1
-1

2
 = - 25

(í)?
-6x +10y + A l	= 40

La condición (iii) asegura que A 1 =0, o bien x+y=1.

a) Supóngase que A
1 
=O. Entonces, sustituyendo en ) ' tenemos:   

(*)	 8x - 6y - A	 = - 25

-6x +10y	 =,40

De la condición (iii), 
X2=0' 

o bien x=0.
z")

Si A 2 =0, entonces sustituyendo en el sistema anterior,

y resolviendo, obtenemos la solución x=-5/22, y=85/22, Pero

el punto (-5/22,85/22) no satisface las restricciones. Por

lo tanto (-5/22,85/22) no es solución factible.

Si x=0, entonces sustituyendo x=0 en el sistema (*), ob

tenemos:

6y = 25 - X2

lOy = 40.

Resolviendo el sistema anterior: Y = 4, A 2 =1. Sin embargo, la

solución (0,4»no satisface la restricción x+y-10. Por lo

	

tanto (0,4) no es una solución	 factible.
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b) Suptingase ahora que x+y=1.	 Entonces x=1-y y sustituyendo

en las ecuaciones (1_1' obtenemos el sistema:

-14y + A l - A 2 = - 33

4y + A l	= 14

De la condición (iii), A 2 = 0, o bien x=0.

Si A
2
=0. entonces sustituyendo en (**),

-14y + A l = - 33

4y + A l = 14

Relolviendo el sistema anterior; y=47/18 x=-29/18, A1=32/9.

La solución x=-29/18, y=47/18 no es factible, ya que no satis

face la restricción x30.

Si x=0,	 entonces y=1. La solución a=(0,1) satisface las

ecuaciones	 (i)' si A 1
 =30

'
 A2 =49. Además satisface las restric

ciones x+ya, x30.

Por lo tanto, concluimos que el punto (0,1) minimiza la

función (P o ( , y)= 4x
2
-6xy+5y

2
+25x-40y sujeta a las restriccio

nes x+yCl,

Nótese qu.e 5 1 (0,1)=0, 1) 2 (0,1)=0 y qq(0,1)=(1,1),I)2(0,1)=

(-1,0). Además, cualquier vector h en la región

, 	,
R={(x,y)ER2/x+y<0, x>0} satisface 

1q)'(a) . h<0 y 2q)l(a).h<0. Es



decir, existe heR
2
 tal que Si(a)-h¿ty Si(a)=0 (i=1,2), Por

tanto las condiciones del teorema de Karush-Kuhn-Tucker se

satisfacen en la solución óptima a=(0,1), y las conclusiones

del teorema de John se satisfacen con 	 X. posítivó, como se ob

tuvo en la conclusión del inciso (a).

EJEMPLO E: Determinar el mínimo de la función (1).(x,y ) = 5x2+4xy+

2y
2
-24x-12y+29 sujeta a las restricciones x-237‘0, x

2
+4x+2“0.

Haciendo 0 1 (x,Y) =x-2y10	 2 2, (P 2 (x,y)= x+y+4x+237 .�.0, y defi-

niendo la función 0(x,P) = X .4). +X 1 q) 1
 +X2 2' las condiciones ne-

ces£Has para el mínimo están dadas por:

B./9x	 X.(10x+4y-24)+Xl+X2(2x+4)=0

ad'/ay	 X0(4x+4y-12)-2X1+X2(2y+2)=0

X.)0,X1 �.0,X2 �.0

Xi g)1 	X/(x-27)=0

A2 (P2	 A2(X
2 
+y

2
 +4x+2y)=0

x-2y‘0, x 2 +y
2
 +4x+2y.0

Ahora bien, de la condición (ii), X 0 =0, o bien Xo>0.

a) Supóngase que X.=0. Entonces, sustituyendo X.=0 en las ecua

ciones (i), obtenemos 	 el sistema:
Y

(*)	 Al + 2X 2 x + 4X 2 =0

A l 	 A 2Y + A 2 =0
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P' 1s 19

De la condición (ííi), A 1 = 0, (271Dien x=2y,

1) Sí X 1 =0, entonces-sustituyendo en el sistema (*) obtenemos

X 2
(x-y+1)=0. Esta última identidad se satisface si X =0 ' o -2 

bien x-y+1=0. Supongamos por el momento que X 2 #0 y que

x-y+1=0. Entonces de la condición (ni) x 2
+y

2
+4x+2y=0 y y=x+1.

Resolviendo estas últimas dos ecuaciones se tiene; x=-0.42,

y=0.58; x=-3.58, y=2.58. Sustituyendo estos valores en el sis

tema (8), con X 1 =0, en cualesquiera de	 los casos sólo se satis

face cuando 2 =0. Por tanto, el supuesto A 1 =0, nos conduce a

X
2
=O. De donde X 0 =0 implica A 1 = X 2 = 0.	 Pero esto contradice

la existencia de un X=(X.,X1,X2)#0.

2 ) Si x=2y, entonces sustituyendo en el sistema (*), obtene-

mos:

(**) X 1 + 4X 2 y + 4X2 = O

- X l + A 2 y + 2 = °

sumando las dos ecuaciones anteriores:

5X
2
 (y+1) = O.

La identidad anterior se verifica solamente si
2=0, 

o bien

y=-1. Si X 2 =0. entonces el sistema de ecuaciones (*) se satis

face cuando X 1=0. Por tanto el supuesto A 2 =0 nos conduce a

X i =0, y por tanto tenemos Çue "Xo=0 	 'h--X2=0, es -una imposibi-

lidad.
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entonces	 x=-2,	 y=-1 y de la condicion (111), x 2 
+y

2

Sustituyendo y=-1, x=t 2, observamos que: la ecuación no se

satisface. Por	 lo tanto, A 2
=0. Pero este es el caso anterior.

Puesto que en cada uno de los casos el supuesto X 0 =0 nos

conduce a que X 1 -X 2 = 0,	 lo cual es una imposibilidad ya que con

tradice la existencia de un A=(71.,A1,A2)P). concluimos que

Ac>0.

Tomando A.=1 y sustituyendo en la condición (í), obtene

mos el sistema de ecuaciones

(i) '	 10x + 4y + A l + A 2 (2x+4)= 24

2x + 2y - A l + A 2 ( y+1)= 6

De la condición	 A1=0, o bien x=2y.

b) Supóngase que A l = 0.	 Sustituyendo X 1 =0 en la condición (i)1

obtenemos	 el sistema de ecuaciones

(**) _	 10x + 4y + 2A 7 x + 4X 2 = 24

2x + 2y + X2y + X 2 = 6

De la condición	 (iii),	 X 2 =0, o bien x
2
+y

2
+4x+4y=0.

1) Si A2 =0, sustituyendo en el sistema anterior

5x + 2y = 12

2x + 2y = 6
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Multiplicando por (-1) la segunda y sumando a la primera:

x=2, y=1. Sin embargó, aún cuando el punto (2,1) es un mínimo

absoluto de la función	 sin restricciones (ya que X 1 =0, X2=0),

la solución (2,1) no es factible puesto que no satisface la

,
restricción x 2 +y

2
 +4x+2y10.

2). Sí x
2
+y

2
+4x+2y=0, multi p licando por (-2) la segunda ecua-

ción del sistema (**) y dividiendo entre (2) la primera, y su

mando obtenemos (x-2y)(1+X2)=0. Pero esta identidad sólo se sa

tisface cuando x=2y, puesto que X
2
	Sustituyendo x=2y en la

identidad (2), 5y
2
+10y=0.	 Resolviendo tenemos las soluciones:

x=-4, y=-2, y x=0, y=0. La solución (-4,-2) no obstante ser

factible, de hecho es el punto donde la función q),„alcanza su

máximo restríngído, no es una solución óptima. Esto es debido

a q ue la solución (-4,-2)satisface el sistema (**) solamente

cuando A=-18<0, contrario a lo establecido en la condición -

(ii) (A 2 )0).

La solución (0,0) satisface las restricciones, y el sis

tema * * ) con X
2
=6>0. Es decir, la solución (0,0) satisface

las condiciones (i)'-(iii). Por lo tanto a=(0,0) minimiza a

la función 1, 0(x,y) = 5x 2+4xy+2y 2 -24x-23y+29 sujeta a las res-

tricciones x-2y5O y x
2
+y

2
+4x+25750.
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c) El supuesto x=2y nos conduce nece.earíamente a que Al=0.

pero este es el caso analizado en el inciso anterior.

Adicionalmente tenemos, como era de esperarse, que las

funciones 01 9 42 se anulan en el óptimo a=(0,0) y que q)1(a)•h<O,

4)(a) • h<0para todo h en la región R=((x,y)sE 2 /2x+y<0 y x-2y>0}.

Por lo tanto, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se satis-

facen en la solución óptima a=(0,0) y las conclusiones de la

regla de multiplicadores de John se satisfacen con A. Imasíti

vo, como se obtuvo en la conclusión del incícso (a).

Si bien las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker caracteri

zan una solución, no es fácil deducir de las mismas donde se

encuentra dicha solución. Es decir, las condiciones de Karuh-

Kuhn-Tucker son en la práctica de escasa utilidad para hallar

una solución no obstante caracterizarla.

Como se dijo; las condiciones de Warush-Kuhn-Tucker ca

racterizan una solución, pero no proporcionan un método cons

tructivo para poder obtenerla.

5.4. LOCALIZACION DE EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION SUJETA

A RESTRICCIONES DE IGUALDAD Y DESIGUALDAD. Las condicio-

nes necesarias-para que un punto a minimice a una función $0

sujeta a restricciones de igualdad y desigualdad, están carac

terizadas por las conclusiones establecidas en el teorema de
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Caratheodory-John.

Mostraremos, mediante	 algunos ejemplos, el funcionamien

to de dichas condiciones y proporcionamos un método construc

tivo que permite eventualmente hallar la solución ó p tima al

problema del mínimo, al menos para funciones de un número fe

ducido de variables y restricciones.

EJEMPLO F: minimizar la función S o (x,y)= x 2+y 2 -8x-4y+15 sujeta

a las restricciones 2x+y=5 y x30.

Haciendo $
1 (x,y) =-0,	 4)

2
(x,y)= 2x+y-5=0, las condicío-

nes necesarias para la solución óptima al problema:

Minimizar	 (x,y)= x
2
+y

2
-8x-4y+15

sujeta a 01(x,y) = -xCO

1) 2( X ,Y) = 2x+y-5 = O

están dadas por las condiciones de Caratheodory-John. La fun

ción 4) para este problema es:

S(x, y ) = A c (x 2 +y 2 -8x-4y+15)-X 1 x +X
2
(2x+y-5)

y las condiciones de Caratheodory-John:

(1)	 D4)/Dx= X.(2x-8)-X 1 	+ 2X 2 = 0

a4/ay= A o (2y-4)	 + X
2 

= O
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(ií)

(ííí)	 A14)1=	 X1x=0

2x+y=5, x30

Ahora bien, de	 la condición ( ii), A.=0 o A.>0.

a) Supóngase que X,=0.	 Entonces sustituyendo en la condición

(i) A 0 =0, obtenemos	 el sistema

-X
1
 + 2X 2 = O

A
2
 = 0

Por'lo tanto,	 el supuesto A.=0 nos conduce a que X 1
=X

2
= O.

Pero esto es imposible, ya que contradice la existencia de

un X = (X0,A1, A-2)P0.	 Concluimos que A.>0.

Tomando X o =1 y sustituyendo en la condición (i), obtene

mos el sistema de ecuaciones (i)':

(i)' 2x - X 1 +2 X2
=8

2y	 + X
2
=4

De la condición (iii), X 1 = 0, o bien x=0.

b) SupIngase que X 1 =0.	 Sustituyendo en (n'A 1 =O '

2x + 2 X
2
 = 8

2y +	 A
2
 = 4

tenemos:



Multiplicando por (-2) la sepiWda ecuación y sumando a

la primera, obtenemos x=2y. Sustituyendo el valor de x en la

restricción 2x+y=5, obtenemos la solución x=2, y=1. Nótese

que la solución (2,1) satisface las restricciones y la condí

ción (i) con X 1 =0 y X2=2,

•

Puesto que la solución (2,1) satisface las condiciones  

de Caratheodory-John, concluimos que el punto (2,1) es una so

lución óptima al problema:

Minimizar q).(x,y)= x2+y2-8x-4y+15

sujeto a $ 1 (x,y)=-x 10

$2(x,P) = 2x+y-5=0

EJEMPLO G: Minimizar la función Ootx,y,z) = x
2
+4y

2
+z

2
-4xy-6z suje	 -

ta a las restricciones x+y+z �.15 y x+y+2z=18.

Haciendo 4 1 (x,y,z)= 15-x-y-z10, $ 2 (x,y,z) = x+y+2z-18=0.

La función (I) para este problema es:

sh(x,y,z)= X o (x
2
-4xy+4y

2
+z

2
-6-2)+A (15-x-y-z)

1

+X 2
(x+y+2z-18).

y las condiciones de Caratheodory-John:
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-,-
90/Dx= X.(2x-4y)- A l + X 2	 o

30/9y= f0(-4x+8y)-A 1 + X 2	O

30/Bz= X.(2z-6) - A 1 +2X 2	O

X0 �.0,

	

(iii)	
A1 0 1

 = A
1
 (15-x-y-z)= O

x+y+z.›..0

x+y+2z=18

De la condición (ii), X 0 =0, o bien	 Xo>0.

a) Sup óngase que X 0 = 0, Entonces, sustituyendo A ° =0 en la

	

condición (í), obtenemos	 el sistema de ecuaciones:

- 1 1 +a 2 = o

- A l+ A2 = O

-X1+2A2 = O,

cuya solución es X l = )12 = O. Pero esto es imposible ya que

X= (A0, A 1, X2)# 0 . Por tanto concluimos que A.>0.

Tomando A 0 =1, y sustituyendo en la condición (i), obte

nemos el sistema (i)':

2x - 4y	 +A
1
 + A 2 

= O

(i)' -4x + 8y	 - A
1 

+ A2 
= O

2z	 -A +2A
2
 = 6

1
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De la condición (iii), X 1 = 0, ó- bien x+y+z=15.

b) Si A 1=0, entonces sustituyendo en (i) / se obtiene	 el sis

tema de ecuaciones:

2x - 4y	 +
2
 = O

- 4x + 8y	 + A
2 

= O

2z +2A
2
 = 6

Dividiendo entre (-2) la tercera, y sumando a las dos	 restan

tes:

2x - 4y - z = - 3

-4x + 8y - z = - 3

Haciendo simultáneas estas dos últimas ecuaciones con la res ;

tricción x+y+2z=18;

5x - 7y = 12

-7x +17y =	 12,

cuya solución es: x=8, y=4. Sustituyendo estos valores en	 la

restricción z=3. La solución (8,4,3) satisface las condicio-

nes (i)' con A l=0, A 2 =0.	 Además satisface las restricciones.

Es decir, el punto (8,4,3) satisface las condiciones de Cara

theodory-John. Por lo tanto concluimos que el punto (8,4,3)

minimiza la función 1q5 o sujeta a las restricciones go 	 y	 -

q)1 =0. El mismo resultado	 se obtiene suponiendo que z+y+z=15.
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EJEMPLO H: Determinar el mínimo de la Ttnción:

15 0(x,Y, z ) = 5x
2
 +10y

2
 +z

2
 -4xy--2xz-36y

sujeta 41(x,y,z)-- -17x+10y-z-12:5:0

02(x,y,z) = -x+2y+z-6=0

La función $ p ara este problema es:

1)(x,y,z)= A,(5x 2 4. 10y 2 +z 2_
 4xy-2xz-36y)+

Xl(-17x+10y-z-12)+A2(-x+2y+z-6)

Las condiciones de Caratheodoy-John:

a4/Dx = A„(10x-4y-2z)-17 X I - X
2
 = O

DODY= A0(-4x+2 0y-3 6 )+1 0 X 1 +2X2
 = O

Waz=X,(-2x+2z)- X 1 + X
2 

= O

Ao30,	 A130.

	

(iii)	 A1(-17x+10y-z-12)=0

-17+10y-z;12

-x+2y+z = 6

Ahora bien, da la condición lin, A0 =0 , o bien X„>0.  

a) Sup óngase que X 0 =0. Entonces, sustituyendo X, =0 en la con

dición uno, tenemos el sistema de ecuaciones:

-17 X
1

+ X
2

= O

10 A l +2X
2

= 0

- A
l

+ X
2

= O
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cuya solución es: X 1
=X 2 =
	 O. Pero esto contradice la existen

cia de X = (X., A /,	 X2)$0, lo	 cual	 es imposible. Por tanto X.>0.

Tomando X, =1 y sustituyendo en la condición (i), obte-

nemos la condición (i)7:

10x - 4y - 2z - 17X 1 -a2 = O

	

(i)' -4x	 + 20y	 + 10X 1
 +2X

2
 = 36

	

-2x	 + 2z	 -X1 + X
2
 = O

	

De la condición (ni),	 X 1 =0, o bien -17x+10y-z=12.

b) Supóngase que X
1
=O. Sustituyendo en el sistema de ecuacío

nes (i)', obtenemos el sistema:

10x - 4y + 2z - X
2
 = O

(*)	 -4x	 +20y	 +2A
2
 = 36

-2x	 + 2z + A
2
 = O

	

Eliminando X
2
 del sistema	 (*), obtenemos:

8x + 6y - 2z = 18

8x - 4y	 = O o bien y=2x

Además se, debe satisfacer la restricción de igualdad

-x+2y+z=6. Sustituyendo y=27: en esta última ecuación: z=6-3x.

Sustituyendo y y z	 en la primera ecuación: x=15/13, y=30/13

z=33/13.
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La solución x=15/13, y=30/13, z=33/13 satisface el sis

tema de ecuaciones ("9 ) si A 2 =-36. Además satisface la res-

tricción -17x+10y-z-12150. Es decir, el punto (15/13, 30/13,

33/13) satisface las condiciones de Caratheodory-John. Por lo

tanto, concluimos que este es un mínimo relativo de la función

4), sujeta a las restricciones 0 1 ;0y (1)2=0.

c) Supóngase ahora que -17x+10y-z=12. Eliminando XI,X2 del

sistema de ecuaciones (i) 1 , obtenemos la ecuación:

4x + 13y - 3z = 27

Además se deben satisfacer las restricciones:

-17x + lOy - z= 12

-x + 2y + z= 6.

Combinando estas dos últimas ecuaciones con la anterior,

obtenemos el sistema:

4x + 13y - 3z = 27

17x+ lOy - z = 12

x+ 2y + z = 6.

Eliminando z del sistema anterior:

x + 19y = 45   

-3x + 2y = 3



Multiplicando por (3) la primera y sumando la segunda:

Y=138/59, X=33/59, Zá111/59.

La solución (0.56, 2.34, 1.88) satisface las ecuaciones

(i)' sí X 1
=-0.27, X 2 =-2.91. Pero X 1 =

-0.27c0 no satisface la

condición (íí)'. Por lo tanto, concluimos que el punto

(0.56, 2.34, 1.88) no es un mínimo relativo de la función

0. sujeta a las restricciones 0 1 10 y 02=0.

Obsérvese que en la solución óptima a=(15/13,30/13,33/13)

la derivada de la restricción de igualdad 0(a)#0. Por lo tan

to, cualquier vector h ortogonal a la derivada (q(a) satísfa

ce 02(a) • h=0. Es decir, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

se satisfacen en la solución ó p tima. De donde, las conclusiones

de la regla de multiplicadores de Carateheodory-John se satis

facen con X. positivo, como se obtuvo en la conclusión del in-

ciso (a).

5.5. LOCALIZACION DE EXTREMOS DE UNA FUNCION CONEXA SUJETA A

DESIGUALDADES COMO RESTRICCIONES. Cuando la función a mi

nimizar y las restricciones son funciones convexas, el mínimo

es un mínimo global y está caracterizado por las condiciones

establecidas en la Regla de Multiplicadores Convexa. Sin embar

go, estas condiciones no proporcionan un método constructivo

para obtener la solución óptima, no obstante caracterizarla.



Si además de la hipótesis de convexidad se añade la hipó

tesis de diferenciabllidad, entonces el mínimo (global) se ob

tiene procediendo como en el caso de la regla de multiplicado

res de John.
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