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INTRODUCCION

4]
in

os modelos Linsales en Biologia introducen una de las classs ds

-

model os matemdticos gue tienen prokbada su utilidad en muchas

[f

arsas de la Biclogia v la Medicina.

Aungue una de las desventajaz es que estos modelos tienden a ser

zimplistas, es decir, las hipdtesis ¥ suposicilanes sabre las
cuales estin baszszdos no son muy rigurosas, ni se necesitan

herramientas matemiticas muy elaboradas. Perc existen, sin sembarge
algunocs modslos gue son altaments ﬁtileé ¥ gue compensan sste
problema. Los modelos no-linesles en general son mas complejos b
por eszto requieren herramientas malem&ticas mas sofisticadas.
E;%sten ventajas reales de estos modelos biolégiccs sobre los
modelos usadeos en cotras areas de la clencia. En el caso de Fisica
< Inggnierfias los modelos son construidos a partir de suposiciones
apovadas en principics bien definidos © leyes gque noc siempre
simplifican &1 problema.

En los modelos bicldgicos existen pocas "leves” para guiarnos vy
poseendcs conocimientos muy limitados acerca de el sistema gue se
estudia. En realidad loz puntos del modelo podrian ser .para
descubrir hipédtesis =n relacidn a los mecanismos ¥y cambios gque nos
ileven a predicciones conzistentes con el comportamiento wa
conocido.

Ern la construccidn de sstos modelos existe una gran libertad en la

[11
(L]

saleceidn de las suposicionss  con laz  gus se  rigen 1
investigaciones v e3 precisamente esta libertad lo gue hacte a 1os

modelos bicldgicos tan dtiles wya que el investigador pusde
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facilmente alternar estas suposiclionss 3 zxzlorar

FPor sjempleo =21 modelo Maltusianoe discreto, gue estid definido por

Este modelo. nos dice gue a partir de cierta cantidad inicial de
individuos en una poblacidn, £sta crece a wuna razdon k constants
por unidad de tiempo, es decir. gque a medida que pasa el tiempo.
la poblacidn crecerd indefinidamente como progreszidn geoméirica.
Come s menclond anteriermente, la deswventaja de este tipo de

modelos es su simplicidad, ya gue ez obvio gque ninguna poblacidn

- -\)

se comporta de la manera descrita por éste modelo, esto es, gue
para gque sea de utilidad en una investigacion s¢ tendrian qgue
tomar en cuenta una serie de condiciones gue solo se cumplirian =n
un medio ambiente ideal para cualguier poblacidén, comc por =jemploe
las siguientes:

L.~ Un medico ilimitado para la poblacidn,

2. - Con recursos homogensamente distribuidos,

2. - Cue la poblacidn sea honogénea.,
4. - Que no esté afectada por perturbaciones externas,
S.- Alslada de interacciones con otras especies,
G, - Generzcionses separadas,
stc.
Zin  embarge., =i gquitamcos o ponemos hipdtesis, digamos, gue
sliminaramcs la (%) v O(8), o sea. gue la poblacidn =i esté

4
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transformara. =sn un Modeleo gus consider

i

dos  poblacionesz. s

!

il

decir, =n un modelo de Depredador-Presa, un cazo particular de
este tipo de modelos seria el siguiente ziztema, gque estudl

Volterra C192130:

% = Flx,vD
¥yo= G,y

dondes cada una de lazm ecuacicnes rige el comportamiento de las
poblacicones (de depredadores y de presas), de tal manera gue una
depende de la otra vy viceversa.

Ahocra bien, con respecto a la condicidén (22, es muy dificil gue al
sstudiar una poblacidén lo hagames de una manera homogénea. o=
decir, tomando a la poblacidn como un todo sin hacer diferencias
entre sus slementos, y¥a gue aungue la poblacidn total tiens
pariAmetros globales como son el crecimiento, la nmeortandad, la
reproduccidn, etc., la contribucidn gue hacen los individucs ==
diferencial por grupo o por =stadic. Es por esto gque. antes gue
rada se hace un andlisis de los diferentes comportamientos gque
sxisten dentro de la poblacidn gque se este investigando v en base

te anadlisis, se determina una estructuracidn o clasificacidén

1]

a e
adecuada para el estudieo de dicha poblacidn.

En la investigacidn de la Dinadmica de poblaciones., < en el
Andlisis Demogrifico., existen diverszas maneras de estructurar una
poblacién, va que no todas las poblacicnes se sestructuran de la
misma forms, =5 decir, £sta clasificacidn interna depsnde dsl ﬂipo

de poblacidn gus tengamos ¥ mas aun. ss pusden hacer distintos

de una misma poblacidn. por ejemple,

i

tipos de estructuracione

58



si estamos trabajiando con una poblacidn humana la  podemcs
dividir en clases o intervalos de edad, donde la longitud o
duracisn del intervale o clase de sdad sersd de acuerde z la
conveniencl a el investigador. GCeneralmente ern pobl 2ciones
humanas se foma coms cinco afios la unldad de tiempo adecuada.

En cambio si estamos trabajande con una peoblacidn de plantas, una
.clasit‘icacién por edades no es muy adecuada debido a la dificultad
gque presentan algunas plantas para la determinacidén de su edad, v
en muchos casos osto es imposible de hacerse. Una clasificacidén
que salwvariaz este tipo de problemas seria =1 estructurar una
poblacidn de plantas por tallas, o bien por el diametre de su
talde.

For otro lado, =i la poblacidn es de insectos, ninguna de las
gstructuraciones antericres son convénientss, va dJqus =2 dificil
determinar la edad de cualguier ftipo de insecto, tampoco se
podrian clasificar por tallas va gue muchos insectos no sigusn un
patréan de crecimiento continuc. Entonces para eszte tipo de
poblaciones unaz estructuracidn Gtil seria el hacerla por “estadios
figioldgices" de la poblacidn, =3 decir, clasificarleos tomando en
cuenta laz etapas por las gus pasa =l insecto en su ciclo de wida
Chusves, larwas, pupas, stc.3.

En las dosz Ultimas poblaciones (plantas = insectosd las clases en
las cuales son divididas, no necesariamente duran la mizma unidad

de tiempo, por lo tanto los modelos con loz cuales se estudian

fu

=23tas poblacicnes son diferentes al modelo con 2l cual =2 trabal

]
-
.3

una poblacidn humana © una pobiacidn arnimal e general,. esto no
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guiere decir gue ellos (los modelosl s=an jigual
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gide la estructuracidn ez diferente.
Debicde a2 ests tipo de clasificaciones los modeloz lineales para
poblaciones estructuradas han tenide una participacidn primordial

n 2! desarrolle de la Dindmica de peblacicones, de zhl que ss

i

considers la importancia que tieng sl estudic de dichos modelos,
ademas de la gran ayuda gue aportan en la investigacion ¥ solucidn
de problemas relacionédos con e@ste tipo de poblaciones.

Este trabajo trataréd de discutir vy analizar un importante problema
que presentan las poblacicones estructuradas con determinads razdn
de crecimientc, como lo ez el Ardlisis de Sensibilidad,

En@la primera parte se discutirad sobre los nwdeios matriciales
linsales e invariantes en el tiempo, sus caracteristicas v
propiedades.

En el capitule II, analizaremos las férmulas para el Analisiszs de
Sensibilidad desarrcolladas por Lloyd Demetrius v las desarrolladas
por Hal Caswell v Patricia Werner.

En 21 capitule III, se mestrard Jla eguivalencia de ambas
formulaciones v se tocaria brevemente el conceplo de Elasticidad.

For dltime en el capituleo IV, =se expondran algunos ejemplos

particulares.

~



CAPITULO I

MODEL S DHE F@E&&(ﬂ@mﬁﬁ ESTRUCTURADL S

Los modelos de la matriz de proveccidén fueron introducidos per

Bernardelli {19413, Lewis {18421 v especlialmente por Leslie (1943,

18482, Escs model os fusron estructurados por edades Y
subgsecuentemente adoptados W utilizados ampliamentes en la
Demografia humana v son ahora una herramienta basica en este
CaMpo,

Estoz modeloz matriciales fueron extendides a otrosz tipos de
ciclos de wida Cplantas = insectos) por Lefkovitech 138853
&esarrollados por warios investigadores, entre ellos Caswell
C1a78, 1280, 1982, 18983, 19850.

En éste capituleo se hard un breve resumen del desarrcllio vy
anzlisis de esos modelos.

Una matriz de proyeccidn es construida a partir de un cicleo de=
vida en base a2 lo dque se llama la Grafica del ciclo de vwida.

En su forma simple la grafica del cicle de vida ez una grafica
dirigida, los nodos r&Ct) Ci=t,2,...,k) los rcusles denctan el
rdmero de individuos gue estin en el i—£simo periods de el cicloe
de vida de la poblacién. Las flechas indican lazs centribucicones o

transicionez guse se hacen loz periocodos entre =i, en unas

1]

posipble

1]

unidad de tiempo.
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De estza mansra graficaremos un ciglo des Vi

de tiempo determinada para la proveccidén de la poblacidn,

El coeficiente de la flecha gus wva d® rﬂtt) a2 nltd. nos
proporciona el porcentaje con el gue contribuve la clase j a la

clase i, en una unidad de tiempo.
El modelo de la matriz de preveccién ceorrespohdiente a la gréafica

del ciclo de vida es

nCit+1d = ACL> nlid C1.13

donde nCt) el un k-vector cuyas entradas son los ndt> y A es una

matriz de kxk con entradas o (i) que son los coeficientes de las
%

flechas de rHCtB a rnCtJ.
N :

Las transiciones a (t> dependen de la unidad de tiempc gque se
ij

tome para la proyeccidén de la poblacién, Si la unidad de tiempo es

bastante larga, cada unc de los periocdes © clases pusden

contribuir a varics pericdes v en ocaciones <¢adz clase contribuye

a todas las demas restantes, en este casc 12 matriz de proysccién

A =2z totalmente positiva.

En cambie =i la unidad de tiempo es corta, 2aldgunas transiciones

pueden no ccurrir, ademis al pasar el tiempoe s& van obteniends

aportacicnes de las clases en =i mismas Y c<on =3to, surgen

elementos en la diagonal de la matriz Al

De agui se desprende que gran parte del problema para el

investigador es el escoger una unidad de tiempo adscuada, asi Como

tamhi¢n 2l escoger el conjunte de pericdos con los gques  se

describira el cicle de vida.
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For ejemplo: La
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simples para cicleos de vida.

2).— Un ciclo de vida estructurado por edades,
BY.— Un ciclo de vida estructurado de manera simple por tallas,
cl).— Un cicle de wvida hipotétice gque incluyve reproduccidn ssxual v

wvegetativa.

[

Las matrices gue se obtisnen de las grificas anteriores son las

siguientes:

F F F F ]
1 z 3 4
s G O O -
1 Cad
9] = O o
2
0 Q = O




[ = F F F 'I
i 2 3 4
e s O O :
1 z CkD
] ) = ]
“ Tz 3
O s S s
L 3 3
[ O 0 O Fo
s 0 s Q g
s 0 o F o Ced
a 2
Q S = G 0
2 4
| O O 0 s o ]
=

La dindmica resultante de (C1.1) depende de la naturaleza de los
coeficientes de A. En el caso simple, 2stos son constantes ¥y (1.1
es,.un sistema lineal de ecuaciones en difersncias con coeficientes
constantes. Si los coeficientes son funcicones de las entradas en
nf{t), el sistema de ecuéciones 1.1 no es lineal. Esto puseds
resultar de la dependencia de la densidad, en la cual A{t) dspende
de la abundancia absoluta de los diferentes pericdez o de la
dependencia de la frecuencia, en la cual ACL) depende solamente de
los valores relativos de ni'C 3. La dependencia de la frecusncia es
importante en los modelos para dos sexes, @n los cuzles los
valores reproductivos dependen de la abundancia relativa de machos
v hembras en periocodos apropiados, (Cazwell v Weeks 1886D.

En este trabajo nos concentraremos scbre €l anilisis del modelo de
proyveccidn lineal & invariante en el tiempo, més concretaments en
el MODELO DE LEZLIE., Este modele resulta de estructurar . una
poblacidn mediante clases de edad, donde cada class de edad tendra

la misma duracidn y escogemss ademéds la unidad de tiempo con la



gque =2 harin las proyecciones de Lzl manera gus ses igual 2= la
lengitud del intervalo de cada clase dg sdad, en este modelo (1.12
toma la forma:

nCL+13 = A ndtd 1.22

donde &l k-vector n{it) especifica la estructura de la poblacidn v
los r%CtJ son @1 ndmerce de individucs en la clase C,L repressntada
por el intesrvale (oi, oli+l22, al tiempoe ¢, donde la unidad de
tiempo &5 la longitud de clase oo v 1la matriz de proyeccidn A ez de

la forma:

r Fi Fz Fs Fk~1 I:‘]-:
5, &) o 8] s
2 0 S, O O o}
A = o 5 - o o 1.3
3
O o o ... = o
- k—f. =

conoeida come la matriz de Leslie, donde los F son =1 porcentzje
1

de hijos por hembra de la clase CL que sobreviven a la class C,1
1+

2n unha unidad de tiempoe v los & son la probabilidad de sobrevivir
1

de la olase € a2 la clase C‘; an una unidad de tiempo. De lo
v L+

anterior fLtenemos que los F 20 y loz 045 =21. La grafica del ciclo
1

de vida de este modelo, en gensral es:

——— —— -

La solucidn gensral de (1.2) puede s=r escrita en términos de los

1z




valores propios A vy los veclores proplos asociades VL de A de la
L

siguiente mansra:

k
nt) = £ o v A 1,45

donde las constantes ¢ son determinadas por las condiciones
i
iniciales nlGD.
Otra solucidn también es:
nCtd = A" nC(OD 1.5

Un modelo de matriz de proyeccidn, se dice Ergddico. si su
comportamiento a largo plazo, es independiente de las condiciones

iniciales. Una condicidn suficiente para la ergedicidad, es 1la

2!

gexistencia de un wvalor propio positive dominante A vy la de un
wector propio positive v ascociade a2 £1. En la ausencia de este
valor propic dominante, la convergencia de la poblacidn no puede
ser garantizada.

El teorema de Perron-Frobenius nos asegura la existencia de este

valor propio dominante.

TECREMA (1.1): (Ferron—frobsnius)

Una matriz irreducible, primitiva ¥ no negativa A, tiene un wvalor
propio positive A de multiplicidad uno, =1 cual no es excedidoe por
2l mddulo de cualgquier otro wvalor propleo de A, El vector propio
carrespondiente a A pusede ser Lomado positivo, ¥ no sxistirian dos

vectores proplios linsalmente independisntes ascociados a Al

Las propiedades ergodicas, por el tsorema antericr, se bazan en la



irreducibilidad v primitividad de A, Estas condiciones =on
fadcilmente definidas en términos de la grafica del cicle de vida,

coms Sigus:

Definicidn (1.13.~ Una matriz es Irreducible =i su grafica d=l
cicle de wida esta fuertemente conexa, €3 decir, =i existe una

trayectoria directa entre cualesquier dos noedos.

Definicidn (1.2).- Una matriz irreducible es Primitiva =i el
maximo comtn divisor de las lengitudes de los cicloeog en la gréafica

del cicleo de wvida es uno.

Esﬂfécil ver a partir de su grafica gue las matrices de Leslie
‘

cumplen con la definicidn €1.12, sin embargeo, mostrar gque cumplsn

con la definicidn (1.2 no es tan directo.

TECREMA (1.2)3 La matriz de proyveccidn de Leslie A es primitiva =i

¥y solo si el maxime comdn divisor de los subscriptos | de un
c, positivo ez unco. : ’
]

Demostracidn: Considerande la grafica GCAY, claramente >0 si vy
o

solo si existe un ciclo simple de longitud §. =

En base a esteos resultados y al teorema de Perron-Frobenius

<

podemos afirmar gue en la mayoria de las matrices de proyveccidén
=n particular las matrices de Leslis cumplen con la propiedad de
ergodi i dad.

Ahora bien, si en las matrices de Leszlie es clara la propisdad

14




, &0 las matrices de Lefkovitch ez mads clara adan debidc

g
{
fui

ergodic
gque =1 la unidad de tiempe empleada &3 mayor que cada unco de los
paricdos del ciclo de vida que s estudie, entonces estos periodos

~aran aportaciones en si omismos y la primitividad de la matriz

th
o

mas evidente.

i
It

En =l siguiente teorema se cobserva de manera general, la propi=dad

ergddica de las matrices de proyeccldn.

TECOREMA (1.3): Sea A una matriz de proyeccidn primitiva con wvalor
prople dominante A v =u vector propioc asociade v, Entonces

iim AVt = Z
L =00 b

3
exi%l.e, donde 2 e= una matriz cuyas columnas son mdltiplos

positivos de v,

. A . t
Demostracidn: Supongamos gque A e8 primitiva ¥y definimos Z=viur,

donde utA:?\ut v <u,v>=1l, donde A ez el valor propio dominante de

A, A1=A—RZ.

tez

t_,t
Como utA1=O ez ficil mostrar gue AizA uxtz, de agui Az/ht= t/?\
Ahora, si )\1, g el valor propic dominante de Ai, gntonces {?\1|<?\.

v por lo tanto:

, Lot , Lot
lim A A =0 v lim A W =2 =
t >0 1 1 =0
FPor el tecrema (1.33, para cualguier wvector no hnegativo x.
tendremos:
¥y = £x = Cmiv, S VIR
k
= ¥ I om, X
=L o0
los val ores relativos de la=s componentes v de ¥ san



E|
i
3
E

e

e VI T

independientes de x, es decir
k k k k
S E oy = v E o om o ox o0 C . EZm o o»x2]
i o m=ATn 1}=4 H 3 n=1 k j=1 } j
k
= v T
\;\. h::tvrk
En particular:
Tim nCtd ¢ = lim A" ¢ ndO)
1 0 PN { S N
= Z nCOd
k
= v Z m nCO0>
v=1 1 L
= ¢; v
k
y el wvector de distribucidn de edades v(t)=n(t)/‘_tzin(t3, se
=1 i

aproxXima a v sin tomar en cusnta a n(0) ¥ depende soclaments de la

matriz A. El wector limite es llamado la Distribucidn Estable de

Edades.

LS
De la misma forma podemos ver Jue como nict)= xZJ&ftﬁn C0>, donde
= x

m{t) representa la entrada del primer rengldén ¥y la x—ésima
.3

columna de At. Y como lim nC{tD i+ = ¢ v, entonces:
() s
Hanl e = e v, Y R et s
' t L k
entonces m{L> xx u X vy ndtldx X Z un CO03, donde la cantidad u
x oo i x=d ¥ X b4

mide la contribucidén para el primer intervalo de edad al tiempeo t
la cual &5 hecha por una hembra del x—ésimoe intervalo de =dad. en
un tiempo t especifice. Llamaremos por lo tanto a u =l Ywvalor
reproductivo eventual”™ para el primer intervalo de edad de una
hembra del x-ésimo intervazle de edad » al k-veclor u cuyas

enfradas =son los u Cx=l,...,kd, s le llama Vector de Valores
had

Reproductivos Eventuales,

16



CAPITULO II

ANALIGIE DE SENSIEILIDAD

Cuando se estd investigando el comportamiente de una poblacidn a
travées del tiempe . en ocaciones accidentalmente o por error vy
ctras veces lilntencionalmente, =& alteran los parémet‘ros que
intervienan en el desarrollo de la pobklacidn. afectandoe come es
natural su razdén de crecimiento.

Exigten wvarios m&étodos para detectar la magnitud de los efectos
gque sufre la razdn de crecimiento de la poblacidn al perturbar
sus parameiros de vida, uno de estos métodos es el Andlisis de

Sensibilidad. que se basa en el calculo de las derivadas parciales

de la razdédn de crecimiento con respecto al paramelro alterado,

Supongamos  due Q. Gy ..sa SOn los pardmetros del model o de
crecimiento de la poblacidn gues es t,emosl usande v X = = (t, Ao
IR Cln:’ es el eztado de la poblacidn a2l tiempo t. Si los
pariametros cambian por peguefias cantidades, 13.011 s aaz s s ﬁo&n s

entonces el incremento total en la poblacidn al tiempo t esta dado

por la férmula:

1

AX b, alH+AS, o FAN ..., O FAX D - xCL, &, o, ... & D
i 4 2 2 n N : Y

2 FuerOa Ao + S B0 Aoy v L, A Ee 00 A
17 1 2 2 n N

donde las parciales son evaluadas en (1, B, D, & 3.

]2
~



Llamaremos a 0w/ do),ta Sensibilidad de x para aen =l tiempc t.

De agui podemos ver que llevando a cabo un  Andlisiz  de

|-~
)

Sensibilidad, é&ste nos pusde indicar gque parametros de
poblacidn necesitan especial cuidade en su estimacidn.

ElI problema de la Sensibilidad para pequelfios cambios en los
parametros de vida, fue investigade primeramente en forma numéricsa
ﬁor Lewontin (18883, usando tablas de wvida artificiales; Hamilton
C1e68), Demetrius (1286820, Emlen C19¥03, Goodman 18712, Keyfitz

Ci9715 vy Mertz {19710 atacaron el problema de una manera mas

analitica.

X
5
7

Las derivaciones a las que se refiere el método del Andlisis de
SEnﬁibilidad las basaremos sobre el modelo de Leslie, mencionade
en el capituleo anterior. Este modelo nos lleva al sistema de
ecuaciones en diferencias, con ceoeficientes constantes (1.2), cuva
solucidn general esti& dada por (1.32.

En general, como va se mostrd en el capitule anterior, la matriz
de Leslie tiene un valer proplio dominante A, es decir, un wvalor
proepio de méddulo mavor dgue cualgquier otro wvalor propio de esta
matriz. Este valor propio dominante A caracteriza la razdn de

crecimients de la poblacidn v tiene las smiguientes propledades:

1. - Cuande A4, la poblacién crecs,
1id. - Cuando A=l, &l tamafic de la poblacién =23 constante,
i1i3. - Cuando »<1, la poblacidan decrece.

Los wectores proplios derecho e ifzguisrde, asociades 2zl valor

propic dominante X, gque representan la distribucidn estable de

18




dades ¥y loz wvalores reproductivos v

i)
il

]

rituzle

de la poblacidén

f
i

respectivamente, los calcularemos de la siguiente manera:

Ziovw ez el vector propio derecho, enftonces se cumple gus:

A v = XA v (2.1
desarrollande esta ecuacidn nos gqueda ] sistema:
Fw+ F v +F v+, . 4+ F v = X v
1 4 2 2 3 3 kE k 4
Sv =T A v
11
S v = A v C2.2)
2 2 2
St Ve © M Y

resolviendo (2.2) para Vi_ 1, tenemos gque,

la distribucidén estable
de edades a larque tiende la poblacidn cuando el tiempo t -» w esti

dada por el vector:

r-i -
S A
1
v =[] ss.2? 2.3
i 2
SSs...5 |
- 1 2 3 k-1

Mientras gue, si u es &l vector propio izguierdo, se cumple que:

u A= o C2. 4>

¥ desarrollando la ecuacidn. tendremos el siguisnte sistema:

Fu+ Sua = & u
11 12 1
Fu+ Su = A u
z 2 2z 3 z

2.5



t

ks
3]
%l
F1

4
&
3
il
3]
3
]

+ = U = A
Fraa® S = 2 Y
Fp_ Uy = pY!
resol viendo (2.5 para u1:1 . tendremos que los valores

reproductivos eventuales de la poblacidn estaridn dades por el

vector:
-1 -
FaA+8F A2 +ssFrad+ ... +s55...8 F okt
2 2 3 2 2 39 4 3 2 3 k-1 k K2
FoAoo + S F A + S F 27 + ... + 85 ...8 F .
3 3 4 a2 4 % 3 4 -1 Lk

u =
F o x +
k-1 Sk—iF‘k

iy _F

Liovd Demetrius (186832, desarrolld las fdrmulas de Sensibilidad de
la razdn de crecimiente A de la poblacidn con respecto a las
fecundidades y supervivencias de ésta, de la siguiente manera:

Sabemos gue (2.3) nosg da la distribucidn estable de edades, sin
embargo cualgquier multiple d4de ese vector también serid una
distribucidn estable de edades., entonces =i multiplicamos (2,3

k-1
por A . tendremos 21 vector:

- }\k—a
< .Kk_.z
1
X = . C2.7)
L 172 Pk
Lhorza de 21 detsrminante detD= |AI - Al, dondes A 25 la matriz de
leslie, es fiacil wverificar que = Ci_, donds las . =on las
. 1 1. 1A
entradazs del wvector 2.7) para i=1,2....,k v los C =son los

20



cofactores del elemento (i,30 de D, de lo anterior tensmos gque:

. .- C
45’ 12 ik

Tomando este en consideracidn tenemos las sigulentes propiedades:

id.— Zi AZl, entonces x>x para i) y para 0{3Z <1,
v 1 L

ii2. - 51 =A{1l, donde S=Fmax S, entonces x>x. para uv{j.
* 1 J

En los dog casos anteriores A representa el valor propio dominante
de la matriz A, es decir, es la razdn de crecimiento de 1a
po%%acién.

El caso ¢i) indica Jque para una poblacidédn que e creciente en
tamafio, en la distribuciédn estable de edades, el numero de
individues en cada grupo de edad decrece mondtonamente con &sta,
El caso (iid es= un resultade muy fderte, esto resulia de probar
gque la razdn de crecimiento e mayor gue el logarlitmo de el maximo
de las razones de supervivencia de un grupo de edad al siguiente.
Esto s2 sigue de el hecho de que x=e', donde r es la tasa
intrinseca de crecimiento. En este sentido se suele llamar a A la

“tasa de reemplaze' de la poblacidn.
Sersidilidad de A para perturboaciones en la Fecundidad

Fara obltener log efectes de perturbaciones en la fecundidad Sﬁbre

la razdn de crecimiente de la poblacidén, consideremos el



determinante:

detD = |AI - A] = O (2.90
Ashora si dﬁ dencta =1 elemento en =i i—ésimo rengldn v la j-&sima
columna de el determinante (£.89), ¥y =i dq es alguna funcidn de v,

entonces:

= ~ Wt -
d detDsdy = L, €, dCd, >-dy €2.10

donde ¢ es el cofactor del elemento d . Esta igualdad se pusde
1] Ll

verificar de la siguiente manera:

Sea A= [AY, A%, A3, .., A1, donde A'z la

[\
Q PR

2
sl det A:R” 4 R ¥ es lineal en cada cclumna, ahora bien

dCdetJAC}D=detCH1,A2,. oA adetcal B2, L L AN L sdetcal, . L L HD
donde A= [AY, 4%, ..., A%1 ., H= H', H%,..., HY ¥
9-0a  det A= dCdetd,CE >= det(o, A, ... A% edetcat o, ..., a5 s
L

Cadetc A, L L AT, e At Ak,
N

detcat, A%, .. .,
= detca, .., aTe AT AN
N
= c .
v 2 2

o~ ~ : iy : n
Si tenemos ahora una funcidén :R- R v un determinante g: R’ » R,
donds QQ a cada vy, le asocia una matriz ACYD, v g a cada ACyD le

asocia un det{AlyI], entonces tenemos lo siguiente:

==



gy

i

ot

AR

ihe

g iian

Bldieaie

Q g
r‘12
k + [ - R

v o+ AlyD) -+ detlACyd1]
de aqui ge:R + R v dlg«D~dy:[R + R, ademis sabemos que:

dCge{D dy = ng)Q dﬂy

= dlgd TdlACYI 1dy?

k

3

M =

Ca 2'C 1
ke kj

k
=3 .z C. dCatj)./dy

1=4 v=1 1]

()

Ahora detD= |AI - Al|, entonces:

N - o si =)
d . = v
b - si i
Lo
Perco por (€1.3):
A o= F osioam=t
4
A si i=j » 1
i = - si oi=il,; > 1
3
-S. =i itl=p = 1
i
b
dh .~ 8F si n=j > 1
T
did J~dF, = -1 i i=j, n=1
nj v
O en otro caszso

For lo anterior:

=3

= T detia’,. .. LCAD I Cy, L

[Ca 2'C +Ca 2°C +...
1 1] 1] 2) 2}



d detD.f‘dF"_‘ =

v por (2.9) sabemos gue d detD/dF}= G, por lo tanto:

npt =

C. arxos9F = C . (2.11)
1

1=1 1 il

For (2.8) sabemoz gque: Cn,> Ci_ {2,122
J

¥y de (2.11) tenemos entonces Jque:
.-ir;auwx'avgL > a,x./ar:’j, donde idlj, para RS £2.13D

La ecuacidn (2.133 asegura gue la razdn incrementco de la razon de
crecimiente con respecto a la fecundidad, decrece monoticnamente
congla edad. En suma, en wvirtud de la desigualdad {(2.12), las
razones relativas de crecimiento no dependen de la fecundidad de
cada class de edad. Mas adn, "El resultade solamente cumple si la
razén de crecimiento es mayor gque el logaritimo de la madxima razzdn

de superviwvencia de una class de edad a la otra®.

Sengibilidad de XN para perturbaciones en la Longevidad

Diferenciande el determinante (2.9) con respecto a E%j de una

maneras similar a como lo hicimes con respecto a Ft’ obtendremo=;
k
O osS = C {2.14

donde:

{2.152

o
1]
ity
L7y
9]
3]
1]
>J

24 1
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LAY
1
——
iy
oo

¥
k-1 n-T-1
coooo= X s, 5 = ...= F A ;i=2, ... Lkl (20160
v+l r=1 1 L~1 i r r+i
De (2,14) obser vamos gue:
S5 z c s c .
SJ1 621/ Sz C’az> > et Cloket (2,173
de esto y de (2.11) tendremcs gque:
2 grnr8sS > S| ax/asj. para i<j (2.18)
i i ]
y podemos escribir:
ansas. > ak/BSf para idj 2,190
AB
Si hacemos 4 = S5, entonces:
3 ot
12.- &1 u=1l, esto es, las probabilidades de supervivencia de cada

grupe de edad son idénticas, entonces €l primer grupoc de edad

s més sensible para cambios en la lengevidad.

!

23, - i wl, esto es, gue laz probabilidades de supervivencia

crécen con la edad de los organismos, entonces los cambios en
A, inducidos por los cambios en los Si, siempre Seran mayores
para los grupes Jjovenes de edad. Estos resultados se cumplen
siempre gue la poblacidn decrezca en tamafio, en =sus clases de
edad. La diferencia crucial entre la respuestz de i a
perturbaciones en la fecundidad v laongevidad es gque mientras

gque log cambios en A inducidos por varliaciones en los Fk =on

independientes de los F vy los cambios en X inducidos por
1

cambiosen los S zon dependientes de loz wvalores de los =,
1 1




Sensibiitdad relativa de A para perturbaciconss en la longsvidad w

Fecundidad.

De (2.18) =sabemos gus:

-1

’ S ¢ =8 ¥ S...Ss S ...8 F afT C2.20)
v 1+1,, T r=1 1 At § 1+14 r ri
¥
F ¢ =x2""s s...s F c2.21)
L+l i,i+4 i 2 L i+4
de (2.20) v (2.213, cobtenemos:
. C.. . = F. i + F c . _+...+%+ F .
i 14,1 i+l 1,%+% 1+2 4,1+2 Lak 1,u+k
lp cual pocdemos escribir como:
!
o) . | |
S ghres = E F  arxrar C2.222
18 " r=u+i T T
Lhora supongamos gue F2= F3=...= Fk=1, Si=l/2; entonces de C(2.22)
k
NS = 2 I Frrar C2. 23D
1 r=2 r

Esto asegura gue un incrementc en la razdn de crecimiento que
resulta si Si.es creciente serid el doble del incremsnto total de
la razdn de creci&iento producida por crecimientos eon la
fecundidad de todos leos grupos de edades_subsecuentes.

Sin embargo, éstas formulaciones para la Sensibilidad de o1 wvalor
propic dominante para cambios en los elementos de la matriz de
Leslie, descrita en una peoblacidn estructurada por edades, hechas
por Demetrius, no pueden ser aplicadas a medelos con otroe tipo "de
variables.

Un resultade més general gue el anterior fu$ desarrollade por

26



Caswell v Werner J(1278), derivando brevements una formulacidn
general para la Sensibilidad del valor propio la cual ez aplicada
a cualquier tipo de matriz.

fta derivacidén =zti basada sobre un trabajo de Faddeev ¥ Faddeeva

Cl1as30.
Senstbilidad de A a cambios en la Supervivencia y Reproduccion

Sea A una matriz y A + dA una matriz modificada a partir de A, los
vectores propios izguierde ¥y derecheo, satisfacen las ecuaciones
(2.4 v {2.1) respectivamente. Entonces tomandc diferenciales a

am%ps lados de (2.1 tendremos gque:
CdAD v + A (dvd = Cdr2> v + A Cdvd (2.240
¥ por =l producto escalar de ambos lados con u
<CAAY w,wr + <A Cdvd,uw> = {CdAD v.wr + (A CdvD,w> {2.850
desarrollande esta ecuacidn tenemos:

<CAAD w,ur = di <v.wuwr + Laldvd, > =~ <A Cdwvd,w

di <v,wr + dv [{h,u> — £A, W]

dh <v,w + dv [ad’ - u'Al

¥ por (2.4) nos gqueda:

dx = {{dA) v, w . <v.w 2.262

Esta formulz es valida séle para cambios infinitesimales en A, Una
de las ventajas de (2,262 =35 gue habilita para cambiar
simult an=amente varios parametros de vida, pero agqui

consideraremos casos donde exizta sdlo un cambico simple. Entonces

=7



dA = da , para un cambio en el (i,31) elemsnto de A,
1]

1))

Expandiendo el producto escalar en (2.268), nos lleva & gu

di-da = v u v, uw 2.27)
1] it

Este resultade es importante. La Sensibilidad dh/daﬁ de la razdn
de crecimiento de la poblacidn para un cambic sn el (i, j) slemsnto
de la matriz ests dado por €l producte del valor reproductive de
la clase i y la representacidn de la clase j en la distribucidén
eztable.

Dekbide a gque a‘:j mide la contribucidn de la =lagce j a2 la clase
individual i, en una unidad de tiesmpo, {(£2.27) tiene la razonable
interpretacidn de qus X e mas seéensible para cambios en. las
pardmetros gue describen la produccidén de individuos con altos
valores de reproduccidn por miembros de abundantes clases de edad.
Para el case de estructuras peor edades, sclamente el primer

renglén v la subdiagonal pusden ser modificados y {(2.27) pusede ser

reescrita como:

dr- dsS. = u. v A, Y {2.283
T

I
dh/dFi =u vyf<u,v> 2. 290
Entonces la Sensibilidad de X para cambios en la fecundidad es
directamente proporcicnal a la distribucidédn estable de edades,
mientras gque la Sensibilidad para cambics en la supervivencia
invelucra valores reproductivos.
Un indice «de ZSensibilidad potencialmente Ublil puede ser derivado

de {(£2.26) tomando normas a amnbos lados de la ecuacidn:

pdr | = HdAl {v] a1 <v, u> | (2.300



donde  HdAl = C T daf ; 5172,

Fl indice de Zensibilidad:

S o= v jule<y,w

proporciona el cambio abscluto en A para la magnitud total de los
cambios en los parametros. Por la desigual dad de
VCauchy—Buniavaski, S = 1; valores considerablemente mavores gque 1
indican que la vida de la poblacidén puede ser C(ya que la relacién
es sclamente una desigualdadd) inestable en el sentido de que A es

altamente sensible para alteracicnes en éste ciclo de wvida.

Nétese gue & neo esta limitada sSolo para un parametro en 21 tiempo.
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CAPITULO I1I

UNA PRUEBA FARA LA EQUIYALENCIA DE (A FORMULACIONES DE
SENSIEILIDAD

En el capitule anterior s& describierdn dos formulacionss
distintas, acerca del cédlculoc de las deriwvadas parciales dgue
proporecicnan la lSensibilidad del wvalor propio dominante con
respecio a alteraciones en los pardmetros de supervivencia vy
reproduccidn de una poblacidn estructurada por edades.

En &l presente capitulo, presentaremos una prueba gue nos muestra
la equivalencia de ambas formul acicnes.

Las fdérmulas calculadas por Demetrius (189693, para obtener las
Sensibilidades de A con respecto a los cambioz en las fecundidades
v supervivencias estan dadas por (2.113 v (2,143, respectivamente.
Mientras gque las obtenidas por Hal Jaswell y Patricia Werner
{19780 estan dadas por (2.28) v (2.29), la primera proporcicna la
Sensibilidad de X respecto a los cambios en las supervivencias v
la szgunda properciona.la Sensibilidad de A respecto a los cambios
en las fecundldades,

Demostraremos gque ambos métodos son egquivalentes, es decir, Jqus:

30



k
1 U vo<u,vyr = C S 2 O {3.12
4 3 1L j=

o

=2 u, v oL, vy = O <X 3.2
1+1 L =4 k)
donde v v u estan dados por (2.3) y (2.8) respectivamente, ¥y los

c son el cofactor de los elementos dﬁ’ de el determinante

C2.95.

Antes de empezar con la demostracidn, mencionaremos un tecrema

cuye resultade emplearemos en €lla.

TEOREMA (3,133 El polinomio caracteristico de una matriz de Leslie

A de orden k, estid dade por:

PCAd =28 - Fa¥* - sFA? - ssFAf? - - sss...s F
o i i 2 i 2 3 1+ 2 3 k-1 k
Demostracidn:
Usaremos induccidn ¥y expandiremos el deﬁerminante de AI - A, a lo

largo de su altimo rengldn.

Para k=1,

Tuponemos que la fdérmula para k-1 se cumple y ndtese dque una

matriz de Leslie de orden k+1 =s de la forma:



donde A’ es una matriz de Leslie de orden k. Calculando [AI - A w

expandiendo & lo largo de su dltimo renglon:

A = 5 det Q + A #.0
P Ao :,:k = ) Pka-

k+1
donds
Fx - F -F —-F -F 9
i 2 k-1 k
-= A O Q
Q = O —‘Sz Q O
| O O -Sk_1 PN i

El determinante de Q puede ser encontrado expandiende su dliima
columna para obtener:

i

= det Q = C-12% tc—Fkac—iak"‘ SS...S ]

Entonces hemos mostrade gque:

F‘kC?O = A Pk_1C?O - Csk-isk-z' . .5:1)F’k

v el resultade para k se sigus después de una simplificacidn
algebraica,. |

En base al tecrema (3,13, sabemos gque para nuestra matriz de

Leslie A, el polinomio caracteriztico esti dado por:
pcao= 2K —FaFt L sFEF? o ggsFEARR oo s. .8 F 3.
1 12 12 2 1 k-1 k

v se puede wverificar ficilmente gue:
k
£ C.. = dPCAO/da 3. 42

Empezaremss ahora con la primera parte de la demostracidn, e=s
decir, mostraremos gue (3.1) se cumple.

Primeramente multiplicaremos (2.3) por kkﬂ' para obtener (2.7J.

2=



donde ahora cada v.= x ¥ por lo tanto cada v = C ,

W w, vy = dPOAD el

multiplicande por X ambos lados Lenemos que:
<u,hkv> = 1 Ckkv 3+ u Ckﬁv Do+
Y 1 2 2

donde:

u CRSv o= aF
1 i

u N o= g F A
2 2 - 14 2

1 2

despejando (3.5) de (3.3) cobtenemcs que:

g CAFv o= aF - Fak
2 2 1
) k-4

e i 2 3 4

=2 - FaFt - s F AR
1 1 2

lusgo:

<u, Ny = kA - Ckwl)F‘i)\k_i - Ck—EJSiF'Z.Kk-Z

es decir, gque:
k.
<Cu A wr = A dPCADSde

o bien:

ML v = dPCRD S

¥ la primera parte gueda demostrada,

{a
[\

+ SSF A ..+ 35 ...
i 2 3

v iz ssFEAF? s sss At 4 4SS ...
3 i 2 3 14 2

L i

..k
.+ X
ukL V&)

- .."E5 ...

y por

{2.86)

entonces solo nos gqueda por demostrar que:

(3.53



Demostraremes la segunda parte en dos cazos.

Primer casg: Cuando i=l, es decir demostraremos gque:

k
u v SAu.vr = O S 2 O
2 1 21 )=

de (2.6) es facil wver gue:

s ...= Far C3.6)
2 2 3 1-1 U

o

Il
||‘M =

in

)

A

de (3.6) y de (2,.15) vemes claramente gue:

k—1
ATy = O
2 24

v de (2.3, v;= 1, por lo cual solo nos resta demostrar

N u, v = dPCAD Sdn

b
Wk

pero esto ya fue demostrade en la primera parte.

Segunde caso: Cuando 2 £ 1 £ k-1

FPor (2.3 es claro ver gue:

v=S5,..5 ixx"“, i=2,3,. ...k 3.7
o
v de (2.8):
k-4 r—i+1
U o= =S =2 .85 F A (32.8)
L+l r=1 v+l L+2 r r+i

donde 1= 2,3,...,k-1.

Entonces por (2.168), (3.7) ¥y (2.8) se cumple gue:

¥ como sabemos Jgue:

Welou, vr o= dFCAD dA

Y]
i

que:



hemos terminado con la demostracidén., u

Elasticidad

Como yva hemos mostrade en el capitulo IT, Caswsll vy Werner (13780
calcularon directamente la Sensibilidad de A, para cambios en las

elementos de la matriz de proyeccidn de la siguiente manera:

Z .= u woL5u, v = 8A0a 3.3
1) i i 1]

donde Zii es la Sensibilidad, au es el (i,J) elemento de 1la
matriz A ¥ v ¥ u son los wvectores propios derecho e izquierdo
representados por (2.3) y (2.6) respectivamente. Esta Sensibilidad
mide el impacto sobre la razdén de crecimiente A de un cambio
infinitesimal en an, relativo al impacto de cambios absolutos
igualez en olros elementos.

El indice de Sensibilidad proporciona una medida ineguivoca de la
respuesta de XA a las perturbaciones de los aw. Sin embargo nos
lleva a dos problemas sin resclver adn,

El primercoc, nos lleva a cuando los aw son medidos sobre
diferentes sscalas de probabilidad, las cuales no pueden exceder a
la unidad en las supervivencias, mientras quel an las
reproducciones si la exceden. Caswell v Werner C13978) prebaron un
ejemple en su Anidlisis de cardeo para Dipsacus Sylwvestris, las
Sensibilidades de A fuercn de magnitud menor para cambios en la
fecundidad gque para cambios en las probabilidades de
sdpervivsnclias.

Un cambio unitario en la supervivencia es proporcicnalments mucho

4]
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terminado con la demostracidn. =

=
=
‘@j - ¢ {dad
. < tde
gﬂﬂﬂ P = =
3
7
3
D‘?v wa hemos mostrado en el capitulo II, Caswell y Werner (1978
— 7 _
ﬁ"’: 1l aron directamente la Sensibilidad de A, para cambiocs en los
A
za'f'g ,1;61' ;/;,_entos de lz matriz de proveccidn de la siguiente manera:
n? j‘,—;ﬂ
14 s Z =u v.<u,v> = 3B 3.9
p L) 1 3 LR
7
{ - = Z . es la Sensibilidad, o = el (i,j2 elemento de la
Z ij L]
5 ] 4 =Z A ¥ v v u son los vectores propios derecho e izguierdo
i x
7 » =s=entados por (2.3) y (2.8) respectivamente. Esta Sensibilidad
{
{ jﬂé’ﬁ — N =]l impacto sobre la razdn de crecimiento 2 de un cambio
5 .}
ﬁop 15 Faitesimal en « , relativo al impacto de cambios absolutces
)2 : H
13 e
.9&4 g.gj 14 es en otros elementos.
¥
_iﬁrﬂ / ﬁé srcddice de Sensibilidad proporciona una medida ineguiveoca de la
¢
144’0 aﬂjp;f’_‘,uesta de A a las perturbacionss de los aij' Sin embargo nos
12 7
g-a ﬁig —=m & dos problemas sin resolwver aun.
y :
}‘_6 £ rimero, nos lleva a cuande los a0 son medidos sobre
. zop 44 1)
?461 aﬁi'r' — 3 e=ntes escalas de probabkilidad, las cuales ne pueden exceder a

-

unidad en las super vi vencias, mientras e en las
enducciones si la exceden. Caswell v Werner (19783 probaron un
1o en su Analisis de cardo para Dipsacus Sylvestris,. las
G kilidades de A fuercon de magnitud mener para cambios en la
—3xcdidad que para cambios en las probabilidades . de
— 1 wvivencias.

ambio unitario en la supervivencia es proporciconalmente mucho

Y]
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mayor oue el mismoe cambio unitario en la fecundidad., En tales
casos, seria deseable tener una escala proporcicnal para medir las
Sensibilidades.

El segundo problema es concerniente a la interpretacidn de los
Zij. =i aw_ e “importante™, entonces a pegquefios cambiocs en Q',Lj
podrian resultar grandes cambios en A. Sin embarge, esto no mide
la contribucidédn de ai.j Dara i,

Fealmente, Z puede ser grande aun cuando a =0, este problema es
E] 1)

particularmente notable en estudios comparativos. For ejemplo,

di ferentes poblaciones de cardos pueden tener similares patrones

de Sensibilidad vy de agul, opciones comunes en sus razones de
crecimiente poblacional. En tales estudics una medida que
cuantifigque la contribucidén de los a . para la razdén de

1]

crecimiento de poblacidn es desesable.

Una medida analitica de Senzibilidad proporcional fue introducida

por Caswell (19843,
e . = dln As8n g = Ca 20/ 3a D 3.10D
1] ij L] i

La ecuacidén (3.10) da los cambios proporcionales en A gue resultan

de un cambioc proporcional en ¢ . En microeconomia tales indices
i}

de Sensibilidad proporcional son conocidos como ELASTICIDADES.

La elasticidad e . tambieén cuantifica la contribucidén de «  para
1) LR

Y. Para ver esto, notaremos que la suma de los e  dan la unidad,
i}

24 oo, u v/ EA <u,v>]
1 L} L B

L E e,

=% u L o« v.0x <u,v>]
[ B S B

E'LLCQ_V o okl F o v LA U, v ]
T T § - ik k
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pero:

o+ O T s S S B W ¥ or (2.13
aL1V1 aizvz ek 1 P
entonces;:
= U v olu, v
E% za 4 E% i Y
N
uov, = (U, vr
L L
por lo tanto:
e =1 £2.11D
L Ej ij

EFste es un resultado inesperado, enfatizamos guse esto no es una
propiedad de las Sensibilidades proporcicnales en gensral; Las
glasticidades de una funcidén arbitraria foa, xa,--.l suma la
unidad solamente si £ es lineal. A, sin embargo, no =&s una funcidén
lineal de los ai,j

S muitiplicamos ambos Lados de la ecuacidn (3.11) Bor A,

obtenemos:

MERL o E

Entonces multiplicando el conjunto de elasticidades por i, se
produce un conjunto de contribucicones los cuales suman A, ¥y los

e  dan la contribucidn relativa de las diferentes transiciones
i}

para A
El 4Apnédlisis de Elasticidad pusde ayudar z svaluzar predicciones

Ltedricas, tales como %as baszadas sobre el anadlisis de
EA

Sensibilidad, sn =l contexto de las historias de vida rezlizadas
en las poblaciones actuales.

En suma, la medida de Sensibilidad en la razén de crecimiento de
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Caswell (1878 es extendida para un indice (Elasticidadd) gues mide
Sensiblilidadez proporcionales v cuantifica =] grado con =1 cual el
crecimiento poblacional es determinado por Lransiciones
alternativas de la historia de wvida. Lz Sensibilidad predice =1
impacto de alteraciones hipoltéticas en parémetros\para la razdn de
crecimiento poblacional. El Analisis de Elasticidad proves una
herramienta para comparar esos cambios potenciales con los

realizados en los patrones de la historia de wvida.



CAPITULO 1V

ALGUNCE PROBLEMAL ILVSTRATIVOS

En este capitule expondremos una serie de problemas referentes a
poblaciones estructuradas por edades, a cuvyas matrices de
proyeccidn de Leslie, les calcularemos, su valor propio dominante
X, su vector de distribucidn estable de edades, su wvector de
valoggs reproductivos eventuales, los cuales esten asociados a la
razén de c¢crecimiento A y por tWlitimoe lzs Sensibilidades

correspondientes a las Fecundidades b Supervivencias

respectivamente, de la razdn de crecimiento A,

Problema # 1: En este problema presentaremos algunos datos, acerca
de las fecundidades v probabilidades de supervivencia de las
mujeres de Estados Unideos en 21 afio de 1965, Estos datos fuerdn
obtenidos de VITAL STATISTICS OF THE UMITED STATES, 1968Z. De ezta

pebklacidn haremos una estructuracidén por edades con intervalos de
cinco affos de duracidén y nos guedard una tabla de la siguiente

mansra:

Clase de
[(C,2D [5,100 {10,150 [15,200 {20,250 [E5, 200

adad
FL . slale L O8] . 084 217 L AB7 . 307
= . 997 jpeisis] . 89ag . 237 . S5 . SES

L
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Clase de

edad [30,350 {35,400 (40,450 ({45,502
F. 168 . 071 .018 . 001

Sf .29z . 989 . 382 . 874
i Tabla 4.1

De la tabla 4.1 obtenemos la siguiente malriz de Leslie:

F . 000  .O00L  .084 .317 427 .307 .169 .07l .O16 .001
.997 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
. 000 L2998 L OO0 . 000 L D00 . Q00 Esle’e) . QOO0 elals OO0
L0000 .000 .998 000 .000 .000 000 000 .O000 . 000
LO00  .000 .000 .997 .000 .000 .000 .000 000 . 000
L000  .000 .000 .000 .086 .000 .000 .000 000 .000
L0000  .000 .000 .000 .000 .995 .000 .000 .000 . 000
L000 .000 .000 .000 .000 .000 .982 .000 .0G0 . 000
L000 .000 .000 .Q000 .000 .000 .000 .98a .000 . 000
|~ 000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 @83 . 000

El wvalor propio dominante de esta matriz es A = 1.0828, el wvector

de distribucidn estable de edades asociado a esta razdén de

crecimientce es:

. DOGCO -
. 8382
.8812
. BE2T8
L7783
L7278
L6815
. B362
L0221

. 8477

O O O 0O O 0 0P

El wvector de los valores reproductiveos eventuales, asocliados a A

=sta dado de la siguiente manera:



o e AT T 11

[ G.8819
. 2400
. GGOO0
. 2805
.T7E3
. 4421
. 2073
. 0720
. 0140
. Q008

o O

QO 0 O O C O O =

Las Sensibilidades con respecto a las Fecundidades ¥

Super vivencias estan dadas come sigue:

N/ OF, anos,
0.1022 0. 2048
g 0.1803 0.2044
0. 1693 | 0.1802
0. 1890 0.1308
0.1402 0. 0780
0.13209 0. 0329
0.1310 0. 0107
o.12228 0. 0019
0.1138 0. 0001
0.1082 Sererer6

En la poblacidén anterior puede wverse gue su razén de crecimiento

ez mas sensible a cambios en los parametres de la clase de O a 5

allos,

Problema # 2: En 138459, comc una ilustracidn de su nuevo modelo, P,
H. Leslizs uzéd dates de 1938, de una poblacidn de laboratorio de
rata café. Esta poblacidn se estructura por edades, donde la edad

es dada en meses.
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Grupo de

edad O 1 = 2 4 = & 7
F,L . OO0 . QOO0 .36 1. 494 Ay =3 gza 875
SL . 247 . 287 eieis pelels 228 a8 297 1] 5
Grupo de
edad = 9 10 11 iz iz 14 15
FL =. 801 E.48z 2.186 1.204 728 492 =41 252
S_L . 995 884 282 . 8BS 985 281 avrse . esy
Grupo de
edad 16 17 18 19 20
Fi .r14 . 468 . 258 . O30 . 0032
Si st . 846 . &932 L2168 . 000
Tabla

E=sta poblacidn

tiene una razdén de crecimiento,

1.8828 v su

vector de distribucidén estable de edades v v gl vector de valores

reproductivos eventuales qg,

P
n

estan dados respectivamente por:



0 0 0 0 0 O 0O 0O O 0 0C O 00O K

Q

Q O ¢ O

Y las Sensibilidades

. 0000
. 6081

. 3867
. 2473
L1581

1011

. 06485
o412
. 0263
. O1L&7
. 0106
. 0088
. 0043
. 0027
. 0017
L0011

. 0007
. 0004
. 0002
. 6001

. 0001

para

ah/aFi

L1758
L1803
. o87a
. G434
.o277?
LOATY
L0113
0. 007a
. 0048
Q. 0028
o. 0013

o O 0 0O 0 O O

O

las Fecundidades vy
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oA aSi

. 2800
. 2720
. 2478
. 1826

o270
L3746
. 8870
. BzZgR
. 2558
. Q000
L2912
. 9548
. 8881
L8010
.Fol4
L8045
.B17a
L4233
. 3290
L2382
L1614
L0841
. 0448
L0133
. 0004

Super vivencias son:



BT e o

0. 0012 0. 0027
0. 0008 0. 001 4
0. 000S 0. Q007
0. 0003 0. 0003
0. 0002 0. 0C01
0. 0001 0. 0000
0. 0001 0. 0000
G. 0000 0. OO0
0. G000 0. 0000
0. QOO0 D. 0000

Froblema # 2: En un trabajo de 1971, A, L. Jensen aplicd 2]l modelo
de la matriz de Leslie para una poblacidn de Trucha de EFio en Hunt
Creek, Michigan. La poblacidn fué dividida en cinco clases de edad
Cfihgerlings, yearlings, etec.2 ¥y 1la matriz de Leslie con sus

entradas redondeadas a dos digiteos significativos estia dada por:

[ 0.00 0.00 37 B84 82
Q.08 0. 00 0. 00 0. 00 0. 00
0. 00 O. 34 0. 00 G. 00 3. Q0
Q. 00 0. 00 Q.18 0. 00 Q. 00
i 0.00. 0. 00 0. 00 0. 08 0.00 |
La razén de crecimiento de esta poblacidn es A = 0.9954 vy los

vectores de distribucidn estable de edades vy de valores

reproductiveos sventuales estan dados respectivamente por:

[ 1.0000 ] [ 0.0121 ]
O, 0803 G. 2014
v = | 0.02086 ; u = | 0.5808
0. 00232 | o.8802

| 0.0003 | | 1. 0000 |

Y las Sensibilidades de A con respecto a las Fecundidadez v

Supervivencias de esta poblacidn estan dadaz de la siguiente
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Mansi-a:

ax . GF . éf?\,f‘é‘SL

Q. 3070 5. 0244
0. 0188 0. 8920
0. 0083 0. 4484
0.0010 0. &837
C. 0001 3636 JEIEIEN

?rimeramen£e en esta poblacidn podemos cbservar gque s= extinguiri
con 2] tiempe, va gus A @3 menor gue la unidad. Ze puede observar
también la gran diferencia que existe entre la Sensibilidad de A
con respectoe a la probabilidad de superviwvencia de la primera
clase de edad y las demds Sensibilidades, de aqui gque al utilizar
este date se deba tener especial cuidado €n sSu manejo.

El siguiente problema, trata sobre wuna poblacidn de arboles
estructurada por tallas, por lo que la matriz de este modelo serad

distintinta a la de los problemas anteriores., en este caso la

matriz resultante es de las llamadas matrices de Lefkovitcih.

Problema # 4: Un bosque de Pino Scots en Corrour, Inverness-shire,
Ezcocia, es dividido en seis clases de tallas, tomandeo en cuenta

la circunferencia de su talle. Esta estructura estid mostrada en la

siguiente tabla:
Clasel Clasef Clase3 C(Clased ClasedS Clase

Circunferencia

del talle Cpulg.> 15-21 21-287 27-33  34-40  40-486 > 48
F. . 0G0 . 000 . 900 .345 . |88 . 000
L
P . 720 . 890 . 750 . TTO . B30 1
1.
= . 280 310 . 250 . 230 . 370 . 000
1
Volumen p°-arbol 2.9 7 13 =1 31 473
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Tabla

4.4

donde los P son la prebabilidad de gue un &arbocl de
1

sg2a co=echado.

La matriz de Leslie correspondiente a la Tabla 4.4 es:

S O O O O O

El wvector

. TE00
. 2800
. OGO
. Q000
. 0000
. GO0G 0.

O O O O O

. OQ00
. BI00
. 3100
. 0O0O
. 0000

Q000

0. g0o00
0. 0000
O, 7800
0. 2800
O. 0000
0. 0000

Qo o O 0 O ¢

. 3480
B slalele
. 0000
. 7700
. 2300
. GOOG

G,
0
Q.
O
O
o

2880

. 0000

Q000

. 00GO
. B300
. 3700

O, OOG0
O. QD00
Q.
O
O
1

QOO0

. QOO0
. GO0
. 00C0

wd

de distribucidn estable de edades y el vector de valores

reproductivos eventuales

&

. O0G0o
. 54458
. 3716
. 2129
el sy
1882

c o 0 0O O =

Y las Sensibilidades

para

estan dados respectivamente por:

-

la

razdon

de

.34885
. 6028
. O000
. 5823
. 5388
. G000

O 0 O = 0 O

crecimiento

de osta

poblacidn con respecto a sus Fecundidades y Supsrvivencias estan

dadas de la siguiente manera:

ar.ar.
i

0. 2859
O. 1862
0. 1066
0. 0814
G, 0248
0. 0248

P LN 1
A

O O QO O O

. 48962
L4482
L17EO
. 0249
R alalele)

PIEDEIEICIE |
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