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2 BIBLIOTECA
;/ DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

INTRODUCUCTION =msiesoemmnuns

HARA MI GRANDEZA

La importancia que han adquirido algunos teore-
mas de punto fijo en diversas dreas de Matemdtica, como
son: Topologia, Andlisis, Cdlculo Numérico, Ecuaciones Di

ferenciales, etc., es debido a que diversas demostracio--

nes y cdlculos pueden plantearse de tal manera que se re-

ducen a determinar la existengia de un punto fijo.

Los Teoremas de Punto Fijo son aquellos gue ba-
Jo ciertas condiciones a satisfacerse, garantizan la exig
tencia de algin punto fijo de una aplicacidén T, definido
de un conjunto A en si mismo, Lo anterior hace importante
considerar la existencia de un punto fijo para urna fun---

cién T, asi como el mecanismo a seguir para hallarlc.

En este material se utilizarédn los Teoremas de

Punto Fijo de Contraccién de Banach, asi como el Teorema

de Punto Fijo de Schauder, Dichos Teoremas se aplicardn a

ecuaciones diferenciales ordinarias . : T et

Se tiene como objetivo hacer énfasis sobre la u
tiiidad de los diferentes teoremas de punto fijo, al apli

carlos en la demostracién de teoremas de existencia y uni

cidad o existencia de soluciones de ecuaciones diferencia



les ordinarias Tt

ciales ©

. con condiciones ini

condiciones de frontera.

El contenido de esta Tesis se desarrollari en

tres partes principales:

PARTE A.
Ao-

En esta partie se probard el Teorema de Punto Fi

jo de Contraccibén de Banach, asi como el Teore-

ma de Dependencia Continua y Diferenciable, en
espacios euclidianos R", y la aplicacién del
primero a la demostracién del Teorema de Picard,

que prueba la existencia y unicidad de solucién
de una ecuacién diferencial ordinaria en espa--

cios de Banach con condicidén inicial en cierto
intervalo:

M-to| dcrat >0

Se hari mencién del Teorema de Punto Fijo de
gchauder en espacios de Banach (espacios eucli-
dianos), y la aplicacidn de éste a la demostra-
cién del Teorema de Peano, el cual prueba la e-
xistencia de solucidn de una ecuacién diferen--
cial ordinaria en espacios de Banach con condi-

cién inicial en cierto intervalo: l'l-'lalf dCR.

Ademds se aplicard el Teorema de Punto Fijo a

ecuaciones Giferencizles: ordinarias en espa---

cios de Banach con condiciones de frontera, en

donde es necesario introducir la funcidn de



Green por construccién para encontrar una so-

lucidén a dicho problema, bosguejando con ejem

plos.
PARTE c.
C.- ©Se enunciard un Teorema de Existencia de Solu

cién Peridédica de una ecuacién diferencial en
espacios de Banach (espacio euclidiano R" ),
el cual se aplicard a la demostracién de otro
teorema de existencia de socluciones periddi--
cas, el cual tiene como hipétesislla eguiva=--
lencia asinté6tica de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Por ultimo se combinardn el Teore
ma de Existencia de Soluciones Periddicas con
el Teorema de Punto Fijo de Schauder para so-
lucionar un problema de condicidn de frontera,
es decir, se'busca una solucidén de una ecua--
cién diferencial ordinaria en espacios de Ba-
nach {espacios euclidianos R"» ) que sea perigd
dica y satisfaga las condiciones de frontera,

en cierto intervalo:

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

[A, B] CR, real.

A1 SABER DE MiS RIS
HARA MT GRANDEZA
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PARTE A.

En esta parte se presentard material bibliogrifico a -
desarrollar con ciertas variantes con respecto a la forma
usual de presentarlo en clases.

Se empezard por definir el concepto de punto fijo de
una aplicacién T definida de un conjunto A en si mismo,-
presentando algunos ejemplos elementales,donde se obser-
vard que una aplicacién T definida de un conjunto A en -
si{ mismo puede poseer uno o mAs puntos fijos sobre A,asi
como no poseer punto fijo en A,ademds una aplicacibén ele
mental de transformaciédn de un problema fisico a un pro=-
blema de punto fijo.

~ Se definird también el concepto de aplicacibn contrg
{da de una aplicacién P definida de un conjunto A en s{i--
mismo,la cual se aplicard a la demostracibén del TPeorema--~
de Punto Pijo de Contraccibn de Banach,donde,por la nece-
gsidad de Ia misma demostracién se hace necesaria la defi-
nicién de la Sucesibn de Cauchy.

Como una consecuencia del teorema de panto fijo de~-—
contraccibn de Banach,éé hace necesario definir el” Teore-
mza de Dependencia Continua ¢ Diferenciable de un operador
TY‘ .

Se aplicarid el teorema de punto fijo de contraccidn-
de Banach a la demostracién de un teorema de existencia y
unicidad de solucién de una ecuacidn diferencial ording~-~
ria con cordicibn inicial (Teorema de Picard),en un inter
valo dado,ademds se presentari una conclusibén con respec-—

to a la parte A.
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2.0.- TEOREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCION DE BANACH.

2.0.1.- Definicién de Punto Fijo.

23.0.2.- Definicidén de Aplicacién Contraida.
3.0.%5.- Definicién de Sucesién de Cauchy.
2.0.4.- Demostracién del Teorema de Punto Fijo

de contraccién de Banach.

3.0.1, DEFINICION DE PUNTO FIJO.

Sea ¥.'un-espacio de Banach y T una aplicacidén
definida T:x—»x entonces un punto X € X es un punto.
fijo de T 8i se satisface " - . - 1 Tx=x,
es decir, T deja fijo a X .

- - Ejemplos:

a).- Sea X = R y T: R— R, donde T(x)=x+1
ge concluye.gue no existe un x ¢ R tal que
f(x)= x es decir, T no posee un punto fijo
en R, calculando se tiene que T(x)= x+ 1; pa-
_ra que existiera un punto fijo debe cumplirase
que T(x)= X, por igualacibén se tiene gque:
x=zx+1 = 1=0, por lo tanto no cualquier
aplicacién posee punto fijo en un conjuxito de
terminado., |

b).- sea xz[0,1] , T: [0,1]—=[0,1] donde (x)= x*
se satisface que T(x)= x para x=0,1 , lo

que indica es que x=0 6 x=1 son los puntos



fijos de la aplicacién T sobre X :Ib,i] , Se

pueden encontrar si reemplazamos T(x)= x se

convierte en x= x?, es decir, x*- x=0 se cum
ple x=0 6 x=1, obsérvese que pueden exis
tir mde de un punto fijo de la aplicacidén T

sobre el conjunto x = [0.1] . -
- b 0 81 x €
C).-Sea X = [O|l] » T: I_O,l]—)[O,lJ y T(x):{l Bi x e ?
El dnico punto fijo de la aplicacién T(x) so-

bre el conjunto x :[b.l} es x-0, dado que

T(0) = 0. y

T R

Grafiecando la

& funcién T(x):

g,
f?”3*~ d).-Una aplivacidén préctica de la definicién de

punto fijo:

gea x=R y T:R—» K, donde T sea la ecua--

cién defirida T=-%-04-32, la cual transforma

é una lectura de grados centigrados a grados Fa

renheit:
,A que temperatura las dos escalas termométri

cas marcan la misma lectura? :
Si T:R—R ¥ T(G):—ggc+32, la pregunta

la podemos transformar a otra equivalente:



(i

& T tiene un punto fijo, es decir, T(C)=C ?

Cz=4 C+32 ==3C= -40 por lo tanto
P(~-40)= -40 , 1o que indica que T(C) posee
un punto fijo en R, entonces la temperatura
que marca la misma lectura en ambos terméme--

tros es -40.

2.Q.2. DEFINICION DE APLICACION CONTRAIDA
Sea F un subconjﬁnto'cerrado de un eapacio de
panach X y T una aplicacidén definida de T:F—#F
entonces T seri una aplicacién contraida, si e-
xiste un valor K € [0,1] tal que:
0, - | £ K [Ui- U VU, U, €F
- Al valor K se le llams cbnstante de contraceién,
-vi= En particular la aplicacién seri contraida si la
funcién tiene en el conjunto F una derivada T'(x)

tal que: [T'(x)l < K<l -

4.Q0.%., DEFINICION DE SUCESION DE CAUCHY.

Una sucesidn {xn} en ¥ es una sucesién de Cauchy
siV€>0, IN(E)>0, tal que |xm- xalc € ., 8i
Wym ZN(g).

2.0.4, DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PUNTO FI1JO DE

CONTRACCION DE BANACH.



TEOREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCION DE BANACH.

Sea F un subconjunto cerrado de un espacio de
Banach ¥ y T una aplicacidén contraida T:F ——»F entonces
T tiene un Unico punto fijo X, X €F tal que TX=¥X.
sdemés, 8i Xo€F es un punto arbitrario del conjunto ¥,
entonces la sucesidn {x,,“::Txh donde n=0,1, 2,.;..}

converge al punto fijo X cuando n-++~ylx- Xul‘ -*'—-lxl_ x.‘

donde X € [O,l) es la constante de contraccidén de T sobre F.

PRUEBA:
Existencia:

Sea Xo€ F um punto arbitrario de F, y si definji
mos una sucesién de aproximaciones sucesivas xy;;3TXy don-
de w=0,1,2,+.., de tal manera que cada uno de los Xy €F,
esto es por hipStesis, dado gque T es una contraccién defi

nida T:F —+F, tenemos también que:

1) wa- xv,l lTx“- TX - ld. K[xn-— x“.,' K[Tx“_l- Tx“.,_
< K'K‘xhl xh-—zl*-K tx\'ll- xh-ll
y asi sucesivamente, de tal manera gue:
1) |x,,ﬂ- x“‘ﬁx“lx,- x,‘ g donde n=0,1,2,...
Probaremos gque la sucesidn {x“}es de Cauchy,
-gea m>wn entonces:
lxm - x“|£ K“]xmﬁr xo\ por 1)
‘xm- x.,‘lf K“lx._h— Xyonat X gnoi= KonogHee o 3K = x,lﬁ_
'S'.K“ [Kn-v\-t M‘-alx'“ xo‘-bK Xp¢ X, +...+lx;- x.i:]:.‘

X, - x,}-bK -3




"

K" xi-Xa| [K“"'“"+ K™ k™ 1]<’
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K‘l .
2) lxm; X“IS'T:K' X, - Xe
Ahora dado a gque KEE),l) se tiene que pasaw muy
grande, eé decir, cuando n—>+ 0, el miembro del lado de-
recho se puede hacer itan pequeiio como se quiera, es decir,
se satisface que ]xw;xnrqe,lo cual indica que la sucesitn
{Xn} es de Cauchy en F, y s8i es de Cauchy implica que exis-

te un elemento X en F al cual converge, es decir,

3) 1im x4= X, por ser F un conjunto cerrado.
no—p oo -

-Dado a gue définimos:

TXn=Xws; tenemos gue calculando limites:

n—>y oo n—p oo

-por la ecuacién 3) se tiene que:

5) 1im x“.H::X
n—->p oo

Ahora, puesto que T es una aplicacién continua:

6) lim Txy= T (lim x,)= 1%

n —4eo Y, —& 0o

usando 5) y 6) en 4) se tiene que:
4) Tx=X
-LO0 que indica es que existe un punto fijo x

en F, de la aplicacidén T sobre F,.



i

Lo gue falta probar es la convergencia, es decir,
gque:

- K"

|% - xjé 1% |"" x|

-Calculando el limite a la ecuacidén 2) sé tiene:

W —3 0o .
n
7) 1im\xm - x“l'_f-_ lim I{_K lx.- Xo
m —yo wm ——Ftoa

Por la continuidad de T se tiene que:

"
lim (xw - x0)|<TT
WM ———Pp o0 K" [
lim xi - lim-x“‘-ﬁ I% ,x - X,
W M—V4e f K

xl - IQ‘

- n
X - x“li%';_flxi" x«l
Por lo tanto, tenemos que existe un punto fijo

X de la aplicacién T sobre F, el cual lo encon-

tramos a partir de cualquier punto X dado.

UNICIDAD:

Sea KG[O,J) la constante de contraceién
de T sobre F, y si X, ¥ son dos puntos fijos de
la aplicacién T, es decir, Tx=X, Ty =5 donde
X, § €F supéngase que X#5¥.

Entonces: }i-fl = ]Ti - Ti]é_ K‘S’c - jr'\

puesto que suponemos gue i.—}? entonces K21 y
esto no puede ser porque K es la constante de
contraccion de T sobre F, lo que indica que

Xay, por 1o tanto, existe un lnico punto fijo

X de la aplicacién T sobre F.

it



2.5).~ TEOREMA DE DEPENDENCIA CONTINUA Y DIFERENCIABLE.

DEFINICION DE CONTRACCION UNIFORME:

Sea F un subconjunto de un espacio de Banach ¥, G es

un subconjunto de un espacio de Banach Y y sea:
A= {Ty:y6(3} una familia de operadores definido Ty:F—F
El operador Ty se define como contraccién uniforme sg . :

bre ¥, 81 Ty:F—>F y existe un valor ke[bJ) tal que:

[Tyx-Ty:'c‘f k\x~>_<l Uy€e, x,XeF.
TEOREMA:

gi ¥ es un subconjunt? cerrado de un espacioc de
Banach ¥, G es un subconjuntxﬂgeuun espacio de Banagh Y,
Iy:F—»F y€G es una contraccién uniforme sobre F, y Tyx
es continuo en y para todo x fijo en F, entonces el dnico
punto fijo g(y) de Ty, y€G es continuo en y.

Ademés si F,G son las cerraduras de los conjuntos
abiertos F°, G° y Tyx tiene primeras derivadas continuas
A(%,¥), B(x,y) con respectoia ¥, X vrespectamente.

Entonces gly) tiene primera derivada continua con respecto

a yeG?
PRUELA; la. PARTE (La continuidad de g(y))

puesto gque Ty:F —»[F es una contraccidén uniforme, in-
dica gue existe K€ [0,39 tal que:
Tyx—Tyi"; K‘X-il Vy€eG, x, X€eF sea g(y) el Unji
co punto fijo del operador Ty en F, el cual existie por el

teoremsa anterior.



5ea h e Y un valor pequefio, entonces se tiene que:

1), Tye(y)=g(y)
2).  Tysn slyth)=g(y+h)

Calculando la diferencia de 2)- 1) entonces tenemos:

3). 6(yth)=g(y)=TTn g(yth)-Tys(y)
3). 9(y+h)-g(y)=Ty+h9(7+h)-Ty3(y)
=Tyrh GO +h)-Tyen 900+ Tyn g(%)- Ty ()
Calculando la worme . .. . a 3):
3)! |3(¥-+‘1)-3(’)|=|vahj(y+h)-Ty+hj(f)+Ty+h3(y)-Ty3(y)|é |
f, Ty+h 3(7+")-Ty+hj(>’)]+)7y+h 9 (7)-T19(>')1£
<k 304 - 30)] | Tren 3 0)-Ty 3 0)]

Entonces:

Ty 30)-Ty 4
3)" |ﬂ(v+h)—3(y)if I'“S?_K’yﬂ V)I:

= (1-|<)"I IT)H-h j()’)-Tyj(h)l

Por lo tanto:

50 [90en)-30) |< (-0 | Tren 30)- Ty 30)

Puesto gue Tyx es continuo en y para cada x fijo en

¥, entonces la funcidén g(y) es continua en y.



En ecuaciones diferenciales ordinarias, es muy
caracterigtico presentarlas sujetas a un conjunto de res
tricciones, las cuales todas ellas pueden estar sujetas
a unicamente un 30lo punto 6 mds puntos dependiendo de
la finalidad que se persiga al analizar determinado fend
meno.

Si una ecuacidn diferencial ordinaria esti su-
jeta a un conjunto de restricciones y éstas dnicamente
en un so0leo punio A, =e le llama problema de condieién ini
cial, donde se busca una solucién al problema dado, si eé
que existe, & existe y es lnica eh cierto intervalo de de
finicién de la misma selucidén, la cual debe de verificar
la ecuacién diferencial ordinaria y satisfacer al conjun-
to de restricciones, en dicho intervalo,.

Un teorema de ecuacién diferencial ordinaria lo
es el teorema de existencia y umicidad de =olucién de una
ecuacién diferencial ordinaria (Teorema de Picard), el
cual se demost;aré haciendo uso del teorema de punto fijo

de contraccién de Banach,

Se iniciara por la transformacién del problema
de condiciones I*a una ecuacidén integral equivalente don-
de todas las soluciones de la ecuacién integral en un in-

tervalo dado, son también las soluciones del problema de

condicidén inicial en el mismoe intervalo.

I* = iniciales



(Z

Se hace necesario definir el espacio completo
de funciones vectoriales continuas g¢ ;fI,R“] con cierta mé
trica especifica, en el cual definimos el operador T para

cada funcién vectorial continua (?eﬁ[I,ECé'ide tal manera
que el problema de condicidén inicial es equivalente a prg
bar la existencia de un punto fijo del oPefador T en el es
pacio completo de funcién vectorial continua @GE[I,SCF"] es
decir, probar que existe una funcién vectorial continua
(peE[I:bCR“]tal q—ué se sBatisface T @=qen un ip
tervalo dado. |

Entonces decimos que el problema de condiciénm i
nicial tiene solucién en el intervalo, donde se utilizaré

el teorema de punto fijo de contraccidén de Banach.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicacién del teorema de punto fijo de contrac

‘¢cién de Banach, a la demostracidén de existencia y unicie-

dad de soluciones de las ecuaciones diferenciales ordina-

rias en un espacio de Banach.

. - , Seo. UCR™ - un
conjunto abierto y conexo, y T es un intervalo real abier
to T= (T; y TZ)CR, U puede ser todo R"y T puede ser todo R,

es decir, T=R , U=R" sea U* un conjunto abierto y conexoc

definido en R"™' por U*=TxVU , donde U*CR""',

@1 SARPK DE Wi ALOS



Consideremos ung ecuacidn diferencial ordinaria:

1).- i:f(t,x)
con condicidn inicial.
2)e= x(to)=x, ter , donde f(%,x)
satisface las siguientes condiciones:
a) f(t,x) esté definida y continfa en U*
3).= D) f(t,x) satisface la condicién de Lipschitz,es

decir, existe un valor L >0 tal gque:

\F(t,X|)"F(tIX‘Z)|§,LIXl‘Xz, VXI,XZEU,UtET
El problema de condicidén inicial se puede trans
formar a la siguiente ecuacidén integral equivalente,

es decir, las ecuaciones 1) y 2) se transforman a

la ecuacidén 4).

t
4).- x(t)=x(to)+jt' F(s,x(s)ds ’cé]t-—to}é_gCT

Donde todas las soluciones x(t) de la ecuacién 4)

<5 son también soluciones del

en el intervalolt‘to

problema de condicién inicial, es decir, satisfacen

la ecuacidén 1) y verifica la ecuacién 2) en el in--

tervalo jt-to]é 5.

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD
(Teorema de Picard)
pada una ecuacién diferencial ordinaria 1) con

condicién 2), donde f(t,x) satisface las condiciones 3),



y dado cualguier punto Po=(te., Xa) € U¥, es decir, X, €U,
1,€T; probamos gue existe en un intervalo |t-tul£-s' donde
S >0 una unica soluciédn x(t)=@(t) definida en lt—t.lig,
con valores en U, gue satisface la ecuacidén 1) y verifica

la ecuacidén 2).

PRUEBA:

5ean 5,8 valores Pesx’cwo:;jaoy@g Zm< g, de tal manera que
definen el rectdngulo cerrado y acotado:
5(3,8 ,te,x)=B(5, 2 -):{(t,x):]t-u)g% s [x-xe]< & ‘}c u*
el punto Po=(to,X)€B (5, 8 ) por la continuidad de la
funcién f(t,x) existe un valor M >0 tal que:

e, 0f¢ n v (t,x)€B (5, 2).
Escogdmos un valor S>0 de tal manera que se

satisfagan las siguientes condiciones:

a).~ (t,x)eB(S,B) siempre que |t-t4€. S, Ix-xo

b).- SL&1

Sea [ “’(-to‘ﬁg, R"] el espacio completo de todas las
funciones vectoriales continuas ¢, definidas del inter-

valo cérrado y acotado It-tolﬁ S, sobre el espacio RY .

3i en el conjunto B(S,® ) definimos por EU{-{Q
el subespacio completo de funciones vectoriales continuas
qo , definidas del intervalo cerrado y acotado lt"t“lf 5.

sobre ]x-xolé_ B, tal que lq;(t)-xné,lﬁi y con métrica

F((Pi.'q)z): W\.EX‘CP,—SD,_"

< B

baN]

<38,|%-Xe|< £ ]



Se define para .cada funcién vectorial continua

la transformacidn 7T (p,

cpe#[[{-tn <5, Ix-x.[< B ]
por la relacidn:

1

5) Tcp(ﬂ=><(’ta)+L F(s, ¢(s)) ds teli-t.)<3

De tal manera gque el problema de condicidén ini-
cial es equivalente al problema de probar la existencia
de un punto fijo de la transformacién T sobre el éspacio
de funciones vectoriales continuas Q¢ E[[{.t‘,{gg,[x_x,k_ 2 ]1
es decir, ®#i en el espacio de funciones vectoriales con--
tinuas E“{-iels?, ; ,X-Xolﬁ :5] e:ii_ste una funcidén vecto--
rial continua @ tal que satisfaga ... . TQ=0, pa-
ra {El{—tolé g , entonces decimos que existe una'-tinica S0~
lucién x(t) de la ecuacién 4) en el intervalo ]t-’coli?,.

Probaremos la existencia de un ilnico punto fijo
de la transformaciém T Bobre el espacio de funciones vec~
toriales continuas E[[{-{,]ﬁé,]x-xals Eu] aplicando el Teo-
vema de Punlo FIJo de Clomtraccidn 42 Banach.

Condiciones a probar:

BIBLIOTEGA

DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

6) T:F —+E

7) T es una contraccidn sobre f

KL SABER DE MIE HIJOR
FARA MI GRANDEZA

PRUEBA:
6) T: BE——>F
sea @& £ definida en ,i—toiﬁé calculemos:



lm(i)-xol=|J: (s, 9(5) ds‘g lf:,l (s, qo(s))\cls}s MILtc]sl

= M|i-t. |4 BB
Entonces: (T@({)*Xoli 8 , lo gue .indica es que:
T(E’)CE , €8 decir, T¢ocg donde se observa gque T trans-
forma funciones vectoriales continuas en funciones vecto-
riales continuas, por lo tanto se cumple que T: F—sF
7).T"%8 una contracecidén sobre P

sean go,,xpzefdefinidas en ]t-tnlﬁg » Calculemos;

t
|70, ()T @ ()] - x(to)+j1f(s.q>. (5))ds—-x(tn)ﬂ5 F s, (9)) ds

1§

s@@asjfsqdmgq

vl

¢
] (5, 9.6)- £(5. 2.)] ds
.

‘ l scp(s) F(s cpl(s)lésl

t
f_” L wmay
1o €

Entonces: ’T(p. T%]‘LS mo.xM, \pzl , pPuesto que L§<41 ,

tPl'_ \P?.

clslﬁ LS mgx‘tpi-xplm

entonces T es una ap1103.016n contraida sobre r.'
pade a que T satisface las condiciones del teo=-
rema de punto fijo de contraccidén de Banach, entonces exisg

te una Unica funcidén vectorial continua q)ef que satisfa--
oo _ ey

- !




CONCLUSION DE LA PARTE A.

Por 1o general,las demostraciones de log teoremag de
existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciébdn inicigl,nos dan in
formacidn sobre la existencia y unicidad de solucibn de -
una ecuacién diferencial ordinaria con condieidbn inicial-
en un intervalo dado,mids no un método pars encontrar di--
cha solucibn.A diferencia, se riene gue el Teorema de Pun
to fijo de contraccidn de Banach aplicado a la demostrs -
cidn de un teorema de existencia y unicidad de soluciédn-—-
de las ecuaciones diferenciales ordinarias con condieciébn-
inicial en un intervalo dado (Teorema de Picard),el cual,
aparte de garantizar la existencia y unicidad de solucién
de las ecuaciones diferenciales ordinarias con corndicidn-
inicial en un intervalo dado,aporta el método de aprexima
ciones sucesivas mediante el cual a weces se puefle encon-
trar la solucién al problema de condicidén inicial,en un -
interwalo dado,digo a veces porque en ocasiones la inte—-
gral a resolver es realmente compleja e irresoluble me=—-
diante los métodos tradicionales.

OBSERVACION: .

La funcién f se condiciona a que sea continua y Lips
chitziana,dichas condiciones son suficientes mis no nece-
sariasshay funciones gque no satisfacen ninguna condicidn-
0 a lo més una y posee solucibn dnica.S5i f es funciédn con
tinug y lipschitziana,entonces el problema de condicidn--
inicial tiene solucidén dnicajen caso de gque f sea tnica--—
mente una funcibén continua,entonces a lo més se puede ase
gurar la existencia de solucidn para el problema de condi
cién inicial.Para detallar esta dltima idea,pasaremos a -
demostrar un teorems de existencia de soluciédn (Teorema--
de Peano),donde en su demostracién es necesario hacer men
cibén del Teorema de Punto Pijo de Schauder.
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PARTE B.

Empezaremos por mencionar el Teorema de Punto Fijo-
de Schauder,as{ como dar referencia de su demostraciébn.
Se continuard con la aplicacibén del teorema de punto fide
de Schauder a la demostracidén de un teorema de existen—--

cia de solucibén de una ecuacidbdn diferencial ordinaria con

condiciones iniciales en un intervalo dadoc {Teorema de-=

Peano ),donde se hace necesario introducir el teorema de =
Arzela—-Ascoli [éx.ﬁdemés,se aplicard el teorema de punto-
fijo de schauder a la demogtracidén de existencia de solu-
cién de una ecuacién diferencisl ordinaria de 2do. orden-—
con condiciones de fronmtera en un intergalo dado,donde se
obgervari que en el problema de condicién de frontera es—
necesario introducir la funcién de Green por construcciébn
ver [I],[Z] ,para su demostracidbn,aparte del teorema de Ar-

zela=Ascoli.

Se ilastrard mediante algunos ejemplos la construc—-—
cidn de la funcibn de Green para el problems de condicidn
de frontera (usando 2 formas) y obtendremos la ecuacibn--
de la curva integral que saﬁisfaga a la ecuacibén diferen-
cial ordinaria de 2do. orden y verifique las condiciones-
frontera en un interwvalo dado.sdemds,se dard una conclu—-

gidén de la parte B.
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3. MENCION DEL TEOREMA DE FUNTC FIJO DE SCHAUDER.

Sea ¥ un espacio de Banach y sea CC¥ un conjunto ce
rrado y convexo,y suponer que T es una aplicacibdn conti--
nua y definida de C en s{ mismo,T:C —C,tal que T(C) es -
relgtivamente compacto,entonces exigte un punto x&C tal -

que Tx = x.

Para su demostracibédn ver [_4] pag. I0 y [II) pag. 415,



probar la existencia de un punto fijo del ¢operador T en el
gapacio completo de funcidén vectorial continua cpEE[I,Ac:’“]'

tal gue se satisface = - " T¢=¢ en un intervalo da-

gi una ecuacibén diferencial ordinaria estd suje

ta a un conjunto de restricciones y éstas lGnicamente en
un solo punto A, se le llama problema de condicidén inicial,

donde se busca una solucidén al problema dado, si es que e-

xiste, o existe y €8 dnica en cierto intervalo de defini---
cién de la misma solucidn, lé cual debe de verificar la e-
cuacién diferencial ordinmaria y satisfacer al conjunto de
restricciohes, en dicho intervalo.
yn teorema de ecuacidén diferencial ordinaria lo
- es el teorema de existencia de solucién-de una ecuacién di
ferencial ordinaria (Teorema de Peano), el cual se demose~

trard haciendo uso del -teorema de punto fijo de Schauder.

Se iniciara por la transformacién del problema de
condiciqnes iniciales a una ecuacidém integral equivalente,
dondé todas las soluciones de la ecuacién integral en un in
tervalo dado, son también las soluciones del problema de .

comdicién inicial en el mismo intervalo.

Se hace necesaric definir el espacio completo de
funciones vectoriales continuas tpei.‘[I.R“] con cierta mée~
trica especifica, en el cual definimos el operador T para
_casa funcidén vectorial continua ?GE[I,,ACS”, de tal mane-

ra gue €l problema de condicidén inicial es equivalente a




probar la existencia de un punto fijo del operador T en el
espacio completo de funcidén vectorial continua cpEE[I,ac‘fKn]’

tal que se satisface = - ",fP?=<Pen un intervalo da-
do.

Entonces decimos que el problema de condicidn i-
nicial tiene solucidn en el intervalo, donde 8se utilizara

el teorema de punto fijo de Schauder .

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicacidén del teorema de punto fijo de Schauder
a la demostracidén de existencia de soluciones de ecuacicnes

diferenciales ordinarias en un espacic de Banach.

TEOREMA DE EXISTENCIA (TEOREMA DE PEANO)

) e 7
N -~ 2., Sea UCR" en un

conjunto abierto y conexo, y. T es un intervalo real y a--
bierto:
T-—-(T; , T-,)CR, U puede ser todo R" y T puede ser todo R,
U=R" ¥y T=R ; sea U* un conjunto abierto y conexo definido
en R™' por U*=TxV , U*cR"H

gonsideremos una ecuacidn diferencial ordinaria:

1) X=f(t,x)

con condicidn inicial

2) x(te)-xe para t€¢T , donde f(t,x) satisface la

siguiente condicién:



3) fit,x) estd definida y continua en U*,
El problema de condicidén inicial se puede trans-
formar en una expresidén equivalente, es8 decir, a la siguien

te ecuacidén integral que contiene a la ecuac16n 1) ¥ 2):
8 x(t)= x(t)+J Flsx() ds YR BIBLIOTECA

o/ DE CIENCIAS EXACTAS
o Y NATURALES

telt-teescT, ter . e

Donde todas las soluciones x(t) de-la ecuacidn

4) sobre un intervalo (t-t4ﬁ-§, son también soluciones del
problema de condicidén inicial, es decir, satisfacen las e-

cuaciones 1) y 2) en el intervalo ]t-t.,]ﬁé.

TEOREMA DE EXISTENCIA (TEOREMA DE PEANO)

Dada una ecuaci6n diferencial ordinaria 1) con
condiciones 2) y donde f(t,x) satisface la condicidén 3) y
dado cualquier punto Po=(te, Xo) € U* , es decir, Xo €U, to€T
probaremos que al menos existe enr un intervalo lt-tolﬁ Sy
donde §> 0, una solucién %x(t) definida en It--tolié ¥y con
valores en U, que satisface la ecuacién 1) y verifica la
ecuacién 2).

PRUEBA:

Sean S5,B valores positivos de tal manera que de-

finimos el rectangulo cerrado:
J (5.8, t0, %)= 3 (5. 8)={(t.4):]t-te] 25, | 4-%e| ¢ B} c U™
el punto Po=(te,xs) € J(8,B), por la coniinuidad de la fun-
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cién f(t,x) existe un valor M >0, tal que:

If(t,x),f_ 2 Y (t,x)€J(s,B).

Sean 5, B valores positivos, donde 0<5<8S, 0<B<B,
MS<B y definimos el rectingulo cerrado y acotado:
A(3,8,to, %) = A(S-\,é):{(t,x):lt-io 2 E} ci(s.8).

sea E[l{-{alfg, R"‘J el espacio completo de todas las funse

ﬁgl’X-Xa

ciones vectoriales continuas ¢, definidas en el intervalo
cerrado y acotado lt-tolé S, sobre el espacio R', si en el
conjunto A(§,§), definimo; el subespacio completo de fun-
ciones vectoriales continuas ¢ , por f“i- tai‘.‘:é,lx-h!ié},
las cuales estan definidas en el intervalo cerrado y aco-
tado lt-tol‘—: S, ¥ con valores en ]x-x.,le, B, donde ademis se

satisface que para alguna funcién vectorial continua:
apei’[}t-tu[ﬁé', lx—xol_‘sé] ¢(te)zxe , ¥ para tods
funcion geE[[14.[<3,[x-x[<B) | p)-%[<B .

En la forma en gue estd definido el conjunto

A(é,ﬁ), este es un conjunto cerrado, acotado y convexo.

Se define para .¢2da  funcién vectorial continua
Qe EU t-tolf g, ,x"“lﬁ 5} la transf'ormgcién T¢ por la
relaciédn:

t
5) Tfp(t)=x(to)+j{ F(s,20)ds telt-to|<s

De tal manera que el problema de probar la exis-
tencia de un puntc fijo de la transformacién T @ (‘relacign

5), €5 equivalente al problema de condicién inicial, es de



&

cir, si en el espacioc de funcidén vectorial continua:

E(H--Lnlg_g , ,x~x°|§ f}] existe una funcidén vectorial con
. TP=@ para: {Eft-to[£§

entonces decimos gue existe una solucién x(t) de la ecua-

<.

tinua ¢, tal que satisfaga

cién 4) er el intervalo lt—to

Probaremos la existencia de un punto fijo de la

transformacién T sobre el espacio de funcidén vectorial
continua Z [It-tolig, lx-h‘ﬁ E] aplicando el teorema de

punto fijo de Schauder.
Condiciones a probar:
l)¢ T:-E —-———PE
2). T(Z) es relativamente compacto.
1), : 82— F
Sea @€ E, TQ ('h;):)(g . tel{-tolf'é , calculemos:
t 1 t
TP (t)-Xol= s, () ds|< 5,9 (s) f
7o -0f| [ Ho9@)ds|<| [ |£(s.90) s

2M[i-to]4mE< B
Entonces: "ﬂp({_)-){,lfﬁ, 1o que indica es que T(F)CF, es de

Aslé M <

cir T‘PGE , donde se observa que T transforma el espacio
de fumcidn vectorial comtinua, @, TQE A(S,B), por lo tan
to T:f‘—-—-vf.

2) T(£) es relativamente compacto.

Sea (¢CE, tEli"{Olﬁg y calculemos:



4 S
,Tﬂo(ﬂ~Ttp(S-)!=|x(ta)+j E(s,qJ(S))c]s—x(to)-j (s, p(s) ds =

Q

-.-Utf(s,fp(ﬂ)ds’rrof(sﬁl’(ﬂ)dst

:l ]: [—(s,(p(s))clsl':l[:]f(sf<P(5))Icls[
1 .

L c!s\é M‘t-s.,

i

<M

Entonces [T¢ (1) -TP()|sM[t-5.] para 1,5, €|t-1]¢5
lo cual indica que T(Z) es una familia equicontinua en 2
y por el teorema de Ascoli &ﬂ , T(£) es relativamente

compacto. Por lo tanto T(E) es relativamente compacto.

Dado a gque T satisface las condiciones de exis-
tencia de un punto fijo del teorema de Schauder, enton~-
ces existe una funcién vectorial continua:
pE E“ t'tolf S ,IX~Xo‘$ B] que satisface la relacién TQ=¢
en el intervalo ‘t-t4$ S , esto implica gue el problema
de condicién inicial 4) posee una solucién x(%t) en el in~
tervalo lt-tok_é.

Nota:

ES esencial la dimensidén finita del espacio pa-

ra establecer que T(F) es relativamente compac-

to.



La continuidad de f(t,x), no garantiza la exis-

tencia de soluciones en espacios infinitos, etc.

véase (3] .
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Si la ecuacidén diferencial ordinaria esté suje-
ta a un conjunto de restricciones y éstas a dos puntos
A,B, se le llama problema de condicién de frontera, donde
se busca una solucién al problema dado, si es que-existe,
o 8i existe Yy es unica, de tal manera que la solucién que
buscamos esta limitada al intervalo [A,B), es decir, don-
ﬁe se va a'definir la solucién, as{ como verificar la e--

- cuacidén diferencial ordinaria y satisfacer el conjunto de

restricciones preasigrnadas.

El siguiente problema de condiciones de fronte-
ra, se va a resolver utilizando el Teorema de Punto Fijo
de Schauder para probar la existencia de solucidn, y
donde en su desarrollo es necesario introduecir la funcién

de Green, la cual se definiri en dos formas distintas, pe

ro dando el mismo resultado. En una de las formas es nece

sario introducir el concepto de funcidn escaldén unidad pa
ra obtener el resultado, y en la otra es necesario el ma-
nejo del wronskiano de las soluciones linealmente indepen
diente.

Se daran algunos ejemplos, a los cueles se les




calcula la funcidén de Green por las dos formas, para visug
lizar cual de los métodos es mias facil de obtener la fun--

cidén de Green.

Un problema de condicidén de frontera se puede
transformar a una ecuacidén integral equivalente, de tal ma
nera que las soluciones de la ecuacidén integral en un in--

tervalo [A,;'B] , son también soluciones del problema de condi

¢ién de frontera en el intervalo [A,B].

Se hace necesario definir el espacio completo de
funciones vectoriales continuas &g [T,R“] y con cierta
métrica especifica, en el cual definimos el operador T pa-
ra c¢ada funcién vectorial continua ({J&E [T',BCR“] y de
tal manera que el problema de condicién de frontera es e--

guivalente a probar la existencia de un punto fijo del ope

rador T en el espacio de funcién vectorial continua
(PGE[T,EC. R“] , €8 decir, probar que existe una funcién
vectorial continua CPEE [T,SC R“] , tal que se satisface
T -+ Te=-¢, en un intervalo dado, entonces decimos
que el problema de condicién de frontera tiene solucidén en
el intervalo donde se utilizard el teorema de punto fijo

de Schauder,

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicacién del Teorema de Punto Fijo de Schau~-

dla'r;> . & la demostracidn de existencia de soluciones de

LAy
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BIBLIOTE!
DE CIENCIAS EXAC
Y NATURALES

las ecuaciones diferenciales ordinarias, - ,
5L SABER DE MR ALION

Aaka M1 GRANDEZA

- Problema de condicién de frontera -

El problema de condicidén de frontera, a diferen
cia del problema de condicidén inicial, es que la solucién
general estd sujeta a mids de un punto; cuando son dos pun

tos, por lo general son los puntos extremos del intervalo

en definicién, y es de esperarse que el nimero de condi--
ciones a dicho problema sean mds de una, Se resolveri el
problema de condicién de frontera haciendo uso de la fun-

cién de Green, construida de acuerdo a las condiciones de

[l]y [2] y del Teorema de Punto Fijo de Schauder

— - A oA - z.
- - B - - . TN l’ ) !

;w7 546 UCRM

- - -

un conjunto abierto y conexo, y T es un intervalec real ce

rrado y acotado:
7={0,P]CR, sea U*CR™' definido por U= TxU.

Consideremos una ecuacidén diferencial ordinaria-de
segundo orden:

1). y(x)=f(x,y(x))
con condicicones de frontera

2). y(0)=0 , y(P)=0 x&[O,Pﬂ=Tdonde f(x,y) sa-
tisface la siguiente condicién:

3). f(x,y) estd definida y continua en U*,

ELl problema de condicidén de frontera se puede traﬁg

formar a la siguiente ecuacién integral equivalente, es




decir, las ecuaciones 1), 2) se transforman a la ecuacién:
F

4) y(x)zj 6 (x.t) F(t,v(®) dt xe [o,r]

Q
Donde G(x,t) es la funcién de Green y estd defi-

nida; G(x,t)} : TxT —*R , y se expresa por la ecuacidn:

- F
5) e(x,i){ Uo (5-1) [Uo (x-s) - —’;—] ds ----forma A
o _
Obtencién de la ecuacidén 4):

Dado que:

1) ¥(x)=f(x,y(x))  xe[0,P]
con condiciones de frontera
2) ¥(0)=y(P)=0 , suponiendo que se satisface 3)

Integrando dos veces la ecuacién l){

[5e[ Flevie

y (s) = Lsf (t.y(®) dt+c,

fexdwfff(t.?(ﬂ)dt ds +c,fos

LI
4) v(x)=f[ FQLy W) dtds + Gx+Ca

Ahora, utilizando las condiciones de fronte
ra izquierda ¥(0)=0 en x=0 , y condicidén de frontera dere

cha y(P)=0 en x=P , en la ecuacién 4), para obtener C;, C,.

F6



6)

1)

8)

9)

10)

Calculemos:

7(°)=jp fsf(i:Y(*))chlsff(a(oHCz:O —5 (220

o Jo

f s

Y(P)=J J

Qo Jo

L) dtds +CiPro=0 et [ [ Hlo)it

Llevando 6) y 7) a 4):

4)'5,cx){ff(t,ym)aus-_;fff(t.ym)aus veo

Definiendo la funcidén escalén unitario:

0 81 5€0
Uo(S)= {1 8i S>0

Definamos la funcidén escaldén unidad:

0 si x=8<0
Uo (x=5) {1 5i x=5> 0

Aplicando 9) a la ecuacién 4) se transforma en:

4) vy x) :J*’UG (X-S)Jsf(t,)/(t)) cltfls“%fjff(i,y(i))dicls
f T [0 2] vt atds xefor

Definamos la funcidn escaldén unidad:

_ 10 8i S=-t<0
Uo(S-%)= {1 8i S=t >0

Aplicando 10) a la ecuacidén 4) se transforma en:
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" y(X)SJPL?U.(S-Q[UO&—S)—%.J{-(t,y(t))d‘ccls

:j;U:Uo(S‘ﬂ[U“ (x-sj-%]ds)f‘(t'm))““ x¢lo, 7]

- Por lo tanto; la ecuacién 4) queda definida:

9y (X){f s(xt)f(ty®)dt  xelod]

f

ponde 6 (X.t)= J U.(sd)[uo (x-5)~l‘;.]=}s es la
o

funcidén de Green descrita.

Para obtener 1la funcién de Green del problema en

cuestidn, se usari la ecuacién 5):
P
5) G(x.i)zJ Ue (s-t)(uo (x—s)—l;.}és
]

Puesto que la funcién de Green estd definida:
G(%,t)=[0,2] x[0,2] —> R , entonces fijando un valor t€[0, P

calculemos la funcién de Green:

a). x5t es decir x:EE).t] condicién de frontera
izquierda.
b) x21t es decir x¢€ [t,P] condicién de frontera
derecha.
5-1>0
Desarrollando a): ds
sea x4t , t fijo fig. a) o S x M
4
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t P

5) G(x,t):[a Uo(s-t)[Ue(_x-s)-%]cls+L Ue (s-t)[Uo(x-s)—%]Js

Analicemos a la funcidn escaldén unidad en los inter
valos:
[’o,t} , [t,P] puesto que Uo(S-t)z{g :i g:zig —
i). En el intervalo [0.1;]' » ver fig. a)
§-tS0 => Us(S-t)=0
ii). En el intervalo [t,P] y ver fig, a)
S=t>0 = Us(S-t)=1 |

pe acuerdo a i),ii) =% 5) se transforma en:

5)  &(x.) '—'J:[U. (x -s)—-,’:#] ds

Por ii} sextiene que S>t, y dado que tZx entonces
S»>x por lo tanto x-85<0 =3 Uy(x-S)=0
Llevado a 5)

5) & (x,{)

3]

. |
J, 3 4s
_%(P_{)=_(ﬂ)_§. st 12x

P

Desarrollando b)

s-t>0
Sea xz.t , t fijo | /é\H/S\q ’
fie D) o 5% :



“o

5) e(x,ﬂ:j{ U, (s-1) {Uo(x-s}%J ds +

¥ [: Us () [uo (x-s)_—--;-] ds+ LPUo (§~t) [u,, (X-SJ-%) ds

pAnalicemos a la funcibén escalén unidad en los interva-

R R N Rt

i) En el intervalo [O,t] , ver fig. b)
§€t =35-1£0 =3 U (5-%)=0

ii) En el intervalo [t,x] ver fig. b)
S>t =¥S-t>0 =Us{S5-1t)=1

iii) En el intervalo [x,P] ver fig. b)
S>t =>S-t>0 =>Us(5-1t)=1

De acuerdo a i), ii), iii), 5) se transforma en:

® P
5) &{xt =j U {x-5 —_"..]Js +j Uo (X-s —_"_]
() = |, [0eler9- 3 Jds +] (U 9)- 27 s
Analicemos la funcién escalén unidad en los intervalos:

- L4 - ‘
[_t,x] , [x,P} puesto que U(,(x--s)ag{flJ :;' ;_g;g

iv) En el intervalo [x,t] ver fig. b),
x> 5 =>x=5>0 -;-‘@UQ(X'S)SI
v) En el intervalo [x,P‘ ver fig b) ,

x48 ===Dx=320 =T, (x-5)=0

De acuerdo a iv) y v), 5) se transforma en:



(x4) = fox 1s. 1 Px oox [T ds=
5) 6(x, '[[!-.F] 5+[(—2‘§,)c|s=—-f;—{ s--P_-f =
X X

t

- Fx .(x-{)—_’;. (P-x)= L [x-t-x

Por lo tanto se define gue la funcidn de Green pa-

ra el problema descrito es:

-

—g—- (t-P) 8i 0%x<t condicién de

frontera izquierda
G(x,t)= ﬁ
$(x-P) si t<x<P  condicidn de

frontera derecha

Nota: Para mayor detalle véase [2]
Otra forma de definir la funcidn de Green es la siguiente:
Sea G(x,t) : Ix2 —+R ,definda por:
¢, (t)y, (x) 02x<t condic. de frontera izq.
5)'G(®y %)=, A
' G, (t)y, (x) t<x<P condic. de frontera der.
5)' forma B
picha construccidén de la funcidén de Green esta
definida en ‘_'1] , se bosquejard la obtencién 5)' (forma B)

al problema gue se esti tratando, de acuerdo a [1] .

Construccidn;

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

€5 84%ER DY Wi HIFOS
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6)!

7

8)"

9)

C,(t) es una funcién que depende de t, y se calcula

mediante la expresiodn:
G (t)a —Yebb)
w(t)P(t)

C.(t) es una funeién gue depende de t, y se calcula

mediante la expresiodn:

Ca(t)= 1 (t)
w(t)P(t)

¥v1{x) , y.(x) son las soluciones de la ecuacién di-
ferencial ordinaria de Z20. orden hdmogénea, donde
¥, (x) es la solucién de la condicidén de frontera iz
quierda, ¥, (x) es la solucién de la condicién de |
frontera a la derecha, entonces y, (t) , yz(t) son
las soluciones evaluadas en x=t dado gue y, (x) ,
yz(x) son soluciones linealmente independientes, su

cede que:

¥y (OJ%yz(.Oi Yy 5 (B)#y, (B).

Dado a que y, (x) , ¥,(X) son linealmente indepen—-

tes, entonces su wronskiano estd definido por:

y, (x) ¥, (x)

w(x}=
yi(x) y(x)

Entonces w(t) es el wromskiano evaluado x=t.

10) P) 15 o funcibn focter de \a maypr derwada evaluada X=1

De acuerdo a lo anterior, la funcidén de Green a tra



bajar gqueda definida por:

2 (8) ¥ (X)) 55 0<x <t condicién de
w(t) P(%)

front, izq.
5)° G(x,t)= ¢

Y () ¥2(%) o5 t2xep condicidén de
w(t) P(t) front. derecha

.

Nota: véase con mayor detalle en [1] .

- Problema a resgolver utilizande la forma B)-

Dada la ecuacidn diferencial ordinaria de 20. orden:

1)'  y=£(x,¥y) , con condiciones de fromtera
2)' ¥, (0)=O . ) YI(P)SO X€ P= [O,P] ’
3)t f(x,y) eatd definida y continua en U*

- Construccidn de la funcidén de Green:

Considerando la ecuacién 1)' como homogénea, es decir,
£(x,y)=0 ’ éntonces 1l)' se transforma en 1)'':

1)1t y=0

ponde las soluciones de la ecuacién 1)'', que satisfacen

las condiciones de frontera, son:

6)! y,(x)=x verifica la condicidén de frontera izguier-
da, es decir, y, (0)=0

) ¥, (x)=x-P verifica la condicién de frontera dere-
cha, es decir, y,(P)=0



8)'  y (t)=t
9)! yz(t)st-P

Y HF’{ i W rds J“.L:&

EL SABER DL wiis HUMOK
HARA W GRARDELA

10)! P(t)=1

X X-P
11)! wW(x)= L L z X=(X~P)=P£0 = w(t)=P
¥y, (t) t=P t-P

12)' ¢, (t)= = -
P(t)w(t) (L)(P) P

13)* C(t)e—NlB) ¥
P(t)w(t) (1)}(®?) P
Reemplazando las ecuaciones 6}, 7)', 12)', 13)' en
5)', obtenem¢s gue la funcién de Green queda definji
da por:
| £ (t-P) 0£x£t cond. de front. izq.
5)'  G(x%) =

-%-(x-P) t€x2pP cond. de front, der.

Se puede observar gue la funcién de Green es la misma,
Todas las soluciones y(x) de la ecuacién 4) _ en . el'inter-
valo T=[0,Pﬂ , son también solucionez del problema de con

diciones a la frontera, . en el intervalo T=[0,Iﬂ » €3 de

cir, se satisface la ecuacidén 1), y verifica la ecuacién 2).

--Froblema de condiciones a la frontera--
Dada una ecuacién diferencial ordinaria de 2o0.

orden 1), con condicidén 2), y donde f(x,y) satisface la
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condicién 3), y dada la pareja de puntos (0,0), (P,0) U=,
es decir O, PET:[O,P] » O6U , probaremos que existe en el
intervalo T= [O,P-J » al menos una solucibn W(X) definida en
el intervalo Té [O,P] y ¥ con valores en U, gue satisface

la ecuacidén 1) y verifica la ecuacién 2).

PRUEBA:

Sean P,r valores positivos, que definen al rec-

tdngulo cerrado y acotado:

B\ BIBLIOTECA
B(P,r)= {(x.y): xe[0,B)=T [y-of r} cu B 0 clcis exucins
- syrey o e

los puntos:

(0,0), (P,0) €B(P,r) , por la continuidad de la funcién

f(x,y) existe un valor M>0 tal que M<—3 g‘f tal gue:

lf(x,y)"ﬁ. M Y (x,y) €B(R,T).

Sea [ [[O,P] ,R“] el espacio completo de todas
las funciones vectoriales continuas (p , definidas del in-

tervalo cerrado y acotado T= [O,P] sobre el espacic R".
Si en el conjunto B(P,r) definimos por:

E [[O,P] » ,y]ETJ el subespacio completo de funciones
vectoriales continuas § , definidas en el intervalo cerra
do y acotado TI= [0 P] sobre ,y]ﬁ r, donde se satisface

que para alguna funeibén vectorial continua PpEe ]g[[o p] ]y'«: \..J

0} o, <P( ) 0 y para toda funcién ¢ se t:.ene-

lcg(x)-o]fY , xeT=[o7].



T

Por la forma en que esta definido el conjunto
B(P,r), es un conjunto cerrado, acotado y convexs, se defi
ne para ‘cci_éu . funcién vectorial continua QPE,E’[[O,P],]\;'AE\-]
la transformacidn Tq) por la relaciédn:

14)" "T'<P(x)=fre (x,1) f(i,(p({)).é{ XeT =[o,p]

De tal manera gue el problema de existencia de
un punto fijo de la transformacién T¢ , ecuacidén 14)' es
equivalente al problema de condicidn de frontera, ecuacidn
4), es decir, Bi en el espacio de funciones vectoriales
continuas :E[[O,PJ,]YE \'] , existe una funcidén vectorial con-
tinua @ , tal que satisfaga .. .. . qu:¢ para tETs[O,IJ
entonces decimos que existe una solucién y(x) de la ecua=--

cidén 4) en el intervalo T=[0,Pﬂ.

Probaremos la existencia de un punto fijo de 1l1a

transformacién T sobre el 5[[0,5"],[)/,‘5: r] aplicando el teog

rema de punto fijo de Schauder’ :,

Condiciones a probar:

2). T(£) es relativamente compacto.

i), 81i S, x¢€T, tal que 0< x£5<t y usande la condi-

cién de frontera izquierda de la funcidén de Green se tie-

ne gue:



o). Jolot)- ol |2 o3 (A ()= Bt o]

ii), Si 5, x€ 7T, tal que t<5<x<P , y usando la con-
dicién de frontera derecha de la funcidén de Creen se tie-

ne que:
o) Jol)-els) =] L) -2 op |- L fer-sar)|= 269 <
= = [x-3]

iii)., Probvar que:

N c).ljre(x,t)c\t]f*‘gi

P % P X r
y(x)zf 6l d)dt = [ w.nauf e(x,t)dt-—j CDrdta 2
0 © X °© ¥ .
L X- 2 A 2 P__ Tx-P % z
-5t [a g (g e e [ £

. ——
T vt - ———

- xr-F
Por lo tanto: Y(")* "‘T‘K‘
Si graficamos la funcién Y(x) en el intervalo .

{O,P] , Gonde su minimo relativo se cobtiene en el punto

.y P
critico X="5



Vs

T A
70
4 A = X
pt F P P'&
e G e 7(-?:)=~*—é-
Por lo tanto si X g ['0' ¢) ’y[x)lé .—%i , es decir,
F 2
c). U e(x.{)cltjsf_.
° 8
PRUEBA:

1) T f~—F
Sea cpef, donde T @(0)=0 , TP(P)=0 , x€ T , usando c¢):

Calculemos:

lﬂp(x)z ” (x.) F(t, @ (1) aif }f(t‘p({ Hf@(x,t)gf[ﬁ

< M’ f@(x,t)é’c

"Nﬁ“-fl-z--s =Y
B 8 7 8 Tpr

P;)r 1o tanto: }fq:(x)jﬁ r

gntonces:

{?’E_ q)(x)lf. r 1o gue indica es que T(Z)CE , es decir,



~L
~

TQeE donde se observa gue T transforma funciones vec-
toriales continuas en funciones vectoriales continuas,

@ Tg € B(P,r) , por lo tanto T: p—>p .

2). T(Z) es relativamente compacto

Sea tpeg , xe[O,P] =T

74 -To@)]<| [ el 0)dt- [ ee) o) ] -
=l L?[@,(x.t)- G(s-ﬂ] [F (t,‘p({))] Jt‘ <
["] tea)- o) e 9] et > siauorees

;D i. £

< Mjf[ 6 (x.t)- G(s.t)l Jtlé M‘x«-st £

= -«
,.‘:‘e—j

A E Y LI
-‘sn;n,wm-u

Entonces:

lﬂp(x)-i"cp(s)lf: %E}X-SI , donde S, x¢€ T= [o,P]

llega al mismo resultado si en 2) usamos i) 6 ii).
Lo que indica es que T(Z) es una familia equi--
continua en el E[[o,ﬂ,[yls rJ y por el teorema de AScO

1i {8] , T(E) es relativamente compacto. Por lo tanto:

T(Z) es relativamente compacto.

Dado a que T satisface las condiciones de exis-



tencia de un punto fijo del teorema Schauder, entonces’

existe una funcién vectorial continua ve E[[o,p],jylg r]

que satisface la relacién T@=9 en el intervalo T= [O,P];

esto implica que el problema de condicién de frontera 4)

posee una solucidén y(x} en el intervalo T=[C,P].

Nota:

ES esencial la dimensién finita del espacio, pa

ra establecer que T(Z) es relativamente compacto.

La continuidad de £(X,Y) no garantiza la exis--"

tencia de soluciones en espacios infinitos, etec.

Véase [3] .

Ejemplos:

Resolucidén del problema en cuestién, considerando 3)
f(x»4)=x , la cual es una funcién continua y &efini-
da en U¥*. Ahora, puesto gue la solucién particular

al problema, estd determinada por la ecuacidén 4),.

4) y(x—):er (x-A) f(t,v({))gt xe[o, ]

o
Donde G(x,t) en la funcidén de Green propuesta en 5),

‘la cual estd definida por:

izquierda
5)e G(x,t)= ¢ '

derecha

2 BIBLIOTECA
b DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Desarrollando 4):

EL SABER DE MBS HLIOS
AARA W GRANDEZA

L-%—(x-—?) 8i t<x<P cond, de frontera

-f—(t-P) 58i 0<x<t cond. de frontera



=

0y et fluy @t # <lu ler00) o

Substitucibn de %) en 4):

* 4

4). y(x):j e(x,t).uH[ 6 (x,1). 141t
© »

Aplicanao la ecuacién 5) en 4):

X P
4). ,(x)=j {E—(x-p)unf + (-r)dt

X

. f
_u:f t‘JHi&j (t--pt) 4t
P 'y P X

1

. X
=‘£:E._&3 B3 _ﬁi_.ji.-jgi{.sz

P PL3 2 2
= X5 _ X3 _xP'_ x4 x?

Por lo tanto;

8. yl)= %(x‘-r‘)_

Verificacidn de 1), 2) en [b,P] , evaluando 4) en x=0,P



4) y(0)=-¢ (0-*)=0

4) y(pP)= z (P*-P*)=0 , 8e cumple 2)
perivando dos veces 4):

3 %
y(x)= 5 - X
2 %
r - - g
¥ (x)=x y Se cumple 1).

Bjemplo 2;

Dada la siguiente ecuacidn diferencial ordinaria de

20, orden;

1). y(x)= -y+x , con condicidéneg-dé frontera

2). y(0)=0 , y(1)=0  xefo0,1]

3}, BSea f(x,y)= x-y 1la cual es una funcién continua.
Encontrar su funcidén de Green, as{ como la solucién
particular que satisfaga a 1) y verifique a 2) en el
intervalo [0,1] , usando la forma B).

Desarrollando 1}:
1) Y4y=x , donde la ‘ecvacidn . homogénea de 1) es
1) y+y=0 sy entonces las soluciones de frontera de
1? son:
a) y,(x)=Semx para x=0 condicién de frontera izq.
[-}] Y, (X)= Sen (x-1) para x=1 cond. de frontera derecha

mn



Por la forma en que estdn definidos y, (x) , ¥, (x)
se puede verificar que son soluciones linealmente indepen-

dientes de 1)', y dohde su wronskiano es el siguiente:

Sew X Sen (X")

W (x) = = Sen ¥ (Cos (x-:)~ Cos X Seu (x-i) =

Cos X Cos (X-l)
= Sen(ﬂ)#ta

c)e wit) = Sem 1

a) plt) =1

e) Y, (1) =Seut

£) Yolt)= Sew (t-1)

_ Semn (t'1)
g) G (t)- —-——-—'--Se“(n

h) Cz (‘L)-: 5@.\4 t
Seu(!)
Puesto que la funcidn de Green estd definida por:
Cy(t) ¥, (x) si O<x<t cond. de front.
izquierda
5)'  G(x,t)= s
Ca(t) yo(x) si x<4t<41l cond. de front.
derecha

Llevando a), b), &), h) a 5)' se tiene gque:

S |
_i‘l_é_..._)a Sew ¥ 81 04x<%t cond, de front.
Sewn {1) izquierda

5)’ G(x,t)=

Sen (1) derecha



4).

Utilizando la funcidén de Green, 5)' en la ecuacidén 4)

se tienie que.

4, y(x):f@(x.ﬂf(t,r(ﬂ) dt xelo]

9. (x):jx@(.x,t)tdt +J'e (xA)tat

X

:]x_____.__s"“ x-l . t Sewtdt +Jl-—-_._.5'z“ X, F Sew (t-1)dt

Sew (1) x Senl

% !
,i&LﬂlJ tSentdt #2200 % j 1 Sew {t~1) 41
59»'&(,1) ° SQM(,!) "

] %}t_-l-l))_ [Su t-1 C°St]j+ ::Z) [Sev\ (t-1)~1 Cos (‘t‘-l)l;]

= ..51‘“_("_‘1)_.[5u %-X Cos)(}'i- i"‘—x—){— {~Seu (x-1)+ X Ces (x~1)}

Sew () Sew {1

= Sew (x-x) Sew X ~ -XSOK (x—!) Cos X « Sew X = Sen X Say ()(!'l)-l-)(SquCos(X
Sen (l) '

= ~-%Sey (X-l) Cos X — Sew X + X Sewx Cos (X-ﬂ

Sew (I)

X [Seq X Cos (_x-:)- Seyu (X-l) Cos )g— Seu x"

Sen (%)

X Sau (1) ~ Sew ¥
Sau (1)

Y(x)= x__S_e.:l__\_f.___

Sevw (!)

-
-

, por lo tanto:



B

4)

Sewu (.°) _
SQvl(t) B

y{o)= o -
entonces se cumple 2)

Y = | - Seu (‘3 =0
(,) Sewm (l)

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Derivando dos veces 4):

}4()() = X = M i s KOS
Sew (‘) e R ANDEZA

¥ - 1- (os(X!
AR

Seu ¥

Y= == B

Sumando ¥+Y=X-—-.S_215.+_5,%K=x
Sey (l) Sew (1)

pPor lo tanto se verifica 1), es decir:

F+y=x

garantiza la existencia de soluciéu de una ecuacién dife-

rencial ordinaria.

55

Verificacién de 1), 2) en 0,1 , evaluando 4) en x=0,1



CONCLUSION DE LA PARTE B.

Fl Teorema de Punto Fijo de Schauder aplicado a la-—
demostracibén de existencia de solucibén de una ecuacibn di
ferencial ordinaria con condicidén inicial 6 condicibén de-
frontera,solamente nos garantiza la existencis de solu-—-
cibén,mds no la unicidad,debido a que 1la funcién f se con-
diciona Gnicamente a que sez unma funcién continua y defi-

nida en U¥,

Se tiene gley &1 problema de condicién de frontera es
ventajosa la construccién de la funcidn de Green debido a
que & que se facilita en ocasiones la ontencidn de la fun
cién soluecién qué a la ecuacidén diferencial ordinaria de-

2do. orden y verifique las condiciones de frontera en un-

?‘intervalo dado.

Se puede observar gque existe una diferencia entre el
teorema de punto fijo de contraccién de Banach y el teore
ma de punto fijo de Schauder,debido a que el primero ga-=
rantiza la existencia y unicidad de solucidn y el segundo
garantiza la existencia de solueclén de uns ecuaciédn dife-

rencial ordinaria.

Se



PARTE C.

Se empezari por demostrar un Teorema de Existencig~~

de Soluciones Peribdicas de las ecuaciones diferencizles~

ordinarias en un intervalo dado,donde 1la funcidén f egtf-—

sujeta a ciertas condiciones egpecificas,Ademds se rela--
ciona el teorema de existencia de soluciones peribdicag-—-

de una ecuacidn diferencial ordinaria con la existencig--

de solucidn de un problema de condicibdn de frontera de ==

ung ecuacidn diferenciagl ordinaria en un intervalo dado.

Por dltimo,utilizando el teorema de existencia e --
soluciones peribdices se demuestra que éste es equivalen~-
te a la hipbtesis de equivalencia asintbética de una ecua-

cibn diferencial ordinaria que posee una solucién y(t),la

< ecual es p-peribdica &§ 1lim y(t) existe.

+—t 400



UN CRITERIO DE EXIST-ENC'IA DE SCLUCIONES ?ERIODICAS* DE UNA
ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA.

Sea UCRn un conjunto abierto y conexo,T un intervalo
real,es decir T = (a,+w), sea U¥ u:;.:‘conjunto abiertec y co=
nexo definido por U¥=T x UCR .

Consideremos una ecuacibén diferencial ordinaria vpor:
I)o- %= £{(t,x) $¢1¢T
donde f(t,x) satisface las sifuientes condicioness

iY.- f£(%,x) es una funcién continua y estd defini
2). da en UX
ii).~ f(t,x) es una funeibn p-peribdica,es decir,
existe un valor P70 tal que:
f(t,x) = £{t+p,x) ¥(t,x)eu¥*,

4. TEOREMA DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERICDICAS.

Dada una ecuacibn diferencial T),donde f(t,x) satis-
face 2),entonces existe una funcién continua y(t) solu——-
neién de I) en ICT,la cual es p-periddica si y sblo si e-—-
xiste una funcidn solucién x(t) que satisface las siguien

' tes condiciones: '

i).~ x{(I) es compacta y est4 contenido en U,
ii).-Existe una sucesién (nk)k de enteros positivos
tendiendo a +o ,tal gue:

lim \x(a+(nk+I)P) - x(a-l-nkP) =0

¥ 9+o0

PRUEBA:
Ia ecuacién I9 la podemos transformar en la sigwien
te ecracibén integral equivalente:

t
3).- x(t) = x(a) +£ f(s,x(8))ds teI Cc T,

donde todas las soluciones de la ecuacién 3) en un
intervalo I ¢ T son tambhién socluciones de la ecug—
eibn I) en el intervalo I C T .



Sean PR valores Posl{a_\ms_dgnde PMz g que definen un rec-
tangulo:
8(f, R)={(t,ﬂ:{e[a,a+?]:ICT, Xex (1) -x(a)|< =Acu}cu*,
por la continuidad de la funcidén f, se tiene que

existe un valor M >0, tal que f(t,x)}ﬁ M V(t,x)€B(P, R).

- Necesidad:

Si x(t) es una solucién p-periédica en el inter
valo I= [a,ai-]ﬂCT, ?:3 decir, x(I)=x((a,atF]), donde
3). x(t)= x(a) ¢ Lf(s,x(s))ds t €I, por la forma en que
est4 definido x(I), se tiene que x(I)=x(I), ahora, puesto
que x(I) es la imagen de un conjunto compacto Is[a,a-\-P] ,
donde x(I1)C B(P?, R), entonces x(I) es un conjunto compac-
to.
- Prdbemos que x(I)c U:’

Sean t, a€l , usando 3), calculemos:

|x(4)-x(a)}<] f:F(S,x(S))As|f”: f(s,x(s))]clslfm”:cls

lo que implica €3 que:

<Mjt-a|<MPe

x(t)€U Ytel, es decir, x(I)c U , por lo tanto se
cumple i).
5i x(%) es una solucién p-peribdica de la ecuacién 1)

en el intervalo I, entonces tenemos que:
«(a+ (Me+1)f)= x(2+0kP) , 1o que implica es que:

h\;m“l X (CL+ (Vlk+ 1) P) - X (Q-I*Vl,(f’)l_-. 0 . por lo tanto se cum-

ple ii).



o

- Suficiencia:

Tenemos gue para K€ zT, definimos una transfor-
macidén de funciones continuas XK:I-—~PR" donde:
4). Xk(t)=x(t+ngP) ik 21

Siendo Xy una sucesién de funciones continuas.,

pado gque f es una funcidn p-periddica, se tiene que: Xc(t)
€8 una solucién de létecuacién 1), es decir:
5). xku):xk(mj f (s, % () ds  teI

Donde cadaqhna de las funciones Xy toman sus va
lores en el conjunto compacto X{I), entonces se satisface
que existe un valor M>0, tal que:

|E(txe(®)]sm  9(txx@)  er(p R)
La sucesién de funciones X; es equicontinua por

gue: Seant,, tel , calculemos:

Xk (8) - Xk (1) !:, Xk (a)-;—j:{- (s, Xx (s)) ds - Xk (a)—-j’i'f (s,xk(s))cls, =
J:f(s’xk(s)ns")r:‘{' (S:XK-B)HS-I:J f:f (5, %k (5)) ds +fj’-(_s, Xk (s))JS/:

f-: l f(s, XK(S))\JSJE Ml f:cls

Abhora, puesto que X, (t) toma sus valores en el conjun

ol

-t < MP2R

.{
L f-(S, Xx (‘5'))4'5i <

to compacto X(I), aplicando el teorema de Ascoli, llegamos
a que existe una subsucesidn de funciones continuas (Xy);
de (Xg)» que converge uniformemente sobre I, a una funcidn

continua y, es decir:



6). lim Xki =Y

Ki —— + o0
Aplicando el teorema de convergencia de Lebosgue a

5), 8e tiene gque:

7). y{t)= y(Q)+ [:F (5.7 () ds ter

Calculemos:
8). ly (atp) —y(o.)l:l y(atB)-Xi (a+P) + Xii (a+£)- X () +Xxi (0) - ¥ (a)l <
fly(q.i—?)-)(x; (MP)I-t-l Xi (048)- Xii (a)l-!-l Xk (c;)-y(q)l
Q Aplicando:

[im A Q. B).
Kj —¥ -+ oo

M BIBLIOTEC

- MMLERED P A H TH RS L PR L

4t et b




s Bl

il
R T o bt

l
) (atp) -wla) [ £ lim [ ala+p)— Xx. (¢
8). lm [ gl | 'k1~?mlJa pI=Krilatp) [ +

Ki—b @

+ hm {)(K-I(GHJ-_X,;;( Jj+ [rm [XM- [a)—Jﬁa)/

----——Kg“."&-" T R I 779

Poi Lo c-ow*‘-ﬂdeﬂ.ci de g Funcin 4 St tient oltu:‘
. ,
8). |ylatp) - g0l [ 2 [im [ Xg; tatp) = Xe; (a) ]
: : Ki-vtoo
30 qu e el A%y 3% tmines tunden a (eto, debido o ques
o). him Xki =y .
T K =TT

taleolemes. .
4) tim {Xx,-,(a-f-P)—- Xk (a)/: 4

Ki- co - f

] . I B VTR OTt e
2. Usondo  4) tenimed quet . : m.f/ Y NATURALES
~oaAEER DE MIS HIIOS

IaRAMIGHANDEZA

S “..'.IG.}. —_,(k—'”(‘a-{-l)) 4_;;:(! H-i"P 39 K' P) e e e

0 K (o) = x(at ki)

tatcvlande o diftlinca de o) y i) fenemos:
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EJEMFLO:
Si reemplazamos en la ecuacidn diferencial ordi-
naria 1), la funcién f(t,x), por f(t,x)=2 V?;E?
1) se transforma en:
1)¢ x=2\x-3 te[4-ﬁ, 4+\B} =IcT
por la forma en que estd definida la funcidn f(t,x),
ésta satisface 2), entonces por el teorema anterior 1) po
gg@cuna solucidén p-periddica en el intervalo I= [4— 3, 4+J§] CcT
de f£“°d? P=2y3 ' . \ .
Se tiene que la solucidén x(t) de la ecuacidn 1) en el
iﬁterValo: I= [4- 3, 4+J§] CT, estd determinada por la si-
guiente expresidn:
3). x(t)=(t-4)z-3 tEICT
ILa cual es p-periddica en el intervalo I, slendeo f;%Jg;
evaluando 3) en t=4-{3, t=4+{§ se tiene que:
4)  x(4-y3)=0
4)  x(4+{3)=0

perivando la ecuacidn 3) se tiene gque:
LXo2(t-4)=2{x43
1) x=2[x+3 t€ICT

Graficando la ecuacidn 3):
x(1) 4

o x(t)

I
\\\i//[ ge pueden deducir las condi--

ciones del Teorema de existen

A 14
.

cia de soluciones periddicas

Ao Ta ;mai—oaz 2t an



PRUEBA:
Lz ecuacibén I) se puede transformar a la siguiente-

ecuacibn integral eguivalente:

%
5~ x(t) = x(a) + L f(s,x(s)} ds % e[a,ml’) =ICT

donde todas las soluctones de la ecuacidén 5) en un -
intervalo I C P,son también soluciones de la ecuacidn I) -

en el intervalo I C T.

Sean P,R valores positivos que definen un recténgu-

lo cerrado y conexo,donde PM<ZR
B(P,R)= {(t,x):'te[a,aﬂ:} =I0T,x{t Yelx(t)-x(a) R=_a;cU'} cu*

Por la continuidad de la funcién f(t,x) se tiene —--

que existe una constante positiva M 20 tal gue:
lf(t',x)l:.‘.. M V(t,x) € B(P,R) .

Sea y(t) una solucidn de la ecuacidn diferencial --

ordinarisa:

4),- 7(t) = g(t,7) tex CcT

donde y(t) es una solucién con las siguientes ca--
racteristicas:

a). y(t) es una soluciébn p-peribddica de 4) en el--
intervalo I, 6 :

b). 1lim y(t) existe en i ha
T+

Ahora,por definicién de equivalencia asintética se-
tiene que existe una solucidn x(t) de la ecuacibn diferen-
cial ordinaria:

).~ x = f{t,x) teI C T ,tal que :

3}.- lim [x(t} - y(t) =0
t —b+e0



4.I. APLICACION DEL TECREMA DE EXISTENCIA A LA EXISTENCIa
DE SOLUCIONES PERIODICAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARIAS.

n . .
Sea U C R un conjunto cerrado y conexo,y T un inter-
valo real,es decirs

T = f{a,+o) C R,se%+tll'*un conjunto abierto y conexo-
definido en el espacio R 'donde U= 7 x U ¢ R~ .

Congideremos una ecuacidbn diferencial ordinaria por:

I).~ % = £{t,x) teI C T
donde f{t,x) satisface las siguientes condiciones:

i), £(t,x) es una funcidn continua y esti defini-~
2-),._ da en U .
ii). f(t,x) es una funcibn p-periébdica,es decir,
existe un valor P 20 tal ques &
f{t,x} = f{t+P,x) ¥(t,xYe U

DEFINICION DE EQUIVALENCIA ASINTOTICA.

Dadas dos ecuaciones diferenciales ordinariss,son —-
equivalentemente asint&ticas si para cada solucibn x(t) -
de una ecuacidn diferencial ordinagria existe una soluciébn
y(t) de 1la otra ecuacidn diferencial ordinarisa,tal que:s

3}~ lim ‘x-(t) - y(t)l = 0
4w

TEOREMA DE EXISTENCIA DE SCOLUCIONES PERIODICAS.

Dada una ecuacibn diferencial ordinaria I),donde ——-
f(t,x) satisface 2),entonces existe una funcién continua-
x{(t) 1a cual es solucién de 1a ecuacién I),en cierto in—-
tervald I C T,y es p-periddica si {y sélo si) es equiva-~
lentemente asintética a una ecuacién diferencial ordina—-
ria

la cual posee una solucién y{t) que es p-peribdica
) ]tim y(t) existe en r®,
-+ oo




Probemos que dadas las suposiciones anteriores bé
x{t) es una solucidn p-periddica de la ecuacién diferencial
ordinaria 1) en el intervalo ICT, donde para ello se usara
el teorema anterior,'f~4'

Tenemos que U\,‘E r A
4) [x(q+(n+s)?)~x(q+np)'=Ix(q+(n+:)P—y(a+(v.+:)P)+
#y(at (e )= ylasne)+y larn)-x (s wp) | £

f,’((‘“ (‘“*')P)' Y (CH'(VW)P)] i'])’ (M(vm) P)—}'(a H\P) l +

Hy (atud)- x (anp) \ .

Calculando hW\ a la ecuacidén 4)' :
N o0

40 o lx(a»f(uﬂ)i’%x(qwﬂlﬁltm Ix (a+ (ns2) P) -

"7(‘“(““) ﬂ ’ + lim ,Y(M(m-l) P)"Y(MHP)I +

Flom |y latnp)-x(asnd)]

Revisando los términos que componen el miembro del lado

lado derecho, y puesto que el



4

x(£)-y (1) |

5) lim
n—p e
tienden a cero, es decir,

5} . \\w\ l X(O.'l- (‘n-{-l) P)—a (q +(.q-1.;)ip>\=o

0 , entonces el lo. y tercer términos

BIBLIOTECA
N—p oo DE CIENCIAS EXACTAS
- ; YNATURALES
7 ]V(‘”“f’)'x(‘t‘f“f’)l=° AR
W — 2

En lo gue respecta al 20. término tenemnos que:

a). $i y(t) es una solucidn p-periédica, entonces:

fim l)’(f’d’(hﬂ) P) - y(o.+nP)l =0

Nt oo | ‘
b). Si y(t) tiene un lim ¥(t) existe en R" entonces:
‘ { —» 2o
4y }mly(Q+(n+;)P)— y(q.a-n?)l:o For 1o tanto:
W OO
lim ‘X(Q+(h+I)P)-X(0~+V\PH=O

Wo—ir oo
Londe se puede observar gue se comprueba la parte ii)

del teorema 1,
-~ Probemos i), usandao la misma hipbtesis:

Sea wezT y definimos una sucesién de funciones conti-

nuas (U‘)“ en x(1) de tal manera gue dw € E+ y
’(“EI:[Q., o.+?] tal que:
1y
8). x({“\::U“:x(Q) +J f(six(s))c!s ‘lnéI:[Q,MP]CT_
0

5i la sucesidn t, estd acotada, por consiguilente esta
contenida en un conjunto compacto, entonces, la continuidad
d¢e la funcidén x implica gue existe un compactc gue contiene
a lia sucesién(uhn y 10 gue indica es gque cualguier subsuce-

gifn de thn es convergente,



S5i la sucesién t, no estd acctada, entonces por 5),

implica 1a existencia de una subsucesién (tnk), tal que:

9). \\M\Xh\ﬂk);y(’tnk)\:o

Ahora, si y(t) es una solucién p-periddica, entonces
y(I) es un conjunto compacto y alli existe una subsucesién
convergente y“mk), por consiguiente &hm) por 9).

Si y(t) tiene limite al infinito, entonces el I‘wly(thg)

existe, y por consiguiente, por 9)., el |iwm x({\ftk) ke

L + F K ”
existe también.

Por 1o anterior tenemos gue ﬁLUQ“ en x(1) tiene una
subsucesién convergente, lo cual implica que x(I) es un
conjunto compacto, y por consiguiente la parte i) del teo-
rema 1 se cumple, entonces por el teorema 1 la écuacién di
ferencial ordinaria x=f(t,x) t€I posee una solucidén con

tinua x(t), la cual es p-peribdica en el intervalo I.

> BIBLIOTEC?
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= ATLaULVA UE TALSLENCLE U€ SOLUC1Ones periocdicas c¢on la
existencia de soluciones al problema de condicidén de fron

tera de una ecuacidén diferencial ordinaria,--

< . Seo. USR™ - un
conjunto abierto y conexo, T €3 un intervalo real T=E¥+aﬁ&ﬁ,
sea U* un conjunto abierto y conexo definide por U*=TXxucCgR"*"

gonsideramos una ecuacién diferencial ordinaria

por:
1). x=f(t,x) t €I , con condicidén de frontera
2). x(0)=x(P)=0 0, P€I=[0,8cT

ponde f(t,x) satisface las siguientes proposiciones:



~N3

i) £(t,x)

es una funcién continua y definida en U*
3). ii) £f(t,x)

es una funcién p-peribdica, es decir, e-

xiste un valor P> 0 tal que f(t,x)=f(t+P,x)’U(t,x)eU*

-=- Usando el teorema de existencia de soluciones perié-

dicas.==-

Dada una ecuacidén diferencial ordinaria 1), que
esté sujeta a 2) y que satisfaga a 3), decimos que existe
una funcién continua 3(t) solu&ién de 1) en ICT, la cual
es p-perifdica y satisface a 2), 8i y solo si ~<Xiste Ung

“duncbn solucidn x(thﬂue satisfuce las stquienies condiciones:

—

i). X(I) es compacto y estd contenida en U

ii)., EXiste una sucesidn (Hn)h de enteros positi--

vos tendiendo a 4+ , tales que:

ll\M!X(“KP)"_’X((“K"l) P) ] =0 , N2y

Wik —b o2

La ecuacidén 1) la podemos transformar en la siguien

te ecuacién integral eguivalente:
t —
4). x(’c)zx(o)-l-J F(s.x(s)) ds ie[O.P]=IC|

ponde todas las soluciones x(t) de la ecuacién 4),

en un intervalo IS T, son también soluciones de la ecua=-=-

¢cién 1) en el intervalo IST, y satisfacen 2),

PRUEBA:

Sean_ PR \fdlof€é~t§05:{l\ios donde pMsRque definen un rectin-
gulo:

B(r ® )={(t,x):t€[0. Pl=1CT, XE)X(’c%X@If 3 =ACU}CU 5



Por la continuidad de la funcidén f(t,x), tenemos que

existe un vaior M >0, tal que ‘f(‘l,X(t))lfM V(i-X)E B(?‘ R )
~ Necesidad:

si x(t) es una solucidn p-periddica de 1) en el inter

valo I= [O,P]C‘I‘, es decir, x(I):x([o,P]) , donde:

4) x(t):x(o)+rf(s‘,x(5)) ds , tel=[o,PcT

Por la forma e:a gque esti definida x(I), tenemos gque
x(I);m, ahora dado que x{I) es la imagen de un con--
junto compacto I= [0.?] y x(I)C B(P, R),

x(I) es un conjunto compacto.

Probemos que x{(I)S U:

gea x(t) € x(I), te€Il , entonces calculemos:

[x(9-x(6) || [ Pl ds] | [*| ls.x &) ds] < ] [ 4] -

:mlt\f:.HPf—R lo gue implica es gue:
x(t)&€U , dJtel , entonces, x(I)=U vale i),

Si x(t) es una solucibén p-periddica de la ecuacién 1),
en 1=[O.P] , entonces x(\'\zf’):)(((\ﬂu-ﬂ F’) Nk =1
y esto implica que Fim lx(huP—-XCCm-i) P),=0

. .“k-—.”
por lo tanto vale ii). Entnces si x(t) es una solucién

p-periédica de 1) en I, tenemos que x(t) satisface la e

cuacién 2) en I, es decir, x(0)=x(P) para V=1

- Suficiencia:

Tenemos que para cada K€ z* , definimos una transfor

wacién ¢e funciones continuas Xg , tal que Xy :I—»R",

~N



S BiBLIOTECA
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¥ xk(t)=X(t+V\kP) y M2,
Xk €8 una sucesién de funciones continuas que toma sus

valores en el conjunto compacto x(I), ahora, dado que T

es una funcidén p-periddica, se tiene que Xy es una solu

cién de la ecuacidén 1), es decir:
a) Xk (t)=Xk{e)+ Jf(‘s Xk (s)) d's tel

Abhora, dado que cada una de las X, toma sus va-

lores en x( ) , tenemos gue existe un valor M>0 tal

que:
[F(tx@)¢m  Yluxk)e B(R R)

Probemos que Xk es una sucesifn equicontinua:

sean t, t; €1 , calculemos

lJ(K(‘l)‘XK(tl)r-"XK(o)'FJ F(s, Xk (5)ds - Xx(o)J s xe(s)ds J
H (s, Xx.(s))cls-}J f(s Xr.(s)és‘ H f(s Xx(s))
” F(s, % (5)) \Js L,‘Js}”“)*‘t'lf”"

Dado gue Ax(t) toma sus valores en el conjunto compac

————

to x(I) ¥ es una sucesidén equicontinua en [b,é}——ﬁPR",

por el teorema de Ascoli tenemos gque es relativamente

compaCto en ese espacio de Banach, dado que )(K;I——vRﬁ.
Por lo anterior, tenemos que existe una sub--

sucesidén (xkk_ de (Xk) la cual converge uniformemente

. . . . e
sobre el intervalo I , a una funcidn continua i, dond




Y estd formado por las restricciones de la sucesidén Xk

y esta definida Y:1 ———>R", usando el T- 4.- llegamos a

que Yy es una solucidén p-periddica de 1) en el intervalo

I, y que satisface 2}, porque tenemos gue:

y{P)=lim Xxi = Y (o).
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