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La importancia que han adquirido algunos teore-

mas de punto fijo en diversa s áreas de Matemática, como

son: Topología, Análisis, Cálculo Numérico, Ecuaciones Di

ferenciales, etc., es debido a que diversas demostracio-

nes y cálculos pueden plantearse de tal manera que se re-

ducen a determinar la existencia de un punto fijo.

Los Teoremas de Punto Fijo son aquellos que ba-

jo ciertas condiciones a satisfacerse, garantizan la exis

tencia de algún punto fijo de una aplicación T, definido

de un conjunto A en sí mismo. Lo anterior hace importante

considerar la existencia de un punto fijo para una fun-

ción T, así como el mecanismo a seguir para hallarlo.

En este material se utilizarán los Teoremas de

Punto Fijo de Contracción de Banach, así como el Teorema

de Punto Fijo de Schauder. Dichos Teoremas se aplicarán a

ecuaciones diferenciales ordinarias _

Se tiene como objetivo hacer énfasis sobre la u

tilidad de los diferentes teoremas de punto fijo, al apli

carlos en la demostración de teoremas de existencia y uni

cidad o existencia de soluciones de ecuaciones diferencia



les ordinarias	 con condiciones ini

ciales o condiciones de frontera.

El contenido de esta Tesis se desarrollará en

tres partes principales:

?AME A.

En esta parte se probará el Teorema de Punto Fi

jo de Contracción de Banach, así como el Teore-

ma de Dependencia Contínua y Diferenciable, en

espacios euclidianos R e', y, la aplicación del

primero a la demostración del Teorema de picard,

que prueba la existencia y unicidad de solución

de una ecuación diferencial ordinaria en espa-

cios de Banach con condición inicial en cierto

intervalo:

1{44 ct.0 Ro( >0

?AMI B.
Se hará mención del Teorema de Punto Fijo de

Schauder en espacios de Banach (espacios eucli-

dianos), y la aplicación de éste a la demostra-

ción del Teorema de Peano, el cual prueba la e-

xistencia de solución de una ecuación diferen-

cial ordinaria en espacios de Banach con condi-

ción inicial en cierto intervalo:Ii-tol d ot.CR.

Además se aplicará el Teorema de Punto Fijo a

ecuaciones diferenciales ordinarias en espa---

cios de Banach con condiciones de frontera, en

donde es necesario introducir la función de



Green por construcción para encontrar una so-

lución a dicho problema, bosquejando con ejem

plos.
PARTE c.
C.- Se enunciará un Teorema de Existencia de Solu

ción Periódica de una ecuación diferencial en

espacios de Banach (espacio euclidiano R M ),

el cual se aplicará a la demostración de otro

teorema de existencia de soluciones periódi-

cas, el cual tiene como hipótesis la equiva--

lencia asintótica de ecuaciones diferenciales

ordinarias. Por último se combinarán el Teore

ma de Existencia de Soluciones Periódicas con

el Teorema de Punto Fijo de Schauder para so-

lucionar un problema de condición de frontera,

es decir, se busca una solución de una ecua-

ción diferencial ordinaria en espacios de Ba-

nach (espacios euclidianos 11" ) que sea perió

dita y satisfaga las condiciones de frontera,

en cierto intervalo:

[A,B1CR, real.	 BIBLIOTECA
DECENCISEUCAS

Y NATURALES
SASER DE MIS HIJOS

RARA MI GRANDEZA



PARTE A.

En esta parte se presentará material bibliográfico a

desarrollar con ciertas variantes con respecto a la forma.

usual de presentarlo en clases.

Se empezará por definir el concepto de punto fijo de

una aplicación T definida de un conjunto A en sí mismo,-

presentando algunos ejemplos elementales,donde se obser-

vará que una aplicación T definida de un conjunto A en -

sí mismo puede poseer uno o más puntos fijos sobre A,así

como no poseer punto fijo en A,además una aplicación ele .-

mental de transformación de un problema físico a un prffisi

blema de punto fijer.

Se definirá también el concepto de aplicación contra

ida de una aplicación T definida de un conjunto A en si--

mismopla cual se atinará a la demostración del Teorema--

de Punto Pijo de Contracción de Banach,donde,por la nece-

sidad de la misma demostración se hace necesaria la defi.

nición de la Sucesión de Cauchy.

Como una consecuencia del teorema de punto fijo de--

contracción de Banach,die hace necesario definir erThore-

ma de Dependencia Continua y Diferenciable de un operador

Y*
Se aplicará el teorema de punto fijo de contracción-

de Banach a la demostración de un teorema de existencia y

unicidad de solución de una ecuación diferencial ordina-

ria con condición inicial (Teorema de Picard),en un inter
valo dado,además se presentará una conclusión con respec-

to a la parte A.



2.0.- TEOREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCION DE BANACH.

1.Q,1.- Definición de punto Fijo.

10,2.- Definición de Aplicación Contraída.

9,0.3.- Definición de Sucesión de Cauchy.

1.0.4.- Demostración del Teorema de Punto Fijo

de contracción de Banach.

1.4.1. DEFINICION DE PUNTO FIJO.

Sea x un espacio de Banach y T una aplicación

definida T:* —fr X entonces un punto X e X es un punto

fijo de T si se satisface 7
	

TX=X,
es decir, T deja fijo a )1(

- Ejemplos:

Sea X= R y T:	 R, donde T(x):-- x -t-1

se concluye. que no existe un x E R tal que

Tlx): x es decir, T no posee un punto fijo

en R, calculando se tiene que T(x)= x +1; pa-

raque—exist iera un punto fijo debe cumplirse

que T(x): x, par igualación se tiene que:

x +1	 lz 0, por lo tanto no cualquier

aplicación posee punto fijo en un conjunto de

terminado.

Sea x=t0,1j	 , T: [0,1)--->10,11 donde T(x)= x

se satisface que T(x)= x para x= 0,1 , lo

que indica es que x= O ó x_=1 son los puntos



fijos de la aplicación T sobre x = [0,11 , se

pueden encontrar si reemplazamos T(x)= x se

convierte en x-= x 2 , es decir, X2- x=0 se cum

ple x=0 6 x =1, obsérvese que pueden exis

tir más de un punto fijo de la aplicación T

sobre el conjunto x = [0,11.

O si x ec).-Sea x = [0,1), T:10,13-->[0,1], T(x)-zii si x e I

El único punto fijo de la aplicación T(x) so-

bre el conjunto x 10,1) es x 0, dado que

T(0) = 0.

Graficando la

función T(x):

d).-Una aplicación práctica de la definición de

punto fijo:

Sea x r.R. y T:R--0, R, donde T sea la ecua-

cióndefinida T=---C+ 32, la cual transforma

una lectura de grados centígrados a grados Fa

renheit:

¿A que temperatura las dos escalas termométri

cas marcan la misma lectura? :

Si T:R--->11 y T(C)=-52- C + 32, la pregunta

la podemo s transformar a otra equivalente:



¿ T tiene un punto fijo, es decir, T(C)= C ?

C =4 c +32 	 >0 -40 por lo tanto
T(-4O ) : 	,	 lo que indica que T(C) posee
un punto fijo en R, entonces la temperatura

que marca la misma lectura en ambos termóme-

tros es -40.

DEFINICION DE APLICACION CONTRAIDA

Sea lo un subconjunto cerrado de un espacio de

Banach X y T una aplicación definida de T:F--tIF
entonces T será una aplicación contraída, si e-

xiste un valor K E [0,1) tal que:

ITU, - TU 7, G K	 - Ut i V U, , U2 E F

- Al valor K se le llama constante de contracción.

_N En particular- la aplicación será contraída si la

función tiene en el conjunto F una derivada T (x)

tal que: IT 1 (x)I < K< 1.

DEFINICION DE SUCESION DE CAUCHY.

Una sucesión {xn} en )( es una sucesión de Cauchy

3± v E )0, 3 N(1 )> O, tal que	 l< E , si

vt,	 N(E) •

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE

CONTRACCION DE BANACH.



TEOREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCION DE BANACH.

Sea F un subconjunto cerrado de un espacio de

Banach X y T una aplicación contraída T:F-->1? entonces

T tiene un único punto fijo i, x EF	 tal que	 TZ=Tc.

Además, si xoEF es un punto arbitrario del conjunto F,

donde n4 0,1,2, . . 1

1-1+ "	 14:111-Clx,-

K E [0,1) es la constante de contracción de T sobre F.

PRUEBA:

Existencia:

Sea xcE F un punto arbitrario de F, y al defini

mos una sucesión de aproximaciones sucesivas xn.„:111xn don-

de n= 0,1,2,..., de tal manera que cada uno de los xw"eF,

esto es por hipótesis, dado que T es una contracción defi

nida T:F ---PF, tenemos también que:

1)	 ixm.,	 xwir.ITsw-

K.K

y así sucesivamente,

Txw.ibIKIxw-

de tal manera

x 14. 11= KiTx" -

que:

( 	- sol	 donde	 1,2 = 0,1 9 2,	 ,

probaremos que la sucesión 	 ixwles de Cauchy,

sea	 v1 > 14,	 entónces:

i xyll -

x v,,-	x 1414

En (ICI"4

K"

Knix1w4ir

I xim-vr

I x 1 - xe

xol	 por 1)

xi-
virn-a lx i	x44111-4-3 Ixr1 -I. K xl

entonces la sucesión ix	 Txn-

converge al punto fijo z cuando

donde



BIBLIOTECi
DE CIENCIAS EXACTA:

Y NATURALES
RE SABER DE AOS HIJOS

9ARA MI GRAKDE2A

[
...; K n I xi _x o l KV.I.V1-14. Kb9..1-z 4. K im-n-3 4_ ... 4. ii<

KYI

	

<	 -	 x'-X°11 K	 1-K-

Entonces tenemos que:

Kn
xm-	 I.,- xol

Ahora dado a que KE@,1) se tiene que pasanmuy

grande, es decir, cuando n--»+coyel miembro del lado de-

recho se puede hacer tan pequeño como se quiera, ea decir,

se satisfac e que 1x,„1-X4(E l lo cual indica que la sucesión
íx yll es de Cauchy en F, y si es de Cauchy implica que exis

te un elemento 1 en F al cual converge, es decir,

lim xn= s, por ser F un conjunto cerrado.
ors

•

-Dado a que definimos:

pxn=xnn tenemos que calculando límites:

lim Txnr. lim xn.11
n •--+ 00	 n

-por la ecuación 3) se tiene que:

lim xn+1=i
n	 00

Ahora, puesto que T es una aplicación continua:

6) lim Txn=	 T (lim xn).=
n	 VI

usando 5) y 6) en 4) se tiene que:

4) Ti= 1

-Lo que indica es que existe un punto fijo i

en F. de la aplicación T sobre F.



Lo que falta probar es la convergencia, es decir,

que:

11, 10 	 I
x°1

-Calculando el limite a la ecuación 2) se tiene:
00

517) lim	 - xvii<	 K	 ix,— xsi-K

W

For la continuidad de T se tiene que:

Ilyn±t xv1)1‘37r/C1x1	 xel
\I lel

im	
I

i
lim xm lim	 x01
vil-oroa ni-1+s

17: - xn1<_-Eirc ix -

Por lo tanto, tenemos que existe un punto fijo

x-_de la aplicación T sobre F, el cual lo encon-

tramos a partir de cualquier punto Xer-dulo.

UNICIDAD:

Sea KEE00,11la constante de contracción

T sobre F, y si i, y son dos puntos fijos de

la aplicación T, es decir, Tihtie, Ty:_y donde

Y EF supóngase que 1,63.
Entonces: 15-151 = ITi — Tyb5. Kil — yl
puesto que suponemos que 45; entonces K > 1 y

esto no puede ser porque K es la constante de

contracción de T sobre F, lo que indica que

z y, por lo tanto, existe un único punto fijo

de la aplicación T sobre F.

de



2.6).- TEOREMA DE DEPENDENCIA CONTINUA Y DIFERENCIARLE.

DEFINICION DE CONTRACCION UNIFORME:

Sea F un subconjunto de un espacio de Banachx, G es

un subconjunto de un espacio de Banach Y y sea:

una familia de operadores definido Ty:E-- p rA= {Ty:yE G}

El operador Ty se define como contracción uniforme so

bre E, si Ty.F —PF	 y existe un valor KE[0,I) tal que:

I Tyx - Ty g k k1X - 11

TEOBFMA.

Si F es un subconjunto cerrado de un espacio de
ejlt,luto

Banach 3(, G es un subconjunto de un espacio de Banaeh Y,

Ti-.F---0•F y 1G es una contracción uniforme sobre F, y Tyx

es continuo en y para todo x fijo en F I entonces el único

punto fijo g(y) de Ty, yEG es continuo en y.

Además si F,G son las cerraduras de los conjuntos

abiertos F°, G° y Tyx tiene primeras derivadas continuas

A(x,y), B(x,y) cos 1'4515 er-1Q A tj x Tép-e.c.itvarnervie•

Entonces g(y) tiene primera derivada continua con respecto

a y e G:

PRUEBA: la. PARTE (La continuidad de g(y))

puesto que Ty:F —PF es una contracción uniforme, in-

dica que existe	 K E [0,9 tal que:

iT y x - Ty*- Vd X - 71	 Vy EG, X, X E.F	 sea g(y) el áni

co punto fijo del operador Ty en F, el cual existe por el

teorema anterior.

Vi EG)



Seo. 	fi E Y un valor pequeño, entonces se tiene que:

TY6(Y)=6(Y)

TY4-116(Y+n).g(y+h)

Calculando la diferencia de 2)- 1) entonces tenemos:

3).	 6(Y+h)-6(Y)=TItlig(Yth)-TY6(Y)

3).	 5(Y+ h ) - 9 (Y)= TY+11 9 (Y 4 - Ty 3(Y)

=7-y4-II 3 01410-Ty4 h 1(Y)-1- Tyth (y)- Ty (y)

Calculando la'nor mlo -____ , a 3):

3) '	 I 3 (y 4. ti) - 3 (y) I = Tul) 3 (y th)-	 (4÷ Ty th .3(y)- Ty (Y) I

Ty+k (Y+11) Tyt h (Y)) +1 Ty+h 3 (Y)-Ty 9(0_

3 )'

3)' I

Entonces:

I 3(y+h)-3ujis.

Por lo tanto:

9 ( y+h)- 9 ( y)

ki 3

1

(r+h)- 3 (Y)1 ti T'Y+ 11 9 (Y)-

TY+M 3 (}) 1 (Y)I

Tyj (Y)1

I0 -kr I

s. (i-k)-1

- 1<i

TY+ 11 3 (Y) .- Ty 9(h)

Ty+h 3 (y) - Ty 3 (y)I

Puesto que Tyx es continuo en y para cada x fijo en

F, entonces la función g(y) es continua en y.



En ecuaciones diferenciales ordinarias, es muy

característico presentarlas sujetas a un conjunto de res

tricciones, las cuales todas ellas pueden estar sujetas

a únicamente un solo punto ó más puntos dependiendo de

la finalidad que se persiga al analizar determinado fenó

meno.

Si una ecuación diferencial ordinaria está su-

jeta a un conjunto de restricciones y éstas únicamente

en un solo punto A, se le llama problema de condición ini

ojal, donde se busca una solución al problema dado, si es

que existe,

finición de

la ecuación

ó existe y es única en cierto intervalo de de

la misma solución, la cual debe de verificar

diferencial ordinaria y satisfacer al conjun-

to de restricciones, en dicho intervalo.

Un teorema de ecuación diferencial ordinaria lo

es el teorema de existencia y unicidad de solución de una

ecuación diferencial ordinaria (Teorema de Picard), el

cual se demostrará haciendo uso del teorema de punto fijo

de contracción de Banach.

Se iniciará por la transformación del problema

de condiciones Pía una ecuación integral equivalente don-

de todas las solucione s de la ecuación integral en un in-

tervalo dado, son también las soluciones del problema de

condición inicial en el mismo intervalo.

1* = iniciales



Se hace necesario definir el espacio completo

de funciones vectoriales continuas crEp[I,R9 con cierta mé

trina específica, en el cual definimos el operador T para

coda función vectorial contínua "Eg[I,ICK1de tal manera

que el problema de condición inicial es equivalente a pro

bar la existencia de un punto fijo del operador T en el es

pacio completo de función vectorial contínua TEITI,13“") es

decir, probar que existe una función vectorial continua

yelaCItal que se satisface	 Tp=cpen un in

tervalo dado.

Entonces decimos que el problema de condición i

nicial tiene solución en el intervalo, donde se utilizará

el teorema de punto fijo de contracción de Banach.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicación del teorema de punto fijo de contrae

ción de Banach, a la demostración de existencia y unici-

dad de soluciones de las ecuaciones diferenciales ordina-

rias en un espacio de Banach.

Seck.UCRI	 un

conjunto abierto y conexo, y T es un intervalo real abier

to T*(TI, TCR, U puede ser todo R"y T puede ser todo R,

es decir, T=R , U.R1 sea U* un conjunto abierto y conexo

definido en R"+1 por U =7.0 , donde U*CR2t1,

83LIOTECA

al	 1)1 WiiS HIJOS



Consideremos una ecuación diferencial ordinaria:

f (t,x)

con condición inicial.

x(t0)=x,	 t E T , donde f(t,x)

satisface las siguientes condiciones:

a)	 f(t,x) está definida y continúa en U*

f(t,x) satisface la condición de Lipschitz,es

decir, existe un valor L >0 	 tal que:

1 fet,X 1)-f(tiX2)k, L I XI-X/1	 Vxl, Xt E , titeT
El problema de condición inicial se puede trans

formar a la siguiente ecuación integral equivalente,

es decir, las ecuaciones 1) y 2) se transforman a

la ecuación 4).

X (i) = ( t 4- ft: f( S , X (s)cls	 teli-toVICT
Donde todas las soluciones x(t) de la ecuación 4)

en el interval o 'Mol< 5 son también soluciones del
problema de condición inicial, es decir, satisfacen

la ecuación 1) y verifica la ecuación 2) en el in-

tervalo I t-t0)....

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

(Teorema de Picard)

Dada una ecuación diferencial ordinaria 1) con

condición 2), donde f(t,x) satisface las condiciones 3),



y dado cualquier punto P0=(to, xo)E U t, es decir, x0EU,

-Ler; probamos que existe en un intervalo (t-tci t l donde

5). 0 una única solución x(t).(p(t) definida en It-teltl,

con valores en U, que satisface la ecuación 1) y verifica

la ecuación 2).

PRUEBA:

uon S, g voloíse551-hvos iao l,i4e Dice-,	 de tal manera que

definen el rectángulo cerrado y acotado:

j( g ,:s , t., x0):.-- 15,(1, ria )-{(1,x):1	 ix-xcis 8 1C u*

	el punto fo.(to,k.)Ers(t, 8 )	 por la continuidad de la
función f(t,x) existe un valor M >0 tal que:

M	 d (t,x) E E (5,	 ).

	Escogdmos un .valor	 )0 de tal manera que se

satisfagan las siguientes condiciones:

	

a) •- (t,x) E 13 (5, B) siempre que	 It-tal E,	 8

b).- 11.41

Sea I ri -14016 1, ir] el espacio completo de todas las

funciones vectoriales continuas q , definidas del inter-

valo cerrado y acotado It-toh§. sobre el espacio R b .

si en el conjunto 55(1,8) definimos por 11-1,1f1,1x-x.1.

el subeapac io completo de funciones vectoriales continuas

2.(

9 , definidas del intervalo cerrado y acotado It-toh

sobreIx-x4 B', tal que IT(t) exopl.: e) y con métrica

( q), ) (Pi)	 vn x	 - cpz



CL SABER DE ME LIJAR
RARA MI tILOIWZA

T: p

T es una contracción sobre

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

Se define para cqdn función vectorial continua

(p Eo[it-t.k.; ,	 8
por la relación:

la transformación T

5)	 (i) = x (i4 ÷
t

 F (s, p(5)) cls	 1 E ti-
te

De tal manera que el problema de condición ini-

cial es equivalente al problema de probar la existencia

de un punto fijo de la transformación T sobre el espacio

de funciones vectoriales continuas CeE kilt-tal	 )1 X-Xcl4
es decir, si en el espacio de funciones vectoriales con--

tínu.as e [1 1.015	 s	 existe una función vecto-
rial continua y tal que satisfaga _	 T	 9 , pa-

ra { E --tófr 1. 7 entonces decimos que existe una única so-

lución x( t) de la ecuación 4) en el intervalo 11- tul S.

probaremos le: existencia de un único punto fijo

de la transformación T sobre el espacio de funciones vec-

toriales continuas tlit-L4 5 JX-Xol< 13	 ,s reond o e! rew-

(ewza cte. ?unto fijo de, Con-toccIbn	 de banac h•

Condiciones a probar:

PRUEBA:

6) T: --pi

Sea E t" definida en i{ -toi< S calculemos:



IT9e1)- X.	 í- (S, (P(s) cls N I fi. '	 ( s , 90(5))1cisfrmilitocisi

M I t-1.01	 P13 �:a

Entonces: ir	 .t)--5(01< 6	 lo que .indica es que:

-1*(1)c	 es decir, T	 donde se observa que T trans-

forma funciones vectoriales continuas en funciones vecto-

riales continuas, por lo tanto se cumple que T: --pi

	7).T5es una contracción sobre	 .1.!

sean 9,„ 172 et definidas en	 it-tolf.. S , calculemos:

r
(t)-T	 Hx (q+jio f (5,1),(5» d 5 -	 (±4-) {

t

. I (5, (pt (5)) d s

1
j

t 
(s i Ti (5)) ciS	 f (s , 9% ( 5)) cl 514. 

rt
[f (s; T. (s)) — f	 9,2-(5))) J s I

t.

4 1 t I f-	 IN s))1 á 5

t.

<I! L max 9,- TI	 rn fa x I sy (NI
+4,

Entonces : T	 iftfr_L S PV1	 491 (hl ,	 puesto que 1,51.. 1 ,

entonces T es una aplicación contraída sobre

Dado a que T satisface las condiciones del teo-

rema de punto fijo de contracción de Banach, entonces exis

te una única función vectorial continua cp el que satisfa-

ce	 Tp= CRsobre el intervalo it-t.fr. S, esto im

e., -....^1.1^.1[4,



CONCLUSION DE LA PARTE A.

Por lo general,las demostraciones de los teoremas de
existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales ordinarias con condición inicial,nos dan in
formación sobre la existencia y unicidad de solución de 1
una ecuación diferencial ordinaria comcondición inicial-
en un intervalo dado,más no un método para encontrar di--
cha solución.A diferencia, se riene que el Teorema de Pun
to fijo de contracción de Banach aplicado a la demostra -
ción de un teorema de existencia y unicidad de solución--
de las ecuaciones diferenciales ordinarias con condición-
inicial en un intervalo dado (Teorema de Picard),el cual,
aparte de garantizar la existencia y unicidad de solución
de las ecuaciones diferenciales ordinarias con condición-
inicial en un intervalo dado,aporta el método de aproxima
ciones sucesivas mediante el cual a veces se puede encon-
trar la solución al problema de condición iniciálven un -
intervalo dado,digo a veces porque en ocasiones la inte--
gral a resolver es realmente compleja e irresoluble me--
diante los métodos tradicionales.

OBSERVACION:
La función f se condiciona a que sea continua y Lips

chitziana,dichas condiciones son suficientes más no nece-
sarias;hay funciones que no satisfacen ninguna condición-
o a lo más una y posee solución dnica.Si f es función con
tinua y lipschitziana,entonces el problema de condición--
inicial tiene solución ánica;en caso de que f sea única--
mente una función continua,entonces a lo más se puede ase
gurar la existencia de solución para el problema de condi
ción inicial.Para detallar esta última idea,pasaremos a -
demostrar un teorema de existencia de solución (Teorema--
de Peano),donde en su demostración es necesario hacer men
ción del Teorema de Punto Fijo de Schauder.



PARTE B.

Empezaremos por mencionar el Teorema de Punto Fijo-

de Schauderpasí como dar referencia de su demostración.

Se continuará con la aplicación del teorema de punto filo

de Schauder a la demostración de un teorema de existen-

cia de solución de una ecuación diferencial ordinaria con

condiciones iniciales en un intervalo dado (Teorema de-P

Peano),donde se hace necesario introducir el teorema de -

Arzela-Ascoli (é).Además,se aplicará el teorema de punto-

fijo de schauder a la demostración de existencia de sola.-

ci6n de una ecuaci-ón diferencial ordinaria de 2do. orden--

con condiciones de frontera en un intervalo dado,donde se

observará que en el problema de condición de frontera es-

J' necesario introducir la función de Green por construcción

ver UE2),para su demostración,aparte del teorema de Ar-

zela-Ascoli.

Se ilástrará mediante algunos ejemplos la construc-

ción de la función de Green para el problema de condición

de frontera (usando 2 formas) y -obtendremos la ecuación--

de la curva integral que satisfaga a la ecuación diferen-

cial ordinaria de 2do. orden y verifique las condiciones-

frontera en un intervalo dado.Además,se dará una conclu-

sión de la parte B.



3. MENCION DEL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE SCHAUDER.

Sea le un espacio de Banach y sea C Ck un conjunto ce

rrado y convexo,y suponer que T es n'In aplicación conti--

nua y definida de C en sí mismo,T:C —p C,tal que T(C) es -

relativamente compacto,entonces existe un punto x4C tal -

que Tx = x.

Para su demostración ver [41 pag. I0 y [II) pag. 415.

oLi.c
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probar la existencia de un punto fijo del operador T en el

espacio completo de función vectorial continua TEIrlycKi

tal Q ue se satisface	 r	 ." T9=99en un intervalo da-

si una ecuación diferencial ordinaria está suje

ta a un conjunto de restricciones y éstas únicamente en

un solo punto A, se le llama problema de condición inicial,

donde se busca una solución al problema dado, si es que e-

xiste, o existe y es única en cierto intervalo de defini---

ción de la misma solución, la cual debe de verificar la e-

cuación diferencial ordinaria y satisfacer al conjunto de

restricciones, en dicho intervalo.

un teorema de ecuación diferencial ordinaria lo

es el teorema de existencia de solución de una ecuación di

ferencial ordinaria (Teorema de Peano), el cual se demos--

trará haciendo uso del-teorema de punto fijo de Schauder.

Se iniciará por la transformación del problema de

condiciones iniciales a una ecuación integral equivalente,

donde todas las soluciones de la ecuación integral en un in

tervalo dado, son también las soluciones del problema de

condición inicial en el mismo intervalo.

Se hace necesario definir el espacio completo de

funciones vectoriales continuas TEgrI,R") con cierta mé-

trica especifica , en el cual definimos el operador T para

_ccides función vectorial continua tE¿1[1>A ckel de tal mane-

ra que el problema de condición inicial es equivalente a



2

probar la existencia de un punto fijo del operador T en el

espacio completo de función vectorial continua TEIRAcrl
tal que se satisface	 T93--, 92 en un intervalo da-

do.

Entonces decimos que el problema de condición i-

nicial tiene solución en el intervalo, donde se utilizará

el teorema de punto fijo de Schauder

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicación del teorema de punto fijo de Schauder

a la demostración de existencia de soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias en un espacio de Banach.

TEOREMA DE EXISTENCIA (TEOREMA DE PEANO)

1. ,	 Seg. UCR, en un
conjunto abierto y conexo, y T es un intervalo real y a-

bierto:

T=(Ti p T;)CR, U puede ser todo R" y T puede ser todo R,

U=R1 Y T.R. ; sea U* un conjunto abierto y conexo definido

en ri por U*.Tx(). , U*CR"ti

Consideremos una ecuación diferencial ordinaria:

i=f(t,x)

con condición inicial

x(to)=Xo	 para t E T , donde f(t,x) satisface la

siguiente condición:
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f(t,x) está definida y continua en U*.

El problema de condición inicial se puede trans-

formar en una expresión equivalente, es decir, a la siguien

te ecuación integral que contiene a la ecuación 1) y 2):

x(to)+
r i 

f (s ,K (s)) cl 5

, teT
Donde todas las soluciones x(t) 10-la ecuación

4) sobre un intervalo It—tol< 5, son también soluciones del

problema de condición inicial, es decir, satisfacen las e-

cuaciones 1) y 2) en el intervalo it-toi<§.

TEOREMA DE EXISTENCIA (TEOREMA DE PEANO)

Dada una ecuación diferencial ordinaria 1) con

condiciones 2) y donde f(t,x) satisface la condición 3) y

dado cualquier punto P.,=(to. xo)E U* , es decir, XoELL-LoET

probaremos que al menos existe en un intervalo (t-te15. 5 y

d4i dg. .130. una solución x(t) definida en It-tal < S y con

valores en u, que satisface la ecuación 1) y verifica la

ecuación 2).

PRUEBA:

Sean S,B valores positivos de tal manera que de-

finimos el rectángulo cerrado:

J (s, B, ta, x0). J (s, e).-{(t,x):	 x-x.1.5. s} c u*,

el punto P0 =(to,x6 ) J(S,B), por la continuidad de la fun-
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ción f(t,x) existe un valor 14>o, tal que:

if(t,x)IS El	 d (t,x)E J(S,B).
- 	-Sean g, g valores positivos, donde o < s < s, o < 5 5 B,

tA. S< B y definimos el rectángulo cerrado y acotado:

A(5 , 5,	 x.) = A	 5,1x-x.15	 c	 e)

Sea g [11-101I,R1 el espacio completo de todas las fun-
ciones vectoriales continuas 	 definidas en el intervalo

cerrado y acotado It-tch 5, sobre el espacio B", si en el
conjunto A(1 1 B), definimos el subespacio completo de fun-
ciones vectoriales continuas cp , por 41i-1.0H,IX-X0115.12J,

las cuales están definidas en el intervalo cerrado y aco-

tado 1-t-t.15 5, y con valores en lx-x,1 4 S, donde además se
satisface que para alguna función vectorial continua:

9 eil[lt-i.i5,	 í)(to)::x.	 ,	 y para toda

función	 TI1111.£,4	 IX-XelS.1]	 (1.)-VoN .

En la forma en que está definido el conjunto

este es un conjunto cerrado, acotado y convexo.

Se define para

cp Zú t-toil ,

relación:

cada función vectorial continua

la transformación T cp por la

5)	 -r (-1). x (t.)	 F ( s , ce (s)) d s	 t E it_toi.4.,
t.

De tal manera que el problema de probar la exis-

tencia de un punto fijo de la transformación T q7 Lreln,d,

equivalente al problema de condición inicial, es de5), es



cir, si en el espacio de función vectorial continua:

rdit-tois1,1X-Xold31
	

existe una función vectorial con

tinua	 tal que satisfaga	 T (1)=1 para : E/MD [5 5
entonces decimos que existe una solución x( t) de la ecua-

ción 4) en el intervalo

Probaremos la existencia de un punto fijo de la

transformación T sobre el espacio de función vectorial

continua

punto fijo de Schander.

Condiciones a probar:

aplicando el teorema de

1) T:

2). TGE) es relativamente compacto.
1).	 T:	 -47

Sea	 cpE -/- 9(qrx1 y te 1-t-tol< s	 calculemos:

t tf(saisilft. mit-tok t.
m g tf

'F(5,1)(5)1,1411 clskto
Entonces: IT9 0)-)(0 145 1 lo que indica es que T(1)C t 9 es de

cjx. TpEW , donde se observa que T transforma el espacio

de función vectorial continua, y Tpe A(5,5) 9 por lo tan

to T:

2) T( ff) es relativamente compacto.
calculemos:Sea te E k	 tEjl.^10),S



T (±)- 	(5.){:dx (b)+1 f (s,	 »(5 ds -x (t.)-Í f(s,cp(s)) Els =

f
t f. (5 , S° (s))	 rj o , (s,,(s))dsi
to, isiF(sipcs))cisilis'ip(5,0»jcisi

,
cisl±

Entonces it U) -T p(si)1S. m I -1-5.i Para, {, 5, E t- 1.0
lo cual indica que T(1) es una familia equicontinua en fi.

y por el teorema de Ascoli [e] , T (g) es relativamente

compacto. Por lo tanto T(1) es relativamente compacto.

Dado a que T 'satisface las condiciones de exis-

tencia de un punto fijo del teorema de Schauderj 	enton-

ces existe una función vectorial continua:

941015.1 9 1X-X0kÉg que satisface la relación Tp =Cp

en el intervalo It-t45. 1 esto implica que el problema

de condición inicial 4) posee una solución x(t) en el in-

tervalo it-teVá.

Nota:

Es esencial la dimensión finita del espacio pa-

ra establecer que T(1) es relativamente compac-

to.



La continuidad de f(t,x), no garantiza la exis-

tencia de soluciones en espacios infinitos, etc.

véase (33 .

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Si la ecuación diferencial ordinaria está suje-

ta a un conjunto de restriccion es y éstas a dos puntos

A,B, se le llama problema de condición de frontera, donde

se busca una solución al problema dado, si ea que existe,

o si existe y es única, de tal manera que la solución que

buscamos está limitada al intervalo [A,B], es decir, don-

de se va a definir la solución, así como verificar la e--

cuación diferencial ordinaria y satisfacer el conjunto de

restricciones preasignadas.

El siguiente Problema de condiciones de fronte-

ra, se va a resolver utilizando el Teorema de Punto Fijo

de Schauder para probar la existencia de solución, y

donde en su desarrollo es necesario introducir la función

de Green, la cual se definirá en dos formas distintas, pe

ro dando el mismo resultado. En una de las formas es nece

Bario introducir el concepto de función escalón unidad pa

ra obtener el resultado, y en la otra es necesario el ma-

nejo del wronskiano de las soluciones linealmente indepen

diente.

Se darán algunos ejemplos, a los cuales se les



calcula la función de Green por las dos formas, para visua

lizar cual de los métodos es más fácil de obtener la fun-

ción de Green.

Un problema de condición de frontera se puede

transformar a una ecuación integral equivalente, de tal ma

nera que las soluciones de la ecuación integral eh un in--

tervalo[A;B), son también soluciones del problema de condi

ción de frontera en el intervalo [A,B].

Se hace necesario definir el espacio completo de

funciones vectoriales continuas TEC 17,11 , con cierta

métrica especifica, en el cual definimos el operador T pa-

ra cada función vectorial continua ye l [TACR") , de

tal manera que el problema de condición de frontera es e-

quivalente a probar la existencia de un punto fijo del ope

rador T en el espacio de función vectorial continua

per	 , es decir, probar que existe una función

vectorial continua Tegi rTy 8c-R1 , tal que	 se satisface

íptcp, en un intervalo dado, entonces decimos

que el problema de condición de frontera tiene solución en

el intervalo donde se utilizará el teorema de punto fijo

de Schauder.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicación del Teorema de Punto Fijo de Schau--

der ' 
a la demostración de existencia de soluciones de
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las ecuaciones diferenciales ordinarias.
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- Problema de condición de frontera -

El problema de condición de frontera, a diferen

cia del problema de condición inicial, es que la solución

general está sujeta a más de un punto; cuando son dos pun

tos, por lo general son los puntos extremos del intervalo

en definición, y es de esperarse que el número de condi-

ciones a dicho problema sean más de una. Se resolverá el

problema de condición de frontera haciendo uso de la fun-

ción de Green, construida de acuerdo a las condiciones de

pay [2] y del Teorema de Punto Fijo de Schauder

Séa UOR1

un conjunto abierto y conexo, y T es un intervalo real ce

rrado y acotado:

T=[0,PICR .1 sea U*011" 1 definido por U*=1-xU.

consideremos una ecuación diferencial ordinaria--de

segundo orden:

5;(x)=f(x.Y(x))

con condiciones de frontera

y(0)=0	 y(P)=0	 X010,P)Tdond'e f(x,y) sa-

tisface la siguiente condición:

3). f(x,y) está definida y continua en U.

El problema de condición de frontera se puede trane

formar a la siguiente ecuación integral equivalente, es



decir, las ecua

r

ciones 1), 2) se transforman a la ecuación:

Y (x)	
p 

G ( X, 0 (i, (i)) -t	 X E [O, Pi
o

Donde G(x,t) es la función de Green y está defi-

nida: G(x,t) : TzT	 , y se expresa por la ecuación:

G (X , t ) -cf U0 (5-0[00(1-5 ) - 25-] cIS --forma. A
o

Obtención de la ecuación 4):

Dado que:

y(x).f(x,y(x))	 x e ro,p)
con condiciones de frontera

Y(0)=Y(P)=0	 , suponiendo que se satisface 3)

Integrando dos veces la ecuación 1):

( 5	 r

ci	 ret, y ti»0	 o
fs

)1 (S)_
J 	

EtiyHdt+c,

fcly F (t ,Y401-L	 ±c lf els
0	 0

4) y (x)-
-fo I f Se

f (±	 (i)) citás +clx±ct
Ahora, utilizando las condiciones de fronte

ra izquierda y(0)=0 en x=0 , y condición de frontera dere

cha y(P)=0 en x=P , en la ecuación 4), para obtener C 1 , Ct.



Calculemos:

A 	 /

Y(o) =
J
	 11) Y(0)c1.1 s + Ci (o)+ cz o => caz o
o o

y(P)=1 P

 oS 

fliMa cis +-ci	 =O	 P J 
írf(t,y(0)cit,
o o

o 

Llevando 6) y 7) a 4):

Xf 5 

4) Y (X)zt 	 f (t ,Y ({))	 ci S —2F—, I Pf: ( t i i(0)cit cIS X6{0,

Definiendo la función escalón unitario:

\	 O si Si OUo( S /' 11. si. S> 0

Definamos la función escalón unidad:

S. O
Uo(x-

S" O si x-S
11 si x-S> O

Aplicando 9) a la ecuación 4) se transforma en:

4) y (x)= J P U*(X - S) joS i (t,	 (l)) clt ds —1;T:LsKt , y (0) Jid 5

re C	 Hrl L ru.(x_sf(tiy,,,,,,s	 XER,d

Definamos la función escalón unidad:

10) U0 (S-t).- O si S-t S. 01 si S-t > O

Aplicando 10) a la ecuación 4) se transforma en:
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4)f P	 s..)

y (x) rf 	 1{(10(x	 f (t. (±))J5
Jo o

rprr,
u.(5 -i)y,,cx-s)_21.1isif(ti(4))clt xl[0,

-Por lo tanto; la ecuación 4) queda definida:

P
4)	 y (x) -II 6 (X,i) f (t, y (I a x e [0, F.]

Donde es la

función de Green descrita.

Para obtener la función de Green del problema en

cuesti ón, se usará la ecuación 5):

5)	 G ( x ,t) =	 Uo (5 -t){00 (x-s)— x á S
o

Puesto que la función de Green está definida:

G(x,t).[G,Plx[P,P1---->R , entonces fijando un valor tE[O,P]

Calculemos la función de Green:

a). x	 t	 ea decir rk[b o tl condición de frontera
izquierda.

b) x	 t	 es decir x4t,P1 condición de frontera

derecha.

Desarrollando a):

Sea x < t	 t fijo	 fig. a)

5-1,0
ds 

	

5	

	

o	 x t

	

3.	
s-t o
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5)	 G (x,t) :7f ki O (s'Ogi e (14)	 P	 s	 tie (s-±) rue (K-5) — P ci 5o 

Analicemos a la función escalón unidad en los inter

valos:

[o,	 , {t,P) puesto que	 U0 ( Set )11 I
O al S-t S O
1 si Set > O

En el intervalo (0,	 ver fig. a)

set 5_ O	 (Set)=0

En el intervalo (t,P) 	 ver fig. a)

S-t > O	 Lie (S-t)=1

De acuerdo a i) ii)	 5) se transforma en:
rr

5)	 & (X, -1.) =it {U. (x -5)- fi 1:15

Por ii) se atiene que S>t, y dado que t x entonces

S n	 por lo tanto x-S < O	 Uo (x-S)//0

Llevado a 5)

5)	 6(x,{) =f (-

P

) ás

P 
p 1Lp)Lp_	

P
si t.	 x

Desarrollando b)

Sea x t. t	 t fijo

fig. b)

s- t5: o	 s - t > o



ro

5) G (X,{)::- f U. (s-t)rU.( c-s)- 2L J 	 +
o
x

Uo (5-t) [U, (x -s)	 cl s-1-1 Uo (s-t){110 (x -5)-1 els

Analicemos a la función escalón unidad en los interva-

los: [o,tJ , [t,x) , [X,P] puesto que U.(S-t)=IT

En el intervalo [0,t] , ver fig. b)

s 1 t . -s_st o	 u, ( set).o

En el intervalo [t,xJ ver fig. b)

S > t =SS t > O	 (S-t)=1

iii) En el intervalo [x,P] ver fig. b)

S > t ===> t> 0 =-74> U0 ( Set) =1

De acuerdo a i), UY. ni ), 5) se transforma en:

(' x	 F'
5) G(x,t)=ji[U,(x-s)- PJds +1XfUo(x-s)— Pl cls

si S-t .1 O
si S-t > O

Analicemos la función escalón unidad en los intervalos:

ft, uo (x..5)=.10 si x-S o
31.]	 EL,I] puesto que	 1 si x-S> O

En el intervalo [x,i"1 ver fig. b)
x> s	 s>o

En el intervalo ('al ver fig b)

xSS ===1. x-StIO ===1>U0(x-S)=0

De acuerdo a iv) y y ),	 5) se transforma en:



5) 66c,i)	 [1_
P

J5 +f	 P-xL
-1:77	 p	

pxf	 = 

r—x .(x-e- 2f1. (pi x)_ 7;), 	 [x-t-x)

= P-x	 Lf_ r, _	 si x t
P	 P

Por lo tanto se define que la función de Green pa-

ra el problema descrito es:

G(x,$),.

(t-P)	 si 0 X 5 t	 condición de

frontera izquierda

(x-P)	 si t x < P	 condición de

frontera derecha

Nota: Para mayor detalle véase C2j

Otra forma de definir la función de Green ea la siguiente:

seck G(Icot)	 : definida  por:

C, (t)y, (a) O t	 condic. de frontera izq.

5P G(la s )
CZ (t) yz (X) t x	 P	 condic. de frontera der.

5)' forma B

Dicha construcción de la función de Green está

definida en [1) , se bosquejará la obtención 5)' (forma B)

al problema que se está tratando, de acuerdo a [1] .

Construcción: BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
ti Si.h 11« MIS HIJOS

i4AR	 IlltANDEZA



01(t) es una función que depende de t, y se calcula

mediante la expresión:

Ci (t)— Y2 (t)w(t)P(t)

Ca(t) es una función . que depende de t, y se calcula

mediante la expresión:

ca(t). 	 Y' (t) 
w(t)P(t)

yi (x)	 yz(x) son las soluciones de la ecuación di-

ferencial ordinaria de 2o. orden homogénea, donde

yi (x) es la solución de la condición de frontera iz

quierda, yz(>x) es la solución de la condición de

frontera a la derecha, entonces y,(t) , y2 (t) son

las soluciones evaluadas en x=t dado que yi(x)

ya (X) son solucidnes linealmente independientes, su

cede que:

Y1( 0 )¡Yz( 0 )	 Y	 55(P)ftz(F).

Dado a que yi (x)	 ya (x) son linealmente indepen--

tes, entonces su wronskiano está definido por:

Y, ( x) Ya (x)

Y: ( x) Yl(x)

Entonces w(t) es el wronskiano evaluado x=t.

	

lu)	 r(t) ts lo iumiáin -fado< de la mayor atnvesda evaluada ).t
De acuerdo a lo anterior, la función de Green a tra



sc

bajar queda definida por: 

Y1 (t)	 y' (x) si 05X S.t condición de

front.	 izq.
w(t) P(t)

5)' G(x,t)=

Y' ( t ) Yz ( x) si t5 >.0	 p condición de

front. derecha
w(t)	 P(t)

Nota: véase con mayor detalle en [1]

- Problema a resolver utilizando la forma B)-

Dada la ecuación diferencial ordinaria de 2o. orden:

1 )' Y=f ( z ,Y) , con condiciones de frontera

2) ' (0)=0 yt(P)=0	 x E T= [O ,

3)' f(x ,y) está definida y continua en U*

- Construcción de la función de Green:

Considerando la ecuación 1)' como homogénea, es decir,

f(x,y)=0	 , entonces 1)' se transforma en 1)":
• •

1)"	 Y=0

Donde las soluciones de la ecuación 1)", que satisfacen

las condiciones de frontera, son:

y,(x)=x verifica la condición de frontera izquier-

da, es decir, yi(0)=0

yz (x)=x-P	 verifica la condición de frontera dere-

cha, es decir, yz(P)=0



SAREIU 1n 6 HIJOS
HARÁ MI GRANDEZA

w(t)=P

BIBLICHEC A
: DEC»PT1.Y..t::MS

Y Nisith-,,1,,,ILb

y. (t).t

yz(t).t-P

P(t)=1

x	 x-P
w(x)=

i 1

= x-(x-P)=P#0
1	 1

y2(t) t-P	 t-P
Cl(t)= =

P(t)w(t)	 (1)(P)	 P

c z (t).__JILLtli tt
( 1 )(P) = PP( t )w(t)

Reemplazando las ecuaciones 6)', 7)', 12)', 13)' en

5)', obtenemos que la función de Green queda defini

da por:

(t-P) OS xf t cond. de front. izq.
5)' G(x,t) =

2 (x-P) t .1 x t P cond. de front, der.

Se puede observar que la función de Green es la mismas

Todas las soluciones y(x) de la ecuación 4) en_ el inter-

valo T=f0,P) , son también soluciones del problema de con

diciones a la frontera,	 en el intervalo T=[O,P] , es de

cir, se satisface la ecuación 1), y verifica la ecuación 2).

--Problema de condiciones a la frontera--

Dada una ecuación diferencial ordinaria de 2o.

orden 1), con condición 2), y donde f(x,y) satisface la
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condición 3), y dada la pareja de puntos (0,0), (P,0) U*,

es decir o, PeT-40,1] , 04U , probaremos que existe en el

intervalo T. 10,I1 , al menos una solución .(X) definida en

el intervalo T.10,P3 , y con valores en U, que satisface

la ecuación 1) y verifica la ecuación 2).

PRUEBA:

sean P,r valores positivos, que definen al rec-

tángulo cerrado y acotado:

B(P,r). /(x,y): xE[0,p)T ly-015. 1. CU*

los puntos:

(o t o), (1),0) €13(P,r) , por la continuidad de la función

f(x,y) existe un valor /4>0 tal que M1H1 tal que:

if ( x +Y)(	 M

Sea e 1,19 ,R1 el espacio completo de todas

las funciones vectoriales continuas , definidas del in-

tervalo cerrado y acotado T. [0,1] sobre el espacio R".

Si en el conjunto B(P,r) definimos por:

[!0,13, lyV_ Ti el subespacio completo de funciones

vectoriales continuas tp , definidas en el intervalo cerró

do y acotado T. [0,1] sobre lyN: r, donde se satisface

que para alguna función vectorial continua ye gtonlYNI-
y(0) = 0 , y(p):to y para toda función Tse tiene:

i c^ (x)-pl<rX ET={011

9¿

d ( J •Y) E B(PM•



Por la forma en que está definido el conjunto

B(P,r), es un conjunto cerrado, acotado y convexo, se defi

ne para -carda función vectorial continua yerffo,P),Iy).53]

la transformación Tp por la relación:

X E T 10,P]

De tal manera que el problema de existencia de

un punto fijo de la transformación 593	 , ecuación 14)' es
equivalente al problema de condición de frontera, ecuación

4), es decir, si en el espacio de funciones vectoriales

continuas 110,P1IYH 7 existe una función vectorial con-
tinua tp , tal que satisfaga	 Ipsip para tET.[O,P)

entonces decimos que existe una solución y(x) de la ecua-
ción 4) en el intervalo T-40/11.

Probaremos la existencia de un punto fijo de la

transformación 1 sobre el /Fhjj / IYhlr]	 aplicando el teo
rema de punto fijo de Schauder.

Condiciones a probar:

1-(5) es relativamente compacto.

i). Si S, xET, tal que 05 x5 S t y usando la condi-

ción de frontera izquierda de la función de Green se tie-

ne que:

14) '	 (1) 1: 1 F.G (X,{ ) (I , (0) J±o



a). I G(xj-1)-6(5,t)}:11(t- P)	 - 17)1=V- (x-s)j- PPtIX-si

ii). Si S, x T, tal que t f. S 	 P , y usando la con-
dición de frontera derecha de la función de Green se tie-

ne que:

b).¡6(X,t)-G(5,0111(X-r)-0-01451-P-s+Pi1t13.(/-5)1=

ii). Probar que:

	

c). 1 í r G (X,0 di 	 r

	

(x)=1 6(0 dt	 4,0(1-0oit	 G(X,i) 11-7,—)"9-1-citif

o	 o	 o	 (

P	
1_ x -P	 r	 2_1 (2_ tp)) =	 11 15)	 1,1 Xt + X""	 O nnn

P	 2	 „	 P	 X	 2?	 P	 z

= $- -3 	 PX1 	PX _ X 3	 2,	 v z	 Pv2 2?	 x
2p	 2	 -71 - -1.-(x-r)

	Por lo tanto:	 Y (x)

Si graficamos la función Y(x) en el intervalo
[0,11 , donde su mínimo relativo se 'obtiene en el punto

crítico x=7 •



Pl es decir,
8

c).

Por lo tanto si X E [-O,P]	 IY(I)1 �»

G	 -1.) cal
1 L 	 ,

PRUEBA:

1). 1: e --PI

Sea ' EJ. , donde	 , 19(P).0 , x E T , usando c):
Calculemos:

Ty (K)1=if rG (	 f(t3) (A cliI4 f (t,T(L))1iferG(x ,±) cif

pz• a
8 	 8 pzo

Por lo tanto: Ifp (x)f <_ r

Entonces:

-r

1 1 41 ( x)fr. r	 lo que indica es que )c	 I es decir,
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11 9 ek donde se observa que T transforma funciones vec-

toriales continuas en funciones vectoriales continuas,

p , T p e B(P,r) , por lo tanto T: ,e --p

•
2) . T(e) es relativamente compacto

Sea teg , xE [0,P) =T

calculemos:

I t'y O() -719 (5) 11 f:G(x,t) F(t, p(t))dt-f (s,t) f (t, yo (t))	 =
o

1 f 9EG 	 - G(5-t)] ftT(3.11(11i 5.

I r r
1 G(vit)- G (5,t)  1 E (t, (0) I dik
I r f

G ( )CM - G (5,1)1 át +Mi

Entonces:

79(X) -ty(5)1'5.. L11 1x- s i , donde S, x e T= CO,P) , se

llega al mismo resultado si en 2) usamos i) 6 ii).

Lo qué indica es que	 (s. ) es una familia equi--

continua en el ,e[ro,p) I yN.I-J 	 y por el teorema de Asco

li N] , T(X) es relativamente compacto. Por lo tanto:

1(g) es relativamente compacto.

Dado a que T satisface las condiciones de exis-



5c

	tencia de un punto fijo del teorema Schauder)	entonces'

existe una función vectorial continua Teg{ro,P)71>T5,r3
que satisface la relación ficp=p en el intervalo T= E0,11:
esto implica que el problema de condición de frontera 4)

posee una solución y(xj en el intervalo Tm [0,P].

Nota:

Es esencial la dimensión finita del espacio, pa

ra establecer que Ea) es relativamente compacto.
La continuidad de f(X,9) no garantiza la exis-

tenciade soluciones en espacios infinitos, etc.

'véase [5)	 .

Ejemplos:

1.- Resolución del problema en cuestión, considerando 3)

f(x,3).x , la cual es una función continua y defini-

da en U*. Ahora, puesto que la solución particular

al problema, está determinada por la ecuación 4).

4) Y (x)	 TG(X,i) f (t, (t)) d	 Xe[O,P]

Donde G(x,t) en la función de Green propuesta en 5),

la cual está definida por:

5)- .	 G(x,t)=

(t-P) si	 x t cond. de frontera
izquierda

(x-p) si t x< P cond. de frontera
derecha

Desarrollando 4): BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
EL USER DE MIS MOS

NAPA 11/ GRANDEZA



5.

4).	 y (x):: f G (x,i) f (tiy4 ,1 .1+1G (x,i) (t, y(t))

Substitución de 3) en 4):

4).	 y (x)xfG(X,i). idt

0

Aplicando la ecuación 5) en 4):

Pes̀4).	 y(X) :1 -1-(x-r)t clf	 7CL-r)tdi

X	 r

- s-Pf	 pt) jt

x-p21 14.	 s.
P	 3.	 P	 3	 2121

Y-P x 3 x P3_ x 3 4. xtr
3 p 3 2- 	 --"r

_ x 4 x 3 x pa x4  xl- 3P 3 6 3f' Z

x3 _ xP 2
 _ x (xt_pt)

Por lo tanto:

4).	 y(X)=1-(X%-r)

Verificación de 1), 2) en CO,P3 , evaluando 4) en x=O,P



O
4)	 Y( 0 ) = 1-- (0-2 )=0

4)	 y(P)= 
2 

( P a -Pt )=0	 , se cumple 2)6

Derivando dos veces 4):

3	
1y ( x).	 21--:

uz
Y I ( X ) = H1	 11-

y"(x)=x	 , se cumple 1).

Ejemplo 2:

Dada la siguiente ecuación diferencial ordinaria de

2o.	 orden:

_., 1).	 y(x).	 , con condiciónefléfruntera

y(0)=0	 , y(1)=0	 x E [0,1]

Sea f(x,y)= x-y lá cual es una función contínua.

Encontrar su función de Green, así como la solución

particular que satisfaga a 1) y verifique a 2) en el

intervalo [0,1] , usando la forma B).

Desarrollando 1):

1)	 y dry=x	 ,	 donde la .ecuacidn homogénea de 1) es

1 )' Y11=0 , entonces las soluciones de frontera de

it son:

a)	 y1(X)== Sen x para x=0	 condición de frontera izq.

E

b)	 yt (x). Sen(x-1) para x=1 cond. de frontera derecha



Por la forma en que están definidos 55. (x) , y2(x)

verificar que son soluciones linealmente indepen-

de 1)', y donde su wronskiano es el siguiente:

se puede

dientes    

(x)

Sen X

Ces X
= Sen X (os (x-1) -. Ces X Sen (x-1) r.        

= Sen(')

c ) • w (t) =Sen

P (1) =

Y$ (() Se" t

Sem(t-1

(t)., Sen (t-1) 

Sen (1)

C2 (i) Sin t
Sen(I)

Puesto que la función de Green está definida por:

h)

C ( t) y 1 (x)	 si O < x á t	 cond. de front.
izquierda

C2 ( t) y2 (x)	 si x t	 cond. de front.
derecha

5)'	 G(x,t)=

Llevando a), b), g), h) a 5)' se tiene que:

Sen (1.-1)
Sen X si

Sen (1)

Sen t Sen (x-1)
Sen (i)

O X 5 t cond. de front.
izquierda

t x 14.1 cond. front.
derecha

5)'	 G(x,t)=



Utilizando la función de Green, 5)' en la ecuación 4)

se tiene que:

4). nY \x ,	 G (x,t) f (t,y(l)) át
o

4)• Y ( x ) z: f 	 hit 4-1 G(x,t)tclt
o

xe[0,11

Sex X-I 
S e s

t 0) t Sea t át	 5"N 	 4- Sen (t'O
y,	 Sea O)

X

Stl'	 ) ICI	 Seq tjt	 St‘ X í	 Seldf»i) Cit
Sea (1) je	 Se(I)(I) jx

S" (3( ) Ese	 (OS t 11 + Seb.L [5" ( t'.1 ) .± ("(t-.1)11x]
• 

Sea (1)	 I.	 UVI())

Stn x -1  Sea X- X COS + Sex x	 Sen(K-1)+ X Ces (X-I)])  [
544( )

= Sen (x-i) San x- X Sen (x-)) Ces X- SIn X - Sten X S^ (x- 1)+XSenX CDS (x-
Sea (1)

=  x Sem (x-1) Cosx - Sen x f x Sin X Cos (X-i) 
Sien ( 1)

x [Sen x C. (X-I)- Sea (x-i) Ces xj- Sen X

Sex (I)

x Sex (1)— Sea X
Sen (i)

por lo tanto:

4).	 y (x) = x- 5" )c.
Sem (i)



I -

4)	 y (o) =	 -

y(1 )=
entonces se cumple 2)

Verificación de 1), 2) en 0,1 , evaluando 4) en x=0,1

Derivando dos veces 4):

Y (x) = X - 55:: 112

(x)= 1- Cos (>) 
Sen (1)

Y (X)- Sen X
Sea (1)

BIBLIOTECA
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Sumando

	

YFy=
x Sen x	 Sen X x

	

Sea (1)	 Sem (1)
•

por lo tanto se verifica 1), es decir:

Y 1. Y = x
garantiza la existencia de solución de una ecuación dife-
rencial ordinaria.



CONCLUSION DE LA PARTE B.

El Teorema de Punto Fijo de Schauder aplicado a la--

demostración de existencia de solución de una ecuación di

ferencial ordinaria con condición inicial 6 condición de —

fronteraysolamente nos garantiza la existencia de solu---

ciónymás no la unicidad ldebido a que la función f se con-

diciona únicamente a que sea una función continua y defi-

nida en 11*.

Se tiene cl/en él problema de condición de frontera es

ventajosa la construcción de la función de Green debido a

que a que se facilita en ocasiones la ontención de la fun

ción solución que a la ecuación diferencial ordinaria de-

2do. orden y verifique las condiciones de frontera en un-

-intervalo dado.

Se puede observar que existe una diferencia entre el

teorema de punto fijo de -contracción de Banach y el teore

ma de punto fijo de Schauder,debido a que el primero ga--

rantiza la existencia y unicidad de solución y el segundo

garantiza la existencia de solución de una ecuación dife-

rencial ordinaria.

_5 1



PARTE C.

Se empezará por demostrar un Teorema de Existencia--

de Soluciones Periódicas de las ecuaciones diferenciales-

ordinarias en un intervalo dadordonde la función f está--

sujeta a ciertas condiciones específicas,Además se rela--

ciona el teorema de existencia de soluciones periódicas--

de una ecuación diferencial ordinaria con la existencia--

de solución de un problema de condición de frontera de ter.

una ecuación diferencial ordinaria en un intervalo dado.

Por últimovutilizando el teorema de existencia cae --

soluciones periódicas se demuestra que éste es equivalen-

te a la hipótesis de equivalencia asintótica de una ecua-

ción diferencial ordinaria que posee una solución y(t),la

= cual es p-periódica 6 lim y(t) existe.
t-o-rec.



UN CRITERIO DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE UNA
ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA.

real
nexo

Sea UCRn
,es decir
definido

un conjunto abierto y conexo,T un. intervalo
T = (a,+to)„, sea U un conjunto abierto y co--
por 1J* =TxUa R111-1 .

Consideremos una ecuación diferencial ordinaria por:

I).- x = f(t,x)	 t E ICJ

donde f(t,x) satisface las siguientes condicionesr

f(t,x) es una función continua y está definí
da en Ut.
f(t,x) es una función p-periódica,es decir,
existe un valor P70 tal que.-:
f(t,x) = f(t+p,x)	 ti(t,x)&1J*.

4. TEOREMA DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS.

Dada una ecuación diferencial I),donde f(t,x) satis-
face 2),entonces existe una función continua y(t) solu---

,nción de I/ en ICT,la cual es p -periódica si y sólo si e-
xiste  una función solución x(t) que satisface las siguien
tes condiciones:

i).- 175 es compacte y está contenido en U.
ii). -Existe una sucesión (nk )k de enteros positivos

tendiendo a +co ,tal que:

lim Ix(a+(nk+I)P) - x(a+nkP)I = O
k -4++ co

PRUEBA:
La ecuación I/ la podemos transformar en la skggien

te ecuación integral equivalente:

t
3).- x(t) = x(a) +£	 f(sr,x(§))	 tEI a T'

donde todas las soluciones de la ecuación 3) en un
intervalo / C T son también soluciones de la ecua-
ción I) en el intervalo I C T



Stan P,K Mofes rosifivos_arde Pm = R, que definen un rec-
tángulo:

B(P, R ) 1(t,x):14.G.,Q+pi z ICT, Xelx(t)-x(0.)k	 =Acul- c

por la continuidad de la función f, se tiene que

existe un valor y. > 0, tal que	 lf(t,x)fr_ 14	 ( t,x) E B(P, R).

- Necesidad:

Si x( t) es una solución p-periódica en el inter

vale I= [a,a+FIC T, es decir, x(I)=x( ta,a1-1:9 ) 9 donde
3). x( t). x( a) + f f(S,x(S))ds t 	 I, por la forma en que

está definido x(I), se tiene que x(I)=x(I), ahora, puesto
que x(I) es la imagen de un conjunto compacto I . Easa+P] r
donde x(I)C B(P, R), entonces x(I) es un conjunto compac-

te.

- probemos que x(I)C U:

Sean t, a e I • usando 3), calculemos:

14)- 40.)1 = 111(5,0)P51.1r f (siX(5)) 1c1ShM1 c151.Mit-Qh.MP.1
a

lo que implica es que:

x(t)IU tit E I, es decir, x(I)S U , por lo tanto se

cumple i).

Si x( t) es una solución p-periódica de la ecuación 1)

en el intervalo I, entonces tenemos que:

44.“Vlic+9)= 41-1-YIKP)	 lo que implica es que:

" )4" (VI K-11) P)- 44.+Y(K?)1=	 por lo tanto se cura-

ple



- Suficiencia:

Tenemos que para KEZ t, definimos una transfor-
mación de funciones continuas X K :I---PR^ donde:

Xk( t ) =x ( tfilgP )	 Vlk -t 1

Siendo xk una sucesión de funciones continuas.
Dado que f es una función p-periódica, se tiene que: XK(t)

es una solución de la ecuación 1), es decir:
Xk(t) oX K ` 0.) + J (s,	 (S)) AS	 t El

Donde cada una de las funciones X K toman sus va
lores en el conjunto compacto XII), entonces se satisface

que existe un valor M>0 9 tal que:

1 f ( ± , x k({))1 m
	

(ty k (-I))	 c (FI

que:	 Seanti,

La sucesión de funciones X k es equicontinua por
te' , calculemos:

•41,	 I
XK (t)-XKO.,) I t hfil (q)titx LS, X r. (5))	 - Xk (4) -f 	 f	 5/Xic(5))ct51::

rt
= li	 f	 U(4 ás-f ilf. (5, ciStai f tf 6, XK (S» <15 ± f	 (Si Xt: (5)) d5i-(t G.

1-(5,xic ticis	 1f (5, xi((s))1dsi mi I -I cisfr Mit-tifr PI	PetR
-L4	 ti

Ahora, puesto que X K(t) toma sus valores en el conjun
to compacto X(1), aplicando el teorema de Ascoli, llegamos

a que existe una subsucesión de funciones continuas (XK);

de (X K), que converge uniformemente sobre 1, a una función
continua y, es decir:



6).	 Itm Xki	 %Y
ki	 no

Aplicando el teorema de convergencia de Lebosgue a

5), se tiene que:

7) .	 (1) = Y (I) t	 (s, Y (5)) á s	 t e
Calculemos:

8)•	 I y (a+r)- Kix) y(q+P)-Xia(ci tP)+ Xki (ai- P) - Xki (c4+ XK; (a) - Y (4) 1 5-

í I y (4-r4-Xxi (4tP)111 Xki (0.+15- Xki (4)It l X Ki (4)-y (0) I

Aplicando:

1 I.
po BIBLIOTECP

_



I). j'In I , ( 611-0 - ,) (0 1 I -4- f i mr.	 :ya -I-e)- Xfrc i (0,y)

-t- tim	 p is( (a fp) - X pz i la)] -r-	 Xtzi (o) — j(o)

1(1-1,ap	 Xi -tn

p oi L o coi-finar d¿d	 de	 -funch50 y Se 4ibiz Tu;
e). I) (a+P ) - yo )	 hm	 x xi (04p) — x,(0)1

-viro

j"i u t	 an II	 fil(yninos	 tiendo, a Ufo , dé bufo

(0).	 Inri X,;	 y
cc

talco:Pillos;

9) • Ityn ( X pzi ( a+P) - xfc; (a)/	 7
Ki-->cc

Usorido	 4) tonfmei

10)• 	 XKi (a+p) = xtbf-f-p

iiJ	 Xxi (o)	 7- /1( (CA	 P)

Lob. :ela.,z

Y NATUI1ALES
ut mis rasas

- ^4zA MI (abtrabEzA

Calculando	 Lo d ( 4-/rimcia	 c i	 io) b o)	 1emir:10J:

11) .	 /ci ( a+ P ) — X tu ( o ) = X(0-1- p	 n	 x (a4nr, i e)

In-lonco a	 do hm	 de /2-)

f(t
{memos	 90a,

II) • I 1 n1	 (a+p)— /1(K; (o)i= (1
KI —> CO 	 K —4> co

Esto 41 por tí) 14-foirts

1),
K
 wi	 dkici (a+ p ) — x	 (o)	 p

co

X(a-kp -1-11 /ziP)- X(a+akil)bo

lo que (ocheCt qi iut:

	

13)• I j t a +P — (o ) ±- o	 bidón	 (a-Fp) 5Cof

Per le	 tonto/o h ilcmin't 3 f i thig	 CÁJ	 p- rucd dita

	

o O / 41tn{ctúalo zcT,	 iq cl fin a sO Id etán	 'tu 0.°1 6„ s);

	

cl tvi-Pftlaid iGr	 ta coa,( lo	 (od g olol d e4ty,r

como una -Fun u árl :	 1 :3	 cton¿le, :

a	 b(-t n l. P )	 )	 Y1K = wagírleP :	 4i] • a



Graficando la ecuación 3):

X(1)

S e pueden deducir las condi--

EJEMPLO:

Si reemplazamos en la ecuación diferencial ordi-

naria 1),	 la función f(t,x), por f(t,x)=2\rx75-

1) se transforma en:

1)'	 i=2 ,17.3	 t E [4-15, 4+5] =ICIT

por la forma en que está definida la función f(t,x),

ésta satisface 2), entonces por el teorema anterior 1)' po

seceuna solución p-periódica en el intervalo I= [4-is, 4+js]CT
de re.notto pzza

Se tiene que la solución x(t) de la ecuación 1) 4 en el

intervalo: I= [ 445, 4-151 CT, está determinada por la si-

guiente expresión:

3)•	 x(t)=(t-4)1-3	 tEICT

La cual es p-periódica en el intervalo I, sien 	 r-.2:43/

evaluando 3) en t=4-0, t=44-55 se tiene que:

4)	 x(4-13)=0

4)	 x(440)=0

Derivando la ecuación 3) se tiene que:

-11=2(t-4)=2(747

1)'	 x=2 x+3	 tEICT

ciones del Teorema de existen

cia de soluciones periódicas
d. 1,



PRUEBA:

La ecuación I) se puede transformar a la siguiente-

ecuación integral equivalente;

fa

t
5).-	 x(t) = x(a) +	 f(s,x(s)) ds	 t e la,a+P) = I C T

donde todas las soluciones de la ecuación 5) en un -

intervalo I C T,son también soluciones de la ecuación I) -

en el intervalo I C T.

Sean P,R valores positivos que definen un rectángu-

lo cerrado y conexo,donde PR1.4R

B(P,R)- ((t,x):tétb,a+P)=ICT,x(t)elx(t)-x(a)1 R=ACUl Cu

Por la continuidad de la función f(t,x) se tiene --

que existe una constante positiva M 20 tal que:

If(t ,x) I=M Nt(t,x)e B(P,R) .

Sea y(t) una solución de la ecuación diferencial --

ordinaria:

y(t) = g(t,y)	 t6I C T

donde y(t) es una solución con las siguientes ca-

racterísticas:

y(t) es una solución p-periódica de 4) en el--

intervalo I, 6 :

lim y(t) existe en Rrl
t	 +cc

Ahora,por definición de equivalencia asintótica se-

tiene que existe una solución x(t) de la ecuación diferen-

cial ordinaria:

I>.-	 x	 f(t,x)	 teI C T ,tal que :

3).-	 lim Ix(t) - y(t )I	 = O
t -›+co



4.1. APLICACION DEL TEOREMA DE EXISTENCIA A LA EXISTENCIA
DE SOLUCIONES PERIODICAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS.

Sea U C R
n un conjunto cerrado y conexo,y T un inter-

valo realces decir:

T = [..a,+olo) C R,sea 11 -91k un conjunto abierto y conexo-
definido en el espacio Rwri donde U1L-TxUCRn.".

Consideremos una ecuación diferencial ordinaria por:

I).-	 k = f(t,x)	 teI C T
donde f(t,x) satisface las siguientes condiciones:

f(t,x) es una función continua y está defini-

21.-	 da en U.

f(t,x) es una función p-periódica,es decir,
existe un valor P 70 tal que:
f(t,x) = f(t+P5x)	 V(t,x)étr*.

DEFINICION DE EQUIVALENCIA ASINTOTICA.

Dadas dos ecuaciones diferenciales ordinarias,son --
equivalentemente asintóticas si para cada solución x(t) -

de una ecuación diferennial ordinaria existe una solución
y(t) de la otra ecuación diferencial ordinaria,tal que::

n'u !x(t) - y(t)1 = O
t +o

TEOREMA DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS.

Dada una ecuación diferencial ordinaria II,donde ---
f(t,x) satisface 2),entonces existe una función continua-
x(t) la cual es solución de la ecuación I),en cierto in--
tervalb I C T,y es p-periódica si (y sólo si) es equiva-
lentemente asintótica a una ecuación diferencial ondina--
ria

g(t,y)	 t El C T
la cual posee una solución y(t) que es p-periódica
6 lim y(t) existe en Rn.

z	 -t- co



Probemos que dadas las suposiciones anteriores
	

CoG

x(t) es una solución p-periódica de la ecuación diferencial

ordinaria 1) en el intervalo ICT, donde para ello se usará

el teorema anterior7
 T•4•

Tenemos que 14 E e
4),	 x (qt(nti) (3) -	 = I X (4+61+ 1) P " Y (k+ (ma i)	 +

y (ai (11 +	 -- y (o.-N4	 y (a.	 - x(a+np)

51404 (1/2+0)- y (a+ (w+1) di-1 y (0,1(n+1) P)- y (a t n p)

+I y (6.+0)- x (kt p)

Calculando Iht	 a la ecuación 4)' :
t .—, Po

4)"	 lx(44411-X(41+11,ÑkItm IX(4-1(wft)P) —

-y ( k+(vit i)p) I -t. l t vn	 i y (0.-h(n+i)	 - Y (0.1- h P) I +

hm 1 y (ci+liP)-41÷nP) I

Revisando los términos que componen el miembro del lado

lado derecho, y puesto que el
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I'M lx(t)-y(t)' =0 , entonces el lo. y tercer términos

tienden a cero, es decir,

.	 x (oh (1+1) p)	 (la 4- (vi qp‘A o

—t>

7 )	 1111 I Y ( IQ t	 - x to.+ 54 p) = o

En lo que respecta al 2o. término tenemos que:

Sí y(t)	 es una solución p-periódica, entonces:

In» I y (0.+(n+0P) — y(atnP)I =o

» °o
Si y(t)	 tiene un	 hm	 y(t)	 existe en R vi entonces:

--o Po

4) "	 1 y (0,.+ ( pi ti) p) y (4. tnel= o
	

Por lo tanto:

Vi +4, 11%2

Ityn x (cd- (nt p) - x Can P) I =o
~^41.

Donde se puede observar que se comprueba la parte ii)

del teorema 1.

- Probemos	 usando la misma hipótesis:

Sea mut y definimos una sucesión de funciones emití-

nuas(4 en x(1) de tal manera que tkez t 	 7

in E I {a9 o.+Pj	 tal que:

in

8)	 x (i n) = un = x (0.) + fix f (5, x (s))	 Ei .7, ro., 0.+ fg C

Si la sucesión tn está acotada, por consiguiente está

contenida en un conjunto compacto, entonces, la continuidad

de la función x implica que existe un compacto que contiene

a la sucesión(4 , lo que indica es que cualquier subsuce-

Sión de Wn	 es convergente.



Si la sucesión t h no está acotada, 	 entonces por 5),

implica la existencia de una subsucesión (tn k )	 tal que:

9) . 1 % ,„ IxSk1- y(tAk)\
Ahora,	 si y(t)	 es una solución p-periódica, 	 entonces

y(I) es un conjunto compacto y allí existe una subsucesión

convergente y(tM k), por consiguiente S il) por 9).

Si y(t) tiene límite al infinito, entonces el itwiy(tylk)
k--4"

existe, y por consiguiente, por 9)., el Inm XSIK)

existe también.

Por lo anterior tenemos que kl(k«Ñ h en x(I) tiene una

subsucesión convergente, lo cual implica que x(I) es un

conjunto compacto, y por consiguiente la parte i) del teo-

rema 1 se cumple, entonces por el teorema 1 la ecuación di

ferencial ordinaria i=f(t,x) t E I posee una solución con

tinua x(t), la cual es p-periódica en el intervalo I.
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aSUSUil ue CAlbheilUla ue soluciones periodicas con la

existencia de soluciones al problema de condición de fron

tera de una ecuación diferencial ordinaria.--

Seo, USR'l - un

conjunto abierto y conexo, T es un intervalo real 740011R,

sea U* un conjunto abierto y conexo definido por WI.TXUCRIti,

Consideramos una ecuación diferencial ordinaria

por:

X.,f(t,x)
	

t E I , con condición de frontera

x(0)=x(P)=0
	

O, P E I= [0,13 cis

Donde f(t,x) satisface las siguientes proposiciones:



3).

i)

ij)

f(t,x)	 es una función continua y definida en U*

f(t,x)	 es una función p-periódica, es decir, e-

xiste un valor P > O tal que f(t,x).f(t+P,x).0(t,x)EU*

Usando el teorema de existencia de soluciones perió-

dicas.--

Dada una ecuación diferencial ordinaria 1), que

esté sujeta a 2) y que satisfaga a 3), decimos que existe

una función continua d(t) solución de 1) en ICT, la cual

es p-periódica y satisface a 2), si y solo si -cM5-ke, orla

.4-unetbn 5olocAn x(1) loe 504-15foce los s lymenies c".11'4("2.5:

x(I) es compacto y está contenida en U

Existe una sucesión (114)K de enteros positi-

vos tendiendo a +Do , tales que:

P) 4%1 p) = o	 ?.
VII<	 "

La ecuación 1) la podemos transformar en la siguien

te ecuación	
t

integral , equivalente:

4) .	 X CO = X (o) -I. 	s x	 á ,	 e [o, p3	 IC T
u

Donde todas las soluciones x(t) de la ecuación 4),

en un intervalo IST, son también soluciones de la ecua-

ción 1) en el intervalo IST, y satisfacen 2).

PRUEBA:

Stan_P,R VOlore.ÇtS oultklósclolIdepmsgque definen un rectán-

gulo:

B (P, R )=i(t.,x) :tE[0,11 .zic,T, xelx(-0-x(0)15, z. =Acto *;

9



Por la continuidad de la función f(t,x), tenemos que

fEt,x(qk	 (t•X) E B (F, R )
tal queexiste un valor 14>0,

- Necesidad:

Si x(t) es una solución p-periódica de 1) en el inter

velo I.--(0,I1CT, es decir, x(I)=x(`0,1i) , 	 donde:

4) x(t) x (o)	 f (s , x (s)) ás	 t el = [o, P) co
Por la forma en que está definida x(I), tenemos que

x(I).x(I), ahora dado que x(I) es la imagen de un con--

junto compacto I.[O,I] , x ( I )C B(P, 1).

x(I) es un conjunto compacto.

Probemos que x(I)EU:

Sea x(t) E x(I), t El , entonces calculemos:

14)-X(0)1=IL:f(5,x(5)PsilLtif(5,X159skIMILIcisi
i ti	 pt. lo que implica es que:

x(t) S U • ti t E I 	 entonces, x( I) S U vale i) .

Si x(t) es una solución p-periódica de la ecuación 1),

en I= (0,p] , entonces	 X (Ilk P)= X ((bri) P)	 kik I

y esto implica que	 iim I 434KP -	 p) I = o
bu,

Por lo tanto vale ii). Entnces si x(t) es una solución

p-periódica de 1) en I, tenemos que x(t) satisface la e

cuación 2) en I, es decir, x(0)=x(P) para	 Iral.=1

- Suficiencia:

Tenemo s que para cada KEZ .1 , definimos una transfor

oración de funciones continuas Xk , tal que XI(
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XK es una sucesión de funciones continuas que toma sus

valores en el conjunto compacto x(I), ahora, dado que f
es una función p-periódica, se tiene que Xk es una solu

ción de la ecuación 1), es decir:

a) xk	 = x K (o) t F (s, xk(s)) (15
o

Ahora, dado que cada una de. las Xk toma sus va-

lores en x(I) , tenemos que existe un valor 14 >0 tal

que:

1 f (t,x1cAlk
	

(-1,xk)E	 (P, R)

Probemos que XK es una sucesión equicontinua:

sean t, t i E I , calculemos

x,,e.)- X k (ti) = X (o) 1-"j o (S, X g (S» d5 - Xg (0)- je	 Xk (s)) si =

1 I: f (s, X K (5)) as -1. 1:f (s, X K (3) Al=	 f (3,u (5)) á si R

f ti lf (534541 51-̀-- Mi J.:á si=mit-tukriP
Dado que XK(t) toma sus valores en el conjunto compac

to x(I) y es una sucesión equicontinua en [o,1]----*R11,

por el teorema de Ascoli tenemos que es relativamente

compacto en ese espacio de Banach, dado que XK:I--t11/1.

Por lo anterior, tenemos que existe una sub--

sucesión (X iji. de (XK) la cual converge uniformemente

sobre el intervalo I , a una función continua u, donde

tEI



9 está formado por las restricciones de la sucesión Xic

usando el T . 4- llegamos ay está definida J:I---4>R91,

que ,y es una solución p-periódica de 1) en el intervalo

I, y que satisface 2), porque tenemos que:

y (P) = 1 Dm X =s(o)
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