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INTRODUCCTION

La teorid de graficas ha existido por muchos afics. no solo

como un Aarea del estudic matemég}co. sinoc tambidn como una

herramienta intuitivae e 1lustratiyva. El uso de& graficas en
diagramas de redes, es una representacidn integra de circuitos .
eléctricos en elementos de Fisica:; un mapa de una ciludad e=s

tambi&n una grafica con las calles come bordes, intersecciones de
calles como vértices v los nombres de las calles como  etiquetas

de los bordes, Las graficas semejan a objetos filsicos gque ellas

mismas representan en estos casos ¥y tanto la aplicacidn {y

algdhas veces el origen) como:las ideas de la teoria de graficas

es inmediata. Un diagrama de flujo de un programa de computadoras

‘v un mapa de caminos con calles en un soleo sentido son ejemplos

de graficas las cuales contienen el concepitc de direccidn o flujio
en los bordes ; =Stags  &0on llamadas graficas dirigidas

{(digraficas}.

Existen aplicaciones de graficas dirigidas .en cdsi todas las

aAr=as de la Fisica y Matematicas, algunas de ellas ya cconocidas
desde hace cincuenta afiog o mas, pero muy pocas de estas ideas
tienen filtracidn para estudiantes no graduados. Nuestro

propbésito es aplicar las ideas de la teoria de graficas a algunos
tapicos fundamentales en algebra lineal. Dado que existen muchas
aplicaciones, nos enfocaremos s&lo a dos de las mas elementales,

es decir, multiplicacién de matrices v la tecoria del determinante



v uno menos elemental como lo es la forma candnica de Jordan.

La principéi herramienta gque utilizaremos es la teoria de
"grafica dirigida. Esto intuitivamente puede bensarse Como  un
conjunto de puntos.(o vértices) con flechas {0 arcos) uniendo
alguncs de estos puntes. A un arco podemos ponerle una etiqueta.
“?ﬁ&?gjwﬁés formalmente una digréfica consiste en un conjunto de vértices
V vy un subconjunto de pares ordenadot de vartices llamados arcos.
Un etigquetamiento de la digrafica es una funcion de los arcos en
los nimeros reales. Una digrafica etiquetada usualmente se
visualiza considerando los vértices como puntos v los &arcos como
‘flechas las cuales van desde el vértice i al vértice j siempre que
{(i,3) pertenezca al conjunfone arcos., Al vértice i del arco

{1,3) se le 1llama vértice inicial v al vértice d se le 1llanma

vértice final. Al arco se le concede entonces una etiqueta la cual

es la imAgen de este arco bajo la funcidn etiquetadora. Cuandc el
vartice inicial y el vértice final. son .idénticos, el arce recibe
el nombre de lazo. Diremos algunes veces gque =l arco "sale de U

su vértice inicial y que é&ste "entra en” €l vartice final. Al
nimerc de arcos que salen de un vértice se le llama valencia
externa, mientras gque al nimerc de arces gue entran a un fértice
; ée le llama valencia inferna.

i Una digrafica G es una subgrifica de una digrafica H si los
i' vértices y arcos de G estdn contenidos en el conjuntos de vértices
y arcos de H. Un ejemplo de subgrafica de H es un camino; éste

J consiste de una sucesidn de vértices v0,vi,v2,v3,....,vn tal .que

{vi-1,vi) es un arco en H para 1=1,2.3,....n. Usaremos la notacidén

el




Sy

{(vO,vl v2,...,v0h) para denotar un camine {(la cual es consistente
con la notacidn de un arco); diremos gue la longitud de este
.camino es n. Una vereda es un camino donde todos sus vértices son
distintos, vy un <c¢iclo tiene vl1,v2,...vn vértices distintos ¥
v0=vn. Otro tipo de subgriaficas es el factor, éste tiene la
valencia interna vy ia externa de aéda vértice igual a 1. Hasta
‘ahora 1los conceptos revelan que un‘factor es simplemente una
unién ajena de ciclos. El1l peso de una subgri&fica es el producto
de las etiquetas de los arcos de esta subgriafica, el cual

dencotaremos W{G}. El pesoc de caminos, veredas, lazos vy factores

se definen similarmente. .

rid



CARITULG T

DIGRAFICAS DE KONIG Y MULTIPLICACION DE MATRICES.

En este capitule examinaremos una digrafica dirigida
3

| & =TTebarticular asociada con una matriz A (mxn). La multiplicacidn de
[

dos matrices es eguivalente a una pegadura de estas digraficas
tomando la forma de una sola digrafica. Una entrada en el
-producto de matrices estd relaciconada con los pesos de ciertas

veredas en la nueva digrafica. Pruebas mas estandar acerca de la

multiplicacién de matrices envuelve la manipulacidén de simbolos

y/0 el intercambio de simbolos. Estas técnicas poco validas
tienden a oscurecer las ideas fundamentales; esto se puede

o

esquivar mediante la prueba dé teoria de graficas.

Definicidn. Sea A una matriz con m renglones v n columnas.
La‘digréfica de Kbnig, G{A) es una digrafica etigquetada con m+n
vartices, m de estos vértices corresponden a los renglones v on
corregsponden a las columnas. El arco del vértice } al vértice j
tiene aij como etigueta. Cuand¢ hagamos la grafics omitiremos los
arcos <on etidueta Eera; €sto aclarara la reliacidn entre varias
matrices vy operaciones graficas. Como una convencidn futura,
pondremes  los wvértices renglén a la izquierda v los vértices
columna a la derecha. El vértice superior correspondera al primer
rengldédn o columna, degpuas, el segundo correspondera al segundo
rengldn o: éolumna. etc. Una ilustracidn de la matriz A v su

digrafica de K8nig G{A} =se muestra en la figura 1.1.




G(A}

Figura 1.1. La matriz 2x3 A y su digrafica de Rinig G(A}.

«

SUMA Y MULTIPLICACION'WDE MATRICES.

SUMA: Si A v B =son matrices mxn entonces G{(A) y G(B) son

esencialmente las misma graficas con diferentes etigquetas. La

matriz suma A + B esta definida v la digrafica G(A + B) es
] cbviamente obtenida por 1la suma de las etiguetas en los
arcos correspondientes de G{A} v G{B}. Las propiedades usuales

de " aditividad de matrices se sigue diréctamente de las

kil

digréficas. Las pruebas de estas propiedades como lo son las
leyes de asociatividad, conmutatividad, existencia del la matriz
neutra (la cual c¢arece de arcos) v la.matriz inversa aditiva (la
cual consiste de 103 MIsmMOs arcos que A pere  Con etiguetas
y cambiadas de signo) son idénticas a lag usuales, nadamids gue 1
enfogue en un rengldn ¥y una columna en particular entra en toda
la matriz. Una etiqggta de un arco en particular se htiliza para

determinar la validaz de estas propiedades.

/ .
MULTIPLICACION: La mulptiplicacidén de una matriz por un
un escalar es muy facil de visualizar. La digrafica G(raA) se
se obtlene de G(A) multiplicando la etiqueta de cada arco por . r.

ﬂ Las propiedades usuales de la multiplicacidén por un escalar son

i faciles de verificar.




Definiéién. Dada una matriz A& mXn ¥y una matriz B nxr, la
digrafica eslabonamiento G(A}*G(B) estd& definida tomando las

digraficas G(#&) yv G(B) e identificando los n vartices columna de

G{aY v los n veértices rengldn de g(B). Un ‘ejemplo de un
-,

pr Ty s ] abonamiento de dos griaficas se muestra en la siguiente figura
%

1.2.

2 Q0
-2 1 0

A = B =|4 -3
g 5 -1

g -5

G(A)*G(Bj
Figura 1.2. Eslabonamiento de dos digraficas de Klnig.
i Teorema 1.1. La entrada (i,j}) de la matriz producto AB

es igual a la suma de los pesos de las veredas en G(A)*G{(B) desde

el i-é&simo vértice renglén de GlA) hasta el  j-dscimo vértice

Q -columna de G{Bj.
1 |
Prueba: Cada vereda de dos longitudes del vértice i al
vértice j pasa directamente de un dnice vertice K. Por
Q definicidn, el peso de la vereda es el producto de las etiquetas
de estos arcos, el cual es aikbkj. sumando todos los posibles Kk

da en resultado deseado.

N&tese que la exclusidn de borde=s de pesce cero de lo

digrafica de acuerdo a nuestra convencidn permite atin la validéz

del teorema. Vemos, por ejemplc, que para la digrafica anterior

{figura 2}, 1la entrada {(1,2) del producto AB es -3, entonces hay

+t-J~emantae una vereda entre los vértices asignados.



" PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION.

£er.

Vagias propiedades de la multiplicacidn de matrices son
consecuencias inmediatas del teorema 1.1 Por ejemplo, para probar
gue la multiplicacidn de matrices es acociativa, supdngase que
. las matrices A , B v C =on de éréznes adecuados ¥ consideremos la
grafica G(A)*G(B)*G(C), entonces 'la entrada (i,j) de A(BC) vy
{AB)C son claramente iguales que la suma de los pesos de las
veredas de tres longitudes desde el ifégimo v&rtice rengldn de
G(a) hasta el j-&simo vertice cdiumna de G(C). Para 1la
demostracidn de que la multiplicacisdn de matrices es distributiva
bajo 1la adicidn, es un facil ejercicio. observandc una vereda

particular ({(i,j.k} en las digraficas de Kinig G(A)*G(B) .

G(B)*G(C)} v G(A)*G(B+C).

Definicidn: Una matriz P {(nxn}, cuyvas entradas =zon ¢ y 1 de
tal forma aue hay un tnico 1 en cada rengldédn v en cada columna
recibe =] nombre de matriz permutacidn ¢ matriz de permutacidn.

Si P es una matriz permutacidn, entonces G{P) consiste

de un conjunto de arcos con los vertices no comines. En otras

palabras, 1la valenecia externa de cada vértice renglén Yy la
valencia interna de cada vértice columna son iguales a 1 y todas
las etiquetas de los arcos son 1. Ver fig. 1.3. Existen n!
matrices permutacién (nxn) v el producto entre ellas da como
resultado una matriz permutacidn del mismo orden. Esto es fAcil
de visualizar observando la digrifica eslabonamiento. |
Nbtese que el efecto que produce una matriz permutacidn
P de ofden n al multiplicar a una matriz M (rxn) es facil de

visualizar ocbservando la digrédfica de K8nig G(P). Por ejemplo, en




-,
G{FP)

Fig. 1.3. Una matriz permutacidn P (3x3) vy su digrafica
de K8nig.
la digréfica G(P) de la figura 1.3 se puede visualizar el efecto
que producird P al multiplicar a una matriz rx3. Esto ez,
cambiard la segunda columna por la primera, 1la tercera por la

segunda v la primera por la tercera.

MATRICES DIAGONALES Y TRIANGULARES.

Definicién: Una matriz diagonal es una matriz nxn donde las
componentes que no estan en la diagonal son todaé CETO, La
digriafica de una matriz diagonal produce 108 slguientes casos
triviales. Ver fig. 1.4, El producto de matrices diagonales de
orden n da como resultado matrices diagonales de orden n. Cada
entrada diagonal del producto es el producto de las entradas

diagonales correspondientes a los factores.

-2 0 0 ! 0
D=1| 0 1 0 I !
0 0 3 o 2 -
G(D)}

Fig. 1.4. Una matriz diagonal D (3x3) v su digrafica de
Kénig G{(D}.




g

Definicidn: Una matriz es triangular superior (o inferior)
=i aij=0 con i>j o (i¢3j). Asi G(A) es la digrafica de K¥nig de
una matriz friangular superior (o inferior) si v sélo si todos

lag arcos en el dibujo =on ngrizontales 0 inclinados (o

‘azcendentes) ver fig 1.5. E1 prodq?to de matrices triangulares

superiores (o inferiores) de orden n son matrices triangulares
superiores (o inferiores) de orden n.

N&tese que el eslabonamiento de las digraficas de dos
ma;rices triangulares superiores (o inferiores) nxn dara una
nueva digrafica de una matriz triangular superior (o inferior)

de orden n.

bl

i -2 1
T= 0 3 Z
G 0 1

G(T)

Fig. 1.5. Una matriz triangular superior T vy su digrafica
de Kénig G(T).

MATRICES TRANSPUESTAS

La digrafica de K&nig de la transpuesta de A se obtiene
de G{A) invirtiendo la direccién de todos los arcos. Si deseamos
incluir la convencidén teniendo vértices rengldn en la'izquierdé Y
vértices columna en la derecha., entonces reflejariamos la nueva

grafica con respecto a una linea através de los vértices columna.
.

7

(ver figura 1.6).




GtAa) G{A™}

Figura 6.
.

%
]

Tecrema 1.2. Sean A~ v B~ las transpuestas de 1

o
t

matrices A y B respectivamente; entonces

1} (A™) " =A
2} {A + B}™=A" + B™
3) (CA)"=CcA™

. 4) (AB)T=B7A"

~

N&tese come la transposicién de lo= arcos hace que la
transposicién de las matrices A vy B en la ecuacidn sean

intuitivamente clara.

MULTIPLICACION POR BLOGQUES.

Como el elemento (i,3) del producto matricial aB e=sté
determinado completaménte por la su%gréfica de G{A)*G(B}
consistente del vértice rengldn i de G(A}, el vértice columna J
de G(B) y todas las veredas de longitud dos uniéndose. Una
particiéﬁ de los vértices columna de G(A) (igual a los vértices
renglén de G(B)) produce una particisn de estas veredas. La
validéz de 1la multiplicacién por blogues surge de uha particidén

de los renglones y ccolumnas de la matriz. Ver eljemplo 1.1.

10




Ejemplo . 1.1. Hallar AB efectuando particiones de las

‘digraficas de Kfnig G(A) v G{(B}, siendc:

2 10 11 1 0
A=|3 2 o0 B=|(2 1 1 0

-
g 1 0 1 _ 2 3 1 2

G(A} G(A)*G(B)

Podemos efectuar la particidn sigulente:

G(A1)*G(B1) G(AZ}*G(B1) G(A3}*G(BZ)

Efectuande las multiplicaciones en los eslabonamientos se
tiene:

11




G(A1B1) G{AZB1) G (A3B2) G{AZB1)+G(A3BZ)

-

Uniende 1las particiones de vértices rengldn ajencs
.
[]

tenemos G(A1Bl) + G{AZ2B1) + G(A3B2Z) = G(AB). Nditese que no es la

nica particién gue se puede hacer de los vertice columna de

(A) .

por lo tanto
. AB

|

~
n
[
o]

ts)
o
X
28]

T

G{AB)

OPERACIONES ELEMENTALES POR RENGLOKWNES Y COLUMNAS.

Las propiedades de matrices ascciadas con operaciones
lementales por. renglones son faciles de ver Husando las
Vigréficas de K&nig. Por ejemplo, si s desea multiplicar el
:—ééimo renglén de una matriz A mxn por kK y sumar a éste el j-
isimo renglén, simplemente encadenamos a la digrifica de G(A) la
'igréfica que =e muestra en la figura 1.7 (a). Este es un
jercicio f4cil para construir la digrifica de K¥nig que

‘epresenta el intercambio de dos renglones de una matriz o la




. m_ﬁ.‘etiquetamiento

multiplicacién de.un renglén por k ver figuras 1.7 (b) v {(c).

Las

digaficas en la figura 1.7, se les llama digriaficas de KBnig para

operaciones elementales por filas.

muestra

operaciones

otro caso por 1/k.

T

Figura 1.7.
les por renglones
i-dsimo renglsdon vy
rengladn

rengldn por k.

inversas

en

con 1 j-

Un

idénticas
<,

son

el primer caso k se reemplaza por -k v en
A

M-l M-l G s
m M G20
(b)

Digra&ficas de Kbnig
de una matriz mxn:

el j-ésimo renglédn;
2simoc rengldn: (c)

13

vistazo répidamente a esto,

que las digraficas de Kbnig para operaciones por filas y

excepto tal vez para el
el
*
1 1 o~———j——~ho 1
2 2 ot 2
, ol .
i i~-1 o0 i-1
3 io—B i
141 o> o i+1
m-1
m-1 m-1 o——-—L——ao m-1
me— o m
{c)
para operaciones elementa-

{a) suma de un mltiplo del
{b} intercambio del i-ésimo
multiplicacidn del i-&szimo

=




Definicidn. .Se dice que la matriz A es eguivalente por filas
a la matriz B, =i B se puede obtener de A por medic de una
sucesidn finita de las operaciones elementales por filas. Na&tese
que una matriz cuadrada A de orden n sera equivalente por

columnas a la matriz identidad I del mismo ordeﬁ, ei la.digréfica
&

Y

»de K8nig G(I) {la cual consta de n arces horizontales con

%
]

etiqueta 1), se puede obtener de G(A) mediante el eslabonamiento

. sucesivo de las digraficas de la figura 1.7. Ver ejemplo 1.2.

Ejemplo 2. Verificar que la matriz A& dada enseguida  es
equivalente por filas a la matriz . identidad mediante - las

digraficas de K¥nig.

==

A

2 =4 1
A = -3 7 b
1 1 -3
B G{A)
Encadenamos a la digrafica G(A), 1la digrafica que

multiplica a la primer columna por 2 y 1la suma a la 'segunda
columna vy, gue multiplica por -1/2 a la primer columna y la suma
a 1la tercera. Con esto, la segunda v tercera componentes del

primer rengldn serian cero. Esto es:

14



Despuéds encadenamos a la digrafica obtenida G(Al}), la
digrafica gque multiplica a la segunda columna por 3 v la suma &
la primera columna ¥. multiplica por &/7 a la tercera columnpna v
la suma a la segunda columna, con estoe los arcos (2,1) vy (3,2) dé
G{(a1l) (cuyas etiquetas son -3 y 3 respecfivamente} serin ceros en

G(AZ). Asi que:

G{Al) G(E2Z) G({AZ)

N&tese que el arco {(i,j) que se va a eliminar en la
digradfica es tambien el arco (i.j) en la digrafica due se
eslabona v los pesos de las veredas (j.1i,1) iy {(i,j,1i) son
inversos aditivos.

Ahora encadenamos a la digrifica Gi{AZ) la digréfica que
multiplica a la segunda c¢olumna por -7/8 v se la _suma a 5la

tercera. Con esto se eliminarad el arco (2,3) de G(AZ).

15




Seguidamente encadenamos a G{A4) la digrafica que
multiplica a la tercer columna por 20/7 yv se la suma al primer

columna, con e8to se eliminard el arco (3,1) de G(A3}.

7 T
Tz 3

- +O G

Q

G(AZ) G(E3) G{A3) G(E4; G{A4)

For tltime encadenames a G{A4) la digaficea que
multiplica por 1/2, 1/4 yv -2/7 a la primer, segunda y tercer

columna respectivamente para obtener el resultado deseado.

L
2 2 1

t
i 5 }
O e e - = C—
-1 -z
3 7 1

i
‘
)
r[

G{A4) G{EL)} G{ii

INVERSA DE UNA MATRIZ.

Definicion. Una matriz A es inversible si existe una matriz
B c¢on la propiedad de que AB = BA = I donde I €8 la matriz
identidad llamamos & B la inversa de A vV la denotamos por A'.

Denotaremos a la digrafica de A' por G(A'). &

Seg'n la definicién tenemos que GLAB) = G{BA) = G{I).

Ademis, G{AB) = G(A)*G(B}, entonces GlA)*G(B) = G{I) = G{(B)*G({A).

16



Suponiendo que A es una matriz de orden n equivalente a

1la matriz identidad I por filas y sean G(E1), G(E2)}, ... , G(Enj,
las digrificas de K¥nig mediante las cuales G(A) es equivalente

por filas a G(}) entonces:

G(A)Y*G{E1)*G(E2}*. % *G{En) = G(I)
v G(A')*G(A)*G(E1)*G(E2)*. . ¥G(En) = G(A"')*G(I;

asil gque: G(I)*G(E1)*G{E2)*...*G(En} = G(A").

Por lo que el cilculo de la matriz inversa de una
matriz A existe =i G(A) puede llevarse a G(I) medlante las
digraficas de K8nlg para operaciones elementales por filas. ver

ejemplo 1.3.

Ejenplo 1.3. Encontrar la matriz inversa A' de la

matriz del ejemplo 1.2.

Encadenando las digr&ficas Gi{E1), G(EZ), G{E3), G{E4)

G(ES) se tiene el resulitado dessado. Egto es:

ol
3

e |-

-Z
7

%

<If

G({El) G(EZ) G(E3) - G(E4) G(ES5) G{A")

17




Las propiedades comunes de las matrices inversas son
fadiles de ver con las digraficas de KHnig. Por eijemplo, para
demostrar que (AB)' = B'A', sSean A Y B matrices de orden n
inversibles; -basta observar 1la digrafica G(A}*G(B}) se ve

claramente gque primero se tiene gue encontrar las digraficas
LA

jfei#fﬁ*“f-ﬂvG{Ei) para operaciones elementales por filas de G{(B) para obtener

]
1

G(I) v después las de G(A) de manera que al tratar de encontrar
la matriz inversa de AB tendrian que aparecer primerc las
. digraficas de las operaciones elementales de G(B) y después las

de G(A].

b

ie



CAPITULO II

LAS GRAFICAS CUBIERTAS Y EL DETERMINANTE

En egte capitulo veremos una digrafica diferente
asociada con una matriz cuadrada. El determinante de una matriz

puede = ser calculado de lds pesos de 1los cicles de estas

digraficas. Esto, permite relativamente el cilculo  del

determinante de una matriz de orden arbitraric, especialmente si
-
W - ~

hav milchcs ceros. Usualmente 1¢s determinantes se definen
N

nuvéndﬁic a la teoria de permutaciocnes una presentacidn la cual
N

por sSu naturaleza v, por €1 mismo concepto de determinante es

profunda v exlije una dificultad relativa. Una alternativa comin
la definicidén del determinante; usando los cofactores

\ _
1nduct1§amente pero se tienen muchos caminos inductivos, los
result4§ de las pruebas son frecuentemente aceptadas pero no
muy n comprendidas. El camino de la teoria de graficas evita
aﬁbos enredos. En la prueba, por ejemplco, de que el determinante

de una matriz A y el determinante de la matriz transpuesta A"~ son

iguales, evitamos la convencidn confusa en la notacidn cuando se

L]
5

usa cualquiera de las dos pruebas, por permutaciones o porss-ka.. |

»
.prueba  inductiva. La prueba de la tecria de grificas de este

resultado se obtiene rapidamente.

Recalcamos que un factor F de una digrafica H es una

subgrafica que contiene todos los vérticeg de H en la cual cada




vartice tiené la valencia externa v la valencia interna iguales a
1. En otras palabras, consiste en la coleccidn ajena de ciclos

que van a travéas de cada vértices de H. Al nimeroc de ciclos del

factor F se denota por n{Fj). &Si la digrafica H estd etiquetada.
<,

g=rt=sentonces W(F) denota el pesoldel factor.

DIGRAFICAS CUBIERTAS.

Definicidn. Dada una matriz cuadrada A=[{aij] de orden n. La

digré&fica cublerta D(A) es wuna digrafica etiguetada c¢on n

vertices en donde el arco del vértice i al vértice j tiene a aij

: P comd etiqueta. La siguente figura muestra una grafica cubierta

L2

D(A) de una matriz A 3%3.

[

all alz aisz -
A = { a21 az2z a2z23 ‘ 2 3
2 53 2 !:iiii:g 3 é %

a3l a32 a3id

Figura 2.1 . La digrafica cublerta D(A) de una matriz A de
n=3, y los séis factecres de D(A).




La digrafica D(A) para n=3 tiene s&is factores: los que
no tienen lazos son los ciclos (1,2.2,1) yv (1,3,2,1), 1los tres
con un lazo son (1.1} (2,3.2}), (2.2) (1,3,1) v (3,3) (1,2,1);

finalmente, (1.,1) {(2.2) (32.3) consiste de tres lazos.
LA

L]
]

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ.

Definicidn. Dada una matriz cuadrada A& de orden n, D{A) es=s
su digrifica cubierta ¥y F es el conjunto de todos los factores de

D{A), entonces el determinante de A estd definido por:

n(F) :
Det A = (-1} E‘ {(-1) W(F). {1}
" FeF
En el eiemplo de la matriz 3%x3 (figura 2.1), los factores

gue no tienen lazos contribuyen -alZaZ3a3l v -al3a32aZ1 a la
sumateria, aguellos gue tienen un lazo contribuven ailaZlaz2,
a13a22a31 vy al2a2Z1a33 a la sumatoria v el factor final agrega
-alla2Za33. ga que {-1? = -1, observamos que la ecuacidn ({1}
concede el resultade estandar. Diréctamente se xverifica 1la
validéz de la férmula (1) para el determinante de n=1, n=2 y n=4.
Notemos qgue para n=4, el conjunto de todos los factores pueqen
ser divididos en 9 factores sin lazos, 8 factores con un lazo, 6

factores con dos lazos y un factor con cuatro lazoes.

Probemos ahora qUe la formulacidn (1) del det&rminante

es idéntica ¢on la definicidn usual por permutaciones.



Teorema 2.1. Las definiciones del det A por teoria de
graficas y por permutaciones son equivalentes es decir, sl det A
estd definido por la ecuacidn (1) . entonces
det & = E SEN{T) Cy grpB3,acp - - Qn, ein)

aeSy

%
donde Sn es el conjunto de todas las 'permutaciones de los enterocs

{1,2,...nt.

Prueba: Para cualquier permutacidén . el conjunto de
arcos {{{(i,e{(i}) / i=1,2,...,n} forma uvn factor F. Reciprocamente
todo factor F también corresponde a una permutacidén a. De aqguil
gue para completar-la prueba sdlo necesitamos mostrar gue las dos

definiciones producen wvalores con el mismo signo, es decir, gue

(F)

(-1 (-1l

=sgn{ &), Los vdrtices en un ciclc del factor F
corresponden precisamente a los entercos en un ciclo en la
. descomposicidn de 1la correspondiente psrmutacidn ¢ . Ademas, una

=1 ciclo

[

permutaciéh clclica &8s par, gi v s&lo s
correspondiente en la digrafica tiene un ndmerc impar de
vértices. Denotemos por e{(a) y o{g) al nimeroc de ciclos pares y
nones en la permutacisén (o equivalentemente, los ciclos pares ¥y
nones en el factor). Entonces:

1841 ) _
sgn{d}={-1) . nhi{F)=e(Tl+o(0o)

donde n v e(g} tienen la misma paridad. Entonces:

nir)

() 1 }n (F)~ em= N3]

’ 0
sEn(o)=(-1) "= (- (-1 ¥ )M o1

Ly A



DETERMINANTE DE MATRICES TRANSPUESTAE, TRIANGULARES,

DIAGONALES Y EQUIVALENTES PCR RENGLONES O COLUMNAS.

Usando la definicidén (1). he aqui la prueba de que el
\'C,l"ﬁ-cf'!f.vw i . - .
determinante de una matriz y su transpuesta son iguales. La

[
digrafica cubierta D(A™~) se c¢btiene de D{(A) invirtiendo 1la
orientacién de cada arco; esto deja los factores, €l peso de cada

- factor vy el nimero de ciclos de cada factor sin cambio alguno. y

de agui que el determinante ne cambia.

En la W“ltima seccidén del capitulo I consideramogs matrices
que.corresponden a las operaciones elementales por renglones. La
matriz que intercambia dos renglones tendra digrafica oubierté de
un s&lo factor., es decir, n-2 lazos ¥ un cicle de longitud dos.

Ya que todos los pesos son iguales a 1, el determinante es

(-1} (-17)° = —-1. La suma de un maltiplo de un rengldn a otro

n n-i
tambien corresponde a una digriafica cublierts con sdlo un factor vy
el determinante es 1 en tal casc. Finalmente, multiplicando un
renglén por k corresponde a una matriz diagonal y esta matriz
tiene una digrafica cubierta con sédlo lazos de aqui que su

determinante es k.

SRV O CR &

i . 2 3 n-1 n

Figura 2.2. La grafica cubierta de una matriz triangular
superior. - :




Consideremos una mhatriz triangular superior Ccomc un
ejemplo future., Como se puede ver en la figura 2.2, =i 1los
vértices de e§ta digrafica cubierta son colocades horizontalmente

o .en un orden creciente, entonces todos los arcos son lazos o
van de izguierda a derecha vy, enqéonsecuencia, los tinicos ciclos
posibles son lazos. Pero esto siéhifica, gque el Ynico factor

(distinto de cero) es (1,1) (2,2} (3,3} ... {(n,n) de aguil gue:
det A = (-1 (-1 a11a22a33...ann = alla22a33...ann.

Hemos probado gque el determinante de una matriz
triangular superiocor es el producto de sus elémentos en la
diagonal.

Veamos ahora &l efecto de laé operaciones elementales
por. filas en la digrafica cublerta y consecuentemente en el

determinante.

Teorema 2.2. Sea 4 una matriz cusdrads de  orden n,
1€ i, j£€£n, vy sea B una matriz obtenida de A por multiplicacién
del i-&simo renglén por k.

C aobtenida de A por intercambio del i-ésimo y i-&simo renglones.

E obtenida de A por suma del j-&simo v el i-ésimo renglédn.

Entonces: det B=kdet A,
det C=-det & ¥

det E= det A.

Prueba: D{B) se obtiene de D{(A) multiplicando la etiqugta de cada
arco gqgue sale del i-ésimo vértice por k. Asi F es un factor de

D(a) sl y sdédlo =1 F es un factor de D(B). Ya gue la valencisa



externa de cada vértice en F es 1, 1los pesos de todos los arcos
de F en D(A), excepto uno, son los mismos que los pesos de F en
p{(B), la excegcién es que ese tnico arco sale del i-ésimo vértice
el cual ha sido multiplicadoe por k., &asi, el peso de F en D(B) es
'k veces que en D{(A}), v sumand% sobre todos lios factofes,

detB=kdet A.

La digr&fica cubierta D(A) ¥y D(C) puede ser relatada
como sigue: deseamosg tomar la digréfica D{(A}) vy mover alguncs de
sus arcos. Ya que aik=c¢cjk y ajk=cik, D{(C) se obtiene de D{a)
tomando c¢ada arco que sale del i-ésimo y moverlo hasté'que este
éalga del j-é&simo vértice, e inversamente moviendo los aréos que
saién del Jj-ésimo vertice hasta gque éstos salgan del 1i-ésimo
vartice (el lado terminal del arco permanece fijo). El cambio
neto de estos movimientos de arcos estd en el intercambio aik v
ajk para toda k, la cual, por supuest@, es justamente lo gue se
desea. Ahofa consideremes un factor particular F, ¥y supdngase que
las etiquetashde los arcos que salen del vértice i v del vértice
Jj son a y b respectivamente. Cdomo afectan estos intercambios a
F?. Permanece un factor con W{F) inalterable! Como se  puede ver
en la figura 2.3, =21 ambos vértices i-ésimo y j-&simo estan =n el

mismo c¢icle para empezar, entonces €l movimiento de los  arcos

separa al ciclo es dos nuevos ciclos con el mismog peso (figura

2.3 de izquierda a derecha). Por otra parte, si el i-Z&simo vy el
j-é&simo vértices estan en diferentes c¢iclos entonces el
movimiento de los arcos conduce a que se combinen en un solo

ciclo con el mismo peso (figura 2.3 de derecha a izéuierda).




Figura 2.3. El1 cambic en un factor baje

renglones.
En ambos casos, W(F) es inalterable

o disminuido en 1. Asi, el signc de cada
det. C=-det A.
N&tese quévsi A tiene dos renglones

intercambiindolos c¢onserva a A idéntica pero

.

[1i}

un intercambio de

v n{¥F) es aumentado

sumando c¢cambia v,

idénticos, entonces

inversa al signo de

{tal que

= tambien un factor

det A, v asi det A=0. Ahcra sea A' obtenida de A reemplazandeo el
i-ézsimo rengldn de A por el j-&simo renglén de &

det A'=C). Consideremos un factor F de D(E): e

.de B(a) yD(A'), v todos los pesos de los

arcos son

idénticos

excepto para el arco F que sale del i-&simo vértice. El1 peso de

este arco es aik + ajk en E,

aik en A v ajk en A'.

Asi, el peso

de F en D(E} es la suma del pesc de F en D{(A) v el peso de F en

D(A"). Sdmando sobre todos 1o0s

det E = deta + det A' = det A.

51 uno va
escalonada por rengldnes,

gue detEA =

consecuentemente det AB = det A det B se tiene en general

B
T

factores F,

sabe como reducir una matriz a su

obtenemos

forma

entonces es facil ver del tecorema 2.2

detE det A para una matriz elemental E v

{(vease




. apéndice A).

Algupas veces el determinante se define abstractamente
como una funcioén del conjunto de matrices cuadradas de orden n - al
‘gonjunto de los nYimeros reales, Sﬁe vista como una funcidn de n
variables de las columnas, es recié%oca. multilineal y toma la
matriz identidad comoc 1. Ya que det A™Y = det A, podenmnos usar
renglones en lugar de columnas, por supﬁesto. Supdngase gque F es
un factor de una grafica dirigida con n vértices. Entonces, por
el argumento del teorema 2.2, el mapec que toma una matriz
cuadrada M en (-lf‘W{F) es una funcidn 1ineal en cada renglén de
M. .De agul sumando todos los renglones, vemos de (1) que el
determinante es de hecho una forma multilineal reciproaaren los

renglones de M. vy el determinante de la matriz identidad es 1. Ya

que es bien conocido gue estas formas son unicas. Ahora veremos
gue la definicidn grafica ez eguivalente a la definicidn
abstracta.

EXPANSION DEL DETERMINANTE POR COFACTORES.

Ahora., consideremos la expansidn del determinante por
cofactores. Dada una matriz cuadrada A, sea Dij definido como el
determinante de la matriz obtenida por cofactores quitando el i-
ésimo renglén y Jj-ésima columna de A. El cofactor (i,j) de A

denotado Aij, esta entonces definido por:

L. L3 R
Alj = (-—1} DJ.J

!
i
k3
:




Aﬁora consideremos el conjunto F de todos leos factores
de D(A) vy en particular el vértice i. Todo factor contiene un
arce tnico qu€ sale del vértice i. Sea Fj &1 conjunto de factores
gue contienen al arco (i,3). Luegg, cliranente F‘esté dividido
por Fj, j=1,2,3,...,n. E1l cofactorn(i,j) puede ahora expresarse

en términos de Fj.

Teorema 2.3. Sea A=[aij] una matriz cuadrada de orden
n, 1«<«j<n yv sea Fj el conjunto de factores de D(A} gue contienen

al arco (i,j). Entonces,

aijaij = (-1 3 (-1)"Puer). (2)
Fet;

Prueba: Primero, supéngasé que i=j, v sea A' la matriz
cuadrade de orden n-1 obitenida por cofactores suprimindo -el
i-&=zimo reglibn v la i-é&sims columna de A. Por definicién algdn F
en Fi contendrad &l laze (i,i). Asi, loz factores en F1  =on
precisamente los factores de D{A') mas el lazo {(i,i). Ya que, el
pesou de un factor en Fi es el producto de aii ¥ los pesos de uh
factor en D(A'), ei resultado esta c¢laro excepto, posiblemente,
por el signo. El1 factor en. Fi tiene un c¢iclo més que el
correspondiente factor en D{(a'), ési un miltiplo extra de -1 se
introduce en la sumatoria. Sin embargo, el orden de D(A) es mayor
en 1 que el orden de D(A') y asl un mtltiplo de -1 aparece fuera

de la sumatoria; asl, el tecrema es valido cuando i=j.

Para completar la prueba del teorema, debemos ver el

efecto del intercambio de dos columnas adyacentes de A en el lado

ek

A A T T T R R

3
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. izaquierdo v derecho de la ecuacidn (Z2). BSea A' obtenida de a
intercambiando las c¢olumnas r ¥y Ir+il. Ciertamente tenemos
air=a'ir+1l vy

A

Air = (—1f" Dir = —{(;1f+h” Dir+1].
4

Asi,intercambiando dos columnas adyacentes, causa gue
el wvalor del lado izquierdo de la ecuaci&n (2) cambie sdélc de
signo. Para el lado derecho, procedemos como en la prueba del
teorema 2.2 y reacomodamos los arcos de D(A) para formar D{A').
Ya intercambiando columnas, movemos el lado terminal 'y después el
laés inicial de los arcos. Asi todq arco gque termina en. el
r-&simo vértice es movido, hasta termiﬁar_en el r+l-ésimo vértice
y visceversa. En una manera andloga a lé iiustrada en la figura
2.3, todo factor F en Fr se convierte e; un factor F' en Fr+1 con

W(F}:W(F’}. v [n{F)-n(F"}i=1. Sumande sobre todos los F en Fr.

Tenemos:

1
-1"> (-1 GiFy= - D =™ R g
F‘EF!' ?‘Eﬂ.ﬂ ’

Asi, el lado derecho de la ecuacidn (2) témbién cambia
de signo cuando dos columnas adyacentes se intercambian. De aqui
gue la ecuacidn (2} e=s valida para A 51 v sbdlo 51 es valida para
A'. En otras palabras, =i el teorema es vilido para una i y una Jj

particular, entonces también es vilido para 1 y j+1i.

Ahora supdngase gque 1], entonces sucesivanente
intercambiamos las ceclumnas j v Jj+1, Jj+1 vy j+2, i+2 v j+3, etc.,

hasta que finalmente intercambiamos las columnas i-i1 e i, Por el

@

e

S b i SR




gumento ‘ anterior, todas las matrices resultantes
imult&ncamente satisfarédn o no la ecuacidn {(2) del teorema.

Ya que la matriz final es s&lo el caso donde i=j., vemos
ue el teorema es valido para todq§ las matrices y en particular
éra A. E1l argumento para i<ji es sim?trico.

| Corolarioc (Expansién por cofactores). Sea A una matriz
uadrada de orden n, 14£1i, j£n; entonces,

n L}
det A =) . aik Aik = .akjAkj.
L33

nsh

Prueba: Como se hizo notar previamente, F es dividido

or Fk, kK = 1,2,...,n. Asi:

' ' LV ) n
A= UM wE =30 (1Y o™ wer) =Y aik aik.
FefF we) Fefy Kzl :




CAPITULO III

UNA VIEJA PRUEEA DE LA FORMA CANONICA DE JORDAN.

Es una prueba maravillbsamente facil. Ez de hace S0
afios v cuandoe une usa &1 lengua}é modernc de  la teorila de
graficas puede hacerse muy visual. L& parte mas dificil de 1la
prueba estd en lograr la forma triangular. bespués de esto, los

detalles son extremadamente faciles de seguir va que se reduce al

usc de las operaciones elementales por renglones seguidas por las

correspondientes operaciones elementales por columnas. Asi, para

guienes estén mas familiarizados con eliminacidn gaussiana - ¥y
otros aspectos del Algebra 1lineal es un buen camino para

introducir la forma candnica de Jordan,

Ls prusba consiste en que dade una matriz A de orden n, uUnc

cuscsa listés de Jordan de vectorss Wl.WIZX.wW3. ... Gonde
AWl = kwl, AWZ = kwZ + wl, AW2 = kw2 + w2, ...

La existencia de n vectores. 1los cuales pueden arreglarse en
listas de Jordan se verifica por restriccidn de A a su espacic
columna (o, cuando A es no singular. por restriccidn de A - kI a
gu espacio columna, donde k es cualiguiera de los valores propios
de A) y se usa induccidn. Los n vectores se convierten entonces
en columnas de una matriz la cual lleva a la matriz A a la forma
e > I3 A’:{
canénica de Jordan. La lnica parte técnica de la prueba es la

verificacidn de la independencia lineal de los n vectores.




ESTRUCTUEA COMBINATORIA.

2.1 Estructura Combinatoria. A continuacidédn veremos algunos

conceptos del *Algebra Lineal v recordaremcs algunos de ia tecrisa

de graficas visteos en 1los capitulos anteriores.. Este nos
L4

A

permitira visualizar la prueba qus se dardé agui.
]

Sean A = [aij] vy B = {bij] matrices compleias nxn (o
matrices nxn sobre un camﬁo algebréicamehte cerrado)}. Se dice que
A es similar a B si existe una matriz invertible P tal que
B = P'AP donde FP' es la inversa de P. La idea de 1la forma
candénica de Jordan es de encontrér tan simple como sea posible la.
matriz B gue es similar a A. Lo sencillc en el contexto. estd
destinado 'a que se piense gue la estructura de las entradas
distintas de ceroc fuera de la diagonal'de B ez =imple {elementos

supradiegconal ). Esta estructura se

(]
[s¢]

en la diagonal, 0 v/¢ 1 €n
toma para  hacer la digrafica D(B) de B la cual ge define como
sigue: Los vartices de D{(B) son los enteros 1,2.32, R ¢
{ceorrespondientes simulténeamente a los renglones columna de B).
Los arcos - de D(B}) estin ordeﬁados por pares .de vartices
distintos. Precisamente hay un arco {1i,j) desde i hasta ] siempre
que 1 # j v bii # 0. Un ejemplo de una matriz 4x4 vy su digafica

se ilustra en la figura 3.1.

Como se puede ver, las digraficas con la estructura mas
simple son aquellas sin arcos. eg decir, las que consisten de un
nimero de veértices aislados. Decimos gue estas digriaficas tienen
la estructura trivial. son las digraficas 1las cuales son

asociadas con la &entide smeood-o




Figura 3.1. Una matriz 4x4 y su -digrafica.

matrices cuvas entradas fuera de la diagonal son ¢. Tal matriz vy

su digrafica se ilustra en la“figura 3.2.

-

3 0 0 o]
o 0 0 0 o o] o] Lo}
¢c o 1 0 i 2 3 4
c o ¢ Zz

L e

Fisgsura 3.2. Una matriz diagonal v su digrifica.

Teorema 3.1 {(Jacobi). La matriz compleja nxn es similar
a una matriz triangular supericr T. Las entradas-en la diagonal
de T son los n valores propios de A, vy T puede ser escogida de
tal forma que los valores propios aparecen en =su diagonal

principal en cualqguier orden especificado.

o
{Una prueba de este teorema puede ser encontrada en cas
cualgquier libro de Algebra lineal o de teoria de matrices. El

teorema de Schur afirma que A es unitariamente similar a una

ST TR

ST
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.matfiz triaﬁgular superior véase apéndice B para la demostracidn
de estos teoremas ). dQué clase de digrdficas tienen las matrices
triangulares sUperiores? Si en el dibujo de la digrafica de una
matriz triangular superior arreglaqps los vartices en una columna
con el vértice 1 en la parte superi@f v el vartice n en la parte
inferior entonces todos los arcos apuntaran hacia abajo. Una
matriz triangular superior v =su digrafica se ilustra en la figura

S 3.3.

o
)
(e
by

Figura 2.32.. Una matriz triangular superior v su digraifica.

Un ciclo en una digrafica D es una sucesidn (ii1.,i2.iz, ... .,
ik.i1) de k + 1 vértices {(kz 2) dOnde. i1.i2, ..., ik son
distintos y (i1,iZ2}, {i2,i3), ... ,{(ik,il) son arcos de D. A una
digrifica que no tiene ciclos se le llama aciclica. Ya que en el
dibujo’de una matriz triangular superior todos los arcos apuntan

‘hacla abajo, la digra&fica de una matriz triangular superior es

aciclica. La reciprocidad de esta aseveracidn no es verdadera en
un sentide estricto. Una matriz puede tener una digriafica
aciclica sin ser triangular superior (¢ triangular infericr). Un

‘ejemplc de este tipo de matrices se d& en la figura 3.4. Pero,
g




.esta matriz puede hacerse triangular superior por medio de una
similaridad por permutacién: Si la matriz B tiene una digrafica

aciclica, entonces existe una matriz permutacién P tal que P'BP

: es una matriz triangular superior, Puesto de otra forma, si B
#é;“:j}fiene una digrafica aciclica, entques es posible reordenar las
filas y las columnas en la misma forma y obtener una matri=z
triangular superior. Poniendo lag filas v ceolumnas de la matriz
de la figura 3.4 en el orden .3,2,1,4 obtenemos la matriz
triangular superior de 1la figura 3.3. Cuando 1la matriz
permutacidn P, corrésponde a la transpeosicidén decimos que P'BP se
obtiene de B por una similaridad elemental por permutacidn. Ya
que J%oda permutacidn es un produgto de transposiciones, toda

similaridad por permutacién se puede acompletar por una sucesidn

de sgimilaridades elementales por permutacidn. No nos molestaremos

en probar que una matriz B con digrafica aciclica puede hacerse
trianguiar superior por medic de una similaridad, no se necesita
para la prueba de la forﬁa candnica de Jordan., ademas de que se
puede encontrar en muchos libros. Bien, ahora podemos dar una

declaracioén combinatoria del teorema de Jacobi:




Teorema de Jacobi: (Declaracidn combinatoria }. La matriz A

nxn es una matriz similar a B cuva digrafica es aciclica.

La forma candnica de Jordan muestra que lz digrafica puede

hacerse significativamente mas simple gue la aciclica. Para esto
,
‘necesitamos recordar algunos conceptos de la teoria de
L3
]
gré&ficas . Una verede en una digrifica D ez una sucesidn (11,i2,

. e , 1k } de k wvértices distintos tal@s que (i1.i2),(12,1i3),
w .-+ 5 1k-1i, 1k} son arcos de D. La longitud de la vereda e=
k-1. es decir, el nldmero de sus arcos, mientras que el tamafio de
1la veredé es k, e85 decir, el niamero de sus vértices. Permitimos

la posibilidad de gue k=1, esto es, una vereda de longitud 0 v

tamafio 1. Una digrafica cuve coniunto de vértices v arcos son

{i1,iz2, P y ik} y {(i1,3iZ2)},(i2,1i3), N ; {ik-1,ik}
respectivamente, sera ilamada una digradfica-veredsa. Una
digréfiQa—vereda a5 una clase especial de digrafica aciclica. Un

I

emplc de una matriz cuva digrafica es una digriafica-vereda s

=

ilustra en la figura 3.5.

i =4 0 -

G 1

0 Q 0 AJ

o
I
o
(=}
Lo BN
Wb o
Cr—— O )

Figura 2.5. Una matriz 4¥4 y su digrifica-veradsa.

Toda matriz cuya digrafice es une vereda, puede ser llevadsa

a esta forma donde las entradas distintas de cero fuera de 1la




diagonal son precisamente aquellas inmediatamente arriba de 1la
) .diagonalf por medioc de una similaridad por permutacidén (el orden
de los renglones y columnas es &l orden de los vértices de la

vereds).

.

La matriz B en la figura 3.5 pueﬁe hacerse numéricamente mas
simple sin cambiarlsu estrucitura por medio de una similaridad
diagonal. Una matriz diagonal elemental esluna matriz diaéonal
con entradas en la diagonal distintas de cero, la mayoria de las
cuales son diferentes de 1. Toda matriz diagonal.invertible es un
producto de matrices diagonales elementales. La matriz diagonél
nxn con entradas en la diagonal iguales & di.dz, N , dn sera
denotéﬂa por diagi{di,dZz, .. ,dn). Sea Dil=diag(1,1/2,1,1}. Luego

con B como en la figura 3.5,

L)
[y
[w]
Q

D'1BD1=

Si ahqQra hacemos D2=diag(1,1,1,1/14) y D3=(1,1,1,1/42) Yy
luego D=D1D2D3=diag(1,1/2,1/14,1/42}, vemos que B es

diagonalmente similar a




. . 4
La reduccién de arriba aplica tbdo generalmente y esto nos
habilita a concluir: La digraficsa de una matriz B nxn es una

digrafica-vereda si y sd&lo si es posible obtener una matriz C de

la forma

ki 1

?

por medio de similaridad por permutacion seguida por una

similaridad diagonal.

ESTRUCTURA COMBINATORIA DE LA FORMA CANONICA

DE JORDAN.

Dada una matriz A nxn, la forma cénénica de Jofdan A; de A
_tiene una estructura mas complicada gue la de C. La digféfica de
Ay no es en general una digrafica-vereda. Mas bien consiste de
uné coleccidn de-veredas con vé&rtices ajenos por pares. Cada
vereda estd asoclada con exdctamente un valor propio de A, Como

la matriz C cuando ki=k2= ... =kn. Pero, dos veredas diferentes




estar asociadas con €l mismo valor propio.

pueden Por ejemplo,
'una matriz en la forma candnica de JorQan v su digrafica estan
ilustradas en la figura 3.6.
- = .
5 1 0
%
0 5 1 '
g 0 5
5 1
1 7
g S
5 2 4 8
c 1 0
. 3 5 6 © 9
o 0O 0
g 0 0

Una matriz en la forma canénica'de Jordan y
digafica. (Las entradas no especificadas en
la matriz son 0}.

Figura 2.6.

La digrafica de la matriz consiste de 4 vereda=s de vértices

ajenos por pares. Los 3 primeros corresponden al valor propio 5 vy

el cuarto corresponde al valor propio 0.

Ahcora podemos declarar la existencia de la forma candnica de
Jordan de la matriz nxn A como sigue:

Teorema 3.2. {Declaracidn combinatoria de la forma

candnica de Jordan). La matriz nxn A es similar@a una matriz A
cuya digrafica es una coleccidén de veredas de vértices ajenos por
cada vereda estd asociada exidctamente con un valor

pares donde

propic.




Hemos introducido dos clases de similaridad, llamadas_

similaridad- por permutacidn v similaridades diagonales
{elementales). Para probar el teorema necesitamos una qlase
adicional de similaridad. Sea i v 4 enteros con 1£1i, i€n e i#j,
v sea h un ndmero complelio distinto qg cero. Sea P la matriz nxn
la cual se obtiene de la matriz identidad poniendo h en 1la
posicidén (1,3). (Asl la digrafica de P tiene exactamente un arco,
l1lamado (i,j}). La matriz P es invertible v P' se obtiene de P
reemplazando h por -~h. La matriz C=P'BP =e obtiene de B sumando-h
veces la columna i v lueéo ~-h veces el renglén j'de BF al renglon
1. Decimos. que C se obtiene de B por una similaridad elenmental

por combinacién.

L Supongase ahora,‘ que B=[bkl] es una matriz triangular
superior e i<3j. Ehtonces el rengldén 3 de la matriz PB de arriba v
el rengldén- 3 de B son iguales, v de agui C == obtiene de B
sumando h veces la columna i1 de B a la columna j v -h veces el
rengldén j de B al renglén i en cualguier orden. Per otra parte,
la matriz C=[{ckl}] es también una matriz triangular superior., 1la
cual difiere de B séleo en aquellas posiciones del rengidén i en
columnas i, J+1, . , n vy de columnés 3 en renglones 1. 2, 3,
y... . i. Esto se ilustra'en la figura 3.7. La entrada (i,j) de C
estd dada por c¢ij = bij + h{(bii - bjij). aAsi, si bii # bjj,

podemos escoger h = -bij/(bii - bjj}) v entonces ciji = 0.
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Figura 2.7. Una similaridad elemental por combinacidn
' de ung matriz triangular superior.

Come una matriz invertible puede ser reducida a la matriz

identidad por una sucesidn de operaciones elementales por

renglones {intercambio de dos renglones, multiplicaci&n de un

renglédn  por un ndmero distinto de cero v suma de un miltiple de

un rengldn a otro}, se sigue que la matriz A es similar . a 1la

matriz B si :v =d&lo si B se obtiene de & por una sucesidn de

similaridades elementales diagonales, por permutacidn y

combinacidn.

PRUEBA DE LA FORMA CANONICA DE JORDAN.

3.2.La forma candnica de Jordan. Ahora vamos a la prueba de

la existencia de la forma candnice de Jordan de una matriz

compleja A de orden n. La seccidn de estructura combinatoria no

es necesaria para la presentacidn o entendimiento de la pruebsa,
. U“-

aunque sentimos que la mejora v la enriquece. Hemos dado una

declaracidn combinatoria de la forma candnica de Jordan. La forma

usual para describirla es como sigue.

Se define un block ._.de .




Jordan como .una matriz kxk de 1la forma

Jx (&) C e

donde J, {(a} = [a].

Teorema .3.3.(Declaracién clasica de la forma candnica de
Jordan). La matriz compleja A de orden n es similar a una matriz
la cual es la suma directa de blogues de Jordan.

Prueba: La reduccidn es en tres pasos, el primerc de los

cuales fuéd dado en la vltima seccidn.

(I} Por el teorems de Jacobi (o Schur) (tecrema 2.1) existe
una matriz invertible P tal que T = P’AP es una triangular
supericr donde las entradas iguales en la diagonal ocurren

consecutivamente.

Ya que la similaridad es una relacidén transitiva, ahora

tratamos exclusivamente con T.

{II) Supdngase qgue T +tiene por lo menos dos entradas

diferentes en la diagonal principal. Entonces podemos escribir




donde T, es una matriz triangular superior cuyas entradas en la
diagonal es una misma constante ¢, ¥ T, €5 una matriz triangular
superior en donde ninguna de las entradas en la diagonal son
iguales a <¢. Usando  similaridad elemental por combinacién,
.podemos hacer cada entrada de X i%ual a cero sin cambiar T, ni
T, .Hacemos esto por rengldén, empeégndo con la ultima fila de X,
vy tratande cada entrada del rengldén en comin empezando <on  la
primera. Recuerde 1la figura 3.7. Asi, fT es similar & la suma
directa de T, v T, . SiATz no tiene una constante en la diagonal
principal, repetimos este paso en T, . Por Gltimo encontramos que
T es similar a la suma directa de matrices triangulares
superiores cada una de las cuales tiene una constante en la
diagonal princfbal. La reduccidn de T a la ferma candnica de
Jordag serd completa una vez gue cada una de lasgs matrices
triangulares superiores en la suma directa es reducida a la forma
candnica de Jordan. Estoe ahora nos habilita a suponef que T tiene
una constante en la diagonal prihcipal, esto es, todos los

valores propios de T son iguales.

(III) ~ Ahora T puede ser tomada como una matriz triangular

superior de orden n de la forma:




Que esta matriz puede reducirse a la forma candnica de

' Jordan estd establecide por induccidn en n.  Cuando n=1, T=[c¢l la
cual siempre esta en la forma candnica de Jordan. Supongase gue

n=2 de modo gque

8i p=0, T esta en la forma candénica de Jordan. De otro modo, una

similaridad elemental diagonal transforma T a

la cual esté en la forma candnica de Jordan. Ahora suponemos que
n»>zZ v procedemos por induccién., For la hipdtesisz inductiva, 1la
primer submatriz principal de orden n-1 5 de T pusde tranformarse
-por unarsimilaridad a la forma candnica de Jordan de F: G'SQ=F.

‘Si ahora hacemos P la suma directa de @ con la matriz identidad

ix1, obtenemos que P'TP=T,, donde




Primer¢ supongamos gque existe una entrada h distintes de cero
en la ultima columna de T, la cual estd en el mismc renglén en
donde hay un 1 en uno de leos blogues de Jordan de F. Por ejemplo,

podriamos tener

T, = 0 ¢ 1 0 t{h| . (*)

0 010 G 0O O CJ

Mostraremos gque podemos eliminar entradas iguales @ h las
cuales estan en la tltima columna y opuesto a 1. Por supuesto gue
la sim;laridad elemental por combinacidn la cual suma -h veces la
columna 5 de T, a la columna 7 y suma h veces el renglén 7 al
rengldn 5 reemplaza h por 0 y no cambia & hinguna Ootra entrada de
T, . Al una sucesidn de similaridades elementales por combinacidn
nog da una matriz triangular superior T, 1la cual tiene la misma
forma qQue T, con F como la primer submatriz principal n-1 x n-1.
pero tiene a lo mas una entrada distinta de cero fuera de la
diagcocnal en cada renglén. Pafa la matriz T, en (*} la matriz T

2
estid dada por:
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r; 1 O_
0 ¢ O =
- c 1 0 O 0
Ty = 0 c Q@ 00 S (**)
0 9 0 C"l O
g ¢ 0 c t
0 o C 0o 0 0 c

Si la dultima columna de T; no tiene una entrada distinta de
cero fuera de la diagonal, entonces T, est3d en la forma candnica
de Jordan. Como supusimos T, tiene a lo mas una entrada distinta

de cero fuera de la diagonal en la columng n.

Ahora mostraremos que podemos reemplazar por 0O a todas las

entradas distintas de cero fuera de la diagonal en la columna n-

de T, excépto una, =in cambiar aslguna otra sentrada de T, . Hacemos

estc, para moestrar como de cada par de entradas distintas de

cero fuera de la diagonal en la columna n de T, , una de ellas

(una al lado del block de Jordan mas peguefio) puede ser cero por

medio de una sucesidn de similaridades elementales por.

combinacidn.

La digrafica de T, es muy simple. Esta consiste, en general,
de un nurero de veredas con vértices ajenos por pares eXcepto
para el caso en que todos +terminan en el vertice n

{correspondiente a la columna n). El nimero total de veredas

iguales al nimero de blogques de Jerdan de F. E1 nimero de veredas




gue terminan en el vértice n son iguales al nimero de entradas
distintas de cero fuera de la diagonal en la columna n de T,
Las veredas gue no terminan en el vértice n ya corresponden a los
blogues de Jordan de T, (recalcamos la estructura combinatorié de
l1a forma candnica de Jordan teorema 3.2}. 51 existe tal vereda,
entonces la hipétesis inductiva inmediatamente se aplica. Asi
podemos asegurar que todas las veredas de la digrafica de T
terminan en el vértice n. Estas veredas éon de correspondencia
uno a uno con entradas distintas de cerc fuera de la diagonal en

la columna n.

Nos referimos a T, en (**) fuera de la descripcién, pero el
preceaimiento, como sSera aclaradd, es complgtamente general. La
vereda de tamafio ma&s grande termina en n=7 es la vereda
(3,4,5,6,7,) cuyo udltimo arcc esti etiquetado (t). {si ambas
veredas son del mismo tamafio, entonces arbitrariamente escogemos
una) . Usandd similaridad elemental diagonal podemos suponer t=1.
Consideramos la vereda (1,2,7) cuyo dltimo arce esta etiguetado
(s). Sucesivamente llevamos a cabo las siguientes similaridades
elementales por combinacidn {(recalcande gue hemoe tomado a t como

1):

{i) Sume -5 veces el rengldén 6 al rengldn 2 vy despuds sume s

veces la columna 2 a la columna 6.

(ii) Sume -s veces el rengldén S al rengldn 1 y despu=g cume

s veces 1 a la columna 5.




La digrafica de la matriz inicial de T, , vy aguellas de las
matrices resultantes después de cada paso precedente | son

ilustradas en la figura 3.8.

(8) {(t=1)
{t=1)
{(t=1}
(s)

Figura 3.8. La digrafica de T en (**) vy tcodos sus
resultados cuandc se aplican los pasos {1)
¥y (II).

Asi, por similaridadeé elementales por‘combinacién hemos
logrados:reemplazar S por U =in tener otro cambio en la matriz T

De agui, la matriz T2 enq(**) &8s similar a la matriz Ty gue
resdlta cuandc s e puesto igual a 0. El block de Jordan 434 de F
de orden mas grande, <4 y terminando en n=7 ahora se une através
de la entrada t=1 con la tiltima entrada diagonal ¢ péra dar un
block de Jordan 5x5. Mas exactamente, la ﬁatriz T3 es una

similaridad por permutacién a la suma directa de los blogues de

Jordan Ja {(c), Jg (¢}, Je {(c} ¥ JZ(C).

51 1la forma candnica de jordan de la matriz S tiene mas de
dos blogues de Jordan, entonces las matrices T,y T, tienen mas
gue 3 blogues, luego la esStrategia precedente se puede aplicar a

les 9 blogues construyendo la esquina derecha mas baja. De agui

S e T DL e s




¥ hemos logrado la forma canénica de Jordan y la induccién, y por

lo tanto la prueba es completa.

Coda. Apelandoe a la induccidn y eliminaclén Gaussians, hemos
descrito dos de los tres pasos principales en la reduccidn de una
matriz a la forma candénica de Jordan. El primer paso., 1llamado
reduccidn a la forma triangular, puede razonarse también

inductivamente.

La prueba entera de la existencia de la forma candnica de
Jordan de una matriz puede razonarse desde el principic hasta él
final wusando las formas baAsicas de induccién v eliminacién de

Gauss.

El punto de vista tomade en muchas discusiones de la forma
candnica de Jordan es el cambio de bases de un espacio vectorial
V asi, la representacién de la maériz de wuna transformacién
lineal T actuando en V tié¢he la forma candénica de Jordan. Este
punto de vista se puede acomodar en la propuesta dada agui, para

etiquetar los vertices de la digrafica de A poniendo los vecicres

bases vi1, vé, ... , v en lugar de los enteros 1, 2, ... ,n.

For supuesto, es un trabajo formidable de hecho, computar la
fbrma candnica de Jordan de una matriz compleja de orden n. Sin
embargo, si una matriz estd en forma triangular - con entradas
raciqnales, entonces es un ejercicic interesante de programacidn
(usando puntos aritmeticos fijos (¢ compuestos), representando

las fracciones como pares de aenteros ordenados) pars completar la




forma candnica de Jordan.

Finalmente deberia ser senalado que no hay relscidn general

entre la digtrafica de una matriz triangular con 1la diagonal

principal congtante y la forma caqpnica'de Jordan de la matriz.

I T iy

. %
Por ejemplo, las matrices A v B dadas' por:

g 1 1 0 ¢ 1 1 9

0 0 O -1 0 0o ¢ 1
A= B=

a 0 0 1 0O 0 0 1

o 0 ¢ (U g 0 0 0O

-

tienen la misma digrafica (las entradas distintas de cero ocupan
la misma posicidén en ambas matriceg), no obstante, tienen
diferentes formas canédnicas de Jordan. {4 es nilpotente de indice

des, Mientras que B es nilpotente de indice tres.

Las digréff%as tienen aplicacidn en otraé Areas del
&lgebra lineal incluvendce potencias de matrices v teoria
espectral. aunaue estas aplicaciones generalmente se enfocan
sobre las veredas en la digrafica asi come en los ciclos.
Para brevedad estas aplicaciones las omitiremos, pero. atin los
resultados presentados agui estaﬁlecen la coneccidn natural enﬁre

las digraficas cubiertas v el &digebra linesal.




forma candnica de Jordan.

Finalmente deberia ser sefaladce que no hay relacién general
entre la digrafica de una matriz triangular con la diagonal

principal constante ¥y la forma caq@nica'de Jordan de la matriz.

T ey

%
Por ejemplo, las matrices A v B dadas' por:

~ - =~
0 1 1 0 0 1 1 O]
o 0 0 -1 0o 0 0 1
A= B=
0 0 O© 1 0O 0 0 1
C 0 0 Q o 0 0 © |

=

tienen la misma digrafica {(las entradas distintas de cero ocupan
. - 2 . .

la misma posicién en ambas matrices), no obstante, tienen

diferentes formas candnicas de Jordan. (A es nilpotente de indice

dos, mientras gque B ez nilpotente de indice tres.

Las digraficas tienen aplicacidén en otraé &reas del
Algebra lineal incluvendo potencias de matrices vy teoria
espectfal. aunque estas aplicaciones generalmente lse enfocan
sobre las veredas en la digrafica asi como en 1los ciclos.
Para brevedad estas aplicacicones las omitiremos, pero. atin los
resultados presentados aqui establecen la coneccidn natural entre

las digraficas cubiertas v el adlgebra lineal.
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APENDTICE A

OTRO VISTAZO AL DETERMINANTE.

Ahora regresemosg al determinante del producto de dos

matrices. Nuestro propdsito es dar una prueba grafica tedrica., no

s41o como una conclusidn en si misma, sino también come un medio
para revelar algunas de las estructuras combinatorias
fundamentales. Para una matriz cuadrada de orden n, debemos
observar primerc, como Sn factor en 1la digréfiqa cubierta se

cambia a la digrafica de K8nig. Asi un factor es simplemente un
coniunto de vértices ajenos de n arcos, vy asil, desatendiendo l1a
asignéfura, por el momento, los sumandos del determinante
{ecuacidédn (1)) son precisamente los pesos de las subgrificas qQue

contienen n arcos con vértices ajenos.

Ahora consideremcs el eslabonamiento de las digraficas
de KBnig de dos matrices cuadradas Ay B de orden n. Cdmo
relaciona esto al productoc del det A y det B? Si F1 es el
conjunto Qe factores de G(A) v F2 el conjunto de factores de G{B}
entonces:

Z (F;
det & detB = (3o~ wrnI ST wirz)

Ll

Fef ﬁiﬁ
n{r) + F.
=50 MR ez
fEF,
Let,
En otras palabras, cada sumandc corresponde al peso de

una subgrafica en G(A)Y*G{B) gque consliste de n wveredas de vartices

5%




_ajenos de iongitud 2. Desatendiendo el =signo por el momento,
vemos que estas subgraficas de hecho corresponden precisamente a
los sumandos del det A det B. Qué& hay acerca de los sumandos de
det AB? Cada arco en AB =e obtien%‘de las veredas de longitud 2

éﬁﬂt’”én G(A)*G(B). Ademds cada arco ‘Fe longitud 2 en G(A}*G(B)

contribuirdn a algtn elemento en AB y de ahi el det AB. Otra vez
expandiendo los productos de sumas vemos que los sumandos del

- det AB son los pesos de las subgraficas de  G(A}*G(B) que
consisten de n veredas de longitud 2 &onde los vértices inicial vy
terminal {(pero, no necesariamente la mitad) son distintos. La no
distincidén del vértice de enmedio cuenta para el ntimero mas

rande de términos (n!'n”) en el det AB comparado con el ntmero
g

{n!f' en el det A det B.

- . Para acompletar la prueba regresamos a la consideracidn
pospuesta de 1los signos de los términos. Mestrarsmos gue cada uno
de los sumandos en det A detB también aparecen en det AB con el
mismo sSigno v que los términos gue guedan del det AB suman cero.
Para hacer esto, primerc veramos unla nueva relacidn entre la
paridad de una permutacisdn v la digrafica de Kdénig. 'Sea ia
digrafica de Ké&nig de una permutacidn , 1la digrafica de 1la

matriz correspondiente a la permutacidn, asl la digrafica de

Kb&nig de consiste simplemente de un conjunto de arcos (1.

Uiy,

Teorema 2.4. La paridad de una permutacidn v la
paridad del numero de intersecciones de arcos en la digrafica de

K¥nig son los mismos.
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Prueba: Supdngase que g(i)=i para i=1,2,...,n.
Entonces el ntimero de intersecciones en la digrafica de K&nig de
g es 0 y o tiene paridad par. Si ¢ es una permutacidn
arbitraria, procederiamos a cruzar 108 arcos por pares, despues
observande que la paridad de ambas permutaciones y el numero de

"
intersecciones del arco cambia con cada cruce.

De hecho, si los arcos (i.G(i)) v (j,o{3)) se
intersectan, podemos decir, sin perdida de generalidad, que i<j
y ag{i}> o {j). Definamos g' por g'{(i)=0(3j), g {(J)=a(i}), v g'{k)=
g(k) para toda Kk .restante. éCémo se compara el nimero de
interseccicnes del arco de ¢' con las deo? Cualquier k distinta
de i o'j debe satisfacer 1< k¢i, o i<k+¢j, o j<«kzn. Similarmente
15 (k)< o(3), o{(Jyca(k}eo(i}, o og{i)«o(k)<£n. Asi hay. nueve
configuraciones posibles para k vy o(k}). Por ocho de ellas. el
nimero de intersecciones del arco es intercambiable por los arcoeos
no cruzados (i, o(i}) vy (3,4(j)}. En la configuracidén donde i<k<j
v 0(jl«o{ky«eo{i) el nimero de intersecciones caen por pares. Asi,
el namero total de intersecciones del arco han sido decrecido en
dog veces el ndmero de arcos de la forma {{(k, O(k)/1<k<«j,o(j)ee(k)
co{i)} mas uno. La intersecciédn extra que viene de los arcos
(i, o(i)) v (J, o(3)) en si mismos. De aquil la tranposicidn (ij)
gque toma o por a' causa un cambio en la paridad'del ndmerc de
intersecciones del arco. Eventualmente, llegamos a la permutacidn

‘de identidad vy de agui gque el resultadc estd establecido.

Corolario: ' La permutacidn v el numero de pares en el

conjunto {{(i,3j)/1 £ i ¢« j<«n, 14«2a(j)«0(i)< n} tiene la misnma

paridad.
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Al conjunto definido en el corcolaric se le llama

conjunto de inversiones de la permutacidn

L]

N&itese que en la prueba del teorema 2.4, cada no
gruzamiento representa una transpgsicibn vy, 1la sucesidn de no
cruzamiento que se usa para obtener ib permutacidn identidad deja
el prodﬁcto de transposicione§ gue igualan a la permutacidn
criginal. Asi, la prueba también {muestra que cualquier
permutacidén es el producto de transposiciones, ¥y la grafica deja
una representacidn intuitiva de COmO el producto de

transposiciones.

Ahora apliquemos estos resultados a los productoeos rde
determinantes. Un sumandc de det A det B corresponde a‘n arcos
de 1longitud dos. El signo de este t&rminc es el producto de los
signo% de-los t&rminos en det A vy det é, cada uno Qe los  cuales
se puede obtener del numero de intersecciones del arco en su Cas50C
particular. dCémo se compara esto con el mismo términc que aparece
en det AB? El signo de esto término viene de la paridad del
nimerc de intersecciones de las veredas de longitud dés. Un ?ar
de veredas se intersectarin =i los primeros arcos de las veredas
se intersectan en G{A) o si los segundos arcos se intersectan en
G(B). Pero nétese que s5i €l primer y segundo arco se intersectan
entonces dejan un par de arcos no intersecados tanto como  en
det AB estd constatado. Asi el ndmero de arcos intersectados en
det AB ¥y el producto de estos en det A det B tienen 1la misma

paridad, que es lo gue se desesaba.



Finalmente, cuidemos aquellos términos extra que
estuvieron en det AB pero-no aparecieron en det A det B. Ses
(i,k,1y v {(j,k,m) dos veredas de longitud dos en G(A)*G(B}). Cédmo
pueden estas veredas aparecer en det AB? Hayv dos formas: o vienen
de términos de la forma (aik,bkl)(aik.bkm)g o de términos de 1la
forma (aikbkm){ajkbkl)x donde x representa los términos restantes
en cada uno de los productos. De agui las permutaciones gque dan
elevacidn a estas _veredas se pueden aparear tanto gue sdlo

difieren por un intercambio de 1'a m. Asi el mismo producto

]

aparece con Signo opuesto, y Suman cero.

Es interesante notar gue si uno considera mas de dos
veredas pasando através del vértice k, entonces el hecho de que
el grupo alternante contiene exadctamente la mitad de los numeros

del grupeo simétrico que puede dejar el mismo resultado.
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APENDTICE B

* UNA PRUEBA DEL TEOREMA DE JACOBI.

e Para una demostracidén del t®orema de Jacobi necesitamos
=T ey o

. . - M .
primerco demostrar el siguiente teorenma:

Teorema: {Teorema de Schur). Toda :matriz cuadrada es
semejante & una matriz triapgular superior con "los valores

propigos de A en la diagonalrprincipal.
g

Prueba: Si A es una matriz nxn, debemos mostrar gque existe

uné matriz invertible P tal que PAP' = T donde T es una matriz

“triangular superior. es decir, tij = 0 para i>j. Demostraremos
por induccidn para n. Para n=1, A ya es triangular superjor vy

asi. P = I. §uponemos_que el teorema es yélido para toda matriz

(n-1)x(n-1). Sabemos que A tiene al menos un valor propio ki1 vy un

vector propico X1 tales que AX1 = k1lx1. Tomando una base para ¢

de la forma X1,Z2,Z3,...,Zn. BSi @ ez la matriz que fepresenta &

la transformacidn de coordenadas de la base candnica en la nueva

base, tenemos

k1 U
QAG' =
| 0 B

donde U es 1x(n-1}, 0 es (n-1)}x1 v B es {n-1)x{n-1). Ahora B es '

{n—l)x{n—i) v existe una matriz regular R {n—l)x(n-l) tal gque:

S




(k2 v23 ... van
0 k3 ... v3in

RBR’ = | .......c.....

es triangular superior. Ahora, si

y P = 5@, tenemos

PAP' = S({(QAQ')S'

N1
3

B VR

BR’

(kK1 wiz wi3 ... win
0 k2 v23 ... v2n

= 0 0 k3 ... v3n

................

ii S8
éf
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Ccomo T es triangular superior, sus valores propios son

ki,k2,....kn. Pero

completa la demostracidn.

-

A

tiene los mismos valores propios. Esto

=

TEOREMA DE JACOBI.
A

Teorema de Jacobi. Toda matriz cuadrada A es semejante a una
5 R

’

matriz triangular superior de la forma:

11 0 o o ... ©
0o T2 0 0 ... 0
0 0T3 O ... O
0O 0 0 0 ... Tm

donde cada Ti es una matriz trilangular superior con elementos ki

en la diagonal, el orden de Tl es la multiplicidad de ki como

valor preopic de A v m es el nimero de valores propios diferentes.

Prueba: El teorema anterior nos dice gue A es semejante a

una matriz triangular superior. En efecto, podemos suponer gue

existe P tal que

PAP' =

11 T12 ... Tim
0 T22 ... T2m
= T
g 0] TmmJ

donde Tii es triangular superior con los elementos de su diagonal

iguales a ki. El orden de Tii es 1la multiplicidad de ki como

5%




valor propio de A y los ki,k2,....km son diferentes. Lo anterior
se -Jjustifica con la demostracidén del teorema de arriba.
Claramente podemos colocar cualquier valor propio ki en la
esquina superior izquierda de T. Si k1 tiene multiplicidad mayor

que 1, podemos colocar a ki en la esquina superior izguierda de

"RBR’'. S5i ki1 tiene multiplicidad mayor que dos, lo colocamos

otra vez en la tercera posicidén a lo large de 1la diagonal T. Este
proceso se puede repetir un nmimero de veces igual a la
multiplicidad de kl y luego con k2, k3, etc. Consideremos un
elemento dade por tpq #0 para p«<q. 51 @ = I + C; donde C es una
matriz con todos sus elementos iguales excepto es (p,q)-es5imo,
qﬁe es ¢, la inversa de Qes Q' =1 - €, Si multiplicamos por
QTQ' ,encontramos que el elemento tpq se cambia en tpg - c(tpp -
tqg). S1 tpp - tgqg # 0 podemos elegir a ¢ de tal forma due ahora
el glemento (p.q)-ésimo sea cero. De. otra parte, la
transformacién QTQ' afecta dnicamente a los elementos de la
p¥ésima fila a la derecha de tpg v a la g-ésima c¢olumna sobre
tpq. Usando una sucesidén finita de 'tales transformaciones

semejantes podemos reducir a T a la forma gque da el tecorema.
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