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PRESENTACION g\

~Una parte importante del presente +trabajo, consizte en
mostrar la elaboracidn de un modelo de programacién lineal hecha
en &l Area de produccién de papel carbéon en la esmpresa Productos
Petlikan, S.A, Ccon el fin de dar criterios para est.ablecéb
programas de produccidn mas eficientes y del cual se obt.uviergn
muy@buenos resultados. Actualmente este modelo se esta levando a
la practica en la empresa obteniendose wun ahorro significative en
sus gastos de produccion.

Hacemos la aclaracidon gque log datos que agqui se presentan,
sobre aspectos especificos de la produccidn de esta compaiiia,
est.Aan alt,erados, va que asi lo solicitd la empresa por cuestiones

de =eguridad interna.
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;’_r;udos Pelikan, S.A. de C.V. Apartado 293, 53000 Naucalpan, Méx.
L.M. ENRIQUE HUGES Av. San Andrés Atoto 151 5
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Junio 30 de 1988,

Estimado L.M. Huges:

Por medio de lta presente comunico a usted, que la Srita. SOCORRO DEL RIVERO
JIMENEZ y el Sr. LEONSIO RUIZ MORENQ, desarrolilaron un modelo para elaborar el
Planggptimo de Produccidn de Papel Carbon (anual), de &sta Empresa con los

. W

siguientes resultados:
1. Ahorro potencial significativo para laJEmpresa.
2. Mejorar nuestra planeacidn de 'a produccién y la toma de de decisiones.

Por otro lado creo conveniente recordar a ustedes, que como procedimiento
normal de la Compafifa, requerimos que antes de ser publicado el trabajo se envie
el manuscrito final, mecanografiado y con los diagramas correspondientes; a fin

de ser revisado y modificado, seqdn se requiera.

Nuevamente reiteramos a usted nuestra confianza y mejor disposicidn para

continuar apoyéndonos en proyectos que promuevan el desarrollo de los

estudiantes.

EL GONZALEZ TAPIA
R DE PLANTA
PRODUCTOS PEL [KAN/MEXICO
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INTRODUCCION

Lazs motivaciones que nos indujeron a realizar este trabajo
resultaron de un seminario de programacion lineal, gque =e impartid
aen el departamento de matematicas en &l cual nos dimos cuenta de

la zran area de aplicaciones reales que 1a investigacion de

operaciones ofrece, en especial el area de programacion Hneal, lo

cual nos incling E=1 elaborar urnias not.as soble un CUI=o de
progamacidn lineal y ademas presentar alguna aplicacidén real, va

que en la carrera de matematicas no =se ofrece ningun curse con

&

aplicaciones reales.

Primer'ament,e se pensd en crear un modeloe para un problems
relacionado conh la ganaderia que =se presentd en la Escuela de
Agricultura v Uanaderia de la Univer=sidad de Sonora, el cual
conzigtia en hacer un plan parzs mejorar la produccién de leche del
ganado al menor cosgsto. La razdn por la que no se llevé a cabo e=ste
provecto fue el de no contar con un registro de datos precisos lq's
cualez permitieran obtener resultados aceptables con un modelo de
programacion lineal a mediano plazo.

Después de estco s nos presentd la oportunidad de trabajar en
I empress Productos Pelikan, = S.A, con pergonas con
conocimientos en  aplicaciones reales de la programacion  lineal,
cton las cuales tuvimos la oportunidad de elaborar un modelo para
eficientar el plan de produccion de papel carbon. Hacemas la

{2¢claracién que el modelo =e corrid con datos reales obteniéndose

e o e s—— s



muy buenos resultados, pero los datos que agqui se muestran estan

alterados ya que asi lo solicitd la empresa para su seguridad.

lLLos objetivos esenciales del trabajo son: presentar en forma
coherente la teoria minima necesaria para un  curso basgice de
programacison lineal que sea de utilidad para posibles cursos en la
carrera de matematicas v en las carreras en las que =e imparten
cursos de optimizacidén, i la  Universidad de sonotra.  Ademébs,

presentar la experiencia obtenida al realizar una aplicacién real

T

ge  la  programacion ldneal en el area de produccién de papel
carbon, en la empresa FProductos Felikan, 5.4

U@ )

La forma ocomo =e eligico el material fuse de 1la sigulente

<

manera: La teoris e selecciond de diferentes Hbros e
pl‘vﬁ:gr&ﬁ]&ﬁiéh Ineal con el c:b‘_jet.ivé de prezentarla de una maners
Ll.:a,:oa v sensilla, en cuanto a la notacién se presenta de tal
forma gue lHeve uniformidad en todo el de=arrolls de la tesis,
‘adémézs. acompahande a la teoria se muestran algunogs problemas que
‘aon de ayuda para comprender el problema central del trabajo. Se
jhacle la aclaracién que agqui ne se trata ningun punto relacionado
con  la  teoria de programacién de la implementacién de los
algoritmos de optimizacién en computadoras.

El contenido de la tesis esta distribuide de la =iguiente
manex-s

El capitulo 1 contiene la teoria minima clazica de F-1
pr'og1'=m1ﬁciérn lineal., El capitulo 2 contiene el métode simplex, su

Justificacién y criterios de optimalidad, no =e ve el problema



del ciclade nl su  implementacion numérica en, una computadera.

El capitulo 3 contiene la teorta de dualidad y de analisis de
sansibilidad.

En el capitule 4 =e presenta la aplicacién real hecha en Ia
El modelo de esta aplicacién resulté demasiado grande v
en virtud de gque nw =e dizponia de una computadora con capacidad

uficiente para resolverse, =se la hizro una modificaciéon dando por

resultado un modelo de menor  tamaiio.

ATRELATINRE
mf.i;.:’m\-!u N



CAPITULO 1

TEORIA DE PROGRAMACION LINEAL

En este capitulo se presenta la teoria minima necesaria para
comprender e] algoritmo del meéetode simplex que =se¢ presenta en ]

capitule 2.

SE empleza  poy dar  una breve yresefia  histdrica de  la

praogramacion lineal, enseguida se plantean Ia forma general y la
forma estandar de los problemazs de prc‘sgramacic’m Ilineal v w=e
muestra la equivalenacia entre las soluciones de estas. Degpués se
cubre la teoria de convexidad, donde = muestra gque la regidon
f‘act.ible de un  problema de programacidn lineal es un  conjunto
conveXo., Ademas se presentan  lom teoremas fundamentales de  la
programacion lineal y se cubren aspectos zobre la teoria de cambio

de bazge.




i.i RESEFHA HISTORICA

emta  wmeccion se dia ura breve resefia histdrica sobre Lk

En

pl-vogran'zac;ic‘)rx tinsal,  =in pretender  hacer LI trabajo  exhaustivo

sino mas bien prementar los primeros trabajos gque dieron origen :a

la programacidn lineal realizados tltanto en la Unidn Soviética como
e los  Estados  Unidos.  Ademas, se¢  presentan  algunas  de Loz

primeras aplicaciones dque tuvieron lugar  en la  industria.  FPor
altimo =e citan empresas mexicanas donde se han hecho aplicacionas

de la programacion lineal

4

Loz primercss trabajos sobre programacion iineal segin {0 ], se
ie TrECONOCan al matematico y eﬁor;omist.a soviaetico L. v,
Kantorovich, 1 cual  epn  193%  formuls vy resolvio uan probloms
retacionado con la  organizacion  y  planeacisn de la producaion
titulado "Mathematical Methods In the Ovganization and Planning ot
Production”. EstLos escritos no despertaron gran interéz entre los
matematicos soviebicos de ese  tlempo, por 1o gue  lo dejaron
olvidado por algunos afios vy fueron reconocidos hasta 1058 al
publicar wun =egundo articulo titulado "Boonomic Computation of the
Optimal Utilization of Resources”. Estos trabajos ocasionaron  gue
&0 1976 Kantorovich recibiera el Premio Nobel en economia
Juntaments con  Leonid, Koopmans v Tjalling, por desarroli=sa Lo
Leoris matenmtica de 1= Prosgiamacion lirneal A3 aplicarla - Al
probleama econdomiacs de disteilbocion. optima de recursos, Kantorovioch

habria ido mucho mas  lejos con la programacion lneal =i e




nubiera caido  en problemas  con  losg marxistas ortodonos quienes

- objetaron el uso de la ldea de log precios,

Ne fue =ino hasta 1947 cuando el matematico George B, Dantzig
vy su grupo de trabajo, integrado por Marshall Wood y asociados del
.dep.emt,amerrt,u de la fuerza asérea norteamericana, gue degarrollaron
9 aplicaron el método general de la programacion  lneal a
problemas militares vy de planeacion ocasionados por la Segunda
Guerra Mundial. En 1048 a este grupo me le did el titule oficial
de Proyecto scoop (Scientiric Comptutation of Optimum Programs).
La contribucién mas importante de este grupo fue el desarrollo
:t“c‘;rvrfﬁ%;al v la aplicacion del modelo de programacién lineal

Al algoritmo desarrailado por Daht.?:ig en 1947 me le conoce
con €l nombre de METODO SIMPLEX, el cual es la culminacidn del
azfuerzo cle muchos matematicos gque trabajaron an forma
independiente en problemas de optimizacién. A finales de este
mismo  afio,John VYon Newmann, al conoger el método simplex, propuso
lag bazes para la teoria de la duaslidad, acreditéandosele hoy en
dia el teorema de dualldad v a A, Tucker v sum  diascipulos, H. Kuhn
v D, Gale, como o= primeros en dar una prueba rigurosa de este
teorema [ 1.

Entre los primercs problemas de programaciin lineal gque ze
resolvieron con el método simplex, =Se enc:uent.ﬁa e}l problema de la
dista de Stigler, el cual era bastante largo y complejo. consistia
en determinar las cantidades gque se deblan comprasr de 77 comidag

para dar no s6lo el costo minimo sine también para satistacer laz




minimas de: = elementos nutritiveos. Otro ara el

ﬁacesidadég
problema de vransporte de Hitcheock y Koopmans, el cual congiste
en determinar, para clerto producio, las cantidades a enviar de m
orvigenes a n degtinoes de tal forma que se mindmice el cozto total
dé.- tranzportée.

La primera Y mas comin aplicacion industrial de 1a
progrmacién  lineal fue desarrollada en el control dptimo de las
refinerias de petrdlen, trabajo reallzado en 1981 por Charnes,
CGooper vy Mellon, Este tipe de aplicacionez tuvoe un desarrolle muy
notable en los abiosg de 1955 a 1960, con lo gque &l uzmo de la
proframacion  lneal empezéd a ser mas importante en el sector
industrial qu'e en el militar,

Otro problema de gran importancia para diversas industrias es
la suprezién de desperdicios por corte. Por ejemplo, al c:ortar;
rollog de papel, textiles, celoféan, papel metalico, etce. Este
conaglgte en el gorte de un material g4lido en un numero degseado de
subpartes de modoe tal que la cantidad de desperdicios =zea
minimizada., Paull fue el primero en formulario y ha llevado a
algunas congldevaciones tedricas vy formulativas importantes [ ].

La programacion hneal ha z2ervido para aplicaciones
industrales de distintass maneras:

i- Ha inducido la investigacidn en el analisis, desde un
punto cles vista matematico, de La esmtructura de giztemas
industriales.

2.- Ha llegado a =er una herramienta en los negoclos vy




@l mare o industrial para aztimar la eficiencia de

&1

eatas operaciones.

3- Ha servido para reducir los costos en la planeacion vy
operacion de diversos problemas.

Asi que la aplicacidén de la programacidn lineal a negogios o
a problemas industrisies ha requerido la formulacion matematica
deil problema y el establecimiento explicito de los objetivos
deaseados,

Por otra parte, casi todas las dificultades que =ze px-eaentar;
en e} desarrolls de un  problema de programacién  lineal estan
relackonados con =u tamalio. Por ejemplo, el costo de recopilar la
informacién,  la preparacén de la  matriz de coeficientes del
programa lineal, los costos de computo vy la walidez del modelo
lineal. Esto ha llevado a crear nuevog algoritmos, log cuales
reguelven el problema ernn un tiempo mucho menor. Ejemplos de estows
son, el algoritmo simplex rvevisado, el algoritmo primal-dual, el
algoritmoe de descomposicién de Dantzig - Wolfe el cual se aplica

cuando la matriz de coeficientes tiene una estructura diagonal por

Estos ultimos afios se ha trabajado bagtante =zobre algoritmoes
gque  remuslven los problemas de programacion lineal de manera mas
eficiente gue el metodo asimplex. Uno de estos ez un  algoritmo
degsarrollade en 1984 por &1 matematico hinda Karmakar llamado
Algaritmo Frovyectiva, el oual, €1 asegura que e 0 & 400 v«—:;ces

rapido que el metodoe simplex. La verdad es que en la practica




_.ho. se ha podide verificar =i realmente lo es, por el contrario, en
mayo e 1&8":3 en  un minisimpoesio en  Londres, se reportd que
mediante algunos experimientos =3 probdé que el algoritmo
proyectivo  de Karmakar es 5[0 veces mag lento gque el método
simplex. Hasta ahora no se ha podido ,;;ompr-dbar que 21 matodo
ﬂimplen ha =sido superado [ ] .

En Meéxico, la }:':x‘agvamac:ién lii';e:al ha =ido aplicada tanto en
el sector publico como en el sector privado. Ejemplo de esto lo
SN FPetrolecs Mexicanos dnztituto Mexicano del Patrdlec),
Comizidon Federal de Eleotricidad <ddnstituto de Invemtigaciones

Eléatricasl, Secretaria de Agricultura y Recursos Hidraulicos
&

(Irxﬁqt:ituto mexicano de Tecnologia del Agua’, Cdonasupo, Fertimex,
Banco de Maxico, entre otros. En lc:_r-ef‘er‘ent.e al gector privadoe se
pueden citar: Celanese Mexicana, Cementera, Industria Editorial,
Aliment.oz Balanceados, Compalila Minera, Maderas Ponderosa, Casas
de Bolsia, etco.

Por uGltimo  podirlamos  decir que la  programacion  lineal ha
venido a mer una herramienta muy importante en matematicas, ya gue
oon E‘"&‘Li& e resuelve wna cantidad enorme de px_vcnblemaa practicos
donde tomar una desicldn de politica Sptima es de gran importandcla

v utilidad,

[}




1? " PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL

En esta =eccidn se presenta la forma de los PPL; =e muestran
algunozs ejemplos = que dan origen a los mismos % que,
postericrmente, seran L‘ltilE&" para comprender el problema central
de‘ ia temig gque se presenta en el capitule 4. Ademas, se define la
forma estandar ¥ me prueba la equivalencia entre las solucicones de
ésta vy cualgquier otra forma de lox PPL, por dltimoe se da lIa

interpretacion geometrica de las variables de holgura.

A_.as probiemas de optimizaciéon =mon aquellos en log cuales =e
desea maximizar ¢ minpimizar wna funcidn real sujeta a ciertas

restriccione=s, loz= PPL =mon un tipo especial de problemas de

T

"3

L1

optimizacidn donde la funcidén a optimizar y las restricoiones =
pueden plantear por ecuaciones lineales, A continuacidn S

muestran ejemploz que dan origen a éstos.

Ejemplo 121 Glerta compahfila produce  dos articulos, los cuales
para =u produccion requieren de los procesos A vy B Parsa realizar
el proceso A =e cuenta con las magquinas Aa Y Az y para =1 B las
Mmagquinas B;, y Bz. Loes articulos pueden ser procesados en cualquier

maquina y en todos log casos se obtiens clerto desperdicio gque

depende del articulo y de la maguina procesadora. En la Tabia

1214 =2e muestran log costos de producclén y en la Tabla 122 =l

[

‘porcentaje de dasperdicios. Ademas, =e rvequiere producir 4000 ¢

8000 unidades de Jfos articulos 1 v 2 respectivamente para cubrir




- l.a demanda comprometida. La capacidad de produccidn esta limitada

por la capacidad de las maquinas las cuales se representan en la

Tabla 1.2.3.
Maguina Maguina
Articulo A1 Az B1 Bz Articulo A1 A2 B1 B2
1 3 < 2 6 1 .05 .07 .03 .0t
2 & 3 4 3 2 .04 .04 .02 .04
Tabla 1.2.1. Costos en $ Tabla 1.2.2. Porcenta je-
de produccién por unidad. de desperdicios.
& ' Maquina Capacidad
A1 800Q
A S000
2z
B 3000
1
B 6000
2

Tabla 1.2.3. Capacidad
de produccidén.

Se desea conocer la dist.r.ibucién del proceso de produccién de
tal forma que se minimicen costeos. Aqui se pueden resol_ver varios
problemas relacionados con este esquema, por ejemplo: minimizar
desperdicios, maximizar ganancias, etc.

En la Figura 121 se muestra el diagrama del proceso de

produccién.




Procesoc A Proceso B

X Y
ip A tip B
———y 1 » 1 z
1p
zZ1ip Producto
Y terminado
izp
X2
P A 2 2p
ey 2 7 — 2
22p

Figura 1.2.1.
Sean:

.\ = 1,2

& j = 1,2

p = 1.,2
Definimos las variables:

xtp = Numero de unidades del articule p gque entran al

proce=so A en la maquina i.
ytjp = Numeroc de unidades del articulo p procesados en la
maquina i que pasan a la magquina j.
sz = Nimero de unidades del articulo p C(terminado)

procesades en la maquina j.

El costo total de produccién esta dado por: -

3x + 4x + 6x + 3x + 2y + 2y +
i1 12 21 22 114 zZ14

YA e T Wi Y Ve Y W T, Y Y,

el cual se desea minimizar.

Se debe de tener un Balance de Producto, es decir, lo

que




que sale, de aqui que:

H

z +

4
11

z
12

+ z

Esti claro que x , v .
L vip

expresado como:

Minimizar

entra en una maguina menos el

08x

>

21

o

22

El planteamiento del problema en términos matematicos

desperdicio debe de ser igual a lo

+
11 a1 Yiia Y21
- = -+
*2 .04x12 Y12 Y122
- +
x21 .0?x21 = Yau yzu
- +
Koz .04){22 = Y2 yzzz
+* - +
Yiu qu '03(3’111 y121) = z-u
+ - + =
yuz Y212 02(y112 yuz) ziz
+ - . +
Y121 Y24 01'(sz1 y221) = %
+ - +
y122 yzzz 04(5:122 Y222) = 2%,
Ademas, no se debe exceder la capacidad de produccién de cada
méqui%a, esto es:
+ + + v <
Ya.n 121 Yuz E"122 = 8000
+ + + < &0
Ya1s 221 Y21z yzzz 6000
z + Z < 3000
11 12
z + z = 6000

Y se debe satisfacer la demanda.

4000

5000

vy 2. no pueden ser negativos.
e

queda

3x + 4x + 6x + 3x + 2y + 2y +
11 12 24 22 ii1 211
+ + + + + +
4yuz 4Y212 65’121 6y221 3y122 3yzzz




X - 05x =y *y

11 11 111 124
- +
X 2 .04){12 ® Y2 Y22
-, - o+
xz 1 l37}‘2 1 yz 11 'v221
- = + .
*22 04x22 yz 12 y222
+ - +
Yiia yzu. 03(Y111 Y121) ®Za
+ - +
Yiiz Ya12 02(5;“2 yziz) = %52
+ - +
Yi21 y221 01(5’121 y221) = zm
+ - +
Yi22 Y222 04(yxzz Yzzz) = %
+ + + = 't)
Y111 y121 Yiiz 5"1.;12 800
+ + + =
yzu. Y221 Yziz Y222 ~ 6000
A + z < 3000
11 12
z + =z < 6000
21 22
EL SABER DE 1
z + Z > 4000 HARA M E;,-;‘L ir:?fs
11 21 BiBLITECA
z + =z = 5000 DEPARTAMENTD DC
12 22z MATZMATICAS
con x =z 0 =0 z = 0
e O Yup Y Zp

Ejemplo 1.2.2. La demanda de marcadores de punto fino para los
préximos 3 meses se ha pronosticado en 3200, 4000 y 5800 unidades
respectivamente. El costo de produccién por unidad para el primer
mes es de $250, para el segundo es de 3285 y $305 para el tercero.
El costo de inventario por unidad es de $8 para los tres meses.
La capacidad maxima mensual de produccién es de 8000 unidades y la
.: capacidad maxima mensual de almacenamiento es de 5500, Determinar

la produccién para los tres meses siguientes de tal forma que se

.Y



minimicen los costos totales Jde produccién.

En la Figura 122 se muestra el diagrama e Balance de

Inventario.

o x X
i 2 )
b4 Yi Yz Ya
__—2-.——-——-} ] L ————— o s e ey
D D D
1 2 3

Fig. 1.2.2.
Definimo® las variables:
x = Cantidad de marcadores producidoes en el periodo
Cim 1,2,3D.
vy, = Cantidad de marcadores almacenados al final del
periocdo t (= 1,2,3), t = periodo mensual
El costo total esta dado por el costo de produccidén mas el
costo de inventario |
2'50):1 + 285){2 + 305}:3 + B(y1 + Y, + Ya)
el cual se desea minimizar.
Se debe tener un Balance de Producto, ez decir, lo gque se
produce en el pericdo t mas lo almacenado al final de periodo t-i
debe ser igual a la demanda del periodo ( mas lo almacenado al
final del pericdo t.
X + Yy, =Y, + 3200

o+
X, + Y, = yz 4000

11




+ = +
X y2 ya 5800
donde Y es la cantidad almacenada inicial.
o
No se debe de exceder la capacidad de produccidn
x1£ 8000
x_< 8000
2
¥ < 8000
3
Ademas no debe excederse la capacidad de almacenamiento
Y15 5500
<
Y, = 5500
<
Vo= 5500

Esta claro que x vy y,  no pueden ser negativos.

t
El planteamiento del problema en términos matematicos
expresado como:
Minimizar 250}{1 + 285){2 + 305}{3 + 8(5:1 +y, + yg)
Sujet.o a:
X, + Y, =Y, + 3200
x, v ¥, -y2+4000
X + Y, ®= Y, + 5800
x < 8000
®x_= 8000
x_ = 8000
y = 5500
v_= 5500
y_= 5500

con xz 0 y vz 0

12

queda



Notese que los problemas anteriores son de programaciép
lineal pues, la funcién a optimizar vy las restricciones son
lineales. Aun mas, el ejemplo 222, es un PPL en el tiempo, a
é4ste tipo de problemas =se les ccnoce como  problemas de
PROGRAMACION DINAMICA <(no todos ios problemas de programacién

dinamica son PPLD.

LLos PPL son los que se representan por el modelo:

hal
1
s irimi = =
Maximizar <o minimizar) f(xi,xz,...,xﬁ) X _zlc-\’ﬂ
L =

Sujeto a:

a x +*a x + . + a u (=2adEd b

111 1272 in 1

a + a x + + EEEED b

21 1 22 2 2n n 2

X +a % + .. + a x CEO(amEI b
mi 1 mzZ 2 mn m

con x 2 0, x 20, .. x =0
1 2 S

A este modelo se le llama MODELO GENERAL O FORMA GENERAL CFG)
de la programacién lineal, donde

f‘(n:1 LB ) se le llama funcidén objetiveo
™

se le llama vector de decisidn

Y asus componentes variables de decision

= . se le llama vector de costos

13



1
2 a
r 311 12 i
a a
321 22 Z2n
=
a2 [ 2
L ami m2 mn
o

se- le llama matriz de restricciones y a sus elementos coeficientes
tecnoldgicos.
Al vector b = Cbi,bz,...,bm)"se le lHlama vector de regquerimientos
y a las ecuaciones & desigualdades se les Llama restr-icciones
donde se da solo uno de los tres casos: =, =, Z

gxisben varias formas equivalentes de presentar un problema
de p;ogramac:ién lineal. Dependiendo de la teoria que se vaya a
desarrollar se tomara la mas conveniente, En la teoria del método
simplex se trabajarda con la forma estandar que se define a
continuacisén.

La forma estandar de un PPL se define como maximizar o
minimizar wuna funcién lineal sujeta a un sistema de ecuaciones
Hneales donde ias variables x vy los términos b Son No

v L

negativos,

Aqui  trabajaremos la forma estandar para problemas de

minimizacién, es decir:
Diremos que un problema de programacidn lineal estéa escrito
d en FORMA ESTANDAR <(FE) si estA expresado de la sigulent.e manera:

Minimizar f(xi,xz, v X ) =eox *teox o+t . +ax
™ N N

14




Sujete =

a X *+ oa { + + a X = b
11 1 12 2 in n 1

a + a + + a X =| L
24 1 22 2 Zn on 2

a x +*+ a x o+ + a X = b
mi 4 me 2 mn m

con Xz 0, xx20,.,x2 0, vz 0, 2 0,.., o= 0
1 2 n 1 2 m

Usande notacién matricial lo anterior se representa como:
Minimizar a'x
Sujeto a:
AX = b
con Xz= 0, bz O

dondal

" 7 4 .1 " b -
1 1 1
c X b
2 2 2
C = ' X = ' b =
< X b
‘e n o - n J’ “ m o
[ a a .. @ b
14 12 in
2 2 - a
A= 21 22 zZn
a a A
L mi m2 mn

Esta presentacién aes importante porgue los paguet.es
@Omputacionales para resolver problemas de programacién lineal

Mmane jan internamente alguna forma estandar Caunque en general hay

15



detalles adicionales).
A continuaciéon se mostrara que cualquier problema de
programacién lineal =e puede llevar a la forma estandar atendiendo

las siguientes reglas:

1~ Cambiar la funcién objetive de maximizar a minimizar. Los
problemas de maximizacién y minimizacién son equivalentes en el
sentido de que, para cualquier funcidén real f

Max fix> = - Min [ ~f{x>]

P
PR

Min [ -f<{x>]

g decir, 'xo maximiza a f(x) si y solo si x minimiza a =-f£<x).
<

Ejemplo 1.2.3. Maximizar in R es equivalente a

Minimizar -(2x - x_ + x_).
1 z ]

2- Si en alguna restriccién aparece un término < 0, =e
L.

16



multiplica la restriccién por =1, Dabe tonersa cuidado

cambiar el sentido de la desigualdad.

Ejemplo 1.2.4. Supongase que en el modelo general se tiene

resbriccion. de la forma:
i1 12 2 Fa x .{ =, =, Z } b
' v (Al g - L

donde © < 0, multiplicando por (1) la restriccién se obtiene
L :

-a X - a X~ .. = a x -{
v 41 1 T2 2 AP A T ]

>, =, £ } LD b

3~ Las variables de holgura son las que permiten transformar
dezsigualdad en igtl.zaldad. Considérese _l.as restricciones en
siguiente orden:

“4>.- Restricciones con signo <

b))~ Restricciones con signo de =

c).~ Restricciones con signo de =

Restriccidén del tipo ad
Supongase que la restriccién i se puede escribir como

a x +a x + . *a x =bu
LA B 12 2 inon i

Aqui se introduce una nueva variable x > 0, llamada variable
Lahan

holgura positiva para obtener _ . :

&, K O +a . + ., ta N xS =
T4 4 T2 2 L AT - T L
Restriccién del tipo bd

Supongase que la restriccién j se puede escribir como

*

a X +*+a x + ., + a KX Z b
}J1r 1 12 2 In N ]

17
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Aqui se introduce otra nueva variable xﬁﬂ,:_’ 0 Hamada variable

holgura negativa obteniendose

a ¥ +a x + .. +a X+x  o=mu
j1 1 iz’ z inn e j i

Las restricciones del tipo b

Permanecen invariantes.

En un problema de programacién lineal, las wvariables de
holgura se pueden interpretar como un excedente del recurso
(variables de holgura negativad ¢ como un faltante del recurso

(variables de holgura positivas).

4- La® variables libres écn agquellas que por las caracteristicas
del problema pueden tomar cualquier wvalor real, pogitive o
negativo. En este caso las podemos eliminar de la sigulente
maneara:

Cada wvariable real X libre gque aparezca en el problema se
puede expresar de la forma:

X = ou - v donde ULZ 0 v VLZ 0O

este cambio se introduce tanto en la funcidn objetive como en las
restricciones donde aparezca X

Nét.ese que por cada variable de holgura y libre =se agrega una
variable mas y en consecuencia se esta en un espacio de dimensién
mayor que en el modelo original

Ejemplo 1.25. Dado el siguiente problema en =u forma original,

Pasarlo a su FE.

18



Maximizar

Sujetoc a

restriccidn respectivamente, se obtiene:

imi - + x - %
Minimizar 2?{1 2 a

Sujeto a:

1 2 2 Py
3x - 2x 4+ N - x = 8
2 =
2x + x = 3
2
con X220, xz0,xz20,x20 x>0
L 2 Ta 4+ 5

Ejfemple 1.2.6. Dado el siguiente problema en =u
pasarlo a su FE.
Maximizar 3x - X, + 4x3

Sujeto a:

3x - Bx + x = 10
4 2 3

2x + 3x - 8Bx = 1
1 2 2

con x 2 06y x_=0 <x_ libred
1 3 2

19

La funcién objetive se transforma en minimizar -2x1+xz-x3,

agregando las variables de holgura Xy X, en la primera y segunda

forma original

La funcién objetive se transforma en minimizar —3x1+x2-4x3;



asresand" las variables de holgura X, ¥ ¥  en la segunda y tercera

restricciones respectivamente, multiplicando por <-13 la primera vy

i - 20 =0 ti .
haciende X, = u, v, con u, y v, se obtiene
Minimizar -3X1 + <u2 - vz) - 4)(35
Sujeto a:

x - 4¢u - v ) + Bx = 4
2 2 k-
3x = 8Blu_ - v > ¥ x + w = 10
2 2

con x 20, x20, x 20, x=20,uz0,vz=0

En las modificaciones Jque Se hacen a wun PPL para
transformario a su FE, las reglas 1 v 2 no lo alteran respecto a
su @olucién. Ademas el caso de las variables libres <(regia 4D
queda comprendido como una modificacién de agregar variables de
holgura.

El siguiente resuitado es muy importante porgque permite
trabajar cualquier PPL en su FE ya que al obtener una solucién;x de
éste se obtiene wuna solucidén del problema original igualando a
cero las- variables de holgura que aparecen en la =solucién del

problema en su FE.

Proposicién 1.21. Sea un problema de programacién lineal en su F@

Yy FE , entonces existe una relacién uno a uno entre sus con Junt.o=s

solucion,

Demostracién: Dado un conjunto de restricciones en la forma

DX {<, =, =z} b - ad

20



L donde

D es una matriz de orden mxp
X es un p-vector no negativo
b es un m-vector
ag;;gando a (1> n-p variables de holgura se obtiens lo siguiente
| AY = b 2>
Y =0
donde
A es una matriz de mxn
Y es un n-vector
Consideremos la matriz A en forma particionada, A= [D,S]1 donde S

es lafsubmatriz de orden mxn-p que corresponde a los coeficientes

de las variables de holgura X,

Sean

Y = [:] vy x una solucién arbitraria de <)
k]

sustituyendo x° en (20 podemos hallar el valor de las wvariables de

holgura x: de tal forma que se pueda definir el vector

=

Y = [ xo] que es solucidén de 2.
T ox

=

Reciprocamente dada una =solucién de 2> digamos Y", siempre

es posible expresarla en la forma

1
1 .
T [ xi] won la condicion de que x' se solucion de <D
b

21




pPara ayudar a visualizar la proposicion 1.2.1,, a

. ontinuacién se da la interpretacidén geométrica de una wvariable de
S G

holgura.

pefinicion: A un vector que =zatizface laz restricciones de un PPL

incluyendo a las de no-negatividad se le llama SOLUCION FACTIBLE vy
al conjunto de todas las soluciones factibles se le llama REGION

FACTIBLE.

Consideremos la restriccidén M1 + xz = ‘r;»1 con xi?. 0, xz,"i 0.

La regién factible se muestra en ja Figura 1.2.3. Al agregar la

variable de holgura X, se obtiens la ecuacidn X, + X, + X, = b1

con X Z 0, x,Z 0, %z 0, cuya region factible se muestra en la

Figurd 1.2.4.

b9
2

Fig. 1.2.3, Fig. 1.2.4.

¥, %@ puede interpretar como la distancia entre una solucién del
problema original a una solucién del nuevo problema.

Not.ese que para cada punto del plano de la Fig. 1.2.4. existe
Un  punto correspondiente de la Fig. 1.2.3. Esta correspondencia

Se obtiene como la proyeccién wortogonal del plano de la Fig.

124, en el plano Xi)Cz.
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1.3 REGION DE FACTIBILIDAD

En esta seccidén se define el concepto de conjunto convexo y
ge dan algunos zijemplos de los mismos que =eran de utilidad en el
desarrollo de la teoria de la programacidn lineal. Ademids, se

caracteriza a la regidn factible de un PPL como un conjunto

CONVEXO.

Definicidn. Un conjunte A < R es convexe si para cualesquler Kl,
¥ e Ay O0<a<d<i, aeR, sa tiene que =]l punto axi+C1—aDX2 e Al
2

—

Ohesdr vese gue ocualguier puntos de la forma aX1+C1-abx [ty
3 2

O<adl g2 encusntra en el segmento de linea gue une a X con X .
i 2

&
i
2

&+

es decir, un conjunto A es convexe si para cualesquier dos puntos
on A el segnmento de linea gue los une estid totalmente contenida en

A.

Conuexao o convexo



Proposicion 1.2.1.

Lambién €s convexo.

Demastracidn., Dados
Demastldks

por lo tanto AnME
Ezte rezsultado
de conjuntos
entonces

Pelinicidn.

lez llama

Ern  un problema

Sean A ¥y B conjuntos convexos,

¥
1

oX +C1-a0X
1 z

g puede generalizar
GOV,

A A ™ML,
1 2

entonces A M B

. Xa = A M B debemos probar que

<

ANE

que Xie A m B, se tiene que Xle Ay Xte B
gue Xzé A B, gze tiene que Kze Ay Xze B
X, X € A ¥ A es convexo, entonces
i 2
o +C1-o3¥ = A
1 2
Kl. Mz = B i B es convexos, entonces
- de.i-!-C 1-e0 X, € B TLeAR'R 6 RS 108
HARA b ZOANDEZA
- BIALILTECA
al ifmplica que DEPARTAMENTQ DE
MATEMATICAS
= AN B

o +C1-00X

2n convexo.,

a intersecciones finitas

A los conjuntos

semLplanas.

es declr, =i A, Ag,..., A son convexoss,
E:3 in}
A ez convexo.
™
+ .
H = {X € R/ == O}
1 i
- " )
H={X R/ x= 0O}
1 L
L s ; *
de programacidn lineal los conjuntas H
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correSPOWde” a las restriccliones de no negatividad.

2 :
EingL9§= En R los conjuntos:

+ 2
H'1 ={ X R /xiz O ¥

H = { X € Rif== 0}

BT o= { X & Ro/x= O}

Son COnVeXos, va gue a3l tomar dos puntos distintos en cualquier

unto la recta que lozs une esta totalmente contenida en &1

o s

conj

-~

—F

" _ . o + -
Proposicidn: 1.3 2. Los semnlplanos H Y H son conjuntos
1 A9
CONVEeNOS |
- L. -+ B —
Demostracisn: Probaremos gue H o @8 convexo €la prueba para H &3
™ L

andlogal,




+ 1. 2 .
Sean xi, )(2 < Hi, entonces xiz O b4 }{LZ O Y S&a O<adl,

i g e 2T acui -
entomces a}{ii oy <l d.l‘u-.ta O, de agul Jgue
- z +
M“...cj_—-ajx_zl;-: O lo cual implica cgue X+t -o0X® & H_L Y
1 A5

+
teo H, @S convexda.
por lo tan i

Definlclén: Sea A un vector n-dimensional y b un nimero real al
Definicion
clcnjuﬁta H={X = R/ A X = b} se le llama hiperglano.

U hiperplanos en 13 genaeraliza el concepts de linea recta en

a
r? y &l concepto de planc en R,

Proposicidn: 1.3.3. Un hiperplanc es un conjunto convexo.

Demastraci dn: Sean Xl, X2 = H, entonces A ){1 = b y A X = b

por otra parte A (ci)(1+£1—oo}€2) = A (a){i} + A [Ci—o&.’)}}{z

oA X + (1-adA X
i 2

li

aA X+ A X + aA X
£l z 2

‘b + b - ob
= I

de agul gue

c:vl)(1 + CCL—ODT)(2 = H lo cual implica gque H es convexo.
Ze puede generalizar el concepto de semiplano definido
anteriormente de la sigulente forma.
Al conjunto H, = {X « R'/ A Xz b} se le llama semiplanc

Positive cerrado.

Al conjunto H

]

X = Rn/’ A XKE b} se le llama seniplano

negatlive cerrado




. Proposicion:

1.3.4. Los conjuntes H =y H_

S0n convexXos.

La demostracidén de esta proposicidn es un procedimiento an&loge al

. de la prcpcsicién 2.3. 3.

Proposici on:
convexo.

Denosilraci on:

en gue las resiricclones

1.3, 5.

La regidn factible de un PPL es un conjunto

Ee harid un bosqguejo de la demostracidén para el caso

sean del tipo (£33,

Conslderese las restricclones de un PPL

a ¥ + a ® + ., . 4+ a x =n
ii 4 12 2 irm n i
] a x + a x + + a ®x = b
& 21 4 22 2 2n N 2
+ + + a = %
wi 1 me 2 mrn i i
(Y ety ®x = O, x23 0, . X=E O
Nétese oye:
a ¥ 4+ a wx o+t . . . 4+ a K = b con i=4,2,. . ..m
% W N w2 2 in N .
g2 puede expresar ode la forma
B WA ... b ¥ . 4 2
c e T2’ ' '\.ﬁ) ( 1" e’ ' n) 1
o lo que e= lo mizmo
A X = o corn i1=4,2,. . . .m
1N T
Por la proposicién 1.3.4 gse tiene que
A X = o Con o w=1,2,. . . ,m
1 A"

Son conjuntos

Convexoas.,




= striceoi 0 negatividad x 2 © =son

Por otra parte las restricciones de no neg .
-+

H [ackac} 31 r=,2,. ., los cual

Son Conjuntos

]
i

1es cohjuntos

vexos. Y por ser interseccidn finitza de caonjuntos convexos, la
con o i )N

regidén de factibilidad e convexa,

Propeslicion: 1.3 6. Zea un PPL donde la regidn factible ez no
poslcloni
vacla vy acotada, entonces el problema tiene al menos una solucidn,
Demostraci on. For ser la funcidn objetive continua v la regidn
Demostraclon

factible compacta C(es decir, cerrada y acoladad, entonces la

fuﬁcién tiens un valor maxino vy un valor mdnimo,

Funciom obislive

2R r §

*

El concepto de punto extrens que se define a contintuascion

desempera LN pavel muy importante en la teoria de la Brogramnaci dn

Eza X un punto de un conjunto convexo A, entonces se

fiy




dice que X es un pgunto exiremo de A, 51 no existen puntos
, tales u ¥ = a¥ + C1-c0X con O < o < 1.

distintos Xi, Xz € A ta que ) . o 1

Un punto extremo de A no puede ser un puntoe intermedio de

rectas contenidas en Al

En la figura 1.3.2. se muestran algunos ejemplos de puntos

extremss Y No extrencs de un conjunto convess.

®, @S punts extremo

4 » Hno Son-
2 ¥ a8

puntos exiremnos.
o Fig. 1.3 2.
De la Figura 1.32.1. se intuye que =l Sptimo se obtiene en un

punte  extrema. En la sigulente seceidn se justifica éste

resul tado.

e
i



1.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA PROGRAMACION LINEAL

En eata seccidn se define el concepto de solucidn factible

pasica C(EFB), Se enuncia el teorema fundamental de la programacidén
1ineal vy el tecrema de equivalencia entre las SFB y los puntos
extremos de la regidn de tactikbilidad K. Ademas, se prueba que el

sptime de PFL se obtiene en los puntos extremos de K.

A continuacidn se dan algunas definiclones necesarias para

demnostrar el teorema fundamental de la programacidn lineal.

- 2 . n
Definicidn: Ze dice gue un conjuntoe de vectores Ai. A, .., AR
e R gon lingalnmente independientes si
k
o At implica que o =G, izg,2,. ...k
. L
L §

- 1 2 K

Definicl dr: Se dice que un conjunto de vectores AV, AL,..., A

"
& R' son linealmente dependlientes si existen escalares

7]
Q
3
"

no todos ceros Lales que

Definicidn: El range de una matriz A se define como el numers
maximo de renglones (& colunmas 2 linealmente independientes de A
Para cualgquier matriz A el ndmero maximo de rendlones linealmente
Independientes es igual al numero maximo de columnas linealmente
independientes de A.

Az, =1 A ez de orden muxn entonces

range CAY £ nminimo Cr,nd

30




si rango CAD = minimo (m,nd se dice que A es de rango completo.
En-lo gque sigue de esta seccion e considerara la FE de un
pPL donde las restricciones son de la forma A X = b, con A una
matriz de orden man, men v el rango de A completo, es decir,
rL A2 = m.

Definigian. Sea K la regidn de factibilidad de un PFL en su FE,
erntonces

alr ¥ £ K es una SOLUCION FACTIBLE BASICA =1 ¥ tiene a lo mas

1% [}

m" componentes positivas.
b> X £ K es una SOLUCION FACTIBLE OFTIMHA =i X d4ptimiza la
funcidn objetlvo.
@.El siguiente teorema es muy importante porgue a traves de su

demostracidn ze aprends a construir laz SEFB las cuales, en el

teorema 1.4.2, se caracterizan come los puntos extremos de K,

Teorema 1.4.1. (Fundamental de la Frogramacidén Lineald.

12 Bi ewiste una =olucidn factible, entonces existe una
solucidn factible basica,

i1 E2i exizte una solucidn factible dptima, entonces existe

una zoluciaon factible bisica Sptima.

. S t ., )
Demostracion i3 Sea X = fob%""’xr) una solucidon factible, la
. 1
restriceidn A X = b se puede representar de la forma.
1 2
2 A AT x Al = b
0 8 2 i

donde A ez la i-ésima columna ode A, Sin perdida de generalidad

Supdngase que sole p componentes de X son distintas de cero y gue
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estas son las primeras, entonces se tendria

1 2 .
A"+ AT+, + AP = b 1>
i 2 j=)

se pueden dar dos casos:

i 4 P
Cago ay Los vaectores columna A, A, . . . A zgon  linealmente
basl

independientes . En este caso puesto que r(Ad=m, necesariamente =se

tiene pim de donde se concluye due

t
X = (xi,xz, . :-:P,(},(}, N ¢
es ya una solucién factible basica.
Caszo by Log vectores columna Ai, Az, .. . AP son  Hnealmente

dependientes lo cual implica que exizten escalares ai_, o:2,..,, cxp
&y

no todos iguales a cere tales que:
1 4
a‘A +m2A + ... ada A =m0 2>

donde podemos suponer que al meno=s una de las o con imi2,, . . p
*

es positiva. Multiplicando (27 por & v restando de 1) =e obtiene
- + - + ..+ - & A
(x'1 éaxin (x2 éaz)Azr _ (xp c‘:ap) . = b €32

notese que (8% ez el desarrollc de la expresién A X = b donde

= t
X = {x - Saa 4 -~ Soi e x - Sa ,0,0 O
( n i, 2 2? F g p p,a et )

Pero no necesariamente se satisface que X2 0. i 820 Para las o

L
negativas no hay problema pues x - Sa® 0 pero para las oz 0
. 1 1 L

hecesitamos que

© lo que ez lo mismo X o r &S tomamos
1 19

3z




& = min {x_/ol,L /L= 2. p ¥ ai> 0}
1

ces X es una solucidn factible y ademas se tendra que

enton

para al menos Uun indice 1, entonces la =solucién factible tendra
p-1 componentes pues una se anula. Este argumento =e puede repetirn
hasta obtener una solucién Tfactible gque tenga a o mas m
componentes positivas o equivalentemente hasta Jque ge obtengan
veagtores linealmente independientes, <on o cual vya gera una
solucidén factible bazica.

Démost.rgciég it?>. Sea Y una solucion factible &ptima, supdtngase

&
igual que la anterior, que las primeras p-componentes de Y =on

positivas y lag restantes iguales a cero. Asi tendremos
1 2 . P .
AT+ AT+ L+ A % (47
yl Yz yp = b

de nmuevo se dan dos casos.
damo a3 Los vectores columna A, AT, L., AP son Hnealmente
independientes, con lo cual podemos concluir que

. t
Y = (Y_i»erv--pr;O;---pG)

S  una golucidn factible bazica optima pues necesariamente
PEr(Admm.

Cago b> Lo e e - . 1 z P

LAEO . o8 wvedtores ocolumna A, AT, . . . LA =on  linealmente

dependient.es 1o cual implica que existen escalares o, o ,.., o
"

no todos jguales a cero tales Jue

1 Z i
aA + oA+ .. +aab =0 (5>
i z )
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de 42 Y {5y podemos obtener la relacidn

. i . 2
-+ + &£ +
vy, + Ga YA+ (y, aaz)a

solucién v de hecho =e pueden multiplicar por cualquier & gque
Gﬁmpla 1a condicidn
Y.+ B8 = 0
i 1
da 2 -y
i i
= —y_L/a
sea -z o= Max —y_L/otL R «_'x‘;> 0 I, nétese que -—-ad 0, e= decir,
paraf—fﬁ -—ax @ ze sizue teniendo solucién. De la misma manera para
aL< 0 cuando s=e  les multiplique por & < 0 s=eguiran siendo
solucidn vy de hecho se pueden multiplicar por cualquier & gque
cumpla la condicion
Y. + Eai = 0
Qctt > A
8 = —yil/oa‘_v
es decir, =i tomamos
b = Inf | -~~y‘t/cx_L ’ ca_Lf( g F , notese gque b > O Asi que
Para -a = 8 = b, ias soluciones que =e obtienen son SFB. Ademas
=i llamamos |
§=(y1+eai, ,yp+8.:x,0, 0 )
S22 tiene que
CY =0CY + 80 « con’ a = (oai,ccz,, ,aP,O, k)]

344

para cualquier nimero real 8. Analicemozs (6> por

.+ (yp + Qap)Ap = b

casos,

<&

primero

para oz,l?_ 0, cuando =se le=z multipligue por & 0 segulran siendo



g1 € a & 0 . entonces Cor O o Caoad O . En el caso en que

¢ a > O, basta tomar € = —a para tener una solucidn Y tal que

CY < CY

1o cual contradice que Y sea solucidn dptima. Y para € o < O,

pasta tomar 8 = b vy se cbtiene la misma conlucidn, por lo tanto

y Y ez una solucidn <us al evaluar & en b & en —-a tiene una

componente menos, Se prosigue este procedimiento hasta aobtener que
i

son m conponentes distintas de cero o que loz veclores A, . . ., AF

zon lineal nente independientes,

3

Esto asegura que zi hay scluciones se pueden buzcar entre las

badsicas ¥y ademiz si hay solucliones éptimas estin también entre las

]

4]

baslicas v 2 pusde suponer Jgue =zlempre provienen de vectoresg
linsalmente independientes.
Veamos el siguliente ejemplo que ilustra como se construven
S

Efemplao 1.4.1. Considérese =1 =zistema de ecuaciones
Sx + Bx + x = 8
W o+t 2w = = 4
i 2 -
2l cual se puede representar como

B Y
WA O+ WA + A = b
i 2 b |

donde

Ty

L —
I
1
Ty




- potese que una solucion factible para (1> es
1 2 3
v el rango de la matriz A es 2. Por el teorema 2.44. existe una

"SFB con no mas de dos variables distintas de cero. Notese que

3a' - A? - A =0

en notacion del teorema mencionado se tiene

o o= 3, woo= -1, o o= -1

1 2 3
Ppara reducir <l numsro de variables positivas, se toma
& = Min {x_/at, cxt)‘ 0} = Min {1/3} = 1/3

1
M s s

por tanto eliminamos al vector A" para el cual xi/'oei = 1/3 v se
£y .

.obtiene una nueva solucion con no mas de dos variables positivas,

es decir, una S5FB la cual es

X

(x ~6a , x ~Sa_, x_~da_)
% 1’ Tz 2’ Ta 773

=l
]

(1~1/3¢33, 1~1/3¢-13, 1-1/3<~13)

"
|

€O, 178, 4/3)

Teorema 1.4.2. d(de squivalencia). X es un punto extremo de K =i v
scolo si X &S una sclucisn factible basica.
Demostracidn: Primero probaremos que =i X e un punto extremo de
K entonces X =5 una SFB.

Ze puede suponer sin pérdida de gensralidad que X es de la

forma

X = (% .%x_..ox .0,....0) con x2 0 para =1, ..




Iiara probar que X es una SFB basta con demostrar que el conjunto

de Vectoreg

_ 1 2 P
(A%, A%, ..., A%y} B>

es linealmente independiente.

Supdngase que 8 es linealmente dependiente, lo cual implica

que existen escalares Vo Yoo oo o yp no todos ceros tales gque
1 2 P
+ + .. .+ a
Y1A yzA ypA =
definamos el vector Y = (yi,yz,...,yp,{),...,()) vy tomemos
£ = min {x‘;/|yt] / y, = 0}

obzérvese dque los wvectores X + Y, X - =£Y son  elsmentos
i)

diferentes que pertenecen a K talez que
X w a2 (X - Y3 + o72(K + =2Y)

por lo tanto X no es un punto extremo de K lo cual contradice

nuestra hipdtesi=. Azi que (B8 debe =mer linealmente independiente.
Ahora se probard que =i X ez una SFB, entonces X es un punto

extremo de K

Sea X = (xl,xz,...,x 205,00 caon p2 m, entonces
: P
xA '+ w A+ e x AT =
2 i 2 p
1 donde {A', A%, . . ., AR} mor  linealmente independientes.

Supdngase que X no es un punto extremo de K, entonces existen Y vy

Z elementos de K tales que

X = oY + {(d-002 cor Y22, 0< a< i
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. Esta relz itn y las condiciones de o nos aseguran gue las ultimas
np componentes de Y oy Z =on nulog; con lo cual se tiene gue

1 L2 m
+ + .+
yiA yzA . ymA = b

i Z . iy
zA  + =z A+, 4z A = b
i 2 M

restando estas dos ecuaciones y teniendo presente gue

1 z
a*, A%, ..., A%}

ez lnealmente independiente =e obtiens gue X = Y = Z, en
consecuencia X es un punto extremo de K.

A continuacién se dan algunas conclusiones que se desprenden
del Teorema Fundamental v del Teorema de Equivalencia.
'Gorof;rio 1. i la region de factibilidad K del problema de
programacién lineal ez no vacia, entonces K tiene al menog un
punto extremo.

Demostracion. Come K = 8, existe una solucidén factible X en K,

luego, por el teorema fundamental exizte una SFB X en K y por el
o
teorema de equivalencia a X le corresponde un punto extremo de K.

Corolaric 2. Si la reglon de factibilidad K e= no vaclia, entohces

tiene un numero finito de puntos extremos.

Demostracidn. Cada conjunto de m-vectores columna linealmente
independientes dan en general una s=solucidn basica, como la matriz
de restricciones tiene n vectores columna, el total de soluciones
basicas se obtiene tomando el numerc de formas en que se pueden

Beleccionar m vectores de un total de n vectores, es decir.

Cn = n!

" (n-m>! mi
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el cual es8 finito. El numero de soluciones factibles basicaz o

™
. extremos) as a lo mas
puntos &3 C.

“gorolaric 3. La funcidédn objetivo alcanza su minimo en un punto

extremo de K.

gemostracién: Sea X la =olucidén donde se alcanza el dptimo, es
A= s annn O

-deGiI‘, X es una solucidn factible d&ptima, por el teorema

241> se tiene gque X es una solucion factible basica Optima,

y por el teorema 242 =se tiene que X es un punte extremo
3

aptimo.

Eote resultado ez importante porque =i K es una regidn
acotada, entonces para determinar una solucidn Gptima basté
com:ﬁder'ar los puntos extremos de K que es un nimero finito. Asi
que para obtener la =olucién de un PFL en teoria se tendria que
evaluar la funclidén obijetivo en cada uno de los puntos extremos ¥y
‘geleccionar el mejor. Para efectos practicos .QS‘LO no funciona,
pues ewisten una gran cantidad de problemaz en la realidad con
miles de variabless v cientos de restricciones en los cuales seria
"imposgible” evaluar todo=m los puntos” extremos y elegir aquel que
optimice la funcidn objetivo.

Para galvar esta dificultad =e utiliza el método =implex
creado por Dantzig en 1947 el cual permite resolver un PPL  =in
necegidad de analizar explicitamente el wvalor de la funcidn
objetivo en todos los puntos extremos de K. En la secclén 2.6 se

most.rara como funciona este método,
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1.5 CAMBIO DE BASE

En la feccidn 1.6 =se muestra gue el algoritmo del

mét ouio

simplex @5 un procedimienta en el que en cada iteracidn se genera

una nueva base, en las gque un vector de la dltima base se

gustituye por otre vector. En esta seccidn se
aspectos de la tecria scbre cambic de base 1

necesarios para la comprension del algoritmo del

Adends, se muegstra que las operaciones elementales

cambi oz de base.

mUuestiran algunos

0S cuales Seran

método simples,

llevan

a

A vontlinuacion se dan algunas definiciones dque se requieren

en la teoria de camirlo de base,

Definicidn: e dice que un vVecto kboen R es
1 2 k o
lineal de los vectores A, A ,...,A en R =i
k
! i
b = oA Gty o € R
. L 1
1EL
. ‘ . ) ' 4 z
Pefinlcldn: Al conjunto de vectorwes AT, AT, ..

llamads GEWNEEADOR de R si cualquier wvector en R es posi bl e

4

. ‘ ‘ 1
expresarlo come combinacidn iinsal de los vectores A, A, ...,

. - ™ ;
Definmicidn: Ura BAZE para R ez cualgulier

A

subconjuntos

r

cler

s . . 2
vecbtores en R linealmente indépendientes los cuales generan a R .

Debt= tenerse cuidade al escoger loz vectores gque entran

Salen de la base, ya gque de lo contraric los
Podrian no ser linealmente independientes v en

formarian una base.

40

v
P

nuevos vectores

consecuencia

o

DEFASTAL




EJEEPlO: 1.5 1. En R® los vectores {=,3,5), (1,0,0), (0,2,0) san

' 3
jinealmente independientes y forman una base para R . No se puedes
reemplazar el vector (&,3,3) por el vector (2,5,0) ya que

este vector se encuentra contenido en el plano generado por los

vectores {(1,0,0) ¥ (0.2,0) v por tanto nao forman una base para“R?

™

prA
iz a.m I

L- > -+ ¥

x/ \\\; (O,2,0)
L= \\

-4
{4,0
u//

o

WS, 8,00

La siguiente propozicidn garantiza la condicidn bajoe la cual
al cambiar un vectaor de la baze, digamos A por otro vector b o,

entances &l nuevo canjunte de vectores sidguen Formandos una base.

o . : 1
Froposicidn: 1.5 1. Dado un conjunto de vectores bésicos A7,
z n ™ . ™
AT, .. ,A en R ¥y cualdquier otro vector b0 en R, entonces b se
. \ i .
puedse expresar comno combinacidn lineal de A <O i=4,2,. . .,
ecsto e
gl
i -
L = oA 1o
v L
. iT1
a 51 cualquier vector A para el cual ag O @3 removido del
- J
- 1 3 T
conjuntas A, AT, ., A ¥y b e3 sumado al conjunte la nueva

N
[
I
re

I+ N

coleccidn de n vecbtores Al, A . L VA T BVAY T, L LA es tamblén
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e
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=
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ki
I
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o
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n
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[N
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o
o+
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m
<
o
0
c+
[
3
1y
Y]

zon Hnezalmente indspendicnte=z vy por tanto forman una bage para

Supdngame que existen escalaresx Ay A {(i=) tale=z gue:
+

sustituyende b en (1) se ohtiene:

.
2
*
2

[y
e
+
0
It
<

1 £ ! n : 1 : 1. . ;
pelo Como AT, AT LLLALLLA ot linsalmente  independientes
entonoces . + xx o= O pEla VE vy roa=l. Por hipditezis o 20 lo

v i A 4

por o tantoe el nuevo cenjunto
independiente v forman una base para B
Notese gue la condicion o &= ez =muliciente para que el nuevo
J

conjunto de vectores s=ea Hnealmsnte independiente. Ademas, esta

b

condician es neceszaria por que si o =0 entonces:

rer lo tante b v A (i=;) =erizn lincalmente dependientem.



METODO DE FIVOTAJE PARA SOLUCION DE UN SISTEMA

DE ECGUACIONES LINEALES

Congidérese el gistema de ecuaciones linecales:

[
o

@ X o+ oa x o+ + a =
it 4 iz z in n i

<1

b4 &
mi i mZz 2 Wit N bl

lo podemos expresar como
A¥ = b 2y
donde
A = (A-.l Az...Aﬁ)L
X = (n ]‘,at
P, 1,— 3{2 ,---,xr‘
L

b = (bi, bz,...,b 3

L

i . .
cors Aw {a & ..a i—émimo renglon de Al
i1

Ahora supdngase dque m < N v ademas que a =0 =1 iz7j v ;a,ts‘.l
il v

pars [ T~ SO ¢ 1

un gigtema con estas caracterisgticazs =se le llama sistema

candnico v ex de la forma:
x + ... . +a b + . +ta x L )
i ira+il Wl ir N 1
X o+ . Ha = A = - = i
2 . Zm+1l M+l iy N 2
3>
X +a b4 + .. a y = b
] myn+i  ro+d WY T L1

la matriz ascciada a este sistema ez llamada MATRIZ CANONICA, a

lag variables ¥, X, .. . s X, se les llama wvariables bazicoas
1

s
()



, M ze  les llama wvariables

4 las variables x , s - .-
it il M2 T

‘yd

] bastcas.

Una =solucion basica para este sistemas ex la gue cumple que:

X o= b para 1= 4,2, L
kS 1
xo= () paxra Lo merd,. Rl
"
A b
esto eS X = (b;’bz"“":’n’o"“’”)'
p r

A continuaciaon se muegtra la trangmformacidsn de una wvariable
pagica &n una no basica vy viceversa, determinar el nuevo gistema
cananico y una solucidén basica de este nuevo gsistema.

Supdngase gque se gqulere reemplazar la variable bagica xp con
1Zp=Em por la variable no basica :s{j con mHiZic<n, en el =istema de
ecuac;cneg lineales (32, esto es pogible hacerio =i y solo =i

= 0. |

Py

Usando el método de ellminacién de Gauss- Jordan zse transforma
xj en uhas variable bamica, esto es, 'la p~ésima ecuacion de (3> =e

divide por 3;.3' para tener coeliclente 1 en el lugar de la wvariable
xj de la p-édgima ecuacidn, A continuacidn se hacen las operaciones
necegariaz de tal forma que los elementos restantes de la j-ézima
columna de la matriz candnica sean cero.

Al realizar estoms camblios en dicho s=istema se obtiene un

Nuevo Sigtema candhico con los  gigulentes coeficlentes de las

variables »x .
I8

a’ = a - a /a {(a ) =1 iz g
i} v g Py Pl
a® = a /a
©l pi pd
a egtas ecuaciones se leg llama ecudgcicones de piluvoteo, a o=

ra



[lamado elemento pivote y a xq ge le llama variable pivote.
REPREZENTACION MATRIGIAL DE CAMBIO DE BASE

Conzideremos el sistema de ecuaciones lineales 1> dado
L

anteriorments. S1 A ez el i-émimo vector columna entonces <1

zlstema 12 se pusde representar como:

1 2 s
KA +HA + ...+ nuA =b
i 2 e

Supdéngase que min y que (12 es candnico con la sigulente

repregentacidn matricial

vectores en

1 2 YA m+ i n

la baze A A A .. A
0 & a

1= 1 O - e 1 ,m+L, . . i

E X

G F= a

E:-z 0 1 - z,m+d. . . Zn
= .o 1 & A~ |

™" Q (4] ™M, vt d W

donde laz componenteg de la matriz reprementan las coordenadas de

cada vector en la parte superior regpecto a la base. Notese gue

i . - - o
A, + = 4.2 ..m forman una bazse de R y de hecho =on los
L ) m L L - .
vactopres candnlcos el,ez,...,e de R . Azl para A, m+lE | =En se
N m
Puede expresar como:
L i -4 m .
A = a A+ a A+ ..+ a A <2>
ity 21 L

exto ez, la columna —ésima representa las coordenadas del vector

A ez términog de la basze.
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Ahora Zupdngasé

151 =mabemos que 2sto

que 'se desea reemplazayr e

sucede =1 y solo i a Z0.
20

1 vetor basico AF,

1gp=<m por el vector no basico A, mHligrn, asegurando que el nuevo

conjunto de vectores =igan formando una base, por la proposicion

oOmMo!
i 2 ™
A ez A"+ a AT+ ...+ a A y a 20
1g 2q ™My Pg
tenemos dque!
m
x i
Afm (1/a 3A% § (a /a_ A
] L 15 SR S
=4
LEp
sustituyendo AY en 25 ze tiens:
il m M
3 r L g
A=Y [a-(a /a da JA + (a /fa )A
&, S S £l pg
(=]
. i . .
=i al zon lag conrdenadas del vector A en términos d2 la nueva
i
basze, e tisne gque:
a = a - {a fa Ja =1 iz
v =) w3 pa P
a' = a Jfa
£l piore
las cuales son las  ecuaciongs de pivotes, por lo tanto, se tLiene \
que diagonailzar es camblar de baze
Cabe hacer la aclaracién de gque en el mé&todo simplex el
vactor que sale de la base no es arbitrario, sino que =e elige con

criterio:

L, 1
= nindmo { i S >0 1
—_— r

&
@ J
N
m Aamcourar gue la soclucion guse = obtisne es factible
Gricle: ¥ = b ¥ o= A
i 1 1 Ly




x + x +x =10
1 2 4

4x + Bx + x = 20
1 z ]

v
=]
b
v
=]

con X 2 0, x 20, xz 0, x
1 2 3

o cual es equivalente a resclver el sistema de ecuaciones

lineales

con Z lo menor posible.

Lo anterior puede representarse por la siguiente tabla que se

llama TABL 4 DEL METODO SIMPLEX,

—
B | A a% aA? a* A | zZ | b
a )
At 1l el 1 o o 18
At 0 10
A% 4 | 5 0 20
Zz | 3 [ 7 J o 0 0 1 ] a

donde los vectores A'L debajo de B son los vectores en la base.

Notese que <con x1=0 Y x2=0 se obtiene la SFB <0,0,18,106,20) v se
desea pasar a otra SFB asegurande que Z decrezca lo mas posible;
observese que esto sucede mas en términos de X, que de X,» como va
se dijo en la seccién 24 a la columna gue esta arriba  del
coeficiente correspondiente a x en la funcién objetivo, se le

2

llama columna pivote {encerrado?, en este caso son los
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coeficientes del wvector A% Seguidamente se hace la division de
los elementos del vector b, entre los elementos correspondientes a
la columna pivote y se toma el minimo de los numeros obtenidos,
egte es el mayor valor gqus puede tomar X, gin =alirse de la region

de factibilidad, en este caso se tiene:
Min {18/6, 10/1, 20/5} = 18/6 = 3

el wvalor maximo gque puede Lomar X, =in salirse de K es 3 vy el
elemento pivote es 6.

El siguiente paso es hacer cero los elementos de la columna
pivote excepto el elemento pivote, el cual se debe de hacerse uno,
est«z es, hacer lo mencionado en la seccién 25 referente a
conQert.ir vectores no basicos en vectores basicos. Realizandoe lo
anterior se obtiene la siguiente tabla del =implex v =e observa
que el vector A? sale de la base v A% es el vector que entra a la

nueva base:

B At A A% At ATl =z |
a2 16 11 16 6 o o | 3
a*l| 506 | 0 ~1/6 1 7
A%|| 196f 0 -5,6 o 1 ! 0|5
Z L 11s6) 6 -7,6 0 0 i 1 |-21

con x1=0 Y x3=0 se obtiene una nueva SFB la cual es 0,3,0.7.5> v

Z toma el valor:
Z = =3¢0) - 7@ = -21

s& repite el procedimiento para encontrar otra SFB con la cual
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decrezca aun mas la funcidn objetivo. Néotese que xz va no se puede

mover, pues de lo contrario, Z aumentaria su valor, por lo que la
. 1 . .

pueva columna pivote es Ay lo mas que puede valer %, sin salirse

de K es

Min {1871, 4275, 30719} = 3019

de agqui que el elemento pivote es 196, Ahora =se procede a hacer
gero la columna pivote, excepto el elemento pivote el cual debe de

ser uno, cobtieniendose la nueva tabla del simplex:

"B [ A* A7 A? A* A% | z b
A2l 0o 1 419 0 -1-19] © 5219
AT 0 0 1,19 1 B.19] 0O 108./19
At] 1 0 -5-19 O 6/19| © 3019
Z {0 0-13/19 0 -11/6| 1t [-454/19

Nétese que ya no es posible mover los valores de X ¥V X, de tal
forma gque la funcién objetive decrezca mas, por lo que la SFB que
minimiza el problema es (30/19,‘32719,0,108/19,0) con el wvalor de
Z = ~3C30-19) - TB2/190 = ~484.-19

Observese que la solucién es optima cuando todos los ¢ son

J

negativos, este es un resultade gque s=e probara mas adelante,

ALGORITMC DEL METODO SIMPLEX
Para los sigulentes pasos se supone la existencia de una base
de vectores canonicos, es decir, una SFB con la cual empezar a

operar,



paso 1. Construir la tabla de 1;1 mfat.riz aumentada.

paso 2. 5i todos los cJ son negativos ya se esta en el optimo, =i
no, ir al paso 3.

pPaso 3. Determinar la columna pivote, que es la que tiene la
entrada mas positiva en la fila correspondiente a lo=
coeficientes de la funcién objetivo.

Paso 4. Determinar el elemento pivote, que es el elemento de la
columna pivote que hace menor la razon entre los
elementos del vector b y los de la columna pivote.

Paso 5. Con el método de Gauss-Jordan convertir el elemento

pivote a 1 v hacer ceros arriba v abajo de &l

Paso 6. Volver al paso 2.

Un  problema de maximizacién se puede resolver t{Lambieén

directament.e de la sigulente manera, a diferencia del caso de
minimizacion tomar como columna pivote la gue tiene la entrada mas
negativa en la fila correspondiente a la funcién objetivo vy el
criteric para detener el procesce es cuando todos los o son

J

pesitivos. Los demas pasos permanecen invariantes.

OBSERVACIONES SOBRE EL METODO SIMPLEX

a- 51 en el paso 3 existe posibilidad de escoger 2 ¢ mas
columnas pivote, se puede escoger cualquiera,

b)- Si en paso 4 hay dos relaciones mas pequiias iguales se eséoge

cualquiera de ellag. Tedricamente  exto puede  dar arigen al



Probl.ema que Se ?onoce cemo  ciclaodo”™ sin obtener solucidn; la
}p:r;;:-tica ha mostrado que dificilmente esto se presenta en
Ppoblemas reales. Para evitar el problema del ciclado existen las
llamadas reglas lexicograficas, ver referencia [ ].

e~ Si en la columna pivote no  existen valores positivos,

posteriormente se mostrara, que el problema  tiene solucidon no

acot.ada.

JUSTIFICACION DE LOS PASOS DEL METODO SIMPLEX
Considerese la forma estiandar de wun PPL al agregar m

variables de holgura, obteniendose la tabla siguiente

£ .

1 2 1 nemo -
A Al : A A b
a a
11 12 . . LA 0 b
%) 1n+m EY
a a - Y - | 0 k
z1 2z 2} 2r=m 2
! i
a a a = o ! k
A § T2 Lo Lne L
a & - | .. LA 0 ] k.
mi ™mZ o m -1 f ™m
-c -c . . .-cC .. .- 1 [ W
i 2 i o 1
Tabla 2.1.1.

Supongase que la columna pivote es A’ v =l element.o pivote es a ,
Ly

es decir, si aszG » mediante el paso 5 del método simplex se

obtiene una tahla de la forma:



+
At 2 A’ AT z b
* *
* 0 ) 0 b - a (b /a )
114 12 in+m 1 1) v (I
&* * E
.. 0 0 b - a b
321 4'3‘22 Zri+m 2 ZJ( L/al. J)
: . - . |
. 1 . a ) b Ja
a‘_i aiz Lrhem l l./ vl
- * *
a . 0 a O b - a b
am1 mz mr -+ m m m_‘[( L/al j)
* * 0 * 1 W+ ln/
Lo & a
C1 cz e CJ‘ % L )

Tabla 2.1.2.

Como xX. {(variable de entradad debe ser igual a b‘/au' Yy como
J : L8

.b‘ZO, entonces debe de tenerse que a >0, es decir, el elemento
L 1]

pivote (coeficiente aj) debe de ser positivo para que la nueva
1

tabld de una solucion factible. Para que esto suceda se

requiere que:

- > = e e
e, akjcbi/atj‘) = 0 para k 1,2, m

si alguna a_ es negativa no hay problema pues byzo, biZO y a 0.
2] c L]

Por otra parte si alguna a . es positiva se requiere que.
3

b - 3 =0
k " j(Ei/ = 3')

lo cual se puede representar de la forma

= /a = o /5
o k) 'L/"‘lj

es decir, basta tomar el renglon pivote que haga minima de 1la

relacion v /a
L

iJ

£ 3
Analicemos el valor de la nueva funcidén objetive W de la tabla

212 se ve quea:

W= W+ ocs/a) A
i g

AP 4R,

Ea



[dealmente se desearia que la funcion objetivo decrezca lo mayor
i - N 1
posible, pero esto solo se lograria si se conocieran todos los

valores de
+c {n /:.2-L D) para todos leos valores de i,
P 3

como esto no es "posible” se escoge el valor de la entrada -c mas
3

positiva , entonces como b 20 v a >0, la ecuacion (1) garantiza
- 1 : 1}

que:
W -w=<o
es decir la funcién objetivo siempre decrece.

Si ningl_;na de las entradas de la funcién objetive es
positkiva, con excepcidn de la entrada del extremo derecho, la
tabla da la solucién 6ptima.

Lo anterior se resume como sigue: Escoger la columna pivote

que contenga la entrada mas poeositiva de la fila objetive con

excepcion de la columna del extremo derscho.

CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

Consideérese &1 PPL en su forma estandar:

Minimizar Z=c'X
Sujeto a:
AX=b
X=z0

Donde A es de orden mxun. msn, C y X vectores de ordesn nxt v b un
vactor de orden mxl. El problema antericor se pusde escribir de la

forma:

S i

oA



i izar Z= ¢ X +C x +, +o X
Minim 171 2z AN
Sujeto a:
1 2 )
ATH +ATR +, +A x =b
i 2 n
con Xz O i= 14,2, . . . n
1
i L —
donde A es la —ésima columna de A, Sea
r 1 2 M 1 2
. una base para R con {8 ,8°,. LBy < 4At,AT
dado A'e B esta se puede egcribir como
m
1 2 ™
AJ=y,B +y B + .. + v g = ¥
1} 2) Cray :
1=1
sustituyendo A’ en 1), se tiene
X ( Bi + + v Bm) + x (Y Bt + + v Br‘n) +
i Yia T 2 12 o T mz

e

i m
X L B = (x +
™ Cylﬁa T ) ( l.y'.li

+(xy +

2
+ Ny B -+
m° Zh) 1" mi

noomn

le cual implica gque

X 1= xvy + + N Y
B T n AT
X2 = x + +
B 1y21 hYZrn
Xm = xvy + ..+ x
! B ‘ 17 i rr'1yrrm
ahora sea
v a
L_]|
. :
=1, =l A
v | [al,
Y|
i_ Yﬁ]_i

%)
7]

+ xy dp" = b.

1)
B= [ s'.8%,.
-.)Ah}- AS]I.
L
B

+.

1
+ % B + (X +.
: hyiﬁ) C 1 y21



entonces Al = Byj v dado que B es invertible se tiene que

y-i = B_iAj. Notese que yj ez lo gque queda en el lugar de la

columna A’ cuando la matriz B se hace unitaria.

At a® A’ A7 At Al B
e, | .0 Tor T
1 2 1 O . . [n]
. o | ]
2 ! ) ! G 1 0 . 0
. ~ £ [ I T LD
[ = Y
| _
ern _]| B B L B o] 8] i

la solucién basica asociada a la base B es XB = B 'b

L3

Sea . G = {ci1,c2, . . . , om donde c i es el costo de X i.
B BB B B B

Aqui =e puede observar gque los coeficientes de la funcidn objetivo

en el lugar j-ésime al hacer unitaria la matriz B queda de la

forma
-¢ 1 B ] R . Y e
) B Ylj B Yz i B ij
definamos
zZ = C 1Y + + Y 1
. - I
i B 1] ™y |
i !
z =0 Y
i 8

asi gque la tabla final del simplex es de la forma

i 2 i
Y Y B B ‘b
1 - — -
B r L O o I
B 0O 1 0
v @
3]
Yr: |
B
B Lo 8} 1 i g i
z -c . Z - ) o
1 1 1 J




j -]

desplds de hacer unitaria a B ze tendria ‘!z'J = & lo cual implica

o = e = ¢ i por o tanto z-c= ¢ i-c i=0. Esteo ez los
_que ‘-j CB j C.,B\. jlagy 1 a Lj i BL BL

soeflicientes de la funcidén objetive debajo de la base B son ceros.

Tecorema: =. 1. 1. =1 zj—cj-';c‘: para las A‘jg;.rB, entonces XB ez la
solucidn optima al PPL en su forma ezstandar.

'Demcgtr*aciég: Sea K=(:—<1.:<2. . ":“:ﬁ) una =olucidn f‘ac:.tible al
gistema A X = b, entonces

:x_i;k + . . . + x‘_,A = I» v =z = .-:;1:.{1 + . . .+ c;nxﬁ

ademas <omo z ~c L0 se Liene gque zj(r:. para toda j tal gue

Alafl, entonces

; 2
TR . ., tEZ X Eow o + ., . . +Ccxw = Z
4 1 1M 1 4 i T
dado que Z. = T 4 + . . . 4+ Com entonces
Y < 3 B yij B ymj '
c 4 ...+ & ow Wt . . . +{C 1 +...t T om o=
( B y-u. B ymi) i ( " ym B ywn'\) r.
& b do i 4 - < o > . ="
> +. .. > L) - N . . + pad A . b LaI Y e P
i1 1 ylﬁ i B ymi i ymnAﬁ a8
L )
X4 oc 4 o+ . . .+ Hwm o oCcom = L por lo tanto X ez una
B B B B B .

solucisn Sptima.

Teorema: 2.1, 2 =1 existe j tal gque z -c>0 Y Yy, = O para toado i
1) 1)
con al menos uno distinto de cero, entonces la funcidn a minimizar

e o acotada,

Demostraci émn: Supongase  que X = CXB'J.,){BZ, e ,xnw.) &S una

SFEB, entonces

1}
=

En particular si A es la columna i de B entonces e, = e iy

¥

CE TR r ey




' z}iua‘--b > v z = ¢ X

tomese A’ & B con z-~c20. Si se suma v se resta A7 a la
LI

expresion (1> con <0 se tiene

m
zxgm‘ + A - BAY = b : 2>
v=1 .
pero ~
l ™m ™m
: Y
eAal=o z v p'= 2 ey B
: 1] v
=4 i=1

de donde sustit.uvendo ga' en (2> se tiene

(X + + gy _)n" - SAJ = b
&y B 1}

ent.onces: -

Xgi. + kaj = G

pues <0 ¥ v, =0

de aqui que se tiene una solucion no basica con m+l componentes v
e] valor de la funcion objetivo para esta solucion as:

m

Z = Ecx = ch(x\+éy)+c_(—9)=
=1 \:1.E B t J

™ ™m
[ 1
ECBL XBL+|‘3 ECBLY - c.
1=1 L.:I. e il
=2Z + 8(z-c)
ol
vy dado que &<0 y =z -c >0, entonces Z < Z Por lo tanto la funcion
3 J

25 no acotada por debajo v no tiene minimo,

R

e



2.2 METODO DE DOS FASES

En esta seccldn ge introducen los conceptos necesarios para

mostrar el métoede de dos fases, éste consiste en su primera fase

en dar una solucidn factible basica inicial con la cual el metedo
gimplex emplece a operar y en la segunda faze, pasar de ésta
eolucicn factible basica a una =olueidn factible bAsica optima.
Parsa resclver este tipo de problemaz tambieén existe 21 método
1lamacs de Penalizacidn ¢ de la Gran M, por efectos practicos aqui
se trabajara soclo 21 nétodo de dos fagses., =21 =ze gquiere profundizar
sobre este tema ver [ 1.

&

Las wariables artificiales se introducen cuandoe e tiene que
un PPL en su FE, AX = b con X= 0 vy bz O donde A, es una
matriz de arden mxn, la cuzl no contiens una submatriz de vectores

unitarios de orden m para empezar a operar con el método simplew.

Eato es cuando se tiene gque:

al El problema original contiene restricceclaones de
igual dad.
e Al pasar el problema original a su FE se agregan

agregan varliable=s de holgura negativas.
El zistema resultante al ser agregadas las wvariables
artificiales as:
aX + I¥X = b

dondae Xz 0 &3 el vector Formads por las variables artificiales.

Lae solucidn factible bazica de este problema queda definida

s

Lodm gmvwry £ T weomomim
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por X = 0 Y X = I, con esta solucién se inicia el algoritmo del
método simplex; pero como AX = b =1 y =zolo =i AX + IX = b con X =0
ez necesarlo eliminar laz  variables artificlales. Para esto =e
requiere el método, que a continuacion se enuncia, el cual, adema=z
de eliminarlas encuentr=a la =olucién fFactible basica del problema

original en caso de que ésta exista.

METODO DE DOS FASES

FASE 1 En esta etapa el objetive es hacer cero la suma de las

variables artificialez, esto es!

m
Mintmizar Ei (:‘r\‘{‘ variables artificisle=)

. i

1= 1

-y

Sujeto a:
AX + IX = b

Xz 0, bz 0 y Xz 0

En el cazo en que alguna wvariable artificial sea distinta de cero
se concluye gue el problema original no tiene solucidén, en caso en
que se logre el objetivo la solucidn dGptima ez una  solucidn

Tactible basica del problema original.

FASE II. En la fase [ se encuentra una =solucidn Tactible bamsica vy

con éxta ge inicla el método simplex para encontrar la solucion
aptima del problema.

La tabla final de la fase I viene a ser lIla tabla inicial de

ald)

SR T e ol Y
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lo=
calcul an
anterior
Ed empl o

Minimizar

A
Minimizar

o

Sujeto

Agqui

vectoras

Minimizar

Sujeto a:

ja fase II,

coeficlientes

Pasarlo a su

artitficiales,

diferenciandose ésta en que se le agrega una fila con

de la funcidn objetive original, ademas se

los coeflclentes relativos (z <) Fara ilustrar 1o
J ]
e muestra =] siguliente
Z.=201.
By o+ 4
1 2
PrgSlema eatlginal
2 o+ w3
1 z
o+ Xz 16
i 2
<on = O, w2 O
i 2
FE
Sw 4+ 4w
4
Paedlema en s FE
2+ ¥ - ¥ = 3
i 2z a
o+ w - X = 1B
i -] 4
cOn =z 0, x2 0, w20, x=0
1 2 3 4

se oabgerva due el sgistema no contiene una base de

candnlcas par lo dgue es necesario agregarle varlables
esta am:
Ax o+ 4w
1 2
Prsbiema con vaniadles
2+ oM. - moo+ x = 3 antificiales
1 2 E} 5
S - T S S 8 =
i 2 < =]
con xE2 O, X2 0, x2=2 0, w0, x=x 0,
1 2 3 4 5 G

la siguliente manera:

AX + IX = b



b
i
o
[»3
Y
>

con X= o,

b
|
o,
moA R

P—
k4 a
[
| NeS—

3

e
|
<

16 AX = b =1 vy solo =i AX + IX = b con

Alicanda el METODO DE DOS FASES para re=zolver el problema.

FASE 1.
Minimizar ¥ o+ X
& 5 e
Sujeto a:
Zx + % - W+ ¥ = 3
4 Z 3 5
X O+ x - H O+ x = 146
4 -4 4 =&
con XKz 0, s 0, x= 0, xz=0, x=0 x>0
1 2 -3 4 5 &
FASE 1
“il o ) 0 o i i
. = ; i
e | B Al A A® At A° A° b
1 {a®% | 2 1 -1 0 i 0 3
1 1a® | 1 1 o -1 ) 1 16 |
ZJ"C’,-ils 2 -1 -1 0 o | wl]
}
Tabla 1
El wvector gue entya a la base e At vy el vector due gale de la

P N T

T o mian

LT BE———

<] . . . -
bage e= AT, de aqui construlmos la gigulente tabla de la fase 1

. L
=in considerar AT,

02z




;1 g 0 0 o g !
—
a B | A* A% A A" A° b
B —_—
VETV Al 1 i72 =12 o o | sz
4 1a° 12 1.2 -1 1 |20.-2
— 0 1.2 12 -1 0 (202
J ]
Tablia 2

) ‘ Z ]
Enn este caso log vectorezs que pueden entrar a la basze son A7 y A

ge puede tomar cualqulera de ellos. Agqul se tomara A? como vector
de entrada.

El vector que sale de la base ea A~ puesto que es el dnico Jque
hace que:

£y

b /Ca > 2 0
L 1)

. ’ L5
de adgul construimos la sigulente tabla =sin considerar A7

FASE 1
51 o 0 0 o
a | B At A A Al b
i
A i 0 ~1 16
0 |A° 1 1 -2 | 29
2 7% o 0 0 0 0
Tabla 3
como todos los zj - Cé son ceros se termina la fase 1. Pasamos a

la siguiente fase.

FASE 11

En esta fase == resuelve el problema total, est.o es

63
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- ge consideran los ¢ de la funcién objetivo original.
3

FASE I
, |
5 = 4 0 o
|
r—c—; B | A* PO S b
i
3 |A i g -1 16
o Ia* 1 o 1 1 -2 | 29
z - a -1 g0 -3 8
] 3
Tabla 1

de aqui concluimos que La s=solucién factible basica para el

problema total es ¢ 16, 0, 29, 0O ) yva que todos lo= zj - o s=on
J

negatﬁivos & eeros, con esto el algoritmo del método simplex

agsegura que se esta en el 6ptimo. El valor de la funcidn objetivo

es Zom 3363 + 40> = 48,

64
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3.1 DUALIDAD

En esta seceldn se muestra que dade cualquier PPL en su forma

original que ahora se llamara forma primal (P2, con los mismos
datos de éste, se puede formular un hueve problema denominado
problema dual (D>, el cual en ciertas circunstancias es mas facil
rescl ver computacionalmente, Ademas se prusba gue al resolver el
problema dual es posible obtener soluciones del problema primal;
por dltime se dan algunas propledades importantes del problema
dual, las cuales nos llevan a un nuevo algoritmoe para resol ver
problemas lineales denominado m@&todo dual simplex.

&

Como va ge enuncld en la seceldn 2. 8.2, existen varias formas
de representar un PPL en esta seccidn se trabajarid con la forma

candnlca que se defline a continuacidn.

FORMA CANONICA DE DUALIDAD

Suprngase dque el problema original o FPROBLEMA FPRIMAL esta

gacrito en la FORMA CANONICA la cual es

v

Maximizar Z = X
Sujeto a: CP
A X = b
X =20

entonces ¢con estos mismos datos ge delfine la sigulente estructura

la cual se denonmina PROBLEMA DUAL



‘Minimizar W= by
Sujeto a: DD
Ay z ¢
Y =2 0O

Elemple 3.1.1. Conzldéreze el siguiente problema primal el cual
va estid en la forma candnica.
'Maximizar Z2 = Exi + sz

Sujelo a:

¥k Ex = 4
4 2
By + Gx = 1
comn ¥E 0, = O
s i -4
su problema dual ezm:
Minimizar W o= 4yl + v,

Sujeto a:

i 2
2y + By =B
=Y, Y,
con y;z O, y}Z O

4 continuacian se dan  algunas observaciones importantes

referentez a 1o anterior.

14l
il
L
(]
go
(12
£
o

s , i
.- i A es una mabrliz de orden mxn, =ntoncesg A

.- Bl el problems primal ez de minimdzar su problema dual es de
maximizar.
3. - A cada variable del problema primal le corresponde una

regiriceidn del problema dual.

jaia



El wvector de costos en el problema primal aparece como el

yector de reguerimientos del problema dual.
5, - i el problema primal tiene m variables su problema dual

tiene n variables.

% en ambos caszos Son positlvas.

"
o

‘g~ Las variabl

El tecrema due se da a continuacidn muestira que no importa
cua.l de los doz problemas inlclialmente formulados es 1 primal ya
que el otro mera el dual.

Teorema: 3,.1.1., El problema dual del preblema dual es el problema

primal.
£y
Demz:waf:r-ac:icf:f_l: Conzsidérese el problema dual DD
Minimizar Wo= LY
Sujeto a:
Ay = ¢
¥ = 0
para encontrar =su problema dual =ze reguiere gue esté en la forma
candnica. Como min(W = th) = ~Maw(W' = -—bLY) Se tiens el
problema edqul valents
Maximizar W' o= -b'Y
Sujeto a:
-aly 2 -¢
Y= O

el cual va estid en forma candnica. El dual de ezte problema es

Mipimizar a2 = X

Domoa kdnid i

§

]
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_Su_jeto ar

-A¥X 2 -b
Xz O
o lo gque s 1o mismo
Mexdmizar z = ¢'X
Sujeto a:
AX = b
Xz O

el cual es el problema primal CFD.

Es clare gue un PPL en su forma primal no siempre va a tener
la f%{ma candnica, pero se puede llevar a &sta atendiendoe las
reglas de la gseccidn 1.2, ¥ con la siguiente aclaracldn,

=i la i—ésima restriccidn de un PPL ez una ecuacidn de

igualdad, es decir,

la podenos sustituir por las sigulentes dos desigualdades

a ¥ + a x + . . . 4+ a ® £ b
11 1 w2 2 LY T L
a » -+ a w o+ . . .+ a ¥ =
A 1 W2 2 Tth " L

Ejemplo: 3.1.8. Encontrar el problems dual. de

Maximizar 2 T EX o+ 4w+ 3Bw

52
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)
con x=z 0, =0, x>0

primero pasemos el problema a la forma candnica, donde se obtiene

Maximizar Z o= 25-:1 + 45{2 + 3:{9
Sujeto a
3 + 2x + x = 4
1 2 g
-3x - Z2x - x = -4
i 2 a
-Bx -~ 2Z2®» - 6x = -8B
E S 2 g

y suydual correspondiente es

; - - 8 -
Minimizax- W o= 4y1 4y2 fsy9 + Sy, 5315 :
Sujeto a
K - - - > f‘
3Y1 Syz 53’9 + Ye Ve = 2

23{1 - Zyz - Eya + y.‘ Y, > 4

yi ._ y2 - byﬂ + 3}" - syﬁ a 3

con yizo,yzao,yzo,yzo,yzo

o
&
b

Rotese que =1 t.omamos y, -y, ®=u v V, " Vg =V se obtiene

Minimizar W o= 40 - 8y9 + Bv

i

ujetoe a:

[W¥]

u - Sy - 3y =

con = 0, u v irrestrictas en =igno.
yg » Y £

62



en éste problema se puede observar que por cada ecuacion de

igualdad en el problema primal aparece una varilable irrestricta en
- gigno =n el problema dual. En general éste resultado es verdadero

y se prueba en el siguliente

o- 31 = < - . P < { o
Teorema: 32.1.2. i la restriceidn j-ésima del problema primal es
una igualdad, entonces la variable j—é¢sima del problema dual es

irrestricta en signo.

Demostraci dn: Supdngase que la forma primal de un PPL ez
Maximizar T oo o +ox o+ .. oo
| § 2 2 i
Sujetgya:
a X + . . .+ a = = b E:
i1 EY in g} i
¥ o+ . . . o+ oa w = b
j-i,1 1 j—i.n wm j-i
a x + . . . + a6 = b
i 1 n ) _ M
& A R - U S
1+i,14 i JFL.mn o J+i
X + . . .+ a b = b i
il i mm e L)
con ®x =0, =0, . . . , x=0
4 2 ™

Al pasarlo a la forma candnica ze obtiene

Mawindizar Z = clxl + Ccw o+, . .+ e x

Sujeto a:



i1 i in n i
= + + a = b
i-1.1 1 J-imn ™ -1
a X + + a 0= T b
)1 1 LA J
3
-a X - - a6 = -b
j1 1 Jji N J
+ + . = b
Jti, 4 4 AR o jvi
: + ...+ : = b
i i AN N m
con Xx=z0 ...,z 0
1 n
cuye problema dual es:
Minimizar W= b v+ v+ 4y tbey-by + 4tk
11 272 Rk N Sar- SN R BN TR s - § mT
Sujeto a:
it N
- a yv + ., +a +a -a y. *+ . .. *+a P o
113 i j-1i. 1yj—-.1. jl.yj jiyj-l-i miym 1
a + . A4a R - ar-v + . .. +a i !
in” 1 j—l,hyJ—i jnyg J?“:yj-!--l. mnyrn ™
SOn z = = = = 0
o yl a, P Yj_i 0, Yj 0, Yj+-1 o, ’ Ym
tomando y, -y, ., =4 se obtiene
1
1 J o
Minimizar Wa by + . . 4+bu+ .. +b g’l
174 ) mo ]
v
Sujeto a:
a vy + ... +a u+ .. +a vy > o
117 % NE S mi’ m 3
a y + . .+ a ut+t._ .+ a vy S -
in” 4 B2 L RRI ) m
con yiz O, . . ., ynz 0 y u irrestricta en =signo.
3



- por tanto la j-ézima variable del dual es irrestricta en signo.

En lx tabla 311 se muestran los resultados obtenidos de

jog teoremas anteriores.

IBMEESS
Maximizacion del problema minimizacion del problema
Eestricciones Variables
i E B i = 0
1"
1 & B i =5 0
L
= b i irrestricta sn signo
T
- —
Variables Restricciones
&y 1 = 0 b E e
i =0 [
- 1
i lrrestrictas en Sigho 1= O
1
Tabla 3.1.1. Relaciones entre los problemas primal y dual.
Teorema: 3.1.3. Cunliguier =olucién factible del problema primal

da un valor en la funcién objetive del problema pirimal menor o

igual al valor gue itiene la funcion objetive del dual en cualquier

aolucisn factible de ésta,

l - r* i i i
Daan X v Y soluciohes factibles de los

problemas primal y dual respectivamente, lo cual implica

* 3
ax” = b 4> v AT =

Fo : * i
X =0 Y = 0

4]
~,
&
L

tomands la transpuests en amboz lazdoz de (12 =e tiens

oWt Ty



xXyats B

»
v multiplicando por ¥V = 0 por la derecha se obtiene
*_ L L%

»
acy'aty"s By €3>

de la misma manera tomando la transpuesta en ambos ladogs de 25 =me

tiene
(alv* =
Y™ ya =

y multiplicande pon )(*lz 0 por la derecha me tlene

v yax™z o'x cdd
dado  que A" = yytax” las  relaciones (3> y (4>
impligan

7 o= ™ = YA = (x™yay”

= by =W
que es lo gque se queria demostrar.

Ezte teorema es importante yva que relaciona los wvalores de
lag funcidénes objetivo en amboz problemas y ademas =e obtienen
consecuencias importantes de el en los giguilentes corolarios.
Gorolarie 1 si X© v v =on soluciones factiblez de los problemas
t

* * #*
primal v dual con la condicldén de dque GLX = LY, entonces X b

" ,
Y =on =zoluciones dptimas.

Demositracidn: Sea X cualquier =olucidn factible del problema
primal. Como Y* es solucidn Tactible del problema dual, por el

teorema 2.8.3. se tisne:’

73
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Jo cual implica que X* es una solucldn dptima. CAnalogamente se
prueba dque Y* tambidn lo es).

El sigulente corolario indica qgque el no acotamiento en unoe de
los problemas implica no factiblilidad en el otro problema.
Caoralaria 2. Sl el problema primal tiene solucidn no- acotada,
gntonces 2] problema dual no tiene ninguna solucidn factible
viceversa,

Demostracicn:  Probaremos que si &l problema primal tienes solucion
no acotada, entonces 21l problema dual no tiene soluclidn factible w
dado que el dual del dual es el primal guedard probado en los doz

sentidos.

£

Consldérese <l problema primal en la forma candnica, por el

! »
teorema 3.1.3. se Liengs due para cualguler solucidn factible Y

por hipdtezsis Max Z2 = w  lo cual implica que no existe sclucidn
factlblé Y* en lag cuales todas componentes sean finltas.

Ademas cabe aclarar gue si uno de los problemas na tiene
solucisn factible entonces su dual correspondiente, © bien tiene
solucidn no acotada o no tiene soluciones factibles. Veamos esto
atraves de un ejemplo.

Ejemplo: 3.1.3, Considerezse el problema primal

Maximizar 2= Bx o+ 3x2
1
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i
o

con x = 0, %

sistema ez inconsistentes (ver Fig, 2.1.1.0. Similarmente su
problema dual, gue e da a continuacidn, no tlene solucliones
factibles, Cver Fig., 3.1.2. 0.

Minimizar L = -y

sujeto a:

i 2
- + = 3 CDD
yi y2 3 C
Con yi}: G, yzz o]

Figura 3.1.1. Figura 3.1.2.

El Lteorsma que se a a continuacidn es el principal en la
teorlia de dualidad pordue asedura due Una ver due S Cconoce la
aoluclidn del problema primal, la solucidn del problema dual se
puede_ obtener facilmente.

=

Teorema: . 1.4, CFundamental de dualidadd. 21 exwiste una solucion

-]
(&)



éptima  del problema primal, entonces existe una =zolucién dptima
del problema dual y en ambas goluciones los  valorez de las
respectivas funciones objetive coinciden.

Demostracidn Considerese el problema primal en la forma estandar
(problema de maximizacidnd

Maximizar o Gtx

AX = b

con X2 O

el tableu inicial para este problema es:

variable=s originales variabhles de holgura
% A I
t
- C ¢ ¢

Sea A = [B,N] donde B es la base donde se alcanza el dptimo v el o
N el complemento de la particion. Entonces el problema  anterior
puede escribirse como:
Maximizar Z = CBXB + G X
Sujeto a:
BX + NX b
B N
con X = 0 y X =0
B N
¥ la =olucién e obtiene al hacer cero el vector que no esgsti en la

base, )(N vy resolver el vector basico. A=l la solucidn de este

problema es X w H b v laa funcidn objetive =e convierte oan

To



7 = CBBM‘h por lo tanto el tableu donde e alcanza el dptimo es
de la forma:
.z‘ - ¢ correspoendientes z . - 4r;“j corregpondientes

J J J
a la=s variable= originales| a lazs variables de holgura

de aqul gue -G + CBB_iA =0 y CB = O <D

. t -1 .
Ahora =se probara que 21 vector Y = GBB es2 una solucidn

Ssptima del dual. De (#> se obtiene la factibilidad de Y, pues

e} -
v = ¢ B =0
B
YA = &
A'Y = ¢

BER DE MIS Hi t08
Wi GEENDELA

g0, 5
por otra parte la funcion objetive del dual es F-ARABW E
OEPARTAMERTO [

MATGRATICAS

Vo= b'Y =B = bt(B“‘)‘c; -CB'b =2

por lo tanto Y om CBBﬂi es una solucldén dptima del dual.
Notese por lo anterior, que cuando se tiene un tableu inicial
para el método simplex en el problema primal y =se llega al &ptimo,
en log cgeoeficientes de la funcién objetivo gque aparecen abajo de

la matriz, que era inicialmente la identidad, se tiene la =olucién

dptima del problema dual.

7T




INTERPRETACION ECONOMICA DE LAS VARIABLES DUALES

Ya =e probd qgque la solucion donde alcanza el o6ptimo el

problema dual es:

Y = CB L]

donde B es la base o6ptima del problema primal. 51 multiplicamos a

ambos lados de (I3 por B =se tiene:
Y'B = ¢ B'BE = C
B B
que a =2u vez =e puede reescribir como

v'a' = ¢ _ con J B
Bj

ahora supobgase que el vector de requerimientos tiene un peqgueho
cambioc de b a B + Ab de tal forma que la base optima B no
cambia Para gque la nueva solucidon siga siendo Sptima se reqguiere
que seas no negaltiva, es decir:

- —% . . -

}L_ = B (b + f_si.—)} = U

B

Ademas los valores de =z -c no han cambiado, esto es:
i

I )
z - = OB A - 2 para toda j = A

J B i

b

por otra parte la funcidén dual ahora toma el valor
. t
W= Y (b + Ab)

= ¥v'b + ¥ AL

]
¥
+
H1
t .
e




donde W ex el valor éptimo dual 6 primaric anterior.

Azi que un pequelio incremento en el vector de requerimientos
cambia el wvalor &éptime de la funcidén objetivo dual y primal en
th;\.b. En el caso particular que el cambic en b sea unitarioc, la
funcién objetive cambia en Y unidades, e 'decir, 2f la i-émima
componente de b sufre un camblo unitario, entonces la funcion

objetivo sufrird un cambio de ¥  unldades. Asi que:

as decir, las variables duales representan la rapidez de cambic de
la funcién objetivo con respecto a un incremento unitaric de b.
A continuacion se muestran algunos de lo= ugos mas

importantes =obre dualidad.

1.~ Dado que el grado de dificult.ad y €l namero de
iteraciones del método =implex emtad en funcidn del ndmero de
regtricciones v no en el namero de variables, ex conveniente
resolver por dualidad aquellos problemas en el que el nimerc de
restricciones e= mayor que el nimerco de variables.

2.- Da interpretaciéon econdmica de cambios marginales en el
vector de redquerimientos y sus efectos en el valor de la funcidn
ob jetivo.

3- Da solucién a PPL con un nuevo algoritmo llamado '"Método
Simplex Dual" el cual, como se verad mas adelante, solo se puede
aplicar en circunstancias especiales.

A continuacién =e muestra el algoritmo del método simplex

7o




2 el cual trabaja sobre el tableu simplex {(primal>, donde en
cada iteracién se pasa de una SFB dual a una SFB dual mejorada
acta obtener el &ptimo dual 6 bien hasta concluir gque el dual es

'no acotado y que el primal es no factible.

Congiderege el gigzuiente PPL que ezti en forma primal

Maximizar Z = CX
Sujeto a:
AX = b

X=0

Considerese el miguiente tableu donde B es una baste no necesaris-

menge factible. .
L 3
X X . X X - . - X b
i 2 3] i+ d ' Tit+ T
X F - . . ' . . . & -
B }11 yiz yih yi,rﬁ-i yi,n+m 3
kS
X \:-*
B st. 5]22 ) i} ) &Zr‘ Yz,r-+1 ) ) . y2,r1+rr. z2
-4
X b*
B Ymi '3‘ e ) ) ) Ymr- 3‘m s+ A ) . B i, Th bR W
7
_ ™
=z —a z - . - LB -a = - . .= - Chb
L3 L 2 2 5] T s T+ 4 e+ 4d mn+ 4 B

Ei tableu representa solucldén Tactible primal =i b =0
T

i=1, 2. . m, e=s decly, =i - = B 's = 0. Ademas el tableu e= aptimo

=i

z - c z 0 J = 1,2, ..ntm

i
i
i

&

AT o maahm BB B T,



toj .
como z = v a’ j = 1,2, . .,n+tm, entonces, se tlene gque:

YAl - e =a 4w 1,2, .,n+m

YA -

]
I
=

YA

¥
f}r'-

Ay = ¢

azi =& tiene gque factibilidad dual es precisamente el criterio de

optimalidad zJ_ - c = Q0 J=i,2, . ntm.

METODO DUAL SIMPLEX

Con=sidérese el siguient.e PPL

t

Maximizar Y e OX
Sujeto a

AM m b

con X =0

Como se sabe en muchos casos no existe una SFB con la cual el
metodoe =implex empiece a operar, en tales casos =se utiliza el
método de dos fazmes dado en la seccidn 27, En estos mismos casos,
a veces, se encuentra una solucién basica inicial no
necesariamente factible perc 851 dual factible, es decir, zi-c:j'-;'.t)
para todo . Para problemas con’ estas condiciones =e dezarrolla

una variante del método =implex que mantenga factibilidad dual vy

g1




gue se puedan manejar para obtener factibilidad primaria.

Concidérese el siguiente tableu que representa una eolucidn

X X . X . .4 .. X 2 b
i 2 J k ™
X ! b 4] o
n1 Yi.i }12 .- R T Yik . R 2 L
X ? O 13
nz S—21 Y22 - e . yzk. - yzk .. yin 2
X ... .- .- a o
B Y.r—i Yr-2 y:r-j yr—k yr—n ¥
I - - - - . . -
x ; 4 0 b
B Yﬁ\i ¥ mZ y m j Yﬂ\k ymn T
™m
z s 2 -a =z -c = - z -C
i i z "z 3 i k k n n 1 C'Bh
Supdngase que z-~¢c =0 psasras toda j, es decir, =e tiene
D BN

factibilidad duaal, =i tambien bi_'-‘:O para toda i, ez degir, =se tiene
factibilidad primsl, entonces va zm2 tiens la solucien Sptima. En
caso contraric considerese algun b <0, en este ca=zo seleccionando
el renglon r» como rengldn pivote v alguna k tal gue yr_}:<0 COMG

columna pilvote, sntoncez es posible hacer que el lado derecho sea

L

v » 0. A=t de esta manera =2 desea hacer todos los v 20 mediante
¥ T

una serie de  pivoteos manteniendo =l misme tiempo todos  los

Zz2 ¢ >0 para a=1 alcanzar optimalldad. Ahora la pregunta es como

selecoionar la  columna  pivote de tal forma que la factibilidad




. dual se siga manteniendo después de pivotear. La columna pivote k

ge determina mediante el giguiente criterio:

Zz - :
. m Max {(z-cl/y /v < 0} 13
ok ; NI E r)

natese dque los nuevos elementog degspuds del pivoteo estan dados

por:
Yo,
z-e ) = (Z-c) - 3 Z =
(e = (ze) - e (209)
rk
el caso en que y = 0, como zk—-cklz O v Y k( 0, entonces:
r) 3 r

&, /¥, (%, <0
v pog tanto:

Zz=-cY Z Zz~c = 0
(J J) i

el caso en que yr_<0, per (13 =me tlene que:
J
— = -
(2,77, = ey .
nultiplicando ambos lados por yrj<0, se obtiene:

[Czj—r:j)/yrk] = zj—cj

(z-e) = (v,/v,Xz,~6) 2 0

esto es (zj—-cj}’ z 0. Asi que al determinar la columna pivote k
bajo el criterio 1> entoncezs la nueva base que se obtiene al

pivotear en y y zigue =iendo dual factible,
v

83



Por 'citr-éf"part.e el objfetive dual, dezspués del pivoteo, esta
dado por:
—1 .
CB b - (z, - )x /y, 0
v como z-¢ =0, <0 y v <0, entoncezm:
: r rk
(2, - )b /y ) > 0O

de esta manera se ve gue el objetive dual mejora sobre el valor

actual de

¢ B ' = by
B

RS )

En el caso particular ers que y =0 para todo J, ei problema
rj
m.

ordgiﬁai no tiene =solucién.

ALGORITMO DEL METODRO SIMPLEX DUAL

Faso 1. Verificar dque z -¢ =0 para todoc j y construlrr el tableu
— A
inicial
Paso 2. 51 }{B, =z 0 para todo 1 = 1,2,..m el proceso termina,
1 -

sino  s=seleccionese el wvector de salida de la base agquel cuyo

R U

correspondiente xﬂ, =zea el mas negativo.
s

Paso 3. Selecoionar la columna pivote k (vector que entra a la

base? mediante el giguiente criterio

z —C
k . -
= Max {(z~-¢3ry /vy < 0}
. 3 i rj ¥)
Tk 3
Paso 4. Foner un 1 en la pozmicidon y ., cerozs arriba v abasijce de

i

=]l vy regresar al paso Z.



3.1, 4. Aplicands el método dual simplex, resolver el

:guiente FFPL.

nimizar 2 = 33-+-Ex

jeto a:

Este problema puede esceribirse como:

nat;
o4
o
i
K
w
A

Maximizar G = -2 = ~3x4 - sz :
s
Sujet% & .
]

- - 8x + xR = -4
1 2 a .
~8x — 4dx + x = -B {
i F & E

=t A M

1 2 L3
con » =0, X =0, = =0
1 2 8

cuyo tableu correzpondiente es:

B At Az A% AY AT ) I :
a - - _

A -1 = 1 o o o -4
< - -

A -3 -4 O 1 o o -6

A° -2 -1 o o 1 o —

z -e 3 = O o O 1 0
J

Noteze que existe factibilidad dual pues z~c, = O para todo j,
J
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ro 12 s‘.olucién actual no es Sptima pues

B4

ctor dque entra a la bazse es A va que

X 20.
]

El wvector

ﬁie de la base ez A", pue=s X = -4 es ol mas negativo.

27Oy
= Max {(z—c - v . R 411
Y . { 3 J y"‘J / y‘”J }
vk 3
zk-ck
w Max {€2/-4>,(8/-3>} = -1./2
Yr»k
el elemento pivote es y22=-4,, pivoteando Yzz se obtiene
siguiente tableu
B At AZ a? A* AR g b
2 A 2./4 0 1 -1/2 0 0 -1
A 3.4 1 0 -1/4 0O 0 6.4
'S -1./4 ) G -1-4 1 0 274
z,-c, | 64 O 0O 1s2 0 1 -3

miguiente tableu

de la base o= A° y el que entra a la bage eg At va Jque

R wm Man {(1/23/-C135) = -1
yx*lr:
el elemento pivote es y“=-i/2, pivoteando y'“

86

que

El

el

otra vez noHtese que la solucidn actual no e=s Sptima pues XBE: 0.

Repitiendo el mismo procedimiento =se tiene que el vector que sale

se obtiene el

;
*

R H T



B At A® A% AY A" e b
At -1 0 -2 1 0 0 2
A*® 1./2 1 ~1/2 0 0 0 2
A -1./2 0 -1/2 0 1 0 1

zj—cJ 2 G i 4] (0] 1 -4

N ) (2
b4 Z
X = ._._.E.__._ m x; - 1
XN X
xi 0
a3 O

)

v el valor de 0 = -Z = -300> - 2{2) = -4, por lo tanto Z = 4.
Obzeérvese que el método dual simplex tiene ventajas con
respect.o al método de dos fases ya que no requiere del uzmo de
variables artificiales y =2e alcanza optimalidad en un ndamero mucho
menoy de lteraciones. El inconvenlente de este método es que
requiere Tactibilidad dual, es decir, zJ_-c:J_ z 0O para toda j, para

empezar a iterar.

4 ok



3.2 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

4 - - 1

Cuando se tiene un PPL el cual va ha sido resuelto v se le
eliere Ahacer cambios en uno o mas de sus parametros, no es
cesario resolverlo nuevamente desde el principio, en estos casos
son aplicados métodos llamados de andlisis de sensibilidad los
A

cﬁales son de gran ayuda ya gque proporcionan un ahorro en 21 costo

de utilizacién de computadoras.

Los cambios que se pueden presentar son los sigulentes:

ad Cambios en el vector de requerimientos, esto es, en el
) vector b.
4@} *
b Cambios en el vector de costos, esto es, en el vector
c.
<D Cambios en los coeficientes tecnoldégicos a , es decir,
r

en la matriz A

d> Cambios en el vector de decisidn, esto es, en el vector
X.

e Cambios en el numerc de restricciones.

Aqui se tratan solamente los cambios del tipo a> y b)) Si se
desea profundizar en el tema ver [ .

Estos cambios pueden ogurrir por separado o simultaneamente;
cuando en el vector b 6 ¢ del problema original (PO>, cambia una o
varias de sus componentes se dice que ocurre un cambio discreto y

an el caso que dichos vectores tienen cambios del tipo:
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b + 84b - w8 < w

¢ + oho - w € a < @

oTncle

o respecltivamnente y el

cualquier valor real, e dice que ocurre un cambico continuo.

Sea un PPL en forma candnica (PO, eato es:
Maximizar Z om OX
Sujeto a:

& X = 0

=z A:i. AZ . ) ) Ah Ah-?!. A1‘1'1-2

Ab ¥y Ac mon vectores con las dimensiones de los vectores by

v é =on escalares que pueden tomar

AX = b {FO>

v+

zea B la bame del tableu, entoncea el Tableu dptimo

ez de la

forma:
o B A g™ * 3{3-13':;_1
. L -4 .
i CBB A-C CBB Z-LBXB

e declir, la solucidn e=

%‘1

o W R

LAY BT ¢ T



ANALIZIS DE SENSIRILIDAD PARA CAMBIOS DISCRETOS

1, - Cambios digecretos en el vector de requerimientos b

Supdngase dque se desea que el vector v camble cambie al
vector b o+ Ab, donde Ab es un vector de m componentes.
Entonces se tendria un nuevo problema a resalver Ae la forma:

Maximizar Z = CX

AX £ b + Ab CFN2 _
X z O - :
*
Néteze que la solucldn Sptlmas KB cambsla a XB dada por:

ff}‘ . -
= Xo = B + Ab)

se pueden dar dos cagos:

- w* * )
Case ad KH = 0 en donde XB zerd la nueva solucidn dptima.

” i
Caga bd XB = 0, en este caso se aplica el método dual simplex en

la tabla siuplex dptima del problema original, camblando la

_ u .
cal umna XE por XB hasta llegar al dptime.

R

Obgér vese que en el caso ad cambia el valor de la soluclidn y <1
valor de la funcidn objetivo, perc la solucidén se obtiene con las

mismas variables bisicas. Veamos el sigulente sjemplo:

w

Ejemple 3.2.1. En una fabrica se producen los articulos A y B, En
la siguiente tabla se presentan 1oz costos y tiempos de produccion

por unidad, asli como la disponibilidad de recursos,

QN




-

coestos de preduccioen

‘Liﬁmpoa de produceion 1 2 20

Ay B mon $3 y %2 regpectivamente.

Los precios de venta de

La formulacidn matematica para égte problems es:

- Maximizar Z o= 3m o+ :3:&2
LS

sSujeto a PO
2%+ Bx £ 16 i
E Y 2 L
x + x = 20 :
S z
. » =0, x =0
@ i 4
el tableu gimplex inicial e=:
o Y?cForéa z Ai Az AS AG
B bAsioos
Az 0 2 5 1 0 16
a” O 1 2 O 1 20
Z 1 | -3 -2 0 0 o L
!

P VGCFOFG% z Ai A2 AS A*
B CAsicos
1 | - . ]
5 A Q 1 5.2 1.2 O
A* 0 O -1/2  —13 i 4
= _-c:j 1 4] 1172 372 0 24
J

o1



p2
1
X 4
X = _.,.._E. = .__f__ = —
X X O
el 2
X 4]
e A % A
7 w BB + 2C0) = 24
( 2 0 ’[ _ {'1/2 a '}
B=ly 40 B -1z 1 J'

y entonces:

i
R
w0 W

el nuevo problema a resolver es:
Mavimizay Z = 3x1 + Zx
Sujeto a CEND

uwmando el métodc; de analisiz de sensibilidad para resolverlo =e

tiene que:
A -4
}{B = B (b + Ab)

dornde:

16 -8 | ] ;
20 ~12 {
A

h+ﬁbu( +
L
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}{*
- el
por & "
valor de £ e
obsdérvese

gue al

utilizarndo =21 analisls de sensibilidad

n

_ (172 o |
B = l-*i/“éi 1 aon egt.o =e obtiene: :
L J
172 O r g8 4
X*
1
= - 1 ts 4

1.2
L

= 0 ez zoluasion dSptima de (NP> con xi--'l, :{2—0 y el

A ] 35{_1 + 2x2 = B4 =12

dizminuir la disponabilidad de recuarsos la

produccisn desclende vy también el valor de la funcicén objetivo.

B el caso que se desee que las horas de trabajo mean como
maximoe 10 v gue haya destinado para producir a lo mazs £4, entonces
la formulacion del nuevo problema es
Maximizar Z m 3){1 + sz
Sujeto a: {FN>

2+ Bx = 10
£ 2

* -1
}{B = B (b + Ab)



de aqul dque:

<206 )

L J

L oomo }{*E: 0, =e aplica el dJdual E:imple.-'x para que haya factibilidad y
B

" gbtener solucién dptima para el (PND,

En este caso se toma la tabla simplex édptima del (PO vy =e

' e
“cambla el vegtor columna ){B por ){E.

c V? S8 z Ai Az AB A4
-] bAasicos
i
34| A 0 1 52 1.2 0 5
0 At O g -1s2 -12 1 -1
z -a 1 6 112 B2 )

aplicando el método dual =ilmplex se obtiene el gigulente tableu

sHptime,

vactoraes 1 "4 9 <4
¢ bAsicos < A A A A
i
3 Al 0 2 ) i 4
0 A° 0 o 1 1 -2 2
=z - 1 4] 4 [+ o
J .}

la nueva solucidn em x1=4, x20 con Z=3C43+20>=x12 v se observa-

que diaminuye Z al diaminuir el vector b.
2- Cambios discretos en el vector de costos C.
Supdngase que deseamos que el vector de costos € cambie a

C+AC, donde AC es un vector de n componentes., Entonces se tendria

e

W e e L T e T e

mia el (2



upn nueva prablema a resclver de la forma:
Maximizar Zz = (C+ACHYX

Sujeta a:

AX £ b CPND
Xz 0
Netese cue =1 z'i - c:j = CﬂBﬂLﬂ‘-‘uj - cj ern el (PO) entonces, en el

¢(PN> =e tendra:

. el
2z —{e + Ac)y = 8B A - (e + Ao
J cj J) B (j J)

P donde Aj ez la columnma  j—ésima de la matriz A
De nuevo ze pueden dar dos casos:

- Caso &5 ZJ_ - (cj + .&cj) E para cualguier j en A ¥ caro
para cualquier Jj en B, entonces la solucidn Gptima del problema
original., XB, permanece Sptima con un nuevo valor de la funcidn
objetive Z = (CH + ACB)XB.

Caso b2 En caszo contrario al caso anterlor se procede a hacer
zj - Gﬂ + Ac? = 0 para J en B mediante cﬁeraciones elemental es
Yz - cj = 0 para j en A, jJ no en B, mediante el método simplex.
Efemplo 3= 2.2, Retomencs el ejemplo anteriaor

Maximizar 2 = 3x1 + Exz

Sujeto a: CPOD

1 2
oo+ }CZ = 20 BARE A
* it
® =0, wx =0 DEPARTAAY
1 2

MATLIAT G

cuyon tableu dptimo es:

Qs




c vecltores Z Ai Az AQ A4
B vVagicos
At 0 1 B2 1.2 0 8
0 At 0 a6 -1/2 -12 1
z e, 1 0 1172 32 0
}

Supdngase que el precio unitarico del articulo A se reduce a de %3
a %1, entonces el problema nueveo a resolver =zeria de la forma:
Maximizar Z = ® o+ 2;-:2

Sujeto a: CPOD

113

2x + 8% 148
1 2

® + x = 20
1 2

it w =0, x 20

= 1 2

N&teze que la Unica componente que cambié del vector ¢ es c, por

lo gque =olo combia z-c o a

1,1
","-' — - ™ —
, ~ Cerac) C,B A (e, +ac )

= (3/2,0)[ f ] -1

] 2‘
como =1 estd en la basme &ptima del (PO>, primero hay gque hacer
cero las = =~ {o + Ac) con j = B mediante operaciones

J J B
elementale=. De adqui gque el tableu

c VGC‘.’..ﬁl‘G'gl 2 A.‘. Az . AB A“
B bagicos
i ]
A 0 1 5.2 1,2 0
o a* 0 0 -1z —12 1 4 |
z -G, 1 2 1172 3.2 O
J J .

Q6




se tLranstforma en

o ve.,c:tx:»ra-s = Ai. Az AEI A.*
-] Lasglco®
' 0 1 Brz A2 0
0 At 0 0 -1 -1.2
A w 1 0 172 1.72 0
] J
Y Somo zi - Gj * 0 V j, entonces ya se estd en el Sptimo con
[ % [ 8
4
X X
X m — | e | om |
J{N J X2
X
aﬁ L 9 r L -
v 7 om BC1Y + 0¢2> m 8,

i en el problema anterior hubiera resultado que = - cJ_ < 0
h]

para algun 3}, entonces se aplicaria el método =implex '-'para

llegar al Sptimo.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD PARA CAMBIOS CONTINUOS

i~ Cambios continuos (o p-:aramétric:as) e el vector de
regquerimientos b.

Supdngase que se deses hacer un cambio continuo en el vector
b. Como ya se dijo en el inlcio de esta seccion, este <cambio es
de la forma: b + 8Ab o =w < 8 4 @ v conn Ab un vector
de m componentes., Ahora se tendria un nuevo problema a resolver

de la forma:
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‘Maximizar “ = COX
Sujeto a: CPN>
AX = b + 8Ab

X =0

Notege que al variar el vector b a b + &Ab, tambilén wvaria el
vector XB, la pregunta e=s ¢ cuanto puede variar £ para que la
anlucidén que =e obtenga con b +8Ab "siga zliendo Sptimo" 7.
Analicemo=z €l problema por casos.

Cazo az &g »0.

Sea B la base del dptimo y evaluemos
x: = B'b + oAb) = B'b + eB 'ab
21 X = 0 se gigue teniendo golucion dptima.

Para el caso en gue E AL =z 0 no se tiens ningan problema
pues, B'h = 0 v para el caso en que B'Ab 2 0 me requiere
que:

(B 'b) + 6(B ab) = O
+ *
donde i indica la i-&4sima componente y- (BdAb)_ < 0, entonceas:
| 8

r‘:‘J(BﬂAb)i x - cs“‘b)i_

(B 'b).
& 5 -
(B™*4ab)
T
ez decir, basta tomar:
-1
- e . (B b)t -1
e = min — —r donde (B "Ab) <0
(B "Ab), h

o8




E
k
i
i

para asegurar Jque se gigue teniendo solucidén Sptima.

Caso bd Parra @ < O se caloula analogamente y =& obtiene que
tomando
. (8" b)), »
& el e u— donde (B "Ab) >0
(B~ "Ab) ' .
v

ge =igue tenlendo solucidn dptima. Por lo tanto &1 rango de

variacidn de & para asegurar que la solucidn siga siendo dpltima esm

» e e : , L
& X &< 8 ,

2.~ Cambios continuos {5 paramétricos) en el vector de costos C.
Supongase gue se desea hacer un cambio continuo en el vector

C. BEs ﬂ%eczir, un cambio de de la forma O + gAC con -—m < & { w

y cors A un vector de n componentes. El problema nuevo a

resalver sera de la forma:

Maximizar Z a (T + 8 AOX
Sujeto a <PNS
AX =Z b
X =0
Néteme gque al variar el vector C -} C + pPAC, tamblén varian
los elementos zj - o con j] € A, entonces el nueve valor de
‘ 3
- »
ZJ_ - cj qu& denotaremos por z. - o, estid dado por:
: ] J i
2" - ¥ mou + eac )B A - (e + &AQ) je A
C T - . ) con 1=
4 J B B J 3

+ c—'a(Aan"‘A" - Ac)

w B A - o
B J i

J

=z - o + &AC B AT - Ac) .-
J S B J i

o




Ris Toa1

la pregunta es & qué tanto puede variar 8 de tal forma que B siga

sa *

giendo la base dptima, es decir, = - cj =0 ¥ ja AT
J T
Gago 1. 8 > 0 :
Como z, - ¢ = 0 ¥ j € A, entonces lo uUnico que s=e

redquiere es: )

- e pueden dar dos casos:
Caso &a2. A(]BB_iﬁ“ - A, = O ¥ i = A entonces la base B =igue
J .

zsiendo dptima para cualquier valor de & 2z 0.

Camo b2, Si exigte alguna j en A tal que AGBB_‘AJ - Ao £ O

entonges =e requiere encontrar los valores de & tales que:

¢ B*A - o + 8(AC_BT'A’ - Ag) = 0
B b B 3

CAC B A - Ac) = - ¢ B*A - &
B J B

~ ¢ BAN - o
B }
g8 = ,
AG B AV - Ac.
B J
est decir, basta tomanp:
z -
" J J 5,3
= = mir T con AGBB AV - Ac £ 0
AC BTTAY - Ac !
B J
para amegurar Jue =& zsigue tendendo solucidén dptima. *I
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Camo 22, Para el caso g < 0 se oalcula anilogamente y =

obtiens que para: 5
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ek ‘} “] —a i
o = max - con AGBB . S ch > 0.

2 =igue teniendo zolucidn asptima. Por lo tanto el rangoe de
variacion de & para asegurar dque ge gigue teniendo =solucidén dptima

F=1=N
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CAPITULO 4

APLICACION DE LA PROGRAMACION LINEAL A LA INDUSTRIA

En este capitulo se mostrara una aplicacidén de 1a
programacién lineal para la optimizacién de la produccién de papel

carbdn en la empre=sa Productos Pelikan, 5.A.

Se empleza el capitulo presentando el procese de produccién y
el plapteamiento del problema. Seguidamente se da la formulacidn
del migmo el cual, como ge vera mas adelante, de.bido a sU gran
tamafioc ez modificado dando origen a un nuevo problema a resolver.

Por ualtimo =e muestran las soluciones del modelo nueve vy =e

hacen comentarios reaspecto a estas,



4.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En esta seccidén se mostrara una aplicacién de la programacion

lineal on la optimizacidén de la producaldn de papel qarbién haecha
. por PRODUCTOS PELIKAN, 5.4. Los tipos de papel carbon gue agul se

producen son de consumo nadional y  algunos de exportacidn.

- Papel carbién gque Productos Pelikan produce;
Papel carbdén 1010

Papel carbdn 1015

Papel carbdén interplastic 1022

Papel carbén interplastic 1027

Papel carbén plent—icopy 1200

Ny
Ultrafilm 1410

Ademas de los 'pfoductos de linea méncionados ant.eriormente,
‘la empresa surte pedidos especiales a instituciones tanto privadas
como  gubernamentales, como <l IMES., degtetner, Poder  Judicial,
etz. Los tipos =solicitados son <1 1010, 015, 1022, 1027 v 1200,
Los tipos de papel especiales son aguellos que Uevan impreso el
logotipo de la compafia solicitante.

La matsria prima utilizada para la fabricacidén del papel
carbdén es la siguiente:

ad l;"apel base negro

B> Papel base rojo

<)  Papel base azul

d$ Pelicula de pollester melinex

) Papel base americano



>~ Tinta € interplastic
g>».~ Tinta negra brillante

h>- Tinta azul brillante

i>- Tinta oro

3>~ Tinta plata

ko> - Tinta violeta

ID- Gera

m2- Papel glassine

nJy-~- darpetas

E! proceso comnleto de produccidn esta dividido en 8§ etapas:
1- Tehido

ad

Z2- Bellado

3.~ Entintado

4~ Devanado vy guillotinado

5.~ Confeccidn ¥y empaque

Para la fabricaciéon del papel carbén la empresa cuenta con la
giguiente maquinaria:

MAQUINA ENTINTADORA Y SELLADORA (ES> Es capaz de hacer el
tehido, =elladeo y entintado (& cualquiera de ellos por separado2
dee log siguientes tipos de paﬁel carbon: 1010, 41015, 10:?2, 1027 v
1200, v &1 tefiido vy zellado del _uit,raf'ilm 1410,

MAQUINA SELLADORA <S>, Hace el tefiido y =ellado de los 6
product.os de linea,

NOTA: El tehfido para pedidos especiales lo puede hacer cualguliera

de las dox maquinas anteriores.

103



MAQUINA SELLADORA ESPECIAL <(SE)». Se usa cuando hay pedidos

espedciales, va que es la gque aplica el sello (lmgot.ipd) de  1a
compafiia que solicit.a el papel carbon
ENTINTADORAS <(E> #2, #3 vy #4. La entintadora #2 aplica al
papel carbon interplaztic 1022 una capa de tinta azul brillante vy
otra de cera al dorso. Las otras dos contienen tinta negra
brillante vy cera la cual es aplicada a los papeles carbén @ 10106,
015, 1200 y 1027.

ENTINTADORA <E> #5. Esta maquina aplica tinta negra brillante
:‘y cera al papel ultrafilm 1410.
DEVANADORAS. Existen dos de estas maquinas, las cuales
disponefl el papel tefiido, sellado, entintado vy encerade en un
‘tambor, en capaé de 100, 50 & 25 vueltas, colocando un papel
intermedico o separader entre cada qapa, l;lasta colocar seis capas,
esto es con el objeto de facilitar el empague de papel carbsén.
GUILLOTINAS. Hay dos de éstas y su funcién es dar el tamafio
adecuado al papel carbdn, esto es, hacer los cortes a tamaiio
carta, oficio, extendido y tamafios especiales,
Devanado y guillotinado (DG). Se toma como una sola etapa de
proceso.
CONFECCION Y EMPAQUE (E). Este es el dltimo paso del proceso
de rabricacion del papel carbon, en &1l se toman conjuntos de 100,
25 vy 10 hojas las cuales son envueltas en papel glassine v
empacadas en carpetas.

En la figura 4.11. se mnuestta un esguema del proceso de



produccién de la planta ¥y en la figura 412 se lespeaif‘ican los
tipos de papel que pueden ser procesados en cada magquina.

Loz costoz, laz merma= v los desperdicios en las diferentes
atapss de produccidn dependen del tipo de papel vy de la maguina
procesadora. Se entenderd por merma vy desperdicio a las pérdidas
de papel obtenidas durante el proceso de produccién. Por ejemplo,
al principico del funcionamiento de cualquier maquina, se obtliene
cierta cantidad de papel que se desecha debido al calentamiento de
la misma d(mermal), ejemplc de desperdicio ez al haber rupturas en
al papel en alguna stapa del processo, entre otros.

Para la ampresa e muy importantes tenex cantidades
almacenfidas de cada tipo de papel en cada mes, aqui debe tomarse
en cuenta que la capacidad de almacenamiento es limitada. Ademas,
se cuenta con una cantidad inicial de almacenamiento Yy se Jdesea
t.ener cierta cantidad final Considerando también que en cada
Mmaquina existen limitaciones de capacidad - de produccién mensual.

Por otra parte se conoce la demanda esperada de producto para

todo el horizonte de planeacién. Por horizonte de planeacidn se
entiende un periodo determinado.

£l problama conmiste BN sncont.ran un rplan Sptimo de
produccion para un horizonte de planeacidn dado, que satistfaga la
demanda esperada, asi comoe las restricciones operativas v de

almacenamiento.

e




" ESelladora

Sgiladora
especial

PAPEL BASE

N
Entintadora
selladora
e
e
=4 ']

+

Figura 4.1.1.

Diagrama del proceso de produccién.
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4.2 FORMULACION DEL MODELO

En esta seccidén se formula un modelo de programacion lineal

que describe las relaciones existentes del problema  planteado

anteriormente.

La empresa =sugulridé que =se podian 2stablecer relaciones de

5 linealidad en el proceso de producidén de papel carbdén dada la

experiencia obtenida en esta Area.

E;f:;
En la Fig. 4.21. se muestra graficamente el modelo, esto es,
. los posibles caminos que se pueden seguir en el proceso de
.. produccién del papel carbén.
&
Entintado
: Sel lado ES
ES Devanadoe vy
i Tefiide Guillotinada IN
E2 pt pt-1
T=.' i E REA = ) (=
ES D4 mpaqgue Mot as
T
{ = E3 E A v
iy ’~_—‘
= DG2
- ' Ed '
= SE I
: B

ES

Figura 4.241.




Para facilitar notacidn tomaremos la siguiente relacidn:

Tipo de papel P
10, .. 1
1085 . . .. o 2
1022, .. 3
1027, . . e 3
12000 .. . . L o, 5
1410, Lo &
Sean

g = {1,2,..P} conjunto de f.ipos de papel.

iom {1,2, ,I} conjunto de magquinss teflidoras.

&
i= 14,2, ]F conjunto de maguinas selladoras.

K= {1,2, ,K} conjunto de maquinas entintadoras.

vo= {1,2,..,L} conjunto de maquinas devanadoras vy
guillotinas.

Lt o= {i,z,..._,’r;. numers  de periodos del horizonte de
plgneaaién.

Definimos las variablez coma sigue:

VARIABLES

Xp'”_ = Cantidad ;r{ mz de papel base tipo p gue entran a la maquina
i en el periodo t.
ptjt- Cantidad en mz de papel tipo 1:. tefildos en la magquina o qu.c-_-
pasan a la maquina j en el perxiodo L.

- . z . '
e Jdantidad en m de papel tipo p =elladoz en la magquina j gue
ik .
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pasan a la magquina k en el periocdo t.
= Cantidad en m° de papel tipos p entintadoz en la maguina k
que pasan a la devanadora y gulllotina L en el periodo t.
Cantidad en m® de papel tipo p devanados y gulllotinados en
la maquina | gque pasan a empadue en el periodo t.
- Uantidad de carpetas de papel tipo p empacadas en el

pericdo t.

. m Uantidad de carpetas de papel tipo p almacenadazs al final
P ,
del periodo v
IN L= Cantidad de carpetas de papel Lipo ¢ incumplidas en el
P .

pericdo t.
&
Ezta ultima variable, llamada " de incumplimiento, se define

por la giguiente razdn Supdngase gque en un periodo particular
ge tiene que la cantidad admacenada de papel tipe p, al final del

reriodo i-1, mMma=z la cantidad de este mizmo papel que se produce

en el periodo i, ea menor que la demanda pronosticada de este tipo

en ] periodo t, esto es

. I P
B e} pt-1 pt Pt

I
pt-1 I et

LADO




Lo cual no debe darze puesto que la empresa esta comprometida a

cubrir la demanda reguerida en cada unoe de los mesesm. FPara salvarn

el problema antericr, la empresa Productos Pelikan tendria | que

comprar a otra compafila dJdcompetenciad la cantidad

necegaria de

papel tipo p para cubrir la demanda. Ezx ésta cantidad comprada la

que llamamos incumplimiento.

En este caso P =46, I =2  J=3, K=5 L=2 T=12.

RESTRICCIONES

Se debe de tenser un BALANCE DE FPRCODUCTO, es
entra a cada madquina menos clerta cantidad de merma
debe de =zmer igual a lo gue =ale de la misma maquina.

I.- BALANCE DE PRODUCTO.

ar~ Merma vy desperdicic en el proce=soc de tehide.

8
X - KX XD az v YV g
9
- i g - - .
pot L}{ngcxpzt} ,22111‘21‘1 M
J:

B>~ Merma y desperdicic en el proceso de sellado.

v - kv ey T2

plit k'&pl /men) Eké,_ pikt Vet
v - kY (Y ) = Ez Y opt
P22t P2 E221 i pEki
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2 4

2
4 - kY 25 Y o= E = ¥V gt corn pES
_Zj}-_-ist pa ’?21 piat? L “rakt P P

1 L=

@~ Merma y desperdicio en proceso de entintado.

z
Z - kKZ 2 ) m z W Vot
pidt Pl piit N pilt
g 3 2
Ez_ - kZ %(ZZ,)-EW ees v Vo
2 L

j= 4 pjz2t pz IER! P2t L=4a paLt

g 3 z

z A - k2 ‘3'5(2 =z 3 o= E W ¥ pt con p@s

j j Lt

jE, PR P8 L, pist L, PS8 oS

a 3 2

Ezv - KZ %(zz‘)-ZW_ ¥ pi  con pEE

Ly iE 4t P4 iy pjat Ly palt e

2 a 2 J

N - 2 E ; ARY, - v

s zpdst kzp'—" C ZPJM) L Ve pre ¥ :

i=4 =4 L=4 .

d>.~ Merma vy desperdicio en el proceso de devanado vy

guillotinado.

5 5

E - kW %(z W y=U v opt
L Ey fricdt o WLy pkit it

L 5

T < - = (X E = [J V

A‘wp]-LEt. prz %( wpkzt} P2t Pt
k=4 k=4 ]

EL SABRR DF MIS HIIOS
HARA M GHANDEZA
) - . BI3Lp el
ey~ Merma y degperdicic en el proceso de empsaque. BEPARTAMENTO DE
MATCMATICAS
2

E U - kU %(2 U )= +E Y pt
W&, P P&, P Bt

4441




En la=

de lo= procesios.

L E + I

El coeficiente de E ,
carpetas de 100 hojas tamafic carta

eguaciones

ot ¥y = 83,

a metros

anteriores kX ,

28

el porcentaje de merma v desperdicio de papel tipo p en

+ IN =1 + ¥V
pt ot Pt ot £t
II.- CAPACIDAD DE PRODUCCION
Existen limitaciones de capacidad de

magquina en cada periodo (CAPRGt}, de agul dque:

& o
Yix +¥ + Z 1 = CAPRO <(ES€>
Li pit it pidt v
p:
o
Yix + ] = CAFRO =) v
5({ g2t 224 t
p_
2 ~
z Y % CAPRO (SE> v
iz p=d P8
a =
E Y 2 ¥ CAPRO CEZ) Ve
€1 pEs P
3 4
E ,, ¥ CAPRO  <E3) v o
j=4 p=4 £
3 o
E E Z_ ., % CAPRO  (E4> Vo
i€ pEs P
2 5
> Z__ % CAFRO  CES) VoL
i¥1 gFs FF

kY

=e¢ usa para la conversion de

cuadrados.

.. eta.,

representan
pij

cada uno

producaidn

t



[+ o
Y VY = CAPRO <DG15 AN
4’; z‘_i._ pkit t
. k=4 p=4
5 Pt
Y Yw = CAPRO <DE2> v ot
L pk2t L
k=t p=4
2 f=
E Z’ U = CAPRO E Vo4
elt t
1512 p=1i

I~ CAFACIDAD DE ALMACENAMIENTO,
No se debe exceder la capacidad disponible para

almaceé-ﬁrxamient.c CCAPALMD.
&
2 I = GAPALM v
et t
p=4

IVv- INVENTARIO DE SEGURIDAD.

La smpresa desea tener un inventaric de =@eguridad, el cual

debe de =atisfacer.

4
[,
+

< YV p,t
PR st PREY ] Ptz By

donde ¥ ) reprezsenta la demanda esperada del productc p en el
P

pericdo .

FUNCION OBJETIVO

Se desea minimizar el costo total de producclén durante 12

megaes, aezto es:

iz



qimi Z > 4 4 + 4 + +
Minimizar Z z Lipt(}‘-pit + XpZt,) Z z Gzptos piat Ypif—.\t)
@

t
+ T 4 i i -+ N AY & + + 3o+
2 gpt e pRRL past Lo L Tapy T pant pistL
t P t P
+ C { + + = 3+ AN (_j + 27 -+ 3
Sptt p2ot past L oottt pazt past padt
L) F
+3¥Ye + W)+ z Y ¢ + y +
{:‘ L Teptt T piadt plzt { é spt”  p2dt P22t
£ ?

o (W +w Y+35Ye¢ v +¥% z ¢ U+
i1,pt " PS4 pB2t L Tizpt pit é 13,pt p2t

= £ 2

4]

o
T

4

¢ B+ E ¢ 1 +«+ %Y VYa IN .
14,00 pL 45,0t pt {, é. 16.pt pt
3

+
ey |
o

Cdomo ge puede apreciar este problema resulta ser demasiado

grande, ya dJque contiens 8588 variableg y 1032 restricciones vy
—m——

dado que por el momento no =2e disponia de una comput.adora ‘con
capaqidad suriciente para resolver este problema. Se considerd
c:c:nvéjffiente pensar en un modelo global en el que no intervenga el
proceéé de cada una de las maquinas y el cual permitiera decidir
que cantidad de cada tipo de papel se debe de producir y tener en
inventario en cada une de los me=sez de tal Torma que =e minimicen
los costos totalem durante un afio. |

La formulacidn de este modele viene a ger la udltima parte dél
modelo anterior con la diferencia de que la wvariable empaque (ED

ahora le llamaremos variable de produccidn (P

5 Y- )




FORMULACION DEL NUEVO MODELO

En la fig. 332 =e muestra el diagrama del nueve modelo

P IN F iN P IN P
et pt+d pt+d gt +2 pLt+2 pL+d4 pt+rii
Jv \H l \H l \w J’
1 —
’ Ipt pt+d Ipt-rz Ipt+ii) Ipl-ri
v v v
Pt Ft+d pt+2 pt+id

Figuras3.g8.2.

Sean
p = 1,2,..6
t = 1,2,..,12,

Definimos las variables como sigue:

Ppl = Cantidad de carpetas de papel tipo » producidaz en =]
periodo t.

I = Cantidad de carpetas de papel tipo p almacenadas al final
del periodo t. |

IN = (Cantidad de carpetas de papel tipo p en incumplimiento en

el periodo t.

RESTRICCIONES

I- BALANGE DE PRODUCTO. La cantidad de carpetas de papel tipo p

que =e producen en el periodo t mas la cantidad de carpetas en
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FORMULACION DEL NUEVO MODELO

En la fig. 4.2.2. se muestra el diagrama del nuevo modelo

P IN F IN F IN
et pt+4a pt+1 pt+2 pi+2 pt+11 pt+14
I Ipt lI}:‘-l.+1. -Ipt-v-z Ipt+10 pt+1
——m e smlp ——— ’-———-—9 ¥ .. . - ———
Vv v - v
pt pt+1 pt+2 pl+~1it

Figura 4.2.2.

Sean ©
p = 1,2,...,6
t o= 1,2,..,12
Pefinimos las variables como sigue:
Ppt = Cantidad de carpetas de papel tipo s producidas en el
periodo .
IPt = Cantidad de carpetas de papel tipo p almacenadas al final
del pericdo t.
INPL = Cantidad de carpetas de papel tipo p en incumplimiento en
el periodo . -
RESTRICCIONES
I- BALANCE DE PRODUCGTO. La cantidad de carpetas de papel tipo p
t mas la cantidad de carpetas en

que se producen en el periodo




inventario al final del pericdo t-+ maz la cantidad de carpetas en
incumplimiento e&n el periodo ¢ debe de ser igual a la cantidad de
carpetas vendidas en el periodo t mas la cantidad de carpetas que

quedaran en almacenamiento al final del peiodo

P+ + +
P]:.-t Ipt—i INPt# th Ipt. ¥ p,t

1I. CAPACIDAD DE ALMACENAMIENTO. No Se debe de exceder la

capacidad de almacenamiento de cada periodo.

I = CAF’ALML Yot

&
III. INVENTARIO DE SEUURIDAD. Se debe de tener un inventaric de
gegurddad para cada uno de los mese=s los cuales =se rigen por la

inecuascidn.

Il,'.

=1 =V + V ¥V opt
pl+i pt PLed FL+2 F

IV, CAPACIDAD DE FPRODUCGCION. Exigte lmitacién -de capacidad de

produccidn para cada periodo.

o

z P = CAPPRO Vot
Pt L

p='e

FUNCION OB JETIVO

demea maximizar las ganancias totales durante 12 meses,

414
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Madmiza: N{ PV %V - CP x P - CI % I - CIN % IN, ]
L et P Bt Pt pt pt pt
t=d4 p=d
Donde:
PVPt Representa el precio de venta del producto p en el
periodo t,
CF . Representa el cozto de produccién del producto p en
P
el periodo .
L4 . Reprezenta el cogto de inventario del producto p an
P

b

el periodo t.

{IINPL Representa el coato por incumplimiento del producto p
en el periodo .



4.3 SOLUCIONES DEL MODELO

En esta seccidn se muestran les datos de entrada del modelo y

los resul tados obtenldos del misma al hacer dos corridas, a las

que llamamos Alternativa Iy Alternmativa II. Ademas se hacen

comentarios respecto a las scluclones, Las graficas de estas se

obhtuvieran con un pagquete de Leotus 183 en donde  thounsands

significa miles de unidades.

En =1 modelo anterior se consideraron dos alternativas. La'

N

alternativa I conzidera todas las restriceciones del modelo ¥y la

alterpativa II considera todas las restricciones del modelo

exceplo laz del invetario de seguridad. Esto es con el fin de ver

=i hay diferencias significativaz en lags utilidades.

En las sigulentes tablas se nmuestran los datos de entrada al
modelo, esto ez, costog de produccidn, cozstos de inventario,
cogtos por incumplimlento, precios de venta, demanda, capaclidad de
produceidn—y capacidad de almacenamiento. |

Las primeras cuatro fueron obtenidas en él departameﬁto de
contabilidad ¥ las tres restantes del departamento de logistica.

Las corridas del modela se hicieron con un  paquete de

programacidn lineal en una microcomput adora.



TIFOD DE FAFEL

FERIODD 10010 iola loz2a 1027 1200 1410

ENERD Z2&0D S04 F4TE SHé&4 7803 15457
FEERERD H42T o204 7a0d 5947 193 162297
MERTA THWE mol7 8193 & B&HOE 17041
ABRRTL X774 7RI 8&G4 &057 FOTZ 17893
MY O IREZ SOEE FOTO &EE4 484 18788
JUNTO 416k &EEY F43b TR2E PEEG 19747
JULIOD {ELY 6706 9461 7590 10454 20713
ABROSTO 4580 7041 10459 7ETQ 10979 21749
BEPT. 4817 TIRE roegez S68 11528 228374
DCTURRE 5058 FILHE 113731 |2787 12104 23978
NOV T EMERE S g1l 12107 RR26 12710 25177
DICIEMERE SET? BEaY LR7 LA F&HBT 13345 26454

TapLA @, 3.1, COSTOS DE FRODUCCION (%)

TIFO DE FPAFEL

!

FERIODO 1010 1018 122 1027 1200

=
£
=

~
L

ENERD 102 =13 z54 203 282 S35
FEBRERD 102 215 254 203 282 533
MARZO 162 215 254 203 282 537
ABRIL 102 213 254 203 282 553
MAYD 102 215 2H4 203 o 533
JUNTO 107 224 2646 213 297 Heo
JuL 1 107 DiH 2k 213 297 560
ABOSTO 1132 EE7 280 223 2 5848
SEFT. 112 2% 280 225 X1a sBa
OCTURRE 118 249 274 235 32 &18
WOV ITEMBRE iig 249 274 235 R 618
DICIEMERE L2 270 TEA 289 3481 TS
ENERD 1EO 275 Faz 25 61 715

TABLA 4,202, COSTOS POR INVENTARIO ().




TIFQ DE FAFEL

FERIDODO 101G 1G1LE 1022 1027 1200 141G

EERG A0C00 AQCQ0 A000 JOO00 0000 AQCC0
FERBERERD 44006 44000 44G00 A44.000 Qa000 44000
MAaRTo 440010, 44000 4O 44000 34000 44000
ARRTL. AHLG0 44000 44000 4000 44000 44000
My O AEE00 ABZ00 ABEOGD AE200 A4BE0O0 485200
JUNTO AE400 AP400 48400 48400 48400 45400

JutIn SE240 DEEAO HEZ40 SEZ40 SR240 3240

AGOSTO 5EN64 58564 LRS564 SEE5e4 50544 58544
SEFT. HAL420 &A4AE0 AHA4T0 &AL E0 &H4420 &HA4420
OCTUERE FoR&E TORER 7oRLE 70868 - 7086E 708462
MO TEFERE 77948 77948 77948 7748 77748 779483
DICIEMERE BE7az - au74z2 5742 8x742 gn74z 8a742

doid £ e

A
TRELA 4,73.3. COBTOS FOR INCUMPLIMIENTO (%) .

TIFD DE PAFEL

PERIODO 1010 1013 1022 1027 1200 1410

ENERO 20910 2ERT7I 34994 25918 RQZIT TIF8S
FEBRERO 28912 202589 SELLY 2e512 IE264 255484
MARZO ZREOV 20248 JHA50 28309 JI1E8 CER5E4

i vk ure
ARRIL 28812 2B26Y S654AT IIR&4 | 3584
HMAaYD = 27795 AFGDE 63545 47547
JURTIO EFTIS ER&LS] THEA2 A4EE44
JUL IO EOETE 43580 40179 47898

AEESTO mR74R IDHIZ 48127 44274 S24HB86
SEFPT. 41740 BEF9T SERI3E A 1740 48848 B354

OCTUBRE G4EFEE 4iEFS Y A ] 45522 SRE0E HETEE
NOYV T EMERL ALHG 75 AATES &HEEPY A&HFET oBEeka FOL1E7
DI TEMERE ki el 4241 TLERT SSEHI &47E7 - 77137

TABLA 4.3.4.  FRECIOS DE YENTA (%),




TIFD DE PAFEL

=l S

FERTOIDO Ll 1013 LR 1027 1200 1410 TOT R

ENERG o 4EB20 104310 4156 21190 BI&  17ETIE
FEERERD ' o 45180 10R84% 40&E ROBTE g44 175824
L0BG ROTER B4R 187680
QERTL. O IEA4S ¥ 4788 164837 ehE&  LHOSED
MAY D ¥ 4TREC 7658 SH 12 20004 808 166444
JUNIE @ 40956 71380 Shinly 18578 766 157540
JULIO ¢ 8E9E6 139466 10475 T1446 1044  RASETO
ABDSTO 0 4RZBE 140608 g3&s - EBBO4 1164 241250
SEFTIEMER : L1750 1ITB7E BI2R 28450 11856 239994
OCTUERE o HEEIR 144070 3574 29518 1192 Z47172
NOWTEN = 2RIEIR LIRS 455685 1856  IBIONS
PICIEME Sabds  LEBLAC Tous 26192 1OES 219644
ENERC e 4EL08  109SI2 6462 22248 896 187236
TOTAL 0 711054 1627058 97544  3IT1186 13154 27800738

MARZT ¥ ATI0E 1i

THBLAs 4035005, DEMANMDN DE PAFEL CARBON fVENTﬁS);

TiFD DE PAFEL

FERIDGO Lesia 1G1E 10Es LOZ7 1200 1410

INVERNTARTIO -3 4 300 1046000 ST 22000 1000
INICTAL

bt
h
A3
(a3
Lid

2751E 1110

INVERTARIO 0 A
FIrmL

TARELA 4,75 b, TRVERMTARID INICIAL ¥ FIMAL DE PAFEL CARBOM.

CafralInal MENBUAL DE PRODUCTION GO0G00 TARPETAD

CEPATIDAD DE ALMACEMAMIENTO FERBO0 CAHRFETAG




Se muestran a doentinuacién leas soluciones dades de acada una

de las alternativas.

ALTERNATIVA 1

MAY JUN J pIC TATAL

0 0 ] ] ] ] 1] 0 0 ] 0 f 1]
ani28  35RZ4 433R0 4G 2906 €22%%  £I4B0 EZRRR 99182 Seede 4BI0E 1II70 &7R4E
56 77957 UATER TGN 179466 140628 143313 140628 270623 128140 109322 250 1546084

i

1292 4722 5330 3500 10478 8366 il BXE 13324 7608 b462 (526 337
41174 16342 20006 10938 0 &N 29364 23804 45HGR ZE192 Z204B 3794 314460

1548 hE6 gie 6L 144 184 - 1104 1164 1256 1058 89 214 12368
WITRO 150572 1664R2 157540 710924 ITITME MER7R 241250 3058 2i%e44 187236 43390 2642443

TOTAL

x

( ( f
BO9S2 78904 R4P1E 10IR9Z 125224 129768 125768 163000 155328 (04704 SWA7E 1344092
20743 189510 187932 ZU0846  ZROO94  28094e IRDW4E 36633 I0(9ER 237662 1Md4E HTVIEZ
10356 10600 11312 15973 18344 163% 1689 21893 20932 (4070 7983 13406

27424 36488 38944 1BRAR wUID SR16R  SO16R 7S38e TRl 48440 Z7A0r G9GT62
114 1474 1574 EL 2203 2348 2348 2048 2914 1954 0 24994
6976 323984 A7I464 AD662R 830230 4E300 230676 SZ2ETTE

.37 INVENTARIO DE PAPEL CARBON

:q«33 INCUMFLEIMIENTO DE PAPEL CARBON

TA TOTAL F44, 604670, U534
TOTAL DE PRODUCCTON  $11,762° 000,000
JOTAL DE INVENTARIO ¢  243'000,000

192



ALTERNATIVA 1
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ALTERMATIVA Z
PROBUCCION DE PAFEL CARBON

i ENE  FEB MR ABR MY JUN QUL A0 SEP T NV DT TOTAL

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ;

115 D 45000 45308 35644 84216 0 6193 62288 61950 2165% 60528 0 676466

Y 387476 320850 261292 65150 0 0 1719% 17059 160764 0 0 b 1546064

w7 1% 6068 6085 13250 2850 0 10478 83%6 17240 28576 0 0 93070

100 0 20082 20952 36488 0 236918 0 0 9 0 0 0 314440

e 12368 0 0 0 0 0. 0 0 0 9 0 0 1238

it 40000 400000 313638 150532 87066 236918 245370 241250 239954 2472 60528 0 264426

LA 4.2.4. PRODUCCION DE PAPEL CARBON

pL DIC  EE FIB MAR  ABR MY JN JUL M0 SEP . T KV DIC TOTal

10 0 0 o& 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ) 0

15 46000 180 0 0 0 40956 0 0 9 0 154778 116124 59478 417516

2 106000 369166 615174 761980 7MI78 637620 546240 57B730 60869 629586 4GSS6 260688 134548 6490124

7 6000 0 0 0 2 5500 0 0 0 8918 28920 15506 7988 81384

0 22000 810 0 0 20006 0 217980 186534 157730 129080 9962 53694 27502 914896

10 1000 12512 11663 10820 10154 9346 8560 753 6372 526 4024 2168 1110 90506

WL 181000 402668 626862 772800 772800 69322 772800 772800 772800 772800 772800 450270 230626 7994428

B4 4.2 5. INVENTARIO DE PAPEL CARBON

1L N A0 S OCT MYy DIC  ENE  FEB  MAR AR MAY. UM TOTAL

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D 0 0 0

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 07y 0 0

7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 g 0 0 0 i 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i
i 0 0 0 0 o ¢ 0 0 0 0 0 g 6 ;

ANCTA TOTAL $44,970'967 534
T0 TGTAL DE PRODUCCION  $10,990'000,000
70 TOTAL DE INVENTARIO  $1,092,000,000
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DESARROLLC DE UN PROYECTO PARA UNA GRANJA LECHERA

RESHMEN. El objetivo de éste estudio fue el de conétruir un
modela de operacién de una extensa granja lechera para la cual
puede ser desarrollads y  analizada una politica dptima de
operacién en el tiempo. Fue un problema tipico de expansién de un

pequefic negocio en uno de tamatic mediano, en el  cual lia

contabilidad y  la aritmética ya no fueron adecuadas para el
control vy la optimizacion El  propietarice de la granja lechera

contratd un consultor privadeo para ayudar al plan de exXpansidn de

operacion.
Py

La programacién lineal por etapas temporales proporciond un
plan operativo de crecimiento de largo alcance, en el cual =e
integzrd un adecuado balance ciel cultivo y compras de cosechazs con
un  rebafo de ganado (vacunol? cuyo crecimient.o' ex una funcidn
exponencial. Loz resultados indican que la preoductividad puede ser
triplicada y la utilidad incrementada 10 veces.

Actualmente, el modelo e=std giendo utilizado en una granja
lechera en £l wvalle de Ohio para determinar el nimero de acre= a
plantar cada alo de cada cozecha, la cantidad de granos y heno
para comprar cada aho, la dispo=zicién de ganado recién nacido, asu
como  mantener una mezcla éptima de  ganaderia, Jjunto con  la
proyeccidn de tazazx de crecimiento y utilidades para afios futuros.

Al adminiztrador de la granja particularmente le gusté usar el

modelo de programacion lineal porque asegura una clara evaluacion



de nuevas ideas. El encontrd que la imaginacién de los empleados
=e inspiraba mas para hacer innovaciones, cuando hay un recurso
para evaluarlas a la luz de la operacién total |

I— INTRODUCCION

La granja lechera especiflica para la cual éste estudico Tue
reallzado, =e localilza en el wvalle de Ohico. Tuvo, en ese tLiempo,
un rebalioc de 1000 cabezas de ganado vacuno, lo cual la hizo una de
lag granjas lecheraz mas grandes en el area.

Durante £l afic antericr, 21 propietario de la granja encontra
problemas que &1 noe pudo remolver a =u satisfaccién através del
uso ﬂ1:ie- meétodos tradicicohales, basadoss aen contabllidad v
aritmética, los cuales hakian :r-esult,adq satisfactorlios en el
pasadao. Uomo el propiletaric lo vid su problema incluia:

1~ Un excezo de tres afiozs de algunoz alimentos cultivadozm en

la granja, en tanto gque otrog almentos que fueron
comprados padrian er cultivados con una inversion
adicional de capital.

2.- Deciziones =obre con=truccidén de nuevos egtablos=s, vy otros

renglones dque redquieren dezmembolsoz de capital, habian

2ido retrasados por las incertidumbres respecto a la tasa
vy dreccion de crecimiento v capacidad.

3.-  Algunas alternativas estaban dizponibles. tales como
rentar la tierra, mantener novillos de cria para la carne
de res vy construlr facllidades de almacenamiento.

Para =eleccionar un cur=so de acclidén apropiado, a 1in de



remediar lo antes dicho y otros problemas, el duefic puede ejercer
control =obre dog recursos bagicos pero | interactuantes,
concretamente la tlerra exigstente usadas exclusivamente para
cultivar wvarios allmentos para el ganado wvacuno vy el ganado
vacuno., El tamabo del rebafic de wvacaz cambia s=sobre el tiempo
debido a las tasas de nacimiento y morialidad las cuales =son un
Tactor integral e inevitable en la operacién de una granja
lechers,

Para propd=sitos almenticios, el ganado sge dividid en cuatro
grupos, el ganado del grupo 1 ez el mas  joven <(0-3 meges);

mientrazs Jque
completamente y productoraz de leche.

el ganado del grupo 4 es de vacas desarrolladas
‘ Cada grupo ez  alimentado
variando lag proporciones de gyrano de maié, engilaje, henco vy heno
viejo. De e=zas cozechas las unicas que el duefio queria considerar
para comprar eran granos de malz v heno. DPe las otras cogechas
deberian producirse bastantes para producir los requisitos de
alimentacién de todo el rebalo aunque era posible almédanar

clertaz cantidades de todas las cosechaz, excepto granos de maiz

de afio en atio.

A fin de contrelar el tamafic del rebafo fue posible vender
una porcidén de las vaquilias y toros jovenes en varios puntos de
=u desarrolle, Tiplcamente, los terneros recién nacidos podrian
=ser vendidozs asi como algunas vagquillas  del grupe 3, mientras
todoslos toros eran despachados antex o durante el tiempo qﬁe

estaban en el grupo 3. La venta de las vacas bien desarrolladas no



fue considerada como una alterativa dadoe gue habia virtualmente
una demanda ilimitada de leche y por tanto los reditos anuales de
leche hacen su venta no provechosa.

El propietario de la granja lechera deseaba tftener sus
pregunta=s resueltas para poder expander el rebaﬁd ganadero actual
haciendo al mizsmo tiempo uso de los recursos de la cosecha vy
utilizando una minima cantidad de nuevo capital. Fue el objetivo
de éste estudio construir un modelo de la combinaciéon de de las
operaciones de Jla granja y el ganado que produjera nameros
egpecificos de ganado wvacuno para mantenerloz un  tiempo Optimo
para la wventa, wuna politica para determinar que cosechas =se

& .
plantarian en las acres digponibles .y pautas para decidir cultivar |
& comprar adicionalmente un modele dque intég‘re un creciente rebaﬁo‘
ganadero con el uso de tierra de <osecha que perrhit.iria a la
administracién de la granja investigar alternativas para enfrentar

tales elecciones como la utillizacion del espacic de almacenamiento

y la renta de tierras adicionales,

IT- EL MODELO, FORMULACION,

Con el fin de desarrollax» un modelo, fue muy util visualizar
la granja lechera como se muestra en la figura 2, la progresidn
del ganado vacuno atraveées de los primeros dos grupos requieren un
afio, mientras la progresidn de]l grupe 3 hacia el grupo 4, grupo
productor de leche, toma un afio mas. En cada etapa de tiempo, ld

granja debe cultivar vy comprar aulicientes cosechas pasra cumplin



los regquerimientos de alimentacidn al rebafio entero.

Demarrollaremeos ahora un donjunto de relaciones gque describen el

mector ganado: el sector cosecha es modeéelado después e incluye la

interaccidén con el sector ganado.

EL SUEBSISTEMA GANADO
Cuando fijamos la atencién sobre la progresién de ganado
Vacuno através del tiempo, las relacionez del namero de vadcas

productoras de leche {(ganado del grupo 4> al ganado de otros

grupos depende del nimero vy tipo de ganado conservade y vendido

durante cada periodo. En particular, las relaclones pueden ser

representadas como en la figura 1.

!« afio t » 1 afio t+1-—» e« afo t+2—
[] i ]
i v - i
. 5 QJ{ﬁ . ' ‘J'g’/n H
] | ] - 3
i /“ + LN i0 I .
L GRUPD 1 v, GrRUPD 2 Y GRUPD 3 SRUPD 4 }—--12
——-3--—!- fmerree——r — ; ‘
v 44
\6 \ I
Inl w

Figura 1. reprezentacidn gratica del =subzistema ganado.

Donde lam variables estan definidas como =igue.

Y1 - El numero de vagquillas nacidaz del grupo 1.
1 RAZFR OE MIS HiJOS
Y -  El mumero de toros nacidos del grupo 1. HaRA M, GANOEZA
* 2/, 10TLCA
Y ~ El ntmero de vagquillas vendidas en nacimiento. DEPAR £HHTO DE
2 " ' MATEATICAS

Y - El mamero de vaquillas no vendidas 2n nacimiento.




SR g

Y - El numero de taoros no vendidoz en nacimiento.

5
ch -~ El nimero de toros vendidos ennacimiento.

Y? - El numero de vaquillas del prupo 2

Ys -  El nimero de toros del grupo 2.

Y,—,, - El numero de v:aquiilas vendidas del grupo 3.
Ym -  El nimera de vagquillas no vendidas del grupeo 3.
Yn - El numero de toros del grupo 3.

Y - El tamafioc del rebafio del ganado del grupo 4 des decir, el

tamafio de la produccién de lechebd.
Las relaciones entre éstas variables como se conseptualizan
en la figura 1, son dependientes del periodo particular de tiempo,
t, balo conmideracién, durante cada periodo de tlempo d(afiod, cada
vaca productora de leche (ganado del gl‘upﬂ‘ 4> tiene un becerro y
apraximadément.e la mitad de todos los becerros seran toros v la

otra mitad wvagquillas, Conzecuentemente, las sigulentes relaclones

son verdaderas para cada periodo t (1 periodo = 1 aliod:

Y +Y =05Y <13
12,1,

Y + Y = 05 Y 2>
=t =R 12t
Las crias no =eran vendidas mientras estén en edad del grupo

2. También, debe recordarse que la progre=idn del grupe 1 al grupo

2 ezm hecha en gl miamo aio. Por lo tanto, para cada t, tenemos las

Ziguientes ecuaciones:

Y =Y €35
7t 4.t
Y = Y (4%



MATZ GRUF O 1
2
CO-3 meseaesd
vantas al
: nhadcer
cosechas d
l _
drRUF O Z
ENSILA JE P,
C3~-12 memes2
GRUF O 3
HENO

C12~24 meges )

R ML

GRUPO 4
HENO VIEJO

7 {24 + meses)

agmtandentok/,//’/7%acimientos

Figura 2. Representaclén conceptual de la granja lechera.




El ganado del grupo 2 se convertira en ganado del grupo 3 en

el préximoe periodo. Puesto gue todos los toros de esta edad

daeberan venderse, para cada ttenemos las migulentes igualdades:

+ Y m Y <85
10 ,t+d =AY ] FR A

= Y ' €]
ii, t+4 B8,t

Finalmente el ganado del grupo 4, sufre aproximadamente una

taza de mortalidad del 30% cada aho, pero al mismo tlempo, la

poblacién del grupo 4 ez asumentada por la infusidn de vaguillas .

del £TUupo 3 del periodo anterior que =1 conseTrvVaron.
Consecuentemente,
@1
= Y + 07 Y <>
12,444 10, iZ,t

Las ecuaciones de la >y a la 72, involucran todas las

relaciones necesarias para describir el subsistema ganado de la

granja con La excepcion de algunas condiciones iniciale=

indicando ¢l nimero de ganade que exizte actualmente dentro de

cada grupo, Ahora describiremos el subszistema cosecha juntamente

con laz interacciones cosecha-ganado.

ElL. SUSBSISTEMA COSECHA
Una gran parte del subsistema cozecha puede ser representado
adecuadamente por una serie de ecuaciones, cada una de las cuales
lguwala la cantidad de un clerto cultivo de la cosecha durante un

periodo particular mas la cantidad disponible en  almacgén, a la

cantidad que debera consumirse en ese periocdeo mas la cantidad que



permanecera  on  almacén para usarse en perlodoz subzecuentes.

Ezquematicamente éste balance de materia se exhibe en la figura 3.
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Figura 3. Ezgquema de ecuaciones de balance de materia para el

. subsistema coszecha.

Ademés de lag ecuaciones de balance de materia, es también
necesario incorporar las relaciones qué dezcriben las 11mit.ac:iones
gque existen de la cantidad de "cada cosecha  que puede sar
almacenada debido a la capacidad del silo o granero.

Sean las wvariables, bajo el <ontrol del dueBlo, definidas como

slgue:

Xit - El namero de acres dedicédas para producir ensilage en el
afio t.

XZ'L - El ndmerc de acres dedicadas para producir maiz en el afio
t.

Xﬂ,t. = El nunero de acres dedicadas para producir heno wviejo en
el afic t

}{4,1 2  El nimero de acres dedicadas para producir heno en el afo

t.



X = El nitmero de bushels de maiz compradas en el aho t.

X = El numero de pacas de heno compradas en el afio t.

=z = El nameras de toneladas de enzilage en almacenamiento al
final del afio t.

Z = El nimero de toneladas de heno viejo en almacenamiento al

Trinal del afio 1.

ZBL = El numero de toneladazm de heno en almacenamiento al final
del abico t.

W, . = El total del consumo de cultive i en el afioc t por todos

LT

lo= grupo de ganado.
Lo= ‘Wt . (i B 1,2,3,4) Son variables las cuales
relacionan las variables del subsistema ganado a las

variables del subsistema cozmecha.

Entonces, la ecuacidn dque describe el balance de matria para

ensilage estda dado por

Z + 20X -~ W - 2Z = 0 <8
1t it 1L 1,t+d

donde

W om 245(Y +Y ) + 49(Y +Y +Y ) + 56 Y P
R X ot 40,4 14,t 12,4

i,

El coeficiente de xa..t’ 20, indica que cada ascre produce 20
toneladas de ensilage, la cantidad 'w‘ilt repre=zenta el consumo
anual de ensilage por los  diversos grupos de ganado ¥ lo=
coeticlentes en (9 representan el conzumo por ganado de ensilage
en toneladas por cads grupo del rebabhio. (El ganado del grupo 1 no
consume ensilagel.

El limite de almacenamiento para el enzmilage es igual a l=a



capacidad del silo, la cual es de 18,000 toneladas.
A=t

Z, < 18,000 <105

’

Similarmente, podemos definir las restricciones de las otras
cosechas como =e¢ muestra abajo.
Para maiz:

X + 130 X - W = 0 i)

+ + 1Y + Y +
w = 4(Y4,t YS,L) 1{01'7,'. YB,L)

it €125
48(¥Y + ¥ + Y 3+ 932Y
gt i0,L 11,87 12,4
150 th = 38,600 <13
para heno viejo:
Z +12X - W - Z =0 | 14>
2,t g,t 3,1 2,4+4
W = Y 15>
a,t 12,t
Z = 2,400 183
2, .
. para heno:
Z + 100 X + X - W - Z = 0 (& Vi
3,t <4, t ot +,t 5. tvd
= + + 1s : }
W%t = :)(Y-M Ys,t} 1 Y_B,t {185
Z = 12,000 195
3

Ademaz de las relaciones anteriores, clertas condiciones de
operaciéon debieron ser s=satisfechas, En particular, fue necesario
para la granja cultivar c:ont.ihuamente en  todos lo= B30 acres
di=sponibles para el cultivo, dado gue cualquier tierra para

cultivar ne usada durante un afio se convierte en  ingervibkble para



cultivar por un cierto tiempo después de e=zo. Como una alternativa
para extender la capacidad de cultivo, el duefic pude decidir
rentar hasta 160 acres en cualquier instante en el tiempo. Por lo
tanto =4 capacidad disponible, incluyendo 1a regtriccidn de

su uso continuo por 530 acres, puede ser expresada poiv

X + X + X + X + V = 490 202
.t 2,t G, £t t

Vt = 1460 210
donde Vt representa el numero de acres no rentadas en el periodo
t.. {(Note que cuando todoz los 1560 acres =on rentados, Vt m O,
mientras que =i ninguno =& renta Vt = 180). Finalmente, gcomo una
candic:ﬁ;:vn operacional, el rpopletario desea dedicar por lo menos
80 acres para el cultive de alfalfa (ambos, heno y heno viejo son

cosechas de alfalfa). Esta condicidén nos da ¢

Xs,t -!-}(."L = 80 {225
LA MEDIDA DE EFEUTIVIDAD
Una asignacion especifica de valores para las variables
definidas en lo= Subsia't.emas ganado v cozecha, los cuales
satisfacen de las relaciones <1> hasta la (22> asi como las
necesarias  condiciones iniciales y requisitos de no negatividad,
constituyen una  politica de operacidon  factible para la granja
lechexra. Ya que e muy probable que existan mas de un
conjunta de valores para las variables de decision que satisfagén

todas lags relaciones derivadas hasta aqui,es necezario dezmarrollar



R o et

ey

un criteriao, o medida de efectividad, donde por la relativa

"hondad” de una politica de operacidén factible con respecto a
otras pueda ser establecida.

Después de una reflexidn cuidadosa, el duefic de la granja
lechera plantedé, gque un criterico aceptable para elegir una
politica wviable de operacidn para la granja seria las ganancias
resultantes, las cuales &1 deseaba masximizar. Para propé=sito del

estudio, fue apropiado definir ganancias como la diferencia entre

la =uma de ingresos y la suma de todos los costos asociados con
las wvariables de degicién. La cantldad de ingrezos o costos
agocigdcs con cada variable de desicién =e exhiben en la tabla 1.
Estas:g valores fueron obtenidos de Libro mayor general, en el
cual se enlistan todozs logs gastos de la gr‘an ja v redactan sobre la
experiencia y conocimiento practice del propistario y empleados.
Los castog al almacenamiento de cozechas, son derivados=s
conziderando el costo decultivar un acre de la cosecha,dividiendo.
el cosmto por el tonelaje o pacas producidas  por acres, b4
multiplicando este comto por la taza de interés que hublera sido
aplicada =i este dinero hubiera zido depcsipado en wun banco. Por
lo tanto este costo simplemente representa saldos inevitables de
la invergsion por utilizaciéon del dinero para cultivar la tierra en
vez de depositarls en un banco. La utilidad por ahfio t, Rt,est.a
entonces dada por la sSuma de low productos de las

variables tiempc por sus correspondientes costos o ingresos

apropiados; esto es,



+ 662 Y
. 12,

R = 35(Y +Y )+ 500 Y + 2583 Y
9,t a,t [= % 11,t

- e L - iy B - s
54.9CY Y, ) 288CY, +Y O 18.% Yo
- 8rz X - 97z X - 674 X - 684 X
i,t 2,t . g, <+,t
- 15 X - 225 X - 03¢ Z - 030 2
5.t ot 2,1 i,t
- 0.047Z
9,
EL MODELO

Las relaciones (1) a la (23> comprenden una representacién de
la granja lechera para un periodo particular t. Sin embargo, estam
relaciones tienen que =ser =atisfechas para todos los afos en que
la granja lechera esté en opetracidn. Asi mismo el criterio para ei

7 :
cu,al# el propietario dJdesea operar la granja lechera no fue la
maximizacién de utilidades durante un soia t =ino la maximizacidén
de utilidades de las utilidades totales =sobre la vida de la
granja. Por conveniencia y a fin de que el problema no llegue a
ser demasiado grande, =e decidid representar la granja lechera
para un periodo de 25 afios y asi determinar la politié:a Sptima de
operacidn para cada uno de esos 25 ahlics. Fara un periodo sencillo,
la matriz de coeficientes se exhibe an la figura 4 (Notese que lasz
expresiones para WLrt han =sido sustituidas en las relaciones del
balance de materiad El modelo de programacién lineal completo
para 25 atios de la granja lechera congiste en 25 block de datos,
similares al que =e¢ muestra en la figura 4, con el objetivo global
de maximizar lag utilidades totalez, donde laz utillidades enl el

tuture =son ajustadas por un factor de interés que refleja el valor
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del dinero en ¢l tiempo. Conzsisamente, el objetivoe es maximizar el
valor presente de las utilidades de la granja
variables monto de ingresos Monto de ingre=sos
o costos o costos (B>
Yg,t.’ch,L Janado grupo 1 puede ser vendida +38
a preaia de mercado.
Yg‘t Una vaquilla del grupo 3 puede - +500
zer vendida a precio de mercado.
Yn’L Un toro del prupo 3 puede ser - +285.3
vendida para carne.
Yiz’1~ Una vaca produce ingreso=s por su +482
leche.
Y_‘, L’Ys,a. Culdado= y otros gastosm del gana -54.0
7 do grupo 1.
Y‘?,L’YB‘?; Culdados y otros gastos de ganado -23.8
grupa 2
Y;“:"L Cuidados y otros gastos de vaqui- -18.7
Has grupo 3.
X-i,!. Costo de cultivar un acre de ensi -87.2
ladao.
Xz,t Cozto de cultivar un acre de maiz. -97.2
}{B’t Costo de cultivar un acre de heno -67.4
vie jo.
X-t,t Cozto de cultivar un acre de heno. -68.4
XS,L Cozto de comprar un bushels de maiz - 1.8
.’f'{tslt Cogto de comprar una paca de heno - 2.25
Zi'L Costo de almacenar una tonelada de —-(0.072(87 . 2>
ensilaje en un afio. 20
ZE'..?:’t Uosto de almacehar una tonelada de  —-d0.073da67 .42
] haeno viejo en un aho. 12 ‘
ZSL Costo de almacenar una pada de - =0.075(88 . 4>
’ heno en un afio. 100
Tabla 1 InTormacion de ingresos y cogtos para el modelo.



ITI RESULTADOS COMPUTACIONALES.

El maoadelo de programacion lineal desarrollade en la seccion

anterior, es ezpecializade en el =entido que bazmicamente el mizmo
proceso =e repite de un periodo a otro, pero en el cual cada
decisién del problema en un  periodom es dependiente de las
deci=siones del  periodo anterjor, Easte tipo de problemas de
programacion lineal se refiere normalmente como un programa lineal
de etapas en el tiempo como un problema de programacién lineal
dinamico. Puesto que este tipo de problemas aparece
frecuentemente, =son digzcutidos en vario= libros.
La naturaleza vy origen de los datos usados para nuestro
probleima fueron discutidos, junto c;:nn el dezarrolleo del modelo a
lo largo de la seccidén anterior. Para r~e§olver el problema de la
Z2ranja fue utilizado ur sistema de computacién comercial
digponible de programacion lineal, desarrollado por IBM. Loz
resultados obtenidos estan tabulados en la tabla 1 y son expuestos
graicamente en la figura B.

Un analizis preliminar de los resultados indicaron gue, como
una estrategia para maximizar utilldades, el nimero de ganado
vacuna en el grupo 4 debiera =er permitido de incrementarse tan
rapidamente como fuera posible. Ya que inicialmente mas cosecha
puede ser cultivada que consumida, las cantidades en almacén se
incrementan mientras el terreno digponible se dedica a gullivar
maiz vy heneo J(articulos gque pueden ser comprados? tanto bien corﬁ{a

-

heno viejo vy ensilaje. Durante el alio 7, la tierra gque era



dedicada al cultivo de maiz y heno es cambiada a heno viejo vy
ensilaje de la plantacidn adicional incrementa la tasa a lo cual
el enzilaje es almacenado puesto que, en ese tiempo, no hay‘f
capacidad adicional para almacenar heno viejo. Para el afio 11, =e
hace necesraio duplicar el heno viejo tan larga porcidén de la
extensidn de la tierra destinada al ensilaje para que algunos de
log requerimentos alimenticios son satistechos con el engilaje
previamente en existencia. Finalmente, para el ato 15, el ganado
del grupo 4, llega a ser tan numerogo gque el almacenaje acumulado
es agotado y =me hace necesaric reducir la cantidad de ganadb en
este grupo. Para efectuar esto en una manera OSptima, las vaguillas
£3

del gx;)upo 1 deberan empezarze a vender en el periodo 14, mientras
también =seria necesario vender unas pocas .de vagquillag del grupoe 3
en e} afio 15, Después de esta rebaja inicial del rebabho, el cual
ez directamente una c:ongecuenci:-a del atezoramiento de cozecha
durante los primeros 11 atios, el tamalio del rebafio del grupe 4
llega aser mas esmtable y regulado =olo por suficientes vaqulllas
del grupo 1 para sostener la poblacidn del ganado del grupo 4,
mientras todas las otras paricionesr éon vendidas al nacer.

De acuerdo a los resultados de la solucidén al problema de
programacidn Hneal, ia egtrategia descrita arriba, para el
funcionamiento de la granja es Optima, cuando =se le presentd al
duetio aurkfue la reaceion fue de incredulidad v desagrado
alimentada principalmente por Las necesidades e e ‘el

propietario deberia reducir el tamafio- de =su rebafioc durante varios



punto=s en el tiempo. En resumidas cuentas, a menudo sucede dque
cuando =se formulan los modelog de programacion lineal la versidn
inicial del modelo no captura todaz laz consideraciones, las
cuales el duefiio con=idera importantes, pero supuestamentae
evidentes para cualquiera J(esto es, el negocio de wvaqueriad.

Despuéa de consultas vy discusiones, =e =intid con relativa certeza

que la primera modificacién requerida del modelo para. =atisfacer

al duefio de la granja deberia ser una afirmacion en el =entido de

que el tamaBo del rebafic no deberia decrecer en cualquier punto

del tiempo. Este requisiteo, aunque no es conveniente desde wun

egtricto punto de vista econdmico, fue muy deseable para la imagen
e
]

v reputacién de la granja lechera entre sua <colegas de la

industria donde ia estabilidad v crecimiento
gindnimos con la prosperidad y buena administracidn.

Para incorporar los requisitos de un tamabio no decrecientee
. Lh‘

Bl BE
Hapg ZPE Mg

del ganado del grupo 4, lax restricciones B,&}Oﬁ'ﬁ‘qm
H H:!TA
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fueron agregadas al modelo. La solucidn obtenida para esta version
revigada del modelo de la es tabulada en la tabla 2 v
mogstrada graficamente en la  figura 6. Como puede verse, la
zsolucidén a este modelo exhibe la estabilidad deseada por el duebo
v €l encuentra esta =solucidén mucho mas aceptable que la obtenida
del modelo original

IV CONCLUSIONES

Los resultados de la computadora del modelo revisado implica
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una estrategia un tanto diferente de la obtenida del wmodelo

inicial. La diferencia mas significativa fue el tiempo y las=
manera en la cual el tamafo del rebatico iba a ser revisado, El
modalo revisadeo indica gque una politica de maximo crecimiento
deberia =ser adoptada para los primeros 11 afios del horizonte de
planeacion. Esta taza de crecimiento dada =se detendria al iniciar
la wventa de las vaquillas del gx-upo.a en el afo 11, Suficienteg
vaquillag del grupe 3 serian vendidas gada afio para mantener el
tamaino del rebaho del ganade del grupo 4 en 1272 cabezas. Por el
afic 18 la cantidad de cozmecha en almacén es pronosticada para que

se agote lo cual neceszita hacér que todos lo= alimentos

%?.

dizponibles sean para vacas productoras de leche, de aqui que no

-

mas vaquilla= s=on vendidas an la étapa del grupo 3 v
alternativamente adquelias vaquillaé_, las cuales no seran sumadas
eventualmente el rebafio product;or de leche, s=son vendidas al
nacer.(Esta estrategia de estado estable fue apoyado directamente
por el modelo iniciald), Desmde el punto de wvista del subsistema
cosecha, =1 ultime afio en el cual la superficie de terreno es
destinada para el cultivo de heno e= el afio 6, mientraz el ultimo
afio de cultive de malz ez afic 7. De ahi en adelante estos son
comprado=s en &l mercado. Bastante heno viejo se desarrollo en y
despuez del aho 7 pars alimentar el ganadeo vy CD]';ISEI'VEII' loa =ilos=s
llenog, mientraz &l resto del terrenc es uzado para cultivar

engsilagse. En el afio 19, cuando el abasto de enmilage esgtd .-abat.idc:,

mas tierra es dedicada a cosechar ensilage.



|
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Esta estrategia, y en particular la estabilidad implicaron

con respecto al tamabo del rebafic y terreno dedicado a cultivar

cozsecha, facilidades al propietario concernientes a la=

fluctuacicnes eh el  tamafio del rebafo y variabilidad en las
politicas de cultive de cosechas, No obstante, el dueho, al
principic no podia aceptar el aparente optimismo del modelo en

Hegar & una posicién inesperadamente favorable y de ut.ilidades.

El dio obscuras razones por lo gue no estaba de acuerdo, pero
prometio pensar sobre eso.

Foco  tiempe despues, el repartd gque  estaba  listo  para
reconsiderar las desiciones por dque el habia suministrado la=

ﬁ‘
entradas vy por consigulente habia rechasado sus proplos datos.

Despues de egte comienzo ezcabroso, los resultados fusron

cuidadosament.e revisados. En particular, la Yocorriente”
de rendimientos as=zosiados con las  politicas derivadas con  los
modelos  inlcial vy revis"ados: fueron comparados, coma ge ilustra
graficamente en la figura 7, para evaluar lar perdida potencial de
dinero asociado al modelo revizado. De esos resultados, mse decidio
a u=zar el modelo revisado para hacer politica de toma de
deciziones para la granja lechera.

l.La primera accién positiva como un resultado del estudio
implico dos decisiones de largamente-demoradas en el desmbolso de
capital. La capacidad de un nuevo establo para becerros fue
determinado y la decision de abastecer un almacenaje adicional de

maiz fue hecho v construido inmediatamente.



Con un  plan completo basade en el modelo de programacion
lineal, =e hizo posible pronogticar flujo de efectivo, necesidades
de capital, utilidades v necesidades de poder.

Previo al uso de programacidén lineal, no habia un enfoque de
evaluacién de las oportunidades de inversién alternativas. Ahora
la  granja esta cuantitativamente balanceada en las decisiones de
compra a venta de ganado y alimentozm. Puesto gue la granja es
adyasente a urna area urbana, hay oportunidades favorables
crecientes cada alio para dar a la tierra otros usos. El modelo

sera benefico en ayudar a elegir la direccidén y tiempo conveniente

en ] uzo de la tierra.

&
Al encargadoe de la granja particularmente le gusta usar el

modelo de programacién lineal porque ie ameguran una clara
evaluacion de claraz jdeas. El encontro que la imaginacién de los
gmpleados =e inspiraba mas para innovar cuandoe hay un medico para
evaluar a la luz de la operacisén total

Los subproductos del estudio fueron altamente utilisados por
la gran ja. El requigito riguroso de clagificacidn, calculo de
costos y produccidn vy desarrollo de relaciones conectadas cau=aron
que la administracién de la granja viera el negocic de nuevas
forma=s. De esto vienen nuevos conocimientos y persepclones que
conducen & mejoraz en el procedimiente de operacidn, vy aslgnar
responsabilidades y politicas de personas.

Quiza el beneficio mas grande de este estudio es la contianza

que la adminigtracién de la granja siente ashora que elles =aben



|
r
|
|

hacia a donde el negodio se encamina vy  como  tomar me jores
deciziones en un medic ambilente el cual llega a =ser muy complejo.
Esta confianza eg aparente en log empleadozs de la granjia, los

bancos v log negocios publicos con quien trata
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