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CAPITULO O.- PANORAMA GENERAL DEL TRAPAJO.

a) GENERALIDADES.

Existen algunos principios b gsicos en E:91: a que son objeto

diversos tipos de investi gaciones; entre ellos 	 destaca

principio de la competencia biolc.sits Que tiene una serie	 d.

implicaciones de gran importancia a muy diversos niveles en 	 1

organización de la naturaleza.

La competencia es uno de esos feo menos naturales que se observa:

y para los cuales no tenemos una terminolc Pk A adecuada y aplicamos

tetm i nos que tienen una connotación distinta ya que involucra]

fenómenos de los más diversos tipos. Dos perros hambrientos a lo!

un pedazo de carne, se guramente entrarán en	 un:

competencia directa para ganar el alimento qu e esta en ferm¿

limitada; este tipo de compentencia es distinto a la que CR pued€

establecer entre dos plantas que-viven contiguas y que requierer

pitara su vida de una limitada cantidad de fósforo en el 	 suelo.	 Er
4

ambos casos usamos el término competencia sin que en realidad loE

do g casos sean semejantes.

La competencia se refiere a la acción recíproca entre dos

organismos que pretenden apoderarse de la misma	 cosa.	 Er

Ecología, le competencia entre especies toda acción recíproca

entre poblaciones de diversas especies, que afecta adversamente su

desarrollo o supervivencia.

La interacción competitiva podrá comprender acaso el espacie,

alimentos o sustancias nutritivas, 1u7,	 la acción de	 les

materiales de desecho, depredación mutua, exposición a carnívoros,

enfermedades, etc.. 	 La competencia, al menos en condiciones

hipotéticas, puede traducirse en ajustes de equilibrio por parte

de dos o más especies, Puede conducir a que una especie sustituya

a la otra, o la obligue a ocupar otro espacio o a servirse de otro

alimento, sea el objeto de la competencia el que sea. 	 Se ha

observado con frecuencia que los or ganismos emparentados, con

hábitos o formas de vidas similiares no se encuentran en los

mismcs lu gares y si lo hacen, se sirven de alimentos distintos, se

muestran activos en otros mc .mentns, u ocupan en una u otra forma

nichos distintos. El 	 nicho ecológico cons i ste no solo del espacic,

físico ocupado por un organismo, sino también del papel de éste en



prnpuestas como modelos por Lotka 	 Ve a en publicaciones
independientes en 192=-76. BIBLIOTECA

DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

la comunidad	 incluida su fu ent e de ene r gía. Fu	 er,:dc d
actividad, etc	 No existen por supuesto dos especies que tenga

exactamente el mismo nicho y	 diferentes, sino que la.
especies sobre todo • si catan emparentadas de c erca (y	 poseen e.
consecuencia	 características	 morfológicas fisiológica:
similares), son a menudo tanparecidas que sus necesidades 	 5
materia de nichos son virtualmente las mismas.	 Por otra parte, s•
produce competencia siempre que,	 por lo menos en parte,	 los nicho'
se su perpongan. No sabernos cuan grande deba Ser la	 superposiciói
para que un especie expulse a la otra, pero 	 en

observación y los estudios experimentales han 	 demostrado que 1¿
regla de una sola especie por nicho es cierta en la gran maynría
de los casos.	 Esta idea fue mostrada antes que nadie por Cause er

1934, y Se le conoce romo el principio de Canse o de 	 Exclusiór
Competitiva.

Algunos de los aspectos teóricos más discutidos de la teoría

com petencia g iran alrededor de lo que se ha dado en desisnar

ecuaciones de	 Lotka-Volterra asi llamadas	 por	 que	 fueror

umm"mmiumslunwiGur~
A mediados de los anos 9n 's, el biólogo italiano Umbertc D'Aric-1,na

estaba estudiando la variación de la población de varias especies

que interactcran entre sí. En el transcurso de su estudio, Se

encontró sobre porcentaies de pesca tota l de varias especies 	 que
fueron traídos a dif erentes puertos del mediterráneo en los 	 eñes
de la primera guerra mlindiel. Enparticular, lns datos daban el
porcentaje rie álc,c.:pe c-ca total He cel á s-eo= !.tiburones, e c cu

mantarrayas) que no son muy deseables	 como alimentos.	 Lag.

estadísticas para el puerto de Fiume, Italia, durante los 	 años
1914-1923 están dados a continuación [7]:

19 1 4 1212, 1916 1917 191 6 1219 1220 1921	 1922 122

11.0% 21.4% 22. 1% 21.2% 26.4% 27.3% 16.0% 15.9% 	 14.2% 10.7%
D'Ancona se encontraba sorprendido por el gran	 porcentaie

celáseos durante el perído de la guerra. Obviamente, razonaba,

,E,J1incremento en el porcentaje de cel e	see debió a la

reducción en el nivel de pesca durante ese período. 	 Pero,	 como

afecta la intensidad de la pesca a las poblaciones .t l

b) INTRODUCCION HISTORICA.



La respuesta a esa presunta fue de eran importancia para D'Aneen;

en su estudio sobre la lucha por la supervivencia entre especie

competitivas. Tambien fue de gran importanoiapara la industria

pesquera, ya que tendría aplicaciones obvias para la manera	 dif

romo la pesca debería realizarse.

Ahora lo que distingue los celáseos de los peces para alimento 	 es

que los celáseos son depredadores mientras que los peces para

alimento son presas: Los celáseos dependen de los peces para

supervivencia. Primero D'Ancona pensó que a esto se debió 	 el

incremento de los celáseos durante la guerra, ya que como el

nivel d e pes .--a se redujo bastante durante ese período existir-1P,
mayor número depresas disponibles para los ca-lá cIP.nc.., quienes	 dp.

esta manera crecían y se multiplicaban rápidamente; sin embargo,

esa explicaciÓp no pudo ser sostenida ya que- debió existir también
8

un número mayol- depeces para alimentos durante ese periodo. 	 La

teoría de D'AnIcona nos muestra solamente que existe un número

mayor de celáseos cuando el nivel de pesca se reduce; no explica

cómo es que una reducción del nivel de pesca beneficia más a loc..

depredadores que a las presas.

Después de haber agotado toda posible explicación binlógic= a este

fenómeno, D'Ancona se comunicó con su colega, el famoso matemático

italiano Vito Volterra quien formularia un modelo matemático que

explicaría el incremento de celáseos y sus presas respondiendo así

a todas la cuestiones que se formuló D'Ancona. De hecho, derivó

un sorprendente resultado, de que un reducido nivel de pesca

extraordinariamente dar-lino para los peces para alimento.

Un aumento moderado de la pesca, incrementa el número de s

para alimento en promedio y disminuye el numero de ,oelác.enc:

contrariamente una reducción del nivel de pesca incrementa	 al

número de celáseos en el promedio y disminuye el número de peces

para alimento. Este notable resultado, el •cual es conocido como

el "Principio de Volterra" explica las estadísticas de D'Aneen&

resuelve completamente nuestro problema.

El principio de Volterra tiene aplicaciones espectaculares para

l os tratamientos de insecticidas que destruyen tanto a Inc.

in c ectos depredadores como a sus insectos presas.

que la aplicación d e insecticida incrementará a

Esto implicaimplica

población de

aquellos insectos que son mantenidos en control por otros insectos



depredadores. Una notable confirmación vino cuando el pulgón

cojín algodonoso de Australia fue introducido accidentalmente a

ln o. Estados Unidos en 18E•2 [7]. Este insecto amenazó con destruir
totalmente la industria cítrica californiana. Para contrarrestar

el arrebato de la poblacicn del pulgón, el depredador natural el

escarabajo mariquita fue también introducido, los cuales redujeron

el pulgón a su nivel más bajo. Cuando el DDT fue descubierto para

matar al pulgón, este fue aplicado por los cultivadores de árboles

frutales con la esperanza de adelantar la reducción del pulgón.

No obstante, de acuerdo con el principio de Volterra, e l efecto

fue un ;incremento en la población del pulgón!.

c) EL PRINCIPIO DE EXCLUCION COMPETITIVA EN POBLACIONES BIOLOGICAS

PR a menudo observable en la natural eza, que la	 lucha por la

supervivencia entre dos especies similares compitiendo por	 la

misma reserva alimenticia y por el esparin, casi siempre termina

con la completa extinción de una de las especies. 	 Este fenómeno

es conocido como el principio de exclución competitiva.	 Fue

enunciadopor primera vez, en forma algo diferente por Darwin	 en

IPÇQ_ En su articulo "El origen de las especies 	 por selección

natural", escribe "como las especies del mismo género usualmente

tienen, aunque no invariablemente mucha similaridad en hábitos y

constitución y siempre en estructura, la lucha será seneralmente

más severa entre ellos si llegan a competir, que entre especies

de distinto género".

Esta es una explicación bioló gica muy interesante del principio de

exclusión competitiva. La piedra angular de esta 	 teoría es	 la

idea de "nicho". Ha sido observado que como resultado de	 la

competencia dos especies similares raramente ocupan el mismo

nicho. Más bien, cada esp ecie toma posesión de aquellos tipOs 	 de

alimentos y modos de vivir en que tienen ventaja sobre 	 su

competidor. Si las dos especies tienden a ocupar el mismo nicho,

entonces la lucha por la sobrevivencia entre ellas será muy

intensa y tendrá como resultado la extinción de la más débil. 	 -

Nuestro principal objetivo será el de presentar y discutir este

principio y ser formales matemáticamente, así como el construir un

modelo persistente de dos de predadores y una presa. 	 Es decir,	 un

modelo en el cual sea posible la coexistencia estable de tres



especies, en las cuales dos de ellas estar compitiendo	 por	 una

terc era que sirve de presa (alimento) bajo condicion es	 constantes

de ambiente y temporalmente invarial lit c . la cuestión interesante

en este modelo está	 dada	 por	 el	 principio	 de	 exclusión

competitiva,	 una de	 las piezas	 fundamentales de la	 biología

teórica, que aplicada de una 	 manera general predice	 que dicha

coexistencia es imposible.

Una justificación	 teórica	 de	 trabajos	 como	 el	 presente

posiblemente se encuentren en la creciente intervención para bien

o para mal del hombre en la naturaleza. Así mismo	 Rs	 presumible

su importancia práctica en cuanto a la necesidad por parte d e loes

diferentes sectores de .1,-, sociedad de planificar e	 inclusive	 de

optimizar la explotación de ciertos recursos naturales. 	 En esta

dirección apuntan muchos modelos matemáticos conocidos actualmente

y uno de sus puntos de partida es el conocido modelo de 	 Volterra.

Sin embargo	 una deficiencia	 de	 muchos	 de. estos modelos	 de
*

biocenosis ,	 que se basan en hipótesis estrechas 	 ciertas por

siempre. Tales modelos utilizan ideas y métodos similares a los

empleados por Volterra, de manera que en la práctica se 	 dificulta

su aplicación.

Vale la pena hacer al gunas aclaraciones respecto al surgimiento de

los modelos matemáticos de la biocenosis que analizaremos.

En lo general, las descripciones	 de	 la biocenosis	 consisten

normalmente en un listado de 	 especies	 a menudo incompleta que

sustenta una apreciación cualitativa más o 	 menos	 exacta de	 la

importancia relativa de tales especies.	 De estas descripciones no

podemos obtener información respecto de las relaciones que unen a

las distintas especdes o de la dinámica 	 de	 las	 poblaciones que

-forman el ecosistema.(bdocenosis).

Desde otro punto de vista, es posible identificar	 una	 serie de

propiedades y características comunes a todos los ecrtsistemas de

modo tal que podemos intrepretarlo de una manera más cuantitativa.

Podría suponerse por ejemplo, que los individuos 	 que	 constituyen

una determinada población pueden ser considerados como 	 elementos

equivalentes indiferenciables entre si del mismo modo	 en	 que la

Conjunto	 donde	 antrncties	 y	 yeaelales	 .-le	 dt f er ente
especie	 que	 viven	 en	 cc-rnunidades,	 condi cionandose	 mutuamente	 Y
ocupando	 un	 ter ritorto	 definido	 o	 btotopo.	 Esas	 comunidades

comprenden	 organismos	 productores,	 consumtd•res	 reductores
transformador  es .



mecánica estadística trata los electrones átomos y moléculas.

este modo nos interesarían alsunas	 propiedades	 promedio de

conjunto de poblaciones que constrtTuy en una comunidad, del mism

modo que cuando _.-,estudia una mezcla de pases no nos preocupamo

por localizar cada una de sus molecu l ar presentes en un instante

sino calcular la presiones parciales de cada gas en la mezcla

Fue esta concepción sintética de los ecosistemas que se basan e

analogías con la física lo que permitió que se usaran los método

ma temáticos adecuados dentro de la teoría ecológica.

El modelo que aquí se analiza, está. basado en el establecimiento

estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales.

P.1 establecimiento de tales analogías se fundamenta en un aparat(

teórico bastante complejo que se conoce como "Teoría general

sistemas" (Bertalanffy 1968). Según el autor de esta teoría, en

el conjunto de fenómenos observables	 existen	 uniformidades

estructurales que se manifiestan con razgos isomórficos HP, order

en los diferente niveles n reinos. Esto hace que existan, segur

el mismo autor, principios y leyes que se aplican a sistemas

generalizados con independencia de su naturaleza particular, del

tipo de elementos que los forman y de las relaciones existentes

entre dichos elementos. 	 Un sistema según Bertalanffy, es Un

conjunto de partes que interactúan y	 que pueden	 ser siempre

descritos por un sistema de ecuaciones diferenciales en la que ' la

variación de uno de los componentes del sistema es función de

todos los demás componentes. Los ecosistemas entonces pueden ser

.considerados como casos particulares de esta. definición de sistema

y se le pueden aplicar	 en consecuencia	 las hipótesis de la

mencionada "teoría general de sistemas" [10].



I.- INTRODUCCION

a) EL PRINCIPIO DE EXCLUSION COMPEITIVA, ORIGENES Y COMENTARIOS.

El principio de exclusión competitiva, a grandes razgos nos

asegura que	 dos	 o	 más	 especies	 no	 pueden	 sobrevivir

indefinidamente viviendo de un conjunto idéntico	 de recursos

ecológicos. Si todos los recursos =stars 	 limitados,	 entonces la

especie mejor equipada para aprovechar dichos recursos 	 finalmente

desplazar á a la otra especie de dicho recurso y si esta especie

desplazada no es capaz de adaptarse a otro conjunto de	 recursos,

entonces se extinguirá. 	 Generalmente al conjunto	 de recursos

ecológicos escenciales, aunados a ciertos 	 aspectos	 fi sicos del

ambiente, se le conoce como nicho. Entonces en estos 	 términos el

principio puede ser establecido asi; Dos 	 especies diferentes no

pueden ocupar el mismo nicho. Hardin [1] encontró algunas de las

raíces filosóficas en los escritos de Charles Darwin 	 y	 desde un

punto de vista	 ligeramente diferente, en el economista David

Ricardo.

Intentaremos establecer este principio como un teorema matemático.

Aqui desarrollaremos un modelo matemático en el cual dos especies

en competencia pueden con una especie recurso, regenerandose de

acuerdo a ciertas relaciones algebraicas.

A partir del trabajo fundamental de Volterra (1926), [14] una gran

cantidad de lectura ecoló gica ha sido enfocada a tratar de probar

dicho principio.

Volterra fue aparentemente el primero en usar un modelo matemático

para sugerir que dos especies o más no pueden coexistir usando el

mismo recurso, por esa razón, este principio es conocido a veces,

como el principio de Volterra.

El tema ha sido extendido por varios autores, con la variante de

que n especies no pueden coex i stir con menos	 que n "recursos"

(McArthur y Levin; 1964, Levin;	 1968) á con menos de	 n	 "nichos"

(Recigno y Richardson;	 1965), ó con menos	 que n	 "factores

limitantes" (Levin ; 1970) [4].

Dentro del contexto de su	 modelo, Volterra probó un	 resultado
fuerte; que cuando el 	 tiempo tiende a crecer arbitrariamente,
todas las es

Richardson (1965), y Levin (1970),	 intentaron	 probar	 una

peales escepto una tenderá a extinguirse; Resi gno y



afirmación más fuerte;

recursos entonces todas

i n especies compiten

escepto una, tenderá.

por menos que

a la extinción.

La generalización del modelo de Volt:erra esta dado, en gran parte

por la introducción de suposiciones más reales 	 sobre	 laE

interacciones de las especies. Desde el punto de vista tradirinnai

es necesario introducir en nuestro modelo, los 	 procesos	 más

representivos del sistema que intentamos describir,	 con el	 fir

de mantener nuestro modelo con la mayor simplicidad 	 posible	 sir

perder información relevante. El problema se reduce a una búsqueda

de los procesos claves que rigen el comportamiento de la dinámica

de la interacción ecológica que nos interesa estudiar. 	 Estas

supocisiones nos llevan a problemas matemáticos más 	 interesantes

muchos de ellos sin resolver. El propósito	 de este trabajo es

precisamente establecer este problema, para dar la prueba de 	 los

resultados conocidos y para indicar las pre guntas sin respuestas.

El objeto básico de nuestro estudio es una 	 comunidad ecológica

ideal que consiste en un número dado de especies que viven
simultáneamente en una área geográfica aislada. supondremos 	 que

las interacciones entre las especies son independientes	 del

espacio y del tiempo y que las poblaciones se distribuyen

uniformemente sobre toda la región, las variables simples son	 las

densidades poblacionales de cada una de las especies,	 la densidad

total de las especies y la dinámica de cada 	 población esta 	 dada

por una ecuación diferencial.

Necesitaremos entonces conocer la razón de 	 cambio	 respecto	 al

tiempo de las densidades de las poblaciones de cada especie. 	 Esta

tasa dividida por la densidad total de la población, es llamada la

tasa especifica de crecimiento de esa especie. Ahora, estaremos

interesados en ver si alguna de las especies se extingue. Hablando

vagamente diremos que una comunidad persiste si todas las especies

permanecen indefinidamente de una manera estable y diremos que hay

exclusión si la comunidad no persiste.

	

Haremos varias supocisiones acerca de la estructura de 	 la

	

comunidad que podremos interpretarla ecológicamente, como	 las

especies compitiendo por el mismo recurso.

El principio de exclusión competitiva , predice que la exclusión

	

ocurrirá si el numero de recursos es menor que el número 	 de

especies, y veremos que algunas suposiciones de linealidad hacen



que efectivamente la predicción sea válida 	 y que esto no e_

necesariamente cierto si quitamos las supociciones de linealidad.

b) EJEMPLOS CLÁSICOS.

En esta sección examinaremos	 algunos sistemas lineales	 en do

dimensiones que han sido utilizadas como modelos matemáticos de

crecimiento de dos especies que comparten el mismo entorno. En 1

primera parte se trata el modelo de una sola especi e , se discute

varias suposiciones acerca de la tasas de crecimiento, con el fi:

de reflejar matemáticamente del modo más simple la disponibilida,

de alimentos,	 asi	 como	 los	 efectos	 negativos	 de

sobrepoblación.

Enseguida se examinarán los modelos estandar debidos a Lotka

Volterra, qu e mod el an una ecología depredador presa y la	 de r/ri

especies que compiten por el mismo recurso [9j.

A).— EL MODELO DE UNA ESPECIE

Supongamos que la población x(t), pi intervalo t, cambia a

x+t'x, en el intervalo [t, t+At], entonces la tasa de :crecimiento

media es

L;;
x(t)At

En la práctica x(t) se conoce unicamente en aquellos intantes t

t,	 en que se hace un censo de la población y su valor es un
2

entero positivo. Supondremos que x se extiende ( interpolando o

por cualquier otro método ), a una función de valores reales no

negativos de una variabl e con derivada continua; Haciendo esto y

encontramos el limite ,

lim 	 AX	 x'(t) 
x(t)At	 x (t)

Esta función de t, es la tasa específica de crecimiento de la

población en un instante dado t.

La hipótesis mas sencilla es	 la	 de una tasa de crecimiento

constante c.‘i". Este es el caso si el	 número dA, nacimientos y de

muertes en un pequeNo periodo de tiempo t'A, tienen una razón fiJa

respecto a la p nhfl a r ión total.	 Estas razones son Funciones

lineales	 pero independientes del tamaMo de la pot.,,cin.

A c i, la	 wara ,-.1	 	 neta será c.4z At, 	 siendo e: una constante; ent.cnc,:-t:

a =

in



integrando se tiene	 la	 conocida fórmula	 para	 el	 crecimient(

ilimitado

x(t) =	 x(0) éc't

la tasa d e crecimiento puede depender de muchas cosas. Supongamos

por el momento que depende solamente del alimento 	 disponible	 pe/

capita a y que a�0 es constante.	 Existirá un mínimo ao necesaric

para sustentar la población. 	 Para a.a	 la tasa de crecimiento	 es0

positiva; para (J, c, la tasa es negativa y para c=a	 la tasa	 eso	 o
cero. La manera más sencilla de asegurar eso es suponer que	 la

tasa de crecimiento sea una función lineal de a - a0;

a = a (a - a ) a	 no	 '
dxa,z =a(•-0.0))1(t)

donde a y a
o
son constantes que dependen solo de la especie y a	 e=.

un parámetro que depende del 	 entorno concreto, pero que

04-instante para una especie particular (en un ejemplo 	 posterior a

será otra especie que satisface una ecuación diferencial). 	 La

ecuación anterior se resuelve rapidamente;

x(t) = (o) é
ta(a-ao

)

así pues la población crecerá sin límite, permanecerá constante o

tenderá • a cero, según coco , a=ao 	 a<ao . Si hacemos la convención

de que valores fraccionarios de	 x(t) carecen de sentido "x(t)-0",

significa en realidad que la población se extingue para un tiempo

finito T.

13).- ESPECIES EN COMPETENCIA.

Ahora siguiendo el ejemplo anterior, consideraremos el caso de dos

especies que compiten por un mismo recurso disponible para lo cual

es útil considerar un recurso tal que, es un nutriente escencial o

la cantidad de espacio disponible para vivir. 	 sea y . la densidad

de la i-ésima especie y sea z la cantidad de recurso disponible 	 y

supongamos que la dinámica de la población esta dada por 	 un

sistema de la forma;

Y = y i-m	 T1	 1	 1	 L1-'
CB.1)y 111	 oi

V = V (-fll	 c2z)

z = zo (1	 by2)

La tasa específica de crecimiento de la 	 i-ésima	 especie

r ^ .-L  Izc	 c.rn,t,rinnç5R 17P. mcIR 0/1P. en	 ausencia	 total

=1. 0

U.=



	

recursos , es decir para z = O, las especies mueren con una 	 taE.

de mortalidad m y ademas que la disponibilidad de recursc

incrementa dicha tasa de crecimiento.

la tercera ecuación nos da la cantidad de recursos 	 disponible

como una función de las densidades de las poblaciones 	 de	 la

especies. vemos que la disponibilidad de recursos decrece 	 cuand

se se incrementan las densidades de las especies. Supondremos 	 qu

las tasas de crecimiento de las especies son positivas, es deci

	

_ffl.±
170 

) 0 , y además que cuando las densidades de 	 la

poblaciones son bajas, ambas especies son capaces de incrementa

su número, sustituimos la tercera ecuación en las dos primeras

obtenemos una ecuación diferencial en el plano.

Aquí, los puntos de equilibrio del sistema, tienen una propiedac

especial que no se encuentra en ningún otro modelo. si  mc x m ct 2	 2 1
entonces no hay solución de equilibrio para ambas especies, e:

decir que hay exclusión para algunos de ellos (fig 1.1)

	

11c 2=m 2c1 , entonces hay una linea de puntos de equilibrio,	 que
estan dadas por;

z
o
( 1-b

1' y1
- b2y2 ) = m1/c	 m2 /c2	 (fig 1.2)

	

Sí m ic 2 )m 2c1 , entonces la especie 1 se in( a la extinción, (y 1 -1	O,
t

	

	 si m c :171 c entonces es ahora la especie 2 la que se	 irá1 2 2
a la extinción, y estas ocurren siempre excepto en el caso trivial

de la ausencia de las dos especies.

Aqui queremos asegurar que alguna de las formas de las 	 ecuaciones

(B.1), ilustra el principio de exclusión, y que esta ocurrirá

siempre excepto, en el caso de que m 
/ c 2= m2c 1 ,	 entonces podemos

pensar que la exclusión ocurrirá siempre, para modelos de la forma

	

(B.1), además podemos observar que si M c =m c es cumplida o 	 no,

	

1 2	 2 1'
este es un punto de equilibrio no	 asintóticamente estable	 con

ambas especies presentes, en vista de que la 	 forma	 (B.1),	 no

exhibe persistencia podemos decir que el principio de exclusión se

cumple.

Justificamos lo anterior viendo que en el caso de que 	 m C.=M2 2 C
1'

el sistema se aproxima a un punto de equilibrio	 y estos no	 son

asintoticamente estables y las fructuaciones aleatorias 	 (pequerias

	

o grandes), pueden mover el sistema de un punto de equilibrio 	 en

otro, además esta linea intercepta a	 ambos	 ejes	 y	 estas

	

fluctuaciones moverán eventualmente el sistema a una vecindad 	 de



uno de los ejes, y podemos considerar que una de las especies 5
3-

extingue.

Ft Q 1. 1. m c m C
1 2 ' 2 1

Ft q. 1. 2	 m c	 rn r
1 2	 2 1

C).- EL MODELO DEPREDADOR PRESA.

Aqui consideraremos una especie depredadora y, su presa 	 x. L

especie presa constituye todo el alimento disponible para 	 lo

depredadores en cualquier instante dado. El alimento	 tota

consumido por los depredadores (en una unidad de tiempo), e

proporcional alnúmero	 de	 encuentros	 depredador-presa,	 qu

supondremos es proporcional a xy. Entonces el alimento disponibl

percápita para los depredadores en el instante t, es proporciona

a x(t). Entonces;

Y = -my + cpxy	 c,p)0

Consideremos ahora la tasa de crecimiento de las presas. En rad,

periodo de tiempo At, son comidos un cierto número de presas.	 Este

número se supone que depende solamente de las dos 	 poblaciones

que es proporcional a Lt,; lo escribimos en la forma f(x,y)t

Ahora,	 que suposiciones deberemos hacer sobre f(x,y)?.

Es razonable suponer que f(x,y) sea proporcional a y: doble numen

de gatos comerán doble número de ratones, en un pequerío de periodo

de tiempo. Supondremos tambien que f(x,y) es proporcional a x; 	 5:

la población se dobla, cada	 gato encontrará como inedia	 doble

número dP, ratones. escribimos entonces f(x,y)=cpxy, c,p)0, 	 (EstE

suposición es más plausible si la proporción entre presas y

depredadores es muy grande. Si se pone	 a un gato un	 numen

suficientemente grande de ratones, acabará ignorandolos al cabo de

un rato).

Se supone que la especie pr	 ci=rroesa dispone	 de un	 númerc

percápita de alimento, =z u rirl,= n t,=, para aumentar su población	 er



x, Espacio de fases y l a cur a Z(t). ectioria de

fases.

El sistema(Z1), determina en un momento dado t, en el espacie

Y. ,x 	, un campo de velocidades. Si la función vectorial	 F.I 2	 n

depende explícitamente de t, entonces el campo de velocidades

cambia con el tiempo y las trayectorias fase pueden interceptarse.

Si la funcion vectorial E, no depende explícitamente de t, 	 el

campo de velocidades C-a•C: estacionario, es d ecir, no cambia con el

tiempo y el movimiento es permanente.

En este último caso, si las condiciones de existencia	 y	 unici.dad

se cumplen, por cada punto del espacio de fases ( x 	 )
2'	 n '1 

pasará una sola trayectoria.

Desafortunadamente no se conoce ningun método para resolver	 la

ecuación(11), en general. Sin embargo	 en la	 mayoría de	 las

ap l icaciones no es necesario encontrar	 las soluciones de '1,1)

explícitamente.

En	 general,	 estamos interesados en conocer	 las	 sis:uientes

propiedades de(1.1):

Existen valores de equilibrio x 
o ,	 para los cuales x(t)=x

o
una solución de(21).

Que le ocurre al sistema cuando el tiempo corre?

Que tanto se diferencia una solución 	 del comportamiento	 de-

otra solución dada, si las dos parten de condiciones inici

parecidas?'

existen órbitas cerradas ? Son estables o inestables?

como	 =.on	 trayectorias	 alrededor	 del punto	 de

equilibrio?

f).- cual es el comportamiento de las soluciones?

Etc.

METODOS DE INTEGRACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Uno de los métodos de integración es el de eliminación.	 El caso

particular del sistema canónico representa una ecuación de n-ésim

orden,	 resuelto respecto a las derivadas superiores:
tri s	in-1)

X

Al introducir las funciones nuevas x 	 = xtt), =	 t) 	
2

n— i
x	 = x	 (t). Sustituyamos esta ecuación por el sistema normal

n—i

de n ecuaciones:



dx
1= X

dt	 2

dx
n-2= X

dt	
n—i <2. 3)

dx
n-l= f(t,x x

dt
1  2''"' n-1

Es decir , la ecuación de n-ésimo orden es equivalente al 	 sistema

normal (2.3)

Se puede afirmar .1 .o contrario, es decir, que el sistema normal de

n ecuaciones de primer orden es en el caso general, equivalente a

una ecuación de orden n. Precisamente, en esto se basa el	 sistema

de eliminación para integrar sistemas de ecuaciones diferenciales;

Ejemplo:	 x = y
O 

Y = -x	 x = y	
CO

y	 x4x= O	 (2.4)

lerl que representa una ecuación diferencial lineal, de	 segundo

orden con coeficientes constantes y 	 una función incógnita. La

solución general de esta ecuación tiene por expresión:

X(t) = C cos t + C2sen t

gracias a la primera ecuación del sistema, podemos escribir una

furición ;

Y(t) = -Casen  t + C cos t2
Las cuales satisfacen el sistema dado.

Las funciones X(t) y Y(t) pueden representarse en 	 la forma;

X = Asen(t + a), y(t) = Acos(t	 e)	 C2.5)
De aqui las	 curvas integrales del sistema (2.4), son curvas

helicoidales de pase h = 2n con el eje común x = y = O, el cuál es

también una curva integral (fig.2.1)

ftc7.2.1



Eliminando en (2.5) el parametró -c ›.-obtenemns la ecuaci_n;
2

Z z + y z -- A

de manera que las trayectorias de fase del sistema dado son nad¿

zlÁs que circunferencias cuyo centro 	 ubica	 en	 el origen

coordenadas, es decir proyecciones	 de las lineas helicoidalel

sobre el plano xy.

Cuando A = O, la trayectoria fase consta de un punto x = O, y	 O.

llamado punto de reposo del sistema.

La7- integración de los sistemas de ecuaciones diferenciales:

dx
(2.6)d-T = fi /t , X

se realiza a veces, por el método de combinaciones integrales.

denomina combinación integrable, una ecuación diferencial

que representa	 una consecuencia	 de las ecuaciónes (2.6) mas

fácilmente integrable;

E3emplo: El sistema

dx	 dy

	

Eff = Y	 dt = y
Sumamos término a término las ecuaciones citadas, hallamos	 la

combinación integrable;

d(x + y)	 -	 I

dt
= X + y	 Y + y = C 1 e-

Sustrayendo término a término la segunda ecuación de la primera,

obtenemos la segunda combinación integrable;

d(x dt- Y) - (x y)	 x-y = C2e-1

Encontramos pues dos combinaciones integrables ( no diferenciales)

x +y=Ce
t
	x - y = C z

e-{

De las cuales se determina la solución general del sistema;

	

1-t	 1	 t	 -tX	 2(t)= — (C 
1 
e+ C 2
	 2
e ) ,	 Y(t) = — (Ce 

1 + C2e }

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEO.

Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama 	 lineal si es

lineal respecto a las funciones desconocidas y de sus derivadas,

que integran el sistema de ecuaciones. El sistema de n ecuaciones

lineales de primer orden, escrito en la forma 	 normal tiene por

expresión;

dx

	

-1‘	 fut
j=1.

0, escrito en la forma matricial



dX
=	 + F

Si la matriz F e= nula, es decir, si f (t) 	 0, t

el intervalo (a, ti) el sisteme se demominará homogéneo.

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Veamos un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
71

d'Y a.x.(t)+f	 ( t )1=1,2, .
dt	 j=2, 1 ti

En que todos los coeficientes (a J son constantes.
t

Estudiaremos el metodo de Euler para integrar sistemas lineale

homogéneos	 de	 ecuaciones	 diferenciales	 con	 coeficiente'

constantes. este método consiste en lo siguiente.

Buscaremos la solución del sistema;

dx
1 =a x+a x+...+ax

11 1	 12de'	 in n

dx
2 =a x+a x+...+a x

dt	 21 1	 22 2 2n n	 (2.7)

dx
n =a x+a x+...+a xni	 1	 nz 2	 nn ndt

En la forma;
A

X = a e
Nt 
, x2 = a2e '	 , x =	

e›, 
1	 1 -	

€2.8)

donde X, o í , cy.2 .....	 son constantes. sustituyamos x j, que tienl

la forma (2.8), en	 el	 sistema	 (2.7),	 dividimos entre	 e

'traslademos todos los términos a un miembro de 	 la igualdad. Er

este caso tendremos el sistema;

(a -	 + a	 a + ...+ a	 a =
11 	 1	 12	 2	 1n n

a a + ( a	 - X)a + ...+a 	 =
21 i	 22	 2	 2n n	 C2.9)

a a + a	 (a - X)a.= O
ni n	 n2 2	 nn

Para que el sistema (2.7) 	 de ecuaciones algebraicas lineales

homogéneas con n incognitas, 	 a a	 ..,a
i' 2' '	 n' 

tenga una solución	 nc

trivial, es- necesario y suficiente que su determinante sea igual a

cero;

(a - X)
ts.

a	 (a
21	 22

a
12	 in    

a
2n =0 C2             

0

La enlacian (2.10) c

a	 a	 - „i
n2	 nn

llama caracteristica. En el primer miembro

de el l a fisura un polinomio de n-ésimo grado respecto de 	 En



21
•
•
•

esta ecuación se determinan todos los valores de N para los cuales
,,,...

el sistema (2.9) no tiene soluciones triviales u	 a 	 a	 sii' z '	 n'

todas las raiCeS N	 t= 1.2, ..., n, de	 la	 ecuación	 característica

(2.10), son distintas, entonces al sustituirlas por turno	 en	 el

sistema	 (2.9),	 encontramos	 las	 soluciones	 no	 triviales

correspondientes a i. , a2i , - . ,. ani , estet=1.2 ,... , n ,	 de este sistema	 y

por consiguiente hallamos n soluciones de el 	 sistema inicial	 de

ecuaciones diferenciales (2.7), en la forma;

e

	

X t	 N _ +.	 X.t

	

x. tx . e t	 x	 a..	 .. I	 Y	 = 01 	 L2 t 	'ni.	 n 1.	
t= 1,2,. . . ,n

,i t	 it	 '	 2t	 2 

donde el segundo miembro señala el numero 	 de la solución y	 el

primer miembro del indice 	 el numero de la función	 desconocida.

las n soluciones particulares del sistema lineal 	 homogéneo (2.7)

= 0 ó k2+2N-2=0

,

x = a e
t

.
21	 - 11

construidos de este

Xl(t)=

modo;

x
11

Y

,Y2(t)=   
>:22

in

zn   

x 
n1	

xn2	 xnn,-,	-	 ,	 ,
forman el jsistema fundamental 	 de soluciones del sistema dado.. 	,
Por	 lo tanto, la solución general 	 del sistema homogéneo de

ecuaciones diferenciales (2:7) tiene la forma;

	

X(t)= C 1X (t)	 + C z X(t) +	 ...+ C nX(t)

donde las CI ,C2 ,..., Cn ,	 son constantes arbitrarias.

ejemplo; Resuelva el sistema;

dx	 dx	 ,..,a-t-i= -X1.1-7X2

	

Li L.	 1
—_,,_2=:,X -x

La ecuación caracteristica:

(-1-X)	 2

2	 (-1-).) 
I

Tiene las raíces N= i, ›.. = --= 1

El sistema (2.9),	 para determinar a l y a2 tendra la forma;

(-1-X)ce +	 2a	 = 01	 2

	

2a	 +(-1-X)	 o1
sustituimos k = 1, obtenemos; a	 = a	 es decir, x

21	 11'	 11

sustituimos i.	 -3, hallamos a = -a, por lo que;
22	 12 •

-x1 (t)= Cle	 + C2e
-3t

x (t) = C e	 - C é2

El ejemplo anterior ilustra el poder del método de valores propios

para resolver el sistema homogéneo 	 = Ax. Pero esta técnica es



aplicable solo a matrices A nxn, 	 que-tienen n vectores linealmente

independientes. Enseguida veremos un método alternativo basado 	 en

el teorema de Cayley-Hamilton [17), que puede usarse para resolver

cualquier sistema homogéneo	 ;c =Ax. Usando	 el	 teorema	 de

cayley-Hamilton podemos evitar el desarrollo mas tedioso y difícil

de las formas canónicas de Jordan.

Hay muchos otros hechos interesantes y Citíles	 sobre vectores	 y

valores propios. En esta sección presentarenos	 un resultado	 muy

importante que nos permitirá 	 calcular	 la solución matricial

princi pal de cualquier ecuación diferencial homogénea;

x(t)	 = Ax(t)

sea p(X) = X + a Xm-J.
+...+ a

1	
+ ao , un polinomio y	 sea	 A	 una

matriz de nxn. Como las potencias de A son también 	 matrices	 de

nxn, definimos

P(A) = A
mi	 m-1

 + a	 A	 +...+ aA + aTm-1	 1	 o
	 (2. 11)

La expresión (2.11) es un polinomio con	 coeficientes escalares
,1)

definida para una matriz variable. También podemos 	 definir	 un

polinomio con coeficientes matriciales nxn, por

	

O(X) = Bo + B1X + B2X
2 +...+ B km .	 (2.12)

si A es una matriz nxn, entonces definimos

O(A)	 BmAm.	 (2.13)
Observación.- Debemos tener cuidado al escribir (2.13) ya que 	 el

producto matricial no conmuta bajo la multiplicación.

TEOREMA. Si p(X) y 0(X) son polinomios en la variable escalar 	 X.

con coeficientes matriciales 	 ,nxn, y si-p(?..)	 = Q(k)(A	 -

entonces p(A) = O.

TEOREMA. (de Cayley-Hamilton). Toda matriz cuadrada satisface 	 su
propia ecuación característica, es decir, si P(k) 	 = O	 es	 la

ecuación característica de A, entonces p(A) 	 = O.

Ahora usaremos el teorema de Cayley-Hamilton para calcular 	 una

solución matricial fundamental de cualquier sistema

x = Ax	 (2.14)
donde A es la matriz constante. El	 método	 que	 veremos	 a

continuación nos dará la solución matricial principal	 fundamental

y(t) que satisface w(0) = I.

Definimos la función matricial e
At , 

para el caso en que A	 una

matriz nxn.

1 -	 ruede definirse como una



serie de potencias
5:1	 3at +(ot)	 + (at)	 +...+	 (ar	 C2.15)

2!	 3!	 •
m!

Usamos este desarrollo para definir la función matricial

(At)	 +
At	

= I +	 At 4 	 z	 ( At)34...4 (At) rn	(2.16)
2!	 m!

observemos que como las potencias de la matriz A son matrices nxn,

el lado derecho de la ecuación	 (2.16),	 es una matriz	 nxn,	 si la

serie converge.

La cuestión de la convergencia de la serie 	 de	 la	 serie	 de la

Rc.(2.16), para una arbitraria A.	 nxn se	 resuelve en	 el	 siguie

teorema.

TEOREMA. La serie

	

¿k = I	 + At	 +	 (At)	 +	 (At) 
3

2!
converge para toda t, puede derivarse término a término

solución matricial principal del sistema x = Ax.

,supondremos que t 0= O, así	 que la	 solución	 matricial	 w(t)

satisface w(0)	 = I. Si t 0x	 O, entonces	 la solución	 matricial

Principal	
Ad-1esta dada por w(t)	 = e

Veremos enseguida un procedimiento	 usando	 el	 teorema de

Cayley-Hamilton, que puede 	 usarse	 para calcular	 ,., At
	 para

cualquier matriz cuadrada A.

Antes definiremos la notación que usaremos. Sea p(X) = 	 'A -X11, el

polinomio característico de la matriz A de nxn, y suponga que

P(XJ	 = (X	 -k 'vi,:í	 2	 '	 k2	 (2.18)

donde X1' X2' 
	  ?,_k• son los	 valores	 propios de	 A,	 con

multiplicidad r1,r2,...,rk,	 respectivamente. Usando	 fracciones
parciales podemos escribir

1	 	 a 1 (X)

	

+ 	  +	 +
a 2 (X)	 P-)	 (2.19)

P( h )	 (X-Xi)rf	 (X.-k2)r2

donde para Cada polinomio c,,(X)

grad a (X) S r.- 1	 (2.20)

Multiplicando ambos lados de	 la	 ecuación (2.19)	 por	 PM,
obtenemos

1

donde q.(X) es

P(X), excepto

= a (X)q i (X)	 a 2 (X)q 2
(X) c k {h)qca.21)

el polimonio que consta de todos los factores de

(A. - X.

(2.17)

la

P( h ) = g. (X)	 —	 )	 ( 2.22)

	_resumiendo los pasos para encontrar la	 solución	 son	 los



siguientes;

	

1).7 halle el	 polinomio caracteri ..rTco de la matriz A.
_

p 0, )	 =	 det(A	 -	 ›J)	 =	 -	 ) 1 ( X.	 -	x 2 )	 / X... 	,

y uselo primero para determinar los polinomios

p(xJq	 -(?)
'

	y luego los polinomios a (X),	 que satisfacen

a	 (•)q	 (X)	 a	 (X)a	 (2.	 a	 f)-\q ( 2` )	 =	 1
m

2).- Reemplace cada Xrn por A	 en las expresiones de a (X.)

y calcular;
r	 - 1

CA	 -	 1)j	 ti
eAt
	 f

e	 a	 )g
LL j! 11.1	 J=0

Ejemplo. Halle la solución matricial principal de

[C1

tilne el polinomio característico p(X.	 =	 ii.. - 4)2 y espacio propio

1generado solamente por el vector 	 o
[

.	 Solo	 hay	 un	 valor propio

X = 4, con r =	 asi que q i (X.) = 1 =a (k). Luego,

,	 (A - 41) 31: 3 ip(t ) = aat =	 14t	 4t

j!	
e E	 (A - 41)t] =

eat

 [

(l 0)
LO 1 j

TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.

SISTEMAS DINÁMICOS

I).- INTODUCCION.

En muchos estudios sobre las soluciones de sistemas de 	 ecuaciones

diferenciales, no se utilizan en 	 realidad	 las	 ecuaciones

diferenciales sino únicamente las propiedades g eométricas :y

topológicas de las curvas solución. Ese es por ejemplo, el caso

cuando se estudia el comportamiento asintótico de las	 soluciones

Para t	 00 (ver [12]).

Surge así la posibilidad de definir abstractamente tales "sistemas

dinámicos" por las propiedades básicas de las curvas	 x(t), sin

hacer referencia alguna a que esas curvas sean soluciones de un

rn e
4t

o
te

st

4te.
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sistema de ecuaciones	 diferenciales. Se obtiene asi, 	 mayor
generalidad, y al mismo tiempo	 se reconocen cuáles son	 las
propiedades básicas de las curvas	 x(t) que resultan	 esenciales

para la validez de los razonamientos. Otra ventaja es que,	 al
generalizarse a espacios abstractos, quedan incluidos sistemas muy

distintos, que sin embargo obedecen a las mismas relaciones.

Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema en el plano, 	 el
cual está dado por las ecuaciones:

o
- 	-	 + 	 	 Y=

VI X
2 

+ y 2 x + y 2
/

2

Las soluciones de este sistema, son parejas de funciones	 x(t)
y(t), y podemos considerar	 a	 estas	 funciones,	 como	 la
parametrización (con parámetro t), de curvas en Rz . Estas curvas
se llaman	 las trayectorias del sistema y 	 el plano xy, es	 el
plano fase. Un retrato fase para el sistema, o su e quivalente,	 la
ecuación diferencial, es una descripción completa, cualitativa de

sil- trayectorias. (fig.2.2)

Se supone que la aplicación a x R	 LZ , definida por (x, t), 	 es
continuamente diferenciable o al menos continua y continuamente

diferenciable en t.

fig.2.2

Dada una ecuación diferencial )1 = f(x), x r R TI , donde f satisface
las condiciones	 mencionadas anteriormente para	 asegurar	 la
existencia y unicidad de las soluciones y definida en un dóminio

r = dom f c Rn , si llamamos como p(x,t), la trayectoria que en 	 el
instante t = O, inicia en el punto x e :A', y denotamos por I	 al
intervalo en el cual esta definido, entonces la aplicación

(x,t) • p(x,t),	 t e I.
Es una función, so : a x R • a.

1 a	 n dinámico   



debemos ver como deben ser f e 1 para tales sistemas.

EL FLUJO EN UNA ECUACION DIFERENCIAL.

Ahora consideremos de nuevo una ecuación diferencial I37:

x = f(x)	 02.23)

definida por una función C 1 , f : j • E ,	 c E, abierto, para cada

=	 existe una única solución p(t), co, i,(0) = x definida 	 enX
o	 O

un intervalo abierto I(x0 ) c R. Fara indicar la dependencia	 de

0,(t) xespecto a t, escribimos:

•(t) = 0(x,t)

entonces 0(x,0) = x.

La aplicación (x,t)	 •(x,t) es entonces una funci,..-n

0 : j xR. r
denominaremos a 0, el flujo de la ecuación (2.23), y a 	 menudo

escribiremos

0(x,t) = Ot(x).

TEOREMA: La aplicación O tiene la siguiente propiedad:

1;bs-1.
= 0 (0 (x))

a	 t• C2.24)

En el sentido de que si un miembro de (2.10) esta definido.

también lo está el otro y ambos son iguales.

Geométricamente, este tiene la siguiente interpretación (fig 2.3):

fig. 2.3

Si un punto parte en el instante cero de la posición x, bajo la

transformación 0, al cabo de un instante t, se encontrará en el

punto x = 0(x,t):	 si ahora dejamos que se desplace durante un

tiempo	 s al cabo de ese instante se encontrara en la posición

= 95 (x .=). Entonces el teorema dice que se lograrla el 	 mismo2	 1
resultado si a partir de la posición x se deja correr un tiempo

s + t.

Recordaremos otro hecho de la teoria de ecuaciones diferenciales

Supongamos que x	 J, t e O, sabemos que x tiene una vecindad U



con .7-1:(x,t) definida para 177 . -jo x -E U.

TEOREMA: Con la hipótes i s de el te .1 7?ra anterior,

la fuN:ion ,

para ceda t s e,

x	 -.

define una aplicación de U,	 re un c:njNnLo	 una vecindad de

pi, adem =ls ‹,1,(Y,-t), esta definida en y y Dr,	 a V sobre U.

la ccmposiciOn .A((ft,t), t:, es la identidad en U, yt ,-ti,t),es

la identidad en V (fig.2.; 	 /
J

fig.2.4

en. [2] se prueba que .75 esta dafinido para t»do t e R.

iii).- NUESTRO ESPACIO.

Para continuar, observemos que :a ecuación diferencial autC:noma,

mncon x e	 , no siempre está definida en todo el espacio Pn.

Que debemos hacer entonces cuando f(x) no esta definida en tildo

Ffl , sino como es usual en cierto abierto y conexo?

Primero, nos fijamos en la función ck : .21 x	 =g, ya vista antes,

puesto que lo que realmente nos interesa	 estudiar son las

trayectorias de el sistema.

Para cada t, esta	 es una función de Y, en si mismo. Este es • el

hecho interesante, pues nos dice que al	 tomar	 un	 punto

cualesquiera en ›.-g , a i r, largo de la trayectoria, estós	 siempre

van a pertenecer a orodemcs entonces tJpmar a 2R,	 Nn

subespaoio de Rn y quedarnos con las propiedades topológicss

hereda.

Las caracteristicas importantes, cuando .1-Z. es una re:eión,

entonces 12F siguientes:

5;.- J7 5-5 tril-F=ZO.

b).- La ri:rms	 en LP. fl nos induce una métrica en	 estc es-

:).- CcrIp o P 	 es	 locair:Hrnte	 .12Fí.2:fo 



localmente compacto.

por lo tanto, consideramos a	 como un	 espacio

localmente compacto y conexo.

Tales condiciones nos aseguran que todos los puntos x 	 termo,

un comportamiento igual, es decir	 todos los puntos se	 pueden
considerar iguales,	 y	 ncs asegura que nos porips

siempre a ellos por medio de qflicesiones y de cualquier lado del

punto. Es decir, si	 fuera cerrado, los pintos de la	 front

tendrían un comportamiento "espe:ial".

1v).- LA DEFINICION.

En resumen , tendremos una funcifin	 cue va de Y x R	 donde .-A•

es un espacio métrico localmente compacto:

•:ñ A R

Que cumple las siguientes propiedades;

1).- 0(x,O) = X.

ii).- Çb(.,-b(x,t), ․ ) = flp(x,	 x	 t. Y.	 V	 , c7:	 R

wii).-Oes continua respecto a x y a t.

DEFINICION: Le llamaremos un sistema	 dinámico	 a	 la	 terna

(YR. ,0),donde R son	 1.os real eS,	 Y x R • Y .	es una función

que satisface	 =i1).

Finalmente tenemos las	 siguientes	 definiciones.	 Suponiendo un

sistema dinámico (Y,R,•A),

DEFINICION: Dado un punto x e P, los conjuntos siguientes

r(x) =	 x ; q = *(5,1,t),	 t e R	 }.

(x)	 = { x ; q = 0v(	 ,t),	 t e

llamados la trayectoria y semitrayectoria positiva de

que pasa por x ó que inicia en x).

ATRACTORES.

Ahora bien, estaremos interesados en ver que ocurre con 1•s punt./7-s

cuando éstos se mueven 	 a lo largo	 de	 las

específicamente, la que pasa por ella al transcurrir el tiem po y

veremos acerca de los "puntos destino final", en el futuro	 y z.t1

pa=-..aHn.

DEFINICION: Un punto q se llama punto limite positivo 	 u

He x, si existe una sucesión {t} c R, con tn	 n
0(x ,t ) 4 q.

DEFINICION: Un pl7nto q se llama punto l imite negativo	 o

a



de x, si existe una smcesiin 	 {t } — Pr	 t -1 --.",c,	 P-al

	

n	 n
que-O(X,t )	 -› q.	 "i-

n

Ademas, un punto	 x puede tener todo un conjunto de puntos cmcx

"destino final",	 entonces podemos definir de manera 	 aníklnga,

conjuntos w-limite y ci-límite del punto y..

DEFIMICI014 C.:Tie.i.deremos L	 sieuientes

A (x)	 = {	 q; q es un w-limite cje x I.

A (x) =	 g; q es un a;-límite de xI.

Entonces A 4 (X) y A (x), SR l i san respeccivarente 1 ,1,s	 conjuntos

w-límite y cl-limite de x.

Estos conjuntos límite jue,ian un papel muy	 ill,palante en la

solución global del sistema	 En particular cuando t 	 + cc., tienen

la siguiente propiedad: son fuente de atracc i ón	 para .las

trayectorias.

For e j emplo, consideremos el siguiente sist.*ma dinamico 	 definido

por las siguientes ecuaciones diferenciales, da,.das en
4,
Pólares.

r = r( 1 - r).

e = 1.
El cual tie	 siguiente retrato fase: 

4 

El origen es el único punto crítico. El circulo unitario, es una

órbita cerrada que no contiene a nineun punto critico. Cualquier

trayectoria (con excepción de la que pasa por el origen), '-e*

aproxima más y más a la órbita cerrada, espiraleando alrededor de

ella, cuando el tiempo crece sin límite. Entonces, 	 Y ID

unitario es el conjunto w-límite de cualquier punto x del 	 plano,

distinto del origen.

Consideremc,s un ejemplo mas sencillo, que resalta las 4:calidades

tintaremos hacer notar:



= - X

EL SARESt DE MIS HIJOS
RARA MI GRAPIDEZA

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

t=n-mcs que para cualquier Punto x en el plano ocurre que

A' (x) = ±01;-.

TTE decir, el conjunto (;--límite de un punto arbitrario Y del plano,

es ml

ES decir, para cualquier sucesi,Sn

c:umpie que:

c;SKx,t7,)-_. O.

Ententes podamos decir que las trayect orias	 a,tr;idec-, ea

decir, esten pera tiempos cada vez mayorA . =, mas y mas cerca dei

71	 !Ii RfltC ejemplo, muestra que puede darse el caso en que aun
existiendo puntos críticos para el sistema, ninguna trayectoria fas

atraída ni repelida. Efectivamente, consideramos el sistema;
o

= y

y = -x.
Las trayectorias son círculos concentríc os y el origen es el único

punto critico.

Para cualquier punto p de l 	plano,	 veric:s que al	 ?i•

traieltc, ria que case per el, el 1-.*;ntc x no se aleja del

os:' ,	 •sdbilidad en el •	 if....an.

{t con
r.

4-



i ci-deremos ahcra.	 cules el dettnc fnal

arbitrario en el plano?, sabemos 1e la semitrevertorir,
7	 e7

el circulo que paca por x y tiene su centro en el origen. 	 Esto
quiere decir que al tomar t continuamente y en forma creciente

valories. en	 al punto va a recorrer un a y c , i-re vc-z el	 cilc_ula

d).- LA CUESTION DE L A ,-STAillifiDAD.

i).- ESTAEJLIDÁD EN 'ISTEMAS DfigAMICOSZ.

Las ideas anteriores quetes ahora

lenguaje de sistemas dinámicos, al mismo tiempo que queremos ser

más formales	 matemá.ticamente. Consideremos pues, 	 un	 sistema

dinSmico G>2 , PM. ya habitmos mostrado que al estudiar

subconjuntos de 1 que son stractores, esto nos conducía al tema

estabilidad del conjunto r.
DEFINICION: Un conjunto 	 2;(7, es estable, si dada una	 -:e:inciad

arbitraria U de M, existe una vecindad V de M,	 cal	 e_ a	 la

sfr.mitrayectoria positiva que parte de cualquier punto

se sale nunca de U.(fig.2.8)

Es decir , M es estable si jada una vecindt,c1	 je

existe una vecindad V de M tal que si x ce U, ent onces

para toda t e 14-.
y-- -

‘.

• #

\\\ / /J

fig 2.8

Para ejemplificar, tomemos el sistema 	 cucas

se muestran en la figura;



fj7.1: 9
1",:,--esiu:s a M al u :njt.?,tc	 ri	 3-11 	 .z.F1	 r	 1.yr

Evidentemente es estable,	 ya otra cualquier veci_nCad U de M.

sierqpre, pc.demce turnar una	 vir-L.05,-,J,d	 y	 c	 13,	 que

trayectoria que empiece en cualquier	 punt-_, de ‘,T, no salff.a nunca de

U. Este Çaso nos muestra el caso de 	 conjuntos estables que son

c-onjuntos ceryads. El siguiente hac.e ver ter:lb:Len ,T2e un ccnjuntri

mbierto puede ser estable.

Tcmemos á M cc,mo el interior del elroulo unitario 	 en el	 sisteirle

dinmico anterior.

fig.2.10

Claramente este conjunto abierto (El interior de el otitlilc,

unitario), es estable, pues dada una vecindad arbitraria U de M.

existe una vecindad V de M tal que si x el V, ,--nt,.,nc_es t(:.:,t.)

U, para toda t e :FT' . Ahora vamos a mostrar J:cmo l l egar a
definición alternativa de estabilidad.



Sea, el circulo unitario.

Ahora consideremos el sistema dinmico dad 	 el sist-n.
diferencial:

=

cual como se

sea positivamente invariante. También se puede ver que A 4 (x) = M,
para cualquier x e M.

Sin embargo, M no es estable, Gata alejarse un poquito de M, para

que al se: ir las trayectorias correspiandientes nos alejemos

s de M.

OHé es la «:falo aquí	 M no rlas estable

pl_mtes cercenc, s a M, sisuiendo por su trayeatalia lespsH.c.

alela	 M, cuando 4=1_	 tiempc rrece. Es decir, el destino

Anta . - r-rcsnc=	 M, es :_istinta de los puntos de M.
20 nos qmi,-L re d ecir que al estudiar la estabilidad en

Sea M el clrculo Hnitmo.S tiene entonces Que F . (M) = m, lo

condición necesaria y suficiente para que /Pi



m dehemos	 investir nc s g io el dsi.ino de les	 p'[Jt: . s. d = 	M	 ;:r.-

,,,dem .j,s el	 destino Je los puntos que le son	 vecincR.

Ah ora bien, hablar del destino a t4eir:pos positivos en un punt- , x,

es hablar de su semitreyectoria positiva /(x). El clec tinr ,	 Fin;1l.

es decir,	 el limite cnand r. t	 -40.5, es el c r.njunto	 A4x)
(ces 	 ambosque ya	 habiemos	 conceptc.s

5 jmult;n - m.snte no es otra	 cy c a que	 La	 ';-rfrajur.	 de	 ,5.

,7e.mitrayectoria pcsitiva. Es decir, eat.s . fflos afirmando:

(x) =	 y D-:) U	 3

Lo que obviamente nos da una desc:ripn completa del

Ahora, como estabamos diciendo, en relación a la estabilidad

queremos considerar simultaneeirente al destino d e un punto	 x, • el

destino de los puntos ' que le son vecinos. 	 Esto es,	 puntos

cercanos S x.Esto nos lleve a pensar, en primer 11_1?-rIr en bolas

con centro en x y con radio a a 1 O).

S(x,cw) =

Además en el destino de estas beles, es decir, de le misma forma a

como estamos consierando el conjunto /(x), podemos consid erar al

conjunto 74(S(x,,.:0), para a> O. Esto nos describe, iunto con el

comportamiento de x, el comportamiento de los puntos que estan en

la bola de radio a y centro en x.

Ahora,	 estamos	 interesados en el comportamiento de

puntos que son verdaderamente cercanos a x, para ello consideremos

el comportamiento de todas las bolas -D ara radios arbitrarios

fijemos	 nuestra atención en lo Que es común a todos esos

comportamientos, es decir, consideremos 1.=1 interseccirSn 

n	 lz,  
Ejemplo, consideremos el

en la siguiente figura:

a )0

sistema cuyo retrato fase se representa

P4



finalmente nos queda para el punto X He la figura:

Cuyo retrato fase el siguiente;

y (x)

Ahora consideremos las bolas con centro

(x) U e

en x y radio

bnlas, la ce adura de su semitrayectoria positiva 2.,	 (x,a))_

fig.2.25

r (S,(x,a))	 y ( S ,(X, 0()) U

y finalmente tomando la intersección de todos los a ) O 	 lo que

n r (S,(X, ,Y )) = r (x) U o

Ejemplo, sea el sistema dado por las ecuaciones diferen,
o
X = -X

o
=



consideremos

o 

o  

fig 2.16

en un punto sobre el eje"x-,	 vecrdad de radio (.7.<

dejemos correr el t iempo. Observemos e l destino fin&i de esta

fiP.2.17

y tomemos la intersección n r'es,(x,,y)) = ísemieie -x]-{e j e y}

2 .

Le importancia del conjunto 
,Oor (3,x, ' ;' )) Pera un	

un

35



sistema din a..mico ha quedado ya .mente

conjunto que ncs describe en forma completa. no solo el.-je

x, sinn además el destino de los privitos que le son vecinos y

fundamental para la investigaci•fin de estabilidad. 	 Se le	 j.:!..ctin,

-La primera prolongación positiva de x" y se designa con

simbolo D+(x-).

Un conjunto invariante compacto V, 5-ará llenado un	 atractor	 si
existe un abierto U D	 tal que ()(U) = Y.	 Fc,r	 alaun	 hlor'k
atractor 5, entenderemos un conjunto compacto 	 con	 interior
vacío tal que para cada x E a B, ;A(x,(19,ctUc int5. 	 7ste-,	 un
resultado es-andar de que cada block atractor contiene u atractnr

y que cada atractor es un conjunto máximo invariante dentro de	 u ii

block atractor.

DEFINICION: Sean ,	 ,p), un sistema dinámicoy un punto x •

llama la primera prolonPacibn positiva de x al conjunto;

	

=	 n
o

T. ;primera prolongación positiva es entonces 	 función que

cada x c	 le asocia un subconjunto de g.

Y ahora para un conjunto M 	 »?, pc,:os definir si! primera
o r olongación positiva de la siauiente manera:

DEFINICION:	 Sea ( Y , R , � ), un sistema dinámico y m

la primera prolongación positiva de M, al conjunto;

	

D(M) =	 U	 D (x)
xcm

ESTABILIDAD ASINTOTICA Y FUNCIONES DE LIAPUNOY.

Ahora, nosotros queremos caracterizar la estabilidad esintatic.a,

mediante el uso de ciertas funciones escalares definidas en una

vecindad de un conjunto compacto M. Este método recibe el nombre

de segundo método directo de Liapunov, en honor de 	 el mátematico

ruso A.M. Liapunov [3], [11].

Las funciones de Liapunov son funciones escalares no ne gativas que

se anulan en el conjunto, y 	 que decrecen a lo	 largo de las

trayectorias del sistema. Esta cara cterística es la que nos i-mpide

osracterizer, por ejemplo, a un .atractor uniforme, pues si ti	 es

invariante cc:	 en la siguiente figura;

e- le llama



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
• t SABER BE MIS HIJOS

RARA MIGRA/0E2A

Donde M es el atractor uniforme formado por el circulo C, al
se ha agregado el punto p, 	 es decir,	 M = C U {pi,	 una función	 al

no es posible encontrarla.

S i embargo, para la caracterización de la 	 estabilidad asintótica

han encontrado fuertes resultados que	 generalizan a sisteihas

dinámicos, los teoremas enunciados por	 L i apunov. tino	 de estc

resultados es el que se menciona a continuación:
TEOREMA. Un coniunto M	 as asintóticemente establ e si y

sí, existe una función contincta	 C.CTs valoros reales,

en una vecindad de N de M, 	 tal que:

= O si x	 M.

> n si x e M.

r,25(fl,(x,t)) < ili(x), 	 para x e M, t	 O, y r:rx,[0,t]) c N.

En [2] se prueba primero la existencia de una función $ 	 con
propiedades antes mencionadas para la estabilidad asintótica de M.
Al demostrar la n-:---idad de, 	 la existencia de una función	 ccJ-1

las propiedades del teorema, 	 se define primeramente p(x) como

función que involucra la distancia del punto x al conjunto M, ca
la = i ,r1 ) 4 ente manera:

so(x) = sup	 d(n(x,t),M);	 t	 1 O	 j

Esta	 función	 tiene	 las	 propiedades	 requeridas,

probablemente, la de ser	 decreciente	 a	 lo	 largo	 de	 2

trayectorias.	 Se modifica entonces 1) de la siguiente manera;

Lso(n(x,t)e rdr

y esta int esxal define una función ,:ó(x) que es l a die ) teorer:a.

Ahora consi deremos un conjunto M asintóticamente cazada -
función:

	

Çt. ix) =	 »7(x,r):e rjr

Del ta:rea anterior, 	 cque sabemos defiria 	 EF Lí

28



N de M. Podemc;s definir, para cada 	 x fi j a en N ja

función:

Esto es;
. T)

,j(t) =	 f p(u,v

y hani,=ndfl el cambio de vari=b1R.- s =	 t-,a.tenemis:

4:15
C(t) =	 ejtcp(u(x, ․ ))

Observemos primero que c(0)	 = 0(x).Esta función e(t) tiene adel.lás

las propiedades que se enuncian en el siguiente;

LEMA: Sea M un conjunto asint6ticamente estable y N la vecindad de

M del teorema anterior, entonces la	 función	 c(t)

diferenciable y pera x c N-M, la derivada de(t), e= negativa.
dt

Finalmente afirmamos que en un sistema din&mic-o, los 	 conjunts

compactos estan caracterizados por los ceros de una función

diferenciable.

TEOREMA: Un conjunto compacto ¡-1 c 	 es asint6ticemente estable

y so l o si existe una función e(x,t), continúa en las dc-s

variables x ,t y diferenciab.le con respecto a t, e: N x

R, (N es una vecindad de M), tal que:

U.- c(x,0) = 0 si X E ti

c(x,0)	 O si x	 M

ii).- g(n(x,t),n) = e(x,t)

De < 0,	 donde De, significa la derivada con 	 respecto

a t de la función e a lo largo de las trayectorias.

'Do



C A PITULO III.- FL& !ITEAMI P-NIO Gr"r" T nr i 1"Pnrg rMA„,	 „“,.

a).- PERSISTENCIA Y EXCLUSION.

Ahora iniciaremos con el modelo eeneral de n especies [9]:

Y c = (3.13

Aquí 1.7 > O, las la densidad de la 	 población y gi (y 	 • "	 )	 es
la ta c aespecifíce de crecimiento de la especie 1.

Los ejemplos anteriores de el capitulo	 I, son modelos de (=,stp•

tipo. Las ecuaciones 	 (3.1), determinen un campo vectorial 	 en	 la
variedad:

En	 = f(Y1,...,Y,),€ 97n v	 O, para todo

Todas	 las	 funciones	 aquí	 se	 supondrán	 infinitamente

diferencdables. Escribimos:

En,ER.n)

La función g = (g	 ,g 7) e	 se puede considerar	 como	 una

comunidades ecológicas, cuya din,=.mica esta dala por l as ecuaciones

(3.1).

Pata	 .73n denotamos por P (y,t),	 la solución de (3.1),	 iniciando9
para y	 ig En , t = O.	 Los teoremas estandar	 de ecuacícnes

diferenciales,	 implican que p satisface todas las propiedades	 de

flujo, excepto posiblemente que las soluciones no esten 	 definidas

para todo tiempo [2].

Esta dificultad puede ser resuelta de varias maneras	 [2]. El orceen

para las trayectorias de nuestra presentación elegimos la manera

más fácil y simplemente supondremos que p es un	 flujo. Esta

suposición da lugar	 a	 restricciones	 solo en comportamientcs

infinitamente	 cercanos a g. Tales suposiciones 	 no	 son	 de

importancia biológica.

Ahora estaremos listos para definir "persistencia" y 	 "exclusins

al menos en el contexto de la ecuacion (3.1). La siguiente

definición generaliza la de Levin 	 [41, quien restringe su atenci.-in

para atractores que son puntos de 	 reposo, órbitas	 periódioas

ambas.

DEFINICION: Una comunidad ecológica g e
n

 es llamada persistente

si-,p , tiene un atractor en int(E n ). Diremos que

exclusión si no es persistente.

Diremos que una clase de comunidades e c	 satisface

propiedad de exclus i ón' si g exhibe exclusión para

40



claramente ,t7	 a 3.:Trn

exhiben exclusión.

b).- FACTORES LIMITANTES.

Por reg la general, los modelcs	 :,.steTnáticos que intentan 	 .descriL
el comportamiento de dos o 	 N i, s 	 p . ch.l»cic.nes sujetas	 a un	 tifx:.

pecífico de tnteraccin amm 	 hjr,sadas

hiptesis demfisiado	 rI g idas,	 .1Frido coupo	 c c-illiscic	 la	 pc” a

concordancia de las pr . adiLci ::::-,e	 lel in.,d rflo	 pl.,:r.yesl-e real.

El alto grado cie cc,,,plejidad 	 de	 1 .J:s	 así

sus grandes variaciones espacio tempales, no son •,imilados 	 p,71-

los modelos elementales,	 que	 son incapaces le presentar la

diversidad funcional	 que	 exigen los modelos	 de	 predico ion

confiables. Sin embargo, al tratar de incluir en las hipótesis del

modelo más información biológica, 	 a menudo se puede	 caer en

situación opuesta; crear modelos o teories tan complicalns que

inoperantes debido a las	 dificulades que	 se presentan en	 cL
ana. , si s Desde el punto de	 v i sta tradicional, es	 rn:f“:---

incluir en nuestro modelo, los procesos mis 	 	 ciVOs del

sistema que intentamos describir.	 con el fin de mantener nuestf•

modelo con la mayor simplicidad	 posible sin	 infiarmac:7:n

relevante. El problema se	 reduce a la busqueda de	 aquella
orucsc'  -laves que rigen el comportamiento de la din4mica de

interacción ecológica que nos interesa estudiar. Desde el punto,

vista de la ecologia demo gráfica,	 por ejemplo, La dinámica de

p.lacid'..n depende de la correlación entre los	 procesos	 opues.Y.-

como son el proceso de crecimiento y el proceso de inhibición 	 de_

crecimiento. Cada unb de los procesos depend e	de
	 una	 serie	 de

factores inherentes a- la acción vital de la población, 	 por ejemplc

el proceso de nacimiento	 depende de factores	 tales come	 .a

composici‘jin de las edades de la población, la 	 proporción	 d e	lts

sexos, la fecundidad, la cantidad de alimentos disponibles, etc..

Por lo que toca al proceso de inhibición del crecimiento, ,t.e

puede depender de factores tales como la tasa	 de mortz l ic,-Ad	 la

densidad de la población,	 de	 factores ablc:s.

te,ratura, la humedad, la contaminación, etc..

En el aci de 13"- =,,	 el	 fisióic,ge alemán	 Justus

esTudiando el :re:imiento Je cierr.ss plantas se ch-



a garantizar-el creciemierito de las nisas renian

un conjunto de nutrientes 1-_4sices, algunos debían ser abundsnte5- 7

otros se requerían solo en pequea..scantidades. Un descubrimiento
importante de Liebi g , fué gil ,- la ausencia de algun nntriente,

podía ser reemplazado por cualquier otro que apareciera en

al-flIndancia, es decir, un medio  que contenta 	 todos los	 nutrientes

en abundancia menos uno de ellos, el	 :':al	 apsrecia en cantidad

insuficiente, permitiría el crecimiento' de la planta hasta que el
nut riente se agotara completamente. 	 El crecimiento eff.alba

• limitado por la ausencia de algún elei%ento,	 y ademi:.s c'andn había

crecimiento este último se reía por el nutriente que aparecía en

menor proporción. Liebig llamó a esta re gularidad ley del mínimo.

Dicha ley puede Eener= n i , -rse y juega  un	 papel wcirfrinte en

ecología. Todo or ganismo para vivir	 requiere de un	 medio	 que

reüna ciertos factores. Si todos los factores son	 favorables,

excepto uno, este será el factor limitante que regir .	La accion

vital del or.,=anismn.

Posteriormente en el ajo d e 1913 el ecólogo norteamericano V. E.

Shelford, amplió el dominio de la l ey del mínimo dada por Liebi g a

lo que hoy se conoce COMO ley de la tolerenCia. Shelford seNaló

que cuando hay un exceso de cierto	 elemento, esto puede ser un

factor tan limitante como la deficiencia. De esto se deduce 	 que

todos l os procesos que determinan	 la acción vital de	 una

población, se presentan en	 intensidades que se rigen por 	 los

mínimos o los máximos de los factores que alimentan dichos

procesos. Nosotros por simplicidad 	 y si guiendo la	 tradición

entenderemos por e- 1 principio de
	

I OS
	

factores	 limitantes

precisamente a la ley que limita a un	 proceso a trav4s- de	 los

máximos y mínimos de factores actuantes en el sistema analizado.

El ejemplo del capítulo I,	 muestra un prototipo de	 un modelo

propuesto por Levin [ 4].	 En este	 modelo	 Supondremu z: que la

estructura de la comunidad es de tal forma que la tasa	 especifica

de crecimiento de cada especie G. solamente una función indirecta

de las densidades de las otras especies. La tasa de crecimiento

está dada en funoiOn de ciertos factores linitantes.

factores limitantes son funciones de la s densidades de	 _La

7,bi.-2,cj5n .	Las si guientes ecuaciones muestran la d i nSm1: 7- de tal

dad con n especies y 1: factor es limitantes.

nr



,Z,)

j = rj(Y1,...,Y,)

Donde y es la densidad de la i-esima espaci e y z es la
J

del recurso j	 y u (Z ,...,z ) es la tasa especifica de crecimiento

de la especie j.

nefin-incis la clase de ccmunidades de r esloa:ies cón L 	 factol.ts

limitantes:
n	 r

	

= 	 g = m.r; r	 ;� (E	 n )
	}	 C3.3)

y notamos que los ele:entes n no tienen Loor	 :r1 	 única

la forma uor.

Claramente	 c t:	 para todo n,	 k y .7,	 e	 pare k	 n.

consecuencia .5?-1 no satisface la propiedad de exclusión para k

La cuestión interesante es si 	 .2": satisface	 la p.rooiedad	 ora

exclusión para k <	 n. En otras palabras :Puede haber	 persisten: te

de comunidades con menos factores limitantes 	 que es.peoies?. Una

apicación ligera del principio de exc luón, predice cue

puede ocurrir. De cualquier manera, veremos q 7Je la respuesta no	 r..s

tan sencilla.

Primero consideremos los puntos de	 reposo	 naturales de	 Las

comunidades en Yr' con k ( n.	 Cual quier Punto de rePOsc	 C=n

-int(E), Debe ser de generado ya que el Jacobiano de 	 la matriz

puede tener rango a lo mis k. En efecto, el 	 si guiente tecrema

muestra que estos puntos de reposo pueden ser destrozados por

perturbaciones arbitrariamente pequeñas de	 las ecuaciones.

t npOl i a de estas nfl=rt,•7-b=fo-i,nnfr-s 	 no. son muy importantes para

nuestros pr6positos.

Probablemente la topología 
_CCn 

en
	 r, 

v la topología inducida

en 3x' o In sean las más naturales.

El siguiente teorema nos muestra que unsistema ecológico de n

depredadores con k factores 	 limitantes no tiene puntos le

atracción en el int(En). No enu=	 ya que si consideramos En,
_n

entonces si una trayectoria se pega a un eje o a un hiperplano,

esto significarla que una o más especies se extinguen y entonces

el resultado es directo.

TEOREMA 3.1: Supongamos que k < n. Para un c r, ni; I ntc . denso de 2

p no tiene puntos de reposo enril-(1,7.n).

Demostración: La prueba es equivalente s demcstrsr

C 3. 2)



os en el int(En

	

U =;	 :97(y)	 oO para toda y e in-NET-U:

Ver fnmos que 21 es	 denso en ..51' 17. Esc?Tbimos j	 u0r, dorp-3,„,

; k	 Rn, For el teorema de Sard [5], 	 9-<(B )	 Rfl,	 tiene

d e Lebesgue cero. probaremos que g es denso.	 Podemos	 :,,entrar

)	 r,	 en tun g € P fl , tal que n	 91(Bk) 4	 c -	 a g'

(u.r)	 entonces g'	 esta arbítrariame	 e cerca	 de e,

g'e U.

Por l o tanto U es denso en . yr no puede tener etractores en
int[En )	 Entonces se tiene que ..fog n tiene atraotores en int(Bn)

_n
TEOREMA 3.2: _ea -:	 con k	 n. Supongamos que	 c int(En ), es

	

un atractor para •A) .	 Entonces la característica de Euler

es cero.

E l atractor Cr.: no necesariamente es una variedad, de 	 cualqiiir

-o, uno puede envolver con un	 conjunto atractor	 que	 es una

variedad. Definimos la característica de Euler de . sT:	 ,ea

característica de 3, donde	 es un block atra,_tor que	 pntiene

flé; ccmo el máximo conjunto invariante en B . Ect,,	 ulen

definido y se reduce a la característica de Euler '

una variedad.

Demostración. Sea 3 c i nt(En )	 lin block atractor que contiene a

como el conjunto invaríante máximo en B. El eg imos B, tal que	 el

c_ar po vectorial sea trasversal a 03, Para g' cercanos a g, B es .1/-1

block atractor para so ; Por el teorema anterior, elegimos g' que
9

no tenga puntos críticos er:B. For lO tanto, la característica	 ríe

Euler d.4 Q es cero, por el teorema de	 Foincare-Hopf	 e

apéndice), y eso completa la prueba.

COROLARIO 3.3: Sea k<nyg e cr	 entonces	 no puede tenerk

puntos atractores en int(E ).

Debido a que la característica de Euler de 	 un	 círculo

cero, el teorema 3.2, no da una 	 resla general, fuera de las

órbitas periódicas, de modo que	 no establece	 la cuestión

exclusión en general. De cualquier modo, esta establecida pala 	 el

ca so n = 2. Puesto que cualquier block _traca en = 1 fli=ii9

necesita estar contenido en un b ir.ok atractor carecido a un

tenencs la siguiente generalización del ejemplo IE..

COROLARIO 3.4: cic2 satisface la propiedad de exclusión .

Yes laEesafcrtunadamente rinica clase entre l as yfl -a e í



satisface la	 sieded de	 En el ,:ap 4	 r	 p

371 no sa t isface l a propiedad	 de	 _xclusiin para 2k	 2n.

ejemplo de ccnridad persistente en 31	 R ea l mente, pr,:ibaremis

cuestión de que -nsi	 .3' 	 satisface la	 propiedad de	 eyclusión
para 3k < 2n, con n >	 2 esta	 abierta.
De cualquier manera ,	 la cuestión esta	 estab2eci	 para	 ciertas

—nsubclasesa saber,	 aquellas en las	 cuales.1,.funcionec
en	 las ecuaciones (3.1)	 sean lineales. Definim.s:

c'e 3'n =	 JÇ'	 111^	 ;
TEOREMA 9.6: 32 3 sat i sface la	 piedad de exclusí	 para k	 n.
Este teorema fue conocido	 por	 Vi l lterra [14j,	 para	 k= 1, Un
resultado al go diferente fue	 probado por Recignc	 y	 Richardson
[13), con al gunas hipótesis	 adicionales. Levin [	 prcibc5	 que

3m
k'

k	 n, n•puede tener A tractores ni órbitas atrators periódieac..
La si guiente demostración es debida a Flor
dem. Primero introducimns las siu i e	 funciones,

l og: int(En )	 Rfl:	 ,Yn)	 yn)
-'.P. Rn.	 int (En );	 /	 )

n
funciones son difeomorfismos e inv,--”srís	 db=1	 ntrn . 	 para
definimos w como un	 flujo en 'P I--; dado por;9

=	 (s-exp)(n)	 (3.4)
que es la ecuación (3.1), transformadapor el cambio	 de	 variable
y = en . _Para probar el teorema, solo es necesario probar Que W	 no
tener afee tetes parta g c t Y

kr')	 con k:n.'
Esc r ibimos E = m o r e £	 cjonde u(7)	 = As-m donde A eS un
lineal homogéneo de R k 	Pn,	 y m	 Rfl	 entonces reescribiremos
ecuación (3.4) como;

	

=	 (Acr-exp)(nY-m	 Ca.5)
ahora sea L = Pan(A) y L2=	 nulo(AT).	 • Entonces R fl	 L	 L2'

de la

o
n = -m
'2	 2

Entonces el campo vectorial (2 , ..5) pr cx ,---c7a n cem Po constante en

2 ni chos campos vectoriales no tiene etr	 por lo

donde L 
1 
y L

2' son ortogonales. Escribimos;

P = ( n1 , n2 ) c Lie L2,	 y	 m = (m i ,m 2 L.19 L 2'
ecuación (3.5), tenemos

n = (Aorcexp)(n

pueje tener atractes lo	 prueba el teorema.



apuntC haussmann [S] pcd- rJrhc,s reemplazar l a-hi p t-1:*27;	 rJHH

es lineal por la hipótesism de que u(P k ) es una translacicn ie

subespacio propio L de R n  la mismílt-puete que tales

exhiben exclusión.

c).- RECURSOS BIOTICOS.

C cimo vimos en un eiemplo anterior	 al ncidelo Je	 ...r_ka-Volteira

de un depredador y una presa, este cinstituye un -7:ase especial de

compe t encia , ya que una especie en sí, es un factor limitante para

la otra, ya que le sirve COMO alimento. llsflereca a aquellos

recursos que son en sí mismos un organismo vivo, como un	 Recurso

Edótico. Con estas consideraciones , el modelo je competencia de

especies anterior, resulta inapropiado. 	 Aqu,	 resulta O 5-.S

apropiado establecer la cantidad disponible de tales recurso s , ccn

una ecuación diferencial, ya que tales recursos se  re generan de

acuerdo a un conjunto de leyes binliras.

La dinamíca de la población de n especies consumidores con

recursos bióticos, esta dada por;

.5;	 2....	 x1,
1 	

 X )	

(3. 6)

Doncie los y. son la densidad de población del i-esimc , 	consumidor,

x. es la densidad dej-esimo

	

población de el	 recurso.	 La

suposición importante es que la tasa especifica de crecimiento	 :-"e

cada una de las especies consumidoras es	 solo función de	 las

poblaciones de las	 especies	 recursos.	 La	 correspondiente

interpretación biológica es que las	 especies consumidoras solo

interactuan con las especies recurso y	 no con	 las especies

consumidoras.

Como lo hicimos anteriormente, ahora definiremos la 	 clase	 de	 n

especies consumidoras con k recursos bióticos:

2n = {g : En X E k 	 Rn X R k : ( y,x)	 (u(x),scy,x))1.1
—k

Usando las identificaciones usuales F fl X E l:	 F-41.-^ y	 ren

n+k
R	 Uno puede ver que la contencicn R n	 cierta	 y

correspondiente interpretación es 	 que	 aquellas	 clases
	

Je

comunidades que tienen n	 es:eco:es	 consici:,ras

.ftbióticos, está contenida en las clases de funcil-nes

es decir que esta r i ase de 	funcionas .:5 n , se puede	 O:Je -lie:c.:- :2:15

ccmunidad de (nek-especies.



El si guiente ).-,ma que tales 1ifinnija(1.7-,E.

una comunidad	 pHece1	 ---
considerarse como una clase de com1idades de n+k especies con 2k

factores limitantes, ddonde les factores limitantes son las 1-7.

densidades de población de las presas y las k ta s a s de crecimiento
específico de las presas.

LEMA 3.15:	
2.1‹:

Demostracien.sea g e Sr:, y escribimgs:

= (uJx»,s(y,x))

Definimos:
: t.	

	? 	?-

r :	 Fn X Ek	Ek	 kF 	 . :y ,x)
t

entonces 	 = u or: En Y E	 • OP fl x 1F k . y	 =	 -	 .r E ..71,
-

prueba es completa.

T,t, clase de funciones .',S n han sido	 ampliamante estiAialas Y
k

sabido que tales comunidades pueden parsistir	 para • iels valores

de n y k. De hecho el propósito de este trabajo ?as el de. -Ionsflui.i

un modelo persistente 15: 1 . Y usando el hecho de que (di. pr,31ucc,

carte s iano de comunfdades persistentes es	 persistente uno puede

construir clases 'Persistentes de tales c-c r unidedes 2, con tal

que 21: a n.	 Pero de cualquier forma, el problema de que sí puede

haber persistencia para 2,	 con 2k < n, es un problema abierto.
. rr.k

Como en el	 lema ante rior vimos Que	 ?Sic c 3-2k ,	 Esto implica que 'el

ejemplo que construiremos puede considerarse 	 como una clase de

comunidades o• .	 De ahí, que debido al lema anterior, junto con

comentarios anteriores nos lleva a la conillsic ,n de que

satisface el principio de exclusión cuando Sn 	 2k.

Como lo hicimos anteriormente, podemos simplificar las ecuaciones

(2.5), suponiendo las tasas de •crecimientos 	 especificas de lis

consumidores como una función lineal de l os recursos. Es decir,

consideramos la subclas e de comunidades:

=	 { g e s : gy,x) = (	 u(x),s(y,x) ):	 u es lineal

*Siguiendo el lema	 r.3.6). tenemes que u es	 lineal. Si u -as limes'

y además ce 217 c	 :Ck, y del teorema (2. ․ )	 tenemos el si.guiente:

COROLARIO 3.7: .e	 s atisfac e el	 priniipH e de exclusii C-rt

Es decir, cpie si	 consideramos las	 tasa espeoLficas de creoie:,1::

de las especies.	 Jcnsunidras como fum. ciones limeaies de las

Jie iss	 pltiacies ie	 las presas, tenemcs ..1,-.11H:i.es que

solo 2k factores limitantes. Es decir, que

47



pli••en	 syin	 rq tTj:::	 ñ
aspe:pies presa.

ob s ervamos que este caso incluye el sisterha de Lotko - volteriihsl, an
espacios de d i meines mayores y ddnde las funcjce u y c	 eon
supu es tas ambas lineal—s. 	 j



1v. - er.44)=JRUCCION DE UN CON TRAEJEMPLO AL PRINcl

en & c.-t e capitulo construiremos un modelo persistente 1-- dos'

especies'depredadc , ras y una presa	 .51 construcción la /,..L$Impl,s,

desarrollando primero a l snas	 u!4d,--0 del	 sistema	 para

constru i r el citalo.

Primero recordaremos -al modelo e . 7:1-	 4 ,, dor presa visto en el

capítulo I. Cause [13] s'u'gir i ó que	 la	 cons-hte de depredación,

debe considerarse como una función de la densidad de las presas.

Podemos suponer mas aún, que 1.a tasa espe ,:_lfils de crecimiento de

presas ec. una funci6n de la densidad de ellas?	 -s,ciendo tales

suposiciones, pc.demos replantear el sis:tema ce esta 	 maLer,r..:

x = xg (x)	 -P(x)

y = -my + cyp,x) C4.1)

donde x es la densidad de poblacin de	 pi esas,	 es la

densidad de p¿iblación de los	 depredador,--s,	 g(x) es	 la t:,,sa

especifica de crecimiento de la s presas	 y pCx	 es la	 tasa de

de predación por depredador. Las ccncentes m, •O, 	 sen	 las	 misas

que en el ejemplo C del cap.I.

Alguncs autores suponen una tasa	 tasa de

dePredaciPn P [9], de cualquier manera supondremos

P : [ 0 , w ) • [0,w)

es una función contínua y estrictamente creciente con 	 p (0) = O.

De allí, tenemos entonces que las ecuaciones (4.1), definen una

comunidad de la rizer.. 1
suposición	 mas significativa es que la 	 densidad	 de les

depredadores y aparece solo linealmente en las 	 ecuaciones.	 Y la

correspondiente interpretación biológica es que 	 supondremos que

los depredadores interactúan solamente con las presas, 	 es	 decir,

actuan independientemente de los demas depredadores.

Ahora supondremos que existe un punto de equilibrio x )0 y que -m
e

+ Cp(X e ) = O. Si p es estrictamente creciente, x	 es	 Cica.

Haremos ademá.s	 la suposición de que	 el punto de	 equilibrio

Y = x g {x U/1) (X ))0, entonces	 (x	 es el	 ún i co	 puntoee	 e	 e	 • e' . e
equilibrio para la ecuación (4.1) en el int(E2).

Cslculamos el Jacobiano de la matriz para elp.into

Tenemos qu a el punto es un atractor si:

2 (Me ) + xegli x ) - Y e ' ( x)<0.e
un repuls2T si la misma es positiva, el caso de ma:

le;



-5o5rre cuando	 En este flo`:C

LEMA 4-1.- Consideremos l as ecuaciones !4.1)	 supon

,E 1 (x) = 0. Entonces (x ,Y	 )es un atractur sie	 e 
un repulsor si

En el ejemplo (C.1), mostr-mcs • que a	 ecuación (C.1) tiene uha

integral V dada por	 (C.2),	 .an	 alau	 asos Luy especiales, esta

integral se convierte en Lna _il . p2flC'‘ , para la ec. (4.1).

LEMA 4.2.- Consideremos la ec.H.10) y sea I un intervalo que

contenga a x Supongamos que g ss iecrec__!

P( X ) = p	 para x € I. Entcnces;

dV
(x,Y) n

u t

dV 
dt N 'Y) = O	 g(x) = g..(x„,)

nem; Calculamos dV/dt y

dV
e )(g(X)	 etxdt ( x ,Y) = (x -	 )). e

si g es creciente entonces se

4

Y que

UN SISTEMA PERSISTENTE DE DOS DEPREDADORES Y UNA PRESA.

Aquí demosrtaremo	 us qe la clase JS: no satisface el principio de

exclusic5n, mediante la construcción de un elemplo. Este resultado

fué obtenido previamente Por Kcch [6], Mediante un calculo

simulado, en un sistema de dos especies comp dendo por un

recurso, usando una serie de condiciones similares a las que

haremos nosotros.

Primero consideremos el sistema;

= x g (x) -yp(x) -vOt

Y l = -m iyi + clyiPi(x)

C2y2P2(x)	

(4. 2)

z 
= - y

22' 

Donde x representa la densidad de población de la especie presa, y

.las yv las densidades de el i-ésimo depred	 C , M. sonador. Las
t	 t

constantes positivas, g(x) es la tasa	 	  de crecimiento de

las presas y pyx) es la tasa de 	 depredación del i„ésimc,

depredador, de nuevo las p i son estrictamente creciente y cy0)

O . T . as ,:uacic,nes (4,2), nos dan	 una cl;-,-se de

dem s, vemcs que este sistema se reddce a un r d e l	 depreCar

presa si:

v	 •
-

C. TI

= V,



Ademas el sistema ( 4 .2), ti,-Jrie i_Ena p lo pieja rj pIeica	 a

sistema que vimos en el cap.1; Tiene una linea de puntos

en int(E
3
), Solo Si:

+	 p ( ) = O

(. 4. 3)
o 2p2 (x) = O2

De aqui, t+nemcs que es niuy if	 i 1 que ambas c.:.-,-,dicneF

cumplirse simult.i:..neamente y	 entonces la eiistencia de	 n :•;E:

críticos en el inttE 3 ), e= muy rara..

Entonces si x, es un punto que satisface las ecuaciones

entonces existe una linea de puntos crilticoa dada por:

= X

2	 ' eV 0 (x ; 4 v P2 (x ) =

De allí tenemos que los puntos críticos ocurren a	 traves

linea ó no existen.

De ahí, que no puede haber puntos atractores en i nt(E3 ), aleo	 que

ya ssbiamos, debido al corolario (3.3) y del lema 12.6) 	 Jel

cabitulo anterior, pero ademas el teorema (3.2),	 nos dice	 qlie

cualquier otro	 atractor	 Hiet,erá	 tener

característica de Euler igual a cero.

Nosotcs veremos que ciertas ecuaciones de la forma 	 (4.7), tienen

un atractnr en int(E3).

Construiremos una sucesión de seis ejemplos, todos ellos	 casos

especiales de el sistema (4.2), indicados por a = 1,2,...,6.

Estos serán de la forma:

o a	 a	 a
X = xg(x) - yipi (x) - v y2P2 (v)

= -mY	 cY P°I(x)t	 t
C4. 43

a
'35 2 = -MY 2 	 CY2P2 (X)

Iremos haciendo varias supocisiones y 	 a	 partir de a = 2,

construiremos	 el ejemplo siguiente a =	 2,	 etc.,	 y	 así

sucesivamente hasta llegar a a = 6, que será un blocv atactor en

int(E3 ) ( fig 4.12)

En los ejemplos requeriremos que el 	 campo	 vectorial_	 sea

tran  v=ral - la frontera del block atactor o repulsor.

EJEMPLO 4.1.	 = 1.4
Fara la construcci•n de este ejemplo	 requeriremos

1.
p x ) =	 (x) ox para toda x.
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1
(x) = '	si x ffri x .1

(x)	 <

Es decir, 1 primera supocisión

si x > x
1

celas tasas de depredación de

ambos depredadores sean iguales y lineales y la segunda es que 	 la

tasa especifica de	 crecimiento	 pare la especie presa,	 este

arctado.

Sea x , un punto que satisface:
e

_m	 (01(x ) = - m	 CP2e) = 
O.1	 e-

I- 	-

y supongamos que > e	 .()_:mc, 10 0 dos depredaicres se comportan

identicamente la razón v /y . permanece cc . nEtante V entonces	 el- 2 	 1'

sistema se comporta como el que teníamos de un solo depredador,

con densidad de población y = y + y •

	

1	 2'

X = xgi(x)
(4.Ç)

	

y =-rny	 cYPox.

cuando x S x	 las ecuaciones (4.5), son las ecuaciones 	 He

Loka-Volterra que se vieron en el capitulo I. Cuando x = x l ,	 Hay

una órbita que se distingue r, y dentro, H e ella tori o 1 ,-. = demás

órbitas son periódicas;

= xg i (x)	 - yü x

	

= -m y	cYPox

ahora, hay que v e r como son las trayectorias que inician fuera	 de

como g'(x)	 ro ,	 si	 x > x,	 entonces el lema 4.2	 (de

Liapunov), nos dice que es una función de Liapunov y que todas las

órbitas que inician fuera de la trayectoria cerrada r 1 , se acercan

asintóticamente a 1 :

fig. 4.1

ve Xo.

Pcder ,7, p:r 1: tant ..r c.r:-.struir un disco ni , que contena a El	 sn

su interior y tal que las c:',rbites de les ecuaciones	 g"e-



inician fuera -de 1 -1 , cruzan am , trilv,=,ra l mente le

adentro.
3

= { ( X , Y	 ; (x, y+ Y2 )	 D

y 2

te

fig 4.2

Entonces	 es un block atractor para el ejemplo 4.1 y existen

linea de plintos críticos en int(E 3 ).	 sea n, las proyecciones
x

W3 sobre el	 eje x, tomemos T'(x) =	 (J81), y t--n r once- xx '	I'.

EJEMPLO 4.2. Supongamos ahora que e2

satisface:

1	 2	 -	 2g. p	 = o Y que et
2

2

`i(x)=19 <13	 para xeI .
dx

P
z
(X ) = P

1 
(x e ) = m/c.e

T-7 '=“cjimos p: cercano a p. para que

Cc- , =-L-1=r=ic.cs el flujo . restringid:,	al, plano	 (ly z =	 CY.	 Entenccts

2 1	 2
(-2±(X)). = (1) Y adema':	 P (X. ).	 Entonces	 el	 punto

1_11":3

1
— , permanezca comc , a;:rar.:.Lor.

C



reposo, es un repvls[ -)r que cc,ntiene ii 
RUC-- '-r,S	 iepulsr

que contiene al punto de reposo como al m.-,.ximo conjunto invariante

y tomamos 1

2 
=

x 
(D 2).

Yi 

-->  

Enseguida nos restringiremos al plano y i = O. Ademas consideremos

al disco Di y la curva Fi , como los subcflniuntos en el plano.

las órbitas dentro de F

• 

son periodicas. Tomemos ahora una 6.,t•bita
2

periódica F 2 	 2, tal 	 n(F) c int(I ) y tomemos como b2 , el

extremo derecho de el intervalo n ( r2
). fig. (4.5).

Y
2

X

EJEMPLO 4.3. Tomamos ahora p = p

• 

p = p y tomamos
i

3
2	 z

satisface las siguientes condiciones:
3

	

g (x) = y
o
 si X	 b.

	

a
(X) < Y

O 
si x	 b

2
g 

3
g , que
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Elegimos g cercano a

2 
para quej---; permanezca como un	 atractok

para el fluje, en E 3 y n2 permanez .ta cromo un repulsor pera fluis

en el plano y z = O.

Usando el ejemplo (4.1) v el lema Ai)	 nos permiten construir 1),r,
d40.,-F, Da , tal que1

3 
= n (D

a
	int(T

2
 ),	 (ia4.5,5.Usando	 tecnices

usuales podemos riodificar el lock	 2 a un block 3
3

ias siguientes propiedades:

I).- 23 n { y z = 01 = Di

7C.- 29 n y = Ok = D3

n es transversal a {Y =	 =

y1

X

fig.4.7

EJEMPLO 4.4. Sea ahora g
4 

= g
3
, p

4 
=

1	 1

d	 _
z	 "La ra r- e 72 0

p
4
2

que Eatisfa,:e:

u: X

4	 3
o ( 	) =

2	 e	 2 e = m/c.



r

4	 3	 ,	 _3
T.±Imb	 ,ien escosemos	 o	 cercano a P tal que m	 1.:,;!rmaneCa	 como un2

•	 2

block .atractor en F3 y D 	 permanezca como un block re.pulsor en

plano

Dado que p4 Ix	 =	 te ) 1 tenemos una línea	 de pUntaE	 LTiticuS

para el ejemplo 4.4. Calculamos. el Jecobiano de 	 estos puntcis

críticos, lo que muestra que la linea es. repulsora -) dado que Al

ryi- y /3 < ¡3

Por lo tanto, podemos construir un block r.t . pn7 .,, or C.	 Tu iredefirdr

los puntos críticos,	 dado que n
2 
es un block repulsor en el	 jilano

Y{v = OY, podemos.	 extender el	 bl rirk	 a un	 hlocc i{y

repil l sor C 2 , tal que D
2
 = O n ; y2 =

fig.4.9

FcldeMOS tambien elegir (7, tal que su frontera
	

e a	 1.	 el. S Si

ambos planos fy i = O} y { y2 =

Ahora sea
4	 3
= 2- int(C), entonces

rA4
es !In block strac7or.

tambien torramos D4 = O n fy s =
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EJEMPLO 4.5: Ahora sea g
5 

= g
4
, p5 =	

4

2 ' 2' y tomamos P t	 que
satisfase:

pi {>;} = p
4
(x), para x

5,
PL X) < Pl (x), para x e I - int(I ).

1	 2

X

Escogemos p:, cercano a p4
, para que 24 , permanezca como un block

alactor.

Ahora consideremos la función:

L (x,y y )-2	 1' 2	 c./3
Y1 2

Derivando respecto a t, esta función, encontramos que para x e I:

ct3i
dL

2(X,Yi,Y2).492C2 

y 
2 
19 

((_)+0 
1 
(x:_x 

a	 1
)_p(10)

af— 0	 c	
5

y i 2

Pero elegimos p5 (x) tal que:

61 ( X 	 Xe) - P1 (x)	 O, para x e I1.

Para lo cual la desigualdad es estricta para x 	 int(I2).	 Asi

el anillo entero D1 - int(D
2
), es un repulsor en la dirección 	 y2.

Por lo tanto podemos modificar el block atractor 24 ,sobre el plano

{y = 0}, para obtener el block atractor
5
, cuya intercepción con

a E3 es D3- int (D
4
), sobre el plano {y = 0}.

EJEMPLO 4.6.	 Finalmente escogemos go = g4 pi
	 5

y tomamos

que satisface:

p2 (x)< p2
3
, para x e I 3- {xe}

efiY2 1
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Pf' P:

1:52

\
"Ae

fig.4.11

sea

Tambien esco.rcemos p 	 cercano a	 , para qua	 permanezca colne2

&tractor. Consideremos la función:

L	 (x,v
1

Calculamos la derivada con respecto

dL	 2

y

V-N2

v
)

clY gt

a	 t,	 para x

In
( 	, y	 ,y	 - + - P2	 1

dt

-Per o 6	 "=1R '7 411irc P	 de manera que esta expresión
2	 -

p rIr lo	 t=zritc,	 -.16p,--tmRn=te como atractor.

y2

fig. &112

SS



v.- RESULTADOS POSTERIORES Y CONCLUSIONES.

Fr imero consideramos la clase de comunidades Y de	 ,--2E

k factores	 limitantes. Mostramos que .7 1, no satisface	 l a 'H.:—

de exclusión para Rkk2n, la cuestión de estabilidad es un

abierto para -31 7.,2n.	 Excepto en	 un craso,	 ,. ,

satisface el principio d e exlusión.

Tambien	 .nsideremos las	 clases

consumidores y k recursos bioticos. Mostralnos

la propiedad de exclusin para 217.=:.n Es	 atado -	 no

esta propiedad para 2k,n.

Tambien-considermes las suOcl,-c.es
	

X	
k

las tasa°s	 especificas de	 crecimiento	 sos	 supuestas	 funci-n-,0

linea l es. Fstas snbclases obedecen la propiedad de	 Yclusion Tara

y D9 la cumplen para kl-n.

Desde el punto de vista biclosic 	 uno puede	 arsumentar que las

clases Yr. y S; r' son muy grandes y que las subclasesk
pc4ras. AdemA.s. es razonable suponer que las tasas especificas

crecimiento de los consumidores son funcicnes lii-,eales de

recursos.	 Pero por otro ledo, estas sc,r, arbitrarias y pol,-:-T.Nos

hacer alguna- restricciones	 a -- c ta .-- flInciones.

Despues reconsideramos el modelo de factores limitantes	 dada por

la ecuación 4.1 y tomamos a los factores corno recursos. Uno puede

suponer razonablemente que la tasa especifica	 de crecimiento

cada especie aumenta cuando el montro de cada	 recurso disponible

aumenta. Uno puede suponer tambien que el monto disponible de cada

recurso decrece cuando la densidad de poblacid-,n de	 ceda esi.ecle

aumenta.

Note que la ecuación 8.2 satisface ambas	 supocisiones.	 Fara las

ecuaciones	 (3.8) esas supocisiones pueden ser escritas;

(au t ilaz i )( z 1 ,..., z k )>0	 para todo i,j,z•
(5.1)

(ari/ayi)(y1,...,y,))0	 para todo i, j ,Y-

Denotamos	 la clase	 de	 comunidades	 que	 satisfacen

requerimientos de monotonía por;

u :51'4 =	 { g	 .Fr- se satisface (5.1);

esta clase 7.:72ede modela: 	 la utición	 de

no satisface

apropiadamente queá .e

de	 n	 eycepto

e

iesafoitunsda gente no sabek .	 —
_2

v i sta biolc ric-o este debe :=:el

5

satisface l a	 pi , 2 • i-r-Jad	 de



interesante para	 averiguar la	 cues wn de	 e--3,2s1-n

Comentarios similanes se cumplen pa	 sobre	 1,'7
de linealidad pare £ .9?) 	 vistas mas extensamente	 uno	 considera'	 -
razonable suponer alguna	 monoticidad para la	 ec.(	 )	 las

siguientes supocisiones parecen ser las mas. apropiadas;

/ax	 ,...,xk),C	 p:araj
es lineal en y.

LansupoisiO	 establece que la tasa	 especifica	 deprimera	 c

nrecmiento de ceda con silmidor, crece cuando la densidad de

recurso aumenta.	 La segunda supocisión	 puede	 ser interirretad=

entendiendo	 que	 cada	 rnnsum-idor	 individual	 actú=

independientemente de	 los otros.	 La única interacción	 nntyr,

consumidores es la competencia por los recursos.

Denotamos esa ciase de comunidades que satisfacen 	 las anteriores

supocisicnes por;

uar = {g	 jR:	 Y= .2)	 se satri=drasej'	 k	 k
Note que el modelo deprdador-presa discutidos en lace r a	 ta n en

rnesta clase	 Por lo tanto sabemos que ¡.¿,1,; fr no satisfase

	

propiedad de exclusión para 2kkn. 	 Fara	 2k,n 	 w cuestion

exclusión esta abierta.



APENDICE I.

TEOREMA DE SARD.

En general, Es mucho pedir que el conjunto de valores critli:

una función suave sea finito.	 Pero este conjunto

en el sentido indicado en el	 siguiente teorema, el cural

demostrado por A. Sard en 1242 si guiendo	 un trabajo antef

hecho, por A.P. Mcrse [5].

TEOREMA: Sea f:U	 Pn una	 funciónn E n ve	 n a en un conjurito

abierto u c RT y sea;

C =	 U/ rango df nj

Entonces la imaeen f(C) 	 Irt.fl tiene medida de Lebes5.ue cero*

Como un conjunto de medida 	 cero no puede conte•er conjunt-,7

abiertos no vacíos, se sigue que el complemento P fl -f(C) debe -.er

denso en 
Rn.

En la demostraóión se requiere que f	 tengas muchas derivadas [5].

Aquí se demuestra el caso m;I:n. Si m.n, entonces C=U; Por

cwsiguiente el teorema dice simplemente que f7U) t i ene n

Masd generalmente se considera una función suave f: M

variedad de dimensión m a una varieriari de diensión n. Sea

conjunto de tr,da=.. la g. x en M tales que;

df :	 TM -› TN
x	 x	 fe<>

tiene rango menor que n (i.e_no es sobre). Entonces C es

el conjunto de puntos críticos	 f(C) es el	 conjunto de valores

críticos, y el complemento N-f(C) el conjunto de valores regidores

de f.

COROLARIO CA. B. Brown): El conjunto de valores regulares de una

función suave f:M - N, es denso en N.

En otros palabras,	 dado E ,.0,	 es postbis	 cubrtr	 f(E,

suce .=, ,.c.nde	 c.;_lbns	 Pn...n	 -..alu?sn	 total	 en	 ..e. _ton

que E.



APENDICE II

CAMPOS VECTORIALES Y EL NUMERO DE EULER.

Consideremosprimero un con Junto abierto U c (Rrn y un

vectorial suave con un cero aislado en el punto 7 = U. lit funcin;

Envía

v(x) =	 v(x)
liv(x)il

una esfera pequea con centro an z en la esfera unitaria. El

grado de esta función es llam»,do el indice 1 de v en el cero z.

ejemplos• 	 (intimamente asociados con y F t.á las curvas

"tangentes" a y la c.. cuales sA obtienen resolviendo las ecnacinnec

diferenciales	 =rx1	Scn estas curvas lasque

estan dibujadas en la fig(t).

r

) Ejemplos de eános vectoriales
en el plano.

Un cero con indice arbitrario puede ser obtenido como si:Eue: En el
k

plano complejo el polinomio z define un campo vectorial suave con

un número de indice k en el origen, Y la función	 define un

campo vectorial con un cero de índice -k.

Debemos probar que este concepto de índice es inverianter bajo el

difeomorfismo de U. Fara explicar lo que significa, 	 consideremos

la situación m.==. general H_ una función f:'M - N, con	 un campo

vectorial en ceda variedad.

clefinicion.- Los campos vectoriales v sobre M y y '	 sobre N se

corresponden bajo f si la derivada df lleva a v(x) en v'(f(x))

para toda x e M.

Si f es un difeomorfismo, entonces 1/ 1 esta únicamente	 terminada

por v. usaremos la notación;

y ' = dfo y of 1

lema 5.1. Supc,nsamos que el campo yeot,_	 _obre U se

-est-) nd = al r . ,.‘mpo vectorial;

y ' = Hf . vof 1

sobre u'	 un difeom r, rfismo f: U --, U'	 En,,cr,Ces	 el	 indi:e.

fig.

P.7



de y es un Cero aislado z es igual al indice de y ' en f(L).

Suponiendo el lema 5.1, podemos definir el concepto de indice pa

un campo vectorial w sobre una variedad arbitraria M como siEue:

si g: U	 M es una parametrización de una vecindad de z4n M
entonces el indice i de w r../-1 z está definido como el!!ce de el

-1
sobre U en el	 cerc.)campo vectorial correspondiente dgaw.E

tg (z). Se sigue del lema 5.1 que i esta bien definida.

Estudiaremos e l siguiente resultado clásicc,: Sea M una variedad

compacta y w un campo vectorial suave sobre M ccin r.. c.rns aislados.

Si M tiene frontera, entonces w apunta hacia afuera en los puntos

frontera.

TEOREMA DE POINCARE Y HOPF.- La suma Ei . de los índices

ceros de un campo vectorial es igual al número de euler;

171

x(M) =E (-1) ranEo \(M,

en	 lita..

t=0
En4particular ésta suma de indice es un invamnte t a lágjr.n

M; no depende de la elección particular del campo ye noria/.
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