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CAFPITULO O. ~ FPANUORAMA GENERAL DEIL. TRABAJQ.

a) GEHNERALIDADES. -

Exicten alguncs principios basicos =n Efcliocgiz gue =orn obdsto 3
diverscoz tTipos de investigesclionss: =ntre  =11los destaca =
principic de la competencis  Liolsgicz tizne una sserie 4

'y

Le competencia =g une de egcg fenomencs returales gue & ohoery
ara los cuales no tenemos una terminclcogiz adecusda vy aplicamo:
¥

a gue Iinvolucrsz

que =2 ls= ofrece un pedazo des carneg, soguranmsnte entraran en un:
competentcia directa pare ganar 1 zlimsentc que =st&  en  forn:

n contiguas y  gue reguisrer

7
—

) e
1itada cantidad de fésforo en el suelo.

termino competencla gin que en realidad  los

&, lz compstencia entre especies

&
lacion=s de diversas especies, gue afecta adves
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alimentes o sustancias nutritivas, luz, 1la acoccocidn g
materiales de desecho, depredzscidn mutua, exposicidn a carnivoros,
i

ia, &1 m=ncs en condicionzss

musstran activos &en otrcs momentos, U OJURAD SN0oUnEs uo atra formz
nichos distintos El nichc eccldgico congistie no solo del espacic
i por un organismo, =zing tambien del paps=l de éste an
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1 tomunided i~ tulds =1 fuents de =nergie, o P S Tl s

actividad, etc HNo existen por zupuesta dog SEpSC1IET Jus  tensa
- - — o —_—— — - = - & 2

sspecles sobrs todo =i estan emparsntadss de cerca poseen e
congecuencisa ceracteristicas morfoliogicas W fisioldgica:
£imilares), son a menuds tan  Darecidsas gqu=  2us necesidades e

ichog son virtuglmente las mismacs . For otra parte, =
&, &

n
produce competencis sismpre que, por 1o mencs en parte, 1cos nichars
_q

£z supsrpongan.  No szbemoz cusn grande debe ser la SUperposic i
Dara quz un egpecie expulse & la otrs, pero en  todo cas=o 1:
tbeervacidn y los estudics experimentales han demcctrado que  1:
regla d= una scla =specie por niche =25 cisrtz en la ETzn mayoriz
de las casos Esta idesz fue mostrada antes gue nadie por Gause a1
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Algunos de los aspectos tesricos mis discutidos de 1z tesris  ce
CfmJELEHCla glran airsgedor de 1o gue £e hs dado =n  designar las
2cusciones de Lotka-Volterra s=2i 1lamadas por que fusrar

: g en publicscion=s
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2 INTRODUCCION HISTURICA. %ﬁﬁ%&ﬂﬁﬁ?
2 o italiapo Umberts D'anc-onz

CLOE
on de la poblacidén de variss =species
i u

estaba estudiando la variacios

que interactuan entre =7 En =1 ranscursoe  de su estudio, s
encontrd sobrs porcentaiss de pescz Total d= varias efpeciss gue
fuercn traidos a diferentes puertos del mediterransc en  les afioE

porcentaie de pesca  total de celidzess {tiburcones, esudlos
mantarrayas ) duse no gon muy deseables como 2lime=ntos Lzs

D'Ancona se encontraba  sorprendide  por =@ gran  porosntaie  de
t=lszecs durante el peride de la zuerra Crvizments, rafonaba, =1
incramento en 1  porcentais de c=2lisecs e debid 2 1g ST Er
reduccion en 21 nivel de pesca durantes es= pericdo. FPerc, L Coum




& fue d= gran importancia para  DANC
zn su =studic sobre ls lucha por la supervivencia entre SE el Jes
o}

ie gran importenoic parz Jla industri:
endriz aplicacianss cbviaz para la

o}
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qu=z 1c¢ €S pare
alimento =on presag: Log celisecs dependen de 1los peces para  sU
gupsrvivencia. Frimerc D'Ancons pensd guse  a =282to se  debid =)
incremente  de  los csliaseos  durante  la zuerra,  ya gue como =1
nivel de= pesca g2 redulic bastante durante es=  pericdo existiriz
mayor numnsro de preeas disponibles para los celiseos, quianes de
=sta monsra Ccrecizn Yy Se multiplicaban riapidamente; =2in embarss,
eca explic :1%@ no pu gu= Je2bid existir también
j imentos durante es= periodo. Lz
teoria de D|QF%OJ5 nos muestraz  scliamsnts gue existe un  ROmers
'
mayor de celasscs cuando =1 nivel de Fesca ge& reduce; no explics
cgmo £8 gue una reduccidn del nivel de pesca beneficiz mas & 2 los

& ¥ Sus presas respondiende acgi

o
gue se formuld D'ancona. D=  fecho, derivsd

Y

contrariamente una reduccidn del nivel de pesca
edl

EFl prinmcipic de Volterra tiene aplicaciornes espactaculares  para
log tratvamientos de insscticidas gus dastruvsn tantc a  los
inssectos depredadorss come a sus insectocs presas F=to implica
que laz aplicacien da  insecticida dngrementard la paoblacieon de
agquellos insectos Que son mantanidos en control por otros inssectos



Una noteble confirmsecion vine cusndo el pulgon  del
cdonouso d=z Australiz fus introducido accidentalmente a
dos Unidos en 1862 [7]. Este insecto amenazd con destruir
otalmentes la industria citricaz californiana. Para contrarreztar
dzi pulgsn, =1 depredador natural =1
rabajo marigulta fue tzmbisn introducido, los cuales redujeron

bajic. Cuando =1 DDT fue descubierto para

-

)

=1 pulesn a su nivel ma
pulgdn, este fue zplicade por los cultivadoras de aArholes
frutales con la esperanza de adelantar la  reduccidén del pulgsn.
Ng obsteante, de acuerdo con 21 principio de Volterra, el efecto

fue un jincremento en la poblacisn del pulgdnt.

c) EL PRINCIFIOCG DE EXCLUCION COMPETITIVA EN POBLACIONES BIOLOGICAS

, Qu= la lucha por o

Es & menudo observable en 1z naturalez

mpitisnds por 1l

)

=Y
ervivencia entrs dos  gspeclies  similares ¢

SUE
misma referve slimenticia vy por =1 espacic, casi siempre tsrmina
con lz completa extincién de una de lzs especies. Egtz fenimenc
eg conacido como el principic de exclucisn competitiva Fu=
enenciade por primera vez, en forma zlgo diferente por Darwin  en
12859 En =su articule "El crigen de las sspecies por s=leccisn
natursl”™, sscribe "como las sspecies del misme  género  usualmente
tienen, aunaue no invariablemente much i CE Y

constitucidn v siempr 1 = Tt
mas severa entre elleos =i llegan a competir, gque entre sspecies
de distinto geéenerc'”

Esta &5 una explicacidn bioldgica muy interssante del principic d=
exclucidnr competitiva. La piedra angular de esta tecriz es la
idea de "nicho'". Ha gsida chkservado gue come resultado de l1a

&g raramente  ocupan =1 mi=mo

nicho. Mas bien, cads especie toma posesidn de aguelles tipos  de

slimentos y modos de vivir en ogue tienen ventaija scbre su
competidor. 351 las dog gspecies tisnden a ocupar =1 mismo niche,
entonces la lucha por la scbrevivencia enti

d

v tendri como resultado la extincidén

intenssa T &
Nugstro principal chistivo sera el de presentar v discutir =ste
principico v ser formales metsmaticamente, asir come el construilr un
modselo persistente de dog depredadores v ouna presa fe decir uri

modelo &n

Ln



en las cuszles dos de =llas  estan compitiende  por  una
i

tercera gue sirve de presz (alimentoe) baio condicicones tonstantes
e

de zmbiznte v temporalmente invarisntec Lz cuestion interesante

=n =ste modelc egta dadsz por el primcipin e excolusidn

ices de l1sa biclogiz

v 1 =
gque aplicada d= una wmanera  general predice gus dicha

Una Jjustificacion ftedrica de= trabalos COme =] precente
posiblemente =& encilentren &n la crecisnte intervencidn para  bien
o para mal del hombre en 1z naturaleza Azgi mismo =g presumible
zsu Importancia practica en cuante & la necesidad por parte de los
diferentes sectores de lz sccisdad de planificar = inclusive de
optimizar la explcotaclien de c¢iliertos recursos naturales En e=sta

i
direccidn zpuntan muchos modelos matematicos conccideos actualmente
- ,

2in embhargo vuna de

*
biccenosis |, =5 que S basan en nipdtesis  estrechas cisrtazs  por
siempre Tales modelos utiiizan ideas y me&tedos similarss 2 los
empleadas por Volterra, de manera qus en la prictica se dificulta

los modelos matematicos de 1la bicceno=i an
En lo general, lag descripciones de la biccenosis consisten
normalmente en un listado de especiss a  menude incompleta gue

sustenta una apreciacicn cuslitati

importancia relativa de tales sspecies. D= ==
podemes obtener informacidén respec
las distintas especises o d= la dindmica de las poblaci
forman €1 =cosi (

Dezde otro punto de vista, eg
propisdades v caracteristicas comunes a todos los
modo tal gue podemes intrepretarlc de una mans?
Podria supcnerse por ejemplo, gue los indis '
ura determinada poblzcidn pusdsesn se=r considsr

1

aquivalentes indifersenciabl

* Conjunio doende crgaor
sspecis Jue RVARVECS =n
Soupande un terriiorio
comprerndsn ST QanLsTos

iransformaderzs.



mecanica &stadistica trata los electrones atomos vy moléculsas . I

zste modo nos  interesarian algunas propledades promsdico  de
- - . R

conjunto de poblacionses que constituysen una comunidad, del miem

mods que cuando =2 =studia unz mezclea de gazes po NoE preccupamc

ada una de sus molsculas presentes en un instante

<
zles gue s& mapnifiestan con razgos isomdSrficos de ordsr
i

zeneralizados c¢on independenci ¢ u
tipo de elementos gque los forman y de las relaciones existentes

entre dichos elenm=sntos. Un sistema seguan  Bertalanffy, =z ur
conjunto de parté% gue interactdan y gue pueden ser sismpre
dezcritos por uh sistema de ecuzscicnes difersnciales en la que 1

iacidn de uno de los componentes del sistema e= funcidn  de
os demas componentes. Los sceosistemas entonces pueden ser

gta definicion de sistems
1

mencionada



I.- INTRODUCCION

e
23 EL PRINCIFPIO DE EXCLUSIOM COMPEITIVA, ORIGENES Y COMENTARIOS.

£l principio de excluszidn competitiva, a grandes raZgos nos
asegura gue dos o miz copeclies no pueden sobrevivir
indefinidamente viviendo de un conjunte  identicoa de  recursocs
ecologicos. 351 tedos los recurscos estan limitades, =ntonc=s=s  l1la

dichos recur=scos  finazlmente

cie mejor eguipada para eprovechar

espe

desplazaréd a la otra zspecie de dicho recurso v =1 eszta especie
déépldzadd no e85 capaz de adaptarse z otro conjunte de  recurecs,
entonces se extinguiréd. Generzlmente 31 conjuntoe de recurscos
ecnlégicos escenciales, aunsdes & ciertos  aspectos figsicos del

ambiente, se le& conoce como nicho. Entonces en estos  términos el
=

F,rln(- lplo PJ’{_]F'd =21
pueden ccupar €l mismo nicho. Hardi

’
¥
raices fFilogéficas en los escritos de Charles Darwin vy dssde  un
nt

R%nto de vista

Ricardo.

Intentaremos establecer este principico como un teorema matemitico.
Agqui desarrclleremcs un modelc matemiatico en 21 cual dog especies
en competencia pueden con una especie  recurso, regensrandose  de

acuerdo a clertas re=lacicones algsbraicas.
A partir del trabajo fundamental de Volterra (1926;, [14) una gfan

cantidad de lectura ecoldgica ha sidc enfecada a tratar de probar

dicho principioc.

Velterra fue aparentemente el primerc en usar un modelo matematice
para sugerir que dos espacies © mis no pueden coexistir usande =21
mismo recurso, por esa razén, este principic es conccide a vecss,
como &l principic de Volterrs.

El tema ha sido extendido por varios autores, con la variante de
que n especies no pueden cosxistir con mencs gue n "recursos”
(MCcArthur vy Levin; 1964, Levin; 1908} & con wmenos de n "nichos”
(Recignc vy Richa: rdson;  1965), & con menos gque n “factores
limitantes" (Levin ; 1970) [4]. |
Dentro del contexte de su modelo, Vaolterra probd  u resultado

It
fuerts; gus cuando =1 tiempo tiende & crecer arbitrariam

tendera a extinsgulrss; Resisnoc ¥
{1970, intentaron probar una




fi n especies compiten por  neEnos Que

Extincion.

La generalizacion de o : O, =N gran parte
por  la introduccion de sgsuposicicones mas  reales scbhre lae

interaccionss de la=z zspscies. Desde =] punte de vista tradicional

es necesario  introducir en  nuestroe modelo, los  procesas AL

: representiveos d=l =istema gue intentamos describir. con <1 fir
tro meodelo con la mayor simplicidad posible  sir

i
una busqueda

i
L
Y
M
m

perder informacion relevante. E1 problema se' r

de loz procescs claves que rigen £1 comportamiente de la dinamica
de la interaccidn eceldgica  que noes interesa estudiar. Estas
supocisionss nos llevan a problemas matematicos mis  interesantes

3 muchos de =llo=s sin resolver. El propésito de este trabajo ez
precisamsnte establecer este problema, para dar lz prueba de  lcs
resultados conocidos y para indicar las preguntas sin respuestas

1 El obieto basico d= npuestro estudioc =5 una comuniidad ecoldgica
ideal que conziste en un nimero dade d espacies gu=  viven
EE supondrémﬁs U

d
iones  entre  las  =spescies son independierntes  del
r

c
wocio vy del tiempe v gue las poblaciones == dist
r 1 '

densidades poblzsciconaless de cads una de las especies, la densidad
total de las especies ¥y la dindmicas de cada poblacidn esta’ dada
por una ecuscidn 4 al.

b

g conocer lz reazdn de cambic respecto &

Necesltar
tiempo de las densidades de las poblaciones de cada sspecise. Esta
tasa dividida por la déensidad totzl de la poblacicn, es llamada la
tzza especifica de crecimisnto de &sa ;

acpecie Ahecra, estaremos
i ingue. Hablandc

s las especiss

EErmans:
exclusion =1 la comunidad o persiste

Haremos varlias supocisiones  acsrca de la eastructura de La
coemunidad gue podremos interpretarls ecoldgicamente, ceﬁu las
ezp=scies compitiendo por 21 mismo recursco

E} principic de sxclusion competitiva |, predice gque la exclus=zidn

[
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que efectivaments la prediceieon sea vilids v gue esta no €
necezsariamente cierto £i quitamos las supcociciones de lipealidsa

L) EJEMPLOS CLASICOS

Frn egta geccion eXaminaremses  alguncs  sistemas  lineales <=n  do
m d

Ens=sguida 32 €xeminaran los modselos estandar debidos a Lotka
Volterra, gue modelan une =colegiza depredador presz v la de  dos
=1 mismo recurso [G].

sgpmcies gue Ccompiien por

Ad. - EL MODEIL.O DE UNA ESPECLE

Supongamos gue la poblacidén x(t}), en el intervalo t, cambia =
w+AN, en &l intervzle [t, t+At], entoncaes la tasa de crecimisntc
media s
Aor
x{t)at
En la practica x#{t) &g conoce unicaments en aguellos intantes Tt
t., -... =n gue =2 hace un ¢snso de la pobklacidn v su valor == ur

entero positivoe. Supondremos que X se extiende {  interpolzande o
do 3}, a una funcidn de wvalores 7rezles no

negativos de una variable con derivada continua; Haciendo ssto
g




. - |
integrando se  tiene ls conocida férmula para &1 crecimiente

ilimitado

xiti = x(0) ="
la tzsa de crecimiento pusde depender de muchas cosas.  Supcongames
por &1 ento gue depende sclamente d=l alimento disponible per
capita ¢ v gue o20 e constante. Exiztirsa un minimo N necesaric
para sustentar la poblscidén. Pare oso  la tasa d= crecimiento  es
positiva; para oo la tasa == negativa v pars o= a tasa eg
cero. La manersa mas sencilla de asegurar eso &g suponerr gue 1z
t de crecimiento sea una funcién lineal de o - o ;

z:nt:o:(cr—cro), 2 r 0O
du

=a{o-o }u(t)

donde o ¥y o _8on constantes gue depsnden solo de la especie v o 28
un parametro gque depende del entorno concreto, pero quse =g
censtante para una sspecie particular {en un &jemplo postérior o
serid otra especie gue satisgface una ecuacidn diferencizsll). La

ecuécién anteriocr se resuelve rapidamente;

w{t) = ®2(0) stalo-a )l
z=i pues la poblacidn crecera gin limite, permanecersd constantse ¢
tenderid a cera, Segun oo o= & i . S5i hacemos 13 convencisn
de gue valores {racciconarics de x(t) carecen de sentido Tu(t)=0"

significa en reaslidad que la poblacidn se extingue para un tiempo

finito T.

B). - ESPECIES EN COMPETENCIA.
Ahora siguiendo el ejemplo anterior, consideraremos el case de dos
zspecies que compiten por un mismo recurso digponible para 1o cual

Gtil considerar un recurse tal que, &2 un nutrients escencial o

es
la cantidad de espacio disponible para vivir, =ea v, 1= densidad
de la i-ésima especie v sea z la cantidad de recurso disponible vy

supongames qQue lz dinamica de la poblacisdn esta dada por  un

cistema de la forma;

Y = (-m_ + <o =z}

vy, =y -m Y

Vo= oy [ + o = e = CB.1)

Tz 2ty 2 ) mx’cx’tw“o 0

z =2z (1 -b - b

= O( 1yi zyz)
La taza especifica de corecimiente d2 la i-ssima especie  es
-m a4 o~ = A= Tao cmitard e vemas gile &0 musencia total o=



recursocs , ec declr pera z = 0, las especies museran con Uhs  tas

de mortalidad moy edsmas  qus & disponikilidad de  recurse

recimiento.

~+
m
[l
[N
iy
ﬁ

increments dicha e
la tercera ecuacicn nos da la cantidad de recurscs dicponiblis
como una funcicn d= las densidades de 1

ssp=clezs. vemos gue la disponibilidad de recursos decrecs  cuand

se se incrementan las densidades de las especies. Supondremoz qu

las tasas de crecimiento de las espsciegs son positivas, e decl

“m+ cz= 0 0, ¥y ad=mds que cuando las densidades de &
1 1

poblaciones son bajas, ambas especlies son capaces de  incrementa

i c
su numero, sustituimos la tercera ecuacidn en las dos primeras

obtensnos uUna ecuaclan diferencial en =1 planc.

rt

cg de equilibric del =zistema, tiensn una propisedsad

-

Agui, 1o pun

sspecial gque nro e encusntra en ningun otro modelo. si nuczﬁ mc,

=ntonces no  hay solucidn de equilibrio para ambas especies, et

decir que hay exclusion para alguncs de elleos (fig 1.1) =s!
R

”’;CZZmZCy entonces hay una linsa de puntos de equilibrio, que
=gtan dadas por;

Z ( 1- by — = = m /e (fi

0( e bzyz) m /c,= m,/c, . {fig 1.2)
51 mc_omoe,, entonces la especie 1 se ird a la extincién, (¥v,> O,
t > . Simc «m,c, entonces es ahora la espec 2 la que =& ira

& la extincidén, y estas ccurren siempre excepto en 21 caso trivial
de la ausencis de las dos especi

3,
Agul guerencs aseguralr que alguna de les formas de laz  ecuaciones

(B.1), ilustra el principic de exclusidn, ¥ gque esta ocurrira
siempre exceptc, en el casc de guse mc, = mc,, entonces podemcs
pensar gue la exclusidn ccurriréd siempre, para modeslos de la forma

{B.1}, ademas podemos cobservar qus si onm Cosmc,, es cumplida o no,
este &5 un punto de equilibrioc no 551nt¢t1camente estable con
ambas especies presentes, en vista de que la forma (B.1), no

exhibe persistencia podemos decir gque el principic de exclusidn se

cumple.
Justificames lo anterior viendo que =n =1 caso de ques moc =m,c
=l sistema s a&proXxima a un puntc de eguilibrio vy =stos no  Son

asintoticamente estables v las {ructuaciones aleatorias {(pequefas
¢ grandes), puedsen mover el sistema de un punto de equilibrio en
otro, ademis esta linea Intercepta a amboz ejes Y estas
moaveran eventuaslmente el sistema a2 una vecindad de

l'.f,l

fluctuacio
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uno de los <dsg, vy podemos onciderar gue una d
.
YL¢

eXtingus.
~

-8

Y ' i

C).— EL MODELO DEPREDADOR PERESA.

Aqul consideraremos una especie depredadora v, Su presa ¥. L

esp=cie presa constituve todo el alimento disponible para 1o
T

dapreoador en cualgui=er instante dado. El =azlimento tota
cnnSLmldo por les depredadores (en wuna unidad de tienpc;, &
proporcional alndmero de encuentros depredador ~presa, Jqu

supcondremos es proporcicnal a xXy. Entonces el alimentoe disponibl

percapita para los depredadores en el instante t, es proporciona

a »(t). Entonces;

-3

V = —-my + CpXY c,p>0

Ceongideremcs ahora la tasa de crecimiente de las presas. En cad
pericdo de tiempo At, son comidos un cierto numsero de preszas. Este
numerc se supone gue depende solamente de las dos peoblzacicnes o
gque €5 proporcional a At,; 1o escribimes en la forma fi{x,v}at
Ahora, i gue suposiciones debhsremos hacer sobre {x,yv)7.
roporcicnal a yi doble numeird

1l
i)
JEny

Es razenable suponer gue f(x,y) ==
de gatos comerédn doble nimero de ratones, en un peguelo d= pariocd:
&

t
de tiempo. Supondremos tambien gue fix,y) &s proporcicnal & n; o

la poblzcidn se dobla, cada gate encontrara como media doble

niners de ratories. escribimos entonces fix,y)=coxy, c,p20, (E=z
supocsicién ez mas plausible =i la proporcisn entre presas v
depredadores &s muy grands. Si =& pone & un gato  un numed

n
grand& de ratones, acabara ignorandoleos al czazba dé



¥_a. ..y X, Especio de fezes ¥y le  curv: NIt ftrzyectoris de
z T -

fazaos

£l sistemz{41), d=terminz =n un momento  dado  t, en =l ecpacic
xi,xz,...,xn, un campé de2 velocidades. Zi la funcion vectorisl F.
dep=nde explicitamente de t, e=entonces <l zampo de velocidades
cambia con £l tiempo y lag traysctorias fase pusden interceptarse.
si 18 funcion vectorial F, no  depende explicitamente de t, =1
cempo de velocidades &5 estacicnario, es decir, no cambia con 21

tiempo v €l movimisnto =2 permanente.

En e=ste ultime caso, =i las condicicones d :
s= cunplen, por cada puntd del espacio de Faszes | xi,xz,....x Y,
T

pasaréd una sola trayectoria.

concce niingun mEtodo pasra resolver 1=

al. 2in embargo en la mavoriaz d=
s

i
aric encontrar las scluciones de 741)
al, estamos interezados en conocer la= siguientes
}.— Existen valores d= eguilibric X+ kara los cuales x(t)=xo =8
1
bh).~- Que le ocurre al sistema cuande el tiempo corre?

C).- Que tanto s diferencia una solucisdén del comportamiento de

olucicen dada, =i lags dos parten de condiciconsz  inici
a

d}.—- existen drbitas cerradaz 7 Son =estables o inestables?
=) .- Somo son lasz  trayectorias  alredsedor  d=l1  punto de
squilibric?
£)}.- cual =g =] comportamiento de las solucicnes?
Ete.
METODOZ DE INTECGRACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACICGHNEZ DIFEREMCIALEZS
' 5 liminacisn. Fl casc

Unc de los métodos de integracicn es =2l de e
e

onico representa una ecuacicon de n-s@simc

1]
ct

Ca

2

i

O
=3
h

el

i

particular

orden, resuelto respecto a las derivadas superiores:

2 "= (T, ow oL wt ..., m TR
Al dmtroducir las funciones nusvas x,oo= ow{t), X, = oMty
xh_ir x‘h_ij(t) Svstituyames =sta ecuacion por =1 gsistems normel
de noecusTicnss



mHn—-2= X
Tros 2.3
n-1= £L0L,% % L%
— R Kyt
Es decir , la ecuacidn de n-ésimo orden es eguivalsnte al sistema
normal (2.2

S= pueds afirmar lo contraric, es decir, que =1 siste
n ecusciones de primer orden &= en €1 caso general
s

una ecuacisn de orden n. Precisamente, en e
=

de eliminacidn para integrar sistemas de =scuacicones diferencialess;
'6
Ejemplo: i o=y
(-] - Qg o L= =
v o= o= ar v o4+ % o= O C2, 4D
:idn  diferencial - linesl, de segundo

%ﬁ gus representz una  ecuac
o;den con coeficientes constantes y una funcicn dncognita. La
solucién general de esta ecuacidn tiene por expresisn:
' t) = Clcos t + C,sen t
gracias & la primera ecuacidn del sistema, podemoz escribir una
fUﬁCién ; . .
Yit) = -Csan t + C
/ 1
Lag cuales gatisfacen el sistema dado.
Las funcicnes X(t) y Y{t)} pu=sden representarse en la forma;

¥ o= Asen(t + o), y{t) = Acos{t <+ o) c2.52
De zqui las cqurvas 1integrales del sistema (2.4}, son  curvas
helicoidales de pase h = 27 con el eje comun x = y = 0, €1 cual es

también una curva integral (fig.2.1)




. T .
rliminando en (2.5} el parametro t obtenemos la ecuacicn;
L2 Z 2
Ve + Y = A
4= manera que las trayectorias de fase del siztema dado son nad:
iag cuyo centra  se

re u
coordenadas, es decir proveccicnes de las linsas helicoidale:
Y
la trayectoria fase consta de un punto x = 0, ¥ = 0.

icn de lom sistemas de ecuacicnes diferencialses:

Lz integrac
da
q CZ.6)
—" = flt, % .y 2.6
t i 172 '
ze regliza a vecoes, por el método de combinacionss integreles.

3
e denominzg  combinacisn  integrable, una ecuacisn diferencial

que representa una confecusencia de  las  ecuacidnes {2.6} mas
facilm=nite integrable;
Ejemplo: El sistema
b
&:y gx_—.}:
t t

Sumamos términce a término las ecuaciones citadas, hallames la

combinacidén integrable;

d(x + ‘ t
,li?ﬂriil =X +y ¥+ vy = Ce
Sustrayvendo término a términc la segundz scuacidn de la primera,
obtenemos la segunda combinacidén integrable:
dix - ¥) . -t
— g =—{¥~-y) Hey = Cze
Encontramos pues dos combinacionss integrables { no diferenciales)
4 -1
¥+ vV =Ce ¥o- v o= Yo
) . i “ 2%
D= las cuales == determina la solucidn gensral del =sistema:
. 1, t =t . 1 ¢ -1
Xitl= = {(C e+ C e "} , Y{(t) = = {(Ce + C e
2 1 2 2 i z

SISTEMAS DE ECUACIONES LDIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEQC.

Un sistema de ecuaciones diferencialies =& Jllama lin

a
linszl respectce a las funcicnss dszoonocidas v de sus derivadas,

- —~ ~
que integran el sistema de ecuacionss. El sistema de n  ecuaciones
lineales de primer crden, escrito =n la forma normal tisnse pol

df -
z {tiw+f {t}
1 v

=zcrito en la foarms mctrlCl I3

(]



= ARXK+F
g

|

@i la matriz F 2¢ nula, &g decir, i f(t) =0, + = 1.z.....

el intervelo {a,b); =1 sisteme =e demominaréd homogeneo.

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Vezmas un gistems lineal de ecuacionss difersnciales

inl
dsx
1= atx{t)+ft{tM=La...m

gt &y J ]

Ernn gue todos los coeficientes (at_) sSon constantes.,
i

Estudiaremos el metodo de Euler para integrar sistemas linegle
homogéneos de ecuaciones diferenciasles con coeficiente

constantes. este método consiste en lo siguiente.

Buscaremcos la solucidn del sistema;

dx
1= @ W +a i+ oa x
dt 17 N
d::f.z
by —_ = oo+ & o+, . .+O X
dt z1 1 227"z 2r o™ (2.7
dx
n = Ctnif_i-* nz2 _-+Q’h b
——— )
- dt nor
En la forma:
. At At A,
;o= O f = o v o= 2. 82
.ri 1€:, ) }-2 26 3 e e HS - . 78
donde A, o, o ,.... & , son ccnstantes. sustituyamos . que tien
. . C e g i At
la forme {(2.8), en el sistema (2.7, dividimos entre e :
‘traslademos todos los términos & un miembro de la digualdad. Ei
e=ts caso tendremos el =istema;
(¢ — Xio + @ _o_ + ...+ 2 o= 0
341 1 12 2 in ni
g o + {ao - Xjx + ... +a <« = 0
2i 1 22 ) 2 2n 2.9
o 9+ o S+ L+ (o - Ajo= O
nd Ny n2 2 ™ )
FPars que el sistema (2.7) de ecuacicones algebraicas 1l1inesles
hoemogeneas con n incognitas, G, T, ..., tenga una salucicn nic
n

trivial, es necesaric y suficiente que su determinante sea igual =

cCeaero;
(o — A} i o
11 12 1m
o (o - A} R = 0
21 22 2 =
.......... " <2
a a C. (o  —A)
i "2 B o o
La ecuacicn (2.10) se llama caracteristica. En =1 primnser wmi=mbro
d= 11z figura un polinomic de n-2simo grado respectoe de x. Er



esta ecuacion se determinan todos log valores de A para los ruales

o g

el sistema (2.9} no tiene solucicnes triviales L N i
™

tedas las raices A =12, ..., n de la ecuacidn caracteristica

{2.10), son distintas, entonces al sustituirlas por turnc en el

sistema (2.9, ETICONTTamos las soluciones no triviales

correspondientes Slis Buae..n® ., 2., de este sistema Y

por consiguiente hallamos i soluciones de 1 sistema inicial de

ecuaciones diferenciales (2.7}, en la forma;
. o mki o At o At ] )
- = = { = & H = = = P
Nt i ' h21 21 Yo Mt oS e N = e T

donde el segundc miembro sefiala =1 ndmero de la . solucidn vy i

L]

primer miembro del indice €l numerce de la funcidn desconocida.
las n scluciones particulares del sistema lineal homogénec (2.7)

construidos de este modo;

11 1z in
X X b
24 . 2z ., 2
Xi(tJ= . o {t)= . LK (t)=
~ X b -
et ni "2 hnn

forman el fsiétema fundamental de soluciones del sistema dado.
For lo tanto, la sclucién general del sistema homogénec de

ecuaciones diferenciales (2:7) tiens= la forma;

R{t)= C1}<.1(t) + CZA{t) + ..+ CnX(tJ
donde las Ci,cz,..., C_, son constantes arbitrarias.
ejemplo; Resuelva el sistema;
g_{i_g_z - +‘3x .qiz—".‘ "
dt g de =X ¥,
La ecuacisén caracteristica:
{-1-X} 2

= 0 & Al+3r_2=0

Tiene las raices kﬁ= 1, A= -
El sistema (2.9), para determinar o y o tendra la forma;

(-1-A)a: + 2a = 0
1 o

Zai +(—1—..)\_) = O
. - N 4
sustituimes X = 1, obtensmos; o = & , e decir, ®x = &
¢ 21 11 i1 '
¥ o= a &
21 - 11
sustituimos A = -3, hallamos <:122= -cziz, por lo gue:

. Tt -3t
>x1(t) = Cie + C e

5 )
[ -3t
kz{t) —,Cie —

-

C
Z
El ejemplo anterior ilustra =1 poder del metodo de valores propios

para resolver el sistema homogsénec ¥ = Ax. Perc osta técnica es



aplicable solo a matrices A nxn, que-tiencen n vectores linealmente
independientes. Enseguidsa veremos-ﬁﬁ metodoe alternativo basado  en
el tecorema de Cayley-~Hamilton [17], gue pusede usarse para rescolver
cualquier sistema homog#nec % =Ax. Usando el tecrema de
cayley-Hamiltcon podemcs evitar el desarrcllo mas tedicse y dificil
de las formas candnicas de Jordan.

Hay muchos otros hechos interesantes y Jdtiles sobre vectores v
valores propios. En esta secclidn presentarencs un  resultade muy

importante gque nos permitirsa calcular la  sclucidén matricial

w

principal de cualguier ecuacidén diferencial homogéne
»{(t) = Ax{t)
m—4

™
= > + o M ..+ AT A+
rrr—41 1

—~

Sea p un polinomio v sea A Una

-fa\_ } 1
(]
matriz de nxn. Como las potenciss de A son tanbién matrices de
nxn, definimos
. m m—1
Fla}) = A + « A oot QA+ aOI C2.11)

m—1
La expresidn (2.11}) es un polinomio con ceeficientes sescalarecs
B

”

definida para una matriz variable. También podemos definir un
polinomic con coeficientes matriciales nxn, por
2 - A
Q(r) =B + Bx + B2" +...+ B A", ca.12)
[o] 1_ 2 : m
si A &5 uné matriz nun, entonces definimos
‘ 2 ™
Q(A) = B+ BEA + BA®+. ..+ B A", - €2.13D
L) 1 2 m .
Chbservacion.- Debemos tener cuidado al escribir (2.13) va que 1

productco matricial no conmuta bajo la multiplicacidn.
TEOREMA. Si p{x) ¥ Q{Xx} son polincmios en la variable escalar a
con coeficientes matriciales ,nxn, v si.-p(x} = Q{(r}{A - &I;

entonces plA) = 0.

TEOREMA. {de Cayley-Hamilton). Toda matriz cuadrada zatl=facse sy
propia ecuacidn caracteristica, es decir, =i F(A) = 0 es 1la
ecuacidén caracteristica de A, entonces p{A) = 0.

Ahora usaremos el tecorema de Cayley-Hamilton para calcular una
solucidén matricial fundamental de cualquier sistema
X = AX C2.14)

donde A es la matriz constante. El método qgque veremcs a
continuacidn nos dard la =clucidn matricial principal fundamental
w(t) gque satisface w{0} = I.
Definimos la funcidén matricial eAi para €l caso en que A &S una
matriz nxn.

Tt meem e Suinmed A avnaneancial puede definirse c¢omo una



{]
B 1

cerie de potenclias
' e

it z 2 ™
= = 1 » ot +f{at; + {(2at)” +. ..+ (ati (2,157
2! ] -
Usamos este desarrollo pars definir la funcidn matricial
At .2 .3 .
7 = T o+ st o+ (AT 4 (At T+ L+ 1Aty €2.16>
2! 31 m!

cbservemos que como las potencias de la matriz A son matrices nxn,
=1 lado derecho de la =cuacidén (2.16), e&s una matriz nxn, =i la

serie converge.

Lz cuestidn de la convergencia d= la serie de la serie de la
ec.{(Z.16), para una arbitraria A, nxn se resuelve en <l =siguie
teorema.
TEQREMA. Lz serie
Mot e an? 4 (At 4. €2.17)
21 3!

converge para toda t, pusde derivarse términoe a término vy oes  I1a

solucidn matricial principal del sistema X = Ax.

Bupondremcs que t0= o, &si que la solucidn meiricial  wit)
la

satisface w{0) = I. &1 t0¢ 0, entonces golucisn wmetricisl

principal esta dada por w(t) ek N
Veremos enseguida un procedimiento usandc el tearemna d=
Cayley-Hamilton, que puede uzarse para ocalcular eAt, para
clalquier matriz cuadrada A.
Antes definiremcs la notacien que usaremos. Scea pl(r) = IA _;1!; el
polimomic caracteristico de la matriz A de nxn, ¥V Suponga que
p(x) = (n - %1)r1{h - kz)’z,___,{x - A})rk 2,18
donde X A, ...,A,, son los valores propics de A, oo
multiplicidad T T, T, respectivamente. Usandc  fraccionss
parciales podamos escribir
1 a, ) ey (0 F, (A c2.19)
= = .t -t e ——
p{A) (A ) s (A=r_) 2 {(A=b )k
donde para cada polinomio GJAJ
grad ¢ (r) S r.- 1 €2. 200
Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.19) per  p{a),
obtenemos
i= a1()..)q1{}\) + :Iz(Iiu_)qz(l} ot C:k{}‘-\)qk_f\'.?"k) {2.212
donde qi(h) es el polimonioc qQue consta de todes los  factores de
p{*), excepto (x - ll}ﬂ
P(R) = g (A)(x - 2" ce.2ed

rYesumiendo los  pasos para encontrar  la solucidn SO las
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1).- halle el polinomio caracteris®™co de l& matraz A,

p(x) = det(A - 2I) = (A = 2 “(n - ) 2o ry
v uselo primero para determinar los polinomios
J!’"
g (n) = £
- (,‘-*-A_ Jri

v luego los polinomics « {(»), que Zatisfacen
1

ai(ajqi(k) + az{h)quﬁ} L ék{h}qk{k} = 1

. ™m . . .
2} .- Reemplace cada » por A" en lzs ewpresiones de a (M) y g {*)

J:
Ejemple. Halle la sclucion mstricial principal de

!
TN
[ ¥
P
L ——

¥ egpaclio propio
1 .- ) _
generado solamente por el vector }_ Zole hay un valor propic

A= &, on rix 2, asi que g (A} = 1 =z (k). Luego,

i 1 1 1
| Cia - oay el
plt) = o™ =S¥ 1Y A 1) = e*[I + (A - 4D)t] =
Y. 3!
=0
4t [1 O] rl 1]t et e
0 1 o 0 - a1
0 &

TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.
SISTEMAS DINAMICOS
id. - INTODUCCION.

En muchos estudioz sgobre las solucicones de siztemas de =cuaciones
diferenciales, no se utilizan en realidad las ecuacicones
diferenciales sinc <nicamente las propiedades gecomstricas Y
topoldgicas de las curvas solucion. Ese es por eljemple, el caso
cuandc se =studia el comportamiento asintdético de  las soluciones

para t - o {ver [12]).

Surse a=i la posibilidad de definir abstractamente tales "sistemas
dinamicos" por las propiedades bazicas de  las  curvas x»{t), &5in
hacer referencia elguna a gue =35&s curvas s=an rsolucicones de  un




slstems des ecuaciones diferenciales. Se obtiene asi, mayor
- u . 3 —'* )

generalidad, vy &l mismo tiempo se reconccen cuiles sor las
propiedades bisicas de las curvas x(t) que resultan esenciales
para la validez de los razonamientos. Otra ventaja es que, al
generalizarse a espaclios abstractos, guedan incluides sistemas muy
distintos, que =sin embarge obedecen s lag mismas relaciones.

Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema en el plano, el

cual ezta dado por las ecuaciones:

- X o %
¥ o= - X -y + Y = % -y +
;S 2 4 /
X + ¥ Xz + Yz .
Las soluciones de este sistema, son parejas de funciones x{t}
vit), y podemos considerar_ a estas funcicnes, COomo la

parametrizacidn {con parimetro t)}, de curvas en mz_ Estas curvas

s el

11

se llaman las trayectorias del sistema v el planc Xy,
plano fase. Un retrato fase para el sistema, o su equivalente, 1la

ecu uacidn diferencial, €& una descripcidén completa, cualitativa de

ﬁ

trdyectorlda, (fig.2.2)
Se supcne que la aplicacidn X x B » A | definida por (%,t), .

continuamente diferenciable ¢ al menos continua ¥y continuamente

T
‘i
W\
A
AR
AN
AN
NANANAN S S =

’
s
NNANSSSSN St
24
4

diferenciable en t.

f

g R i
S 74 —(ﬂgf—%hﬁ‘h\'\u\
77 o o e e g Y i W, N, N
Yy d,——ﬂ-m‘\\\\\\

= aa NN

///zkv’
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fig.:
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\
A
\
i

e ey . e e et o
T
e st e o ] //

Dada una ecuacién diferencial x = fix), »n = Pn, donde f satisface

las condiciones mencicnadas anteriormente para asegurar la
&

existencia v unicidad de lasz =z=olucicnes v definida en cn dowminie

-
¥ =dom £ « R, si llamamos como e(®,t), la trayectoria que en =1

()

instante t = 0, inicia en el puntec x € R, y denctames por I a1
intervale en el cual esta definido, entonces la aplicacisn
(x,t) » p(x,T), te1I.

Es una funcidn, v : X x R » &

- ’ T e 1 _de an . =mdsetemna. dinamico.
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debemoes ver como debern ser

ii>. - EL FLUJO EN UNA ECUACION DIFERENCTIAL.

Ahora consideremos de nuevo Una ecuacian diferencisl [2);

o

o= f{x; 2,230
. A 1 . .
definida por una funcion €, £ . X - E | ¥ < E, abierto, para cada
» =11 existe una Unica solucicn ¢(t), can ©(0) = %, definida &1y
o :

un intervalo abisrto I{xo) < R. Para indicar la dependencia de
#{t} respecto & t, escribimos:

Pt} = $(x,t)
entonces #{(x,0} = x.
La aplicacisdn (x,t}) - &{x,t) e&s enton“eéruna funcisn

D R xR -_‘éﬁ_
denominaremcos a ¢, el flujo de la ecuacidén (2.22), vy =a menudo
egcribiremos
& #(x.t) = ¢ (x).
TEOREMA: La aplicacidn # tiene la siguiente propiedad:

¢s+t = ¢s(¢t(>:}} C2.24)
En el sentido de que si un miembro de (2.10)} esta definide.
también lo estd el otro y ambos son iguales.

Geométricamente, este tiene la siguiente interpretacicon (fig 2.2 ;

*
fig. 2.3

Si un punto parte en el instante cero de la posicidn x, bajo la
transformacidn ¢, al cabo de un instante t, s& encontrarid en el
punto x o= @{¥x,t}); =21 zhora dejamos que se desplace durante_un :
tiempo & al c¢abo de ese instante se encontrara en la posicion
X, = ¢{x1.5). Entonces €l tecorema dice gue se lograria el mizmo
resultado si a partir de la posicidn ¥ se deja correr un tiempo

S + t.

- N
al=E

fr.

(h

Recordaremos otro hecho de la teoria de ecuacicnes diferenc

Supongamos gue x = K, t = [0, zabencs que x tismne yna vecindad U <



wooocon E(x.t) definida pare 1000w
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TEQREMA: Con la

Ia funzion

nn condunie V, (U una vecindad de

e

A=fine una aplicacisn ds U, achre

1

Vo a VvV sobre 1.

]

ademzz @#{y,-t}, =5tz definid

=t

1
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=1
t)., -1, &8 la identidad =0 U, v &{if,-ti,.t),e=

ar, (2] s pruoeha gque ¢ esta c=finidce para t2d0 1 = F

1iid. - NUESTRO ESPACIO.

Fara continuar, observemos gus 1z ecuacian diferencial autdnoms,
e ~ ‘
¥ o= X))
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=i mismo. Este =g =
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4 hereds ;
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localmente conpacto.
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Conr

por lo tantao, consideramos & ﬂ,ahcomo un  esgpa

jocalmente Cempacto Y ConeMc.

Tales c<condicionss nos zseguran gue todocs los puntos

un comportamiento iguzl, s descir todos los puntos e pueden
pgn;_jﬁrdr iguales, 3 NCE azzgiita qu= NGs Lrndezhins Horaowimar

ciempre a ellos por medic de sucssinnes y o de cual

punto. Es decir, =i & fuers cerredo, los puntos

tendrfian un comportamiento "sspesial”.

ivd.- LA DEFINICTON.

de 3F s B » K Sdornde ;‘

7

es un
F A« R » £
Gue cumple las sigulsntes propiedsdss
i), @(x,0} = 2.
%ij." p{Hp{x,v},s) = p{xw, t+s} tarz todo ¥ & &, v o,s = R,
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(ﬂ,m,é},dﬁnde F zon los re:lesiﬁ¢ : R oy B oo R, es una funcite
Finaimente fenemcg las siguientss definicieones. Suponiendoe un
silstema dinamico (&R, R, &) .

DEFINICIOM: Dado un punto x € & ,los conjuntos sisuientas
Fixy = 4{ =2 ; g = &(x,t), t =R }.
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s inter=sades en ver qQue ocurre con los punt

Ahora bien, estarsmo

cuando é&stos s& mueven a lo  large de las =,

ezpecificamente, la que pasa por 21la &l transcurrir ¥
s acerca de los "puntos destinge final", en 1 futuroe ¥ ‘21

DEFINICIGN: Un punto g se llama punte limite positive uw  o-Iimiis
de ¥, =1 existe una sucesion {t } € R, coan t =+, tal wogus
N il

.,-.-{}:,t Y 2 g.

DEFIMNICIO H- Un puntoe g se llames punto ligite negative &«




de x, si =xiste upa sucesilZn {t 3 < F, int o+ -x, rag
que-¢(x,th) - g. T
ademas, un opunto X puede tenser todo un conjunto de puntos copma
rdestine final”, entonces pidemcs definir de manera  zndloga, les
conjuntes w-liwmite v w-1imite <=1 punto ».

DEFIHICION: onsideresncs los siguisnts

A (=) =+ 9; g &5 un =-1imits de oy ]
Entonces A {(x) y A (x), 32 1'zvan respsctivacente los juntes

Estos conjuntos limits  Jueran un papel  muy  dmso: tsnte en 1a
Loy

golucidn global del sistema  En particnlsr cuandoe 2 + m,  tienan
la siguiente propiedad: son fuente de  ztracoidn para  lasz
traysctorizs.

For ejemplo, consideremos =1 sizulente sistensy . P=11mide
pQr las siguientes ecuasciones diferenciales, d: =N CIoriEenalas

ofgg
I

El cual tiens 2] siguiente ret

—— s

- Fl origen es el Gnico punto critico. El circule unitaric, <5 una
orbita cerrada que no contiene a ningun punto criti

i
trayectoria (con excepcién de la que pasa por =l origen},
a rededor  de

j—t
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aproxima mis ¥ més a la Srkita cerrada, espir

it

&lla, cuazndo el tiempo crece sin limite. Entoncss, =1 <ir:cvlo

O
]
0

unitaric es el conjunto w-limite de cualquier punto x del glan

.rdistinto del origen. .
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s auersmoes hacer notar:
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IBLIOTECA
E CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES
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EL SABER DE MIS HLJOS
NARA MI GRANDEZA

SOUNTE gQus
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F = L= 1 - b4 CTCria ==
F=9 na tI
iz Ara E‘l =1 Lema 3 niIngun ave =g
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Efectivamente, considsramo
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~nsidsrencs ahora, cuzles el deszitine Fipsl e .

e i - o N SR
arhitrario en =1 plano?, sabemos e le femitrayvectoria ¥ (x -
=zl circulo que pafa por x y tisne su csnlro 2n el crigen. geto B
quicere decir que al temsr t continusmsnts ¥y 2n Forma crecients

n F
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dy.— LA CUESTIGH
id. - ESTASILIDAD EN SISTEMALD GIHAHLCOS.
L=t

1,

Lazs 1dfas  sntzriorss guerswmos ahira  eXprss srlazg 25 TSR
lenguaje de siztemss dinamicosz, al mismo Tismpo qu=s  QuUer=mosg =ay

S
5 matematicamsnte, Considersmos pues,  un sistama
dirémico (K, R, ¢}, wa hablzaxsz mostrade gue 2l =studiar 1=

, £3to nog conduciz zl t=

subconjuntos de ¥ qus son atracioras -

estabilidad 4=l canjunto #|

DEFINICION: Un conjuntoe M < #, =2 zztable, =i dads Tooirniad
arbitraria U de M, existe ura vecindad V b M, cal oz oz

=2 =zal=s nunca de U.{(fig 2.3}
Eg Jdecir |, M ez =stable si dads uvre vecindsd srbhitvaris U 3=
exigte una veclindsad V de M tal gus s1i o = U, entlnoss = U
paera todas T o= ®"

Fara ejemplificar, tomencs

== muestran n la figura;
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puntos gue
2l comporta
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+ . + . - -
¥oix) = iz UA (xy = v xy U

)

Ahora consideremos las bolas con centro sn x vy radic a v de =

bolas, la cerradura de fu semitrayectoriz positiv

: o a y (5,{x,a)}.

<
finalmente nos gueda para el punto x de la fig

nr s e =y Uc

Ejempleo, sea =1 sistema dado por las
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zizteama Jdinamico a3 guEdado YA completagente Tl s, "z :
tonjunto guse nos dezcribe e farma f:wpleta o s0lo &1 Gerntins =

sino &dzmas =l destinoe de Ios pweTos gque l= son vecinos yvo-2efo

=zz fundamental para la investigacion d= ==

"La prinera prolongacidn positiva de o
+

cimbola D {x).

Un conjunto 1nval ialrd

DEFINICION: S=a (A,R,¢), upn =zistsma dinidmica y M < K, se le 1lams
ia primera prolongacldn positiva de M, al CTonjunto;

23, - ECTARTLIDAD ACTNTOTICA ¥V FUNCIONES DE LI APUNOV.

un conjunto compacto M. Este metode recibe el  nombre
de segundc m2todo directo de Lizpunov, =n honor de e]1 nmitematico
ruso AM, Lizpunov {27, [11].
Las funciones de Ligpunov son funci

s& anulan n €l conjunto, v gue

[#S]
~J



et J DR Sy 5 s
f. B /
Il‘.I (J.’;
3 BIBLIOTECA
R E CIENCIAS EXACTAS
e e > Y NATURALES
| 1. RABER DE M5 RUOS
Fi 2.2.16 TaRA M1 GRANDEZA
Donds M a2z el siractor uniforwes frorwsdo por =1 oironico o, 51 oue
== ha zgrezgado el punto p, =g decir, M = ¢ U {p}., una fupcicn tal
no =22 peosible encontrarls.
i enmbarge, para la carscisrizzacidn de la estabilidsd
s2 han sncontrado fuert=s rasultados qus S=nerelizen
dipamicos, los teorsmas =rnunciadeos  por Liapinoy g
rezultados 2s =21 3us s menciona & continusoion
TECREMA., Un conjunic M < £, =s 1% 21
& i, exists unz funcidn Ccontinda & OO VEIoroS E
=n una vecindad de N de M, tal gquse:
1Y .- @g(x) = 0 =i 2 = M.
F{x)y » 0 51 x & M
2.~ @, (x,T)) <« F(R), para x = M, t > 0, v mix. {0,t]} <= N.
En [2]) s& prusba primero ia exiztencia de una funcisn & oon iss
propiedades antes mencionadas para la estabilidad asintética de M.
Al demostrar la netssidad de, la sxistencia de unaz funcidn o
las prepiedades del teorema, s2 define primeraments o0%) como ik
funcisn gue involucra la distancia del puntc x al conjunta M, iy
la siguisnte manera:
win) = sup { di{s{x,t;,M}); T = ¢
E=ta funcidn ti=ne las propisdad=s requeridas, EX em
probablemsnte, & jazs
trayectorias.
-T
f;p(n{x,t}e dr
¥y =s€ta intezral d=fine una funcion £{x) gus ez 1z del tzoran:
Lhora considersmoz un conijunto M o szsintosticzments Zs-zole L
funcisn:
i3]
iy = j;ﬁ'T(X,T}EE_TjT
D=l terrema snptericor, funcisn gue sabasmog Jdefinidz =r L cac TmTad
o3



-
il
~

~ads o« fija =n W
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W 3= M. Podenos definir, pev

FunCion:

" =T
s(ty = [ wim s tarie ar
Q
y haciendo ol camhbio 22 varizanls =2 o= ter ternismos
i G
N . R _—“:.
ity = r~f Fimix,e)is ds

M del teorema  antericor antonces la funciasn e(t ==
¥

t s
rezpecto a 1, £: N » F -
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donde Dns,-signif'
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a £ de la funcion £ a




CAFTTULD ITT, - FLANTEAMIENTO GEMERAT DEL PRSI EMA
a).~ FPERSISTENCIA Y EXCLUSTON, T
Anora iniciaremos con el moedelo gznerzl de n cspecies (97 :
=]
yL = yith’yi’yz) ,yh} Vo 1,2, Ay 3.1

Agui v 2z 0, =g la denzidad de lz paoblacidn vy g (v v, j -

L 1 ‘g 2 ’yh it
la taga szpecifica de creacimisnte ds la szpecie i
Los ejemplos antericores de el czapituleo T, zon modeleos de este
tipo. Las ecuacicnes (3.1, determinsn an czmpbs vectorisl ang 1z
varizdad

. vy . -
E = {{y, Y 1, P vy =0, para todo 13
1 ™ 1 =
Todas las funcicnes Qi se sunondran infinitaments
diferenciables. Fscribimcs
o LY Ll i
2= CcE F)
S . e .
La funzion g o= {gi, L2 o= % =e  puede  considerar  como ITa
T
comunidades ecoldgicas, cuva dindmica =stas dada por las ecuacicnes
{2.1).
Pata g2 « ¥ denctamos por pg(y,t}, la solucisan de (3.1), iniciand:
~ .
= 0. Log tecoremas sstandar de  ecuacicnss

para y = [E t o]

diferenciales, implican que ¢ zatisface todas las propiedades de
flujo, excepto pasiblemente g d

para tode tismps [2].

Esta dificultad pusde =ser re s

para las trayectorias de nuestra presentacidén =lsgimos la mansra
mis fAacil y simplemente supondremos gue @q es un flujo. Zzta
supesicidn da lugar a restricciones soio en  comportamisnteoc
infinitamente cercancos a g. Tales suposicicn=s no son de=
importancia bioldgica.

Ahora estaremog listos para definir

definicidén generaliza la de Levin [41, guisn restringse su atenoisn

bara atractores gue son puntos de repose, Sreitas peridsdiczz oo

ambss .

DEFINICION: Una comunidad =coldgica g < £ =s llamada persicstente
Si‘pg, tiene un atractor en int{E’). Diremos QU2 = =. kb
exclusidn =1 no =g parsistente.

Diremes gue una clase de comunidades ¥ < éh, Satisfacs Ia

propiedad 42 2xclusisn si g exhibe exclusisn parz todz 2 = 2
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querian solo en pegu=fizs cantidedzg. Un descubrimisenta
importante de Lishbig, fusd gus la zusoncia d2 algun rutriente,  no

podia ser  rezmplizsde por cwuslaguisr otro que sparsecicra en

cbundancia, =22 decir, un medio guse CoLntenils

menor proporcicn. Lispig 1lamd & £x5Ts yesfuls

mod=lo

ad ‘ forma
r a funcidn Indir=scta
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da cyzoimlento

==ta dada Talzsz
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W= A{z =7  E2ly) # Q0 para toda y = intiE )

Tedes

{
. N Al : .
Vzremos gque MW == d=n=so =n F . EccryYhimms g = uer, 371

}(
'3 - k La}
w: R s R, Por el tecrema de Sard [S], w(R ) = R, tizne  seaids

de  Lelesguse  cero probaremss gue g =g denso. Podemos enconti o
" . — r PP -~ ! ;

un = = B, tal gus 0 = YR ) + = cEa gl o= {U+<£) e v, =ntonoos

= = fu=r) + = =ntincss g’ xEta svbitrarisments czroa de g,

or lo tento % 2= dens=o =n Foy ow no pueds tener  atrectorsas =1
n . . ™
§ ares o en int(E ;
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TEGREMA 3.2: Zea g = 7, con £ o« n. Supongamos qus K oo int(E

¥ = "), =s
un s2tractor para o Entonces la caracteristics de Euler d= K

=S CErTo )
El atractor W no neccgariamsnte s wna varisisd, d= cualgiiier
modc, une puede snvolver con un conjunto  atracior  Que =28 Lna
variedad, Definimos la caracteristicz Jd= Euler S= § JuT E2ea Iz
caracigristica de B, donds B 23 un klock atractor gus contisne g

o [
, por el tecrema de Poincar=s-Hopf ivEr
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Siemplo de comanidad persistents an Fo. Reslmente R
Sz Lz e, j—' = =N : :::- i -._:{_;:

Fono satisfece la propiedad  de ™mwclusiosn para Ik = o .
=¥ — ey i e

cuesstisén de gue i F catisface la propisded Ade = e
RS = Zxcluzitn

para 2k < 2n, conon oy 2 ==

D= cualg SESY i
=2rae Cisrtzz
zubclas 3
funciones 1)
o

Estz teorema fus conocido por Vialterra {143 pera k=1 By
] i & Ll 3 A
resultado zlgo diferente fu= probado por Eecigne vy Richardseo
..... £ A=Y aE0)
r F-! . -~ 1 = - T A 4 = - .
[12], con  algunas mipotessls gdicignasles | Levin {41 praohs o
Ea] L =TT

An]

& F

1= -
= L E : =g S1TeEE g
Z
- . - ; I
leg: intiE 'y & B v v o}
£ . Yoo - ¥ oy leg v
™ 1
N Fn4 imnE 'Eh\ ¥ "
= < Nt | ; ;,.-,,-1, L) LU
= ™ 7 s
ot oo Fiire s e e e gm A S . =
SELas runcicnhes son difeoporfisscss e dinversos une d=l otro Fara
=T - i o
= = E S = - _ - = T
£ = & , Z32finimos W osomo un flujo an F Adzde o

3. 4)

qu= =2 la =scuacidn (3.1), transformada por =1 cambio de wvariabls
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ibimos 2 = Yepr = & F° et e 1 ‘
: = Uel <= : Few aonds ulzl o= Az-m, donds A == un

e T T S =2 "
hemegenss de B 4 R, vy w = B”, apntonc=s

C2,.5)

ahor . 3 '

ahora ( =5p, it V). Entonces R = pae g
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oMo spunts haussmann [9] Dodosnos resmnplazar la-hip

(A

== linezl por

la otra, va gus le zirve como a1inznito, 1lzmey a aquellics
recursas gue =on =n sSi omismos un organismo ViVo, COms un Recursc

consideracionss |, 21 mo

1
-
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ot
l_l
O
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Oy
L
n
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ezpeciss  anterior, resulta inapropisdo. Agui rveanlta
apropiado establecer la cantidad disponible de fTalss rooursos, oon

¥ e3 la densidad de poblacidén d= =1 Jj-&#simo recurso. Lz
suposicidn importante s quée la tzza especifica de crecimiznto o
cada una de las especies consumidoras &5 solo funcidén de les
poblaciones de las especies &

interpretacidén bioldégica es que las =zpecises  consumidoras =010
interactuan con las =

consumidarzas.

Como lo hicimeos antericormente, ahora definirsmes la <¢lasz de n

especiss consumidoras con k recursos bidticos:

k
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TV, ~ CONSTEUCCION BE UN CONTRAEJEMPLO AL FRINCLI (.
=n este capitulo  construlrsmos  un modelo  percistant:  fe dos
cspecies’ depredadorss y una presa. Tl construccicn  la  haremes

L P

dezzrrollands primsro 2!

i Primerc recorvdarszmos =1 @i

cepitule I. Gavss [13] sugirio gqus iz constirve de depredsc ian,
debe considerarse comos wuna funcion Jde 1a densidad de las  presas

Podaemos suporier mas sun, qgus la tasza aespacaifica de crecimisnto de
lzg preszz =g una funtisn d2 la dopzidzd e 2ilzsr Yacizndes tales
supcsicliones, podemoes replantesr =1 si1ztema Oa sstE

i =
!

| .

| i

i

| o [0,x) -+ [& x)

{

| =g una funcidn continua y estrictamsnts crecisntse con {0} = O
|

cUlacicones (4.1), definen una

o]
o
{9

1
ozicidn mas significativa 28 que la densidad ds

W

P 1
adores y apar=sce golo linealmente en las scuaciones. ¥ 1
D tacisdn bioldgica &s gue supondremnos  gus
ics depredadores interactuan scolamente con las presas, =8 decir,
ndependientem=snte de los demas Jdepredszdores.

Ahora supondremos que existe un punto d= equilibric X »0 v gus -m

" Ml = 2
J +coplx ) = 0. 81 p es estrictamsnte creciznte, X, o=s  unica.
} Haremos ademas la suposicisn de gque &1 punte de cguilitrio
| oz ¥ E{x_)/2(x, )0, entonces (X ,v) == =l Unico punts  de
; =quilibric para la scuacién (4.1} =2n =1 int{E°).
; Caleulzmes 21 Jacebiano de 1a matriz pasra =1 punte tritico.
} Tensmas gue 21 punto =8 unp atracior =1
|
‘ glx_} + x g'(x_} - v £ (3 )0

vy un repulscr =i la wisma es positiva, =1 casc 3@ mIUTI 3050 aE




TIUTTAE CLfredd g0 ) = 0, En oSSie o360 LENENL S
[LEHA 4.1.- Conzidesresmcs las T4 1) v  supinigzmes L=
b ‘

£'(xn) = 0. Entoncss (3 vy is=s un atractor =i X_S(n ) iEw :

un repulsor c1 n AR yemin_
En =1 ejsmploe (.17, mostrzmiz guds lzg  =ocuascion (C 1) tizne uns
intesgral V dsdas por 0.2}, en o xlzuenls L3F0E om0y =spaeciales, esta
integrasl =2 convierte en une ftondciocn Lo Lizponov fpare la ec. {401
LEMA 4.2, - Consideraemcs la =0, 74,10 v s=a I un intsrvalo gue

ochRtefEs a X, SUpongiInos gue ¥ RS = Tz I I v que
o{xy = p'i{x ix, para # = I. Entonces;
g% {a,¥y; = 0 pars » = I
%% (¥,¥) = 0 & =2(x} = gix_)
Dem,; Calculsmas 4V/4dt vy
STEV_ (x,v) = ix - % _){glx) - gi{x_j)
21 g &2 creciente entongss 5 =igus 1z conclusion
]
]
UN STISTEMA PERSISTENTE DE DOS DEPREDALDORES Y UMA PRESA.
Agui demostraraemos que la clsss BN zatisfzce =1 principic 4=
sxciusidn, mediante la consiruccion de un £iemplo. Estes resultsdo
fué abtenido praviamente por FHoch [8], HMHediente un calculo
simulado, =n un sist=sma de dos  =sspecies CoRpitisndo por oun
! recurso, usando una serie de copdiciopnss similazres a las  que

BArence noSchtlaos,
Primera consideremos =1 sistemsz;
' .o - - ra
X = xg(x) -y pixi
o
= - i i
ya m1-71 + ciyi‘ui(
L-]
3 = -~} v o
-}, F + Cz‘,—z, 2[.

Dionde
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, = Ty, + oy, @, {x}
varias supocisionss vooa
=jemplo siguiente o =

o= 6, gue SEera
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cntonce

depredador,

L3
Vo= -my b CYE A
3 v y()0

cuande ® < x2 las  =cuacicones (4.5}, son  las  =ecuacionses de

Logka-Volterra gue s2 vieron =n el capitulo I. Cuande ¥ = = | Hay
-‘1“, ' 1 -
una orbita gque =2 distingus [N, v dentro, de =3la todzs  las  deméas

nora, hay Que VEr COmo 80N
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reposo, S Un repulisar gue contisns: a2l dlsco D oguye as

gue contisne al punto de reposo como a2l méXime conjunto
» 2 e

vy TComamos I = nx{Dz).

- — 3
Enseguida nos = 0, Ad=mas
. 1 1 .
3l disco D° v la curva I, come los subconiunteog =n =21 plano.
. 1 . o -
%55 adrbitas dsntro de [ son periodicas. Tomemis ahorsa una
= . 2 . .2
perisdica T, tal que HKQF } < int{I )} vy tomemos  como b
. 2 .
zxtremnc derecho de &1 intervalo [ (M) . fig. (4.5).
hod
yZ
» 3
' e e o _ 3 z z z 3
EJEMPLO 4.3. Tomamcos ahora P, = L., P, = P, Y tomanos g,
satisface las siguientes condicicones:
3 . z
g (%) = ¥, si x = .
2 2
=2 e @
2 (xy ¢« ¥, six > b
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= permanszca cond un block rezpulsor =n 21

plano.
4 3 .
Dado Qe PI{: Y= OZ(Z i, ftensmos vuna e Cixnt g crltvticos
b & = e
para =21 ejemplo 4.4. Calculamos =21 Jacohizno de  =2staz  puntos
criticos, lo gue muestra gque 1z linszx ag repulsors v dado que 7
i
i 3 ¢ 3
Y Y, “o .
For lg tanto, podemes construir un block < 3l radedeor Aa
s ) .2 . .
los puntos criticos, dadoe gue D == un blozk repulsor =n =21 RRAER T
- 3 L] = ~ «1 -
{yz = (0}, podemcs extender =1 biock  reculsor O &N E
repulsor C° 1 que b° - { e
SIS G : =2 = = = i}t
F , a =4 n 1}’2 L
’{an 3
N \-D
SO
5 I '/
‘ ¥4 —l ./
o
/ / ﬁ,/?:
rd [
rd i ; .
!
g x
Y A4 I*"‘“~\!\!
AR R
e
fig.4.¢
Fodenmos tambion elesgir O, tal gus zp frontsrs = TrEsTEvErEsel

H Ahora g=2a B = C
! : %
tepbisn tomamcs D = O n {v, = 0}
Y _




R

ST PR AL S AT

TR A S e A T e 1

AR A

L e b 0 A Ty

i
1

=] 4 = 4 -

EJEMPLO 4.5: Ahora sea g = &, @, = p,. y tomamos p,, que
satisfase: -

DU . - 13

pl\h) = pifx). para x = I,

5 o4

o (X} ¢« p (Xx), para x € I1 -~ int{Iz).

7Y
ey

P"fx P”.):P. 2

P.S

fig 4.10

=3 <+ +
Escogemos p,, cercano a o, para que &7, permanezca colld un block

a%%actor.
Ahora consideremos la funcidn:
cf?
Yz 1
Lz(x,yi,yz)=——1§$-
yi 2

berivando respecto a t, esta funcian, encontramos gque para % < 1:

dL | 2 ycﬁi
at—Z(X’yi’yz)_ﬁzc :‘fg (( rcn )+r{?1{x-xe)_P:(x>)
Yy, 2
Pero elegimos pf(x) tal que:
L4+ p(x~x) - pPx) 20, para x = I
Para lo cual la desigualdad es estricta para x = Tho int(IZ}_ Aei

el anillo entero D'- int(Dz}, ee un repulsor en la direccidn V-

Por 1l¢ tanto podemos modificar =1 block atractor 34,sobre =1 plano
=1 . - ‘

{yz = Q}, Para obtener el block atractcr &, cuva intercepcidn con

8 E? es D3 int (D4), sobre el plano {y1= 0r.

EJEMPLO 4.6. Finalmente escogemos g° = g°, o = pj y tomames £

que satisface: _
L] bo]
pz(x}< P,, Para x € I~ {x}
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Tambien escogzmnos . CETCENRC & /&, [sra quz &7, pErmanesoa oo
atractor. Considseremos la funcion:
..'—‘-lfgz
, v
L {x,¥y %w_ 1 = "1
1 1 "2
‘:,f?
¥ ooz
® 3
Calculamos la derivada con respecto a2 £, para » o= 1
cf?

1 {3,V , R el Rl Rl I T LI G LIRC T R R
R ORR P 4 =3 CLgd e, (e 1 -2, (5 ))
dt 5 1
2
Foro =legimcs = "} d= SETi=T & s 213 = = S DGE =
e SieglnGE ,uzi X i, dE Mahera QU= 251Ta SMEI=lon Ze2a PGEITIVE
por 1o tznitoe B permanscse oomo atractor

fig, £.12

Ln




V.- EEZULTADOS

cs limitantes,

~
Hh

actor

ercluzidn

]
[
i
[
“
iy
=
0
[
)
i
[\
o
i_l
ih
2
iD
pa
a
n
S

=1 m

tambi

consideramos la cleass dz

p=ra 2kz2n. la cues

)y

=

+ vy
[Nt

qu=

POSTERIGRES Y

v
R
=3
W
ot
=
ud
L
Y

< ode
[RERS o
d= -
PR
Mozt
., Ex o=
[~ i |

zmoE 3ue EF O opo =at
¥
N -
shide gus B ona ozat
i
Y ~T
41l=s 2 F N b1
[ kT
08  SUpuUsSstas
piedzd de sxclusian

=N

P
Ple iz

y
ii il
=iae

dcdde

funci-npz=

pu-ode

crecimiento  di




interesante pars averliguzr la cuestilsn de Larem  mies
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APENDICE I.
TEOGREMA DE SARD.
o A bt )
En general, Es mucho pedir gue =1 copjunto de valoras criitid oz

una funcicén suvave s=a finito. Fero este Cconjunto  SEra Drgiaecte

=rn el =entide indicade en =21 ziguisnte teocrems, <=1 cusxl o=
demostradse por A, Fard en 12322 gisuilaende un trabé&io  antera e

he<ho, por A.P. Morss [5].
TEGREMA: Sea f:U - B uns funcisn guave, Jd=findda =2n un Cconndunto

zbierto U < [F,

(]

Entonces la imagsen

fu

Como un coniunto =
; M : " ™
abisrtos no vacios, == sigus gue =21 complemento ¥ -I(C; debe o=zr

denzg en R

noes =y
Tians mpedida (
¥ - N z= ur:z
. o=l
Erntancss € =5 Ilzmzdo

ene rangd menor gque n {(i.e.noe = sobre) .
t

=1 conjunto

(WH
D
o
m
—
-
il
in

de puntcs criticos , f(C) =
1

s
conjunto de valores resulares

1)

o
, ¥ 2l complamento N-f{C

COROLARIO CA. B. Brownd: El conjunto de valor=s regulares de  ans

funcisén suave £:M -+~ N, 2= densc &n N,

* En oiras palabras, dado £, =5 costble cabrir L) I [RSat=]
. o T , . .
T cESION d= miabos & SO A senluiran iolal =T Avveersion " B S=oIT

i
[
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- APEMDICE IT
CAMPOS VECTORIALES Y EL HUMERD DE EULER.
" he
Consideremos primsro un conjunico  abd

con o un cero 3is=lzds =n el punto z o= U, Lz funcian:

yectorial suavs

{ *) Ejemplas de- campos vectoriales
en el plano.

indice arbitrario puede s=r obtenidso acome sigue: En =i

fig.

Un cero con
camps
Debemos probar gue &ste concsepto de indice 2g invarianter bajo el

difecporfisme 22 U, Fara explicar lo gque significa, consideremos
g =} funcidn £f:' M - N, con un campo

vectorizl en <zda  variedad
definicion. - Los campos vectoriales v sobre M vy v'  sabre N se
corresponden bajo £ si la derivada df lleva a vix) en v’ {(f{x})
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v'o= dfa\jof_i

Lema 5.1, Zunpongamos que = campo veoforial v zobre U sze
corresponds al camnpo vactorial;
v' = dfsvef’
sohre u' o baio f: U » 4", Entencss =1 inlil=s




de v =5 un cero aislado z s igual al indics de v' =n fi7)
Supconiendo el lema 5.1, podemos definir =1 concepto de indize pev-=
un campé’vectorial W sobre una varizaad arbitraria M come =igne;
i g: U » M == una parametrizacion de una vecindad de 2z e M
entonces el indice i de w en z esti definido como =21 {indice de el
campo vectoriasl correspondiente dg-wWeg sobre U =i el (555
g_iiz). Se sigue del laema 5.1 gue 1 =gta hizan definida.
Estudiaremos =1 slgni=snte resuliado ¢lizsics: Z=5 M una variedsd
compacta Yy W un campo vectorial saave sobre M con 2sros aisladas.
81 M tiens fronterz, epntonces W zpunts hacia afusrs en los  puntes
frontersa
" TEOREMA DE POINCARE Y HOPF.- La suma Y1 de lecs indices en  los
cercos de un campo Vectorial =g igual al ndmeroeo de euler;
Lt .
x(M) =% (-1} 'ranga H (M)
=0
Engparticular £sta suma de indice es un invariante top2ldgico ds
M; no depsnde de la eleccidn particular del campo vectoriazl.
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