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INTRODUCCION.

Exte _ trabajo t.iene, como propé=sito princip‘al, dar una
presentacién riguresa y unificada de los teoremas considerados
como mas relevantes del calcule diferencial en egspacios finito
dimensionales. Estos son, el teorema de la funciéon inversa, el
tecrema de la funcién implicita, ol teorema del range y el no
menos importante teorema de la variedad invariante. Tales
resultados son pilares en el analisis no lineal, cuya escencia
radica en que describen el comportamiento local de las funciones
continuamente diferenciables, funciones de clase 1‘31), sustentado
en el hecho de gue en vecindades pequefias de cada punto, admiten
una muy buena aproximacién lineal determinada por su diferencial
en el punto. Mas aun se puede decir en términos generales, que las
- 3 unciighes diferenciables . heredan las principales propiedades
cualitativas de la transformacion lineal que las aproxima
alrededor del punto. Por esta razdn algunos autores expresan esto
diciendo que Tlas funciones continuamente diferenciables se
comportan localmente como sus derivadas’.

' En este traba jO. se presentan, demostraciones completas vy
.rigurosas t.ant;:: del teorema de la funcién inversa que nos permite
asegurar invertibilidad de la funcién. alrededor del punto a partir
de la invertibiliad de su diferencial en el punto; del tecrema de
la funcidén implicita gque nos permite . caracterizar localmente al
conjunto de soltciones de una ecuacién no lineal como la grafica
de una funcidn cuando el sistema lineal asociado por la

t

diferencial de n ecuaciones con ntm variables es tal que su rango

es igual al numero de ecuaciones. Del teorema del rango que nos



permite representar localmente a una funcién con el menor namero
posible de__ variables a partir del conocimiento el A rango de la
diferencial y finalmente del teorema de la variedad invariante que
asegura la existencia de una wvariedad invariantes bajo la funcion
a partir de la exizstencia de wun subespacio invariante para la
diferencial en un punto

ademas, en términos generales, las demostraciones gque =se
presentan, estan fuertemente basadas en las técnicas y métodos
iterativos gque para encontrar puntos fijos se utilizan en el
analisis funcional a la manera del teorema de contraccidén de
Banach. En este ultimeo sentido, este trabajo dad una presentacién
unificada de los teoremas antes sefialados que para los _cuales, los
esquemas de aproximacién son, como mencionamos, los que se

=, .
ut.ili.';an en el teorema de contraccién de Banach y mas aun, esto
nos permitira, bajo un cambio apropiado, generalizar
egpecificamente el teorema de la funcién inversa y el teorema de
la funcién implicita a espacios infinito dimensiconales o bien a
espacios de Banach arbitrarios.

'En realidad, el estudio de funcicnes no linales mediante

r

transformaciones lineales resulta ser todo un éxito del calculo
diferencial. Es en este sentide por el cuadl hemos intentado, como
otras de nuestras metas, marcar el puente de lo lineal a lo no
lineal motivando para cada uno de ‘los teoremas antes sefalados con
un breve repaso’ de la teoria basica de los sistemas de ecuaciones
lineales, cambios de coordenadas y subespacios invariantes de una

. 5
t.ransformacién lineal respectivamente.
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El trabajo se ha dividido en siete capitulos. en el capitulo
cero (c:om;eptos v resultados béasicos) se definen loIs espacios de
Banach, medio en el cual, los dos primeros capitulos se
desarrolla, se ilustran algunos ejemplos que seran importantes
para nuestro estudio como lo es el espacic de las funciones
continuas &R con D compacto y el espacio de las
transformaciones lineales y continuas £(X;¥> donde X, ¥ también
son espacios de banach.

La teoria del calcule diferencial en los espacios de banach
representa la generalizacién natural de la ya conocida en los R" y
debido a la analogia con esta, solament.e nos ocuparemos, en este
mismo capitulo, en dar una breve exposicién de las cuestiones mas
importantes que utilizaremos como el concepto de dJdiferenciabilidad
dife;?énciabilidad parcial, y de algunos resultados conectados con
estos asi como la versién generalizada del teorema del valor
medio. En el capitulo uno aparecen el teocrema de contraccitn de
Banach, valido en cualquier espacio métrico completo, y el teorema
de dependencia continua y diferenciable de puntos fijos. como
hicimps‘ notar, el hech_o de que aqui se hallan incluidos es que en
base a ellos, 'daremos una prueba, no clasica, del teorema de la
funcién inversa que a diferencia de. las pruebas tradicionales, la
diferenciabilidad de la funcidn inver:sa se sigue direct.amente del
teorema de dependencia diferenciable de puntos fijos =sin recurrir
formalmente a la def’inicién. En tanto el teorema de la funcidn
implicita sera dado como una aplicacién al de la inversa y ambos

§

aparecen en el capitulo dos.

En el capitulo tres encontramos unoc de los teocremas

. &
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fundamentales en el estudic de las llamadas variedades, como lo es
el teorema del rango. El enfoque de este resultado 'se ha dado en
términos del concepto de equivalencia entreé ftmciones. de clase '6’",
Ei(Rn,Rm), mediante el cual queda dividido este espacic en clases
de equivalencia. Como es sabido, esto nos permite hablar, no de

una funcién en =i, sino de funciones representativas de toda una
clase, las cuales, quedan localmente caracterizadas, bajo este
teorema, por expresiones particularmente simples. Ademas la
versién presentada aqui, tendra su importancia en el capitulo
cuatro en el cual se mostrarda un importante resultado de
equivalencia, es decir, se satisface que:

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSAe= TEOREMA DEL RANGO«=TEOREMADE L A

FUNCION IMPLICITA.
Al

Entre las multipies aplicaciones de estos ultimos,
introduciremos el concept.o de 7 dependencia Ffuncional como
contraparte de la dependencia lineal que tiene sentido en espacios
vectoriales y gque aparece en el capitulo cinco. El problema a
tratar aqui es el de determinar cuando en un cierto conjuntoc de
func%onales es posible expresar al menos una de ellas en términos
de las demas r:ast,antes.

Finalmente en el capitulo seis .se vera un resultadeo un poco
mas complicade debide al tipo de demostracidn, pero interesante
desde el punto de vista matematico, se llama el teorema de la
variedad invariante y su utilidad alcanza niveles importantes
dentro de las ecuaciones diferenciales avanzadas. Sin precisar,

, :

este teorema establece, bajo ciertas condiciones, que si un cierto

1 Lo . .
mapeo T de clase £, definide en un mismo espacio, es tal que su




diferencial DT° parte dichq espacio en dos su_bespacios invariantes

entonces existen variedades de clase ‘81, represen‘tadas por la
grafica de alguna funcion, lag cuales quedan localmente
invariantes bajo T en el sentidc de gque manda puntos de la
variedad en puntos de la misma, es decir, se preserva bajo

pequefias perturbaciénes la existencia de conjuntos invariantes.



CAPITULO O
CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

Este capitulo, que consta de tres secciones, lo hemos
dedicado a dar los conceptos y resultados basicos con los cuales
gse sustentara
este trabajo. En la seccidon unc se definen los espacios de Banach
y los espacios producto entre ellos; se da por ejemplo el espacio
de las funciones continuas, 8MOcR",R™, asf como también una
consecuencia importante de los espacios finito dimensionales. Se
enunciara también el tecrema de Ascoli-Arzeld, un resultado fuerte
del analisis que sera utilizado hasta el capitulo seis. En la
seccién dos se prersentan las transformaciones lineales y la norma
supre;ﬁé definida para ellas que hace del espacio de todos las
transformaciones lineales Yy continuas, LR ,un espacio de
Banach. Por udltimo en la seccién tres encontramos la herramienta
necesaria del calculo gue cocuparemeos de los espacios de Banach
que, como Se vVera, es una version generalizada del calgulo
estudiado en los euclidianos RrR".

OBSERVACION. Los teoremas que aqui hemos incluido se daran sin
demostracién, porr lo que se les adjuntara, en letra pequeiia, la
referencia contenida en la bibliografia misma® que aparece hasta el

final, )




1. ESPACIOS DE BANACH

DEF.011 Un espacio vectorial X, sobre un campe K, (R 6 €3, es un
espacio vectorial normado, Ce.v.nd, si a cada x € R, le
corresponde a un numero Teal, ||x||x, llamada la norma de X, el cual

satiface las siguientes propiedades:

i> ||x||x >0s8i x® 0y IIO“x = 0

1 ey = dxf, *+ vl

iii> Hax"x = |al|x|, ¥V a<eK xeX

NOTA. Quando no exista peligro de confusién se escribira | | en
vez de | le

OBS.1 Todo espacio vectorial normade X, es un espacic métrico,
dondeﬁla métrica para este espacic es inducida por la norma y que

viene dada por
dix,y> = ||x - v, x, y € R

DEF01.2 Sea X un evn Yy sea {xn} una sucesiéon en este espacio.
Decimos que {x > converge a x' € X si lim |x - x| = 0 y escribimos
n 00 "

§  'lim x = x,
P00

™

’

i
-5

OBS.2. Alternativamente, lo anterir significa que para cada € > 0,

3 Nded tal que ”xn - x| < e sin>N
w

.

DEF01.3. Sea X un e v.n,una sycesidn {xn} en X =me llama
sucesién de caquchy si para cada £ > 0, I N> > 0 tal que
| = - x || $ £ sin m2z NG,

" m

Sabemos que toda =sucesidOn convergente es una sucesidén de

cauchy. Si la reciproca tambien es cierta entonces:

. S -



DEF.01.4. Sea X un e.wv.n.,se dice que XA es completo, con respecto
a la métrica inducida por la norma, si toda sucesién‘ de cauchy en
X converge a un elemento del mismo espacio.

De esta Ultima se desprende la siguiente

DEF.01.5, Sea R un ewv.n y completo, entonces a R se le llama
espacio de Banach.

OBS8.3.Tode eaespacio de Banach, como espaclio métrico, posee una
estructura topoldgica la cual gqueda determinada precisamente por

métrica inducida por la norma.

EJEMPLOS
- El espacio R" con cualquiera de las siguientes normas es un

espacio de Banach.

= (21 %1?)

1

1.2 n
o=kl =T f =] . x| =su | x|
L=y =L, .. ,n

Sea D un subconjunto compacto de R". El espacio vectorial de
las funcicnes continuas que van de D a lRm, €<CDh, I'Rm>, es un

espacio, de banach con la siguiente norma:

, ) "‘}" = sup ||§(x)".
. x <D

»

DEF.01.6. Sea X un evn. y [-], "°"1 dos normas para X. Se dice

-

que || ¥ "n"1 son equivalentes si existen numeros m > 0, M > 0 tales

se satisface la desigualdad:
4
mfell, = folf = Mj-],
OBS.4. Cuando dos normas son equivalentes, en el =entido de ia
definicién anterior, la convergencia de una sucesidén en una norma

implica la convergencia de la sucecidén en la otra.



El siguiente teorema caracteriza a las normas en los espacios

finito dimensionales.

TEOREMA 0.4.1. Sea X un e.wv.n. finito dimensional y el "':v"1 dos
normas en X. Entonces |-] vy ||«=||1 son equivalentes.véase,secciOn
z. 4 del libro ¢ de lo bibligrafia

OBS.S5. Cuando dos normas son equivalentes, estas generan la misma

topologia, por lo cual, es wusual trabajar los espacios finito

dimensionales, independientemente de la norma que se trate.

Como tendremos la oportunidad de considerar funciones
definidas en espacios producto, por ejemplo en el teorema de la
funcién implicita, es conveniente hacer la siguiente definicidn.
DEFD01.7. Sean X, Y espacios de banach. Definimos el espacio
produd%o como:

Rxﬁ’ﬂ{(xi,xz)/xiekﬂ,xze\?}
asi, X x ¥ esta dotado de una estructura de espacio vectorial con
las operaciones dadas por las siguientes férmulas:

v (xi,xz), (yi,yz) e X x YV, & es.calar, R ¢ C,

' BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

+ = + +
i> (x“,:’cz) (yi,yz) (x1 y,r X, yz)
D AGx x> = (R A ELSATER DE M s
en particular (xi, xz) = (xi, o) + (o, xz).
Ahora si sobre el ewv X x ¥ definimos |<x,x 2| = |x | + [x_|
7 1772 1 2

se puede comprobar que efectivamente es una norma y que segun ella

A x ¥ es completo pues X, ¥ lo =on.

DEF.0418. Sean X, Y espacids de Banach y consideremos una
aplicacion 12 + YW, Se dice que f es continua en X, € X si para h

en XA se cumple gue Lim ||f(x0 + h> - f(xo)” = 0; esto de igual

9




manera significa que dado & > 0, 3 &Cs, xo) tal que se satisface

.

que |f<x + hd - fx D, <& si |h], <&

DEF.019. Se dice que una funcién f = €<D;R™) es uniformemente
continua sobre D si dado £ > 0 existe &é(g> > 0 tal que

If<x + h> - TGO < e si |h]| <6, ¥V x x+ h eD

DEF.0.1.10. Se dice que una sucesion {fn} € e<D;R™D es

equicontinua sobre D, si dado ¢ > 0 3 &Cg) tal que

||f(x+h)-f(x)||<ssi jh| < &6, ¥n vy ¥ x, x + h « D.
n n

DEF.0.1.11. Una sucesidén {r h‘.)- en €CD;R™ Se dice que es
uniformemente convergente sobre D, si existe una funcién LD » R™
tal gque dado ¢ > 0, 3 N{e> > 0 de manera que

||fn(x) - fx| <e¥nyVxeb

DEF.01.12. Una sucesidn {fn} en 8(D;[Rm) se dice uniformemente

acotada si existe M > 0 tal que ||fn(x)" <SMVnyVYxeb

’
! *

’ -
Las +tres ultimas definiciones vienen conectadas fuertemente

por el siguiente teorema

L4

TEOREMA 0.1.2. <CASCOLI - ARZELA) - . N
Toda sucesién uUniformemente acotada vy equicontinua en B(D;Dam),

N

UL

contiene una subsucesién uniformemente~ Sobre D.uvéase el capitulo

$
7 del libro 12

10




2. TRANSFORMACIONES LINEALES

En esta seccién X, ¥ son espacios vectoriales scbre un mismo
S

campo K,
DEF.0.21. Sean X, ¥ espacios de Banach. Una transformacién TR »
¥ con la propledad de que T(ax + byd> = aTx + bTy V % v € R y

escalares a, b, es llamada una transformacién linealk

DEF. 0.2.2. Una transformacion lineal T:X -+ Y se dice acotada, si

4

existe una constante A tal que |]Tx]|\d, < A vV x € X

Las transformaciones linealeé tienen una interesante
propiedad en términos de =u continuidad y acotamiento dada por lo
siguiente.

TEOREMA 0.21. Sean X, Y espacios de- Banach. una transformacién
lineal TR -+ Y es acotada si y solo si es continua.véoase seccidn.
2.7 del libro o,

OBS.6. En los espacio=s finito dimensionales las transformaciones
lineales son automaticamente continuas. Ademas cada transformacidn

lineal T:R" » R", puede ser representado por una matriz A de mxn,

DEF023. Sean X, Y espacios de banach y T¥X -+ ¥ una

transformacién lineal continua. Definimos la norma ||T|| como:

IT) = sup{|xly: Il = 1

OBS.7. De agui se desprende la siguiente desigualdad

IT=lly = ATHxly

11



TEOREMA 022. Sean X, Y e=mpacios de Banach y sea JI(R,Y2 el
espacio de todas las transformaciones lineales vy cont;inuas que gque
van de X en Y. Entonces X(4,Y) es un espacio de Banach con
respectoc a la norma definida anteriormente.vécse seccidén 2z del
Libro .

La estructura algebraica y topolégica que poseen los espacios
de Banach, son su principal objeto de estudio y es en base a estos
con log cuales se formula y demuestra el teorema de la funcidn
inversa e implicita en el caso particular de los R". De esta forma
la generalizacion de estos resultados a tales espacios queda
aut.omaticamente resuelta mediante la identificacién entre ellos
por via del concepto de isomorfismo. Es de esta manera por el cual
podemos actuar en un espacio y otro tratandolos como si fueran el
mismf | xin recurrir a la dimension de estos o a la naturaleza de
los elementos que los constituyen, De ahi la importancia de la
siguiente definicidn.

DEF.0.24. Sean X, ¥ ewv.n. Se dice que X, ¥ son isomorfos =i
existe una transformacién lineal T:X -+ ¥ tal que:

i> T os continua

ii> T es 1nvert;ble con inversa lineal continua,

Cuando esto es asi, a T se le llama isomor fisme de A en Y.
0BS.8. En otras~ palabras para que X y Y sean isomorfos es
necesario y suficiente que exista un homeomorfismo lineal T:X -+ Y.

Como un ' ejemplo sencillo, t.enemos que los egpacios
n-dimensionales son isomorfos a R", donde el isomorfismo natural

, _

esta dado por x -—~---— + vector coordenado correspondiente a una

base elegida.

12



3. APLICACIONES DIFERENCIABLES

DEF.0.31, Sean X, Y espacios de Banach y D un abierto en X. Una
funcién D + ¥ se dice diferenciable en un punte x € D, si existe

una transformacién lineal continua T:X » ¥ tal que d# h € X con
-3

&

x + h € D se cumple que:

o> lim JECX + h> = £CG0O = Th,
h+0 Ilh":ﬂ

= 0

Esta relacién puede escribirse en la =siguiente forma. 5Si
definimos f(x + h) - fx> - Th = 0Ch), entonces O(h) representa el
error en la aproximacién de f(x + h) =~ f(x> por medio de la

transformacién lineal Th y claramente se tiene que

Cxwd :1’: Jocno}_,
& inl

asi equivalentemente se dice que f es diferenciable en un punto x
€ D, si existe una transformacién lineal continua TX + Y tal que
se satisfaga la igualdad:
(ex%> f(x + h) - fx> = Th + OCh?

en donde OCh) debe ser de orden mas pequefio que h, es decir, que
 satisf ;ga (t#).-,

Notese que (nn'tt) lo podemos asociar con la férmula de Taylor
de primer orden gque nNos propoxicina la aproximacién de la

'd
diferencia fix + h> - (x> por medic de la transformacién lineal

Th y en donde el error en dicha aproximacién esta representado por
O¢h?). En este caso a T se le llama la diferencial de f en x y se

denota como T = Df(x> = x>

OBS.8. Si f es diferenciable ﬁ‘EPtch Taﬁqmto X = D, se dice que f es

ENTD BE MATERITICHS

BIBLIOTEC &

diferenciable en D.

13



Algunos resultados basicos de calculo diferencial como la
regla de la cadena, entre otros, son tambien generalizables, de
forma analoga que en los R", a espacicos de Banach arbitrarios, por

lo cual, nos permitimos omitirlos en esta seccidn.

Ahora, con la definicién de diferenciakilidad que se ha dado,
pasaremos a definir el concepto de  diferenciabilidad parcial
congiderando el casc en que b es conjuntoun abierto de un prod.uct-o
de espacios de Banach.

DEF.0.3.2. Supongamos que X = st}ﬂz donde Ri, Kz son espacios de
Banach y sea D un abierto en X. consideremos una funcion £ + ¥ y
eli jamos un punto (xo, yo) en D con xo < Rz’ Yo € Rz. Ahora sea el
mapeo P:)ﬁﬂ1 + Y dado por Px = f(xo + x, yo). Si P es
diferéj}xciable en el punto x = 0 la derivada DPC0> es llamada  la

derivada parcial de f con respecto a x en el punto (xo, yo) y se

denota como

af
DP(O) = —a*-}—c‘(XO,YO).
lf’qr definicién DP(_O) es una transformacién lineal continua de
Ki en Y que satisface que

lim [PCO + h> - PCO> - DPCO>h]

= 0. Esto es equivalente a que

lim ||ffx0 +h, y >~ flx , y >~ %(xo, yo)h" - 0.
"o TR

¥

De manera semejante se define E(:«:{),ym) a la transformacién

3y

lneal continua de 2‘22 en ¥ que satisface que -»

14



ar
lim “f(xo, vy, * k> - £Cx_, v, 2 - -é-—i(xo, yo)k“

Informalment.e hablando las derivadas parciales s0on
transformaciones lineales que aproximan -las variaciones de f en

una direccién del espacio.

OBS.9. de manera analoga el concepto de derivada parcial =se

extiende al caso en que R = Kix sz..fx Z’Zh.

La diferenciabilidad vy la diferenciablidad parcial estan

conectadas por el siguiente teorema:

TEOREMA 0.31. Sean }Ri, R,., R, Y espacios de Banach vy

2 n

pongamos R = Kix sz...x Rn. Sea D un abierto en XA Si fD » ¥ es

diferénciable en un punt.o a = (:':x1 ,az ,...,an) =3 D ent.onces

las derivadas parciaies gxi (al,az,...,an), i=1,2,...n existen vy

1

n
£¢ado¢h ,h ,oh > = T 2Lcadh donde h € R. (véase seccitn 2.6
172 n ax i i

i=1 i

del libro 5.

0BS.10. En nuestra notacién el simbolo R* significa que R = R x R
x wx R k-veces, Si ademas £f:R" + R" es diferenciable en un

punto a = (ai, az,..., ah) ent.onces ila derivada £’Cad esta
o

representada por una matriz de mxn dada por:

art
-a—g—-- 1v21,2,..,m 1=1,2,..M
j

la cual, es llamada la matrig jacobiana de f con respecto al

vector x en elpunto a.

15



bEF.0.3.3. Se dice que una funcién fD + ¥ es continuamente
diferenciable ¢ que también es de clase ‘81(D) s'i cumple con
lo siguiente:

i> £ em diferenciable en D

ii> £’ es continua en todo punto x e D.

0B511. Para cada x € D, x> es un elemento de fCAY> y iid

significa que la aplicacién 2D + XCAMD es continua.

TEOREMA 0.3.2. Sean Ki, Z’«’z,...,Rn, ¥ espacios de Banach. Pongamos
R = Kix }sz...x X{n y sea D un abierto en X. Entonces una funcién

£fD » Y es de clase €'<D> si y s6lo si las derivadas parciales df
ax.

1
i = 1,Z,.n, existen y son continuas en D. wecc. 2.3, libro ™
£
Para terminar con este capitule, enunciaremos un teorema que
se verifica en los espacic normados y que para efectos practicos

es tan util como el teorema del wvalor medio. Dicheo resultado es

llamado con el mismo nombre y esti dadeo por el siguiente.

TEOREMA 0.3.3. Sean X,.Y espacios de Banach, D un abierto en X. Si
f:D+ ¥ es diferenciable en D y si el segmento que une a los puntos
X xo-l- h definido por [xo,xo+ hl = {ce R 7/ ¢c= x0+t,h, 0 =t = 1>
esta en D, entonces:

[fex, + h> - £x >y, < |hfl, Sup |£7¢ed

‘ c€Elx ,x_ +h
c’ o

ok, vs
(véase seccidn 3,1 del libro =

¥
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CAPITULO 1
DEPENDENCIA CONTINUA Y DIFERENCIABLE DE PUNTOS FIJOS

El objetive de este capitule es dar basicament.e los
resultados claves c¢on los cuales nos apoyaremoes para dar una
demostracién rigurcsa del Teorema de la funcién inversa, El
primero de ellos determina su existencia y es un teorema de punto
fijo llamado, el Tecorema de Contraccién de Banach cxjya validez se
extiende a los espacios métricos completos comeo son, en particular

los espacios de Banach, medic en el cual agqui nos encontraremos.

Los siguientes resultados ,que también son sobre puntos fijos, se

presentan cuande se tiene una familia de contracciones uniforme
definida en un mismo espacio cbmplet,o. informamente hablando estos
result.éﬁdos expresan que si las wvariaciones entre los elementos de
dicha familia me comportan continua y diferenciablemente, entonces
los puntos fijos correspondientes se comportan de igual forma;
respectivamente estos son el teorema de dependencia continua y el
teorema de dependencia diferénciable de puntos fijos, Este ualtimo

nos llevara a concluir gque la funcidén inversa es localmente de

’
v

clase 'l'et. r
BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
) i Y NATURALES
EL SARER DE MI5 RUOS
- AARA M1 GRANDEZA
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1. EL TEOREMA DE CONTRACCION DE BANATH

DEF.411. Sea X un conjunto cualquiera y TR + X una aplicacién

arbitraria. Se dice que X € X es un punto fijo para T =i Tx = x.

DEF1.1.2. Sean X, Y espacios de Banach y F un subconjunto de XK.
Se dice que una aplicacién TF - ¥ es una contraccion sobre F =i
existe una constante A, con 0 = A < 1, tal que:

[Tx = Tyl € Ajx - y| ¥V %y e F.
O0BS.t. El numero XA es llamado constante de contraccién para T
sobre F,
Las definiciones anteriores, juntas, dan por resultade el teocrema
central de esta seccidén gue a continuacién se enuncia.
TEOREMA 1.1.1. (DE CONTRACCION DE BANACH)>, Sea X un espacio de
Banach y F un subconjunto cerrado del mismo. Si T:F + F es una
contraccién, entonces T tiene un uUnico punto fijo en F,
OBS.2. Equivalentemente el tec;rema afirma que la ecuacién Tx = x
posee ..s‘olucién unica.
DEMQ;S'TRACION'.-' Como -t,r'adicionalment.e se hace, la prueba se
efectuaréd por aproximaciones sucesivas construyendo una sucesion
{xn} en F y mostrande que tal sucesidén es de cauchy. Luego con F
completo, se deducira que tal sucesidén tiene womo limite un punto
en F, el cual sera precisamente el punto fijo para T. Finalmente
se vera que T no tiene otros puntos fijos.
Se elige un punto X arbitrario’§f se define la sucesiétn dada por

x =Tx , x = Tx,., x = Tx

1 o 2 1 n n-1’
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Para probar que esta sucesidn es de cauchy se hace lo siguiente:

Sea m, n con m 2 n, entonces se tiene que
"xn - xm“ = ||"I‘:t<n_1 - T:wzm‘_1 | = K[[xn_i X [ = )s.”Txn"z - Txm—z" <
2 n
1 ﬁ“xn_z - ox oS AfTx ., - T | s .S ATx o-ox

nétese que aqui hemos usado repetidamente el hecho de que T es
agontraccién. De esta manera obtenemos la desigualdad

3 Cwd = - xm" = )sn"xo - xm_n".

™

Si en el lado derecho de esta altima se aplica la propiedad

triangular para los puntos xo, xl, xm_n se obtiene
N N BE REEE N SRR LI | B
por (%) tenemos

2 aas ST
N L BN A BN R IR S A )
n 55 2 mer n { - )\m"’n
M, xtu[i‘ + X AT+ L+ A ] = Ax, - x| [T":T ]:Gomo

mTn

02 A <1 se tiene que 1 - XA <1 vy

7\.“||x° - xm__n" < ?&nﬂxo - X, l [E_ET] Por tanto se llega a que
Kh
Cand> I= = = | = = "xo - xt" m = n,

- Ahora como A es positivo ¥y menor gue uno, entonces el término
’

del lado dereche se puede hacer tan pequefo como se quiera
eligiendo n suficientemente grande. Mas  precisamente esto
gignifica que VY ¢ S 0, 3 N tal que

||xn - xm" < 3 i‘ 5 ||x0 - x1|| < £ sfn2 N ypuesto que m 2 n = N

entonces ||xn - x‘m” < € si m, n 2 N Este ultimo significa que
la sucesién {xn} es de cauc’hy. Siendoe XA completo y (X > una
" .

§

Sucesion de cauchy en F < XA, entonces converge a un punto en X.

Pero como F es cerrado, contiene todos sus puntos limites vy por
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tanto dicha convergencia esta en F. Ahora, sea x € F tal que

limx = % Como T es contraccién en F es facil ver que T es
N N

uniformemente continua por lo que

T = Tdim x > = ;Li

mTx = Jlim x = x Esto demuestra la
lals Jo ol n -+ 0 n N+ 00

nd+1
existencia del punto fijo.

La unicidad es consecuencia también del hecho de que T es
contraccién en F, para ver esto supongamos que x,y € F y que se
tiene que Tx = x, Ty = y. Entonces |x - y|| = ||Tx - Ty| = Afx ~ v
y por tanto la desigualdad |x = y| S Afx - y{ Jjunto con el hecho

de que 05 A < 1 implican que |x - y|[| = 0 por lo tanto x = v. |}

OoBpS.3. Si se toma el limite cuendo m + ®@ en la desigualdad (x%) se

tiene por la continuidad de la norma que se verifica la
la}

desigualdad [x -~ x| = T}—T”xo - X, | lo cual nos dice que x>

converge a x con la rapidez conque la sucesién de lado derecho
converge a cero.

El siguiente resultado es una aplicacién de teorema anterior

el cual sera utilizado en la seccidén posterior.

’ 3

.IEORE:MA 1.1.2. Sea 242 un espacio de Banach, T wuna  transformacién

lineal continua tal que T:X + X y . [T| < 1. Entonces el operador

I - T,donde I es'lla transformacién .ident,idad, es invertible y su

inversa es continua. -, " .

DEMOSTRACION; Para que ! - T sea invertible es necesario vy

suficiente que la ecuacién (I - T)Xx = vy tenga solucidén unica para
|

cada y € XK. Escribamos (I -T)Xx £ x - Tx, asi la ecuacion x ~ Tx =$J

83 equivalente a x = y + Tx y definiendo el operador Ax = y + Tx
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el problema se vuelve en probar la existencia del punto fijo, para
cada y € X, del operador A, |

Primero se observa que AR - X. Sean X, X, € A, entonces se
tiene que ||Ax1 - sz” = |y + Tx1 - (y + sz)" = ||Tx1L - szH =
"T(xa - xz)" < |t} ||x1 - x2|| y puesto que |T| < 1, por hipétesis,
se tiene que A es una contraccién sobre . Por el teorema 1.1.14,
con F = %, se deduce que A tiene un unice punto fijo para cada y €
¥. De esta manera se satisface que, para cada y € R,_Ax m X para
una unica x y esto a su vez implica que la ecuacidén dada por
(I - T)x = y posee sclucidén Unica por lo que I ~ T es invertible.

Para probar la continuidad de la inversa definamos como
PC¢y>,para cada y € X, el puntc fijo correspondiente, Asi P es la
inversa de I - T y es tal que yv + TP(y)> = AP(y> = P(y) 6 también
PCy2 ﬂﬁ?:y + TP<{y> por lo gque necesitamos verificar que ¥V h € X se

cumple que #ig\“l’(y + h) - P(y2f = 0. Esto se hace como sigue.

 PCy> = y + TPCyd =

PCy + hd -‘PCy) =y + h + TPCy '+ h> - y - TP(y)> Esto implica que
Py ¥ n> - POO|S|TPCGy + h> - TPOD| + |h|=||TIPCy + h> - P<yd1j| +

||h|| > |[PCcy + h> - PCyd| = [[’I‘”.”P(y + hd -~ P> + |h 2>

A =~ |T|>[P<y + h¥~ PG| < |b]| = [Py + h> = PGy = i—-l-&"ﬂ)'

Nétese que 1 - . |IT| # O pues |T|] < 1 y tomando limites en ambos

lados se concluye gue &Vi’g\uP(y + h> -~ PGy = 0. §§
1
]
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2. DEPENDENCIA CONTINVA ¥ DIFERENCIABLE DOE PUNTOS FIJOS

DEF.1.24. Sean X, Y espacios de Banach, F <€ X, 8 € ¥ con F
cerrado. Sea también una familia de operadores {Ty:y e G tal que
Ty;F + R para cada y = G, Se dice que Ty es de contraccién
uniforme sobre F, =i existe un numero XA, con 0 A <1, tal gque
gsatisface que:
||Tyx1 - Tyxzn b3 )\."xi - xz“ Vyedg V¥ X, %, € F.

El sigulente teorema utiliza fuertemente el concepto de
contraccién uniforme,
TEOREMA 1.2.1. <DEPENDENCIA CONTINUA DE PUNTOS FIJOS»
Sean X, ¥ espacios de Banach, F £ X, 86 € ¥ c¢con F cerrado.

Supongamos que TF -+ F, y € G, es de contraccién uniforme y que el

5
=)

mape‘c')' vy -+ Tyx, y € G, es continuo para cada x fija en F. Entonces
el punto fijo correspondiente a Ty, y € U, es continuo en y.
DEMOSTRACIOSN: Sea g<y? el punto fijo correspondiente a Ty para

cada y € G, que existe pues Ty es contraccién sobre F para cada

y € 4. Asi_ glyd = Tyg(y) y la continuidad se tiene =i probamos
que -k_i.g\"g(y + h) - gl&y>| = 0. Para esto hacemos lo siguiente.

<yd T g¢ < + > - = + -

gly) = yg y) =3 gly h g(y’) Twhgq h> Tyg(y) =

- L —
T 8 + W = T “gCyd + T  glyd -T g&yd >

-

[e<y + hd - gayf= IT, ., gy + B> - T 802 + T, ¢ - T e

como Ty e=2 contracién uniforme entonces
¥
IT .6y + B> - T e = Agty + h> - gy , 0 £ A <14, =

lecy + hy> - gy = Afgly + hd ~ gy + IT, . 895> = T sy >
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a - Mgty + o - gy = ||Ty+hg(y) - Tyg(y)" y asi finalmente
|e<y + h> - g £ a - ?\)—1||Ty+hg(y) - T 6| Puesto que por
hipétesis €l mapeoc y =~ Tyx es continuo para x fija en F tenemos
que '!‘_i.rcr':”Tw_hg(y) - Tyg(y)" = 0 y por tanto se cumple que

lL_iﬁ"_{\"g(y + h> - gy = 0.

El que sigue es un una aplicacién conjunta de los teoremas,
111, 1.1.2, 1.21 Y que sera importante en el resultado

posterior,
TEOREMA 1.2.2. Sean X, ¥ espacios de Banach, 6 € ¥ v T 2R -+ R

transformaciones lineales continuas para cada ye G con ||Ty s A <1
v y e g, A fijo. Supongamos que el mapec y - Tyx es continuo para
cada x fija en X. Entonces:

i> El operador I - Ty t.iene inversa continua para cada y € G.
ii> El mapeo ¥y + I - Tyl es continuo.
DEMOSTRACION: Nuevamente el heche de que I - Ty sea invertible,

12

para cada y € @G, es equivalente a que la ecuacidn 1 - T i¥»I™® = =z
, b4

tenga solucién Unica para cada z '€ X y esto a su vez es

equivalente a probar la existencia de los puntos fijos para el

operador Ayxz= Tyx + =z, ®x € K. Pdara ver esto se tiene, para
»

cada y &€ G, z €« X que Ay z:)R + R y ademas VYV s,t €« X  se verifica

>

lo siguiente
;

[As - At] = |Ts+2z- Tt +=z=|Is=-Tt|=|T ¢ - t
Yoz Yz Y Y b4 ¥ Y

A

= “Tyu"s- t] AMs -t YyeG ¥VzelX
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Asi Ayz os de contracién uniforme sobre X y por el teorema
’

111 existe, para cada y € G, un Gnico punto fijo correspondiente

a cada z € R =i tal punto fijo lo denotamos como gdy, z> entonces

gly, z> = (I ~ Ty]niz, para cada y € (¢, y es continuo en z por el

teorema 1.1.2. Por lo tanto se tiene 1i2. Para ver ii> debemos

]-1.

probar que hig‘l"[l - Ty+h - i - Ty]—1|| = O; Nétese gque la norma

adui es tomada en K£CXX). Primeramente, para cada x € X tenemos

et A NN

- A X

+ - - - L
que Ay?fh,z e = Ty¥h Z Tyx z = Ty¥h 'I'yx, por lo tanto

A_i.g\"Ayi:h’z- Ay:;:z” = ('%H-;“”Tyi‘h - Tyx" = 0 pues el mapeo y - Tyx es :

continuo, por hipétesis. Luego también el mapeo vV Ayxz es %

cont!,]nuo para cada x fija en X y es uniforme respecto a z. Por el s

teorema 1.2.1 se cumple que:

-1 -1
fix - Ty+h] z - [1I - Ty] z[| = ||gCy + h, 2> - gly, 23| =

-1
<t - N "_Ay+h€§y’ z) - Ayggy, z) | Vze X

Como - esta desigualdad es wvalida VvV z € X, en particular r

también wsera valida si tomamos el supremo scobre la bola unitaria

’

en el lado izquierdo. Asi se sigue satisfaciendo que:

-1 -1 oy a1 ' -
ox - T, - - T |l = a D ||Ay+h§§y, z> Ayé-gy,z)" y

concluye

W
;E;:

Puesto que F!‘}'lén |[Awh§§y, Z) = Ayggy, A " = 0 =e

4

< R

. -1 -1,
finalmente que ‘l\}’ron"[I - Ty+h] - - Ty] | = o}

Ahora estamos dispuestos a dar otro de los tecremas

centrales de este capitula.
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BIBLIOTECA

DE CIENCIAS EXACTAS
E Y NATURALES
EL SARER DE MIS HUOS :
HARA MT GRANDEZA

TEOREMA 1.2.3. <(DEPENDENCIA DIFERENCIABLE DE PUNTOS(FIJOS)

Sean X, YW espacios de Banach, F & X, G € ¥ con F cerrado. Sea

también - T :)F -+ F, v € @, una contraccién uniforme scbre F
14 .
continua en y, para cada x fija en F. 5i F, @ son laz clausuras de

los conjuntos abiertos F°, @ y =i Tyx tiene primeras derivadas

parcialea continuas Alx,y), Bdx,¥y> respectivamente, entonces el

punto fijo correspondiente g<y> es continuamente diferenciable en
G°, esto es, g € €' ¢a” ).

DEMOSTRACION: Se supondra por un moment.o que gly> es diferenciable
y en donde la diferencial esta dada por la transformacién lineal,

en h, Z<{y,h> = S(y>h. partiendo de esta hipétesis =e probara que
tal t?j-:ansformacién lineal existe, es UGnica y gque ademas Sy es la

derivada continua con respecto a y € G°.

Para principiar pongamos Tyx = T(x,¥> de manera que:

TF'x G° + F° v ACxR,y> ='g(x,y), Bdx,y> = g—z-(x,y). Aceptando

que .la regla de la. cadena es valida podemos aplicarla

4

a la

ecuacién g<y> = TCgly>, y> v 'FiPr“Qs(_n’t:andD ton Z a la

diferencial de g ténemos la expresioén:

Z = %‘T-Cg(y),y)z & g-‘—ryu(g(y),y)h h € Y. De Aqui que también tenemos

I - éz—-(g(y),y)lz = %Tx—-Cg(y),y)h per lo tanto para poder despejar Z
¥

debemos invertir el término dado por I - %(g(y),y). Esto sera la

aplicacién del teorema 1.2.2.
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Puesto que las parciales son continuas tenemos que g—(x,y) es

continua en y € G°. Ahora se probara que x, | < ¢ < 1 para

15

X & F: Yy € G°. Por definicién, para X € F°, y & a° (x, y) es el

ax
mapeo lineal de X en X que satisface que
uT(x + k,y> - Tlx,y> - gx—TCx,y)k" ‘
"k" = 0. Esto a su vez s=ignifica

que dado £ > 0 existe ¢ > 0 de tal manera que se cumple que:

"T(x + k,y> - TCx,y> - -gg-(x,y)k” < gk si k| < & =

]l—(x, YXk| = T + k, y> - Tdx, y2| < e k|| si [k < & =
&

" =Cx, YIk| < g]k]| + ||Tdx + k, y> -~ T<x, y> | si k| < &

debido a que T es de contracgién uniforme =cbre F entonces se
tiene que |TCx + k,y> - TG,y | < Ak VY y € 6, x, x + k e F. Asi
19 e, yok | < efk] + Ak = <& + OOk - si |k < & F°
T Y i f para x € F,

y € @°. Como 05 A < 1 entonces siempre es posible elegir un numero

€ de forma que o= ¢ + A < 1, por tanto tenamos ||-g—$(x,y)k" < o|k|

si |k| < & De aqui se deduce que o Y2 < o x e F, vy e@G".

5%

J Por el teorema 1.22, para cada v € 68, el operador 1 - %(g(y),y)

§

- r <
tiene inversa continua en y € @', por lo que podemos encontrar una

Unica solucién, para cada v € G, de forma que para h € Y tengamos
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aT TraT :
que 2y, h):== [I - a(g(y),y)] -é;-(g(y),y)h, la cual ademas

es continua en y, h respectivamente. Si Z{y, h> = S{y>h entonces S

oes el mapeo lineal de Y en R que esta dado por la férmula:

-1
) SCy> = [1 - %(g(y), y)] %Cg(y),y) el cual ademds es

continuc en h y ademas es continuo en y en @’ . Para ver que S(y>

es la derivada de g<{y> tenhemos que probar que:

im le<y + hd> - gCy> - SCydh|
+Q
h]

las Siguientes relaciones nos seran utiles para este fin. Sea

{5, o
h pequelio de tal forma que =i vy € d, y +h € G°. Entonces tenemos

TCe<y + hdy + hd) - Tlgly + hd,y> = gT—y(g(y + h),yh + Oy y

Tty + hd, y> - Tielydy) = S (ecydydgly + h> - gl +

Olgly + hd - g(y2]l. De estas dos igualdades ocbtenemos que

g<y 4+ 'h) = glyd> = T gly + hd,y + hd - Tlglyd,y> =
T<g<y + hd,y + h) - T(gCy + hd,y) + Tlgly + hd),y> - T<{glyd,y> =

a7
-0—y(g(y + hd,ydh + OcCh)> + %:—(g(y),y)[gCy + h) - g¢y>1 +

Olg<y + h) = gd(y>]. Reordenando estos ultimos términos tenemos que

< _ _ arT aT

gy + h> glyr = H(g(y),y)[g(y + h - gdyd1 + a;(g(y + h,yoh +
¥

OChd) + OIgCy + h> - g(y)1Si en el lado derecho de ésta sumamos y



restamos la expresion dada por g—i(g(y),y)S(y)h ¥ SCy>

consecutivamente, obtenemos que

g-(g(y),y)S{y)h + gg.cgcy + hd, y>h + OCh) + Olgly + h)> - glyd] »

g<y + h2 - glyd ~ S(ydh = g-—;l;-(g(y), y)gly + h - glyd - Sdydh]l +

%g(y),y)scwh + %(g(y + hd,yoh + OChY + Olgly + h) = gCydl

S<y>h. Ahora, si agrupamos los términos obtenemos la igualdad

[I - %—(g(y),y)][g(y + h) - gly> = S{(yd>h]l = -[I - ?—‘:{g(y),y)]S(y)h

35

—-—(gﬁgy + h2, yo2h + OChd + OlgCy + h) - gyl Debldo a que par

%

(> se cumple que [I ~ %(g(y),y)]S(y)h = gT—(g(y),y}h ent.onces

ay

ar “trooar
g<y + hd =~ gdy> - S{ydh = [I - —é;‘-—(g(y},y)] [- may(g(y),y)h +
ar '
5y~<s<y + h),yoh + OCh) + Olgly + h) - g(y)]] »

R ~4
ey + m> - gey> - Scydh| < "[ ——(g(y),y)] ”["ﬂcgcy + h,ydh -

3y

ﬂ{g(y),y)h “ +

z Jocna| + Jotgcy + h> - g(y)]"] -

|le<y *+ h> - gCy> - SCydhjj

1B

<

o1 ‘
“ [I -a—x(g(y),y)]

”ay(g(y + h),y> -—-—(g‘(y) y))“ bl +

3y
' i

Joch>|| + [Olgly + h> - g<Cyd1|

el [l

]. Ahora al tomar

£

aT
gy + h> - gdy> = ECg(y),y)[gCV + h ~ gdlyd = S{ydhl +

e
i

|
i
o
i
b
-
k. 1
&
i
0
b
|
.'i
0
R
b




limites se observa que:
i> lim —qr—(g(y + hd,y> —ﬂ(g(y),y) = 0. Por la continuidad de la
A-vo ay ? ay

parcial.

i> lim JHOP(‘M 0. Por definicién.

pPe agqui, que es claro que solo necesitamos probar que también se

tiene gue

111> lim folgly + hd> - g<y21|
1R

jore<y + hd> - gCy>1]| - joLg<y + hd> - g(y)]"."gCy + h)> - gdyd|
& Ih] [e<y + h> - gCyd] Y

= 0, Para esto,pongamos la igualdad

im 10lg<y + h> - gy |
" ey *ho - gy

y en vista de que = 0 entonces

%igl flotgcy + hd - g<y>1| = 0 =i |lg<y + h> - g<y> |
i [hif

Para esto altimo tenemos que por el toerema 121 se

’

est.id acotado.

’

satisface la desigualdad:
||g(y + h> ~ g(y)“ {S a - ot [|T(g(y),y + h) -~ TCglyd,y> ||

ademas, por el torema 032, T es diferenciable con continuidad

4
Pues sus derivadas parciales existen y son continuas. Ahora

'
aplicando el teorema 0.3.3 se tiene la desigualdad

lecy + B - g = 4 - A7'Sup DT | || o también
Farty,y+hl
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Je<y + b> - gCy>| = < - AO*Sup DT
"h" Fety, y+h} :

puesto que DT es continua, es acotada en el compacto [y, y + hl

por lo cual el sup existe y es finito.Por lo tanto se tiene que

le<y + h> - g(y)"
Ih

iid y iiid implican que:

esta acotado y finalmente los limites 1),

||g<y + h)> - gdy) - S(y)h" B
0.

im
e Ihl -




CAPITULO 2

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA Y TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

El trabajo aqui es hacer un estudio detallado del teorema de
la funcién inversa y de teorema de la funcién implicita. Ambos
resultados pudieramos decir son los ejemplos mas plausibles en
los gue se refleja el hecho de que la técnica del calculo
diferencial, el de aproximacidn por tangentes o linealizacidtn, es
la base fuerte con la cual se investiga el comportamiento local de
las funciones continuamente diferenciables. Sin precisar el
primero establece, entre otras cosas, que si la linealizacidén de
alguna funcién y = f{x> en un punto x, es invertible, esto es
Df (xo) invertible, también lo es f cerca de X, Asi mismo el
segun@b ataca el problema de determinar cuando una relacién entre
dos wvariables x, y, dada por la ecuacidén F{x,y> = 0, define a una
como funcién de la otra, es decir, =i existe, por ejemplo, una
funcién de la forma x = gy} de forma que resuelva la ecuacién
anterior en el sentide de que Flgly2,y> = 0. Ademas la
demoatraci;fm del t.eorema de la funcién inversa se hace
'prim‘er'amente ’plante&;dolo como un problema de punto fijo vy
resolviende esto udltimo mediante la aplicacién del teorema de
contraccion de B::znach y del teorema de dependencia continua y
diferenciable de puntos fijo.s} ya expue‘st.os en el capitulo
anterior. Por udltimo es interesante osservar que en el teorema de
funcién inversa y en el teorema de la funcién implicita, el
problema escencial redunda en' la posibilidad de poder “despejar”

una variable en términos de la otra, por lo cual, es una de las

Cuestiones mas importantes en las matematicas.
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1. EL. TECOREMA DE LA FUNCION INVERSA -

Para empezar sabemos que si A, B son conjuntos arbitrarios y
£:A » B una funcién que es uno a uno y scbre, entonces se dice que
f es invertible y comunmente suele denotarse como ' a la inversa
de I vy en donde ' es la regla que asogia cada elemento de B un
unico elemento de A y que satisface las siguientes férmulas:

Iyl = y yeB vy £UFGO1 = x x € A.

De entre las funciones reales de variable real mas sencillas
de analizar son aquellas que describen rectas, no verticales, en
en el plano y éstas estan dadas en la forma y=f{x)>=mx + b. Es
claro que toda recta no horizontal determina una funcién unc a uno
y sobte de R en R. Esto ocurre cuando el valor de la pendiente, m,
es distinto de c¢ero, por lo cual, en " este caso es facil calcular
la inversa despejando directamente la variable X, est.o es,
x-f-"(y)--—-r—?-‘-—y + —rfr-‘-b. Nétese que aqui la pendiente de la recta
xmf "’(y) es precisamente la beciproca_ de la pendiente de la recta
y=f 3D, Est:.a situacién es mas complicada cuando consideramos otro
t.ipol de funciones, y r.nas aun, cuando las funciones estan definidas
en espacios mas generales como los R". En el caso real de variable
real contamos con un criterio conocido para determinar cuando una

funcién es uno a uno y es geométrico:

"si toda recta horizontal corta g la grafica de una funcidén §f en a

lo mas un punto, entonces f es uno a ung’.

funcidn no uno a unc funcidén unc a uno
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Otro criterio utilizado e= meramente algebradico y es el
giguiente; "si f(x1)=f<.'x2) S X =X, entonces f es uno a uno’.

Cuando una funcién es invertible, es usual representar la
grafica de £ tomando la reflexién de la grafica de f sobre la

recta y=mx, como =se ilustra a continuacién

)
{2
2
b4 { " \549"
e .
- Q“L“l}\
4 2
/ - %

y ¥
Esto se hace simplemente intercambiando los papeles de las
variagiables X, y respectivamente,.

Sl queremos ser mas estrictos con la cuestién de las inversas
el siguiente e jemplo nos muestra, entre otras cosas, la
importancia de considerar el dominio de definicidn de f.

Sea la funciéon dada por f(x)=xz vy consideremos los giguientes

. casos:

i> f+R » R ii> £:¢0,0 » R 1ii> £:¢-®,0> +» R*
’ b4 Y
l[ 45
o
»X »X »X
f no es uno a uno f es uno uno f es uno a uno

4

Observemos que las ramas ii) y iii) definen la misma funcién pero
en dominios distintos, en ambqs casos f es invertible mas no con
la misma inversa, es decir, podemos encontrar dominios donde una

misma funcién posea inversa, perc nc hecesariamente ésta tiene que
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ser la misma. Sin embargo, donde existen son uUnicas.
En este ejemplo las inversas vienen dadas por:

i) x = £y = ¥y iHid x = £y = =¥y .

Ahora estudiaremos la invertivilidad de wuna funcién f, desde
el punto de vista de calculo. La idea central consiste en lo
glguiente: St una funcidén Ff es diferenciable, y més aun, con
continuidad en algun conjunto abierto D, la derivada f’Cxo). con

~ € D, nos da una muy buena aproximacion lineal en las cercanias
0 :

tal aproximacién cuando nos limitamos a vecindades peguelias de X,
de ahi gue esperamas tener gue el comportamiento local de f sea
como gl de la trans formacion lineal f’(xo).

Discut.amos lo dicho anteriormente volviendo al caso de
funciones reales de variable real. Iniciemos suponiende que f es
diferenciable y que para algun punto X, f’(xo) es invertible , es

decir,(t)f’(g >#0. Representemos esto con la figura siguiente

, b4
L
grafica de
‘o aproximacibn
Vincal ;
(Fecla Lingentq >
/- e f-‘t"-—fig“  aratica de ¢
- »X
\_/‘ x.
3
(*) En el caso general en que (:pER » "R ; Lo derivaeda f’ x) es
Precisamente la malriz jacobiana de nxn y pedir su inveriibil idad
8 pedir que su delerminants,(juocobiano), sea distilc de cero.
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si m=f’(xo)#0, la recta tangente a la curva y=f{x) en el punto
(xo,f (xo)) no es horizontal y por tanto cada recta horizontal la
corta una sola vez. Asi, es de esperarse, que esta propiedad, uno
a uno, gue es la condicién para que una funcién se pueda invertir,
se transfiera a la curva y=f(x) por estar tan préxima a la recta

tangente cerca del punto (xo,f(xo)).

£

rectas horizontales

Donde pudiera darse complicacione=s, es en los puntos donde la
tangente es horizontal, ahi la derivada es nula y puede resultar
una concavidad. Se descarta entonces esta posibilidad aun cuando
se @Aengan funciones uno a uno en prescencia de tangentes

horizontales.

3
L4

e = = tecta tanaente horzontal
(Punte de intle nion)

Hasta aqui, de alguna manera, hemos argumentado de gque la

v
hipétesis de invertivilidad de la derivada en un punto conduce a

concluir que f es localmente invertible.Sin embargo, esto no basta
en todos los casos para asegurar dicha afirmacién pues, como

veremos, la funcién definida por§

o=l X + xzseni/x, x=0
|4 x=0

tiene la propiedad de que f’C(0)#0 =in ser uno a unoc en ninguna
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vecindad de cero. Aqui se necesita una hipoétesis ' adicional mas
fuerte que permita asegurar loa invertivilidad de una funcién f
alrededor de un punto y esta es que ademas f’ sea continua en el
punto en cuestién. Veamos como es esto.

(exX'Si ’(xo)#o y fes continua en xo,ent.onces, debido al
principio de conservacién de signo de los mapeos continuos, existe
un abiert.co U de X, en donde {’<x0#0 y teniendc el mismo signo que
f’(xo)". Podemos ver que I, bajo estas condiciones, en realidad es
uno a uno en U,
i? deométiricamente esto nos dice que las tangentes sobre la
grafica de f en los puntos XIx), x € U, no son horizontales
evitando asi la posibilidad de que se presente alguna concavidad.
ii> ARaliticamente se ve de la siguiente manera, si aplicamos el
teorema del valor medic tenemos que V X, v € U se verifica la
igualdad [0 - £y = |7 |x -~ y| doende ¢ esta entre x vy y;
siendo f’GO*#0 en U entonces [f’¢&>[#0 vy si fOO=fC(y> tenemos que
|£<x> - f<yd|=0 = [ - y|=O y por tanto x=y.De esto dltimo se
" deduce que‘ f es uno a uno en U,

’Por lo pronto, ya; se ha visto las condiciones a imponer a una

funcién f que garanticen su inverti’bilidad cerca de un punto X
Sin‘ embargo, ést:as, nada nos dicen respecto a como se puede

. -1 . .
encontrar la inversa f , pues, zolo nos hablan de su existencia

local. Perc algg muy importante acerca de las inversas es que

n ™
{¥#3En el caso general sn gque (SR -+ R, &. hecho de gque La
matriz jacobiona f (x ) ssa invertible y continua en X , significa
que a variaciones pequeliocs de x , ke tienen wvariaciones pequelias

on las componentes de dicho mairiz de tal forma gque se mantiene,
cerca de x , un jaccbiame no nule © en oitras palabras que La
matriz jacobiana f’(xo) se conserva invertible cerca de x
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cuando existen, heredan muchas de las propiedades de las funciones

de las cuales provienen, como por ejempleo, la continuidad y la
diferenciabilidad. De hecho existe una relacién entre la derivada
de f y la corespondiente a =u inversa, cuando esta también es

derivable. Ilustremos esto con lo que sigue a continuacidén,

BIBLICTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES
BL SABER DE MIR HLOS
HARA M1 GRANDEZA
rx

Si 11 es la tangente grafica de  en el punto (xf{x)), =su
pendi@:nt.e esta dada por f’(x>. Ademas si lz es la tangente a la
grafica de £ en el punto simétrico (y,f—t(y)) entonces Iz es la
inversa de 11 y por tanto su pendiente debe ser la reciproca %{{)

si £{x>#0, Admitiendo ahora que f* es diferenciable entonces

tendremos que (£ '¢yd>’’= pendiente de Iz en (v, f Ky = f—f(xf‘

1

—————— = [T Ast la relacién esta dada por:
£2¢e”  eydd

EE T eyl LErer eyl
Esto udltimo es una consecuencia inmediata de la regla de la
cadena aplicada a la ecuacién  f(f 'Cydd=my,

Estamos ya en condiciones de formular y demostrar lo que
seria el teorema de la funcién inversa, pero antes de hacerlo,
nos devolveremos para int,rod:.xcir el caso general estudiando -el

problema relacionade con las soluciones de sistemas de ecuaciones

noe lineales, Veamos esto, iniciande con el caso mas sencillo. Se
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sabe que un sistema lineal de n ecuaciones con n, incognitas la

forma,

a x +ta x .+t a x =
11 1 12 2 in n
b4

#

Yy
a x +ta x +. .+ a y
1 22" 2 2

21 Zn n

L€ D)

D R R T T L T S R TN B I SR B I )

a Xx+ta x +..+ta x =y
ni 4 n2 2 nm n n

donde las a’s y las y’s son dados. Decimos que este sistema tiene
solucién unica si el determinante de la matriz asociada es

distinto de cero, Esto lo representamos como:

e A
11 12 in
1 zz " Tzn .
? # 0. Si ponemos que
&y a a a
ni n nr
a a a X v
it 12 tn 1 1
X
A = 221 B2 B ;) X = 2 s Yy = Y2 y Tx = Ax ,
a a a ’
ni n2 nn X b4
™ n

.

'ento;'lces el sistema anterior es abreviadc por la ecuacién Tx = y.
Asi el determinar =i (%> tiene solucién Gnica es equivalente a
probar que Tx = Yy se satisface para una Unica x. Obsérvese que T
es una transformacién lineal de I;R“ en R y por tante una unica
solucién existe,, si y =zolo si, la matriz que lo representa, A, es
invertible., Nétese también que en este caso la regla que asocia,
Para cada y < R", un unico vector x € K es conocida como la regla

de cramer.
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Una generalizacién del sistema (%) esta dado por:

f1(x1,xz,...,xn) =y,

f (X ,X ,.,X 2=y
Cxmd 4 1 2 n 2

f‘n(xi,xz,...,xn) = yh

donde fa.’ fz, fh:D € R"+ R, fLe 81(1)), con D abilerto.

De nueva cuenta deseamos dar un criterio que nos permita
determinar la existencia da soluciones uUnicas para este sistema no
lineal. Nétese que (%), es justamente el caso especial de (&%)
cuando los f‘_L son lineales y en el que dicho criterio se reduce a

invertir una matriz.

Como antes si x = (xi,xz,...,xn), y = Cyi,yz,...,yn) y la funcidén

f(xi,x;,...,xn) e (fi(x>,fz(x),...,fnﬁx)) entonces el sistema Cxnd
se representa por fix> = y. Asi nuestro problema se traduce en
regsolver para las x’s en funcién de lasx y’s. Asgi mismo, esto
equivale a buscar la existencia de la funcién inversa £ que
expresa a X en términos de’ y y esto es precisamente a lo que

responde nuestro primer resultado principal.

r

TEOREMA 2.1.1 <(DE LA FUNCION INVERSA)

Sea D un =ubconjunto abierto de R" y D » R con £ e €YDO.
o’
Supongamos que para a < D, fda> = b y que f’Cad es invertible.

m——m—
- -

Ent.onces:

4

i) Existen conjuntos abierteos U, V de k" tales que a < U, b e V,

f es uno a uno en U <UD = V.

1) Sea g la inversa de f que existe por i). Entonces g € etevd v

gCy> = [f’Cglyd>1 ",
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DEMOSTRACICN: La prueba, como sugiere el teorema, sera dado en dos
partes. La parte i3, que es de existencia, se plant,.earé como  un
problema de punto fijo introduciendo el operador dado por Tdx,y) =
x + [f’(a)]d(y - f(x)> para cada y € R". En este proceso se
ajustara el abierto V y se mostrara, por el teorema de contraccidn
de Banach, que T tiene un uUnice punto fijo, el cual denoctaremos

por g<y), para cada y < V. Este resultara ser precisamente
la inversa de f. La parte ii) serd una consecuencia inmediata del

teorema de dependencia diferenciable de puntos fijos.

Parte 1i). Primeroc, como [f’¢ad]™ es un operador lineal de R" en
I‘R", es continuo y por tanto acotado. Asi podemos elegir un namero
k queg'—}-"sea tal que H[f’(a)]“iu = -—%E . Como f’ es continua en a
entonces para £ = k existe & > 0 tal que se satisface que

[£7Cx> - £7Cadf < k si |x ~ a| < & Ademas, siempre nos es

posible elegir un éo < & de tal manera que también se tenga que

|£2¢x> = £€ad| < k si  |x = all £ é_. Definamos el conjunto
W= {;c e R™: x - all < 60}; asi W es cerrado y se tiene en este
caso que [|£<(x> ~ f’CaX| < k si x € W. Ahora pongamos para

xeD, yeR" el operador TD x R" + R" definido por
Y TOGLY) ®mox + [£7¢ad] iy - FOxO)
demostraremos primerc que dicho op’eradox:, es de contraccién

uniforme sobre W. Para hacer esto tenemos, calculando la derivada

parcial con respectc a x, que
§

g(x,y) = I - [F€a1 7 (xD = [£7Cadl *CF7Cad - £2GOl

Ahora, al tomar las normas, cbtenemos la desigualdad:

o OEPRRTARENIO UE maiEMATIORS
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"%:—(x,y)“= [t @1 e cad ~ £6o| £ @I <@ - £6o|

1 1

¢ ok = —— x € W, y € R'. De esta manera se tiene que
"g—(x,y)” < -%—— x € W, v & R".

Ahora para X, X, € W =e deduce del teorema .33 la desigualdad

aT
ITCx ,y> = TCx O £ Sup “a;cz,pll =, = =l -
ferx1,x21

1
[TCx ,y> = TOx ,y>| < —i—"x’. - x2|| vy R

Esto ultimo nos dice que el operador T, es de contraccién uniforme
en W. Ahora probaremos eligiendo adecuadamente las y’s que T manda
puntos de W en puntos de W. Fijemos x = a y usando la definicidn
de T se cumple que [[T<a,y> -~ a| = |a + (f¢ady ¢y - fcadd - al| =

ﬂ[f’(ai@]d(y - b2 = |[[f’(a)]*1|| [y - b|. De esta manera tenemos la

desigualdad |T<a,y> - a| < [i£’¢ad)’||y ~ b|. Pongamos el conjunto

V= {y e R™ "y - b < kc‘io} ; entonces V e3 ablierto y tenemos que

1 e
[TCa,y> = af = 5-]—1‘:——-"}' - b| < _——é—E-kéo = g si y € V. Asi tenemos
que T(a,y) ¢ W #5l y € V.
Tome;nos Ahora b ax;bit.rario en W. En este caso obtenemos gue
|TCx,y> - a|| = ||T(x,y) -~ Tca,y) + Tda,y> - a| £ |Txy> - Ta,y)|
1 1 1
+ "T(a,Y) - a" < :~2—-‘- “X - a" + ||T(a,y) - a|| < T 60 + —'—2—— 60 o (50

SEi x e W, y € V. De aqui se deduc:fa' gue para qadayev y X € W
se tiene que T(x,y> e W. Siendo T de contraccién en el cerrado W,
se dai, por el teorema de contraccién de Banach la existencia de un
Unico punto fijo para cada y e V.

Designemos, como antes, a gdy> como el punto fijo correspondiente

a T(.,y) para cada y € V, esto es, se satisface gque T(glyl,ylmglyd
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R s A

=i y € ¥. De agui que;
T(gly,yd = gly> + [f’(a)fi[y ~ £f(glyd>] = g{y2>. Esto implica que

figly>>) = y y por tante g es la inversa del mapeo f y como f es

continua £ 'C(V> es abierto. Finalmente se pone U = f V) y es
claro que £ es uno a uno y sobre de U en ¥V con x = gly) = f—i(y)

como la inversa de f.

Parte 1ii). Pongamos TYU x V » U v, ctomo antes, con T dadoe por

TCGYY = x + [£7¢adl™Cy - fC(x)). Sabemos que para cada y e V,

g{yd) e U y T(glyd,y> = gly> También se ve que T es de clase 81,

puesto que:
g(x,y) = [ - [f7¢adl "£(xD y -gy—l-'Cx,y) = (£f7¢adl™  son
contirites. Ahora por el t.eorema 1.2.3 ,. de dependencia

diferenciable, se deduce que g ‘ez continuamente diferenciable
sobre V, esto es, g < ' VD, Ademas, como flgly?> = vy, y € V,
ent.onces la regla de la cadena nox dice gque:

P {glyd>2g’Cy> = 1 y por tanto se concluye la afirmacidén de que

, g’ y> = I£7CgeydT "

OBSERVACION: El hecho de que g yd = [£’¢g<y>]""' también es una

consecuencia del teorema 1.2,3. Para 'verlo dicho teorema nos dice

v

T “*arT
Wy = - _—
que g’y [I ax(g(y),y)] ay(gfiy),y)) y € V. >
4 _1 ‘1
g Cyd = [ - [1 - [(f’¢ad] f*(gcy»J] (£r¢ad™t

-1
= [{f’caﬂ"‘f’(gCy >>] [f7¢ad)y s ¢

= (£ CgCy T AT H i an™ = iFr gy
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Antes de dar e jemplos ilustrativos haremos ver que el teorema de
la funcidén inversa, bajoe un cambio apropiado, =igue =iendo valido
en los espacios de Banach. Para esbc; obsérvese que la demostracion
presentada agui es claramente independiente de la dimensién
excepto, en la parte‘ inicial donde se hace usoc del hecho de que
todas las trangsformaciones lineales en espacios finito
dimensionales son continuas y gque por lo tanto son acotadas. El
rest.o esta basado en que podemos sumar y comparar elementos en los
R", pues estos,. Poseen la estructura de un espacioc métrico

vectorial. Dicha estructura es una caracteristica propia de lo=
espacios de Banach en general por lo que és de esperarse que el
cambiq apropiado tenga que ver‘ con la transformacién lineal f£’Cad.
Esta @;es que f’C(a) sea un isomorfismo, es decir, que también tenga
inversa continua. En estos términes el teorema 211 =se reformula
como =igue:

Sean X, ¥ espacios de Banach y D un abierto en X. Consideremos
f£fD +» ¥ con f e €< ¥y Supongamos que para a € D, con b =
fla), se tenga que f’Cad) es un isomorfismo de X en Y. Entonces
se cumple lo siguiente:

i) Existen aconjuntos abiertos U < D, V ¢ ¥ de manera que a € U,

beV yv £ ez uno a uno y sobre de U en V.

ii) Si £ es la inversa de £ entonces g € glevd v
g’Cy)> = [f’Cgly1 .

CBSERV ACION: Dado que se supone que ’{ad es un isomorfismo de X
en Y entonces obviamente X, Y son isomorfos y por tanto esto
implica que deben de ser de la misma dimensidén. En particular

tenemos R = [Rh, ¥ = R" el cual acabamos de ver.
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2.1. EJEMPLOCS
Este primer ejemplo ilustra como 1la invertibilidad de £ no
implica necesariamente que [ sea globalmente unc a uno. Aqui se
establece pues el caracter local de teorema.

21.1. Sea f:R? 4+ R® dado por fdx,y) = Ce“cosy, e 'seny). Asi

x L
e cosy -e seny
£7{x,y> = por lo que se ve gue en este caso

= X
e seny e cosy

Det [f’(x,y2] = ezxcoszy + ezxsenzy = ezx(coszy + senzy) = e

Por lo tanto Det If’{x,y>]1 # 0 en todo punto de R? y el teorema de
la £ l:g:cién inversa dice dque en dichos puntoz f admite una inversa
local.

Ahora V {(xvy> « R* de tiene que

fix,y + 2> = C(e'cos(y + 2n), exsen(y + 20 = (excosy, e“seny)

m f{x,y). Est.o implica que f no es uno a unc en todo punto de R?,

El smiguiente ejemplc nos muestra que puede existir la inversa de [

’

atin cuando f’¢(a> no sea invertible y que pero, en estos casos, g
no puede ser diferenciable en b = £{a).
212. Sea fiflR + Ricon vy = fixd = x°. Observemos que f{0O=0 y que

£7¢0>=0, Sin embargo la inversa g existe y en este caso esta dada

3

por x = glyd) = yi/. También se ve que g no es diferenciable en

1
29,

FCOO=O pues , g’C(y) = 3y

§

De un modo general, si f’(a> no es invertible y =i g es la inversa

de f entonces, g no puede ser diferenciable en b = f(ad) pues si
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est.o ocurriese la regla de la cadena nos diria gque

£7<g<bd2g’{(b) = [, perc esto implica que Detf’(g(bdiDetg’(b> = 1

producto matricial '

lo cual es un absurde pues dado que f’¢a> no es invertible se

tiene que Detf’(gdlbdd = Detf’(ad = 0. ’

-

En el ejemplo siguiente se moatrara que la hipétesia de

continuidad de la derivada es imprescindible en el teorema de la
funcién inversa.

F

x + xzsen—f—-——- n>0
2143 Sea R -+ R definida por fx) = { x °
0 s x=0

Entonces se cumplen las siguientes tres afirmaciones:
i3> £°¢0> es invertible

itd f’;:3 no es continua en x=0

tit> £ no tiene :i.nv_ersa alrededor de cero.

2 i
D £€0> = lim LXK = £C0> .0 x - xsen /%
x40 ®x -~ 0 x40 ®

= lim {1 + xsen 1/)() = 1 + lim xsen’/x = 1 + 0 = 0. asi
®*+0 ®+Q0

£2¢02) = 1 vy por tanto ez invertible.

1) Si x # 0 entonces (x> =1 + Zseni/x + xzc-i/xzcosi/x)

= 1 + 2sen ‘/x - cos '/x De esta manera f’ esta definida para

toda x y e=ta dada por:

1+2xsen—i——-c:os;,x;¢0
f2{x> =
1 » x =0
=1 £’ fuera continua en x=0, ¢ tendria que limgf’(x) = ?C0>=1,
P e

perco lim f’¢x> = 1limdl + 2xsen ‘o ~ costd = 1 + 0 - lim cos ‘#x
xX+G xX=+0 X4+0
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el cual no existe pues lirrocos Lok no esta definido, por lo

tant.of’{x) no es continua en x=0.

iit> Para ver que alrededor de cero f no es invertible probaremos
que en cualquier vecindad V de él; existen puntos x»0 para los
cuales f(xd=0 Y f7¢x> < 0. Ambas cosas sefialan que en tales
puht.os f toma un maximo local ¢ que cerca de ellos la grafica de [
e=2 céncava hacia abajo y que por tantc obliga a que f no sea uno a
uno en V,

Primero tenemos que para x#0 la derivada de f es:

7¢x) = 1+2xsen— - cos-——i—-
x x

Sean los puntos de la forma X = 2—:’\7{’ n =1, 2, .., de esta
&
forma f’(»L] = 1 + ——E—senZnn‘ - cos2nnt = 1 + 0 - 1 = 0. Si V e=s
2nn nn .

cualquier vecindad de cero entonces podemos elegir una N tal que
X = 2—:‘—&- e V¥V si n > N Ahora la segunda derivada de f es:
£7¢x> = 2sen—— - 2 COS—i—t 2 Sen— vy concluimos

bt M X x =

verificando que :

»

t idd [2—-:-1-;!,—] = Z=seriZnn - 4nnrcos2nn + 4nznzsen2nn w0 - 4nnt + O

= ~4nnt € 0 n=1,2, ..
e
214. Para finalizar aqui, damos como e Jemplo una aplicacién

sencilla a sistepmas de no lineales, Para esto consideremos el

siguiente:

ke AP PTLIETO T A RE P ONC T M NDS PSR

g M



resolver para X, X, en términos de Y Y, alrededor del punto

2

(xi,xz)ﬂ(‘l,Z). Para esto definamos f:R* + R*® dado por el mapeo

3 g 2 2 .
f(xi,xz)ﬂ(xi + X, :\:1 + xz), asi, £01,2>=(9,55 y:

, L [3 12
£7¢1,2> [2 4 ]

Puesto que DetIf’{(1,20l= 12 ~ 24 wm 12 = 0 entonces f1’{1,2) es
invertible por lo que el teorema de la funcidén inversa garantiza
que en vecindades pequefias del punto 1,25, X, X, pueden ser
resueltas en términos de Y,» yz siempre y cuando (yl, yz) esté

préoximo al punto (9,50,

TEFRATAMENTS OF W

R p
3 B A M f w.

ERATIEAS

',(.

-
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2. El. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

En muchas ocasiones, una ecuacién entre dos variables
“determina a una como funcién de la otra e inclusive es posible
darla en forma explicita, por ejemplo, x - 2y = 0 define a y como
funcién de x, esta es, v = »2. También a x como funcién de y dado
por x=2y. Otras son mucho menos evidentes como las relaciones:

xey+x2y+4=0,xzy+xyz-—1=0
En general si pensamos que una ecuacién esta dada por fix,y> = 0

nos podemos preguntar:

Es posible definir una funcién y = hdx) de modo que f{xh(>=07 6.

de manera analoga; una funcién x = gd(y2 tal que f(g<lyd),y> = 07
Esto es, en realidad, lo que se hace cuando unc intenta "despejar"
en la a:cuacién flx,y>=0 para una variable en términos de la otra.

En este caso a las funciones y = hi(x>, x = g{(y> cuando existen, se
dicen que estan definidas implicitamente, & que son funciones
implicitas, en las ecuacicnes f{(x,h(xd) y f(glyd,y> resp.

Deseamos ahora, dar un criterio sencillo que nos permita
asegurar la existencia de funciones implicitas. Para levar esto
lacabo, nuestro estudico =me centrara, part.-ic:ularmente., en determinar
cuando la ecuacgién (x,y)=0 puede ser resuelta para x en términos
de y. El otro casc se seguira analogamente.

Para simpiificar- nuestro analisis, supondremos que X, ¥ y fx,y2
Ton reales de rr;odo que f(x,y>=0 representa la relacion dada por el
corte de la superficie z=f(x,y? sobre el plance xy. Iniciemos esto

¥
mediante el caso mas sencillo, es decir, C(onsideremos

el plano

dado por fix,y>» = ax + by + ¢ y estudiemos la relacién dada por

la ecuacién ax + by + ¢ = 0. Esta representa una recta en el
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plano xy y podemos despejar x en términos de y siempre y cuando

ax0. Explicitamente tenemos x = gdlyd) = -a—iby + a 'c. Nétese que

L
la pendiente m de dicha recta es m = a 'b.

OBSERVACION: Si a=0, (b#0>, el plano f(x,y> = ax + by + ¢

-

resulta

ser paralelo a xz y en este caso es imposible de tener a x como

funcién de y en el plano xy. )

Un ejemplo menos simple, pero que es tipico en esta clase de

problemas, es la circunferencia unitaria dada por la ecuacién z =

f(x,y)=x2+yz-1=0. . !

_-,)//», 2 PO&Y)

X

Y Bixy)=0

Ahora bien, para que el conjunto f(x,y>=0 represente a x como
funcién de y debe de pasar que tada recta y=c, en el plano xy,
atraviese a este conjunto una =sola vez. Evidentemente no ocurre

asi en este caso el cual =e ve de la =siguiente manera.

5in embargo, =i se ha eligido un punto (xo,yo) tal que

f(xo,yo)‘—“o, es factible pensar que en una pequefla vecindad de

dicho puntoc la condicién de qgque toda recta y=c atraviese a la
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grafica una sola vez se satisfaga exceptoc para los puntos O,+1) y

<0,~1) como se muestra graficamente a continuacién.

-3

L4
3
7

*

N

12 iid

Las porciones que quedan dentro de las vecindades que se indican

en i, represeﬁt.an ejemplos de funcicones implicitas para la

relacién x° + yz - 1 = 0. En la parte superior, x > 0, tenemos gque
X = g‘”?(y)ﬂ 1 -~ yz mientras que para la parte inferior , x < 0,
es X = gz(y)a — 1 - yz . Notese que g, ¥y g, son diferenciables.

Todo lo contrarico sucede en la figura 112> donde es imposible
tener a x como funcién de y alrededor de los puntos <O,+1> v

€0,~1> respectivamente, Sin embargo, estos son precisamente en los

cuales % = 0 por lo que podemos sospechar que una de las

r

condiciones a imponer, es que se satisfaga que. %Cxo,yc,) # 0. De

hecho, adicionalmente la hipétesis de continuidad de dicha parcial

en (xo,yo), garantiza la existencia tnica y logal de funciones

implicitas para para la relacién . fix,y>=0. Lo anteriormente dicho

=a puede justificar en la =siguiente forma. Si zZ=fkx,¥y) ez

diferenciable ent.onces podemos aproximar linalmente a la
H

superficie alrededor de un punto (xo B 2> mediante el plano

tangente dado por:

aft af
= . b - += . —
Pt(x,y) i (xo,yo)(x xo) : (xo,yo)(y yo) + f(xo,yo)
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y la ecuaciétn Pt(x,y)w-o puede rescolverse para x en términos de y
simpre vy cuando g—fx—<xo,yo) # 0. Ahora, =i f (xo,yo)-() entonces
puestc que =z = fixy) se comporta como Pt cerca de dicho punto
es de esperarse que, al menos localmente, la ecuacidén fix,y>=0
también pueda “resolverse'” para x en términos de y 6, en otras
palabras, que el conjunto f(x,y>=0 representa, cerca de (xo,yo),
la grafica de alguna funcion de la forma x=g{y). Pero si ademas,
imponemos gque la parcial, -?}-(- , sea continua en el punto (xo,yo)
entonces existira alguna vecindad V del mismo en el cual se tenga
que % # 0, Esto nos dice gque los plancos tangentes a la superficie
z=f{x,y> no son paralelos a xz, lo que asegura que localmente la
grafica f{x,y>=0 no alcanza a dar ‘''vuelta"” como sucede alrededor
de 103*%u.nt.os <Q,+1> y <0,~1> de e jemplo gque acabamos de ver,

Ya hemos visto las condiciones a imponer para determinar Ila
existencia de funciones implicitas en wuna relacién de la forma
fx,y>mQ, en donde x, y y fx,¥v2 soﬁ reales. Sin embargo, podemos
sacar mas informacion respedt.o a tales funciones si admitimos en
este moménto que lazs condiciones antes mencionadas garantizan su
exisii'.e;xcia iocal. En eét.e sentido digamos que ya se tiene definida
una funcidén x=gly) por medio de la relacién implicita f(g{y),yI=0;
ahora, la ecuac:ié/n Pt(x,y>=0 representa la tangente a la grafica

del conjunto f(x,y>=0 y cuya pendiente esta dada por la férmula

-1
‘ m = [?—ai-(x,y)] g%(x,y)

puest.o . que {x,y>=0 = x=gly2 y =i suponemos también que g es
! _
diferenciable entonces g’(y> es la pendiente de la tangente en el

punto <(glyl,y) sobre la grafica de g y por lo cual se debera

. -1
af at
t.ener que g’ = |—C(g v F5¢8
Cyd [ax( {y3, )] ay( <yd,yd
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Introduciremos ahora el problema a mas dimensiones mediante la

discusidén que =igue.

Ya hemes visto, en particular, que la ecuacidén lineal en dos
incégnitas ax + by = 0 se resuelve para x en términos de y
siempre y cuando a sea invertible, es deéir, a0, En general el

sistema lineal de n + m incégnitas con n ecuaciones dado por

»

a x%+a x +.+a x +b y +b y +.,.+b y =0
111 122 in n 1171 122 im’m

a x ta x +..+ta x +tb_y +b_y +.+b y =0
21 ¢t z22 2 2 N 2171 22° 2 2m” m

P T R R R I T T I R T I R I R R I R I R

x>

+ X +...+a x +h + h + ... .+b =0
anixi anz 2 nh N niyi nzyz hmym

permite resolver para las x',”s en términos de las yj’s solo =i la

la mabgiz

11 1z it
21 azz By
A= | 5T %R es invertible, esto es , que Det(A>x0,
a a ..a
ni ne ialat

Notese que este sistema, corresponde a una transformacion lineal

TR™™ » & y que a su vez, es posible descomponerla’ en dos

transformaciones lineales Ti:[R“ -+ R", Tz:lRw1 + R" con Tix = Ax ,

v’

Ty = By donde:

x y
: z ‘ 72 21 22" 2
x = » Y = . ¥ B = C e o . Asi, (x
x .-
" yn ni n2 nm

puede ser escrita como Tx + Ty = 0 y =si A es invertible, T:1

existe y por tanto x = -T;io sz . En términos de las coordenadas

esto esto nos dice que las primeras n variables X, X, X
1 2 n

son funciones de Yoo Ygrr Yoo Esta es precisamente la versitén
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lineal del teorema de la funcidon implicita.

Una generalizacion del sistema (%) esta dado por:

ft(xi,xz,...,xn, yi,yz,...,ym) =0
fz(xi,xz,...,xn, yi,yz,...,ym) =0
()
fn(xi,xz,...,xn, yi,yz,...,ym) w0
donde fD < R oL R, £, - €'<D>, D ablerto, i=1,2,...n. Cuando
las.f‘,’ son lineales, el criterio que nos permite pasar de unas

variables a otras radica en la posibilidad de invertir una matriz.

En este caso , cual es el criterio que garantice que las variables -

x‘, Xpos X puedan ser resueltas en funcidén de yi, yz,...,- ym‘?.
Este problema se puede ver de la siguiente forma;
si defimimos R 4 R cuya i-égima componente es f‘,L ent.onces
ol sistema (%) puede escribirse como:

f{x,y>=0 donde x = (xi,xz,...,xn) ¥y = (yi,yz,...,ym)
Ademas, =i x=gly) es tal que f(gly),y>=0 se ve que en términos de
las coordenadas, esto implica las miguientes igualdades:
X =g <y, ,yz,'...,ym), X, = Y Y, 0¥ Dres X =g (Y ¥, 500,
De énq‘ui que la respuesta a la pregunta plantea_lda equivale a
dar condiciones qué permitan asegurar la existencia de la funcién
implicita en la ecuacién ffix,y>=0. 'Est,o es 'precisament-e le gque
asegura el teoren:a de la funcién implicita en su forma mas general
y para lo cual exige que la func;.én séa de ‘clase ' alrededor de
un punto v que la matriz —g—% sea invertible de una manera analoga
a como se ha observado en el caso lineal

Antes de establecer el teorema daremos dos resultados que

seran utilizados en la demostracién.




TEOREMA 2.2.1. Considérese el espacic euclidiano "™ w R"x R™ con

T+Hm
R

la topoclogia usual Si W es un abierto en ent.onces el

conjunto V = {y e R™ <0,y> e \-I} es un abierto en R".

DEMOSTRACION: Para ver esto debemos probar que para cada y € V
existe una bola abierta en R" de radic k y centro en v,B{k,y>, tal
que B<k,y> < V.

Si V= 0, V es abierto por definicién. Supongamos que V = @ y
sea vy € V.Entonces 0,y) = W y siende W abierto, existe una bola
abierta 31(r,(0,y>) completamente c¢ontenida en W, es decir, que

n+m

Bi(r,(o,y)) = {(s,t.) e R di{{=,t>,00,y3> <« r} < W Esto se

muestra a continuaciéon,

&M

] ” 'H
@’} > By (r, 07

& v

L 2
=
n)

Ahora sea {t. e R™ <o,t) e B’.(r,(o,y))} < V. Para esas t’s

’

se sigue cumpliéndo que d<d0,42,<0,y>> < ¥ ademas dit,y) =
a<do,t2,(0,y>> < »r por lo que eligiendo k=r tenemos la conclusién

de que Bdk,y> ="<t € R": dlt,y> < k> < V]

El segundo‘resultado es sobre transformaciones lineales v es:

TEOREMA 222. Sean X, Y espacics de Banach vy consideremos el
3

product.o Z = R x Y. Sea 'I‘1 e FCR,R>, '1‘2 e FLC0,R> y definamos el

mapeo T:Z » 2 dado por Tx,y> = (Tlx + sz, y). Si T1 es

invertible, T es invertible. El reciproco también es cierto.

7’




DEMOQSTRACION: Supongamos que T1 es invertible, debemos mostrar
gque la ecuacidén Tdx,y> = h,k? posee solucién Gnica. Para esto
tenemos que la ecuacion anterior es equivalente al sistema:
T1x+sz=h | T1x+Tzk=h
y = k y = k
como T1 es invertible se tiene gue para cada <h,k> existe una
anica solucién dada por y = k y x = T *h - T k). De aqui que T
sea unc a uno y sabre, es decir, invertible y cuya inversa es:

T h,k) = (x,y)> = cT;‘ch - Tk, k.

Finalmente tenemos:
TEOREMA 2.2.3. (DE LA FUNCION IMPLICITAD

Sea D un subconjunto abierto de R'x R™, £:D » R” con f € ‘81(1));
considgremos la ecuacién f(x,y>=0 y sea (a,b) € D de modo que
f{a,b2=0. Supongamos ahora que %(a,b) es invertible. Entonces:
i) Existen conjuntos abiertos W < D, V ¢ R" con Ca,b> € U, b € ¥

y una Unica funcidén gV - lR’n, con g € ‘81<V), tal que =satisface

que para cada y € ¥V, (gly),¥> € U, glbd=a y {glyl,y>=0. Mas aun

" [or “tor
i) g'<y) = [a—x-(g(y),y)] -;-‘;(g(y),y) para cada y € V.

3
. L3

OBSERVACION: En otras palabras la parte i) nos dice que todas las

solucicnes de la ecuacidn fix,y>=0 en U estan dadas por la

(4

grafica de g en U como se ilustra a continuacién.
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DEMOSTRACION: La conclusion 11> sera extraida ‘' mediante la
aplicacién del teorema de la funcidn inversa a la funcién auxiliar
Fi{x,y>=(f{x,y2,¥>. La parte 1id) serida una consecuencia inmediata de
la regla de la cadena aplicada a la ecuacién £(gCyd,yo=0.

Para empezar tenemos que claramente F es continuamente
diferenciable pues sus componentes lo son. Ademas en el punto
¢a,b?, Fd(a,bd)w(f(a,bd,bd=(0,b> y ahora probaremos que F’Ca,b) e=s
_invertible. Para esto sea (h,k)> de modo (a + h, b + k2 € D; ahora
F¢a + h, b + k> - Fa,b> = (f¢a + h, b + k), b + k2> - O,b>
= (f¢éa + h, b + k), k2 Como f es diferenciable en <(a,b)
entonces, por definicion, f’¢a,b) es el mapeo lineal que manda
<h,kY + ’¢a,b>(h, k> y que satiface que
f¢a + HH b + k)=fCa + h, b + k> - f(a,bd=f’(a,bdXh,k> + OCh,k). De
esto resulta que:

FCa + h, b + k) - F(a,b> = (f’a,bX(h,k) + Olh,k>, k2

= (Ca,bdhk?>, k> + Ohk>, 0) De esta manera se ve gque
F’Ca,b) e= el mapec lineal que manda <h,k> -+ ’Ca,bd(hk), k), es
decir, F"(;‘a,b) = (’<a,bd(h,k), k). Por el teorema 031 tenemos

’

que f’Ca,bdXCh,k) = %éa,b)h + -g-yf—(a,b)k por lo que F’Ca,bdXCh,kd> =

[%(a,b)h + %ca,mk , k] y puesto que la parcial %ﬁ—(a,b) es

invertible, se deduce del teorema 2.2.2 que F’Ca,b) es invertible.
Ahora del teorema de la funcidén invérsa se deduce que existen
conjunt.os abier;‘os U <« b, W <« R'x R™ de Ca,b> v F<{a,bd>=C0,b>
respectivamente en donde F:U -»iw es invertible.

Ademas =i G es la inversa definida por G(s,t)=(gi(s,t.), gz(s,t.),

{,t2 e W, G € elowd y FoG{s,tdm(s,t> & W. Desarrollandoe la

composgicidén t.enemos que:
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FoQ(s,t) = F‘(gi(s,t), gZCS,t)] - [f(gi(s,t), g,(5t0, gz(s,t)] -
(s,t> € W. Ahora definamos el conjunto V = {y e R™ 0,y> e W};
entonces por el teorema 221 V es abierto pues W lo es.

Para v = V, 0,y) € W ¥ [f(gico,y),gzco,y)), gz(o,y)] = <Q,y>.
De aqui que gzco,y) = y y poniendo gico,y) = gly) tenemos que

FCglyd,yd, ydo = (0,y).

R™ ¥ R™
T
) e) w
K -~ V.-_. .5l
T - R" 6 | » R”

Dado gue G es uno a unc de W sobre U, para cada y € V existe un

Gnico gly> para el cual C(glyd,y> e U . fCglyd,y>=0. Por ultimo,
slende G € 81(\#".), la ecuacién GC0,yd=G [f(g(y),y), y)]-G[F(g(y),y)]

=(gly2,y) que g € g'¢V>. Esto prueba lia parte 1i).
Ahora para ver ii> apliquemos la regla de la cadena a la ecuacidn

figly’,y>=0. De esto resulta que:

£Cgly),y> = gf-;(g(y),y)%;— + ——%(g(y),y)% y comeo xwgly), tLenemos,

ax oy
X = gityd , X = I Ast:
ay gy ?ay.‘

af‘- i a’!‘ . >
a—(g(y),y)g’(y) + W(g(y),y) = 0

y
-1

ar ar
g’ <y> = -[-?a—;(g(yx):)] b;(g(y),y) y € V. l
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Practicamente el teorema de la funcién implicita aqui
expuesto, ha sido dado como wuna aplicacién del teorema de la
funcidén inversa el cual, bajo isomorfismo lineal, es extendido a
los espacios de banach en general. Asi misme, dicho teorema sigue
siendo valido en tales espacios si pedimos en este caso que
ot

ﬁ(a,b) sea precisamente el isomorfismo lineal. De esta forma,

todos los detalles de la demostracién se mantienen intactos cuando
en vez de IR", R™ we ponen, en general, los espacios de Banach X, YW

respectivamente.

2.2. EJEMPLOS
s ejemplos que a continuacién se presentan, ilustran la
conclusién basica del teorema de la funcién implicita que nos
permite poder '"resclver'" para una variable en términos de la otra

en una ecuacion de la forma fx,y> = 0.

2.21. Sea €l sistema:
' x2+=——:—-—yz+za-zz—3/2=0
k3+y3—3y+z+3=0
Puade ser resuelto para vy, =z en' términos .de ¥ en una vecindad
del punto (-1,1,0)?"

4

solucién. Sea f:R x R® + R? definido por:

f(x,y,,z)ln()q:2 + ——;—-—yz + z - zz‘— 372, x' + ys - 3y + =z + 3> Asi,
or v 3z%-2z

£¢-1,1,00=0 y podemos ver gue -—o—— = la cual
dCy,=zD 3y2—3 11

es claramente continua.
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0

entonces ££_Z>(-1’1’0> = r ] que es c:larament.é invertible vy
? 0 1

el teorema de la funcién implicita garantiza gque es posible
resolver para v,z en términos de x en alguna vecindad del punto

<-1,1,05.

2.2.2. Sea £R® x R* + R® dado peorla férmula:
= + - - .
f(xi,xz,yi,yz) (xiy1 XY, 1, X X, yiyz)
Sea también los puntos a=(1,00, b=(0,12 de modo que f{a,b)=0,
Pongamos ahora y=(yl,y2), x=(x1,xz); mostraremos que y puede ser

resuelta para x cerca de a y denotando y=¢(xd evaluaremos P’Cad,

1

solucion. g{,—(a,b) = [D ] que es invertible y por lo cual
-1 0

podemos; expresar y en términos de x cerca del punto a=<(1,03. Asi

tenemos la existencia local de una funcién ¢ tal que FOx,@dxI=0

con ¢Ca)=bh. Ademas sabemos gque @’ esta dada por la expresion

-1
@’ (g dm— [f-f~<¢<x),x)] ?—f——(qb(x),x). Ademas podemos ver que:

dy ax
1 0 q-1 0 -1
g—(a,b) = ¥ [gyt;(a,b) = . Por lo tanto
. 0 1 - 1 0 ’
| [0 -1 )( 1 0 o 1
PCad = ¢’ (L0 = - = ]
1 o JLo . 1 _ -1 o

En terminos de las componentes tenemos las igualdades:

a¢, ¢, ¢, ' ag,
b—x—w(1,0) = Q, I €1,0> = 1, g <1,0> = -1, gx—(i,()) = 0.
1 2 1 2
]
2.2.3. La ecuacién Xy - zlny + e - 1 = 0, puede  resclverse para

Zz en términos de x,v alrededor de <0,1,1>7
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solucidén. Pongamos fix,y,z) = xy = =zlny + e s - 1. ‘A=i, f£(0,1,1)=0

y con g—(x,y,z) = =iny -+ xe ;que claramente es continua, tenemos
que %(0,1,1) = 0 por lo gque el teorema de la funcidén implicita no

garantiza nada.

Podemos hacerlo para y en términos de x,z7

solucién. %(x,y,z) = X - ——su v %{0,1,1) = =1 # 0 por lo que en

este caso si es posible resolver para y en funcion de x, =z

alrededor del punto (0,1,10.

@\
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CAPITULO 3
EL TEOREMA DEL RANGO

En el algebra lineal se introduce en los espacios finitos
dimengionale=s, el concepto de cambio de coorden.adas para un vector
que ha sido expresado en dos bases distintas. Esto permite también
para las transformaciones lineales de un clerto rango el buscar
bases apropiadas en las cuales su matriz adquiera una expresién lo
mas sencilla posible. De hecho es cierto que si T!R" + R" es una
tra;nsformacién lineal de rango=p y A una representacién matricial

de T entonces existen matrices invertibles Q, P tal que
QAP ‘= [P=] en donde I es la matriz identidad pxp. Las

matridés Q, P son llamadas los cambios de coordenadas que me

llevan de A a la forma [IP: 0] Evidentemente las matrices A y
0 {0
QAI""1 se pueden decir que son equivalentes en cuanto son
expresiones de una misma transformacién lineal. Mas aun entre
ellas =se 'define una relacién de equivalencia cuyas clases de
equi\ffa:lencia '‘quedan . caracterizadas por el rango de 1la
transformacién.

Una teoria Jsimilar, como sSe vera en la seccidn 2, resulta

cuande se consideran funciones D < R™ o U%m de clase €'(DD. Aqui
el concepto de equivalencia, definicién 3.2.1, también conduce a
una relaciéon de equivalencia en el espacio de tales funciones
como en el caso lineal, siendo *tel llamado TEOREMA DEL RANGO el que

Justifica lo ant.es afirmado. El teorema del rango establece que la

transformaciéon lineal Df es de rangosp en D, entonces f es
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localmente equivalente a la lineal

Ip(xi,xz,...,xn) = (xi,xz,...,xp,o,....O)
en el sentido ahora de que existen difeomorfismos h, g tales que
es valida la ecuacién hefeg (x> = Ip(x).
Este es pues, un resultadec mas que refleja el principio basico
general de que las funciones de clase €'  actuan localmente

como lo hacen sus derivadas.

1. MATRICES ¥ TRANSFORMACIONES (LINEALES

Sea 81 = {ui,uz,...,uﬂ} una base para Rr" y Sea X € RrR"
Ent.oncﬁgs X = au + au, R auy al vector dado por [XJ31=
(ai,az,...,an) se le lama el vector coordenada de x respecto a la
base Bi. Este vector, pudiera decirse, es la etiqueta ¢ nembre que
recibe x de parte de B:' De la mis=ma manera si Bz es una nueva

n
base para R, entonces en esta base el nombre para x es el vector

coordenada [x]B. Geométricamente X representa el mismo wvector en
z

ambas bases, pero, c¢on nombres distintos.

Cuando expresamos las coordenadas de un vector de una base en

términos de la otra decimos que se ha efectuado un cambio de
4
coordenadas. En este caso dicho cambico es de la base .B1 a la base

Bz. En realidad siempre es posible encontrar una matriz P de nxn

.

que realice dicha operacién, es decir, una matriz P que satisfaga

la ecuacién: )

[x1 = Pix]
n B
2 1

en donde a P =se le llama la matriz de transicién de la base 31 a
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la base Bz & simplemente la matriz del cambio dé coordenadas.
Ademas ésta siempre posee la inversa que es la matriz reciproca de

coordenadas, esto es:

Plxl = [x]
B B
2 1

Ahora =ea una trasformacién lineal TR™ - R™ v consideremos
las bases 81 ’ E?2 de R" ¥ R™ respectivamente. Podemos asociar a T
una matriz B de mxn de forma que B sea la matriz de la
transformacién T con respecto a 31 >, como base para el déminio v
Bz como base del contradominic. Si por otra parte, A es la
representacién matricial de T en las bases candnicas, de rR" y R™
respectivamente entonces A y B estan relacionadas por el siguiente
teorema:

oY
TEOREMA 3.11. Sea P la matriz del cambio de coordenadas de la
base canénica en R" a Ii?1 y Q@ la matriz ciel. cambio de¢ coordenadas

de la base candnica en R" a Bz. Si A es, como anteriormente. la

matriz de una transformaciéon T entonces se cumple que:
QAP ' = B
donde B es la representacién matricial de T en las bases B1 v Bz'
Lver "Li.t;ro 11 cap, P
Lo anterior da lugar la siguiente definicién.
DEF.311. Se dice gue una matriz A ' de mxn es equivalente a una

»
matriz B del mismo tamafio, escribimos A x B, =i existe una matriz

-

cuadrada Q invertible de mxm y una matriz cuadrada P invertible de

s

mn tal que QAP ' = B,

Es facil deducir que si A, B entonces B X A por lo que suele
decirse simplementes matrices equivalentes., Ademas, en vista del

teorema 311, es inmediate que si A y B son representaciones

matriciales de una misma transformacién lineal T:R" + R™ entonces
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A v B son equivalentes. También el inverso es ciertc, es decir, =i
A v B son matrices equivalentes, éstas representan a una misma
transformacién lineal en dos bases distintas. Alge que para
nosotros sera importante es que éste concepto de equivalencia
define una relacién de eguivalencia sobre el espacio vectorial de

todas las matrices reales de mxn y, por isomorfismo, sobre el
espacio vectorial 2<R",R™ por lo cual, queda dividido este
espacio en clazes disjuntas por pares y en donde cada clase esta
formada por el conjunto de todas las transformaciones lineales
equivalentes a algun elemento tipico & representante de dicha
clase. Simbélicamente si para algun conjunto de indices I, el
elemento T‘_' » v = I, es" el representante de .alguna clase, entonces
la cla@é de Ti. es denotada por [T‘_’] y gue esta dada por [Ti.] = {T
€ 2@R",R™: T = T> en donde UIT] = £@R,R™. En realidad, a la
hora de  trabajar con clases es conveniente t.ener a un
reprezentante en cada una de ellas vy como cada clase es
independiente del elemento que' lo represente es obvico buscar aquel
que por S\.;S caracteristicas sea mas sencillo de tratar.

Ahora est,udiarerr;os como el rango de las transformaciones
lineales determinan una particién en n+l clases de equivalencia en
el espacio .i‘.’(U;n,[R:n) y en donde ademas los represent.antes se pueden
escoger particulartmente simples, .

DEF.31.2. Sea A ,una matriz real de mxn y sea p el numero maximo
de columnas., (o renglones’, lnelmente independientes de A
LLamamos a p el rango de esta 1'ma‘c_,:a:'i'zz y escribimos ranCAl=p.

La definicién anterior puede ser formulada como s=igue: el

rango de una matriz real A es p, =1 existe una submatriz cuadrada
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de tamafic pxp con determinante distinto de cero, esto es,
invertible y que adem&as cualquier submatriz de tamafic mayor a pxp

tiene determinante igual a gero.

DEF.3143. Sea TR + (R™ una transformacién lineal vy Sea A la
representacién matricial de T; definimos el rango de T como
ran{Ti»=dim{imagen de TIl=randAd.

Estamos ahora en condiciones de enunciar lo que seria la
version linealrdel teorema del rango.
TEOREMA 3.1.2. Sea T:R" + R" y supongamos que el rango de T es p.~-
Ent.onces existen bases Bi = {ui,uz,...,un} y 4!-}'2 = {vt,vz,...,vm}

respecto a las cuales B, la matriz de dicha transformacién, es de

la forma:
I
s : 0O

B= ... .5 +ev ], dondeI. es la matriz identidad de tamafico pxp.
0|0 F

(ver libro 1% capitulo 77,
De aqui se deduce que todas las representaciones matriciales,

A, de una‘ transformacion lineal T:R” + R" cuyo rangc es p, son
equi\}alent-es a’ la mat:riz B del teorema anterior. De esta manera
queda pues descompuesto el espacio 2R ,R™ en nH clases de
equivalencia a sa:ber; laz de rango 0, 1, 2,., n respectivamente
y en donde los representantes para cada ‘clase pueden tomarse
mediante las |, matrices mas simples asociadas a estas
transformaciones y que tienen la forma:

¥

p =0,1, 2,.., n respectivament.e.
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2. FUNCIONES EQUIVALENTES

¢

En esta seccidn generalizamos el estudio del caso lineal

; . 1
precedente considerando ahora funciones de clase €.

DEF.3.24. Sean ¢, wR" » R™ funciones de clase €'. Diremos que ¢
es equivalente a vy , ¢ = y, si existen kddifeomorfismos gR" -+ R
v hR™ + R™ de clase €' tales que:

hogeg (XD = wx)

El concepto de equivalencia en este caso también define una
relacién de eguivalencia scobre el espacio vectorial 8"([[2",1}31“) Y
cuyas consecuencias ya hemos visto con anterioridad. Aqui nos
det.encjg'emos un momento para verificar que efectivamente ¢ = y es=
una relacién de equivalencia. Para esto tenemos que hacér ver que

se salisfacen las siguientes tres propiedades:

i) ¢ = ¢ "reflexibilidad"
i) @ X yw =y X @ "simetria"
i) p 9w vy w Ry = ¢ 8y "transitividad"

, - -1

i si tomamos’h=lm , g=Ih entonces g 1=Ih y hogog =Imo¢olnl=¢ por

lo que ¢ = ¢.

it) puesto que ¢ = p, existen difeomorfismos h, g de clase g*

tales que ho¢og‘”1=w. Pero esto implica que ht sye@(xImp(xd) vy
_1 -

poniende wu=sh 7, v==g-" tenemos que 'v_1=g por lo que podemos

escribir que Ueywov '(x)=4(x). Por lo tanto yw x &.

y ® poyeq =p.

b4

1i1) de igual forma ¢ =% y = hogog =v vy
'

sustituyendo y de la primera implicacién a la segunda tenemos que

P°(h°¢°€-1)°q—1=}’ = <p=h>°¢°<g_1oq_1)=;’. Si definimos ahora wu=sp-h,

¥ funciones diferenciables invertibles con inversae diferenciable.
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v=geg tenemos , puesto que gﬂioq—1=(qag)"1, Ia concdlusién de que
uo¢ov-1(x)=y(x). por lo tanto ¢ x .

Concluiremos este capttule presentando el resultade que es la
generalizacién del teorema 3.1.2. Dicho resultado expresa que las
funciones D € R" + R", con f < 2 ¢D> y cuya diferencial Df es de
rango constante p en D, se comportan localmente equivalentes a la
funcién lineal Ip que representa la proyeccién en las primeras p
coordenadas en el espacio R". En otras palabras, que existen
difeomorfismos locales h,g de clase €' tales que;

hgfog’*(x>=1p<x)= R %% 10,.0,0> € RrR™
Obhsérvese que cuando f es lineal la matriz A=»Df es precisamente la
mat.riﬁz asociada a f en las bases <canénicas de R, R"
respé&tivamente Yy en donde agui los difeomorfismos £, h
corresponden a las transformacicones P, Q del teorema 3.1.2.

En otras palabras, el teorema del rango asegura que la
dimension de la imagen de un abierto bajo una funcién
continuamente diferenciable es igual al rango de. la diferencial
cuando est‘e es constante en el mismo abierto.

P;[*e:cisando lo ant,erior Tenemos:
TEOREMA 3.2.1 (DEL. RANGO)>. Sea D € R" abierto y £:0 € R" » R" con
£ < gtam. Supong?mos gue Df tiene rango p ¥V x € D y para a € D
pongamos b = f(ade R". Entonces:
1> Existen conjuntos abiertos U de a, W de 0 e ®" vy un
difeomorfismo g:U - U’ de clase €'
11> Existen conjuntos abiertds V de b, V' de 0 € R" y un
difeomorfismo h:V + V’ de clase 8.

-1 m
iiid hof.g (xi,xz,...,xn)=(xi,xz,...,xp,0,0,...,O)e 134
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i

p .

RT‘!

(xi,g ,...,xn) >(x1,xz,...,xp,ﬂ,o,...,O)

DEMQSTRACION: Primero se supondra que a=0 y f{a)=b=0,pues, el caso
general se obtendra poniendo F(x)=f(x + a2 =~ b. Se construye g
usando las p componentes de £ que hagan que Df<{02 sea de rango p vy
se le aplica a g el teorema de la funcién inversa. Se hace fog“" y
bajo ciert’as consideraciones, se construye h de forma que heafeg“1

tenga la forma requerida. Finalmente se le aplica a h el teocrema

de la funcién inversa,

Debido a que Df(x) tiene rango p ¥ x € D entonces la matriz
'3

(af .af ar .
1 E R 1
, ax ax ax
1 -4 n
af at ar
2 - 2
DfCO> = |dx ox ax
AR A
af at ar
m TN iiersranss m
ax ax ax
{7 2 n

tiene rango p. Por lo tanto sabemos que existe una submatriz de
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tamafio pxp invertible y que esto no se cumple para Submatrices de

mayor tamafio. Ademas se puede suponer dque tal submatriz esta

colocada en la esquina de la |

parte superior de Df<0). De no ser asi, podemos permutar los

renglones y columnas para que esto se pueda tener como lo muestra

la matriz:

[ af art b

P 1

axn ax
1 P

af aft
< P

ax ax
1 P

gDespués de esto definamos gDSR” » [R" dado por la férmula

g(xt,xz,...,xn)=(f1€x),fz(x),...,fp (x),xpﬂ,...,xn), en donde x es
el vector xﬂ(xi,xz,...xn). Es claro que g € €' DD y <ue g0>=0;
entonces si calculamos la diferencial de g podemos ver que es L
r af af ; L
"1 . arean i
ax ax
1 P i '
afp afp i ’
Pec> = 1 3% x|
1 P
o . 4
i 1
l. : ™~ 1 J

o

la cual es invertile en x=0 vy por'el teorema‘ de la funcién inversa
existen abiertos U de 0, U’ de g(0)=0 vy un difeomorfismc gV -» U’
de clase € en donde ademas gdUd=U’. Esto prueba la parte i).

Ahora en ' las 'que:

Pongamos coordenadas de &

(yi,yz,...,yn)=g(x1,x2,. . . ,xn)--:(fi(x),fz(x),...,fp(x),xpﬂ,...,xn)

-1 . s .
y observemos que g funciona como la inversa de f en las primeras
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p coordenadas, pues, g,  son iguales en esas componéntes. De aqui
que tengamos la siguiente igualdad:

-1 -1 -1
fog (yl,yz,...,yn)=(y1,y2,...,yp,fp+;g (y),...,fmog <y

=(y1,y2,...,yp,wpﬂ(y),...,wm(y)); en donde y=(y1,y2,...,yn) = u’.

Si calculamos la derivada de esta composicion se puede ver que:

I, , 0
'
-1 anp*'i . .awp+1
Difeg (y21 = tayp+1 ayn
b e
b, O
& L 5ayp+1 ayn J

Ahora, el rango de esta matriz debe :de ser p lo cual implica 'que
todas las parciales deben de ser cero ya que =i para algan ye W
al menos una de ellas es distinta de cero se tendria una submatriz
de tamafio {(p+tiOx(p+1> lo cual seria contrario a nuestra hipdtesis.

Por lo tanto las funciones wpﬂ,...,w no dependen de las
m

variables ypﬂ,...,ym vy en base a esto definamos hR™ » R"™ dado

por:
h(zl,zz,,...,zm)=(z1l,zz,...,zp)r1 - z,upﬂ(z},..,,zm - wm(z)) donde

z-(z‘,zz,...,zm). Asi “la diferencial de h es,

Dh(z) = fmmmme o e e e
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la cual es obviamente invertible y nuevamente por el teorema de la
funcién inversa existen conjuntos abiertos V¥V, VZ de 0 y hO=0 en
[Rm, respectivamente, tales qgque la funcién hV + V¥V’ es un
difeomorfismo de clase 81, en donde ademas h(V>aV’ Esto prueba la
parte ti),

Por ultimo , haciendo la composicion de f‘og—1 con h obtenemos

—~4
hefog Cyi,yz,...,yn)-(yi,yz,...,yp,:,upﬂ - wp+1"""wm - wm)

= Y Y,Y 0:0,.,00 € R™, ¥V y « U]
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BIBLIOTECA
CAFPITULO 4 DE CIENCIAS EXACTAS

TEOREMAS EQUIVALENTES  moonnias | URALES

HANA MI GRANDEZA

En este breve capitulo daremos a conocer que los teoremas
214, 2.2.3, 3.2, son eqgquivalentes entre =si, es decir, como un

hecho interesante mostraremos que se cumple:

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA ¢+ TEOREMA DEL RANGO » TEOREMA %

DE LA FUNCION IMPLICITA.

El ciclo que obviamente determina esta equivalencia esta dado

en el siguiente orden;

I~ TEGREMA DE LA FUNCION INVERSA = TEOREMA DEL RANGO

5

II.- TEOREMA DEL RANGO = TEOREMA DE LA FUNCION IMFLICITA

u

III.~- TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA = TEOREMA DE LA FUNCION %
™

INVERSA. «E‘;
=

- g
DEMOSTRACION I. La prueba de esta implicacién esta dada ya en el -

- teorema 3.2.1. -

DEMOSTRACION I{. Las hipdtesis del teorema de la funcidon implicita
estan dadas por las siguientes.
D fD R xR” + R con £ e 8
112 Ca,b) € D, fla,b)=0 v %f;(a,b) invertible

La conclusién es que existen conjuntos U de <(a,b), V de b vy
una funcién gV + R con g € g'<vd tal que para cada y = V, el

punto (glyl,y2 € U y f{g(yl,y)r=0.

72




Para ver que lo anterior es consecuencia del teorema del
rango, supondremos primeramente que (a,bd=00,00, el caso general se

obtendra haciende Fdx,y> = fli{x,¥y> - <(a,b’]l, Como f e €'¢D> tenemos

ar
que % es continua en D y dado gue -5;(0,0) es invertible entonces

%i— es invertible en alguna vecindad W de <0,00. De esta manera la

matriz Df tiene rango maxime n ¥V x € W y por el teorema del rango,
tenemos la existencia de los difeomorfismos locales de clase €

wU - , @& + Z’ que estaAn dados en este caso
©0,0) (o, f{0,03=0 o

por wOc,yI)=(fdx,yd,¥> , ¢(ud=u < R" v satisfaciendo que:

—1 n »
gof oy (s,t)as.e R Vis,t) < U(O,O)'

§iendo ¢ la identidad y dade que w deja fija la segunda
coordenada, w ' también lo hace y poniendo ¥  Cs,td=Cy" (s,t3,t)

tenemos foy (s, t)=f(y (s, t)tr=s € R Vis,t> e W’

. Sea el
(0,0

conjunto ¥V = {y e R €0,¥> € W) que es abierto pues W lo es; para

esas y’s tenemos que f'(w*(().,y),y)=0 en donde (w*((),y),y) < U<o,o>'
Finalmente se pone g(y)ﬁw*(o,y) y €8 claro gque g & g'evd por

lo que’'se tiene el resuyltado deseado. |

DEMOSTRACION IIl. En este caso las hipdtesizs de teorema de la

funcién inversa sén las siguientes.

D fD R 4+ R con £ e gD

ii> a € D, b=fcad y f’<ad invertible.
La conclusién es que £ es un difeomorfismo local de clase .

) ,

Mas precisamente, existen abiertos U de a, V de b y una funcién

V¥ » U que e= la inversa se f y con g & ' (V.




Primero definamos E = DxR" y la funcién F:E 4+ R" dada por
Fix,y> = f(x> - y. Asi F < ECED y Fla,b)> = fda> - b = 0; ademas

tenemos que g—i-(a,b) = f’{ad y por lo tanto es invertible por

hipdtesis. De agqui gue por el teorema de la funcién implicita
existe un abierto V de b y una funcién gV -+ R, g € ‘81(\(), tal
gque F(glyl,y>=0 para cada y € V. Pero F(glyl,yd> = f(glyd) - y = 0,
por; lo que resulta que f{(gly)=y. De esta manera tenemos que g es

la inversa de f y poniendo U = £ (V) se tiene el resultado. [ ]

T
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CAPITULO &
APLTICACION: DEPENDENCIA FUNCIONAL

De manera analaega al concepto de dependencia lineal que se
tiene en espacios vectoriales finite dimensionales y gue nos
permite expresar un vector como combinacion lineal de otros, en
egte gapitule daremos un criterio que nos permita saber =i en un
cierto conjunto de m funciones reales de n variables, Y W
con m £ n, existe una dependencia entre ellas en el sentido de
poder expresar funciones de ese conjunto en términos de las
rest.antes. Por ejemplo, en el sistema dado por las funciones
w1(x,y,z) = xz + yz + zz, wpz(x,y,z) = Xy + yz + zZX, vy ws(x,y,z) =
n+y @- Zz tenemos que ¥, depende de ¥, ¥ de ¥, pues:

¥, (%y,2) = [szCx,y,sz - 2wé(x,y,z).
Tales sistemas se dicen dependientes y es el problema que nos
ocupara como una aplicacién conjunta del teorema del rango e

implicita respectivamente.

’ 1. [D[E-[F'[END[ENCU& E INDEPENDENCIA

Recordemos que si X es un espacio vectorial sobre un campo de

4
escalares K, entonces un conjunte finito de vectores XK, X
ial

-

se dicen linealmente dependientes si para kz’ k ;... k e K, no

2’ 2
t.odos iguales a cero, se cumple que k1x1 + kzxz + ...+ kx = 0
] nn
Si esta ecuacién es valida dnigamente para ls:1 = kz= - = k= 0 se
gl

dicen en este caso linealmente independientes.

Observemos que =i por ejemplo kn?-‘() entonces podemos poner que

{:

i
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k k k
X = 1. X - 2 X - .. - n-1 X por lo dque de manera
n — i 2 — n-1
k k k
n ™ ™
equivalentemente se dice que el conjunto xi, xz,..., x es
m

linealmente dependiente =i al menos uno de ellos es expresable en

términos de los n-1 restantes.

Discutiremos brevemente ahora el oconcepto de dependencia
sobre funcionales lineales para después pasar con el caso general

en la siguiente seccidn.

Supongamos que se ha dado el siguiente sistema de funcionales
lineales,
=a x ta x +.+a x
1 144 122 in' n
=a X +a =w +.+a x
21 1 2z 2 Zn n

5 %> m

P R I R A L U I Y |

1A
e

f =a x +a x +.+a x
m mi 1 mz 2 mmn n

es claro que cada fi,’ i=1,2,..,m, queda complet.amente determinada
por el vector (au,atz,...,atn) por lo que nos es permitido hablar
del concepto de dependedencia lineal, con todas sus propiedades,

para el  caso de funcionales lineales. La matriz de los

coeficientes de este sistema es:

a a vy A
141 412 | in
A= a we &
21 22 an
rd
- |
mi mi ™mn

por lo que si el rango de esta matriz es m, los vectores fila son

i

linealment.e independientes y por tanto f e f 27 f es un
m

conjunto independiente. En tanto, si el rango es inferior a m, hay

una dependencia lineal entre las filas que forman a A y por tanto

una dependencia entre fi, fz,..., fm.
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OBSERVACION. Se omite el casc m > n pues obviamente se tiene la

dependencia automatica entre los elementos del sistema ().

2. DEFPENDENCIA FUNCIONAL

Generalizaremos las ideas anteriores para el caso en que las
funcionales lineales fi. son remplazadas por funciones ¥, que son
continuament.e diferenciables. Para esto sea D un abierto en r" v
consideremos el mistema de m funciones dado por:

v, = wi(x)

y, =y _(x)
Cnd 2 2 m

IA
=}

. v

en donde x [Rn, wt:D + R v v, € €'<D>. Definimos aqui el concepto
de dependencia funcional de la siguiente manera.

DEFSB821. Sea V un conjuntor abierto de r™* y sea una funcidén
3V » R con & e 8'CV> tal que ¥V x € D se c:umplan.las condiciones:

12 (w1(x),wz'(x),...,wm_1(x)) e V

iid @'cwﬁtcx),wzcxp,...,wm_i<x>> = y_Cx)

entonces la funcién y se dice dependiente en D de las funciones

‘ﬁ"‘) ; r,uz(x) s wmui(x) y al s=istema (%3 se le llama un
”

sistema dependiente.

En particular =i para algan x, € D, existe un abierto U de X,
y un abierto V del punto (wi(xo),wz(xo),...,r,um_i(xo)) tal que V x
€ U se cumple i3> y 172 entonces y, se dice localmente dependiente
las funciones W WeaW ¢ que %) e3 un sistema localmente

dependiente.
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DEF5.22. Si ninguna de las funciones anteriores dependen de las
funciones restantes, en el sentido gque acabamos de describir,
entonces el conjunto de funciones wiﬁ'x), wz(x),...,wm_i(xL wm(x)
se dicen independientes en el conjunto D v obviamente a (k%)

sistema independiente.

Supongamos, como antes, gque se tiene el sistema

y1 =1,u1(x)
y._ =y XD

Ck D z 2 m =<n
y_ =¥ (x3

y asociemos en ¢l la matriz jacobiana dada por w

EL SARER DE MIS RLJOS
RARA W1 GRANDEZA

S rawi awl ......... 8!,01 ]
ax ax ax
1 2 m
awz éhiuz awz
ax ax Ix
5 ™
awm awm ......... awm
Ix . Ox ax
L 1 2 nJ

nétese que o6sta es precisament.e la matriz A cuando las funciones
¥, son lineales, y en donde es el rango de A quien determina =i hay
¢ no dependencia.

El wmiguiente teorema da _cor;diciones ‘necesarias para la

I's
dependencia de funciones.

TEOREMA 3.2.1. 51 las funciones an el sistema C(xx) son
dependientes en D, en todo pupto de este conjunto el rango de la
matriz jacobiana es inferior a m.

OBSERVACION. Como se ve, las filas de la matriz jacobiana son los
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gradientes respectivos VwL, i=1,2,. ..,m , por lo que ‘este teorema
puede expresarse diciendo que si el sistema de funciones %) es
dependiente en D, entonces los gradientes Vwi de estas funciones

son linealmente dependientes en todo puntce x e D.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, el conjunto Y, LA v es
dependiente en D, por lo tanto al menos una de esas funciones es
expresable en términos de las restantes. Para ser mas explicitos,
supongamos que ¥ depende de las funciones Voo W WS
entonces se debe tener que para alguna funcién & se tenga que

wm(x) = §(w1<x),wz(x),...,wm_l(x)) x € D Aplicando a esta

ecuacion la regla de la cadena obtenemos el siguiente sistema

&
=0t Wiror Woun +08 Mo
o, o, 9%, oy, o, Y %y
Wm=os Wiros Maroso0r Mo,
o, oy, Ix, 9, 9%, Y 1-19%2
Wmwos Wiror Meuw.vos M,
axh ayl. axn ayz axn aym—1.a’lcﬁ

’

Esto demuestra que la e-mésima fila de la matriz jacobiana,

‘en todo punto x e D, es una combinacién lineal de las filas

restantes, vistas como columnas, por lo que el rango de esta
v

matriz es inferior a m. l

De este teorema se desprenden los siguientes dos corolarios, el
segundo de los cuales sera utizado en el resultade posterior vy da

condiciones suficientes para la independencia de las funciones.
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COROLARIQO #1. Supongamos gue m=n y que €l sistema es dependiente

en D. En este caso tenemos dque:

rawa 61#1 ......... &pi

Ix ax ax
1 2 n

61;12 awz ......... awz

DET | dx. ax ax =0 vV x € D

1 2 n

awh awh ......... awh

ax ax ax

e T )

COROLARIO #2. Supongamos que el rango de la matriz jacobiana por
lo menos en un puntc del abierto D es igual a m, En este caso el
gsist.ema de funciones es independiente en el conjunrto D,
DEMOSTRACION, (POR REDUCCION A LO ABSURDO>

Supongamos que el rango de la matriz jacobiana en al menos un
punto de D es m y que las funciones Y, =¥, Y, =¥,y =¥ son
dependientes en D, entonces por el teorema 521 el rango de esta

matriz debe de ser estrictamente menor que m ¥V x € D v

°, Y., =¥, y2=wz,...,ym=ww; esun conjunto independiente en D. l

L @

Para terminar, presentamos el teorema que da las condiciones

4
suficientes para la dependencia local de las funciones.

i

TEOREMA 5.2.2. Nuevamente consideremos el sistema

~
-

wi(x}

v, (x>
O ) m

IA
2

y = wm(x)
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y Supongamos que en todos losg puntos de un conjunto abierto WcD se
tenga que los gradientes Vwi, sz,...,. V:,um_i son linealmente
independientes y junto con Vwm s=on linealmente dependientes. En
otras palabras que el rango de la matriz jacobiana del sistema
Cex) es m-1 en todo punto del conjuntc W. Sea X, € VW, entonces las
funciones W W W son independientes en D y mas aan,

existe un abierto U <« W de X, en el cual, la funcidn L restante

depende de las funciones Vo Wy wm_i.

DEMOSTRACION. Es c¢lare, por el corolario B5.2.2, que las funciones

Voo Wy ¥, SON independientes en D. Ahora definamos la

m

funcisn W + 13 dada por f(xl,xz,..,,xn)=(w1(x),sz(x),...,wm(x))

en donde x=<x1,xz,...,xr). Asi £ e glew v por hipdtesis Df tiene
rango constante m-1 en W. Por el teorema del rango existen

difeomorfismos locales h, g tales que

-1 ' ,
hefeg (21’22""’2 > = (zi,zz,.,.,z ,00 s R" y en t.érminos de
™

m-1
las componentes de h podemos escribir que

-1 -1 -1
[hff[g (z)]),hz(ﬂig Cz?]),...,hm(f[g (z)l] =(zi,zz,...,zm_1,0)

’

donde z=(zi,zz,...,zn). Sea F la ultima componente de h, es decir,

F‘(ﬂg—"(z)])Shm(f[g-‘(z)]) y  pongamos x=g '¢z> de manera que

-

tengamos F(f(x))=(1,u1(x),wz(x),...,wm(x)); es claro que F es de
clase €' pues h lo es y como h es un difeomorfismo su inversa
también es diferenciable, luegc entonces Dh debe de ser invertible
en particular para el purit.o f(xo )=(w1(xo ),sz(xo),...,zpm(xo)) lo

cual implica que forzozamente para este punto se debera tener que

aF ar aF

DF = [——-, LA L
6y1 6yz 3ym

] = €0,0,.0> pues DF es |a e-mésima fila
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de la matriz Dh que debe de ser invertible, Ahora para el punto

x_, Ppongamos (zpi(xo),w2<x0),...,wm(xo))==(y:,yz,...,ym) y con y=y

tenemos que F‘(yi,yz,...,ym)=0 v F(y: ,y; ,,..,y:n)=0. La conclusién

del teorema ahora es mas evidente si mostramos que, en este caso

se satisface que gr # 0. Para empezar =si aplicamos la regla de

6ym

la cadena a la ecuacién F‘(yl,yz,...,ym)=0,, obtenemos el sigulente

sistema:
aF _oF WiaoF Mau vk Fnoieor Hn
ax dy ax dy_Ix ax dy ax
1 1 i 2 3 m-1 i m 1
o _oF Wisop Wyu w0k Mnisor Mn o
& 6xz 6‘y1 2 6y2 6:-:2 6ymu16xa aym axz

MW, + .t oF Moror Wneo
ax ay ax dy dx
m-1 Al m ial

aF Q_li‘_ aw1 +
ax Jdy ax

en términos de los gradientes y para los puntos X (y:,y;,...,y;)

el gistema anterior toma la forma siguiente -

ar e’ a o aF ° 0 ®

= + — + ..+

a),‘(Y‘,yz, SAREL RS ayz(”i SAPTEN ARA4 RS

aF o -] [} aF L] o o

-a-;m-:yl Y, ,...,3,;vm)‘7w‘_n"1 (xo > + ggm(yi 'Y, ,...,ym)Vzpm(xo) = 0. Si

gF 7 o o o ' .
pasara que 3y (yi,yz,...,ym) = 0, entonces tendriamos también que
m g -

I vy °> = 0 = 1 di

ayt L0 SR A ] pPara i=1,2,..,,m-1 pues, o gradient.es

Vwi, lez,..., Vwm_i son linealmente independientes en X Pero
’ ,

. . aF aF aF
esto implicaria que DF = [-5;; 5;;’ 5m] = €0,0,.00 en el punto

(y:,y;,...,y;) lo cual, es una contradiccién., Por lo tanto es
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cierto que -g% (y:,y;,...,y;) # 0 y por el teorema de la funcidén
" .

implicita en algin abierto V del punto (y: ,y; ,...,y;_i) existe una
funcién &V +» [R, con & e £'CV¥>, de modo que para los puntos
(yi,yz,...,ym_i) e« V se cumple que y. = §(y1,yz,...,ym“1). Sea el

conjunte U = x € [Rn:Cwi(x),wz(x),...,w 1()-c)) e V¥ asi U es un

ablerto da x pues al mapeo b4 - Cwi(x),wz(x) W CxdD el
continuo, Por lo tanto, se ha probado la existencia del abierto V
y de una funcion &V + [K tal que en e] abierto U de X, el punto

W 0y Ky (0 € V oy wm<x>=«icw1<x>,w2<x>,...,wm_1<x)).|

5.2. EJEMPLOS

5.2.1. consideremos el conjunto de funcicnes dado por
wi(x,y)ﬂsen(x + yd, wz(x,y)=cos(x + y2

calculando el jacobiano tenemos:

cos(x + y) cosdx +y)

.

~-gseni{x + yd> -~-senx+ yd|

YV (x,v) rR? y como facilment.e se ve el rango es une en todos los
puntos del plano.” Por el teorema 5.2.2 el conjuntoe de funciones es
' dependiente en un entorno de cada punto de ®%. En este caso la
dependencia =e quede dar en forma explicita,por ejemplo, en el
conjunto abierto de los puntos (x,y? para los cuales cos(x + yX>0

b
tal dependencia ersta dada por la formula:

w, Oy = Y1 - [w1<x,y>]2
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5.22. Sea el conjunto wi(x,y) = e 7, wzcx,y) = xz-l-yz, y

wa(x,y) = x°. Aqui en términcs de los gradientes tenemos que '~7v,r1 =

4 2 2 z
2xe™ 7V, -2xe” Y ), Ve, = @2x2y), Yy, = (2%0> por lo tanto

son dependientes en todos puntos del planc pues Dim R* = 2. En
aeste cCcaso ¥ ¥, ¥, €S un con junto dependiente y la ecuacién que
expresa osta dependencia es:

w‘(x,y) = @2V Y ¥ XY

5.2.3. Sea el sistema dado por las funcionss

z 2
+
w R,y = Inx ~Ilny , y (x,y) = X -~ 3Y  Calculando el Jacobiano
1 . 2 2xny ‘
1% -1,y
tenemos que = 0 . Por lo tanto las

172y -~ 3y/2x2 "x/Zyz + 3.2x

funciones ¥, ¥, son dependientes. Para encontrar la ecuacién que

expresa la dependencia entre estas funciones observemos que

X/2y = _t e'.l.nx—l.r.:y 1 ewl(x,y) v 3y /2x = 8 e—(l.nx—l.ny)
2 2 2
--% e 1Y pe aqui obtenemos que:

4
¥, (x,y) = x/2y + 3y/2x = _,21_ e ¥, Y, _% s A

-
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CAPITULO 6 I
EL TEOREMA DE LA VARIEDAD INVARIANTE . .

Ya hemos analizado que para una funcién T
propiedades de invertibilidad y de rango de la diférencj,’ ¥
transferidas localmente a la misma funcién. Ahora 1a cuestl.ié_ﬁ
sQue podemos decir de un cierto mapec T de case €', definido e.-r; un
mismo espacio, cuando la diferencial DT parte dicho espacio en dt;::s
{*Isubespacios invariantes?
Por ejemplo, en el caso lineal, la transformacién T:R* + R?® dada
por T(x,y> = <(ax,by> manda cada uno de los ejes coordenados en si
mismo, es decir, son subespacios invariantes respecte a la
transformaciéon T. En el caso general, el problema se modifica en
la Ysiguiente forma: Si adicionalmente afiadimos pequefias
perturbaciones en ambas componentes por medio de los términos f, h
satisfaciendo que f, h € g* y junto con sus derivadas se anulan en
el origen, obtenemos el mapec resultante

T (x,y> = Cax + £0x,y), by + hix,yd
Nos preguﬁtamos ahora =si la propiedad, antes mencionada, es de
algun ;nodo pre’servada.por el mapeo T*. Concret.amente el tecrema de
la variedad invariante da una respuesta a esta cuestion Sin
precisar, este . ?eorema garantiza, bajo ciertas condiciones, la
existencia de dos variedades las fcua.les, cad§ una de ellas, vienen
representadas por la grafica de una funcidn de clase €', con
derivada nula en el origen, vy de tal forma gue se mantienen

H

localment.e invariante respectio a T . En particular, esto se

. . £ . .
(% Se dice gque un subespacie W < [R e85 invariante respecto a 2 una

. . s S .
trarsformacidn lineal TR° + R 8. Tx € W, V x € W o que TW) < W.
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ilustra a continuacién.

3¢
|

.
3 <

y=g (XD vaEg (ud
0 > X 0 > U

La demostracién de este teorema, se obtiene mediante un
método de aproximaciones sugesivas para algdn operador definido en
un espacio de funciones. La convergencia de sus iteradas conduce
en el limite a una variedad invariante buscada. Dicha convergencia
se establece mediante la aplicacién de algunos resultados sobre
convergencia uniforme asi como t.ambién del teorema de
Ascou@Arzelé.De esta forma se presenta una modalidad del método
de aproximaciones sucesivas analogo al que aparece en el teorema
de la funcién inversa, =sdélo gque en este ultimo, se hace en un

espacio de punt.os.
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1. CONJUNTOS TNVARIANTES
DEF.6.11. Sea TR + R* un mapec continuo en una vecindad D de
x=0 al interior de wuna vecindad de x=0 del mismo espacic, con
T<0>=0. Un conjunto 5§ es llamado invariante con respecto a T =i

T M 5> < 5,

T

T

DEF. 6412. Un conjunto S es llamado localmente invariante con

w

respecto a T =i existe un £ 2> 0 tal que x € 5§ implica que TXx) € §

y |Tao| < =
T

S
\ k ‘

- : .

Podemos observar que si § es un cenjunto invariante, entonces

i - i‘nt,erseccim de S con la esfera ] < & es localmente
invariante. Inversamente, si S es un conjunto localmente invariante
entonces S'= T(.S‘/ MD2 es un conjunto invariante. De esta manera la
investigaciéon de conjuntos inva{riant;es pupde ser reducida al

estudio de conjuntos localmente invariantes y visceversa. Esto es

conveniente por la siguiente razén: Si por ejemplo, en el mapeo

-
T ax + fix,¥v2, by + hG,yd)Y las perturbaciones f, h =se han
modificado fuera de Jla esfera ||(x_,y) ” < &, y un conjunto

invariante §° es determinado per el nuevo mapeo, entonces la
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interseccién de Sy la esfera |G,y < &, es un conjunto
Iocaimente invariante por el mapeo original T*.

Pensando en lo anterior, damos sin demostracién el siguiente
teocrema , el cual sera aplicado en el resultade que da titulo a
este capitulo.

TEOREMA 6.11. Sea FR"» R" de clase £' para i%] pequetio,
satisfaciendo que FCO> = 0 yv FXO0) = 0 Sea & > 0 arbitrario.
Entonces, existe un nimeroc s = s(@8) > 0, (s » 0 =i & + 0J, y una

funcién Gx> de clase ‘81, definida para toda x tal que

F(x) si x| = —— s
GQ(x) =
0 si x| z =
y IlG(X)H < 8 VY x. (véase, Philip Hoartman capitulo o seccibn 1.3,
gt ‘_
-~ -~ a‘
, regpe
¥ ‘ ._ [

Ld .&s v

Finalmente tenemos lo siguiente
TEOREMA 6.1.2 <(DE LA VARIEDAD INVARIANTED>

‘Sea A una matriz de nxn, B una matriz no singular de mxm

tales que

-1 1
© A =a, B = 5

”
it? a < b a <1

Consideremos el mapeo T:R" x R™ definido por:
111y Tlx,y> = (u,v)> = (Ax + f(x,y), By + hix,y?»
donde £R” x R™» R”, hR"x R" » R™ con £, h e € para |x|. |y|

pequelfios y satisfaciendo que

ar af dh é&h

ivd £, h, %’ Fy %’ Fy se anulan en 0,00
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La conclusién es que existe una funcidén y = gxd < e para "x“
pequefic que satisface gque:

v) g0y =0, g’00 = 0 vy los mapeos

Vi Rx,yd=x",y =iy - g, RTIGK,y r=00yd=x",y" - ex™»

de tal modo que transforman T en la forma:

vitd) RTROC,y™ = o™ v™ = cax™ + uex™,y™, By™ + vax™,y*»
donde

au_ JuU_ 3V _ av

r ?iy*’ F vl a—;* se anulan en 0,00 v

ix) VOxT,00 = 0

viidd) U, V

La condicién ix) muestra que &l conjuntoe de puntos (x“,ygh}
¥*
cerca del origen y =obre la '"recta" y = 0 es invariante por el

mapeo dado en wii); es decir, la variedad y=g{(x) qgqueda localmente

&%
invariente por el mapeo T. Esto se ilustra a continuacién.

b4 v

L

(x,y>

-t

y=g (x>
3 X — U

o(x*,y*)H(x yY—g{xd),

#* *
> X u

RTR *¢x*,00=¢cu™, 0

DEMOSTRACION. Escencialmente la prueba se efectuara por
. ‘
aproximaciones sucesivas. En este proceso, utilizaremos algunos

resultados fuertes de la convergencia uniforme que nos llevaran a
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probar la existencia del mapeo g. Ademas, nos apoyaremos en el
teorema de Ascoli-Arzeld para mostrar que efectivamente g es de
1
clase ¥
Supongamos por un momento que gdx> es conocide. Entonces si
desarollamos la composicion RTR™! obtenemos io siguiente

RTR *¢x™,y™ = RTx™, y* + gox™»
= R[Ax* + f(x*, y‘)‘E + g(x*)), B(y* + g(x*)) + h(x*, y'“i + g(x*))]
e * *” * * *
= [Ax* + f(x*, y”e + g{x 2), By + Bg(x > + h(x , y + glx 2> -
# * * *
glAx + f{x , v + gilx ))]]. De aqui se observa que
U(x*,y*) = f(x*, y* + g(x*)) y ademas

V(x*,y.:") = Bg(x*) + h(x*, y"E + g(x*)) - g[Ax* + f(x*, y* + g(x*>)]
en donde claramente U, V satisfacen viii),
Dado que buscamos que V(x*,O) = 0 y puesto que B es no singular

entonces g debe satisfacer la ecuacidn funcional:
x> gy = B"{g[Ax* + fox™ g - h(x*,gcx*n}

Por lo tanto, el problema queda resuelto si probamos la existencia

de una funciéon g = g que satisfaga x2 y la condicién v2. es para

este fin que utilizaremos las aproximaciones sucesivas.

PNotese gque, eguivalentemente, el ' problema es, determinar la
.

extstencia del punto fijo g para el operador 7, definido en un

-

espacio de funciones, y que esta dado ;:)or“.-

Felx"> = E‘{gux* 4 FOx ™21 - hcx*,gcx*n}".

1

Tomemos el mapeo go(x) = 0 vV x y definamos la susecién cuyo

e-nésimo término esta dado por:

Q0




, _ &t _
xiD gh<x) = B {gnd[hx + f(x,gﬁn_fx))] h(x,gh_gx))}
o

De esta manera, por ejemplo, tenemos que

2 BIBLIOTECA
7/ DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

€ x) = B“{-ﬂhcx,m}
i EL SARER DE MIS HUOG
HARA MI GRANDEZA

gz(x) = ﬁ'i{gi[Ax + f(x,gi(x))] - h(x,gi(x))} et.q,
Ahora, el teorema 6.2.1 nos dice gque podemoss guponer, =sin que se
pierda la naturaleza local del teorema, que para algin namero & se
tenga que
xiid) £, h e & ¥V O,y

f =0, h =0 =i <x;¥2]| 2 s en donde s depende de &

satisfaciendo que s(8> » 0 =i € + 0 y en donde ademas

e b s S e v e
A=i, los mapeos e, » &, » son de clase € ¥ x. Ahora
calculande la derivada en la ecuacidn x1> obtenemos, aplicando la
regla de la cadena, que:
xiii) g’(xd = B“‘{g’_ [Ax + f(#,g <1 [A + e x0 +
n n—1 n-1 ax -1

of : _ (ep >y + oD ,
W(x,gn_gx))ganx)] [ax(x,gn_fx)) + W(x,gh_gx))gn_gx)]} .

Ahora, elejamos & de modo que satisfaga la desigualdad

xiv) 0 < 8 (£ min,{ b ; a , 1 ; 2 } y definamos el numero o por
xv) o = e demnera' & b( :<1
b - a~- 38 2 au v '

Estamos en condiciones de probar los siguientes hechos,
I~ La sucesién {g;(x)} esta uniformemente acotada por o. Esto es,

se satisface que ||g:‘(x)|| <o Y x.
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I7~ La sucesion {g’{x>r es equicontinua.
n
ITI- La sucesion {g x>» es uniformemente convergente sobre todo
il
conjunto acotado.

Estas tres afirmaciones seréan probadas usando el método de
induccién.
I~ Je’<x>] s o V¥V x

™
Es claro que =se tiene para n=0. Supongamos que se vale para n - 1,

est.o es, ng;_gx)” < o ¥ x. Ahora, por xtii) tenemos gque

+

- ar
||g;(x)ﬂ < ||Bil|{||gn_1EAx + f(x,gn__fx))]"["A" + ”b;(x,gnﬁgx)),

e, o] ls;_ool)+ e, cx»"ug;_fx)u}

dh édh
Poowe | o |

|

aplicando 12, xii) y la hipétesis de induccién resulta que
g x| < b“‘{a(a + 8+ B8od + 0 + ea} = b“{a(a + 38> + s}

La igualdad es porque también 0 < ¢ < 1. Ahora por xuv) tenemos que

g = o(b - a - 30> = ob -~ ola + 368> y por lo tanto
“g;(x)“ < b_i{o(a + 38> + 8} = b—i{a(a + 38 + ob - oCa + 38)}

b *obd = ¢. Esto completa la induccién.

r

17.- La sucesién {g;‘(x)} es equicontinua.

ar ar ar ,
ta e = Pal—. -+ 3 - .
Para esto sea Ai (x AX, Yy AyD T {X,¥> y de la misma
o
ar ah ah . . . ,
forma para A—i . A———i R AE;' Def 1na::nos agui la ‘s1gu1ente funcidén

, - ‘ af
xvid ypl&> = Sup{ "A—-— F v

AR AR AN

Para |Ax|, JAy| £,&6 > + 0 si & + @

i |

Pongamos ahora

4y <S>

xwit) (5 = B = & - 45
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Obsérvese que [ag | = [lg ¢(x + &x> - g OO < Supfg’ £ fax|

< ojax| £ [Ax|. Asi, por xvi) tenemos que

afr af
uﬁ-—-(x,g (x))n = ”—,d—;(x + Ax,,gn_;(xhﬁx)) - é—g(x,gn_fx)) < y(ubx”)
puesto que |Ax|, ||Agnq1| |[ax]|. De aqui que
Uit “{_\—(x,g (x))“ < ylfiax|l> = pE para |Ax|| £ & vy lo

mismo pasa para las restantes.
Ademas, aplicando el teorema 0.3.3 se tiene la desigualdad

af
[aCAx + f[x,gn_‘fx)])"“CHA + -———(E 8 £+ -a--;(f,g el (f)” fjax f

(1a] + ”g-i-q,gn_g»}l N e (E))“"g’ &>]] ax]

S Ca+ 8 + 8od|ax| £ Ca + 200|ax| S |Ax]. Ca + 28 < 1

&
Por lo que

xix)> ||ACAx + f[x,gh_fx)])" < [lax]

Probaremos, para la equicontinuidad, que  para ¢S definido

en xviit) se satisface que
LY = ’ o+ - 4 < i <
|ag x| = (g2 <x + Ax> - gl x| £ 6 si |ax] = &
Es claro que esto es 'clerto para n = 0. Supongamos que es vialido
para n - 1. Usando el hecho de que Afg = Afeg(x 4+ AXD - foAg -

tenemos que por xiiid

v

27 x> = B_i{Ag;_i[Ax + fcx,gn_;:x)n[A + %(x+&¥,gn_fx+ﬁx)) +

af : ar
_ -+ -+ > > ol
3 x Ax,gn_gx Ax))gnwﬁx'hﬁx)]+gn_1[Ax+f'(x,gn_§x))] [A (x,gn_gx)) +

ax
af af dh
= e | + + ? - =
AB (x,gn_fx)) gh_fx AXD ay(x,g‘ﬁ_fx))ﬁgn_fx)] [Ai (x,gn_fx)) +

oh |
A?ﬁ(x,gn_fx))og;_;:x—hﬁx) + %Cx,gn_i(x))&xg;_fx)]}. Al tomar normas
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se observa que en el lado derecho se tienen ‘las siguientes

desigualdades:

b ||Ag;_1[Ax + f‘x:sh_fxﬂlll £ I dado xix)> y la hipétesis de

induccién.

2> “Agr"_gx)" < €& hipétesis de induccion.

3> "A% " , "Ag—; , 'Ag’;l ! , ’Ag-;—‘ < 26  por xvid,
4> {|gr"1_1 | € ¢ por la parte I.

52 "g—-i;" R ’-gf—;—” R ‘g’%” s “g;—ln =8 por el teorema 6.2.1.

De aqui que obtengamos que
HAg;@x)“ < b"{rcéXa + 8 4+ 08> + odp(Ed +piSlo + OTCEd] + (&) +
y(& + arcéo}.

< b“‘{mé)ca + 200 + pLE) + pCE + p(Ed + yiE> + zerccs)}

= b’i{r‘(é)Ca + 48> -+ 43/(5)}. Finalmente, puesto que por

xviid 4p(S) = ['{S)b - M(E3(a + 483, se tiene entonces que

Ag Cx2||r= T"dE st Ax| = &, Esto completa la inducciéon.
n .

IZII.- La sucesién g, &, ©F uniformemente convergente sobre

todo conjunto acotado.
Esto se satisface si existen constantes M, r ocon 0< r <1 tales que
[a)
le_<x> - g o = Mro x|

Para n = 1 tenemos que

_ g '
ls,00 = €,00] = 8,00 = |g,b0 - g,.@| = Sup|g;>] x| < ofx|
asi, primeramente si M, r son tales que Mr = <o entonces resulta -
"51(") - gOCX)u £ Mr|x|. Esto es, se satisface para n = 1. Ahora
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supongamos que también es es valido para n - 1, es decir, que se
tenga la desigualdad
_ < - g
ugn_gx) gn_(x)" < Mr = |l

Debido a xi) tenemos

-1
“gh(x) - gn_‘gx)" < b {

& _1EAx + f(x,gn_sx))] - h(x,gh_ﬁx)) -

™

[gh_z{Ax + £Gog OO - h(x,sn_gx))] “} -

b||gn(x)-gn_§x)“ < ugn_i[AxH‘(x,gn_Ex))}-gn_2[Ax+f(x,gn_fx))] +
+ - + +
gn_Z[Ax f(x,gn_fx))] gn_ZEAx f(x,gn_gx))]“
“h(x,gWEXD) - h(x,ghﬂgx))" =»
=

b “gné;c)-gh_gx) I “gﬂ._l[Ax-*-f(x,gh_Ex))]*gn_ztAx+f(x,gh_Ex))] " +

H Sﬁ_ztAxﬂ‘(x,sn_fx} )]—-gn_ztAx-t-f(x,gh_gx))] “ +

"h(x,gn_fx)) - h(x,gn_gx))”.

Ahora, reduciremos los tres términos del lado derechoe de é&sta

»

altima desigualdad como =sigue
» : - =
122 ugnd[Ax + f(x,gﬁ_fx))] gn_ztAx + f(x,gn_gx)'ﬂ" =

n-1

MﬂAx+f(x,gh_§x>$ "7t S MCa + 280"t
por 2XTX)}

por hip. de induccidn

<

> + - :
27 ngn_zux fCxg 0 - g [AX + f(x,gmgx))]'

swle;. g2 0|

f(x,gn_fx)) - f(x,gnmgx))ﬂ_ﬁ

por &l tecrema ©O.3.3

el

tegrema O, 3,3

s Jor st

|of
15;(52)

g (x> - g;'_”:(:x)j}_ = OSMp“q“x”

ri 1
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La ultima desigualdad es debido a la parte I, el t.eoxl‘ema xii2 y la

hipétesis de inducciodn.

3D “h(x,gn_fx)) - h(x,gmgx))“ = Sup“%;—‘(fa) gh_fx) - gn_gx)“
i tecrema ©,3, 3
< oM™ .
Juntandoe 1%, 2’, 3’ obtenemos que
h"gn(x)-gh_fx) | S MCa + 2000™" + ooMe" x| + oMr™! x|
= Mo a + 20 + 08 + & x| < Mr"'Ca + 4@ x|

De aqui que tengamos que

n—-1i

||gn(x)-gh_§x)|| £ Mr T<a + 462 |x|
b

Tomahdo r = (a + 48) se puede ver que 0 {( r < 1 y con M = o/r se
b

verifica que en todo conjunto acotado
- < n
||gn(x) gh_gx)" £ Mr x|
Esto completa la induccién.
Ahora, daremos la Gltima etapa de la demostracién del teorema a
continuacion.

’

Debido a la parte I, tenemos el siguiente diagrama:

-1
+ -
gh(x) = B {gh_1 [Ax f(x,gmfx 221 h(x,gh_fx))}

Ju p lu

gix) = B"{gmx + £Ox,glxdd] - h(x,g(x))}

-

Es decir, se ha probado la existencia de una funcion y = gdx
satisfaciendo x> y como gh(O) =t 0, también gd0) = 0
Probemos finalmente que g ¢' con g’ = O,

Como la sucesidon de matrices jacobianas (g;(x)} es unformemente

Q6




acotada,(por I>, y equicontinua,(por II), se deduce del teorema

0.1.2,(ASCOLI-ARZELA), que existe una subsucesién g; tal que
k

? u Y
34 >

k

para alguna y y en donde y es continua pues g’ lo son V k. Para
k

esos mismos subindices tenemos que

gnCO) + 240D
k

y como consecuencia de la convergencia uniforme de g’ se deduce
gl
k

que v = g’. Ast g € 8 y como €/C0> = 0, también g’C0> = o
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CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

La concordancia existente entre las propiedades cualitativas
de lag transformaciones lineales y las propiedades locales de las
funciones diferenciables, que esta refle jada en los cuatros
teoremas fundamentales de este trabajo, es un hecho satisfactorio
que permite establecer la estrecha relacién entre el caloule
diferencial y el algebra lineal. En realidad, el calculo
diferencial a traves del algebra lineal, constituye una
alternativa poderosa con la cual se pueden atacar una gran
variedad de problemas no lineales que se presentan en
matematicas. De hecho esto nos ha permitido, en términos
genef?%les » hacer un analisis complet.o de las funciones
continuamente diferenciables a traves de =su diferencial que la
aproxima alrededor de un punto.

presentamos ahora el siguiente diagrama que nos muestra el

cagso lineal y su correspondiente generalizacién al caso no lineal.

+ GASO LINEAL . GENERALIZACION
‘ CCAS0O NO LINEALD

teorema de la funcion

Sistemas de ecuaciones lineales ——— inversa

(regla de cramer) teorema de la funcién
implicita

Trasnsformacicnes lineales -3 t.eorema del rango.
de un cierto rango.
(cambios de coordenadas?

Descomposicidén en subespacios teorema de la
invariantes por una transformacién ———— variedad invariante
lineal . ' '
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SUGERENCIAS: Existen muchas vertientes mediante las cuales, esta
tesis puede ser extendida ya =sea en el terreno del analisis, o
dent.ro del campo de las aplicaciones que en este caso no se han
incluido. Por ejemplo, se puede generalizar nuestro estudio para
funciones de clase € o buscar las condiciones para que se tenga
invertibilidad global en el teorema de la funcién inversa y de una
gran variedad de problemas aplicados que justifican la enorme
potenciabilidad de los. resultados vya expuestos. Esto sugiere el
camino que permite darle un mas completo acabado a este trabajo

a manera de una invitacién a futuras investigaciones.

BIBLIOTECA

¢ DE CIENCIAS EXACTAS
& Y NATURALES
P

99




BIBLOGRAFIA

1.~ APOSTOL, TOM, L. ANALISIS MATEMATICO. EDITORIAL REVERTE,
BARCELONA 1981,

2.- ABRAHAMSMARSDENSNRATIU, MANIFOLDS TENSOR ANALISIS and
APLICATIONS, ADIDISON-WESLEY, PUBLISHING COMPANY, INC.
MASSACHUSETS 1983.

3.~ BARTLE ROBERT. INTRODUCGCION AL ANALISIS MATEMATICO, VERSION
ESPANOLA, LIMUSA, MEXICO 1982

4.~ GITLER SMNANTONIANO E. TOPOLOGIA DIFERENCIAL, IP.N. OQAXTEPEC
MCRELOS 1979.

g, CARTAN HENRI. CALCULQ DIFERENCIAL, OMEGA, BARCELONA 1972,

e d

6.~ | HARTMAN PHILIP, ORDINARY DIFFERENTIAL ECUATIONS, WILEY,
NEW YORQ 1964,

7.- STEPHEN H. FRIEDBERGNARNOLD | INSELNLAWRENCE., E. SPENCE.
ALGEBRA LINEAL, ILLINOIS STATE UNIVERISITE 1982.

8.~ HALE JK. ORDINARY DIFFERENTIAL ECUATIONS, WILEY
INTERéCIENGIE, NEW YORQ 19269,

@ .- | K;REYSING ‘ ERWIN.‘ INTRODUCTORY F‘UNCIONAL ANALISIS WHIT
APLICATIONS, JHON WILEY & SONS INC. E.E.UU

10~ KUDRIASTEY I: D. CURSO DE ANALISIS MATEMATICO, TOMO II, MIR,
MOSCU 1984, '

11~ LIPSCHUTS SEYMOUR. ALGCEBRA LINEAL, MCGRAUW-HILL, MEXICO 1979,

12.- RUDIN WALTER. PRINCIPLES OF MATHEMATICAL ANALISIS, GRAW-HILL,
BOOK COMPANY 1976, L

13.~ TAYLORNMAN, ADVACED CALCULUS, SEGUNDA EDICION, XEROX

CORPORACION 1972.

100




	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103

