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INTRODUCCION.

Este trabajo tiene, como propósito principal, dar una

presentación rigurosa y unificada de los teoremas considerados

como más relevantes del cálculo diferencial en espacios finito

dimensionales. Estos son, el teorema	 de la función inversa, el

teorema de la función implícita, el teorema del rango y el no

menos importante teorema de la	 variedad invariante. Tales

resultados son pilares en el análisis no lineal, cuya escencia

radica en que describen el comportamiento local de las funciones

continuamente diferenciables, (funciones de clase e s), sustentado

en el hecho de que en vecindades pequertias de cada punto, admiten

una muy buena aproximación lineal determinada por su diferencial

en el punto. Mas aún se puede decir en términos generales, que las

funciones diferenciables heredan las principales propiedades

cualitativas de la transformación 	 lineal que las aproxima

alrededor del punto. Por esta razón algunos autores expresan esto

diciendo que "las funciones continuamente diferenciables se
comportan localmente como sus derivadas".

En este trabajo se presentan,	 demostraciones completas y

rigurosas tanto del teorema de la función inversa que nos permite

asegurar invertibilidad de la función. alrededor del punto a partir

de la invertibiliad de su diferencial en el punto; del teorema de

la función implícita que nos permite . caraoterizar localmente al

conjunto de solüciones de una ecuación no lineal como la gráfica

de una función cuando el sistema lineal asociado por la

diferencial de n ecuaciones con n+m variables es tal que su rango

es igual al número de ecuaciones. Del teorema del rango que nos
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permite representar localmente a una función con el menor número

posible de variables a partir	 del conocimiento el rango de La

diferencial y finalmente del teorema de La variedad invariante que

asegura La existencia de una variedad invariantes bajo la función

a partir de la existencia de un subespacio invariante para La

diferencial en un punto

además, en términos	 generales, las	 demostraciones que se

presentan, están fuertemente basadas en	 las técnicas	 y métodos

iterativos que para encontrar 	 puntos fijos se utilizan en el

análisis funcional	 a La manera del teorema de contracción de

Banach. En este último sentido, este trabajo dá una presentación

unificada de los teoremas antes sehalados que para los cuales, los

esquemas de aproximación	 son,	 como mencionamos, los que se

utilizan en el teorema de contracción de Banach y mas aún, esto

nos	 permitirá,	 bajo	 un	 cambio	 apropiado,	 generalizar

especificamente el teorema de la función inversa y el teorema de

La función hnplicita a espacios	 infinito	 dimensionales	 o bien a

espacios de Banach arbitrarios,

En realidad,	 el estudio de funciones no limades ~liante

transformaciones lineales resulta ser todo un éxito 	 del cálculo

diferencial. Es en este sentido por el cuál hemos intentado, como

otras de nuestras metas, marcar el puente de lo lineal a lo no

lineal motivando para cada uno de los teoremas antes sehalados con

un breve repaso' de la teoría básica dé los sistemas de ecuaciones
lineales, cambios de coordenadas y subespecies invariantes de una

1
transformación lineal respectivamente.
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El trabajo se ha dividido en siete capítulos. en el capitulo

cero <conceptos y resultados básicos) se definen los espacios de

Banach, medio en el cual, los dos primeros capítulos se

desarrolla, se ilustran algunos ejemplos que serán importantes

para nuestro estudio como lo es el espacio de las funciones

continuas e<D;1:12") con D compacto y el espacio de las

transformaciones lineales y continuas .e<UftY) donde R, Yl también

son espacios de banach.

La teoría del cálculo diferencial en los espacios de banach

representa la generalización natural de la ya conocida en los IR" y

debido a la analogía con esta, solamente nos ocuparemos, en este

mismo capítulo, en dar una breve exposición de las cuestiones mas

importantes que utilizaremos como el concepto de diferenciabilidad
47

diferenciabilidad parcial, y de algunos resultados conectados con

estos así como la versión generalizada del teorema del valor

medio. En el capitulo uno aparecen el teorema de contracción de

Banach, válido en cualquier espacio métrico completo, y el teorema

de dependencia continua y diferenciable de puntos fijos. como

hicimos notar, el hecho de que aquí se hallan incluidos es que en

base a ellos, daremos una prueba, no clásica, del teorema de la

función inversa que a diferencia de. las pruebas tradicionales, la

diferenciabilidad de la función inversa se sigue directamente del

teorema de dependencia diferenciable de puntos fijos sin recurrir

formalmente a la definición. En tanto el teorema de la función

implícita será dado como una aplicación al de la inversa y ambos

aparecen en el capitulo dos.

En el capitulo tres encontramos uno de los teoremas

tcytouttxktu HIJOS
ARA NI ORAWDISZA
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fundamentales en el estudio de las llamadas variedades, como lo es

el teorema del rango. El enfoque de este resultado se ha dado en

términos del concepto de equivalencia entre funciones de clase

mediante	 el cuál queda dividido este espacio en clases

de equivalencia Como es sabido, esto nos permite hablar, no de

una función en sí, sino de funciones representativas de toda una

clase, las cuales,	 quedan localmente caracterizadas, bajo este

teorema, por expresiones particularmente simples. Además la

versión presentada aqui, tendrá su importancia	 en el	 capitulo

cuatro en	 el cual se mostrará un importante resultado de

equivalencia, es decir, se satisface que:

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA~ TEOREMA DEL RANGO~TEOREMA DE LA

FUNCION ~LICITA.
115

Entre	 las	 múltiples	 aplicaciones	 de	 estos	 últimos,

introduciremos el concepto	 de dependencia	 funcional como

contraparte de la dependencia lineal que tiene sentido en espacios

vectoriales y que	 aparece en	 el capitulo	 cinco. El problema a

tratar aqui es el de determinar cuando en un cierto conjunto de

funcionales es posible expresar al menos una de ellas en términos

de las demás restantes.

Finalmente en el capitulo seis •se verá un resultado un poco

más complicado debido al tipo	 de demostración, pero interesante

desde el punto de	 vista matemático, se llama el	 teorema de la

variedad invcrrIante y su utilidad alcanza niveles importantes

dentro de las ecuaciones diferenciales avanzadas. Sin precisar,

este teorema establece, bajo ciertas condiciones, que si un cierto

mapeo T de clase ti, definido en un mismo espacio, es tal que su
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diferencial DTo parte dicho espacio en dos subespacios invariantes

entonces existen variedades de clase e, representadas por la

gráfica de alguna función, las cuales quedan localmente

invariantes bajo T en el sentido de que manda puntos de la

variedad en puntos de la misma, es decir, se preserva bajo

pequeflas perturbaciónes la existencia de conjuntos invariantes.
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CAPITULO O

CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

Este capitulo, que consta de tres secciones, lo hemos

dedicado a dar los conceptos y resultados básicos con los cuales

se sustentará

este trabajo. En la sección uno se definen los espacios de Banach

y los espacios producto entre ellos; se dá por ejemplo el espacio

de las funciones continuas, I(Dc0?",ERr"), así como también una

consecuencia importante de los espacios finito dimensionales. Se

enunciará también el teorema de Ascoti-Arzelá, un resultado fuerte

del análisis que será utilizado hasta el capitulo seis. En la

sección dos se prersentan las transformaciones lineales y la norma

suprema definida para ellas que hace del espacio de todos las

transformaciones lineales y continuas, 2014),un espacio de

Banach. Por último en la sección tres encontramos la herramienta

necesaria del cálculo que ocuparemos de los espacios de Banach

que, como, se verá, es una versión generalizada del cálculo

estudiado en los euclidianos fRn.

OBSERV ACION. Los teoremas que aquí hemos incluido se darán sin

demostración, por' lo que se les adjuntará, en letra pequefla, la

referencia contenida en la bibliografía •misma' que aparece hasta el

final
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1. ESTVICOOS DE BASINAC0-1

DEF.0.1.1 Un espacio vectorial VI, sobre un campo K, <CR 6 C>, es un

espacio vectorial normado, 	 Ce.v.n>, si a cada x e 1g, le

corresponde a un número real,	 Ilxil x, llamada la norma de x, el cual

satiface las siguientes propiedades:

Nxii x > O si X	 O y 101 x = 0

ii) Hx+yll x 5	 hl , + 1311,

iii>	 ¡allIXIIxd aeK,XE iz.

NOTA. Cuando no	 exista peligro de confusión se escribirá II II en

vez de II

OBS.1 Todo	 espacio vectorial 	 normado Y<, es un espacio métrico,
/e)donde la métrica para este espacio es inducida por la norma y que

viene dada por
d<x,y> = IX - y I X, y e Y

DEF.01.2 Sea L2 un e.v.n. y sea ‹x > una sucesión en este espacio.

Decimos que Cxn> converge a x e Y/ si limn4W lixn- xil = O y escribimos

limx	 x.n+co n

OBS.2. Alternativamente, lo anterir significa que para cada e > O,

3 Me) tal que lix	 - Xll < e	 si n > N.

DEF.0.1.3. Sea >A un e.v.n.,una sucesión Cx > en zg se llama

sucesión de cauchy si para	 cada e >	 0, 3 Me> > O tal que

	

llxn - xm il < e si n, m	 INCe).

Sabemos que	 toda sucesión convergente es una sucesión de

cauchy Si la reciproca tambien es cierta entonces:
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DEF .0.1.4. Sea VI un e .v .n.,se dice que R es completo, con respecto

a la métrica inducida por la norma, si toda sucesión de cauchy

IR converge a un elemento del mismo espacio.

De esta última se desprende la siguiente

DEP.0.1.5.	 Sea 15 un e .v .n. y completo, entonces a >X se le llama

espacio de Barnach.

OBS.3.Todo espacio de Banach, como espacio métrico, posee una

estructura topológica la cual queda determinada precisamente por

métrica inducida por la norma.

EJEMPLOS

El espacio CR n con cualquiera de las siguientes normas es un

•

espacio de Banach.

Axil = (E	 )c
1=1

Axil E I xj ,	 lixil	 sup 1

Sea D un subconjunto compacto de (12n. El espacio vectorial de

las funciones continuas	 que van de D a (Rm, 1CD, IRm>, es un

espacio, de banach con la siguiente norma:
,

1	 Pll a sup
x

DEF.0.1.6. Sea 1/un e .v.n.	 y hl, 1.1: dos normas para YL Se dice

que Holl y 11, son equivalentes si existen numeros m > O, M > O tales

se satisface la desigualdad.

m1.1, s 1.1 s m1-1,

OBS.4. Cuando dos normas sont equivalentes, en el sentido de la

definición anterior, la convergencia de una sucesión en una norma

implica la convergencia de la suceción en la otra.
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El siguiente teorema caracteriza a las normas en los espacios

finito dimensionales.

TEOREMA 0.1.1. Sea 22 un e.v.n. finito dimensional 	 ii°11/ dos

normas en Y.C. Entonces 0°H	 Y	 O° son equivalentes.(vease,sección

2 . 4 del. Libro 9 de Lo. lo‘bltgratía)

085.5. Cuando dos normas son equivalentes, estas generan la misma

topología, por lo cual, es usual trabajar los espacios finito

dimensionales, independientemente de la norma que se trate.

Como tendremos la oportunidad de considerar funciones

definidas en espacios producto, por ejemplo en el teorema de la

función implícita, es conveniente hacer la siguiente definición.

DEF.0.1.7. Sean Y, Y espacios de banach. Definimos el espacio

producto como:

x 17 12: < <X± X X/ X e 12, x2 e 'e >

así, Yg x 17 está dotado de una estructura de espacio vectorial con

las operaciones dadas por las siguientes fórmulas.

<xs' x z ), (y 1 ,y z ) e Vg x `e, X escalar, IR c5 C,

O Cx 1 ,x2 ) + <y 1 ,y 
2 
) = <xt + y

1' 
x2 + y2 )

ii) XCx ,x2	 <X.x 1 ,kx > 2
61SAIIER DE MIS HIJOR

»ARA ID GRANDEZA

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

en particular ect , x2 ) = <x i , o) + <o, x2 ).

Ahora si sobre el e.v	 x YI definimos II (x1 ?x2 ) II = oxi ll 	 1.21

se puede comprobar que efectivamente es una norma y que según ella

x 'e es completo pues V, 17 lo son.

DEF.O.1.8. Sean	 12, Yr espacids de Banach y consideremos una

aplicación f:22	 v. Se dice que f es continua en xo e g si para h

en 22 se cumple	 que	 1 m IlfCxo +	 - f<xo > = O; esto de igualr,-. O

9



manera significa que dado e > O, 3 6(r, xe> tal que se satisface

que lIfCx0 + h) - f<xo>lly, < e si	 Itilu < 6.

DEF .0 .1.9 . Se dice	 que una función f eI<D;I:12m) es uniformemente

continua sobre D si dado e > O existe 6<e> > O tal que

ilf<x +	 - f<x>II < e	 si 11h11 < 6, Y x, x + h e D.

DEF.0.1.10. Se dice que una sucesión	 <fin) e I<D;ERTn>	 es

equicontinua sobre D, si dado e > O 3 6<s> tal que

Cx + h> - fn<x>li < e si hj <6, Vn y Y x, x + h e D.

DEF.0.1.11. Una sucesión <f > en e<D;g2m> se dice que	 es

uniformemente convergente sobre D, si existe una función f:D 	 IRm

tal que dado e > 0, 9 N<e> > O de manera que

ilfn<x> - f(x)II <eYnyYx€ D.

DEF.0.1.12. Una sucesión <f n3 en	 e(D;IRm)	 se dice uniformemente

acotada si existe M > O tal que lifn<x>11 SM‘InyVxeD.

Las tres últimas definiciones vienen 	 conectadas fuertemente

por el siguiente teorema

TEOREMA 0.1.2. (ASCOLI - ARZELA)

Toda sucesión úniformemente acotada y 	 equicontinua en I(D;ERrn),

contiene una subsucesión uniformemente 	 sobre D.(véase el. capítulo

1
7 del libro 12)
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2. lICRANSITORRIASCOONES LQINEALES

En esta sección 12, 17 son espacios vectoriales sobre un mismo

campo K.

DEF.0.2.1. Sean	 se espacios de Banach. Una transformación T:»1

Yf con la propiedad de que TCax + by> =g aTx + bTy	 )I) y e V Y

escalares a, b, es llamada una transformación lineal:

DEP. 0.2.2. Una transformacion lineal T:12 4 'e se dice acotada, si

existe una constante X tal que	 X lixil Q x e 1.

Las transformaciones lineales	 tienen una interesante

propiedad en términos de su continuidad y acotamiento dada por lo

siguiente.

TEOREMA 0.2.1. Sean IR, \T espacios de	 Banach. una transformación

lineal T:12 -› `IT es acotada si y solo si es continuatvéoss sección.

2.7 del. libro S».

ODS.6. En los espacios	 finito dimensionales las transformaciones

lineales son automáticamente continuas. Además cada transformación

lineal T:LR n 4 ar, puede ser representado por una matriz A de ?num

DEF.0.2.3. Sean ?,	 espacios de banach y T:11 -> Y una

transformación lineal continua Definimos la norma IIT como:

O T O = 11111 5_ 1}

OBS.7. De aqui se desprende la siguiente desigualdad

irrx lhe	 11 T 1111 x lig •

11



TEOREMA 0.2.2. Sean >A, 151 espacios de Banach y sea XCIR,Y) el

espacio de todas las transformaciones lineales y continuas que que

van de 1 en V. Entonces xem) es	 un espacio de Banach con

respecto a la norma definida anteriormente.cvease 2.ccbón a del

14bro 9).

La estructura algebraica y topológica que poseen los espacios

de Banach, son su principal objeto de estudio y es en base a estos

con los cuales se formula y demuestra el teorema de la función

inversa e implícita en el caso particular de los IR". De esta forma

la generalización de	 estos resultados a tales espacios queda

automáticamente resuelta mediante la identificación entre ellos

por vía del concepto de isomorfismo. Es de esta manera por el cual

podemos actuar en un espacio y otro tratándolos como si fueran el

mismo sin recurrir a la dimensión de estos o a la naturaleza de

los elementos que los constituyen. De ahi 	 la importancia de la

siguiente definición.

DEF.0.2.4. Sean 1,	 e.v.n. Se dice que	 17 son isomorfos si

existe una transformación lineal T:21 • 	 tal que:

T es continua

T es invertible con inversa lineal continua.

Cuando esto es así, a T se le llama isomorfismo de VI

ODS.8. En otras •• palabras para que	 IR y Y sean isomorfos es

necesario y suficiente que exista un homeomorfismo lineal T:21 Y.

Como un ejemplo sencillo, tenemos que los espacios

n-dimensionales son isomorfos a IR", donde el isomorfismo natural

esta dado por x 	 • vector coordenado correspondiente a una

base elegida.

12
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3. �00'LOCACUOCNES DEFIERENCOMBILES

DEF.0.3.1. Sean V, 'V espacios de Banach y D un abierto en >R. Una

función f:D	 se se dice diferenciable en un punto x e D, si existe

una transformación lineal continua 11 :2g	 17 tal que i 	 h e >X con

x + h e D se cumple que:

lif<x + 1-0 - f<x> - Thilv00> lim 	 	 0

	

Esta relación puede escribirse 	 en la siguiente forma. Si

definimos f<x + h) - f<x) - Th = 0<h>, entonces 0(h) representa el

error en la	 aproximación de f(x +	 - f<x) por medio de la

transformación lineal Th y claramente se tiene que

110<t011.0

II h

así equivalentemente se dice que f es diferenciable en un punto x

e D, si existe una transformación lineal continua T:VZ • 17 tal que

se satisfaga la igualdad:

(***) f<x + h> - f<x> = Th + 0<h>

en donde 0<h) debe ser de orden mas pequeño que h, es decir, que

satisfaga C**).,

Nótese que <***0 lo podemos asociar con la fórmula de Taylor

de primer orden que nos proporcina la aproximación de la

diferencia f<x + tO - f < x ) por medio	 de la transformación lineal

Th y en donde el error en dicha aproximación esta representado por

0<h>. En este caso a T se le llama la diferencial de f en x y se

denota como T = Df<x) s f'<x)

OBS.8. Si f es diferenciable

diferenciable en D. Pda VÉPioill
zc De E 1), se dice que f es

BIBLIOTECA
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Algunos resultados básicos de calculo diferencial como la

regla de la cadena, entre otros, son tambien generalizables, de

forma análoga que en los Rfl, a espacios de Banach arbitrarios, por

lo cual, nos permitimos omitirlos en esta sección.

	

Ahora, con la definición de difererxciabilidad	 que se ha dado,

pasaremos a definir el concepto de	 diferenciabilidad parcial

considerando el caso en que D es conjuntoun abierto de un producto

de espacios de Banach.

DEF.0.3.2. Supongamos que / =	 xl donde a ,	 son espacios de
1 2	 1	 2

Banach y sea D un abierto en Y. consideremos una función f:D • V y

elijamos un punto Cx , y) en D con xo e /, y	 e	 R. Ahora sea elo o	 1 o
mapeo P:›Ri • V dado por P<x)	 f<xo	x, yo). Si	 es

diferenciable en el punto x = O la derivada DP<O) es llamada 	 la

derivada parcial de f con respecto a x en el punto Cx , y > y seo o
denota como

arDP<O> = --Cx ,y ).Ox o o

car definición DF(0) es una transformación lineal continua de

en V que satisface que1

hm HP(0 + h) - P<O) - DP<O)hl = O, Esto es equivalente a que

hm lif<xo + h, y o > - f<xo , yo> - —0(ax o'n.o

aDe manera semejante se define	 f45-<xo ,yo ) a la transformación

lineal continua de 1z en V que satisface que

h.o 	
h

yo >h	 O.

14



•

i=1,2,-.,m j=1,2"-n

la cual, es llamada la matriz jacobiana de f con respecto al

vector x en elpunto a.

15

ax

lim 111-Cx 
o 
, yo + k>

k-1,0¢Q

af- f<x o , yo>	 ay
> - —Cx 

o 
, y o >kil

o
I k II

Informalmente	 hablando	 las	 derivadas	 parciales	 son

transformaciones lineales que aproximan 	 las variaciones de	 f en

una dirección del espacio.

OBS.9. de manera analoga el 	 concepto	 de derivada	 parcial se

extiende al caso en que V<	 ix 211 2 x ...x	 .

La diferenciabilidad y la	 diferenciablidad parcial	 estan

conectadas por el siguiente teorema:

TEOREMA 0.3.1. Sean	 /? , z , ,	 ,	 W	 espacios de Banach Y

pongamos )R = 1 x 2x...x YCn. Sea 1) un abierto en Z. Si f:D	 17 es

diferenciable en un punto a to	 <a 1 ,a2 	>	 e	 D entonces

las derivadas parciales 
ax
Of— <a a2 ... a >	 . . n existen

n
	 Y

Of= E	 <a>h, donde h. e W. <véase sección 2. 6
I = 1

del. Libro 5).

OBS.10. En nuestra notación el símbolo IR 	 significa que IRk = IR

x U2 k-veces. Si además f:02n • (RM es diferenciable en un

punto a = <a ,i az,•••, a n > entonces	 la derivada	 f'<a>	 esta
d

representada por una matriz de mxn dada por:



DEP.0.3.3. Se dice que una función	 f:D 4 se es continuamente

diferenciable 6 que también es	 de	 clase ¿CD) si cumple con

lo siguiente:

i> f es diferenciable en D

f' es continua en todo punto x e D.

OBS.11.	 Para cada x e	 D, f'00 es un elemento de iz.e<g,`e> y ii>

significa que la aplicación f':D • .WOR,Y?) es continua.

TEOREMA 0.3.2. Sean R,	 Y espacios de Banach. Pongamos

>k/	 x	 x...x g y sea D un abierto en g. Entonces una función2

f:D	 NY es de clase ¿CD) si y sólo si las derivadas parciales ar
ax

t,

existen y son continuas en D. <seco. 2. 5, libro 5>

Para terminar con este capitulo, enunciaremos un teorema que

se verifica en los espacio normados y que para efectos prácticos

es tan útil como el teorema del valor medio. Dicho resultado es

llamado con el mismo nombre y está dado por el siguiente.

TEOREMA 0.3.3. Sean 2i1 , • 17 espacios de Banach, D un abierto en Y. Si

f:D• Y es diferenciable en D y si el segmento que une a los puntos

x , x + h definido por Ex ,x + hJ	 -CC e	 / c 240 xo +th, O <	 < 1>o o	 00

esta en D, entones;

ilf<xo + h> - rCx0>ly S Ihly Sup	 lif'Cc>11
ZOR;17),	 ceL x ,x +hl

0 0
<véase sección 3. 1 del. libro 5>
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nos llevará

clase .

CAPITULO 1

DEPENDENCIA CONTINUA Y DIFERENCIABLE DE PUNTOS FIJOS

El objetivo de este capitulo es dar básicamente los

resultados claves con los cuales nos apoyaremos para dar una

demostración rigurosa del Teorema de la función inversa. El

primero de ellos determina su existencia y es un teorema de punto

fi jo llamado, el Teorema de Contracción de Banach cuya validez se

extiende a los espacios métricos completos como son, en particular

los espacios de Banach, medio en el cual aquí nos encontraremos.

Los siguientes resultados ,que también son sobre puntos fijos, se

presentan cuando se tiene una familia de contracciones uniforme

definida en un mismo espacio completo. informamente hablando estos

resultados expresan que si las variaciones entre los elementos de

dicha familia se comportan continua y diferenciablemente, entonces

los puntos fijos correspondientes se comportan de igual forma;

respectivamente estos son el teorema de dependencia continua y el

teorema de dependencia diferenciable de puntos fijos. Este último

a concluir que la función inversa es localmente de
•

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
SARER DE MIR RUGA

FIARA MI GRANDEZA
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1. EL UEORENA DE CONURACCOON DE PBXNACG-1

DEF.1.1.1, Sea 12 un conjunto cualquiera y T:22 • VZ una	 aplicación

arbitraria. Se dice que x e a es un punto fi jo para T si Tx s x.

DEF.1.12. Sean 12, NO espacios de Banach y F	 un subconjunto de R.

Se dice que una aplicación T:F • '17 es	 una contracción sobre F si

existe una constante X, con O < X < 1, tal que:

Tx -Ty S X Ilx - yj	 Y x,y e F.

OSSA,	 El número ?‘ es llamado constante de contracción para T

sobre F.

Las definiciones anteriores, 	 juntas, dan por	 resultado el teorema

central de esta sección que a continuación se enuncia.

TEOREMA 1.1.1. (DE CONTRACCION DE BANACH). 	 Sea 11 un	 espacio de

Banach y F un subconjunto	 cerrado del mismo. Si T:F 	 F es una

contracción, entonces T tiene un único punto fijo en F.

OBS.2. Equivalentemente el teorema afirma que la ecuación Tx = x

posee solución única.,	 •
DEMOSTRACION/ Corno tradicionalmente se	 hace, la prueba se

efectuará por aproximaciones sucesivas construyendo una sucesión

n) en F y mostrapdo que tal sucesión es de cauchy. Luego con F

completo, se deducirá que tal sucesión tiene tomo límite un punto

en F,	 el cual Será precisamente el punto fijo para T. 	 Finalmente

se verá que T no tiene otros puntos fijos
I 4

Se elige un punto x o arbitrario se define la sucesión dada por

x = Tx,	 x = Tx	 x = Txo1	 2	 1	 n	 n-1

18



Para probar que esta sucesión es de cauchy se hace lo siguiente:

Sea m, n	 con m n, entonces se tiene que

llxn - xm l =	 1Tx	 - Tx	 M 5 Xlx	 - x	 X.MTx	 - Tx	 H <
n-1	 m-1	 n-1	 m-1	 n-2	 m-2

x
z
lxn-.2	

X
m-2 I
	 5.	 X

2 ilTxn-9 -	 Txm...9 II	 � 	 5	 Xnlx

	

o	 - xrn-n il

nótese que aquí hemos usado repetidamente el hecho de que T es

contracción. De esta manera obtenemos la desigualdad

cw>	 I., -	 .m 11	 � xn l. -	 .	 HO	 m-n •

Si en	 el	 lado derecho	 de esta	 última se	 aplica	 la	 propiedad

triangular para los puntos x , x,	 x	 se obtieneo	 m-n

xn lxO 	 x m-n1 :5 \ n (lxo -	 x1 1 + IX1 	-- X2 1 +	 .	 + IX
m-n-1. -
	

lim-n 1) Y
por 00 tenemos

X" ( il xo - xi il + X li xo 	- x1 11 + X 2 11X0	
X1 li	 +	 'I' 

+	 X m-n-1..

	

IX° 	 XI I) =

[1. + X + ). 2 + m-n)	 xnIxo 1 -	 XI" "en
xi II (1	 x	 .COMO

< X <1 se tiene que	 1 - X rn- n < 1 y

X II 1X0 - Xm-n 1 	 \n II

•

	-I	 	x1 II), Por tanto se llega a que

xn 
(**)	 11Xn	 Xrn	 5	 1	 x Xo -	 n.

'Ahora como X es positivo y menor que uno, entonces el término

del lado derecho se puede hacer tan pequeNo como se quiera

eligiendo n	 suficientemente grande. Mas precisamente esto

significa que Y e >s 0, 3 N tal que
xn

Ilxn 	 m	 -	 xt II	 S	 e si' n a•N- x 5 	 	 y puesto que m > n > N

entonces IXn 	W I
7-71 < e

	 si	 m, n a N. Esto último significa 	 que

La sucesión <x n > es de cauchy. Siendo	 completo	 y <xn>	 una

sucesión de cauchy en F c a, entonces converge a un punto en I.

Pero como F es cerrado, contiene todos sus	 puntos limites y por

19



tanto dicha convergencia esta en F. Ahora, sea x e F tal que

	

limx = x. Como T	 es contracción	 en F es fácil ver que T es
n-rco n
uniformemente continua por lo que

	

Tx = T<lim x ) =	 limTx =	 1 im x, = x. Esto demuestra la
n-nX)	 n	 n .. CO n	 n,00	 nwl

existencia del punto fijo.

	

La unicidad es	 consecuencia también del hecho de que T es

contracción en F, para ver esto supongamos que x,y e F y que se

tiene que Tx = x, Ty = y. Entonces 11 x - y = MTN -Ty li	 xiix -
yll

y por tanto la desigualdad Ilx - y 11	 x x - yJi junto con el hecho

de que OS	 < 1 implican que x - y = o por lo tanto x y.

OBS.3. Si se toma el límite cuendo m	 (19 en la desigualdad (a) se

tiene por la continuidad de la norma que se verifica la
15,desiguaadad iix	 x s 	 _	 x ti lo cual nos dice que <x >

converge a x con la rapidez conque la sucesión de lado derecho

converge a cero.

El siguiente	 resultado es una aplicación de teorema anterior

el cual será utilizado en la sección posterior.

TEOREMA 1.1.2. Sea IR un espacio de Banach, T una transformación

lineal continua tal que T:W • a y	 < 1. Entonces el operador

T,donde I es' la transformación identidad, es invertible y SU

inversa es continua.

DEMOSTRACION: Para que I - T sea invertible es necesario Y

suficiente que la ecuación <I - T)x = y tenga solución única para

cada y e IR. Escribamos <I -T)x	 x - Tx, así la ecuación x - Tx =y

es equivalente a x = y + Tx y definiendo el operador Ax = y + Tx

20



el problema se vuelve en probar la existencia del punto fijo, para

cada y e 12, del operador A.

Primero se observa que	 -P L2. Sean x 
1 
, x2 e IR, entonces se

tiene que	 Axi - Ax2 =	 + Tx	 -	 + Txz	=	 II Tx	 - Tx2

IT(xl 	-	 x2)I S	 ITIIxi - x2 I 	 y	 puesto que	 IT1 <	 1,	 por hipótesis,

se tiene que A es una contracción 	 sobre	 >g . Por	 el teorema 1.1.1,

con F	 a, se deduce que A tiene un único punto fi jo para cada y e

»(. De esta manera se satisface que, para cada y e VZ, Ax e x para

una	 única x	 y	 esto a su	 vez	 implica	 que la ecuación	 dada por

CI -	 T)x =	 y	 posee solución	 única por lo	 que I -	 T es invertible.

Para probar	 la continuidad de la	 inversa	 definamos	 como

P<y>,para	 cada y e IR, el punto	 fijo	 correspondiente. Así	 P	 es la

inversa de I - T y es tal que y + TP<y) = AP<y) =	 P<y) ó también

P<y)	 + TP<y) por lo que necesitamos verificar que YheW se

cumple que A im 111,2 <y + h) - Ky)ii = O. Esto se hace como sigue.

P<y>	 y + TP<y)	 #

+ h) - PCy) = y + h + TPCy	 h) - y - TP<y). Esto implica que

IIPCy	 41 h )	 P1<y)11511TPCy + h) - TP<y)II + 	 iihil=1111PCy + h) - P<y)]	 +

h	 4
	 +	 h) - Ky) II	 +	 -	 l'<y>	 + dhh

<1 -	 +	 PCy>11	 4 IIPCy +	 - P<y)II	 < 	- 1 IIh1I TII.•
Nótese que	 1	 - , 1T II � O pues	 11T II <	 1 y	 tomando	 limites	 en	 ambos

lados se concluye que	 litronliPCy + h> - Ky>11 = O. I
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2. DEPENDENCIA COINTI O INCL.% 	 DOIFEIRENCOMBLE (DE IPUINTI-05 IFOURDS

DEF.1.2.1. Sean 22, `IT espacios 	 de Banach, F Ç	 1<, O	 con F

cerrado. Sea también una familia de operadores	 <T :y e O) tal que
Y

T :F	 para cada y e (3.	 Se dice que Ty	 es de contracción
Y

uniforme sobre	 F, si existe un número X, con	 O< X. <1,	 tal que

satisface que:

liTyx - TyX2 5- X xi - scz 	 Y y e (3, V xv, >c2 e F.

El siguiente teorema utiliza	 fuertemente el concepto de

contracción uniforme.

TEOREMA 1.2.1. (DEPENDENCIA CONTINUA DE PUNTOS FIJOS)

Sean 11, 'e	 espacios de Banach, F	 G , O	 NY con F	 cerrado.

Supongamos que T:F • F, y e O, es de contracción uniforme y que el

mapeo	 y	 T x, y e (3, es continuo para cada x fija en F. Entonces
Y

el punto fijo correspondiente a T, y e O, es continuo en y.Y
DEMOSTRACIÓN: Sea g(y) el punto fijo correspondiente a T paraY
cada y e O, que existe pues T es contracción sobre F para cadaY
y e O. Así g(y) = T g(y) y la continuidad se tiene si probamosY

que , li„rylig<y + h) - g�y)li = O. Para esto hacemos lo siguiente.

g(y)	 T g(y)	 ==>	 g(y + h)	 - g<y)Ty+h g(y + h) - T(y)
Y	 Y

Ty+hg<y +	 - Ty+hg(y) + Ty + hg (y) -T g<y)Y

+ h)	 - g<y)II5	 liTy+hg<y +	 - Ty+hg(y) + Ty+hgCy) - T(y) flY

como T es contración uniforme entonces

IlTy+hg<y +	 - T h tCy)II 5 X lig<y	 + h) - g<y)ll	 , O S X < 1,y+

ileCY +	 "' t(y)11	 k 'ICC)/	 - c(y)11 + ilTy+hg<y)	 - T3.)11Y
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1.1.1,	 1.1.2,	 1.2.1	 y

posterior.

TEOREMA 1.2.2. Sean	 >g,

transformaciones

que será importante en el resultado

YI espacios de Banach, O S W y T	 4
Y

lineales continuas para cada ye G con IIT 
Y 

IIS x < 1

IIT
Y 1" g(y) - T Y1(y)li	 y así finalmente
+ 

(1 - 71/4)11“), + h) - g<y) II

Ilg<y +	 - g<y) II 5 <1,
y+n 

G(y) T
Y+1-1 

g<y) II. Puesto que por

hipótesis el mapeo y -• T x es continuo para x fija en F tenemos
Y

que	 Ty+bg (y)	 T g<y) = O y por tanto se cumple que

h) - c(y)1 = O. g

El que sigue es un una aplicación conjunta de los teoremas,

Y y e O, X fijo. Supongamos que el mapeo y

cada x fija en 2g . Entonces:

T x es continuo para
Y

El operador I - T tiene inversa continua para cada y e G.

El mapeo y	 - Ty) es continuo.

DEHOSTRÁCION: Nuevamente el hecho de que I - T sea invertible,y
para cada y E G, es equivalente a que la ecuación <I - T >x = z

Y

tenga solución

equivalente a

única para cada z'e R y esto a su vez es

próbar la existencia de los puntos fijos para el

operador Ax= Tx + z,
y,z

cada y e G, z e a que

lo siguiente

x e V. Para ver- esto se tiene, para

A :VZ • 1R y además Y s,t e IR se verifica
Y az

lAs -Atl= 1T sy,z + z - CT t
y + z> II = IIT 5 - T ti' = IIT <5 - t> 

II

S 1T y lills - t. _� X lis - t	 Y y e 03,	 z	 IR.
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Así	 A	 es de contración uniforme sobre g y por el teorema
yaz

1.1.1 existe, para cada y e 0, un único	 punto	 fijo	 correspondiente

a cada z e	 R. si tal punto fijo lo denotamos como g(y, z> entonces

g(y,	 = FI - T faz, para cada y e 6, y es continuo en z por el
Y

teorema 1.1.2.	 Por	 lo tanto se tiene	 Para ver	 debemos

probar	 que	 A tri; lin	 - T y+ h	 1- ti - T ftII az O; Nótese que la norma

aquí es tomada en l'<g,g>. Primeramente, para cada x e >g tenemos

que Avh,z	 y,z	 y- Ax	 = TVh +z- Tx- z T x	 - T x, por lo tantoy
Y	 yth	 Y

=Tyx H . o pues el mapeo y	 T x es

continuo, por	 hipótesis.	 Luego también	 el	 mapeo	 y	 -.	 A x es
Yfrz

continuo para cada x fija en g y es uniforme respecto a z. Por el
C-)

teorema 12.1 se cumple que:

	

- T y-vi-1]-1z - CI -	 T	 .8 oc(3,, + h, z)	 -	 g<y, z>II
Y

- )0-111A g<y, z> - A g<y, 	 V z e 12.
y+h,z	 Yaz

	Como esta desigualdad es válida	 Y	 z	 e	 bZ,	 en	 particular

también será válida si tomamos el supremo sobre la bola unitaria

en el lado izquierdo. Así se sigue satisfaciendo que:

IICI - T	 - T 1-111 5.	 <1 - k>"-i A	 g<y,	 z>	 -	 A g<y,z>	 y
y+n	 Y	 y+h,z	 Yrz

Puesto	 que	 11TIA5155 z) - A g<y,

	

y,z	
O	 se	 concluye

finalmente que lipronliCI - Tyi hi-	 EI - Tyf II = O

Ahora	 estamos	 dispuestos a dar	 otro	 de	 los teoremas

centrales de este capítulo.
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TEOREMA 1.2.3. (DEPENDENCIA DIFERENCIABLE DE PUNTOS FIJOS)

Sean Z, '117 espacios	 de Hanach,	 F S 211,	 O S 117 con F cerrado. Sea

también T :F F, y e (3, una contracción uniforme sobre F
Y

continua en y, para cada x fija en F. Si F, el son las clausuras de

los conjuntos abiertos F ` , e a	y si T x tiene primeras derivadas

parciales continuas	 ACx,y),	 BO.c,y> respectivamente, entonces	 el

punto fijo correspondiente g<y> es continuamente diferenciable	 en

O°, esto es, g E es<039).

DEMOSTRACION: Se supondrá por un momento que g(y) es diferenciable

y en donde la diferencial esta dada por la transformación lineal,

en h, Z<y,h> =	 SCy)h.	 partiendo de esta hipótesis se probará que

tal transformación lineal existe, es única y que además 5<y> es la

derivada continua con respecto a y e Oa.

Para principiar pongamos T x = T<x,y> de manera que:Y

T:F a x 6 9 • F a	y	 A<x,y>	 B<x,y> = c:91x--Cx,y>. Aceptando

que la regla de la. cadena	 es válida podemos aplicarla a 	 la

ecuación g(y)	 = T(c(y), Y)	 y rePresenindo con Z	 la

diferencial de g tknemos la expresión:

OTZ = --(g<y>,y)Z ,+ OT—Cg<y>,y)h	 h e V. De Aquí que también tenemos

dT	 OT--<g<y>,y>12	 —Ox<1<y),y>h por lo tanto para poder despejar ZOx 

debemos invertir el término dado por

•
aplicación del teorema 1.2.2.

---<g<y),y). Esto será laOx
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Iflx + k,y> - T(x,y> -<x,y>kl

11k II
hm
1/440

aTPuesto que las parciales son continuas tenemos que —Cx y> es8x

OTcontinua en y e 0°• Ahora se probará que lirx<x, y>II <	 < 1 para

x e PI, y e O°. Por definición, para x E F9, y e do, <-5--xx, y> es el

mapeo lineal de g en >2 que satisface que

Esto a su vez significa

que dado e > O existe 6 >	 O de tal manera que se cumple que:

+ k,y> - T(x,y) -	 < e	 si kJI < 6

OT11—<x, y>kij - IIT<x + k,	 - 11<x, y>11 < t NIOx

OTII—<x, y>kil < cjIkM + 1111<x + k, y) - T<x,Ox

si Ilkil < 6 4

si NI < 6

debido a que T es de contracción uniforme sobre F entonces se

tiene que IITCx + k,y> - T<x,y),11	 y e O, x, x + k e F: Así

< clikl + klkl = Ce + X>flkl	 si 1111 < 6 para x e F°,

y e 0°. Como O X < 1 entonces siempre es posible elegir un número

•
e de forma que a = 8Te + k < 1, por tanto tenemos 1-Cc	 < allkil

OTSi	 < 6. De aqui se deduce que II-0c, y>II	 a	 x e F°, y e 0°.dx

OTPor el teorema 1.2.2, para cada y e 0°, el operador I	 —cc(r),Y)

tiene inversa continua en y e el°, por lo que podemos encontrar una

única solución, para cada y e 0°, de forma que para h e 1? tengamos

flIiIHIMEN11 DE	 kriiTEMITICET
...	 •	 ala



1

que Z<y, h>= [I - OT--<c<y>,y>1	 ---<g<y),y)h, la cual además
aY
OT

es continua en y, h respectivamente. Si Z<y, h) = SCy>h entonces S

es el mapeo lineal de	 en111 que esta dado por la fórmula:

t OT(*)	 Sesr> 15.	 OT-	 —<g<y>, y>1 —<gCy>
y
	,y) el cual además esOx 

continuo en h y además es continuo en y en O ° . Para ver que S<y>

es la derivada de ces') tenemos que	 probar que:

lic<y +	 - GC y) - 5<y)hil

Ilhll= 
O.

las Siguientes relaciones nos serán útiles para este fin. Sea

h pequeflo de tal forma que si 	 y e G,o y +h e G o . Entonces tenemos

OTT<g<s/ + h>,y + h) - le <c<y + h),y)	 --
ey 

<c(s/ + h),y>h + 0<h> Y

TCgCy + h), y> - T<c<y),y) 	 Irc-Cc<y),y)Cc<y + h>	 - c<y>3 +

acCy + h> - c<y>1. De estas dos igualdades obtenemos que

gCy	 - g<y> = 111 <g<y + h),y + h> - 111<c<y),y)

T<g<y + h>,y + h) - T<c<y +	 + T<g<y + h>,y> - 11<c<y>,y>

OT g<y + h),y>h + ó<h> + OT—<c<y>,y)Cc<y +	 - g<y>1 +
(FY

O[c<s/ + h> - c<y>1. Reordenando estos últimos términos tenemos que

OTc<s/ + h> - g<y>	 —OTfl	
ay

< y),y)Cg<y + h -	 c<y>1 +	 --<g<y + h,y)h +Ox 

0Ch> + Ofg<y + h) - ces/)].5i en el lado derecho de ésta sumamos y
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OTrestamos la expresión dada por	 --<g<y>,y>S<y>h y S(y)Ox

consecutivamente, obtenemos que

g<y + h> - g<y> = -arl<g<y>,y)CgCy + h - g(y) - S(y)h] +

OT	 OT--<g<y),y>S<y>h + —,_<g<y + h>, y>h + 0(h) + OCg<y + h> - g<y>l •Ox

+ ti) - g<y> - SCy>h	 -2<g<y>, y>CgCy + h - gCy> - SCy>h] +

8T	 OT—

•

 <g<y>,y)S<y>h +	 --<g<y + h>,y>h + 0<h> + 0Cg<5, + h> - g<3,7)]
ay

S(y)h. Ahora, si agrupamos los términos obtenemos la igualdad

- --<g<y>,y/Cg<y + h> - g(y) - S(y)h]	 -[I -	 —<g<y>,y>p<y>hOx	 Ox
c7T	 OT

+	 ely +	 y>h + 0(h) + OCgCy + h> - g(y)]. Debido a que por
uY

010 se cumple que {I ---(g<y),y1S<>0h	 — g(y),y>h	 entoncesOx	 cnit-
OT	 OT

-t
g<y + h> - g(y) - SCy>h =	 - 5-21-(g<y>,y)1	 a-193-(g(y),y)h +

OT--Cg<y + h>,y>h + 0<h> + Org<5, + h> - g<y>1

lig<y.' + h> - gly> - SCy>hil 5	 - 95:x-r<g(y),y)] 	 aa-T,<g<y + h,y>h -

7-757<g<y),y>hl + Ii0<h>11 	 + h> - g<y>111)

lig<y + h> - g(y) - S<y>hil <

lItio

OT- —axer(g<y>,y)]	 1—ay<Yr<g<y + ti) ,y) --<g<y>,y/11h11 +
dy

114	

- g(Y)]IJ J. Ahora al tomar110<h) II + 11 01G<>1 

11h11 11 h 11
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limites se observa que:

o lim	 II--Cg(y + h>,y> --(g<y),y1 	 0.	 Por la continuidad	 de la
Fttso 	 Oy

OT	 OT

parcial.

ii)	 -11-47(h)11-0. Por	 definición.ho

De aquí, que es claro que solo necesitamos probar que también se

tiene que

0,g1 11° CgCY	 h)	 1<Y)3 II go 0. Para esto,pongamos la igualdad
II h II

110(g(y +	 -	 101gCy + h> - g<y>311 ¡kg, + h) 	 gCy>II

fe,,	 + h>	 g(y)11	 	 oinll	

liOtgCy + h> - g(y)111y en vista de que	 t 	  = 0 entoncesIn 
+h> - g(y)11

ig liOrg<y +	 - g(y>111	 o si	 ilg<y + h> - g<y>1 está acotado.

Para	 esto	 último	 tenemos	 que	 por el	 toerema	 1.2.1 se

satisface la desigualdad:

lig<y + h> -	 g<y)il 1 <1	 - ?..)-111T(g<y),y +	 - TCg(y),y>li

además, por el	 torema	 0.3.2, T es diferenclable con continuidad

pues sus	 derivadas	 parciales existen	 y son continuas.	 Ahora

aplicando el teorema 0.3.3 se tiene la desigualdad

lig<y + h)	 - g(y)11 S	 (1	 - X>-1Sup	 o también
tety,y+b3
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lig(y + h> - gCy) S (1 -

IN!	
1ECy,y+h3

puesto que DT es continua, es acotada en el compacto

por lo cual el sup existe y es finit.o.Por lo tanto se tiene que

lisCy +	 - g<y)II

Ilh11
esta acotado y finalmente los limites 1),

in y iii> implican que:

kg/ + h> - g(y) - 5<y>hil
11T 	  . 0.
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CAPITULO 2

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA Y TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

El trabajo aqui es hacer un estudio detallado del teorema de

la función inversa y de teorema de 	 la función implícita. Ambos

resultados pudieramos decir son los	 ejemplos mas plausibles en

los que se refleja el hecho de que la técnica del cálculo

diferencial, el de aproximación por tangentes o lineaiización, 	 es

la base fuerte con la cual se investiga el comportamiento local de

las funciones continuamente diferenciables. Sin precisar	 el

primero establece, entre otras cosas, que si la linealización 	 de

alguna función y = f<x> en un punto x o es invertible, esto	 es

Of<xo> invertible, también lo es f cerca de xo . Así mismo	 el

segun& ataca el problema de determinar cuando una relación entre

dos variables x, y, dada por la ecuación F<x,y> = O, define a una

como función de la otra, es decir, si existe, por ejemplo, una

función de la forma x = g<y> de forma que resuelva la ecuación

anterior en el sentido de que	 F<g<y>,y> = O. Además	 la

diferenciable de puntos fijos ya expuestos en el capítulo
•

anterior. Por último es interesante observar que en el teorema de la

función inversa y en el teorema de la función implícita, el

Problema escencial redunda en la posibilidad de poder "despejar"

Una variable en términos de la otra, por lo cual, es una de las

cuestiones mas importantes en las matemáticas.
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1. [EL lIDDIRE[MA [DE LA [FUE1C0011 DINNYE[RSA

Para empezar sabemos que si A, B son conjuntos arbitrarios y

fut • B una función que es uno a uno y sobre, entonces se dice que

f es invertible y comunmente suele denotarse como fi a la inversa

de f y en donde f es la regla que asocia cada elemento de B un

único elemento de A y que satisface las siguientes fórmulas:

= y	 y e B	 y	 f-i[f(x)l = x	 x e A.

De entre las funciones reales de variable real mas sencillas

de analizar son aquellas que describen rectas, no verticales, en

en el plano y éstas están dadas en la forma y=f00=mm + b. Es

claro que toda recta no horizontal determina una función uno a uno

y so6ie de IR en R. Esto ocurre cuando, el valor de la pendiente, nt,

es distinto de cero, por lo cual, en este caso es fácil calcular

La inversa despejando directamente la variable x, esto es,

x=f-tCy>abil—y + —A-1). Nótese que aqui la pendiente de La recta

x=f-I(y) es precisamente la reciproca de la pendiente de La recta

y~. Esta situación es mas complicada cuando consideramos otro
•

tipo de funciones, y mas aún, cuando las funciones están definidas

en espacios mas generales como los Rn. En el caso real de variable

real contamos con un criterio conocido para determinar cuando una

función es uno a uno y es geométrico:

"si toda recta borizontal corta a /a gráfica de una función f en a

lo mas un punto, entonces f es uno a uno”.

función no uno a uno
	 func 1 ón uno a uno
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recta Ymx, como se ilustra a continuación

ftw'
r 9 '	 t&I"

("'\

	 X

Esto se hace simplemente intercambiando los papeles de las

Y

Otro criterio utilizado es meramente algebracico y es el

siguiente; "si itx 1)=fCx2) x1=x2, entonces f es uno a uno".

Cuando una función es invertible, es usual representar la

gráfica de f 1 tomando la reflexión de la gráfica de f sobre la

variabiables x, y respectivamente.

Si queremos ser mas estrictos con la cuestión de las inversas

el siguiente ejemplo	 nos muestra, entre otras cosas, la

importancia de considerar el dominio de definición de f.

Sea la función dada por f<x)=x 2 y consideremos los siguientes

casos:

i) f:'LR • IR
	

ir> f:(0,m)	 R	 Uf) f:‹-m,0)
Y
	 Y
	 Y 

x 	1X  

f no es uno a uno	 f es uno uno	 f es uno a uno

Observemos que las ramas ii) y DA) definen la misma función pero

en dominios distintos, en ambos casos f es invertible mas no con

la misma inversa, es decir, podemos encontrar dominios donde una

misma función posea inversa, pero no necesariamente ésta tiene que 
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ser la misma. Sin embargo, donde existen son únicas.

En este ejemplo las inversas vienen dadas por:
-in x = f i<y> = 16-7 iii> x = f-t<y>

Ahora estudiaremos la invertivilidad de una función f, desde

el punto de vista de cálculo. La idea central consiste en lo

siguiente: Si una función f es di ferenciable, y maás aun, con

continuidad en algún conjunto abierto D, /a derivada f'Cxo>, con

,ce D, nos de una muy buena aproximación lineal en las cercanías

del punto xo.Dicho de otro modo, f es localmente muy parecida a 	 E

tal aproximación cuando nos /imitamos a vecindades pequeflas de xo ,

de ahí que esperamos tener que el comportamiento local de f sea

como el de /a transformación lineal l'Oca ).

Discutamos lo dicho anteriormente volviendo al caso de

funciones reales de variable real. Iniciemos suponiendo que f es

diferenciable y que para algun punto x o , f'<xo > es invertible , es

decir,<e>r<11 >�0. Representemos esto con la figura siguiente

qtaka ag
\u aPtommaovn

1 n Acat
Ire.c.ta tingtrit

KLa gralita c1L

(II) En el caso general en que f	 (F2 , La derivada f' x) es
precisamente la matriz jacobiana de nxn 	 y pedir su invertibilidad
es pedir que su determinante, jacob arlo) , sea distito de cero.
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si m=f'Cxo ›�O, la recta tangente a la curva y=fCxY en el punto

(xo ,f(xo)) no es horizontal y por tanto cada recta horizontal la

corta una sola vez. Asi, es de esperarse, que esta propiedad, uno

a uno, que es la condición para que una función se pueda invertir,

se transfiera a la curva y=f<x) por estar tan próxima a la recta

tangente cerca del punto (xo,f<x0)).

Wodzoniatcs

Donde pudiera darse complicaciones, es en los puntos donde La

tangente es horizontal, ahi la derivada es nula y puede resultar

una concavidad. Se descarta entonces esta posibilidad aun cuando

se (tengan funciones uno a uno en prescencia de tangentes

horizontales.

Y

-	 rcc4a tab ly.0 .1c hohuirrIal
«unto de in4Scxlón1

n
	 X

Hasta aqui, de alguna manera, hemos argumentado de que la

hipótesis de invertivilidad de la derivada en un punto conduce a

concluir que f es localmente invertíble.Sin embargo, esto no basta

en todos los casos para asegurar dicha afirmación pues, como

veremos, la función definida por,%

f<x)={0X X
2senl/x,	 x�0

x=0

tiene la propiedad de que f'<0)�0 sin ser uno a	 uno en ninguna

35
•



vecindad de cero. Aqui se necesita 	 una hipótesis ' adicional mas

fuerte que permita asegurar loa	 invertivilidad de una función f

alrededor de un punto y esta es que además f' sea continua en el

punto en cuestión. Veamos como es esto.

(**)"Si f'Cx
o

)�0 y f 'es continua	 en x
o
 ,entonces, debido al

principio de conservación de signo de los mapeos continuos, existe

un abierto U de x
o
 en donde f'<x)=0 y teniendo el mismo signo que

rec
ia
 )". Podemos ver que f, bajo	 estas condiciones, en realidad es

uno a uno en U.

Geométricamente esto nos dice que las tangentes sobre La

gráfica de f en los puntos Cx,f<x», 	 x e U, no	 son horizontales

evitando asi la posibilidad de que se presente alguna concavidad

Abaliticamente se ve de la siguiente manera, si aplicamos el

teorema del valor medio tenemos que Y x, y e U se verifica la

igualdad !l'(x) - f<y>1=1P(/›¡Ix -	 yi	 donde / esta entre x y y;

siendo f'<x)=0 en U entonces if'(/)1 �0 y si f<x)=f<y) tenemos que

I fec) - (<y) I =0 • I x - y 1=0 y por tanto x=y.De esto último se

deduce que f es uno a uno en U.

Por lo pronto, ya se ha visto las condiciones a imponer a una

función f que Garanticen su invertibilidad cerca 	 de un punto x0 .

Sin embargo, éstas, nada nos dicen	 respecto a como se puede
-/encontrar la inversa f , pues, solo nos hablan	 de su existencia

local. Pero algo muy importante	 acerca de las	 inversas es que

<**)En el caso general en que f:USRn	 Rn,	 el hecho de que La
matriz jacobiana f'cx ) sea invertible	 y continua en x	 significa
que a variaciones pequebas de x • le tienen variaciones pequehas
en las componentes de dicha matriz de tal forma que Se	 mantiene,
Cerca de x , un jacobiano no nulo o en otras palabras que La
matriz jacobiana f'cx

o
 se conserva invertibte cerca de x .

o
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cuando existen, heredan muchas de las propiedades de lás funciones

de las cuales provienen, como por ejemplo, la continuidad y la

diferenciabilidad. De hecho existe una relación entre la derivada

de f y la corespondiente a su inversa, cuando esta también es

derivable. Ilustremos esto con lo que sigue a continuación.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

Si 21 es la tangente gráfica de f en el

KLMBERMIMUMW
DAMA wcumnm

	>X

punto Cx,f<x>>, su

si f'<x>�0. Admitiendo

inversa de i 1 y

pendiente esta dada por f'<x>. Además

en el punto

por tanto su pendiente debe ser la recíproca

es la
1 

f '<x>
ahora que f	 es diferenciable entonces

si i2 es

simétrico <y,ft<y>> entonces 12

la tangente a la

Cf t <y>l's Cf'<f 1
<y>l

-1 .

es una consecuencia inmediata de la regla de la

cadena aplicada a .1a ecuación	 fCf 1<y>>5=y.

Estamos yá en condiciones de formular y demostrar lo que

sería el teorema de la función inversa, pero antes de hacerlo,

nos devolveremos para introducir el caso general estudiando el

problema relacionado con las soluciones de sistemas de ecuaciones

no lineales. Veamos esto; iniciando con el caso mas sencillo. Se
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tendremos que
1 

f'<f-1<y>>

If <y>]'=, pendiente de 12 en Cy,f-t<y»

If'<f-1 <y>f 1 . Así la relación esta dada por:

1
f' <x> =



sabe que un sistema lineal de	 n ecuaciones con n, incógnitas La

forma:

a x +a x +...+ a x = y
sí 1	 12 2	 in n	 1

a x +a x +...+ a x = y
21 1	 22 2	 2n n	 2

a x +a x +... + a x = y
n1 1	 n22	 nn n

donde las a's y las y's son dados. Decimos que este sistema tiene

solución única si el determinante de	 la matriz asociada es

distinto de cero. Esto lo representamos como:

a a	 a
11	 12	 1n
a a	 a2221	 zn

a a
n1	 n2	 nn

� O. Si ponemos que   

	". all	 a	 ...a 1 n12
a

=	 21	 22	 2n

a
ni	 n2	 nn  

A X 1m y Tx Ax  
•
xn	 n       

•
entonces el sistema anterior es abreviado por la ecuación Tx	 y.

Asti el determinar si OP) tiene solución única es equivalente 	 a

probar que Tx = y se satisface para una única x. Obsérvese que T

es una transformación lineal de CR n en CR" y por tanto una única

solución existe, , si y solo si, la matriz que lo representa, A, 	 es

invertible. Nótese también que en este caso la regla que asocia,

para cada y e CR", un único vector x e In es conocida como la regla

de cremar.
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Una generalización del sistema (*) esta dado por: ,

f <x 1 ,x	 >= y

Co)
	 f 2 <x 1 ,x	 > = yz

f	 ,x	 > = ynn	 2

donde f 
/ 
, f2 ,	 f :D S R". IR, f e es<D), con D abierto.

De nueva cuenta deseamos dar un criterio	 que nos permita

determinar la existencia da soluciones únicas para este sistema no

lineal. Nótese	 que <*>, es justamente el caso especial de	 <**>

cuando los f.	 son lineales y en el que dicho criterio se reduce a

invertir una matriz.

Como antes	 si	 x = <x1 ,XZ ... • Pcn ), y	 = CY14/2,•••,Y,)	 y la función

fCx 
1 2
,x ,...,x n )	 =	 <1-• 1 <x>,f 200,...,fn <x>>	 entonces	 el	 sistema	 C**)

se representa por f<x> = y. Asi nuestro problema se traduce en

resolver para	 las x's en función de las y's. Asi mismo, 	 esto

equivale a buscar la existencia de	 la función inversa f 1	 que

expresa a x en términos de y y esto es precisamente a lo que

responde nuestro primer resultado principal.
•

TEOREMA 2.1.1	 <DE LA FUNCION INVERSA)

Sea D un subconjunto abierto de IR'n y f:D -n fR n con f e liCD>.
.1

supongamos que para a e D, f<a> = b y que f'<a> es invertíble.
•

Entonces:

O Existen conjuntos abiertos U, V de [R n tales que a e U, b e V,

f es uno a uno en U y f<11) ---,-, V.

ii> Sea g la inversa de f que existe por D. Entonces g e e l (Y) y

g'<y) = Lf'Cg<y>1-1.
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W = {x e IR": hI -	
do}; así W es cerrado y se tiene en este

•

DEMOSTRACION: La prueba, como sugiere el teorema, será dado en dos

partes. La parte i),	 que	 es de existencia, se planteará como un

problema de punto fi jo introduciendo el operador dado por T<x,y) stt

x + Ef'<a>1-1<y - f<x>> para 	 cada y e 02n. En este proceso se

ajustará el abierto V y se mostrará, por el teorema de contracción

de Banach, que T tiene un único punto fijo, el cual denotaremos

por g<y), para cada y	 e V. Este resultará ser precisamente

la inversa de f. La parte ji) será una consecuencia inmediata del

teorema de dependencia diferenciable de puntos fijos.

Parte O. Primero, como Ef'<a>3-1 es un operador lineal de ER" en

IR", es continuo y por tanto acotado. Así podemos elegir un número
1k que -sea tal que	 lEf'<a)l-i O Como f' es continua en a2k

entonces para e = k	 existe 6 > O tal que se satisface que
t

Vitt) - f'<a>11 < k	 si	 lx - al < d. Además, siempre nos es	 1
t!<posible elegir un 6o < 6	 de tal manera que también se tenga que 	 t.
t

lif'<x) - f'Ca>0 < k	 si	 lx - al S do . Definamos el conjunto $
' i10

caso que Of'<x) -	 < k	 si x e W. Ahora pongamos para

x e D , y e IR" el operador T:D x De' 	 IR" definido por

T<x,y> = x + If'<a>1-1<y - f<x>>

demostraremos primero	 que dicho	 operador:, es de contracción

uniforme sobre W. Para hacer esto tenemos, calculando la derivada

parcial con respecto a x, que

-= I - Ef'<a>1 if'<x> = ff'<a>1-1(f'<a) - f'Cx>l.

Ahora, al tomar las normas, obtenemos la desigualdad:
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ill—	 rex<x,y>11= 11Cf'<a><f'<a> - f'<x)	 II II <f'<a> - f'<x> O

1	 1< ---k2k	 2 x e W, y e IR". De esta manera se tiene que

II
eT <x,y>1 < 2 x e W, y e CR".

Ahora para x t , x2 E W se deduce del teorema 0.3.3 la desigualdad

aT
Inx i,y) - T<x2I1 5. Sup Ilo al-c-CZ „y> blxt - x2 1	 4,

IC[x 1 x 2]

IITCx ,y> - l e <x '30 1 <
1 
2 IIx1xzl V y e CR".

Esto último nos dice que el operador T, es de contracción uniforme

en W. Ahora probaremos eligiendo adecuadamente las y's que T manda

puntos de W en puntos de W. Fijemos x = a y usando la definición

de T se cumple que IIT<a,y> - al = Iia + 	 - f<a>> - a II -

l[f'<a91-1<y - b> I	 lEf'<a>1-1 Ily - b II. De esta 	 manera tenemos la

desigualdad 11Tea,y> - al 5 lif'<a>l -± O	 - bl. Pongamos el conjunto

V az {y e IR":	 - b Il < k60 } ; entonces V es abierto y tenemos que

1IT<a,y) - al 5 717-ly - bl < -2-171(60 =  6O
2

si y e V. Así tenemos

que T<a,y> e W	 si y e V.

Tomemos Ahora	 x arbitrario en W. En este caso obtenemos que

lflx,y) -	 OT<x,y> - 11 <a,y) + T<a,y) - al 5 111 <x,y> - 11<a,y>l
1+ IIT<a,y) - al <	 -	 + 111 <a,y) -	 1<	 60 + 1 60 =6o

si x e W, y e V. De aqui se deduce que para cada y e V y x eW

se tiene que T<N,y) E W. Siendo T de contracción en el cerrado W,

se dá, por el teorema de contracción de Banach la existencia de un

único punto fijo para cada y e Y.

Designemos, como antes, a g<y) como el punto fijo correspondiente

a TC ,y) para cada y e V, esto es, se satisface que 11<g<y),y>mcg<y>
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si y e V. De aqui que;

TCg<y),y) = gCy? + ErCa.)3-i(y - f(g<y)))	 g(y). Esto implica que

ftgCy» = y y por tanto g es la inversa del mapeo f y como ( es

continua	 f-10/) es abierto. Finalmente se pone U	 y es

claro que f es uno a uno y sobre de U en V	 con x r gey) 1.1 f-s<y)

como la inversa de f.

Parte ii). Pongamos T:U x V -• U y, como antes, con T dado por

T(x,y) =	 x +	 Ef'(a)1-1'(y	 -	 (<x)).	 Sabemos	 que	 para cada y	 e V,

g<y) e U	 y	 TCgty),y)	 g(y). También se ve que T es de clase et,

puesto que:
aT

= 1 - (f'(a)l if'<x)	 y	 —

- 

< 
x,y) = (f'Ca)l son

.e)contirluos. Ahora por	 el teorema 1.2.3	 , de	 dependencia

diferenciable,	 se deduce	 que g	 es	 continuamente diferenciable

sobre V, esto es, g e ¿CV). Además, como	 f(g<y)) =	 y, y	 e V,

entonces la regla de la cadena nos dice que:

f'<g<y»g'<y) = I y por	 tanto se concluye	 la afirmación de que

g'<y) = lf'<g-Cy)l-1.111

OBSERVACION: El hecho de que g'Cy) = Cf'<g<y)l-s también es una

consecuencia del teorema 1.2.3. Para 'verlo dicho teorema nos 	 dice
1

aT	 'aTque gICy) =	 - —(gCy),y)]	 --(g<y),y)	 y e V.
aX	 051

g'Cy) =	 -	 - (f:'<a)l-IT'(g<y)))] Cf'Ca)l-s

(Cf'<a)l-ifg(y))]

= (ll”Cg(y))l-i<(f'<a)]-1)-1Ifi(a)1-1 = (f)Cg<y)l-s.
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Antes de dar ejemplos ilustrativos haremos ver que el teorema de

la función inversa, bajo un cambio apropiado, sigue siendo 	 válido

en los espacios de Banach. Para esto obsérvese que la demostración

presentada aquí es claramente independiente 	 de la dimensión

excepto, en la parte inicial donde se hace	 uso	 del hecho de que

todas	 las	 transformaciones	 lineales	 en	 espacios	 finito

dimensionales son continuas y que por lo tanto	 son acotadas. El

resto esta basado en que podemos sumar y comparar elementos en los

IR", pues estos, Poseen la estructura de un espacio métrico

vectorial. Dicha estructura es una caracteristica propia de los

espacios de Banach en general por lo que es de esperarse que el

cambio apropiado tenga que ver con la transformación lineal f'<a).

3.
Esta es que rea) sea un isomorfismo, es decir, que también tenga

inversa continua. En estos términos el teorema	 2.1.1 se reformas

como sigue:

Sean	 W, V espacios de Banach y D un abierto en 1. Consideremos

f:D	 V con	 f e Zí (D) y supongamos que para a e D, con b e

f(a), se tenga que f'<a) es un isomorfismo de R	 en V. Entonces

se cumple lo siguiente:

Existen conjuntos abiertos U c D, V c 1P de manera que a e U,

be V y fes unoaunoysobre de Uen V.

V.) Si g es la inversa de f entonces g e IICV) Y

g'<y> a [1"Cg<y))]1.

OBSERVACION:	 Dado que se supone que fla) es un isomorfismo de >R
en Y7 entonces obviamente W, 17	 son isomorfos y por tanto esto
implica	 que deben de ser de la misma dimensión. En particular
tenemos W = IR", V = IR" el cual acabamos de ver.
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Y NATURALES
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ZARA MIGRAWDElk

2.1. EJEMPLOS

Este primer ejemplo ilustra como la invertibilidad de f' no

implica necesariamente que f sea globalmente uno a uno. Aquí se

establece pues el caracter local de teorema.

2.1.1. Sea f:(122 • tRz dado por f<x,y> = <excosy, esseny>. Así 

íxcosy	 -exe	 seny

xseny	 exe	 cosy 
f'(x,Y) por lo que se ve que en este caso  

X	 2	 z	 zx	 z	 zZX	 zxDet. (f'<x,y)]	 e COS y +	 e seny =u e Ccosy + sen	 e .

Por lo tanto Det If'<x,y>3 xd O en todo punto de 02 2 y el teorema de

la frien inversa dice que en dichos puntos f admite una inversa

local.

Ahora Y Cx,y> e R2 de tiene que

f(x,y + 2n>	 (eXCOSCY 2n>, exsen<y + 2n)> = <excosy, e xseny>

f<x,y>. Esto implica que f no es uno a uno en todo punto de 012.

El siguiente ejemplo nos muestra que puede existir la inversa de f

aún cuando ('Ca) no sea invertible y que pero, en estos casos, S

no puede ser diferenciable en b = f<a>.

2.1.2. Sea f:(11 • Ce con y 	 f<x> = x3. Observemos que f<O>=0 y que

V<O>=0. Sin embargo la inversa g existe y en este caso esta dada

por x	 g<y>	 571/3• También se ve que	 g no	 es diferenciable	 en
1f<O>=10 pues , g'<y) 3 y

De un modo general, si ('Ca) no es invertible y si g es la inversa

de f entonces,	 g no puede ser diferenciable en b s f<a> pues si

44



esto ocurriese la regla de la cadena nos diría que

f <g Cly > ' <b) rza I, pero esto implica que Detf'<g<b))Detg'<b)	 1
producto matrtctal
lo cual es un absurdo pues	 dado que f'<a) no es invertible se

tiene que Detf'<g<b)) = Detf'Ca) = O.

En el ejemplo siguiente	 se mostrará que la hipótesis do

continuidad de la derivada es imprescindible en el teorema de la

función inversa.

2.1.3. Sea f:tR • IR definida	 por f<x)

Entonces se cumplen las siguientes tres afirmaciones:

O f'<0) es invertible

ii.) 2" no es continua en x=0

iii) f no tiene inversa alrededor de cero.

f<x) - <O)i>	 f'<0) sin lim 	 - 
0f

	
lim

	

X.0	 x 	 x.0
x - xz sen 1/x 

= lim <1 + xsen /x) =/ 1 + lim xseni/x = 1 + O = O. así.X40	 X.0

('CO) = 1 y por tanto es invertible.

in Si x = O entonces f'<x) la 1 ± 2sen1/x + x2 <- 1 /X
2
COS1/X)

= 1 + 2sen 1 /x - cos f

• 

ix .De esta manera f' esta definida para

toda x y esta dada por:

= {1 + 2xsen cos 	 x O
f'<x) 

si f' fuera continua en x=0, se tendría que lim f'<x) = r(0)=1,X.0

pero lim f'<x) =	 + 2xsen 1 /x - cose/x) = 1 + O - lim cos 1/xx.0	 X.0	 X.0
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el cual no existe pues	 lim cos	 i/x	 no esta definido, por lo
X O

tantor<>0 no es continua en x=0.

iii> Para ver que alrededor de cero f no es invertible probaremos

que en cualquier vecindad 	 V de	 él, existen puntos x=0 para los

cuales f'<x>=0	 y	 ('<x> < O. Ambas cosas seilalan que en tales
puntos f toma un máximo local ó que cerca de ellos la gráfica de f

es cóncava hacia abajo y que por tanto obliga a que f no sea uno a

uno en V.

Primero tenemos que para x-�0 la derivada de f es:	 1:1
'11

('<x)	 1+2xsen	 cos

1Sean los puntos	 de la forma	 x	 n	 1, 2, ..., de esta

forma f' 2nn - 1 + —sen2nn	 cos2nn = 1 + O - 1 = O. Si V esnn
1	 1

cualquier vecindad de cero entonces podemos elegir una N tal que

x = r1rirt e V si n > N. Ahora la segunda derivada de f es:
1	 2	 i	 i	 1f''<x> = 2sen	 cos---+ --a sen	 y concluimosx	 7.7	 x	 x	 x

verificando que

f"(5-1.1n)	 2sen2nn - 4nrecos2nn + 4n 2n2sen2nrr a• O — 4nn + O

= -4nn < O	 n = 1, 2, ...

2.1.4. Para finalizar aqui, damos como ejemplo una aplicación

sencilla a sistemas de no lineales. Para esto consideremos el
siguiente:

X
3 

+ X
3 

t= y
t

x
2 

+x
2 

= yz

Supongamos que se desea investigar si en tal sistema es posible
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resolver	 para x! , x	 en términos	 de yt ,	 y2 alrededor del punto

Cx ,x 2 >m<1,2). Para esto definamos	 f:022 	 [R2	 dado por el mapeo

f(x ,x 
2	 1
»<X3	

2
+ X

3 
) 1

X
2	

2
+ X

2 >, así, f<1,2)=(9,5) y:

f'<1,2) := [ :	 12 )"

Puesto que Det[f'<1,2>l mi 12 - 24 ® 12 x	 O	 entonces f'<1,2> es

invertible por lo que el teorema de la función inversa garantiza

que en vecindades pequeñas del punto (1,2), x 1 , x2	pueden ser

resueltas en términos de y 1 , y2 siempre	 y cuando <yt, y2> esté

próximo al punto (9,5).

11911TIMENTP CE MITLITICH
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2. EL ITEOREINS DE LA DUNC0011 OPIPLOCOTFA

En muchas ocasiones, una	 ecuación entre dos	 variables

• determina a una como función de 	 la otra e inclusive es posible

darla en forma explícita, por ejemplo, x - 2y = O define a y como

función de x, esta es, y 1= x/2. También a x como función de y dado

por x=a2y. Otras son mucho menos evidentes como las relaciones:

y	 2y	 2	 2+ 4 = , xy + xyxe + x	 	 - 1 zz 0

En general si pensamos que una ecuación esta dada por f<x,y) =

nos podemos preguntar:

Es posible definir una función y = /100 de modo que f<x,h00)=0? ó

de manera analoga; una función x 	 a g<y)	 tal que f(g<y),y) = O?

Esto es, en realidad, lo que se hace cuando uno intenta "despejar"

en la ecuación f<x,y)=0 para una variable en términos de la otra.

En este caso a las funciones y in h(z), x	 g<y) cuando existen, se

dicen que están definidas impticitamente, 	 ó que son	 funciones

impticites, en las ecuaciones f<x,h<x» y f(g(y),y) resp.

Deseamos ahora, 	 dar un criterio sencillo que nos permita

asegurar la existencia de funciones implícitas. Para llevar esto

acabo, nuestro estudio se centrará, particularmente, en determinar

cuando la ecuación f(x,y)=0 puede ser resuelta para x en términos

de y. El otro caso' se seguirá analogamente.

	

Para simplificar nuestro análisis,' supohdremds que x, y	 y f (x,y)

son reales de modo que f(x,y)=-.0 representa la relación dada por el

corte de la superficie z=f(x,y) sobre el plano xy. Iniciemos esto

mediante el caso mas sencillo, es decir,	 Consideremos	 el plano

dado por f<x,y) = ax + by + c y estudiemos la relación dada por

la ecuación ax + by + c = O. Esta representa una recta 	 en el

ce:
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plano xy y podemos despejar x en términos de y siempre y cuando

a�0. Explícitamente tenemos x = gCy) =	 + a c. Nótese que
4 -la pendiente m de dicha recta es m = a tb.

OBSERVÁCION: Si a=0, <1)�0), el plano fCx,y)	 ax + by + c resulta

ser paralelo a xz y en este caso es imposible de tener a x como

función de y en el plano xy.

Un ejemplo menos simple, pero que es típico en esta clase de

problemas, es la circunferencia unitaria dada por la ecuación z

f<x,y)	 x2 + y2 - 1 = O.  

Ahora bien, para que el conjunto f<x,y)=0 represente a x como

función de y debe de pasar que Lada recta y=c, en el plano xy,

atraviese a este conjunto una sola vez. Evidentemente no ocurre
fi

así en este caso el cual se ve de la siguiente manera.  

Sin embargo, si se ha eligido un punto Cx o ,y o ) tal que

fix o ,y o )=0, es factible pensar que en una peque1a vecindad de

dicho punto la condición de que toda recta y=c atraviese a la
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gráfica una sola vez se satisfaga excepto para los puntos (0,14) y

<0,-0 como se muestra gráficamente a continuación.

Y

i)
	

ji)

Las porciones que quedan dentro de las vecindades que se indican

en i), representan	 ejemplos de funciones	 implícitas para la --

	

relación xz + yz - 1 = 0. En la parte superior, x > O, tenemos que 	 _
----

x im gi\y>ga /1 - y2	 mientras que para la parte inferior , x < 0,	 -
-
."1
1
C-

es x z• g2(y>vg - 11 - y2 . Nótese que g y c z son diferenciables.i	 t1
Todo lo contrario sucede en la figura ii.) donde	 es imposible	 1Cb.tener a x como función de y alrededor de	 los puntos <0,+1> y	 t

1
	<0,-1> respectivamente. Sin embargo, estos son precisamente en los 	 i

4
Ofcuales, -5-x = O por lo que podemos sospechar que	 una de las

,	 arcondiciones a imponer, es que se satisfaga que	 rx<xo,yo> � 0. De

hecho, adicionalmente	 la hipótesis de continuidad	 de dicha parcial

en (x ,y ), garantiza la existencia única y local de funcioneso o
implícitas para para	 la relación	 f<x,y>=0. Lo	 anteriormente dicho

se puede justificar en la siguiente forma. Si 	 z=f<x,y> es

diferenciable entonces podemos aproximar linalmente a la

superficie alrededor	 de un punto Cx ,y >	 mediante el planoo o
tangente dado por:

Of	 dfP t (x,y) =,y )Cx - ,c) + —ay (xo ,yo )Cy - yo ) + f(x ,y >ax o	 o	 o o
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y la ecuación P t<x,y>=0 puede resolverse para x en términos de y
Oí.simpre y cuando	 —dx <xo'ye> � O. Ahora, si f<x o ,y o >:=0 entonces

puesto que z = f<x,y> se comporta como P cerca de dicho punto

es de esperarse que, al menos localmente, la ecuación f<x,y>=0

también pueda "resolverse" para x en términos de y ó, en otras

palabras, que el conjunto f<x,y)=0 representa, cerca de Cx o ,y o>,

la gráfica de alguna función de la forma x=g<y). Pero si además,
arimponemos que la parcial, -6-x , sea continua en el punto <xo,yo>

entonces existirá alguna vecindad V del mismo en el cual se tenga

que ar— O. Esto nos dice que los planos tangentes a la superficieOx
z=iftx,y> no son paralelos a xz, lo que	 asegura que localmente la

gráfica f<x,y>=0 no alcanza a dar "vuelta" como sucede alrededor

de los (Puntos <0,+1> y <0,-1> de ejemplo que acabamos de ver.

Ya hemos visto las condiciones a imponer para determinar la

existencia de funciones implícitas en una relación de la forma

f<x,y>=0, en donde x, y y fCx,y) son reales. Sin embargo, podemos

sacar mas información respecto a tales funciones si admitimos en

este momento que las condiciones antes mencionadas garantizan su

existencia local. En este sentido digamos que ya se tiene definida

una función x=g<y) por medio de la relación implícita f<g<y>,y>=0;

ahora, la ecuación P c <x,y)=0 representa	 la tangente a la gráfica

del conjunto f<x,y>=0 y cuya pendiente esta dada por la fórmula
1. 0fOfm = [3--x<x,y1 Ox

puesto que f<x,y>=0 4 x=g<y) y si suponemos también que g es

diferenciable entonces g' <y) es la pendiente de la tangente en el

punto <g<y),y> sobre la gráfica de g 	 y por lo cual se deberá

tener que g ' Cy ) =
- 1 cif[---ax Cg<y),y)] —Oy CgCy>,y)

ir
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Introduciremos ahora el problema a mas dimensiones mediante la
discusión que sigue.

Ya hemos visto, en particular, que la ecuación lineal en dos

incógnitas ax + by = O se resuelve para x en términos de y

siempre y cuando a sea invertible, es decir, a�0. En general el

sistema lineal de n + m incógnitas con n ecuaciones dado por

a x +aX +a x +b y +b y +...+b y =Oti 1	 122 in n 11	 1 *22 1m m

a	 x +a	 x +...+a x +b y +b y +...+b y =O
2* 1	 22 2 2n n 21 1 22 2 2m m

an1X1 +an2X2 + ... +a
nn

x
n

+b y
n1 1

+b y
n2 2

+...+b

,

y
rom m

XI: 0

permite resolver para las xt's en términos de las y» solo si la

La matígjz

A
a	 a	 ...a

a	 a	 ...a

	

a	 a	 ...a	 ^

	

11	 12	 1 n

	

21	 22	 2n

	

•	 •	 ••	 •	 .	 •	 &&&&&	 •	 ..•

	

n1	 r12	 nn

es invertible, esto es , que	 Det,(A)�0.

Nótese que este sistema, corresponde a una transformación lineal

T:IRn+m
In

y	 que	 a	 su	 vez,	 es	 posible	 descomponerla 	 en	 dos

transformaciones lineales 	 T :[Rn	 •[R"	 T :[Rm con T x	 Ax
1

Ty = By	 donde:

	

x	 y "b	 b	 ...b

	

t	 1	 11	 12	 lm

	

x
2	 Yz	b	 b	 ...b

.,TI	
n,

	

Y	 Y	 B	 =....
21	 22	 2m

	y 	 n1	 n2	 TM
b	 b	 ...b
....... . 	. 	 Así,	 (20)

puede ser escrita como T x + T y = O y si A es invertible, T-1
t	 z	 t

existe y por tanto x =	 o T y En términos de las coordenadas
1	 2

esto esto nos dice que las	 primeras n variables

son funciones de	 y, y_,
2

,•••,	 y	 . Esta es precisamente la versión
1 	 m
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lineal del teorema de la función implícita.

Una generalización del sistema 00 esta dado por:

	

f Cx ,x	 , y ,y	 )r-- O
t z	 n 1 2

ir2 
<PC/ PC2/ PY2 , - .. ,Ym ) gis O

	f <x ,x	 , y ,y	 ) O
12	 n12	 m

donde f.:D S Ce"' -1 IR ,, f.	 é tri <D),	 I) abierto, t.t,z,... n. Cuandot
las f. son lineales, el criterio que	 nos permite pasar de unas

1.

variables a otras radica en la posibilidad de invertir una matriz.

En este caso ,5 cual es el criterio que garantice que las variables

x	 x
2 	x71 

puedan ser resueltas en función de y1 ,	 ymer.

Este problema se puede ver de la siguiente forma;

si defitaimos f:02n+rn -, Rn cuya L-ésima componente es ft, entonces

el sistema 0100 puede escribirse como:

	f<x,y)=0 donde x = Cx ,x	 )

	

1 2	 n y Y u <Y1yYzy-yYm)

Además, si x=g<y) es tal que f<g<y),y)=0 se ve que en términos de

las coordenadas, esto implica las siguientes igualdades:

x-C11 <Y 1 ,y2 ”-,ym ), X2mg 2 (57 1 'Y2 ./..”5/m x "g <Y ,Y ”-,57 ›-nr112	 m

De aquí que ,la resp.uesta a la pregunta planteada equivale a

dar condiciones que permitan asegurar la existencia de la función

implícita en la ecuación f <x, y )=0. Esto es precisamente lo que
1

asegura el teorema de la función implícita en su forma mas general

y para lo cual exige que la función sea de clase tl alrededor de

un punto y que la matriz af sea invertible de una manera análogaOx
a como se ha observado en el caso lineal.

Antes de establecer el teorema daremos dos resultados que

serán utilizados en la demostración.
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TEOREMA 2.2.1. Considérese el espacio euclidiano	 s IRnx [Rrn con

la topologia usual. Si W es un abierto en w 71+111 entonces el

conjunto y zg {y e [Rrn: (0,y) e W es un abierto en IRm.

DEMOSTRACION: Para ver esto debemos probar que para cada y e V

existe una bola abierta en IRm de radio k y centro

que 13<k,y> c V.

en y,B(k,y), tal

Si V = 0, V es abierto por definición. Supongamos que V 0 y

sea y e V.Entonces (0,y) e W y siendo W abierto, existe una bola

abierta	 B Cr,<O,y>>

B	 {i Cr,CO3y>>	 a	 Cs,t)

completamente	 contenida	 en

e	 (flFM:	 d<Cs,t),<O,y>>	 <	 r

W, es	 decir,

c	 W.	 Esto

que

se

muestra a continuación.

Ahora sea
	

{t. e gen: <0,t>	 Eli<r,CO3y>>1
	

V. Para	 esas t's

se sigue cumpliendo que d< <O, t >,03,y>> < r	 y	 además	 d<t,y)

cM0,t),CO3y>> < r	 por lo que	 eligiendo loar	 tenemos la conclusión

de que	 BCk,y> :S.Ct. e De': d<t,y> < k> c

El segundo resultado es sobre transformaciones lineales y es:

TEOREMA	 2 2 2. Sean V< , Y? espacios de Banach	 y consideremos el

producto Z =	 x . Sea T e .r02,110, T2 e .e<15',g> y definamos el

mapeo	 T:2 •2	 dado por	 11<x,y) = <T x +	 T y, y>. Si T es
2

invertible, T es invertible. El reciproco también es cierto.
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DEMOSTRACION: Supongamos que T es invertible, debemos mostrar

que la ecuación TCx,y)	 Ch,k) posee solución única. Para esto

tenemos que la ecuación anterior es equivalente al sistema:

Ttx + Tzy = h	 T
1
x+T2k=h

y III k	 y = k

como T es invertible	 se	 tiene que para	 cada Ch,k) existe una
1única solución dada por y = k y x = T Ch - T 2k). De aquí que T

sea uno a uno y sobre, es decir, invertible y cuya inversa es:

T ± Ch,k) = Cx,y) = Cr i Ch - T 2k), 10.

Finalmente tenemos:

TEOREMA 2.2.3. (DE LA FUNCION IMPLÍCITA)

Sea D un subconjunto abierto de R nx IR f:D • IRn con f e ei<D);

considgremos la ecuación fCx,y)=0 y sea <a,1:0 e D de modo que

fCa,b)=O. Supongamos ahora que -Ca,b) es invertible. Entonces:

O Existen conjuntos abiertos U c D, V c CR T" con Ca,b) e U, b e y

y una única función g:V	 IR", con g e es <V), tal que satisface

que para cada y e V, CgCy),y) e U, g<1:0=a y	 f<g<y),y>=0. Mas aún
t

1.0 g'Cy) = [—Of	 er
<g<y),y)]	 — g(y),y) para cada y e V.Ox	 uY-

ODSERV ACION: En otras palabras la parte O nos dice que todas las

soluciones de la ecuación 	 fCx,y)=O en U están	 dadas por la

gráfica de g en U como se ilustra a continuación.

az"
a u

	>CR"
O

55



DEHOSTRÁC/ON: La conclusión O será extraída' mediante la

aplicación del teorema de la función inversa a la función aindliar

FCx,y>=C(<x,y),y>. La parte ii> 	 será una consecuencia inmediata de

la regla de la cadena aplicada a la ecuación f(gCy>,y)=0.

Para empezar tenemos que claramente F es continuamente

diferenciable pues	 sus	 componentes lo son. Además en el punto

Ca,b>, Fea,b>=C(<a,b),b>=CO,b> y	 ahora probaremos que	 F'Ca,b> es

invertible. Para esto sea th,k> de modo <a + ti, b + k> e D; ahora

FCa + 11, b + k> - FCa,b) = Mal + h, b + 10, b + 10 - 03,b>

= ((Ca	 + h,	 b	 + 10, k>.	 Como f es diferenciable en Ca,b>

entonces, por	 definición, f'<a,b> es el mapeo lineal	 que manda

(h,k) 4 ('(a,b)Ch,k) y que satiface que

(Ca +	 b + 10=fla + h, b + 10 - ((a,b)3=fla,b)Ch,k> + OCh,k>. De

esto resulta que:

F(a + h, b +	 - FCa,b> Weet,b)Ch,k> + OCh,k>,

<fla,b)Ch,k), k> +	 <001,k), O>. De esta manera 	 se ve que

F'(a,b) es el mapeo lineal que manda Ch,k> • (f'(a,b)(h,k), k>, es

decir, F'(a,b) =	 C('Ca,b)(h,k), 	 10. Por el teorema 0.3.1 tenemos

que ('Ca,b)Ch,k)	 —ef(a,b)h + —Ca,b>k por lo que F'<a,b)(h,k)

(Of<a,b)11 +	 a,b>kdr—

	

cf)r-	 k) y	 puesto que la parcial 	 -<-9-x(a,b) es

invertible, se deeduce del teoreina 2.2.2 que F'Ca,b> es invertible.

Ahora del teorema de la función inversa á.e deduce que existen

conjuntos abiertos U c D, W	 c 112"x (Rm de Ca,b> y	 fla,b>=CO,b>

respectivamente en donde F:U • W es invertible.

Además si O es	 la inversa definida por GCs,t>=CgiCs,t.), g2(s,t),

Cs,t> e	 W, (3	 e	 ¿CV> y F 06<s,t)ggCs,t) e W. Desarrollando la

composición tenemos que:
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FoGCs,t) F k i<s,t),	 g2Cs,t1 s	 (f<giCs,t),	 g2<s,t.)>,	 g2<s,t.))

<s ,t> e W. Ahora definamos el conjunto V = y e	 02m :	 <0,y> e W ;

entonces por el teorema 2.2.1 V es abierto pues W lo es.

Para y e	 V, <0,y> e W y (f<gi<0,y>,g2<0,y>>, g2 03,y1 CO,y).

De aquí que g2<0,y>	 =	 y y poniendo gi <0,y) g<y> tenemos que

<f<g<y),y), y> in <0,y>.

az"'       

Dado que O es uno a uno de W sobre U, para cada y e V existe un

único	 gCy> para el cual CgCy),y> e U y f<g<y>,y>=0. Por último

siendo 0 e licw), la ecuación G<O,y>=3 if<g<y),50, y))=0 (F<g<y>,y))

zu<g<y>,y> que g e et <V>. Esto prueba la parte O.

Ahora para ver ii> apliquemos la regla de la cadena a la ecuación

f<g<y>,.y>=0. De esto resulta que:

ar	 ayf'<g<y>,y) ---<g<y>,y)—ax +Cg<y),y)— y como x=g<y>, tenemos,
Ox	 ay	 ay

ex	 ay
frY	

g'(Y)	 .4„ dm: I. Así:

Cg(y),y)g'<y) + uY
--`

. Of g<y),y5 =Ox 
Y

g'<y> = p	 Offx-Cg<y>,50]	 —,<g<3,0,y>
t	 t'Y

y e V. g

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS E.ACTAS

Y NATURALES

lag 'a BUOS

itthrlir GRAMICZA
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Prácticamente el teorema	 de la función implícita	 aqui

expuesto, ha sido dado como una aplicación 	 del teorema de	 la

función inversa	 el cual,	 bajo isomorfismo lineal, 	 es extendido	 a

los espacios de	 banach en General. Así mismo, dicho teorema sigue

siendo válido en tales espacios 	 si pedimos en este caso 	 que
8f»TICa,b) sea precisamente	 el isomorfismo lineal. 	 De esta forma,

todos los detalles de la demostración se mantienen intactos cuando

en vez de R", CR rn se ponen, en General, los espacios de Banach 	 15'

respectivamente.

2.2. EJEMPLOS

tf ejemplos que a	 continuación se presentan, ilustran	 la

conclusión básica del teorema de la función implícita que 	 nos

permite poder "resolver" para una variable en términos de la otra

en una ecuación de la forma f(x,y) = 0.

2.2.1. Sea el sistema:
ax2 	Y	 -zz 

- 3/2 = 0
ax +ya - 3y + z + 3 = O

Puede ser resuelto para y, z en términos de x en una vecindad

del punto (-1,1,0)?

solución. Sea f:ER x CR2 • CR2 definido por:
1	 2 3/2, x3 + yaf<x,y,z)=Cx2 +	 y + 2

a
 - 2

2
 - 	- 3y +z + 3).	 Así.,

2	 1

Of 

[2Y
	 3j-21

f(-1,1,0)=0 y podemos ver que	 cual0<y,z) 3y3-3

es claramente continua
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OfCa, b) =
1

o
b)

O

1

-1
ril"<a,b)]	 =ax

0 -1
Por lo tanto

o

-1	 o

	

{

0	 -1	 1

	

0

	

1	 o	 [ o	 1

0	 1
JIO'<a) =

entonces Of 
0<y,z) < 1,1,0) =

0	 1
que es claramente invertible    

el teorema de la	 función	 implícita garantiza que es posible

resolver para y,z en términos de x en alguna vecindad del punto

<-1,1,0).

2.2.2. Sea f:LR2 x R2 -• R2 dado porla fórmula:
f(xi ,x2 ,yily2 )=(xiyi + x2yi - 1, xixz - ysy2).

	

Sea también	 los puntos	 a=(1,0), b=<0,1) de modo que f<a,b)=0.

Pongamos ahora y=Cy t ,y 
2 
), x=0c ,x 2 ); mostraremos que y puede ser

resuelta para x cerca de a y denotando y=cfr<x) evaluaremos 0'(a).
1]Of

so incion. —<a,b)	 =	 que es invertible y por lo cual
aY	 - 1	 0

podemos expresar y en términos de x cerca del punto a=<1,0). Así

tenemos la existencia local de una función O tal que f<x,000)=0

con 4,<a)=b. Además 	 sabemos	 que O' esta dada por la expresión

ep	 ar	 0f'<x)=- [0<x),x)	 1—ax(cp<x),x). Además podemos ver que:—<oY- 

En terminos de las componentes tenemos las igualdades:

80	 80	 80	 80
10,	

ex
0) = O, --

t 	
ex

ç1,0) = 1,	
2

'	 2'<1 O) = -1, ....—<1 0) = 0.Ox	 ex i	 2	 i	 z

2.2.3. La ecuación xy - 	 zlny + 1 exz
- 1 = O, puede resolverse para

z en términos de x,y alrededor de (0,1,1)?
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solución. Pongamos f(x,y,z) 	 xy - zlny + e" - 1. 'Así, f<0,1,1>=0

Ofy con -8,1<x,y,z) = -Iny + xezx	 ,que claramente es continua, tenemos

Ofque —(0 1 1) s O por lo que el teorema de la función implícita noOz
garantiza nada.

Podemos hacerlo para y en términos de x,z?

Of	 z	 efsoLución.—(x,y,z) = x	 y	 —0O31,1) = -1 = O por lo que en
ay	 Y	 ay

este caso si es posible resolver para y en función de x, z

alrededor del punto (0,1,1).
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CAPITULO 3

EL TEOREMA DEL RANGO

En el algebra lineal se introduce en los espacios finitos

dimensionales, el concepto de cambio de coordenadas para un vector

que ha sido expresado en dos bases distintas. Esto permite también

para las transformaciones lineales de un cierto rango el buscar

bases apropiadas en las cuales su matriz adquiera una expresión lo

mas sencilla posible. De hecho es cierto que si T:R n 	Rm es una

transformación lineal de rango=p y A una representación matricial

de T entonces	 existen matrices invertibles Q,	 P tal que

[1 10]
QAP-1=	

9	
en donde I es la matriz identidad pxp. Las

O IO

matrides Q, P son llamadas los cambios de coordenadas que me

	 Evidentemente Las matrices A y

QAP-1 se pueden decir que son equivalentes en cuanto son

expresiones de una misma transformación lineal. Mas aun entre

ellas se define una relación de equivalencia cuyas clases de
•equivalencia 'quedan caracterizadas 	 por	 el rango	 de	 la

transformación.

Una teoría similar, como se verá en la sección 2, 	 resulta

cuando se consideran funciones f:D c iRn Rm de clase 1* (D). Aquí

el concepto de, equivalencia, definición 3.2.1, también conduce a

una relación de equivalencia en el espacio de tales funciones

como en el caso lineal, siendo 'el llamado TEOREMA DEL RANGO el que

justifica lo antes afirmado. El teorema del rango establece que la

transformación lineal Df es de rango=p en D, entonces f es

llevan de A a la forma
[1 p  O

0 10
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localmente equivalente a la lineal:

	

I Cx ,x	 ) = (X ,x	 ,0,....0)
P	 2	 n	 2

el sentido ahora de que existen difeomorfbsmos h, g tales que

es	 válida	 la ecuación	 hofog -t <x)	 = I (x).

Este es pues, un resultado mas que refleja el principio básico

generad de que las	 funciones de	 clase t actúan localmente

como lo hacen sus derivadas.

1. ff1A1TROCIS W THRAINSECRUIACOONGES CLOENCEMILIES

Sea B =	 una	 base para [Rn y sea x e	 Ie.
2

Entoncesx=au +au	 + — +au yal vector dado por Cx1 =
1	 2	 2	 n n	 /11

1

Ca,a	 se le llama el vector	 coordenada de x respecto a La
1.	 2

base B. Este vector, pudiera decirse, es la etiqueta ó nombre que
1

recibe x de parte de 81. De la misma manera si B es una nuevaz
base para le, entonces en esta base el nombre para x es el vector

coordenada Ex]1:1; Geométricamente x representa el mismo vector en

ambas bases, ppro, cod nombres distintos.

Cuando expresamos las coordenadas de un vector de una base en

términos de la otra	 decimos que	 se ha	 efectuado un cambio de

coordenadas. En este 'caso dicho cambio es de la base 8 a la base
•

z' 
En realidad siempre es posible encontrar una matriz P de nxn

que realice dicha operación, es decir, una matriz P que satisfaga

la ecuación:

Ex'= l'Ex]
II	 13

en donde a P se le llama La matriz de transición de La base 8 a1. 

en
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la base D2 ó simplemente la matriz del cambio dé coordenadas.

Además ésta siempre posee la inversa que es la matriz reciproca de

coordenadas, esto es:
-P 1Cxl m Ix1e	 13

2	 1

Ahora sea una traer ormación lineal T:R" .-.. Rm y consideremos

las bases 81 , 82 de R" y Rm respectivamente. Podemos asociar a T

una matriz B de mxn de forma que B sea la matriz de la

transformación T con respecto a 8 1 , como base para el dominio y

z como base del contradominio. Si por otra parte, A es la

representación matricial de T en las bases canónicas, de IR" y Rm

respectivamente entonces A y B están relacionadas por el siguiente

teorema:

TEOREMA 3.1.1. Sea P la matriz del	 cambio de coordenadas de la

base canónica en 02" a 8 y Q la matriz del cambio de coordenadas

de la base canónica en R m a B2 . Si A es, como anteriormente. la

matriz de una transformación T entonces se cumple que:
QAP-1 =

donde B es la representación matricial de T en las bases B y B .
1	 2

<ver'Libro 11 cap 1 7>

Lo anterior da lugar la siguiente definición.

DEF.3.1.1. Se dice que una matriz A de mxn es equivalente a una

matriz B del mismo tamaño, escribimos A t 13, si existe una matriz

cuadrada Q invertible de mxm y una matriz cuadrada P invertible de
_nxn tal que QAP -1 = B.

Es fácil deducir que si A	 B entonces B 2: A por lo que suele

decirse simplementes matrices equivalentes. Además, en vista 	 del

teorema 3A A, es inmediato que si A y B son representaciones

matriciales de una misma transformación lineal T:ER 	 Rm entonces

11:
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

A y

MSABERUMWMK4wa•wourawu
son equivalentes. También el inverso es ciertó, es decir, si

A y B son matrices equivalentes, éstas representan a una misma

transformación	 lineal en dos bases distintas. Algo que para

nosotros será	 importante es que éste concepto de equivalencia

define una relación de equivalencia sobre el espacio vectorial de

todas las matrices	 reales de mxn y, por isomorfismo, sobre el

espacio vectorial	 teRn,PRmY por lo cual, queda dividido este

espacio en clases disjuntas por pares y en donde cada clase esta

formada por el	 conjunto de todas las transformaciones lineales

equivalentes a	 algún elemento típico ó representante de dicha

clase. Simbólicamente si para algún conjunto de indices I, el

elemento T ,	 e I, es el representante de alguna clase, entonces

11),la clasedeYesdenotadaPoraly que esta dada por (TI = Cr

e XtRn,IRm): T	 T	 en donde (In = X<R",(Rm). En realidad, a La
LEl	 1.

hora de trabajar	 con clases es conveniente tener a un

representante	 en cada una de ellas y como cada clase es

independiente del elemento que JAD represente es obvio buscar aquel

que por sus características sea mas sencillo de tratar.

Ahora estudiaremos como el rango de las transformaciones

lineales determinan una partición en n+1 clases de equivalencia en
•

el espacio X(Rn,(Rm) y en donde además los representantes se pueden
w

escoger particulartmente simples.

DEF.3.1.2. Sea A ,una matriz real de mxn y sea p el número máximo

de columnas,	 Co renglones), Unelmente independientes de A.

LLamamos a p el rango de esta Wactidz y escribimos ran<A)=p.

La definición anterior puede ser formulada como sigue: el

rango de una matriz real A es p, si existe una submatriz cuadrada
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de tamaño pxp con	 determinante distinto	 de	 cero, esto es,

invertible y que además cualquier submatriz de tamaño mayor a pxp

tiene determinante igual a cero.

DEF.3.1.3. Sea T112"	 Cr una transformación lineal y sea A la

representación matricial de T; definimos el rango de	 T como

ran<T>agdimamagen de T>zeiran<A).

	

Estamos ahora en condiciones de enunciar 	 lo que	 seria la

versión lineal del teorema del rango.

TEOREMA 3.1.2. Sea TIR TI -• [R " y supongamos que el rango de T es p.-

Entonces existen bases 8 = <u ,u	 y	 ,v	 )2	 2	 2

respecto a las cuales B, la matriz de dicha transformación, es de

la forma:

I p	 O
B im .. .... .... , donde I es la matriz identidad de tamaño pxp.[

O O	
p

(ver libro Si capitulo 7).

De aqui se deduce que toa las representaciones matriciales,

A, de una transformacion lineal T:02"	 IR"' cuyo rango	 es p, son

equivalentes a, la matriz 13 del teorema anterior. De esta manera

queda pues descompuesto el espacio ZeR",[12 m >	 en n+1	 clases de

equivalencia a saber; las de rango 0, 	 1,	 n respectivamente

y en donde los representantes para cada clase pueden tomarse

mediante las matrices mas simples asociadas	 a estas

transformaciones y que tienen la forma:

p = 0, 1,	 n respectivamente.
O O
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2. FUINCO <DINES EIKUOSYALEIMES

En esta sección	 generalizamos el estudio del caso 	 lineal

precedente considerando ahora funciones de clase el .

DEF.3.2.1. Sean cr, w:CR"	 CR m funciones	 de clase t's. Diremos que

es equivalente a w , 15	 w, si existen CsOdifeornorfismos	 -• CR"

y h:01" -1 01" de clase gel tales que:

hocrog-i<x) = w<x)

El concepto de equivalencia en este caso también define una

relación de equivalencia sobre el espacio vectorial	 s'CI:R",132n1) y

cuyas consecuencias	 ya	 hemos visto	 con	 anterioridad.	 Aquí nos

detendremos un momento para verificar que efectivamente (i)	 w es

una relación de equivalencia. Para esto tenemos que hacer ver que

se satisfacen las siguientes tres propiedades.

O rz. (t)	 "reflexibilidad"

O re. y 7.> vi Ir, 0	 "simetría"

iii) 0 7 -ly,	 y yi -:-. y 4, cfr 2.4 y	 "transitividad"

O si tomamos h=1 , g=I	 entonces g -±=I y h o crog' 004 zoo por
m	 n	 n	 m	 n,

lo que

ji) puesto	 que Ø	 w,	 existen diféomorfismos h, g de	 clane Z1

tales que	 hoØogsw. Pero esto implica que h-1 vi O g(X>S0(X) y

poniendo cz=h-t, v=g tenemos que v =g	 por lo	 que podemos

escribir que ti o v., o y (x)r-cp(x). Por lo tanto Vi	 0.

iii) de igual forma Ø	 h04)*C=W Y
	 p ow

sustituyendo ;u de la primera implicación a la segunda tenemos que

p o Ch o €r o g- i) o q -i=y p	 Cr, o h) q5 o Cg	 o q )=7.	 Si definimos	 ahora u=p h,

~funciones diferenctables invertibLes con inversa cliferenctabLe.
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v=q o g tenemos , puesto que	 g-1
o q-ILSGiNg) 1 , la condlusión	 de que

unP o v i Cx>57(x). por lo tanto	 Y•

Concluiremos este capitulo presentando el resultado que es la

generalización del	 teorema 3.1.2.	 Dicho	 resultado expresa que las

funciones f:D S CR"	 ERrn, con f e li <D> y cuya diferencial Df es de

rango constante p en D, se comportan localmente equivalentes a la

función lineal I que representa	 la proyección en las primeras p

coordenadas en el	 espacio	 CR m .	 En otras palabras, que	 existen

difeomorfismos locales	 h,g de clase L1	tales que:

hofog-i <x>=I <x» Cx ,x	 ,0,,..,0> e (Rm
1. 2	 p

Obsérvese que cuando f es lineal la matriz A-Df es precisamente la

matriz asociada	 a f en las bases canónicas de CR", 021"

respectivamente y	 en donde	 aqui	 los difeomorfismos	 g,

corresponden a las transformaciones P,	 Q del teorema 3.1.2.

En otras palabras, el	 teorema	 del rango asegura	 que la

dimension de la	 imagen	 de	 un abierto bajo una	 función

continuamente diferenciable es igual	 al rango de la diferencial

cuando este es constante en el mismo abierto.
•

Precisando lo anterior Tenemos:

TEOREMA 3.2.1 <DEL RANGO). Sea D	 abierto y f:D	 gen con

f e es<D). Supongamos que Df tiene rango p Y x e D y para a e D

pongamos b = f<a>e IR Tr . Entonces:

O Existen conjuntos	 abiertos	 U de	 a, U' de O e -n

	

1K	 y un

difeomorfismo g:U	 U' de clase el.

Existen conjuntos	 abiertds	 V de	 b, V' de O e R rn	 y un

difeomorfismo h:V	 y' de clase 'es.

iii> hefog-i<x ,x	 >=Cxs 2	 n	 1 2	 p
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U

U'

Geométricamente, esto se ilustra como sigue:

DEMOSTRACION: Primero se supondrá que a=0 y f(a)=b=0,pues, el caso

general se obtendrá poniendo F<x)=f(x + a) - b. Se construye

usando las p componentes de f que hagan que Df(0) sea de rango p y

se le aplica a g el teorema de la función inversa Se hace rog-1
-1bajo ciertas consideraciones, se construye h de forma que horeg

tenga la forma requerida. Finalmente se le aplica a h el teorema

de La función inversa.

Debidoaque Df<x) tiene rangopYxeDentonces la matriz

taf Of •

Ox	 Ox1	 z OX n
di.Of Ofz	 2 z

Df(0) = Ox	 Ox
2 Ox n

Of	 ar Of
Ox	 Ox,	 1	 z Ox

•
tiene rango p. Por lo tanto sabemos que existe una submatriz de
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tamario pxp invertible y que esto no se cumple para Submatrices de

	

mayor tamallo. Además	 se puede	 suponer que tal submatriz esta

colocada en la esquina de la

parte superior de Df<0). De	 no ser así, podemos permutar los

renglones y columnas para que esto se pueda tener como lo muestra

la matriz:

	

Of	 Of	 	 i.

	

dx	 Oxs	 P

	Of	 Of

	

P	 	 	 P

Ox
p

el vector x=Cx 1 ,x 2 ,...x n ). Es claro

-.

CR" dado por la	 fórmula

en	 donde	 x	 es

	

que g	 e lin»	 y que g(0)=0;

g podemos ver	 que es

tDespués	 de esto definamos g:D5Iftn

gCx ,x
2n	 1

>=Cf Cx),,f2<x),...,f Cx),x
p+1n

 ),

entonces si calculamos la diferencial de

Of	 df.. •	 .....
Ox	 Ox
. . .

•	

..... 	...
df	 ar

p	 .....	 p

Ox	 OX
1

o
1	 -•

Dg(g)

la cual es invertile en x=0 y por el teorema de la función inversa

existen abiertos U de O, U' de g<0):=0 y un difeomorfismo g:U	 U'

de clase le en donde además g<U)=U'. Esto prueba la parte O.

Pongamos	 Ahora	 en	 las	 coordenadas	 de	 g	 que:

,xn)=<fiCx),f2<x),...,f p <x),xp	)

±
y observemos que g funciona como la inversa de f en las primeras
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p coordenadas, pues, g, f son iguales en esas componentes. De aqui

que tengamos la siguiente igualdad:

feos icY ,y ,-,y	 ,y	 .g 1(y),-,f .g icY))1 2	 n	 p p+

s(Y1 ›YZ .,•••,Yp ,Wp+1 (y),...,Vin.,(Y)); en	 donde Y=(YY2 >««•›Yn ) e	 U'.

Si calculamos La derivada de esta composición se puede ver que:

o

Off og 1-(y)) -=
P.'	 	 °Wp+1

:ay ,	 aY,
e	 p+.

ay	 ay rom 	

p + 1	 aYn

Ahora, el rango de esta matriz debe de ser p lo cual implica que

todas las parciales deben de ser cero Ya que si para algún ye U'

al menos una de ellas es distinta de cero se tendría una submatriz

de tamabo (p+1)*(p+1) lo cual sería contrario a nuestra hipótesis.

Por lo tanto las funciones w
10+1	

no dependen de las

variables yp+1,;..,ym Y ,en base a esto definamos h:IRm • ERrn dado

por:

hCz ,z	 >r-(z ,zt 2	 ni	 1 2	 p+1	 p+1	 ni

ZneCZ ,Z	 ). Así 'la diferencial de h es,
2

1

wm(z))	 donde

1 o
1DhCz>

1

1
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la cual es obviamente invertible y nuevamente por el *teorema de la

función inversa existen con juntos abiertos V, V' de O y h(0)=0 en

respectivamente, tales que la función h:V 	 V' es un

difeomorfismo de clase el , en donde además h<V)aV'. Esto prueba la

parte 10.

Por último , haciendo la composición de f o g-i con h obtenemos

tbar °C (Yt ,Y2 ,—,Yn»<Y1 ,Y2 ,•••,Yp ,Wpi	Wp+1,--,Wm	 Wrn

• Cyey2,...,yp,0,0,...,0) e IP?", V y e U'.E

1
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CAPITULO 4

TEOREMAS EQUIVALENTES

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
El San DE DM BUCE

RAMA MI GRAPIDEZA

En este breve capitulo daremos a conocer que los teoremas

2.1.1, 2.2.3, 3.2.1, son equivalentes entre 	 si, es decir, como un

hecho interesante mostraremos que se cumple:

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA 4-4. TEOREMA DEL RANGO 4—> TEOREMA

DE LA FUNCION IMPLICITA.

El ciclo que obviamente determina esta equivalencia esta dado

en el siguiente orden;

1.- TE12R.EMA DE LA FUNCION INVERSA	 TEOREMA DEL RANGO

II.- TEOREMA DEL RANGO 4 TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

111.- TEOREMA DE LA FUNCION ~LICITA	 TEOREMA DE LA FUNCION

INVERSA.

DEMOSTRACION 1. La prueba de esta implicación esta dada ya en el

teorema 3.2.1.

•
DEMOSTRÁCION II. Las hipótesis del teorema de la función implícita

están dadas por las siguientes. •
O f:D S CR" x [Rni, ERn con f e esa»

c7fCa,b) e D, f<a,b)=0 y -63-1(a,b) invertible

La conclusión es que existen conjuntos U de Ca,b), V de b y

una función g:V • [Rn con g e ¿CV) tal que para cada y e V, el

punto (g(y),y) e U y fCg(y),y)=0.
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Para ver que lo anterior es	 consecuencia del teorema del

rango, supondremos primeramente que 	 Ca,b>=<0,0), el caso general se

obtendrá haciendo FCx,y) = fC<x,y> - 	 Ca,b)l. Como f e Ii(D) tenemos

Of	 Ofes continua en D y dado que —que ryirc	Ox(0,0) es invertible entonces

es invertible en alguna vecindad W de (0,0). De esta manera la

matriz Df tiene rango máximo n V x e W y por el teorema del rango,

tenemos la existencia de los difeomorfismos locales de clase Zi

w:U • U' Ro4o>4-zo0:Z	 -14 Z' que están dados en este caso<cm	 <0,0)'	 o

por wCx ,y »Cf Cx ,y ),y , O(u)=u e IR" y satisfaciendo que:

469f0;triCs,t)Tos e IR" Ws,t) e U'
(o,o)

Siendo O la identidad y dado que	 y) deja fija la segunda

-1coordenada, w también lo hace y poniendo yi Cs,t>=<w* Cs,t),t)

tenemos f ovriCs,t>=f0p*Cs,t),t>=s e CR"	 WCs,t> e IP(0,01 . Sea el

conjunto V = <y e IR": <0,y> e W) que es abierto pues W lo es; para

esas y's tenemos que fel)
* <0,y),y)=0 en donde Op* 03,y),y) E U

<0,0>

Finalmente se pone g(y)=y4o* Co,y) y es claro que g e ti(V) por

lo que , se tiene el resultado deseado. I

DEMOSTRÁCION III. En este caso las hipótesis de teorema de la

función inversa sdn las siguientes.

O f:D S CR" • [R" con f e ei<D)

ii> a e D, b=f<a> y f'Ca) invertible.

La conclusión es que f es un difeomorfismo local de clase

Mas precisamente, existen abiertos U de a, V de b y una función

g:V • U que es la inversa se f y con g e i<V).

Of

8x
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Primero definamos E = Dx[R n y la función F:E 3IR" dada por

F(x,y)	 (<x) - y. Así F e li<E> y F<a,b> = (Ca) - b = O; además

oFtenemos	 que --(a,b)	 f'<a> y por lo tanto es invertible por

hipótesis. De aquí que	 por el teorema de la función implícita

existe un abierto V de b y una función g:V • CR", g e IS<V>, tal

que F<g<y>,y)=0 para cada y e V. Pero F<g<y),y> = f<g<y>> - y = O,

por lo que resulta que f<g<y>>=y. De esta manera tenemos que g es

Ja inversa de f y poniendo U = f-i<V> se tiene el resultado.

á

74



CAPITULO 5

APLICACION DEPENDENCIA FUNCIONAL

De manera análoga al concepto de dependencia lineal que se

tiene en	 espacios vectoriales finito dimensionales y que nos

permite expresar un vector como combinacion lineal de otros, en

este capitulo daremos un criterio que nos permita saber si en un

cierto conjunto de m funciones reales de	 n variables, wilw2,..,wm

con m	 n, existe una dependencia entre	 ellas	 en el sentido de

poder expresar funciones de ese conjunto en 	 términos de las

restantes.	 Por ejemplo, en el sistema dado por las funciones

(X7Y,Z)1	
X

2
 + Y2 + z2 , 2 Cx,y ,z) 11	 YZ	 zx, Y Vis (X

sY,Z) 101

x + y + z	 tenemos que w i depende de w2 y de w3 pues:

w 1 Chc,y,z) = Cw3 Cx,y,z)]2 - 2wCx,y,z).

Tales sistemas se dicen dependientes y es el	 problema que nos

ocupará como una aplicación conjunta del	 teorema del rango e

implícita respectivamente.

1. DE.PEPIDENCIlk E 01/11DEPEINIDENCID%

Recordemos que si >g es un espacio vectorial sobre un campo de

escalares	 K, entonces un conjunto finito	 de vectores x,x
1 2. 	.

se dicen	 linealmente dependientes si para	 k, k ,,.., k e K, no

todos iguales a cero, se cumple que k i xt	k 2 x2 +	 + k 
TI 
x

71 
= O.

Si esta ecuación es válida únicamente para k = k =	 = k = O se1	 n
dicen en este caso linealmente independientes.

Observemos que si por ejemplo k X0 entonces podemos poner que

2
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xn r"" 1 X	 2 X -	 n-1	 X	 por lo que de	 manera
1	 2	 n-1

equivalentemente	 se	 dice que	 el conjunto x, x	 x	 es1

linealmente dependiente si al menos uno de ellos es expresable en

términos de los n-1 restantes.

Discutiremos	 brevemente	 ahora el concepto de dependencia

sobre funcionales lineales para después pasar con el caso general

en la siguiente sección.

Supongamos que se ha dado el siguiente sistema de funcionales

lineales,
f	 a x +a x +...+a x

	

1	 12 2	 in n

f2 = a x +a x +...+a x

	

211	 222	 2n n
M < n

• • 

f =a x +a x +...+a x
rn	 1711 1	 MZ 2	 mn n

es claro que cada	 f ,	 1.=± , , ,m , queda completamente determinada

por el vector <a ,a	 )	 por lo que nos es permitido hablarti	 1.2

del concepto de dependedencia lineal, 	 con todas sus propiedades,

para el caso de funcionales	 lineales. La matriz de los

coeficientes de, este sistema es:

aita	 at2	 ln
A =	 a a	 ...a21 22	 2n

a a	 ...	 ami mi	 mn

•

por lo que si el rango de esta matriz es m, los vectores fila son

linealmente independientes y por tanto f, fz,..., f 	 es un

conjunto independiente. En tanto, si el rango es inferior a m, hay

una dependencia lineal entre las filas que forman a A y por tanto

una dependencia entre f , f 	 f .z
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OBSERVACION. Se omite el caso m > n pues obviamente se tiene la

dependencia automática entre los elementos del sistema C40.

2. DECPEINIDIEENCM CFWINC13011/11L

Generalizaremos las ideas anteriores para el caso en que las

funcionales lineales f. son remplazadas por funciones y). que son

continuamente diferenciables. Para esto sea D un abierto en fe y

consideremos el sistema de m funciones dado por:

y1= wiCx>
y2 = 

w22 m < n
y = w Cx)

tri

en donde x e IR", yyD	 Z'CR y y)	 e 1 CD>. Definimos aqui el concepto

de dependencia funcional de la siguiente manera.

DEF.5.2.1. Sea V un conjunto abierto de (R 1"-1 y sea una función

§:V IR con § e 1100 tal que YxeD se cumplan las condiciones:

i> OpiCx>,/p2 Cx>,...,wm_i <x» e V

ii> fOpCx>,w2<x?,..."..100) = wm<>0

entonces la función vi ni se dice dependiente en D de las funciones

y) 00 , w200	 Cx>	 al	 sistema <**0 se le llama un
m-1

sistema dependiente.

En particular si para algún x o e D, existe un abierto U de xo
y un abierto V del punto Cwi Cx0 ),192 (x0 ),...,w,i<xo >> tal que Y x

e U se cumple O y ii) entonces xpri se dice localmente dependiente de

las funciones vil, Wil•••“Prn_s ó que (**) es un sistema localmente

dependiente.

77



DEF.5.2.2. Si ninguna de las funciones anteriores dependen de 	 las

funciones restantes, en el sentido que acabamos de describir,

entonces el conjunto de funciones	 Cx),	 Cpc)
rn-t

se dicen independientes sis el con junto D y obviamente a 	 (ni)

sistema independiente.

Supongamos, como antes, que se tiene el sistema

C**)

y = w (x)
y

2
 = w

2 Cx)
m n

y asociemos en él la matriz

y = W <")
Tr1	 IT)

jacobiana dada por

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES     
ti Sant DE ME IMOD

RARA Mi GRAKDRIÁ

dtpt"
Ox

"12

Ox n

aVim

Ox n                         

nótese que ésta es precisamente la matriz A cuando las funciones

son lineales, y en dónde

ó no dependencia.

es el rango de A quien determina si hay

El siguiente teorema

TEOREMA 5.2.1.	 Si

dependientes en D,

matriz jacobiana es

OBSERVACION. Como

dá condiciones necesarias para la

las funciones en el sistema 01:*) son

en todo punto de este conjunto el rango de la

inferior a m.

se ve, las filas de la matriz jacobiana son los

dependencia de funciones.
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avi s	aw z+ al
ay s ax ay aX2	 1

aw
m = 0§

ax
2	

ayi

01 OWm-1

ay axm_f1

a4 awm-i
aym -1m-1 2

"m
ax

1

algi + a4 <4)2
ax	 ay ax

2	 2

, por lo que 'este teoremagradientes respectivos 7y),	 ,rn

puede expresarse diciendo que si el sistema de funciones On> es

dependiente en D, entonces

son linealmente dependientes

los gradientes 7,1) ,, de

en todo punto x e D.

estas funciones

DEMOSTRACION. Por hipótesis, el conjunto y/1 ,	 •••	 Wryi es

dependiente en D, por lo tanto al menos una de esas funciones es

expresable en términos de las restantes. Para ser mas explícitos,

supongamos que wm depende de

entonces se debe tener que para

wm<x)	 4Op1<x>,wz(x),...,yim_1(x»

las funciones	 ' W2 "-' Wm-1;

alguna función 4	 se tenga que

x e D. Aplicando a esta

ecuacion la regla de la cadena obtenemos el siguiente sistema

aWm
	 aW1 + al aw2 +	 al awm-s

Oy ax	 ay ax	 dy OXi	 n 2 n	 m-i n
,	 •
Esto demuestra que la e-mésima fila de la matriz jacobiana,

en todo punto x e D, es una combinación lineal de las filas

restantes, vistas como columnas, por lo que el rango de esta

matriz es inferior a m. I

De este teorema se desprenden los siguientes dos corolarios, el

segundo de los cuales será utizado en el resultado posterior y dá

condiciones suficientes para la independencia de las funciones.

ax
n
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COROLARIO #1. Supongamos que	 mr.--:n	 y

tenemos que:

raWl	 aWs	 aw:

que el sistema és dependiente

en D. En este caso

aX aX 2 aX
1

aW2 0W2 	 aviz
DET dx t

Ovi

dx 2 dx

ehp

= V x e D.

ex dx dx1/4	 t 2

COROLARIO #2. Supongamos que el rango de la matriz jacobiana por

lo menos en un punto del abierto D es igual a m. En este caso el

sistema de funciones es independiente en el conjunrto D.

DEMOSTRACION. (POR REDUCCION A LO ABSURDO)

Supongamos que el rango de la matriz jacobiarta en al menos un

punto de	 D es	 m y que las funciones y OrOlp , y 
2

my, 2 ,...,y m tiow 
m 

son
11 

dependientes en D, entonces por el teorema 5.2.1 el rango de esta

matriz debe de ser estrictamente menor que mlixeD .7
O

y w, y my/ ,...,y w esun conjunto independiente en D. g
* * 1 1	 2 2	 m m

Para terminar, presentamos el teorema que da las condiciones

suficientes para la dependencia local de las funciones.

TEOREMA 5.2.2. Nuevamente consideremos el sistema

yi	 wi<x>

Y2 =2 (X) m n 

n 14
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existe un abierto U c W de xo

puntos de un conjunto abierto WcD se

7W1 , 7W2r-, 7Wm _ 1 son linealmente

son linealmente dependientes. En

de la matriz jacobiana del sistema

conjunto W. Sea xo e W; entonces las

independientes en D y mas aún,

en el cual, la función vn restante

y supongamos que en todos los

tenga que los gradientes

independientes y junto con

otras palabras	 que el rango

ata) es m-1 en todo punto del.

funciones pi ,	 2	 m-i son

depende de las funciones W1 , 11)2 r- •• , Wm-t •

DENIOSTRACION. Es claro, por	 el corolario 5.2.2, que las funciones

m--1 son independientes en D. Ahora definamos la

función f:W	 Ir	 dada	 por	 f<x ,x2 n > ra<lp <x),w 2 <x),...,w <x»

en donde x=Cx ,x ,...,x ).	 Así f c C1 <W.) y por hipótesis Df tiene
1 2	 n

rango constante m-1 en W. Por el teorema del rango existen

difeomorfismos locales h, g tales que

f o g-iCzezz,...,z,)	 Cz ,z,0)m1
las componentes de h podemos escribir que

(1-1* 
Cf11-1 <z)1),h 

2
(f1g-1<z>1),...,h <flg-i<z)3)

IR T" y en términos	 de

	

sl Cz ,z	 ,0)

	

1 2	 m-1

donde z=Czi,z2 ,...,z
 

). Sea F la última componente de h, es decir,

F<ftg-i<z)Dzah <fig-±Cz)l) y pongamos x=g -1 
<z) de manera que

tengamos F<f<x)>=0/ii<x>,/p2<x),...,/proCx»; es	 claro	 que F es de

clase C pues l lo es y como h es un difeomorfismo su inversa

también es diferenciable, luego entonces Dh debe de ser invertible

en particular para el punto f<xo )=Cwt Cxo	Cx	
m 

Cx o )) lo

cual implica que forzozamente para este punto se deberá tener que

DF = fe,
OF, OF ,...›55 1 75; pues DF es la e-mésima fila
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de la matriz Dh que debe de ser invertible. Ahora para el punto

O	 O	 o

o	
pongamos	 w Cx>,/// Cx	 ,.••,w <x >>=Cy ,y	 >	 y	 con	 Y "IP

1	 0	 2 0	 m O	 1	 2	 t

tenemos que F<yi,yz,...,ym>=0	 y	 La conclusión

del teorema ahora es mas evidente si mostramos que, en este caso

se satisface que OF x	 O.	 Para empezar	 si aplicamos la regla de0y,

la cadena a	 la	 ecuación FCyt,y2,...,ym>=0,,	 obtenemos el siguiente

sistema:

OF	 OF aWs + ar awz + + OF	 alljm- + OF	 aWm_az O
aX	 ay

1 
OX

1	
Oy2 ta x i

aYrn-i°"1	 "rn

ay/OF	 OF	 * + OF aViz + ... + OF	 al'urn-± + oF	 awrn
— . —Ox	 ay ax	 Oy ax	 ay	 ax

m	
ay

m 
aX

2 
un O

2	 1	 2	 2	 2	 -1	 2

•

OF	 ar 
Ow

+ OF aWz + + ar	 awrn-s +	 6111/11 OS O

ax	 Oy Ox	 ay ax	 ay	 ax	 ay	 aX
1	 n	 2	 n	 ni-1	 n	 m	 n

en términos de los gradientes y para los o	 o	 opuntos X	 (Y,Y2,...›Y)O	 1	 	 m

el sistema. anterior toma la forma siguiente
OF	 o o	 o	 OF	 o o	 oY7w	 +	 <y ,y	 Y7w <x > +	 +ey	 m	 1 O	 Oy	 1 2	 ni	 2 0

OF...	 O,y	 0 
Y9'w <x >	 +	 OF	 o	 o

— cy„y	 o >Vw	 >	 a	 Si
aY	

"
m-1	 2	 m m-1	 O	 (ay	 m mni 

pasara que OF	 o	 o	 o
".5/	 ..•••751 )Oym	 z	 m = O, entonces tendríamos también que

•
OF	 o o	 O

75-i. CY1›512 ,•••,Yrn)	 O	 para	 i=1,2,... ,m-1	 pues,	 los	 gradientes

%pi, Vw2,..., 	 Vwrn_t	 son	 linealmente independientes en xo. Pero
r

esto implicaría que DF = rOF 	 OF	 OF I = <0,0,..0> en el punto

	

1.0y1	 dy ;'''' '	 Oy m

0	 O	 OCy ,y	 lo cual, es una	 contradicción. Por lo	 tanto esJ.	 2	 m
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oF	 o 	 o
--ay <Y 1 ,5/2 ,•••,Ym) � O y por el teorema de la funcióncierto que

implícita en

función §:V

(YipY2,•••›Yrn_i)

conjunto U

abierto de

algún abierto V del punto	 (Y1YY27-751m_i) existe una

02, con 1 e e(V), de modo que para los puntos

e V se cumple que ym 	= /(5/1,Y2,—,Ym_1). Sea el

14 e Rfl :Cw i (x),w2 (x),-,wm_ í (x))

 e V}, así U es un

Xo pues el mapa°	 Cyit(x),w2Cm),..,wm_ t 00> es

continuo. Por lo tanto, se ha probado la existencia del abierto V

y de una función §:V

(vii<x),/p2(x),...,/pm_ s <x>> e

[I2 tal que en el abierto U de x
o 

el punto

V y Wrn(X)=1CyJi(X),;(X),...,Wm-100).111

5.2. EJEMPLOS

5.2.1. consideremos el conjunto de funciones dado por

yi O c ,y ) 0z:se riCx + y), w Cx,y)r-cosCx + y)

calculando el jacobiano tenemos:

cosCx + y> cosCx +y>
IZZ

-senCx + y> -sen<x+ y)

Y Cx,y) e CR2 y como fácilmente se ve el rango es uno en todos los

puntos del plano.' Por el teorema 5.2.2 el conjunto de funciones es

dependiente en un entorno de cada punto dé 022. En este caso la

dependencia se puede dar en forma explicita,por ejemplo, en el

conjunto abierto de los puntos Cx,y1 para los cuales cosCx + y>>0

tal dependencia ersta dada por la fórmula:

z

Cx , y) = 71 - CoyCx, y)] 2
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5.2.2. Sea el conjunto w Cx,y)
2 2

= e x -y wz (x,y) 2 2
x	 ,

w aCx,y) = x2. Aqui en términos de los gradientes tenemos que '7wi =
2 2	 2 z

<2xeg -Y , -2xex	 >, 57/1.J	 <2x,2y>,	 = (2x,0) por lo tanto

son dependientes	 en todos puntos del plano pues Dim 1122 = 2. En

este caso ws, w2, w9 es un conjunto dependiente y la ecuación que

expresa esta dependencia es:

<x,y) = ezWa(x.Y)-w2tx,y>

5.2.3. Sea el sistema dado por las funciones

z	 z
+ ayx  w Cx,y)	 lnx	 wz <x,y) = 	  . Calculando el jacobiano2xy

	

1/x	 -1/y

= O . Por lo tanto lastenemos que
1/2y - 3y/2x2	 -x/2y	 + 3/2x

funciones	 w2 son dependientes. Para encontrar la ecuación que

expresa la	 dependencia entre estas funciones 	 observemos que
,

itrix-tny	 w <x,y>	 a -enx-lny)x./2y	 e -2-	 e	 Y	 3y/2x2	 2 e

a	 (xpy)
— e	 s	 De	 aqui obtenemos	 que:2

1

	

1	 y< <x,y)	 3	 -1# (x,y>

	

),e/ <x,y> = x./2y + 3y/2x = -	 e s	 + — e-	 1z	 2	 2	 '

	

. 	.•
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CAPITULO 6

EL TEOREMA DE LA VARIEDAD INVAIRIANTE:

Ya hemos	 analizado	 que para una función f

propiedades de invertibilidad y	 de rango de la diferencial-D

transferidas localmente a La misma función. Ahora la cuestbdin

Aue podemos decir de un cierto mapeo T de case e s , definido en

Mismo espacio, cuando la diferencial DT parte dicho espacio

(11)subespacios invariantes?

Por ejemplo, en	 el caso	 lineal, la transformación T:CR2 •	 R2 dada

por TCx,y) = Cax,by) manda cada uno de los ejes coordenados en si

mismo, es decir, son	 subespacios invariantes respecto a la

transformación T. En el caso general, el problema se modifica en

la ;giguiente	 forma:	 Si	 adicionalmente	 ahadimos	 pequeflas

perturbaciones en ambas componentes por medio de los términos f, h

satisfaciendo que f, h E	 y junto con sus derivadas se anulan en

el origen, obtenemos el mapeo resultante

T* Cx,y) = (ax + f(x,y), by + h(x,y))

Nos preguntamos ahora si	 la	 propiedad, antes mencionada, es de
•

algun modo preservada por el mapeo T
* . Concretamente el teorema de

la variedad invariante dá	 una respuesta a	 esta cuestión. Sin

precisar, este teorema	 garantiza, bajo ciertas condiciones, la

existencia de dos variedades las cuales, cada una de ellas, vienen

representadas por la gráfica de una función de clase e s , con

derivada nula en el origen, 	 y de tal forma que se mantienen

localmente invariante respecto a T* . En particular,	 esto se

01> Se dice que	 un subespo.cio	 y G R s es invariante respecto a una

transformación Lineal Tite 4 R5 si Tx e W, V x E lef o que T(N) C N.
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ilustra a continuación. 

weg<u>
	 s u 

La demostración de este teorema, se obtiene mediante un

método de aproximaciones sucesivas para algún operador definido en

un espacio de funciones. La convergencia de sus iteradas conduce

en el limite a una variedad invariante buscada. Dicha convergencia

se establece mediante la aplicación de algunos resultados sobre

convergencia uniforme asi como también del teorema de

Asco1h7ArzeLá.De esta forma se presenta una modalidad del método

de aproximaciones sucesivas análogo al que aparece en el teorema

de la función inversa, sólo que en este último, se hace en un

espacio de puntos.
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1. COPIJUNITOS BINW ARO AMMTES

DEF.6.1.1. Sea TIR k	Rk un mapeo continuo en una vecindad D de

x=0 al interior de	 una vecindad de x=0 del mismo espacio, con

T<0>=O. Un conjunto 	 S es llamado invariante con respecto a T si

T<D n s> c S.

DEF . 6.1.2. Un con junto S	 es llamado localmente invariante con

respecto a T si existe un	 > O tal que x e S implica que 11 <x> e S

y ITlx>1 < E .

Podemos observar que si S es un con junto invariante, entonces

la intersección de S con la esfera 1 xl < e es localmente

invariante. Inversamente, si S es un conjunto localmente invariante

entonces S 0
= T<S nia) es un conjunto invariante. De esta manera la

investigación de con juntos invariantes puede ser reducida al

estudio de conjuntos localmente invariantes y visceversa. Esto es

conveniente por la siguiente razón: Si por ejemplo, en el mapeo

T*Cax + f<x,y), by + h<x,y» las perturbaciones f, h se han

modificado fuera de la esfera cx, Y) I I 	< e, y un con junto

invariante S Q es determinado por el nuevo mapeo, entonces la
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intersección de S° y la esfera 11(x,Y) II	 < , es' un conjunto

localmente invariantee por el mapeo original T*.

Pensando en lo anterior, damos sin demostración el siguiente

teorema , el cual será aplicado en el resultado que dá título a

este capítulo.

TEOREMA 6.1.1. Sea F:LR" • 0?rn de clase	 para VxiI pequeilo,

satisfaciendo que F(0) 

▪ 

0 y FICO> ya O. Sea	 e > O arbitrario.

Entonces, existe un número s = sC(9) > 0, (s	 O si e • O), y una

función 0<x) de clase	 definida para toda x tal que

F<x)	 si Oxl S	 s

si

y 116<x)11s e Y x. véase, Phabp tio.rtman capítuto 2 sección 1. ).

rt)

Finalmente tenemos lo siguiente

TEOREMA 6.1.2 (DE LA VARIEDAD INVARIANTE)

Sea A una matriz de nxn, B una matriz no singular de mxm

tales que

o bil = a ' 113-11 =
ji) a < b	 a < 1

Consideremos el mapeo 1.:[R TI X [Rm definido por:

iii) T<x,y)	 Cu,v) = (Ax + f<x,y), By + h0c,y»

donde f:1Rn	 Rn, hIRTI x OZT" • IRTI1 con f, h e t's para lix

pequeflos y satisfaciendo que
Of Of	 Oh ahita f, h, Ox' Oy' -45-.7' Z747

se anulan en (0,0).
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lLa conclusión es que existe una función y = g<x) E	 para

pequeno que satisface que:

g<O) = O , g'CO) = 0 y los mapeos

B(x,y)= <x
* 

, y
* )=<x,y - g<x», R -1 Cx** )=0‹,y)=Cx* ,y* - g<x*Y)

de tal modo que transforman T en la forma:
* *	 * *	 * *RTYC * *	 *	 *<x ,y = <u ,v ) = <Ax +	 ,y	 By+ V<x ,y

donde
OU °u ay ayU, V, 8x*, 'ay*, ax

--*, 
Oy
--* se anulan en <0,0) y

VCx
*
,0) = 0

La condición ix) muestra que el conjunto de puntos Cx* ,y*)

cerca del origen y sobre la "recta" y	 = O es invariante por el

mapeo dado en vii); es decir, la variedad y=g<x) queda localmente

invariente por el mapeo T. Esto se ilustra a continuación.

n.

DEMOSTRACTON. Escencialmente la prueba se efectuará por

aproximaciones sucesivas En este proceso, utilizaremos algunos

resultados fuertes de la convergencia uniforme que nos llevarán a

89



probar la existencia del mapeo g. Además, nos apoyaremos en el

teorema de Ascoh-Arzelá para mostrar que efectivamente g es de

ciase 1.

Supongamos por un momento que g(x) es conocido. Entonces si

desarollamos la composición RTR.71 obtenemos lo siguiente

RTR
-1 Cx**> = RTCx * , y* + g<x

* >>

	

= RIAx	 + t'O(* ,

	

*	 *

y* + g<x Y>,

*	 **

* + gCx*>> + ti<x * , y*

***

+ g<x*>>1

*
= (Ax + f<x , y	 + g<x>), By + Bg<x> + ti(x, y+ g<x>> -

grAx* + f(x*, y* + g<x*)>)) . De aqui se observa que

U(x* ,y* > = f<x
*
, y

*
 + g<x >>	 y además

,y >=	 Dg<x >+	 h<x , y + g<x >> -g[Ax 	 + f<x*, y* + g<x*>>l

en donde claramente U, V satisfacen viii>.

Dado que buscamos que V<x*,0> = O y puesto que B es no singular

entonces g debe satisfacer la ecuación funcional:

x> g<x*> = 8-1{ g[Ax* + f<x*,g<x*>)] - h<x*,g<x*>>

Por IAD tanto, el problema queda resuelto si probamos la existencia

de tina función g e 1 que satisfaga x) y la condición v). es para

este fin que utilizaremos las aproximaciones sucesivas.

"Nótese que, equivalentemente,	 el problema es, determinar U1

existencia del punto fijo g para el operador .7", definido en un
espacio de funciones, y que esta dado por:

-	 * }"ye-1x *	= fi
1
t

* 	 <x*tet	 + fCx* ,e>>3 - hCx ,g<x >) .

Tomemos el mapeo	 go<x> = O	 Y x	 y definamos la suseción cuyo

e-nésimo término esta dado por:
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De esta manera, por ejemplo, tenemos que

g <x)	 th<x,0)}

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
EL CABER DE MIS RUAR

RARA MI GRAIIDEZA

xi) g 00 = 10
-1
 g 

n-1 
[Ax + f<x,g n-lx>>1 - h(xygn-lx))

g
z
<x)	 Éri{g Eitx + f<x,g i<x>>3 - h<x,g 100)} etc.

Ahora, el teorema 6.2.1 nos dice que podemos suponer, sin que se

pierda la naturaleza local del teorema, que para algún número e se

tenga que

xii) f, h e L°1 V <x,y)

f =0,h=0 si 1<x,y)1 a s en donde s depende de e

satisfaciendo que s<e) O si e • O y en donde además

, ax
ah < e
ay -

Y <x,y).   

Así, los mapeos g gz	 son de clase e	 Y x. Ahora

calculando la derivada en la ecuación xi) obtenemos, 	 aplicando la

regla de la cadena que:

gn'<x)
{
g' 1 lAx + f<x,g

n-
 <x))] ¡A + —Of <x g n-1

00> +
n1	 aX 

x>>g 
n-1
 00] - (59-

O
,
X
12<xyg 

n-1
<x>> + 921-<x,g 

n-1	 n
<x)>C -1Cx)1}

uy	 n-/< 	 ay 

Ahora, elejamos e de modo que satisfaga la desigualdad
•

-xiv> O < e <	 4	 2
b - a 1	 a } y definamos el número a por

xv) a - b - a
e
r 30	 de manera que O < a < 1.

Estamos en condiciones de probar los siguientes hechos.

La sucesión (g'Cx» está uniformemente acotada por a. Esto es,

se satisface que Ig'(x)1 S a	 V x.
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II.- La sucesión <g' Cx» es equicontinua.

/a- La sucesión <gn<x» es uniformemente convergente sobre todo

conjunto acotado.

Estas tres afirmaciones serán probadas usando el método de

inducción.

/r Ig:,(x)1 S a	 Y x.

Es claro que se tiene para n=0. Supongamos que se vale para n - 1,

esto es, lig,' _1)011 S a	 Y x. Ahora, por xii0 tenemos que

afiigni<x)11 _S IlB-1"	 + f(x,g430)111 [l'A	 + bíz<x,g,lx))1 +

0:4<x,c(x))11151-11x)111+ a1-	
<9–("n-lx))

ah1-5-<xyg <x» lig' 00
uy	 n-1	 n-1

aplicando O, xi0 y la hipótesis de inducción resulta que

Ign'<x) II _S b{a<a + e + ea> + e + ea} = bla<a + se) + e}

La igualdad es porque también O < a < 1. Ahora por xv) tenemos que

e = a<b - a - ae) = ab - aCa + 30) y por lo tanto

Ilisn'(x)11 _S bla(a + 30) + e} = ±{aCa + 3e) + ab - a<a + 30)

b(ab) = a. Esto completa la inducción.

II.- La sucesión <g' <30) es equicontinua.

Of —af- Cx + Ax, y	 Ay>	 áf

	

Para esto sea A—	

- 

—<x,y> y de la misma

	

Ox	 ax	 Ox
1

forma para OfA—,	 AtlY AiDefinamos aqui la siguiente
•

ah	 ary2.

xv0	 y(6) = Su{ 01- OfA— Oh Oh
dx ay ax

Para	 AxIl,	 HAYM5-1 6• 	 <2,.<6)	 • O	 si 6	 • O)

Pongamos ahora

47(6) ni«) r(6) = b - a - 40•

función
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liAg n_i	= + Lx> -	 5 Sup	 II 'Val

5 &l'Axil 5	 l'Axil. Así., por xvi> tenemos que

Of Of
= --Cx + Ax,gn- <x+Ax>> - —<x,g

n-1
< x >

aX 
_S “IlAxii)

Obsérvese que

144-5< <x,g <30)1
n-1

puesto que II Ax Il , II AG _ i II <_ IIAxIl. De aquí que

A,-<x,g Cx>>ax	 n-1
s rlAxl) s rc5)	 para	 l'Axil .5 6 y lo  

mismo pasa para las restantes.

Además, aplicando el teorema 0.3.3 se tiene la desigualdad

liA<Ax + flx,gn_lx>D115 ar	 OfA +	 </ g <t>> + —,</,g </ >>g ' ) Ax ilcoc	 n-1	 uy	 n-1	 n-1  

Of
iWc(1.'grl-1/)) --(/,g (1-»11g 7 (1)1)1áxilay	 n-1,	 n-iI al- 

Ca + e + ea>liAx II 5 Ca + 29>IlAx II 5	 l'Axil.	 (a + 29 < 1)

Por lo que

xix)	 IIA<Ax + fix,gn_lx>/>11 _S l'Axil

Probaremos, para la equicontinuidad, que 	 para	 r ) definido

en xviii) se satisface que

lág;,tx)li = Ig;i cx + áx) - g'Cx) 	 rc6)	 si 	 IIAxIl s 6.

Es claro que esto es • cierto para n = 0. Supongamos que es válido

para n - 1. Usando el hecho de que	 Afg =	 AfogCx	 + Ax> - foAg

tenemos que por xii0

Agn'<x> {Agri" ...1 1Ax + f<x,gn_lx >>1[A + frf<x+Ax,g n-s.<x+Ax>> +Ox	 • 

ar—Of 
tx+Ax,g Cx-f-tx»g' <x+Ax>1+g' CAx+f<x,g Cx>)][11 	 <x)) +

n-1	 n-1	 n-/	 n-1	 aX	 n-1

AGI-:<x,gn-1Cx>>.g' <x+Ax) + 4,g
n- 	 n

<x	 <30>Ag' 1 00] -	 g n- <30> +ay 	 ay	 	 OX 

OhA___<x,g <x>>og' <x+030+	 112<x,g <x>>Ag' <x>) .	 Al tomar normasuy	 n-1	 n-1	 ay	 n-1	 n-1
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5 rcó> por xvi).
A ah
ay

se observa que en	 el lado derecho se tienen 'las siguientes

desigualdades:

1,6g,"[Ax	 f(x,gx))111	 Fa)	 dado xix) y la hipótesis de

inducción.

lAg:1_1x)1	 r<ó)	 hipótesis de inducción.

1lAz 	, 11°Z
lig' 1 S a	 por la parte I.

111 1111 �

A Oh
Ox

por el teorema 6.2.1.

aquí que obtengamos que

-1qX)II S b r(6>ca + e + ae) + 01r<6) +2,(6)a + arcóm + y<ó) +n	 u

r((5)a + arca>} .

< b
{

-t r(6)(a + 260 + y<ó) + ya') + ros> + rc6) + 2erca>}

= b-1. rc6>ca +	 4e>	 + 4r(6) . Finalmente, puesto que por

%vi() 42,(6) = r(ó)b - 1-Q5)(a + 40>, se tiene entonces que

Agr',(x) 1 'S r (6)	 si lAx 1 S 6, Esto completa La inducción.

//Ir La sucesión go ,	 es uniformemente convergente sobre

todo conjunto acol..ado.

Esto se satisface sí existen constantes ,M, r con O< r <1 tales que

Ign(x) - gCx) SMrnIx1

Para n = 1 tenemos que

Igs<x) - go<x)1 = flgiCx)1 = Igt&) - gi(0)1 S Suplg;(/)111x1 S °NI

así, primeramente si M, r son tales que Mr = a entonces resulta

1g (x) - go <>O 1 S Mr 1 x 1: Esto es, se satisface para n = t Ahora
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supongamos que también es 	 es válido para n - 1, ed decir, que se

tenga la desigualdad

Ilgn_ Cx) - gn_ lx>11	 Mrn-I Il x II

Debido a xi> tenemos

lign<x> -	 b-i{ g CAx + f<x,g (>0)3 - h<x,g <x» -
n -1 	n-1	 n-/  

[

g CAx + f<x,g <20)1 - h<x,g <x)))11} -›
n-2	 n-2	 n-2

b lign00-gn-fx)11 g [Ax+f<x,g 0<))l-g	 Ax+f<xyg 00)] +
n-1	 n-1	 n-2	 n-1    

g tAx+f0c,g 00)) - g CAx+f<x,g (>0)1 +n-2	 n-1	 n-2	 n-2

I
ta<x,gri- Cx)) - h<x,gr„.5x))1

b lign&)-gn_lx) li	 Ign_ICAx+f<x,gn_lx))]-gn_21Ax+f<x,gn_lx>>1

titx+fCx,g (x))]-g Iikx+fCx,g 00)711 +

	

n-2	 n-/	 n-Z	 n-2

I
h<x,gr_ lx» - h<x,gn_lx»

	

Ahora, reduciremos los	 tres términos	 del lado	 derecho de ésta

última desigualdad como sigue
•

1')
 1

g CAx + f<x,g Cx))] - g CAx + f<x,g Cx))]
n-1	 n-1	 n-2	 n-1

M Ax+f<x,g Cx))11r n-1 < MCa +  2£9)rn-i

	

por	 hip. de inducción	
por XiX)

•
CAx + f<x,g Cx))] - g CAx + f<x,g <x)))n-2	 n-2	 n-2

Ct	 f<x,g 0<)) - f<x,g Cx))n-2	 1	 n-1	 n -2
por el teorema 0. á. 3

Sup

Sup oSup I	
) g C X) -ddf

y 2 
<x > o9Mrn-i x         

t sor envt 0 3. 3
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ah
Yy7c1.3)1 g <x) -g <x)n-1	 n-zh<x,grrlx>> - h<xyg x>>n-1 S_ Sup3'>

La última desigualdad es debido a la parte /, el teorema xii> y la

hipótesis de inducción.

teorema 0.3.3

9Mrn ilx

Juntando 1fr, 2), 3' obtenemos que

bIgn<x>-gn_íx>1 5. 1,1<a + 20>rn-1 + aeMrn-lhx1	 + ehirn-ilxil

= Mr <a + 219 + a0 + enxfi s Mrn iCa + 4e)Hx1

De aqud que tengamos que

Ign00-gn_IX)11	 MrT1-1(a + 49)1x1

TOMálw10 r = (a + 49) se puede ver que O < r < 1 y con M = a/r se

verifica que en todo conjunto acotado

<x)-g <X)1 <
n-1

Esto completa la inducción.

Ahora, daremos la última etapa de la demostración del teorema a

continuación.
, •

Debido a la parte /, tenemos el siguiente diagrama:

On<X) =	 [Ax + f (x ,gn- fX 	 )) 1 - h<X,gn-fx»n-1

lu

	

g<x> = B-1{g[AX + f<x g<x))]	 t1(( ,g <X))

Es decir, se ha probado la existencia de una función y = g<X)

satisfaciendo x) y como g<0) =, O, también g<O) = O.

Probemos finalmente que g e es con g'03) = O.

Como La sucesión de matrices jacobianas 	 <g ' )) es unformemente
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acotada,Cpor .0, y equicontinua,Cpor II), se deduce del teorema

0.1.2,CASCOLI-ARZELA), que existe una subsucesión
n
 tal que
k

G	
u

.'nk

para alguna w y en donde w es continua pues g' lo

esos mismos subíndices tenemos que

son V k. Para

g CO> g<O) 

y como consecuencia de la convergencia uniforme de g,
nk

que w = g'. Así g e Z' s y como g'05) =1: O, también g'CO)	 0..

se deduce

1
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CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

La concordancia	 existente	 entre	 las propiedades	 cualitativas

de las transformaciones	 lineales y	 las	 propiedades	 locales	 de	 Las

funciones diferenciables,	 que	 está	 reflejada en los cuatros

teoremas fundamentales de este trabajo, es un hecho satisfactorio

que permite establecer	 La estrecha	 relación entre el	 cálculo

diferencial	 y	 el	 algebra	 lineal.	 En	 realidad,	 el	 cálculo

diferencial	 a	 traves	 del	 algebraconstituyelineal,	 una

alternativa	 poderosa	 con La	 cual	 se pueden atacar	 una gran

variedad de problemas	 no	 lineales que	 se	 presentan en

matemáticas De hecho	 esto	 nos ha permitido, en	 términos

genertia.les,hacer	 un	 análisis	 completo	 de	 Las	 funciones

continuamente diferenciables a	 traves	 dé	 su diferencial	 que la

aproxima alrededor de un punto.

	

presentamos ahora el siguiente diagrama que 	 nos muestra el

caso lineal y su correspondiente generalización al caso no lineal.

CASO LINEAL	 GENERALIZACION
(CASO NO LINEAL)

{ teorema	 de la función
inversa

implícita

Trasnsformaciones lineales
de un cierto rango.
(cambios de coordenadas) 

teorema del rango. 

Descomposición en subespacios 	 teorema de la
invariantes por una transformación	 	  variedad invariante
lineal.

Sistemas de ecuaciones lineales 	
(regla de cráner)	 teorema de la función
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SUGERENCIAS: Existen muchas vertientes mediante la g cuales, esta

tesis puede ser extendida ya sea en el terreno del análisis, o

dentro del campo de las aplicaciones que en este caso no se han

incluido. Por ejemplo, se puede generalizar nuestro estudio para

funciones de clase erri o buscar las condiciones para que se tenga

invertibilidad global en el teorema de la función inversa y de una

gran variedad de problemas aplicados que justifican la enorme

potenciabilidad de los resultados ya expuestos. Esto sugiere el

camino que permite darle un mas completo acabado a este trabajo

a manera de una invitación a futuras investigaciones.

BIBLIOTECA
DE CIENCIA

NATURALE
S EXACTAS

y	 S

EL SABER DE MIS
MAPA MI GRAKDCZA

1

99



BIBLOGRAFI A

APOSTOL TOM.	 L. ANÁLISIS MATEMATICO.	 EDITORIAL REVERTE,

BARCELONA 1981.

	

ABRAHAMNMARSDEN \RA TI U. MANIFOLDS TENSOR 	 ANALISIS and

APLICATIONS ,	 A DIDISON- WESLEY , 	 PUBLISHING	 COMPANY,	 INC.

MASSACHUSETS 1983.

BARTLE ROBERT. INT RODUCCI ON AL ANALISIS 	 MATEMATICO, VERSION

ESPAÑOLA, LIMUSA, MEXICO 1982.

GITLER	 S.NANTONIANO E. TOPOLOGIA	 DIFERENCIAL,	 I.P .N. OAXTEPEC

MORELOS 1979.

CARTAN HENRI. CALCULO DIFERENCIAL, OMEGA, BARCELONA 1972.

HARTMAN PHILIP, ORDINARY DIFFERENTIAL 	 ECUATIONS,	 WILEY,

NEW YORQ 1964.

STEPHEN H. FRIEDB ERG \ARNOLD J INSEL LÁWRENCE. E. 	 SPENCE.

ALGEBRA LINEAL, ILLINOIS STATE UNIVERISITE 1982.

HALE	 J.K.	 ORDINARY	 DIFFERENTIAL	 ECUATIONS ,	 WILEY

INTERSCIENCIE, NEW YORQ 1969.

KREYSING • ERWIN. INTRODUCTORY	 FUNCIONAL	 ANALISIS WHIT

APLICATIONS, 31-ION WILEY & SONS INC EE.UU.

10.- KUDRIASTEV L. D. CURSO DE ANALISIS MATEMATICO,

MOSCU 1984. •

TOMO II, MIR,

LIPSCHUTS SEYMOUR. ÁLGEBRA LINEAL, MCGRAUW-HILL, MEXICO 1979.

RUDIN WALTER. PRINCIPLES OF MATHEMATICAL ANÁLISIS, GRAW-HILL,

BOOK COMPANY 1976.

13.- TAYLOR \ MAN. A DVA CED CALCULUS, SEGUNDA EDICION, XEROX

CORPORACION 1972.

100


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103

