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INTRODUCCION

El concepto de funcion, como la mayoria de 1os conceptos matematicos, -
ha sufrido. una marcada evolucién al través de los afios, |
Leibnitz, el creador de la palabra funcién por el afio de 1694, conside-
‘raba ésta como una cantidad relacionada con una curva. Bernoullien -
17 18.1a considerd como una expresién formada por variables y constan .
| tes.y, poco después, Euler consider6 la Funcién como una cantidad de- .
finida por cualquier ecuacién o f6rmula que estaba constituiia por varia
bléié:y_c'qnstagntes; Este concepto de Euler permanecié invariable hasta
que J oééph Fourier, en sus investigaciones sobre calor, co'nsideré due
las llamadas series trigonométricas, las cuales encierran ma,yorca,nt_;_ .
dad de relaciones entre varisbles que las que se habfan estudiado ante-
riormente, también definfan funciones.
Dirichlet di6 una definicién m4s amplia y que no utflizaba expresiones-
analfticas para indicar la relacién entre variables de _dos-,conjuntoé nﬁ- '
| méricos. El nacimiento de la Teoria de Conjuntos permitié extender el
concepto de Funcién eStableéiéndo. relaciones entre dos conjuntos, cuyos
elefnentos son_'objetos-arbif'.rérios. Esta definicibn es la usﬁalmente a -
ceptada por el "matem4tico medio's

En este trabajo se da una extensién del concepto de Funcién mediante -
1a Teoria de Cocientés’de Convolucién debida al matematico polaco Jan

Mikusinski, Estos son introducidos como cocientes de enteros.




Asi cbmo,algﬁnos racionales se identifican con enteros, algunos cocientes
de convolucién se identifican con funciones continuas, otros con alqunas -
funciones discontinuas. La. Func16n Delta de Dirac, la Funci6n de ‘—Heé.Vy— |
side se identiﬂcan con cocientes de convolucién., Lo mismo pasa con los -
- Operadores de D1ferenc1a016n e Im:egrac:lén que perm1ten dar un método '7
pa.ra la resolucuén de ecuacmnes d1feren01ales ordmarw,s con coeﬁc'.lentes_'
7 ccgnstantes De lo a.nterlor se vé la razén por 1a que los coc1entes de con-
voluca.on sean conmderadas como func1ones generallzadas |
Este trabajo se d1V1de en dos caprtulos. En el prlmero se define el campo K
de Coc1entes de Convoluc16n se 1dent1f1ca.n los comple]os las fu.ncmnes
continuas , algunas funciones discontinuas y la funcién de Dirac.
En el sequndo caplulo se estudian Tos Operadores de Diferendiacién e In-
tegracibn y se aplica la teorfa antes desarrollada eﬁ 1a resblucién de ecua

ciones diferenciales ordinarias con coeficientss constantes.




CAPITULO I

Sea C el c-ampo.COmplejo v o P; 5 .. elementos de dicho campo Pomendo

i{: [an)] -F es con']'mua}

sea (€ el espacio vectorlal sobre (]: con la.s operaclones usuales de ad1C16n

de funcmnes y mult1p11cac16n de éstas ‘por escalareq Esto es
iC *)

DE FII\'IICION 1. 1

E

En C se define Ia operacu‘m convolu016n »* medlante “-f::fﬁ;”ffnﬁhsaé*z";"
_ ALTOS ESTUDIOS
(OL* b){#) = thu\b(t -w)duw . BIILIOTECA

(Nétese que 1a mtegral s1empre emste gracms 2 la continuidad).

Por conveniencia ut:llza.remoq Clb(i:) en lugar de (an-b)({) cuidando de -

d1st1ngu1r esta func16n "producto" del producto usual (Qxb)i-l;)-a('l:]b &), (G.(E)

| TEOREMA 1.1. L .Q :
(@ , " %) cons_tituye un 4lgebra comutativa.
Demostramén -
Basta demostrar que C bajo las operacmnes de adicién y- convolueién cons-

e O
tituye un anillo comnutatlvo

. Sean abce@

i.) oe ve dlrectamente de la def1mc16n de c,onvolucu‘m que esta operacmn es

- cerrdda en C

i) ab=ba

Gb({-,) L a (u)bét- 'u.)d.u. .y con el cambio de variable w=%-u L

| | Ja ({'-v)b(v)( Ldv) = (v)a(’c -'U)dv ba (‘c)

l; ( . '.-'.»,-_;L...._.:.. '.---"-cw'- e 9 et ) o - L




it ) a(bc)-_-_camc' | |
~t. 1 t-u
[a(bc)]('c)- a(u)(bc)(t u)du ja(u)[ yb(’c u-v)ccv)clu ]d

‘uD :0‘ [

I (’U.)O('u.) JI (’U) b(t u-v) C)dvidu
¢[°f.t] . ot- wl |

16—

o] fot-ul

= J: U I(u) T () a(u)b(’c u- v)c(v)d'udeu '

- |
-~ = J JI @ I (v)QCu)b (t-u-v) c Cv)d'u dwv
[o t] [o t-u] |

J [ I ('U-) I ('l!) alu) b('l:-u ) dulc(v_) dv
o Y=ab Tot] [ot-u]

o Vea.mos que

I(a):[(v) I('u)]'_(v.) PR 95
_Eg,t] (ot- u.] [od-.] Lo €-7] | -

T e W]

) . T w
v I[o tw] o_ | IEO;-I:-.UJ




s, N . L . EY B =
PR LR EEe e, e
- ‘1‘ A "3.-"‘. *;;: SRR .

s LI =0 f:é.cﬂmente se sigue (1 1), ‘tanto para
’ [ort"‘“] : ’ 7

(w) = o como para I ('“'3 -‘-

St I_ (v) =1 Y I (/"-) =4 entoﬁce’s U;_-‘-'- 't"/“- -;‘-‘-_’t"
o t-a] [q "

pes 04 ﬁi: n por_tanto T roff')ﬂ- v se sigue (1.1)
r'4 .

Imévl =L ¥ Iti.ﬁ)-o » entonces t<ams&t-v=d> U<o
-a] »;

potamo -.;u:ou 'y I [513: © yse sigue (L1

Ya"'éi‘iié se '&émdstr'if {1.1) tenemos que

[a Cbc)](t) r I(W ou) alw) b(t-a-v)dul
[qt.‘l M-

= j 1;_11:) c(v) La (w) b(t-u-v)dn d“
t

= Jc (@) (ab)}(t-1)dv

)

- [ (ab) c._] (t)




w‘) o(h-\-c) a\o -\-ac |
0(\9-}-0')(0 Sa(‘u)(\o-\-c)(l: u\du. _

et

*
Sj_ m\o&-u) ¥ o(u]eu-u\] du
Ja(u} blb-vydu + So(u)c&,ﬂ du

(-

= Ob('t) + QC(“:)

REMA 1.2
_El élgebra conmutativa ¢ _constituye,resiaet:to a la estructura anular,
un dominio de integridad (no tiene divisores de cero).

‘Demo_straremols 4 lemas que permitiran obtener la demostracién del Teore-

ge oo rt

oms 1.1
St 3 es contmua en [o T ] y {:e[o T] entonces

Y “L T | : : | . | o
Z (\:; Jemct-‘g(u)du' —> }3(3) du , Cuando x—>»=&.

- K= _ o. : o

" Demostracién: -

~ Por la definicién de exponencial .
__ -° O K= (t-u) & :t(t u)]
- B_oe T -i-exe

. K-

y pa.ra R fi;TOS, se puede demostrar utilizando e1 c1~1ter1o de We1erstras'= |




. : ‘ 5:?.
para qer1es umformemente convergente que esta serie converge uniforme-

mente para uelo T]

Debido a la convergencia uniforme de la serie,

°

) T ’ ' T .
Y | g ke lE-w) u
LSS I ) glwydu = i - exP o y g(u.)du
AT 9
. K=Lr o .
Hagamos PR : o A
I (x) = j {_l exP[ e-x(’c u)]} gt‘uod'u. -~ [QCu]d-u. .

I(::) —> Q' cuvando g:-—$ =0 . Para eSfO hagamos

k-5
L = - [exe [ scna
£
r L
I, =- _exe“‘; e’.‘"ﬁ-"ﬂgm}dw;
“t-s '

et |
(4]
L

ayst
J {.&" exe [—e"“““)]} qtwdu
J 1- eﬁﬂ{-'e;(t'“)]} qdu .

donde S=o sit-o d cSe(o’c), 5.5 k=T d &e(oT¥).
En cualquier caso se cumgle < T (X) = 11 -\-12 +1s+ r L.
Como 9 es continua sc;bre (o, T] entonces |9 (“) l< ™M mra._.-a'lgﬁn

Mzo N ‘uE‘O T] y tenemoe las ==1gu1ente== estimaciones:

\ 1 l - QXP‘. ex(t u)] du




Como pseuctod => S-us8&ct-u = X6 2oelt-u),

= (t- - S = (£-u)
= _e'x‘sz -C “) _ exP‘;Cx ]EQKPL-E }

Entonces s
r-
| 1.1 ¢ V\] exe (_e"z‘s ]o\-u. = Mexpl-€%° |t-8),
de donde °

IT.| « MTexe (-]
Asimismo, se cumplg

| Te) ¢ 11 ene et an.

k-8

ya que exe ‘.— e:&-u)] &1 , borlotanto
Ty

|1.| < Mgdu - M&
+76

\Iz\ < MS.

Asi{mismo, se cumple
t+ 4’

Iz' S M]‘{}_- exPK_—ex(.t-m]}—“‘l“ > yaque
% _

1- €XF‘_- ex(t-u-)'l <Ll , porlotanto

\IS\ < Mg’

'_ Asfmismo, se cumplet
i lIA < ™M {‘L- exPK_— e“&"“)]} gu)du

t+s'




't"‘ -—15‘
Como €Xx? [- 61( u)] 7 CXP[' < ] s entonces tenemos que

|1\ < MJT{L- exp&._e“d‘]} du

S de donde
ey
|I4\ < MT{1-ex{-” ]}
Dado £€>o escojamos S =6'= £ de tal manera que
4™
£ 3
|1z| < £ y |Is|e =
\ 4.™M k ‘ ™MT
Ay = — —/ VY n
MT - £

SR (ln 4MT
. E

Entonces si XLex, se tendra

IIx\s% y o |Tale £

4
Por 1o tanto

. €

lI(x)\SE pava dzé:ﬁ gy o’ 2 Xe
Por 1o que queda demostrado el Lema.
Lema 1.2 T
t

si ¥ escontinuaen I_O,T] y \ S C™ L) dt \ <M,
n=12 e

%, , entonces ¥ @)=o0 > NYte “ojT] i




Demostracion: - @ T
" ) "t -n L n (£-u)
Z =i X e“ ¢ )J;(T-u)au \i Z K ‘je § (T-u) du
k:»l‘. Xt > k:.\. o
2 kn (t-T) K (T-w)
- - ¥n -U
- ) Lte \-—je ;(T-m-du)\
k=1 - ' o
o0 -xn(T-1)
_ -n(T-1)] }
<M — = M{exP(_e ] \
Ked

SiteT , esta dltima expresién se aproxima a cero cuando n-—> e y uti-

lizando el lema 1.1 con  9(4) = £(t-4)  tenemos que
t

J’F (T-u)du=o Yt € ‘_O,T) = f()=0 V’te YP*T)SV como ¥ es

(]
continua en T, entonces f(t)=o0 Vielo, T].

Lema 1.3

Si f es continualen [o,U) y U fm)du=0 para wn= 4,2,
entonces ¥ (u)=o Vue‘_o,'(}]_o '

Demostracién:

Fijemos Ue€(0, U). Como

U |
J -1;-) fwdu = o

o . g

Flaprme =[] @ en-s
o ,

o

-]

Uo Yo n
\Kv(ﬁ;)“&‘(u)du\ = \-J .&)n&(u)du\ﬁ X \L%) ‘cm\du

L EA Y FFNENAT-A T RETDTYT YR ABDIEY . -



do'n_de)(%)“-f(‘u), ¢ M para algn M >0.

Sea T tal que U =.1lo'eT y hagamos el cambio de variable '“="°e*
U =n T“-t 1 ] T nt

J (%) f(u)du - Je «F(‘u.e )'u,e d‘t = Ue je F(‘t)dt £ Muo

U, o o

donde F(k):?(uoeﬁ)gb.

Entonces

T nt

LC Fdt|£¢ M.

Aplicando el lema 1. 2 obtenemos

Fwyz=o  vielo,7].
Pero

F‘(-l:):-(.‘(u.,e*)e*:o = £ (eri) = O Y+t e tOIT] .

Entonces

f(W)=o Yue [u.,U]

Y como Ue€ (0, U) entonces

f(wyzo vue (o U]

ycomo § escontinuaen ©

flw)zo V uefo, U]

Lema 1.4

2 |
si f escontinuaen {0,271 y £ W)=0 Vtelozr]l entonces
fHH=o0 V‘t@.'[oz-'] . |

Demostracién:

Ya que

o |
\c"“)=[¢(u)f(t-u) duzo vte [o,21] |

s TAEAAT AL R TDT IYTLITADIN



J X n(27- *)‘F( )":(‘t u)dud'l‘.
-H e"‘”‘*’; (W) £ (t-u)du dt ‘ e (L.2)
T | |

T={(at]osustsa2r}

Introduzecamos nuevas variables de integracién v, por las férmulas
U=T-¥, t227-1-w ¥ la integral (1. 2)quedars
NV ¥ w) :
jJ' e £ (T-v) 5 (T-w) (~av) (f'dv'-d‘uf)
A

= JJ enhr*ﬂ)f (T-v) £¢T-w)dvaw = o s =
-we.T'}.

(1.3)

dondeAA-: {Qv,wi\vf—wyo s UVET >
Sea A = {(w,w)|viwso, v2-T, wz-T}-

Entonces A +a'= {(v,w)| -TewvsT, -T= weT),

Entonces segdn (1.3) la integral sobre A+a' es igual a la integral sobre &

_n(viw)

Ademas en A‘, UviwW s o por lo que € 4Ll ycomola integral sobre

el cuadrado &+4' se puede escribir como el producto de dos integrales

sencillas, tenemos que:

-T -T =1
T T '
- S S e"“’ ““’; (T-v) £ (T-w)dv duw
-7 =T

T 2 T nu Ti\‘u
H J e““JF(T-u)c\u] \-.: Ue JFcr-u)duSe HT-“)C‘“\

10

= e ATt TAYIAANT AT RETET YR ARSI §



enw*w) € (T-v) § (T-w) dv dw

Axa!

_ \ H ef\(U‘\'W)_F(T_v)_F (T-w) dv dw‘\

< Jj e wtw V£ - | s cr-w)| dv dw

[ 4
n(viw)
-‘-J] \F (T-U)\H(T-W)ldvdﬂ, pues como se vié antes e £\
b\
< 2TAAF
donde A, es una cota superior de f() Yte [o g-[] 7 27%es el drea
de &', Entonces
T
j C M E(T-w) du | € T TA .
tT
Ahora
. [v] o o
Je"“F(T-u)du < Jeﬂu\nc (T-w)|du < AS du = AT
s | 1T =T
Entonces .
T " (T N m&$( '
\Sen £ (r-w)du} = " (T-uw)du — | € T-u)cu
o L -T
F'T _ O ] .
1w
< | GW-F (T-u)du | + [e £ (T-u)du
=T =T |
< 2'TA +TA

(AT +L)TA,

2 CRSENIY NLYELS -ALITEY

FAAEERRT

g
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y por el lema 1.2
f@)=0 VYtelo 1],

Corolario 1.1

s fe € gy £i)=0 Wtelo, ), entonces £ =0 Vixo.

Eiste corolario es inmediato del lema 1, 4 pues tanto 1a hipétesis como 1a

conclusién se cumplen para todo 1 > O.

Ahora estamos listos para demostrar el Teorema 1.2

Para a,be € supbngase que

.t
O = ab &) ’—“ja(“)b('t-u)du 3 Ytzo
[+
y hagamo s
G @) =1"a) , b, @) =4t"b@) . n=nz -

Pemostraremos por induccién que a b, 4)=0 VYtzo

) ab, + &b = ba, +b,a

Y =12,

a5 e ANSTITUCIONAL BIBLIVIECARIY.

7 (ba, + b, a)(#) = ba, (1) + ba (¥)

: . 2
- K({--u} b(u) a(t-u)dun -\-S u b(u)alt-u)du 9
o A K

.t
= -\:_( b(u) a(t-w)du = O.

Entonces o

ab,tab = o
ab, (b, +ab)= 0
(ab)*1(ab)(Gb:) = 0
(abl)z: 0
oy, ab, =0

i) Supongamos vale para n, €, 'Qb,.({):.o Vtzo.

L



(an_‘_tb t+ Obm_l') ('t)

(@, o+

Sin es par:

(Ob) (OMI bn.“ .)('t) + (Q L’lfH'l }2- H’)

Sl n es impar:
OV\-H b T G bﬂh

QV\-H b - Qbﬂf!

(ab\ (uwﬂ.l bh‘“) - (abn-\l)z =0
>

> Obm )

Por lo tanto

Obh(l_'tB':o

Ahora

a b, (¥) =

QLM.) () =

b, alt) =Xuf‘ bwa (t-u)dw = 0O

13

= (ba,, + 5,0}

= bqn+| ) + bn-n a {4

—
LT L T I e S e

+
t Nt B iad
= j (£-0) blu)a(xz-u)ydu +Ju b{uw) alt-un) au E
t + .
= ) ju"“btu) alt-w) du + Ju"‘”' b(u) a(t-u) du .
° Q
.h

Vit L

[1-\- ;—L)n+i]ju b(w) a (t-u)du

o
{ o
2b, ,

1"

si n es par

QW) si n es impar

o

1

]
=>

(Gbnh)z (t-)
ab, () = o

G

= 2ab,,

= 0

(a bh-n }z = 0

i
i
\ ;

t

9

EEEEEE——— L T
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y aplicando el lema 1.3, tenemos que

a(t-») b(u)z=o Vuelot]l, Vizo,

Si existe U € [o,{:] para el cual b(w)$0 entonces @ (t-Us) =0

YVt 2z s al=o Y20, Por 1o tanto O (’Uf): o Yvz2o o© b(u): o

VYuro conlo que queda demostrado el teorema 1. 2. |

Recuérdese que (£ como dominio de integridad, se puede sumergirlen el

campo de cocientes ¥ formado por clases de equivalencia de parejas (o, b),
0,0eT , bxo, con la relacién (4, b)~ (c,d) &> adzbe.,

Los elementos -Eb- c ?’ se llamardn Funciones Generalizadas (Fun-

ciones de Schwartz).

Demostraremos a continuacién que los elementos de T ose identifican con
complejos, funclones continuas, algunas funciones discontinuas, con los ope
~ radores de diferenciacidn e integracién, con la Funcién Delt_a de Diracy --

con la funcién de Heavyside.

DEFINICION 1.2 |
Una funcién § eslocalmente integravle en {a,b] si:

) F(x)  estd definida en [a,b] ‘salvo qiiz4s en un conjunto finito de pun
tos aislados llamados las singularidades de € |

i) ¥ es continua en {a.b] salvo quizé.s en sus singularidades.

i{{{) Laintegralde § sobre cualquier subintervalo cerrado de La,b]
que no contenga ninvuna singularidad de £ ensu interior, existe como una
integral propia de Riemann o como una integral impropia de Riemann absolu-
tamente convergente,

L Construccién del campo de cocientes de un dominio de integridad abstracto
(Algebra superior. Marie Weiss, Roy Dubisch, Editorial Limusa-Wiley,

S A., pagina 83).

- _.m...-.-....‘wuf‘h.‘s

o

TUCIUNAL DL

P dace. R




TEOREMA 1.3 ol

Si ¥ y 9 sonlocalmente integrables en el intervalo [0,) entonces la

integral x ,

h(ac)-’—f#(:c-‘g)g(y)dy y

. 0
existe para X 20  excepto quizis en un conjunto de puntos aislados y defi

L
ne una funcién h{x) que es localmente integrable en [o, @)

DEFINICION 1.3

/ IS LEMA INSTH UGIUNAL DIBLIVIECARES

P ol
Al o i N

Dos funciones localmente integrables son equivalentes si son iguales en

la interseccién de sus conjuntos de continuidad

r - -

Observacién: Esta relacién constituye una relacién de equivalencia.

[
W,

LR aat. Boati

TEOREMA 1.4

3
Si £ es continua y celularmente derivable en Lo, tO]VL) oV D§ eslocal-

R 2

mente integrable allf, entonces

e,

b
JD'FdI = ‘F(b)-‘?(ﬂ) ’ .leeto’t°]'

Demostracién:
Sean ¢, <.-. ¢ ¢ las singularidades de DY enwab) vy c,:a,c,,:fb'

Paraun K {ijo, K=4,%,--, n-\ sea C, <4 <P<C:+| .

2

como fe C' en E&,ﬁ] , tenemos qué B

!  Generalized Functions and Operational Calculus, A. Ederly. Editorial
Rine-Tolt. P4gina 10. | |

2 § es celularmente derivable en si es derivable allf salvo quizds
en un nimero finito de puntos.

3 Laderivada de £ se denotard por Df.



¢
XD«C am = (@) - f@)

o
Sid->¢ ¥ P— C,, entonces 'F(F\ —f(,) v ) — F )
yaque ¥ escontiniaen [ot,],

Ademaias

CK-I-\

P
jDF Adx ——»} Df dx

o Cx
Esta dltima integral existe ya qie Df es localmente integrable.

Entonces
Cra

Of dx = ‘?‘(CK_H) ;-F(CH\ .

2,
b n-1 T n-i .
Wax = Z X{)?d:l = Z‘&g(cm.\“ ¥ (Cn]-}
K=o & K=o
q K
= £(b)-f

y el Teorema queda demostrado.

Observacién: La relacién deﬁnida en DEFINICION 1. 3 divide al conjunto T
de funciones localmente integrables en clases de equivalencia. Al conjunto

de estas clases lo denotaremos por ﬁ Consideraremos funciones local -
mente integrables equivalentes como idénticas ¥ no haremos distincidén entre
una funcién § localmente integrable y la clasge £ dela qie ¥+ es representa-
tiva. En este sentido escribimos fe.ﬁ aang:ie 1a clase que contiene a £ sea

el elemento de R .

7 JISTEMA INS T UGIUIVAL BIDLIVI BLANEY

»
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T.as operaciones enire elementos de R corresponden a operaciones en-
tre clases y las definirermnos por medio de elementos representativos de

cada clase.

DEFINICION 1.4
Para {-3, § (-:'F_Z v d€ @ definimos -E +§ v ot como 1as clases-

en que se encuentran respectivamente £+ 3y af con fef y g€§.

Para que la definicién anterior tenga sentide debemos demostrar que las -
operaciones no dependen de los representantes de las clases.
Sean £,§, ¢ £ v 9,9,e§ - Entonces
1.) £=f en ANA donde A y A, sonlos conjuntos de continuidad
de ¥ y £ respectivamente.
g=g, en BNB, donde B y B, sonlos conjuntos de continuidad
de 4y y g, respectivamente.
f+9=f+9, en (ANADL(BNE,),
i) =6 en A

d‘F"-d‘E en A .

La definicién de adicién de funciones y producto por escalar para elemen
tos de f Se puede extender para funciones localmente integrables y R
equipado con estas operaciones constituye un espacio vectorial.

Por TEOREMA 1. 3 =se puede definir la convolucién para funciones local-
mente integrables y es una operacién sobre clases de equivalencia de fun

ciones localmente integrables por lo que R es un anillo conmutativo '

por lo tanto un dlgebra.

7 SIYLEMA ENS L UGIVUINAL DIDLIVIEA AR -
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Con el siguiente teorema demostraremos.que: alqunos cocientes de convo
lucién pueden ser identificados con funciones continuas, otros con funcio

nes discontinuas y otros con nimeros reales o complejos.

TEOREMA 1.5

Seand,ﬁe([,o,b,ce@, c#0 y Flge_'—R.
{
i) F#)= if— define una inmersibnde T en ¥, 1
B
f{) K (o) = 2% define una inmersién de © en ¥, ]:
C P
iit) M )= .f.cE.. define una inmersién de K en ¥. o
Demostracidn: ’

) M conserva las operaciones ya que

M@f)= f)e _ alfe) _  fc _ M)
[ C c

R -

2 SIS TEMAINSTHUMUVAL DIDLIVILOANG. o

T Wpa— o

M($+9) = (+a)e _ fe4gdc _ fc | Gc _ ME#)4 ™M)
c c ¢ ¢

MEe) . (B)e _ (@)t (Ra)3) _ £ 8¢ ) mig)
c — cz - cz = C Cc -

™ 1

i M€} = M(9) => -;Cc = S: => (__.'ﬁ“cg)c; o 'E‘-'_‘.

=> {(f~g)c =0 => F:E;l).

() R no tiene divisores de cero, Véase "Theory.of Functions of & Complex

Variable!. Tischmarsh. Oxford, University Press.
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Observacién: Conceptualmente existe diferencia entre ¢ T y 5}-?- e ¥

Sin embargo se comportan de la misma manera bajo las operaciones. Por

1o tanto se denotan por el mismo simbolo « . En cambio «€ € y M (H=d€ ®
ni son iquales conceptualmente ni tienen el mismo comportamiento bajo la

operacitn de convolucién. Asi

t +
d[c(f)] = o € (t) % (/ac )(t):Jc ('u)/« (t-2) du =djc (wWdu

Por lo tanto se debe distinguir entre o yla funcitn que es igual a o .
La tnica excepcidn a la observacién anterior la constituye el nimero cero O

que bajo la operacibén de convolucién se comporta igual que el operador 9;'?'

v la funcién 9(+)= O

Veamos ahora cual va a ser el elemento de 53 que se identifica con la

Funcién Delta de Dirac.

La Funcién de Dirac, denotada por d  se define con las condiciones:

{) 5(:’5'1')=0 si mFx
o

ii) J S(ZC-I')C\.‘I =1
-ot ob b
Ahora, JJ(,x_‘x')dx :Jé‘(m-x‘)da‘. = 1 x'e (a,b)
3 - a

Sea fe ¥y calculemos la convolucién de &  con £

| % + t

(E8YRD) = j-?(fu.) SE-wdu = l—?(—t) Stt-wWdu = f &) S JE-wdu = £@).
{ ° °
Por lotanto d¥=f 1o que quiere decir que | interpretado como el 'uni
i tario de ¥ es el sustituto para la Funcién Delta de Dirac. Nétese que 1

8 unitario de 3’ ‘pero no de Gf va que @ no tiene unitario, pues =i lo Jc;g_

viera, denotésmoslo por € , tendrfamos por unlado que OE=Q

% +
y por otro (ae)®) = ja (w)elt-u)du :Ja(u}du = 64%) 1o que es absurdo.

© (]

SIS TENMA INS 1 UGAVINAL M D LIV S AU ...

N

——— ;



CAPITULO OI

DEFINICICN 2.1
4 GHANDETA

Sea la funcién & : (0®) — IR definida mediante h@) =1 41505 L5TUDIOS

CiPLIUTLOR

W se tlama la restriccién unitaria a la funcién de Heavyside.

o e i A B

Observacién: 5 '
t t y
{
hWE ) = 1fahit-wydu = K#{u\du ' I
o ® o

- .

por 1o que h viene siendo €l operador de integracién.

"
h*§ viene siendo la integral repetida de £ y en general h

WVIV/AL MLV i iAeiss

significa la aplicacién de la integral a 12 funcién £ nveces. 3
- L
= !
-,!

PROPOSICION 2. 1 =

n-1 =1

h () = (n-an "—3‘

Demostracién:

NEE
L

L

Vale para =1 por DEFINICION 2.1

Supongamosg vale para n e

knﬂ(’c) =-h h (+) = X () h (k- w) du

o

4
n
1 Nn-y 1
— 1L L - -
= (n-a) d n!
o]

Observacién:

Debido a 1a PROPOSICION 2.1, h'f @) se puede interpretar también com }

n-i

t

mo la convolucién de las funciones (e y l




AsT tenemos la fé6rmula

+ i n-y
*-T) er)de

Jd’c }fmd’c = ] T

o]

9 o

conocida como la férmula de Cauchy.

DEFINICICN 2. 2

k a\é.q:,'ﬂc"7°-

h‘* (‘t) = —— 9
(a

PROPCSICION 2.2

R h@ _ L:‘\'@ , djpe Q.) 'Red'?ﬂ,‘,RgVF'?}o.

Demostracidn:

t

hd h”' () = j Wo(t-u) hacu) au

4N

(o]

L4 %t-\ up-L 1 -t(.t. ) Q-.I‘.
_ b -w u
- j Te) T(p) dv = I‘(A)I‘(PX
A |
ot I‘fd\f'((ii R S ],\M_Pm
B CrT'(p) Flaspd I S CET

Véase Mathematical Methods in the Phy..xcal SC1ence'=

‘Mary L. Boos. Editorial Wiley.

)
du

P A RBILIAT § B

A LIRS

WiV WA

=

[
e




Observacion:

Si 4 es un entero positive, DEFINICICN 2. 2 se reduce a PROPOSICION 2, 1.

! se considera como el operador de integracién de orden fraccional & .
Todavla podemos extender més el operador h . 8i #€ € hagamos
K‘ a+n

= h 2.1)
donde N es el menor entero para el cual Res + N> O

Si Ret>o entonces n=1 y (2.1) se reduce a DEFINICION 2. 2.

Si O(-_'—Ft
R SRR G L b
- &

Como he ¥ ,  elinversode b, h= TE% y be € bio, debe existir y
pertenecer a ? Como h 25 el operador de integracién es 16gico pensar

-1

que h  en cierta forma .zea el operador de diferenciacién.
-t '

Denotaremos h = S

PROPCOSICICN .2. 3
d s°= 4

i) %= K"
(i) 7 stz s

PEFINICION 2.3

Sea @ 'ma funcién diferenciable y hagamos -

" : :
€14) d. aw) KzO,L, -
a ) Tin

NI 111 VWL Ml i un e

- .-m.,.-uym-q‘

e e e e e R

-

i A S
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Diremos que Q posee n-ésima derivada localmente integrable si
2,0 {n-1) . .
aeC , a es celularmente derivable,

Segin el TEOREMA 1.4

m (x-1) Ck-t) :
Ja‘“)cu) du = a Om - & o,

n

TEOREMA 2.1

Si a posee una derivada localmente integrable de orden ' entonces

. (n_;) (n-2) n-t
Demostracién:
Para n=1

Como @ ez localmente integrable, entonces -
2 .

ja‘(“) du = a@)-ale) => a=a@h+ah =>sa=a's & (o)

[+] : .
Supongamos qie (2. 2) es vélido para N-1  @s decir

- -  (n-3) .
¢™b = b7k 870 ¥ 6 s+ + o) g7

Suponiendo que b posee derivada localmente integrable de orden r-y\
{n) ' ‘ _
Como 4 ez localmente integrable, A’ posee derivada localmente integra-

ble de orden n-4

Escojamos b=q' ;.

AVO 131 VWAVIT ML G2V s B e

U
JE T L]

T T
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i
A
] n-1
5""5 - S“LY_SG eo(o)] = s"a -a(e)s 1
|
(rn-1 1 n-% ‘
- O(“)-\- a )_\o) y--» + a'0) S ;
|
de donde .
:. ‘
g - - - !
sha = at +a" ) ko + @l (0) ST L Glo) s i
o
it
i
Observacién: | 2
e
. .. W
Si w satisface las condiciones del TEOREMA 2.1 y ademés ;
Q(o)l= a'(e) = -+ = at %y =0 > ﬁ
entonces $"a = o ™) 3_
3
3
o
Si la condicién de diferenciabilidad o las condiciones iniciales fallan, s"a '_'-:' ’
oy |
L o
no ez una funcién, pero pertenece a § siempre y cuando @ también perte- E‘
5
- nezeca . Asl, consideraremos $"A como una derivada extendida de orden n E-;
e |
de la funcién a pudiéndose de esta manera hablar de derivadas de objetos ‘::
o N . . . R
qize no sean funciones necesariamente gino solo elementos del campo cocien- wf
iy
te. .
El TECREMA 2.1 no siempre se puede aplicar directamente como lo ilustra- ;
remos en el siguiente ejemplo. Primero congideraremos dog funciones que
permitirdn simplificar el ejemplo.
¢ si xvo ‘
-\ ST X <O {
i
i
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&~k

hd (=) = h H (4-2) ’ tvo0, xvo, a€ O

H representa la funcién de Heavyside.

Ejemplo 1:
Encontrar Sz{-’ donde

2
fiy = ¢ (t+rx) + d:(lt-x}) N xvo, el

Segin TEOREMA 2.1,
sE=F'+ F(o) = @' (+x)+ @' (It-x1) sgn (-x) + 2 F(x)

Hagamos | |
g) = @' (Erx) + p' (1t-x1) sgn (t-X}

S1 @'(o)t o, g tiene una discontinuidaden 4= x. Entonces conside-

remos

Yiit)= g(t) - 2 ¢’(o) H ({:;1)

Esta funcién es continua para toda €. Ademas
Yoy = gto) - 2¢'(e) H(-x) = o
Segin TECREMA 2.1,
sY = S| 9-20"6) A ()] |
= s @'ltex) ¢/ (t-x)sgn (£-21) = 2 ¢ H (¢-0)]

= " (tex)+ ¢" (1t-x1),

Por lo tanto

g2 = slarzdun] = S[‘lf +2 ¢'(oVh, (2) +2 ¢<x)]

TV e S A SR

MW

Jid i




= SY +2¢"(a)h,(x)S +243¢(x)S

- SY 4 23'(0) ho(x)hT +2¢(x)S

= SY + R2¢'(0) holx) + 2 Px)s

= ¢"(tea) t $"(H-=xl) +23' @) ho(x) +2P(x)S

Cbservacion:

=

MU Vs e e e sw e wn T

]
JalLy

Note que sh=1 porlo que la funcién dslta de Dirac es la derivada extendi—’

da de la restriccién unitaria a la funcién de Heavyside.

PROPOSICION 2.3 .
- a |
(S-d)-h(ﬂ =1 _t_n_,_g___ ’ nz=1,2,--, tvo, d¢6 © :
(n-1)1!
Demostracién:

sa = q' +a{o)

at
Escojamos @ (#)= €

Jidil

at

~d + Ty
5 edf = a eq‘t'l' L =S e (S-at)= 1 =3 (S‘d)

I
0

Supongamos que PROPOSICION 2. 3 es v4lida para n-L

(5-)7" (43 = (s=)™ (5-aY W)
.t
n-2 ,d & a(t-w) AU
L€ - je Tue
(n-2)! ' (n-2)\

= €

<
adk
- _?_,____ ] LL""? du_

(n-2)1
©

th-L ed* i
-2

e —— e




DEFINICION 2. 4

P ez una funcién racional de S =i

™" .
P'-"- Ab+d'5+'-.+dms s do’---‘,dm)P’J---}pneteﬂ*O

Po tpS +o v, s”
Observacidn:
P  es una funcién continua de t pues si m»n se efectda la divisibn y
se expresa como un polinomio en $ més una funcién racional,cuyo numera-
dor es un polinomio de grado menor guie el polinomio que estéd en el denomina-
dor. Esia funcién racional se desﬁcompone utilizando el método de fracciones
parcialesy se expresa cada sumando, utilizando PRCOPOSICION 2. 3, como

suma de productos de polinomios en ¥ con exponenciales.

Nustraremos la observacién anterior mediante un ejemplo.

Ejemplo 2:
Expresar p(s) = As + A como una funcién continua de t .
(s+a)*+ [Sz
NS+ A _ A + P
K5+d\2'+(32 - S+ A+rpi S+a-pi

s(a+r@) +A (-8 +8a-Bi)
(S +a )% 4 p*

Resolviendo el sistema
Ay B = 2
(4-pi)A + (Axp)B = M




encontramos gie las soluciones son:

i =M+ A4 - Ad + AB¢
A - ﬁ@ /{. 9 B: /{ -
2pi ZP‘

T 1O LewlO

As + M B Mt Ad e""P‘.HJr M- 2d s i

(s+a)*+p% 2 gi 2

-4t M= nd ~t

- Acospt € + g senpt €

y obtenemos entonces

. Zat
-at M= Ad "

Gra)t + 2

(~a+gi)k

(2. 3)

Con lo visto hasta aqul podemos proceder 2 1a resolucién de ecuaciones dife-

rencialez ordinarias con coeficientes constantes y sistemas de estas ecuacio-

nes.

Consideremos la ecuacién

k. it el S
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Ay, 2 Fdn 2G) =F @) (2. 4)

q’b Z(n)lt.) + a‘. Z[n")lt] 40 +

y supongamos qie 4o F 0, dodi, .., dn € € 4 feR.
La solucibén de (2. 4) debe poseer derivada n-ésima localmente integrable pa-

ra aplicar el TEOREMA 2.1y

X (k-3) T-3
() " S P
Y =s"z - L T @ Kenz (2. 5)

Sustituyendo (2.5) en (2. 4) obtendremos

Pz = Q@)+ £

donde
n K : ) n --‘E- (K-J)
PU) = 2 dnw S RG) = 3 p dny T L0
: Kzo k=1 7z, .
de donde
Q) |
A N,
P Pls)
Observacitén:

Q(s) ez un polinomwio de grado n-1 vy P(s) un polinomio de grado n , en-

Q)
9)

) puede calcularse utilizando el método de descomposicién en

tonces

fraceiones parciales como se hizo en el ejemplo 2.
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Lo mismo se hace para 2 v entonces £ es la convolucién de
PLs) P(s) .
i 5 £
Pl

Observe que &(s) queda completamente determinado y consecuentemente

{(n-1)

2 si 20), '), 2 (o) son dados.

Resolveremos varias ecuaciones tratando de abarcar los més casos posibles,

Ejemplo 3:

Determine la funcién que satisface la ecuacién diferencial dada y las condi-

ciones iniciales.

Y ) - 272'@) + (Lia?) 2@y = Lavad ) cos

con 2(e)=4L y L (0)=0.

Por TEOREMA 2.1
Z" ~ s%% - 2'(o) - 2(o)s = S*E -8

Z' - s&-&(0) = 32 - L

Sugtituyendo estos valores en la ecuacién diferencial obtendremos:

27 _ g -.242 +2 + (L+a?)E = (L4 442) Cosat

Z - g 4 (L4 4&?’)(:05,(-{-, -2 |
(s-1)% 4+ a% -

v seqin el ejemplo 2

(Lt4d8)cosdt = Uxrddi)g
2 FE :
B ‘de donde
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Z % - 28% 4 (L+542)s-2a2
[(S-l)z'l'a!z] (s? +a?)

Pescomponiendo en fraccionesz parciales:

3
$°-23%+ (1+84%)5-24%7  As4B Cs+ D

[(5'«\)2+4’~](52 +a?) DR’ ST 4 42

de donde obtenemos el sistema

A4+ C =1

B-2¢ +D=-2
Ad*+ ¢ (L+42) -2D = L+ 57

.
Ba? + p(t+a2) = -24

cuyas soluciones son | - | -

de donde

24 % N S-2d%
Z = (5_1)1+,\Z - g2 -!_'all f

y utilizando el resultado del ejemplo 2 obtenemos finalmente
Z({) = 24 € eemat 4 Cosdt - 24 Sendi

que es la solucién a'la ecuacién diferencial planteada.

W




Resolvamos ahora un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con

coeficientes constantes y condiciones iniciales dadas.

Ejemplo 4

2_1‘.‘.9'.. 3o = O x(o)=-1, I'(D)zi-, Ylo)=o.
2" gy -2y =€

Segtn TEOREMA 2. 1

X = Sx + 1

yi Stj

>t - s%2x +5-4

de donde el sistema se transformsa en el sistema

(z5-3)=x + Sy = -Z
-g%2 438 -1
s -2

g%x +(5-2)y =

Al resolver este sistema encontramos soluciones

rd
_53+_531-qg+8, Y = —8S +418-3

X = 5 T Cs-1)(s-2)(%%s+6)

T (s-4)(5-2) (s 5+6)

Utilizando el método de descomposicién en fracciones parciaies, obtenemos

- % L -3 2
S-4 s -2

_1y2, 23

i e e e

LI S A=~

Y
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y utilizando la PROPOSICION 2, 3 y el ejemplo 2, obtenemos

i L - =
x:-——z—e + e 4

+ -
2% 2 \5'3‘ z 323
13':'-%€t"—;';'€ +_5_.€2Cos zl{:— LE €sen~—7_—'i

que es la solucién del sistema planteado.

Hemos resuelto ya ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes cons-
tanteg y condiciones iniciales en t= ©. Los métodos usados pueden ser utili-
zados para encontrar la solucién general de la ecuacién.

Se vié que la solucién de (2, 4) se puede escribir en la forma

QL) £
P(s) P(s)

donde los coeficientes de @(5) dererden de las condiciones iniciales en t- 0.

ol estas condiciones iniciales 1o 2 dan, )8 coeficientes de A =on constan-

(Q1(s)
Y (s)

nes parciales se simplifica bastante pues no se necesita calcular

tes arbitrarias y entonces el trabzjo de descomponer en fraccio-

en las fracciones




A B+Cs
S (s-nyT {024 2]

Q@s)
P(s)

que resultan de la descomposicién de

Ejemplo 5:

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial

3 at
an -—3q2"+3&22‘—oz :e

sabemos por el TEOREMA 2.1 que
ZM _ g3z - 2" (o) - 2(0)s - Z(O)s?
" - 3%z -2'(0) - 2 ()5

Z‘ = 8% -2 (0)

y sustituyendo en la ecuacién diferencial obtendremos:

3 at
¢’z -2308%2 +30%sz - A%z = T + €

donde U es un polinomio de segundo grado en § dado por

2 1
- 1-3
U= 2 2P 77 =30 ) 2T 577+ 33820
J=o Tz=0

Entonces

34
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ot
?—_ — U + - k 3 e
S -2ast 4 30s - 047 $?-3as*+3as-0
U !
(s-a)? (s-a)?
= A B c L
- —_— e = 4 — i
s-a (s-a)? (s-a)? (s-a)* il
=Aet v ete 4+ 2 tE ¢ gtE,
de donde l

Zw. (A+Bt+2ctt EZ.tB)e

es la solucién general de la ecuacién.

T

— &

===

En el caso de ecuaciones diferenciales con condiciones en la frontera, se
buseca la solucién general de la ecuacién y utilizando las condiciones en la

frontera =e construye un sistema de ecuaciones cuyas incégnitas son las

consiantes A,8,C ... de las fracciones
2s 4+ C
A y yyny
(5-2)7 [(s-a)t +f
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En algunos casos el sistema de ecuaciones no tiene solucién y entonces la il
ecuacién diferencial bajo las condiciones dadas no tiene solucién. En general
la existencia de la solucién bajo condiciones dadas se reduce a la existencia -

de solucién del sistema.

Ejemplo 6:

Resolver la ecuacién diferencial con condiciones en la frontera dadas. |

x"-x =0 x(o)= 06 , (2=l

Utilizando el TEOREMA 2.1 la ecuacién diferencial se transforma en la
ecuacién

Szx-‘ac':U

donde WJ esun polinomioen $ -‘de grado i . I

Entonces la solucién general de la ecuacién diferencial es I

U _aetieet

1({:)‘: 9% _y

Ahora utilizando las condiciones en la frontera, formamos el sistema

A48 =0
A FTpp et=

cuyas soluciones son:

|



L 1
— B = '
A= e p2m ’ o2t et
de donde .
+ 4 ~t

x(t)= = c - = =
e'ZTL__ e—ZTL e'ZT&_ e

Xlt) = sht
sh 20L

a3 la solucidn a la ecuacidn diferencial dada.

Cuando =se busca la solucién de una ecuacidén diferencial ordinaria con coefi-
clentes constantes y condiciones iniciales en t 20 se utiliza el mismo pro-
éedimiento gue para las ecuaciones con condiciones iniciales en {=0. Lo
linico que hay que tener cuidado es en trasladar los ejes al punto donde =se

dan laz condiciones iniciales.

eiermine 1a funcién quz satisface la ecuacién diferencial dada y las condi-
lones iniciales

Lo

N3 42z = 2t e * ; Z2()=2'1)=0.

37
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Utlllzando el ‘I'EOREMA 2 1 y hac1endo { ’b-\- L la ecuacién‘ diferéncﬁi_al :

se h-ansforma en

Szz‘_+-‘33_z_ h2z = 2 ('t-rn @ -

~ v +l) ‘i

‘Como

I R VR Pt R

s2+§s,|_z — e 9-!—_\, - S-} 2' 3

de donde T |
‘ e
Z(é) .12, {e .‘- e’ ]((’t'-n) e . ‘Hl)] | o

| - (1:+_n - V-2T-1
j (‘u-n.\ C c\u j (v+n) €&  dv

o (‘t ” -[‘t%u.) , P
*:_'tlee 5 “) —\-—Z'E e clrar) — e N _e + €

-t

ycomo | -t‘ 41 '.'_'-7’"‘1'_,-'_-'1:'-“1.: y p'or-"lo qué '
z (-t')— (+- 1) E’ -

es la; soluc16n ala ecuacmn

S (t+1) - (THL) ...(z-ﬁ.)
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