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1111-2110DUCCION

El concepto de función, como la mayoría de los conceptos matemáticos,

ha sufrido una marcada evolución al través de los anos. 	 -

Leibnitz, el creador de la palabra función por el afio de 1694, conside-

raba ésta como una cantidad relacionada con una curva. Bernoulli en -

1718 la consideró como una expresión formada por variables y constan

tes y, poco después, Euler consideró la Función como una cantidad de-

fluida por cualquier ecuación o fórmula que estaba constituida por varia

bles y constantes. Este concepto de , Euler permaneció invariable hasta

que Joseph Fourier, en sus investigaciones sobre calor, .consideró que

las llamadas series trigonométricas, las cuales encierran mayor canti

dad de relaciones entre variables que las qu.e se habían estudiado ante-

riormente también definían funciones.

Dirichlet dió una definición más amplia .y que no utilizaba expreáiones-

analíticas para indicar la relación entre variables de dos conjuntos nu-

méricos. El nacimiento de la Teoría de Conjuntos permitió extender el

concepto de Función estableciendo relaciones entre dos conjuntos cuyos

eleinentos son objetos arbitrarios. Esta definición es la usualmente a

ceptada por el "matemático medio";

En este trabajo se da una extensión del concepto de Función mediante -

la Teoría de Cocientes de Convolución debida al matemático polaco jan

Mikusinski. Estos son introducidos como cocientes de enteros.



Asi como algunos racionales se identifican con enteros, algunos cocientes

de convolución se identifican con funciones continuas, otros con algunas -

funciones discontinuas. La Función Delta de Dirac, la Función de Heav-y-

side se identifican con cocientes de convolución. Lo mismo pasa con los -

Operadores de Diferenciación e Integración, que permiten dar un método

para la resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes

constantes. De lo anterior se vé la razón por la que los cocientes de con-

volucion sean consideradas como funciones generalizadas.

Este trabajo se divide en dos capítulos. En el primero se define el campo

de Cocientes de Convolución, se identifican los complejos, las funciones

continuas,`algunas funciones discontinuas y la función de Dirac.

En el segundo capitulo se estudian los Operadores de Diferenciación e In-

tegración y se aplica la teoría antes desarrollada en la resolución de ecua

ciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes.



cerrada én	 •

ab = bcx

ab = fa (A b(1-11.)clat

i) Se ve directamente de la definición de convolución que esta operación es

y con el cambio de variable. 	 -

=j a (+-17) b (u) (3:11) ..1)1D (v)	 -11)chl	 b (ti) .

CAPITULO I

el campo complejo y 0/43 6 ... elementos de dicho campo. Poniendo

=	 E0 co	 ) -F es con-11/i val• 9

sea	 el espacio vectorial sobre	 con las operaciones usuales de adición

de funciones y multiplicación de éstas por escalares. Esto es

DE FINICION 1. 1
4

En T.' se define la operación convolución o* mediante:	 44. SAIER‘D-E- MIS HUN
MARA MI GRANDEZA

(O. * b) ) = j. a (u) b (t-1.)clu	
ALTOS ESTUDIOS

BIBLIOTECA
o

(Nótese que la integral siempre existe, gracias a la continuidad).

Por conveniencia utilizaremos a b (4) en lugar de (exitb)(t) , cuidando de -

distinguir esta f-unción "producto" del producto usual oitbX-0= alk)b ((),(eC

TEOREMA 1J

constituye un álgebra conmutativa.

Demostración:

Basta demostrar que TI bajo las operaciones de adición 3t_convolución cons-

tituye un anillo conmutativo.

-Sean ab c ce



iii)	 (bc)= (ab)c

(bc)} (t)-z Ent (th.) (bc) et	 clit. jcx(u)	 b (i-u-v) c Cu) di/ clu
o

oe

I (a) a (V) II (v-) b ( -u-17) ce/7)dr du_gb [0/1-11,3

r
W Li

(u) 	 (u) a (u.) 6(t-u-u) 6%) ctv cht
[erti	 £0,1-11]

ce	 ab

II 191 S)t3 I 1(1/2 ? 3C I e b 4-0 af)du

nj	 eu) (v) ci(u) b(t-u-/r) d i/ c(ty)cy
ets_ 

I
tti [0+-e

Vearaoa que

I (II) I(17) =	 (r) I (2k)
Co,t) Coit-u.1	 [st] Co,t-7]

...	 (1.1)

	

I (17)	 I (a)	 pues ye [0,i-U.]	 7A.E£0,4-1,1

y I (y) ,T..»	 (1) . También	 ty [o,{-a]=> /ti [0,tto,k-u]	 (°,t-ir]

y I, (v)
[°,t-u7	

=	
co k -v]k vi



Si	 I etr) _o fácilmente	 •se nigua (1.1), tanto para
ro,t-µ]

T (m.) o
Los'

como para	 (l4
Lodil

Si I (17) Th t Y I (A) r- 1 entonces
+3

pues o 444, ‘t	 por tanto I (V)= 1 y se sigue (1, 1)

ir S te, 4 44i

Si 71. (y) = se,
rOft-Ala

< .44.	 -1T	 17 < O104) I: o	 entonces
Nta

por tanto VIL to,ii y T (11) = 0	 y se sigue (1.1)
Coi

Ya qüe se demostró ' (1.1) tenemos que

[Ici Cbc)1(1) =f.
eh -4

j I (l: ) ; (a) a tA0b(i-arir)444.
Lo t] M'Y]-

I ('ir) c (tr)i a (10 b(k- -v) 4 4.tr
t-r

it
1

I
-a Pit)

o

t
Ir• C 67)(ab)(4-17)dir

=t (ab) e) (t)
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a(b+c) -.-_ ab + ac
t

A ( 1:1+ c) (.k	 \= a Cu) (1D + C)(t ^ VA an

t

a (u) \blt-ti-)-1- c. eit - II

¡coa I, (4-10 + cx Cal e I& -v:)-\ aish¡coa

-I.
I= a 0,0,,(1/4- v.) eh,. is f °tul c(t-u) du
o	 o

= al, (-t)4- a c (I)

71/2133j0_

El álgebra conmutativa e constituye,respecto a la estructura anular,

un dominio de integridad (no tiene divisores de cero).

Demostraremos 4 lemas que permitirán obtener la demOstración del Teore-

ma 1 2

Lema 1.1 

Si es continua en

-1c. !	 e	 3(u) cl -a
tc.

lDemostractón:

Ibr la definición de exponencial

entonces

(u) d'u cuando

nx.ge (4-u) 	 1 _ exoy_ e
c.

y para' xi t fijos, se Lpuede demostrar, utilizando el criterio de Weierstras



0.

ku

5

para series uniformemente convergentes, que esta serie converge uniforme-

mente para u E 1.0, T-1

Debido a la convergencia uniforme de la serie,

I

e	 S etia di( =	 {.1, -ere I..-- ext+ -- IL' -\
,._, ,.(*_.)
T	 -1"

(u) du

Hagamos	 T

-1 (X) =	 exe V.- e "(4 - u)n 9etia db.
o

t

— I 9(-u.) ct-u.
o

-1. (x)	 O cuando a	 01:1 Para esto hagamost -s 

Iz

=
-- ex? e " (t-1\ g Cu.) au

1 e„,‘.._ evtu - 1 .} g Cu.) du .

t+a'

donde á: o si t r_ o d á € (0, 4)-; 6 1. o si t z T

En cualquier caso se cumple I ( ..) = Is. +1z + 1- 3 + Z4

Como 5 es continua sobre 5, 1 entonces 19(u) t �. ri
N o y lk E 5, 1] y tenemos las siguientes estimaciones:

ri exeS- e" ct-1 a.\

0

t-8

' L	 -	 -

o
t

j
exe \..._ e (-t-101 9 mcia

t.-.3

+a'

1 
exp [- e 91 (-I 11)] 9 Cua du,

T - t)

para algún
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Como o	 c -E „5"	 c5-u `- d `--{-	 xd

Dc. Ct - u.)
— C .Dc6 > — C e ? 

Entonces
t -

list �-	 Cx? 1.6 zd I au	 rlexp

o
de donde

III\ MT ex?

Asimismo, se cumpl?

14 mi expexct-ttici.

t-d

ya que ex? 1_ e xci-1 4 I .3 por lo tanto

11.z1 z̀ richt
4-6

11.1 �. ms.

Asimismo, se cumple
tiS'

1 13 1 �. MI ti.- exPlre(±-11	 ya que

1. — ex?	 ¿clt-411 ‘. 1.	 por lo tanto

11 3 \	 Mcji

Asimismo, se cump er\

relII4 \ --	 k.t- eXP1.--	 .(et-11)n g(u)dt,

+-rts'

•



[0-r] y 1	 e
Int 

(+)clt
o

entonces .N-t)= 0 ,\Lbelo,	 ....

Si -1 es continua en

7

ex?N e	 1: e" v
. e _ ote3'i

, entonces tenemos queComo	 neet -u-)

T
114 \ « Mi+4.3'ti -- Cxelseal &u

de donde

	

1 /41 M T	 1 — exPl: e - zd 1 I
Dado £>o	 escojamos S t.-. si,- 

4M 
de tal. manera que

z- 
	4	 .9	 1 13 1 ` t.

xo	 mame ;.	 m.."	 donde

4-r1(	 MT in 
MT- E.

4. M by (	 4MT)

Entonces si X2 pCr, se tendrá

11.11 s	 F	 ti	 I I	 E
4	 4

Por lo tanto

1 1.(x)\ S E	 pa-ra á, a`= 4.111 y Dc.	 °Cc

Por lo que queda demostrado el Lema.

) E

Sea

—



(T-u) din
cO Tewn

o

__f,
1A)

(T-u) duk

::

Demostración:
00 

ei)"
\

e
Kft (t-T) (T-

e	 )-	 f(T-11)(-av)
Ok=1 

M t ex? [e- n (T--01

Si i< T , esta última expresión se aproxima a cero cuando n ta y uti-

lizando el lema 1.1 con	 9(µ) 1 	(t-.«.)

er-1,00111-= O	 \ii k E 10,1)

tenemos que

-1(±)=0 Wiv t.	 Vo,1");y como -F es
o

continua en T 5 entonces	 -F (t) o V	 V_0,

entonces C (u) O V ea e kO,

Demostración:

:iC
1

. ma 1. 3	 1
U	

E

1
[C), ti) y I lit" .1(n)du: O paraSi f. es continua en	 Y1 T. 1_ 4 25 • — ,

o

Fijemos uo e (o, U). Como

I

'U
(-nue ) “u)du	 o

I,

U o

G
-Li. ) n 4(1) d'u

1	 o

o
11 )" -“u) du = o.

T.7

(1) (u)+

lAcs

o	 u,
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donde I (II14I Pul 1 11	 Para algún til >o .

Sea T tal que	 = 'Li e

	

"U	 	 y hagamos el cambio de variable Iltu e él
U

1T

	 1
f 1 j ‘n

fku) d u = tient; cuoétyko te* = t . \ lent F (041 4 mit.
14Lit)

	

o	 o

donde F(4) clf(ttoe-1)e4",

Entonces
ir

et F(t) di  4... li .

Aplicando el lema 1. 2 obtenemos

F (t) ---. o	 sutt [a, T]

Pero

Fec ) = 040e4 ) e4 =o	 tutie.1) =o vt 5,11.

Entonces
f (u) .o vv.c [uc,31.7]

Y como 1.4 0 £ (O, ti)	 entonces

= o	 V e (o, U]

y como f	 es continua en O

(U) t...o	 \wi v. e [o, II]

Lema 1.4

Si f es continua en 10,21] y 1(0 = O Vt€[q2T)

=o	 V + e 10,1].

Demostración:

entonces

Ya que

ett) = 11(104. (t-v.) ci go o Vt en]    



tenemos
o	 I2.-te, (n.t. ) 1 .1 cii, (,_ u) ct dt

oo
1. 2.T t

n(ZT-) (u>(t -u)	 at

o o

zil	
(z-r-4)

cti) -1(-t-u)au a t

netri•-ur)
e	 (T-1)1 (r-w)ea

e
(1.3)nlvtui) dis = o(T--u) f (1-10) cl

10

donde 
T

t)i os	 21

Introduzcamos nuevas variables de integración ir, w por las fórmulas

ir tr.21-is-ur y la integral (1. 2) quedará

donde 
A 

A= t(is, las) k 'rey 1.5 o 5 ir	 T	 s } •

Sea At -24 (17,-ur) 1 eirrus so l v> -1 5 tur	 -11 •

Entonces _a + = (Vi 14.) 1 -."1711- ,
	 1AT

Entonces segdn (1. 3) La integral sobre AtA' es igual a la integral sobre a:
n(vrid)

Ademas en	 itr *Id s o por lo qte e	 i‘ 1	 y como la integral sobre

el cuadrada at A l se puede escribir como el producto de dos integrales

sencillas, tenemos que:
1

[	 e nv. .y ( T- U) CHI I %-= 11 ¿ III (T - u)" e1‘11:1 Cr-
-T	 -T	 -1

T -r

en'en'i+ (T-v)f (Teta) cl it cpity

1 -1 -T



e	 1r) -1	 Id	 't
A

n(utui)
e	 -I. (T-v)-F (T -14) dir dur

e "(17+14 1 .1 (T-v)	 aur

a'

(r-v)111(T-ur)triudur pues como se vi6 antes 	 e" 117"31-

al

zAt

donde A es una cota superior de f (t)	 t E	 I; Z11 y 2T z es el área

de 4' .	 Entonces

T
ent (T- u) du. 	 -WTA.

-T

Ahora
o	 o	 o

j enu- Ç
 (T-u) clu L	 e"' (T-u)lan	 dv.	 Al"

-1	 -T
Entonces
TT	 o

entt-1 (T- u ) d'a =	 en'IV (T-	 —	 e" -1 (T- clu

o	 -T	 -1

1	

T	 O

� 	 I enu -1 (r_.) du i_	 f evntÇ (T-u.) di,

-T	 -T

TA t -TA

=	 +1)TA ,



ii)
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y por el lema 1 Z

(t)	 o	 V* e V.. 0, 1

Corolario 1. 1 

Si Ç E Cr y -nt)"= 0 \t C°, ca ) / entonces -P (t)-..- o V+ > o.

Este corolario es inmediato del lema 1. 4 pues tanto la hipótesis como la

conclusión se cumplen para todo T > o.

Ahora estamo s listos para demostrar el Teorema 1. 2

Para a, 6 e C.	 supóngase que
t	 ::d

O .-_. ab (+) r- i a(u) b(-1- .72)du ,	 \f+ "a o	 5
o

3
a
a

y hagamo s
z

an (t) = +nom 5	 b y, (+) = t ri 6(i) 	 n. L, Z., • • •

anks

Demostraremos por inducción que o 6,, (-0 = o	 V+ko y n.r.1.,;--- e	 "I

¿) a 6, t a, b= ID a, 1- b, Q
:...

(b a, ÷ 6, a) (-1) r_ 6 a, (t) 4 bio (t) 	 natt

1
---- 	(t-u) b (U) a Ct-u) cht +- S u. b (u) o C-1.-u)d-u.

ot	 o

-11 b(u) a C{-u)du =
Entonces	 o

a b, + al -: o

ah % (ab, i- 3,1), o
(a1D1)1+(ab)(a,b,),_ o

(ab,) 2. , o
ab, = o .

Supongamos vale pera n , ie ) a b„ ({) =. o	 \vi t 2. o ,

o.
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(an4, b -1- a6n4..)
(ban+I	 1;1+ t a (t)

6 lan+I (t)
	 + }phi a (t.)

---- I (4-1A) "." 6 (u) e (-I -u.) a u +	
i

ju
n-1 

b (u) a L-1-u) clu.
O	 O

t	
t

r- (.- 1 ) "4 1 lit' blu) a (-1-w1 du -t. j un+I 6(t.) o (-t-tt) 41A
o	 o

-b

- if+ -1 .1 I. /21+1 6(w) a (-t-u.) a u.

o

kt, aki.i)(t)	 °
2 bn.► 1 °u)

si n es par

si n es impar

Si n es par:
(ab) (0n4, Ion + , ) (4) #	 (a 6nt I

>	 (Gb„, )2 (t) =o

	

—>	 a bn4. , (-E) -_-. o

Si n es impar

0,1+1 b +	 =	 Z

an+1	
- o, 6

Yhti	
= o

(a b) (a n+1 bk1+, )	 (a 6n41)z. = o

(- a bh4.1 ) 3 =

--> a 6
n +

Por lo tanto

	

a lo,„ (-0 -= o	 V-t-t o , VI r. 1 , • ,

Ahora
-t.

a by, (k) = by, a (-1)	 = 1 u." 6(a) a (-I- h.) á v.	 o



14

y aplicando el lema 1. 3, tenemos que

(t-a) b (v. ) =o	 V tk e 	 Vit.° •

Si existe U, e lo, t 1	 para el cual	 b(uo)# o entonces a - Zio) -= o..

\I -E 1. 7.40 d ca (11)=. o	 V IDE>. Por lo tanto o (lT)= b iiv o o 60.0= o

V u -7 o con lo que queda demostrado el -teorema 1. 2.

Recuérdese que te	 como dominio de integridad, se puede sumergir en el

campo de cocientes 	 formado por clases de equivalencia de parejas (0,6),

b	 bt o , con la relación (A, b) 9%1 (c, ct)	 oct-z,.. he

Los elementos a e

ciones de Schwartz).

se llamarán Funciones Generalizadas (Fun-

Demostraremos a continuación que los elementos de V i se identifican con

complejos, funciones continuas, algunas funciones discontinuas, con los ope

radores de diferenciación e integración, con la Función Delta de Dirac y --

con la función de Heavyside.

DEFINTICION 1. 2

Una función f es localmente integrarle en Co,b) si:

-r ( De ) esta: definida. en [Q,b] salvo quizás en un conjunto finito de pun

tos aislados llamados las singularidades de

-1 es continua en ((lob] 	 salvo quizás en sus singularidades.

La integral de	 sobre cualquier subintervalo cerrado de ta,15,3

que no contenga ninouna singularidad de 	 en su interior, existe como una

integral propia de Riemann o como una integral impropia de Riemann absolu-

tamente convergente.

Construcción del campo de cocientes de un dominio de integridad abstracto
(Algebra superior. Marie Weiss, Roy Dubisch, Editorial Limusa-Wfiey,
S A. , página 83).



TEOREMA 1. 3

Si f y 9 son localmente integrables en el intervalo [ote)

integral
hCx)=

J
(x- *9) 9 (9) ci

o

existe para a o excepto quizás en un conjunto de puntos aislados y defi

ne una función h Cx) que es localmente integrable en Co, go)

ict

>
3TEOREMA 1.4 	 z

a Si f es continua y celularmente derivable en Rilvt.50y T.)C
3  

es-local-

mente integrable allf, entonces

O, b	 tal . 031

Demostración:

Sean C, <	 < cn., las singularidades de DÇ en karb )	 y Ceta 1Cnr:b

Para un ¡I fijo,	 ts=. 1,z5 • •	 sea	 C1, < si < p < ;4,1

Como -P €. C	 en E4,p I 3 tenemos que

1 Generalized Functions and Operational Calculus, A. Ederly. Editorial
Rine-Holt. Página 10.

2	 es celularmente derivable en 	 si es derivable allí salvo quizás
en un número finito de puntos.

3 La derivada de C se denotará por DI .

15

entonces la

DEF1NICION 1. 3

Dos funciones local rente integrables son equivalentes si son iguales en

la intersección de sus conjuntos de continuidad

Observación: Esta relación constituye una relación de equivalencia.

DI 4x = f (O- (c0



— (cn) .= -1(ch+,

Kr. o

= 141) - Ice.)

Y 
4, (4)	 fi(ct,){(1)	 f (ch.»

c 11+1

I
pf dx —a

J
 DI dx

a

Si cc	 ch s p	 Cbs41 entonces

ya que f es continua en [o toi

Además

Esta última integral existe ya que 11); es localmente integrable.

Entonces
c h+1

Og dx

¡ pf dx =
Jq

=i (6)— f(ci)

y el Teorema queda demostrado.

Observación: La relación definida en DEFINICION 1. 3 divide al conjunto 1/

de funciones localmente integrables en clases de equivalencia. Al conjunto

de estas clases lo denotremos por R	 Consideraremos funciones local-

mente integrables equivalentes como idénticas y no haremos distinción entre

una función f localmente integrable y la clase :f. de la que -1 es representa-

tiva. En este sentido escribimos fe . k aunque la clase que contiene a -1 sea

el elemento de K.
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Las operaciones entre elementos de it corresponden a operaciones en-

tre clases y las definiremos por medio de elementos representativos de

cada clase.

DEFIMICION 1.4

Para Z, gel y de (L definimos f t g. y o< Y.	 como las clases-

en que se encuentran respectivamente 1+ 3 y o u9 con 1 e "? y 5£9 •
Ia

Para que la definición anterior tenga sentido debemos demostrar que las
a

operaciones no dependen de los representantes de las clases.

Sean r, 1, e Y	 v 9, 9, e j . Entonces	 e.
:I

O -9 = E en ArNA,	 donde A y Al son los conjuntos de continuidad 	 17,-

de f y .P1 respectivamente.
-.e

	

9 -z g, en en 8, donde e. y 15 3 son los conjuntos de continuidad 	 -4
73

de y y g, respectivamente.	 1
Ç 4- e = f; + 9,	 en cAnAa) u (f3n81).

:r.-•

LO -F = -I, en A	 a

9141=4 en A A.	 	 )

La definición de adición de funciones y producto por escalar para elemen

tos de e se puede extender para fruiciones localmente integrables y

equipado con estas operaciones constituye un espacio vectorial.

Por TEOREMA 1. 3 se puede definir la convolución para fun.ciones local-

mente integrables y es una operación sobre clases de equivalencia de fun

ciones localmente integrables por lo que elz, es un anillo conmutativo y

por lo tanto un álgebra.



Con el siguiente teorema demostraremos que: algunos cocientes de cono

lución pueden ser identificados con funciones continuas, otros con funcio

nes discontinuas y otros con números reales o complejos.

TEOREMA 1.5

Sean ot,pECy (3,b,c e e c o	 Y ÇJ9CF1—

18

F(4)-=
	 define una inmersión de CE en "P,

¿O KM= "
	

define una inmersión de T. en

(n= -/ce.	 define una inmersión de R en V.

Demostración:

M conserva las operaciones ya que

M (df)	 (4-1)c.	 (-1c)	 C

M(.1.1.9)..„. (-1+9)c	 -Pc4sc	 .Pc	 gc	 m (9)4 1,1(91
c	 c

(19)	 (Ç9)c _
C

M	 1-1 M (f)=11(9) -9c _  gc	 > (*-9)c 0
c.

:=>	 9 )C = 0 —> -9 =

(1) R no tiene divisores de cero. Véase "Theory of Functions of a Complex

Variable!'. Tischmarsh. Oxford, University Press.

	

C:99)ct (4c)C9c)	 -9c Se	 MG) M(9)

	

czcz
	 c c
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Observación: Conceptualmente existe diferencia entre c(é	
oth

 y h	 .

Sin embargo se comportan de la misma manera bajo las operaciones. Por

lo tanto se denotan por el mismo s ímbolo d . En cambio aE C	 y4 (f)21 e E

ni son iguales conceptualmente ni tienen el mismo comportamiento bajo la

operación de convolución. Así

d (+)-} = o( e (U	 y Ve )(+)= je (u)f (-t-u) cl eu ot je (-442,,
o

)
Por lo tanto se debe distinguir entre ol y la función que es igual a o( .

La única excepción a la observación anterior la constituye el número cero O 	 3

oh que bajo la operación de convolución se comporta igual que el operador --h-

y la función	 e (i) -,.. o
1

Veamos ahora cual va a ser el elemento de p. que se identifica con la 	 .5:
3

Función Delta de Dirac.	 -e
73

La Función de Dirac, denotada por S se define con las condiciones: 	 S
0 á (x - zc ' ) t% o	 si	 VC * M I 3	 í

ce	 ...
72

ti)j CS‘ (X- De l )CIDC = t	 a
's

Ahora	 j'a'	
b	

x ' E (cl , b)	 VI›)

	

j(x-agaz :..-. I e Ca-x ' ) a cc. -.-... 1
- ct	 Q

Sea Ye '-'	 y calculemos la convolución de S con -f-

	

4.	 -t.	 -t

( 6 -n S) '5 1-1006 (-1--a) d u = ifeo .5(t---k) a u. . Ç (t) S (5 (4- za- vili -z.- -(1 (4) ,

	

o	 o

Por lo tanto	 6V =f lo que quiere decir que 1 interpretado como el uni
N

tarjo de 1-	 es el sustituto para la Función Delta de Dirac. Nótese que 1

es unitario de	 pero no de e ya que no tiene unitario, pues si lo tu

viera, denotésmoslo por e , tendríamos por un lado que cx e r-, Ct

k	 t

I

y por otro (ae)(-t.) r... Q (11) e (i - it) d 7). -2: Clett)ctlx ...: O (-1) lo que es absurdo.
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CAPITULO II

DEMNIC ION 2.1

Sea la función ñ. 4. [oro) --, definida mediante h (*1

II. E; ..."• 1:.;	 1-31,1C07 .41 G.".ANI) E.Z.A
a:; L.:5-1-

SI se llama la restricción unitaria a la función de Heavyside.

Observación:

	

1,f	 \

	

-1	 -= ;(u) k (t-u) d u. t-.-. 	 .Ç tu) d u,(t)

o	 o

t

por lo que 14, viene siendo él operador de integración.

h2 Ç viene siendo la integral repetida de ; y en general hn-e

significa la aplicación de la integral a la función ; nveces.

PROPOSICION 2.1

In" (t)

Demostración:

Vale para nt I por DEFINTICION 2.1

Supongamos vale para n t

inn+L (+ )	 • hn h (t)	 In" (u) In et-	 du

o-t
-En

(x-s.)! 1	 n.

Observación:

Debido a la PROPOSICION 2.1, h n-r (-o se puede interpretar también co-.

mo la convolución de las funciones I	 y .f(t)
(n -1) 1

o
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Así tenemos la fórmula
n-1

I (4 - t )
"	 (t)

conocida como la fórmula de Cauchy.

DEFINICION 2. 2

(n-i)!
o	 O

4:1 (t) aft

le,°` (t) = r (a)

PROPOSICION 2.2

0\ E.	 > O .
••

it

4 ) (11 € C. 5 'Re .1 o 'Re po 

Demostración:

ha hl	 Ind (t /2) ha cu) a u 2

t
____

	

	 (t- ---aff tkfri ai
r (d.) TTPC

o

ri(or(9) tot+
rGorce)

G-Iu ,54-1..0	cht

ndi ) ((o
o

_ 1,"r14)
r (.01p 

(0 Véase Mathematical Methods in the Physical Sciences.
Mary L. Boos. Editorial Wiley.



Observación:

Si 4 es un entero positivo, DEFINICION 2.2 se reduce a PROPOSICION 2.1.

64 se considera como el. operador de integración de orden fracciona). a .

Todavía podemos extender mág el operador ha . Si de C. hagamos

a	 , + n
(2. 1)

donde n es el menor enteró para el cuial R e .4 n o

Si 'Re 4 > o entonces nt s y (2. 1) se reduce a DEFINICION 2.2.

Si ol =-(3

kr - 114 kIP 	1,-9143 -2i =

h
	 -1	 L,

Como ht 1;1	 el inverso de n,h,	 ,b€C, ID* o, debe existir yb h -
pertenecer a 5. Como h es el operador de integración es lógico pensar

que h-1. en cierta forma sea el operador de diferenciación.

Denotaremos
	 5

PROPOSICION 2.3
S° =

S a r-
S d S ta - C"

DEFINICION 2_3

Sea a ma función diferenciable y hagamos
ts

ti ) 
c)	

d. a Ct) 
a( c	 --r--

d.-th

0, 1„ . •



Diremos que a posee n-ésima derivada localmente integrable si
, n-t	 (n-1)

aE C	 a.	 es celularmente derivable.

Según el TEOREMA 1.4

(K)	 = a Cm")a (u) clue

01-1)
- Q (n) ) n t. o.

TEOREMA 2.1

Si a posee una derivada localmente integrable de orden n entonces

(1)	 en-1)	 ( n -2)	 n -

+ a	 (0) 1- a (o,) S.+ • • • + a (o) s

Demostración:

Para n

Como o' es localmente integrable, entonces
t

j
a' (1.1) 41.1. .z2 C1 (k ) - C1 ( o) -=-.--.1%) 0 = 0 (0) k + a l k

o
Suponga.mos-pe (2.2) es válido para n-L es decir

sa v c e-j- caco)

s
ns

b =
(n- a	 , n-2.	 en-37	

v'-zb	 (o) + b	 (0)5 + •• • + b(o) S

Suponiendo que b posee derivada localmente integrable de orden
('0

Como a es localmente integrable, d posee derivada localmente integra-

ble de orden n-i

23

Escojamos b	 ,



b	 $'1-1 154 - ato)]	 sna — a (0) s n- '

A (T) +	 ("“ ), 0) + -• • ÷ a t k o_) S"'

de donde

s n a z a
(^)	 ( n - 1 )
 

(1-1)
(o) +	 + o' (o) 5"	 n-} a (0) s't

Is

Observación:

Si u satisface las condiciones del TEOREMA 2.1 y además
0 (o)	 0 1 ( 0) = • • • =	

c4 (ri-Ilc	 O

entonces S "a	 )

Si la condición de diferenciabilidad o las condiciones iniciales fallan, Sna

no es una función, pero pertenece a F siempre y cuando a también perte-

nezca. Así, consideraremos S"a corno una derivada extendida de orden n.
:2

de la función a pudiéndose de esta manera hablar dé derivadas de objetos 	 19.

que no sean funciones necesariamente sino solo elementos del campo cocien-
,

te.

El TEOREMA 2.1 no siempre se puede aplicar directamente como lo ilustra-

remos en el siguiente ejemplo. Primero consideraremos dos funciones que

permitirán simplificar el ejemplo.

24 

Si x70

si oc o

Si x < o
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1-1, (x.) —_ 1-14-1Fi ( -1-3c) 't.)0, 't'o ) dE C

TI representa la función de Heavyside. 

Ejemplo 1:

Encontrar S 2-r donde

f(t)	 cp	 +	 (4) (t-t-x))	 x -70 cpe cz

Según TEOREMA 2.1,

Sr f i + -f(o)	 cpt	 01(it - xl) s 9 n ( -1- x) + 2 00.)

/1k

Hagamos

get)	 = ct» (itx) +	 ( it-zi) S9n

Si cp(0) o, 9	 tiene una discontinuidad en -¿ 	 x . Entonces conside-

remos	 •

Y (t) = y(f) - z r (o) H

Esta función es continua para toda -L . Además

y(o) = g(ó ) - z oi(o) H	 o

Según TEOREMA 2.1,

511;	 s 9 - 2 cp i (o) 	(x.)]

s [ O t (ttz) 4- 0/ 0-t-xl)syn (t-z) — 2 o'(o) ti (-E-2)]

ck" (-t+x)	 cp "

Por lo tanto

s	 5  9 + 2. 4 ex.)1 = S NT ir 2. o'colk,(x.) z 4(x)]l

Ms
Ir



a (4) e
«4

s ea' = e ti+ + 1	 e (5-.).	 > Cs	 = e.1, 

Escojamos

26

sy 2 0(. 0) II, (r) S + Z 4(x) S

S Y + 4 1 (o) (x)	 + zo(m)s

=S + 24 1 (o) ho (x) + 2 tnx)s

r-- 95"(i tx) t o"(I-t-x l) + 2 4 i (o)ha(x) 2 15(x)

Observación:

Note que sil 	por lo que la función delta de Dirac es la derivada extendi-'

da de la restricción unitaria a la función de Heavyside.

O',	 E

PROPOSIC ION 2.3   

(S -d) n(t) riti,25.-, t'o, oge      

Demostración:

La	 a' + o ( O)

Supongamos que PROPOSICION 2.3 es válida para n-i

(5- 011 ) - " ( 4 ) (ss-on- 1 (5 -4)-n",-1)

edk +n-2 €0(40)

(n-2) 1
o

un-7. ea

(n-z)
du

ea-k

( 1- 2.)1.
un-1. ditt

o

tn-s. coi*

(-	 \



DEFINICION 2. 4

P eq una función racional de s si

P + d, S + • - • 4 d ,1, S Yr'
-

po 	p, s + •• • + (I n sn
a	 p„ E CE 11" 4 o

27

Observación:

e q una función continua de t pues si >TI n se efectúa la división y

se expresa como un polinomio en s más una función racional ) cuyo numera-

dor es un polinomio de grado menor que el polinomio que está en el denomina-

dor. Esta función racional se descompone utilizando el método de fracciones

parciales y se expresa cada sumando, utilizando PROPOSICION 2. 3, como

suma de productos de polinomios en -1 con exponenciales.

Ilustraremos la observación anterior mediante un ejemplo,

Ejemplo 2:

Expresar p(s) _ as
—

como una función continua de t .    

'X S +"

5+ 41/1 )2.4' p
A -t-	 5 -3/4-	 - 

S ( A GO 4- A (41t- i )	 0 

(s+ck) L	 (37-

Resolviendo el sistema

(4-(31) A -1- (.4 p d = itt



A- •Xoi +->01.
1

encontramos ve las soluciones son:

28

—/k +
P\

zpi

Por lo LasiLo

+ 
(5-1-0)1+pz

e	 ±	 e
Zpi.	 Zpi	 IP,

il
11

-.<4.14->d	 , al t
	

t

A C ospt e S enfrf	 C	 Ilj
-_-_.	 + --p--	 t

y obtenemos entonces

-xs+"
(sta) 1 4- (3 1 —

-4+	 -%d
-**X COS pi.	 +  

senpi e
(2. 3)

Con lo visto hasta agur podemos proceder a la resolución de ecuaciones dife-

renciales ordinarias con coeficientes constantes y sistemas de estas ecuacioT

nes.

Consideremos la ecuación
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do Z
(n) 

ft) +	
(n-)

z	 (t)	 •••	 z' (+)	 oin 7(t)	 47 (-€)	 (2. 4)

	

y supongamos gie 010 o	 do, d i,	 e (E	 y 4'€'11...

La solución de (2. 4) debe poseer derivada n-ésima localmente integrable pa-

ra aplicar el TEOREMA 2. 1 y

(t) = S K Z E
01-3)	 7-1

Z	 (o) S 1“. I, 2, • • •
(2. 5)

Sustituyendo (2. 5) en (2. 4) obtendremos

9(s) Z =	 Q (s) + 4'

donde

n K	 01-3)
9(s) =	 oi n-H s	 Qes)	 L f oc„,_	 (o)

k..	 k., 7,,

de donde

7	 Q(s)
Pes)

Observación: 

'Pes)

Q15) es un polinomio de grado n-s y 'P(5) un polinomio de grado n , en-
Qls)tonces	 puede calcularse utilizando el método de descomposición en

cs)
fracciones parciales como se hizo en el ejemplo 2.



í¿ts, 7-3 12-

Lo mismo se hace para 1 y entonces
'PM

e g la convolución de

	

1	
Y "f

1)(s)

Observe que Q(s) queda completamente determinado y consecuentemente

si	 7(o), l'(0)	 • ) (n-1 lo) son dados.

Resolveremos varias ecuaciones tratando de abarcar los más casos posibles.

Ejemplo 3:

Determine la función que satisface la ecuación diferencial dada y las condi-

ciones iniciales.

Z ( t ) - z Z i (t) -t. (1+0( 2 ) Z	 4-.1) cos 4.1

	con	 f ( 0 1	 9 V' (o) -t- o .

Por TEOREMA 2.1

z	 s z - r(o) -Z(o)5	 Si	 S

v	 si- ato l =

Sustituyendo estos valores en la ecuación diferencial obtendremos:

siz - s - z as z -t- (1.4- m 2 )2 	 (1+4,42) c' s `d.

s	 (I+ 4.4 21 ) COS	 -2

C5-1) 1 + 442'

y según el ejemplo 2

(1 + 4 °In cos o( (1 + 404, t ) S  
521-0112 de donde

30



5 3 -25 1'4. (1+5.12)5-20/2

(5- 1 ) 2 -1-0/ 	 ( 5Z +	 )

Descomponiendo en fracciones parciales:

S 3 - 25 1 + ll+ 5 01 70S- 7.4 2 	 A5413 
(5 -1)24-00[(5-1 ) z +.4 2-1(5 1 t.42.)

de donde obtenemos el sistema

A C	 1

- 2 c D -2

Aa z -+ e (1+01 1 ) - VD = 4 541

Go( z + D ( + ot z 	—2-dz

cuyas soluciones son

A o, 1= 242 , C =1I ) D -2 d 2

31

Cs +
Z +

de donde

2d2et
	

s - z

(5-1) 1 +

y utilizando el resultado del ejemplo 2 obtenemos finalmente

(Ü t. 20s Ck senat	 cos.4-1	 zszk sen 01-1

que es la solución a la ecuación diferencial planteada.

z



Resolvamos ahora un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con

coeficientes constantes y condiciones iniciales dadas.

Ejemplo 4

+ y	 3 x -r_ o

" _1 .9' _ z g _z e 2-1
9(0)=0.

Según TEOREMA 2.1

i tt Sx + 1

S y

_ s z x + -

de donde el sistema se transforma en el sistema

C2S — 3) *De + 59
	 -

s z x +(s-z) 9 -s z +
5 - z

Al resolver este sistema encontramos soluciones

Cs-i)es-z)(5 24-S+6) 	 5

x _ —
S3 +5S Z — cis+ ft — 55 1 + SIS —3

Cs--0(s- z ) (55+6,)

Utilizando el método de descomposición en fracciones parciales, obtenemos

s — z	 (5_ 	 2.	 23
) + —4—

-
S -I



1

T 8 s — 39

(5 _ 1 ) 2- 4.	 12
2.	 4

33

. 	.
t. SABER IDS MIS ri1,16341

NARA MI SRANDEzA

ALTOS E.STUDi0.5
RiBLIOTECA

y utilizando la PROPOSICION 2.3 y el ejemplo 2, obtenemos

i	 3VI	 ,c, li
x t _ i e

-1 
+ — e - 	 e a s S7.3 4. + -u- el S'en	 23 -E>

Z	 4	 4	 2 4 \\27	 2.

s
coss

-;r3\5-z3 _  73 	 e1 se,
8 \ris'

que es la solución del sistema planteado.

Hemos resuelto ya ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes cons-

tantes y condiciones iniciales en -t .% o. Los métodos usados pueden ser utili-

zados para encontrar la solución general de la ecuación.

Se vió que la solución de (2. 4) se puede escribir en la forma

7 _ Q(.5)
- 9( s)	 P(s)

donde los coeficientes de Q(s) dep3rden de las condiciones iniciales en kr. o

Si estas condiciones iniciales lie	 dan, 1 }s coeficientes de	 Q	 son constan-

	

Qls)	tes arbitrarias y entonces el trabajo de descomponer 	 en fraccio-
(s)

nes parciales se simplifica bastante pues no se necesita calcular

en las fracciones
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A	 "B + C s

( S 	r
	

us_enz+pirs

que resultan de la descomposición de QCs) 
PCs)

Ejemplo 5:

Encontrar la solución general de la ecuación diferencial

z - 3 4cz"	 3az Z 1 - 03 Z t. e
a{

Sabemos por el TEOREMA 2.1 que

Z n ' ,	 5 3 k	 1" (0) - 2 t(0) S - ( 0) 5.1

2" t..	 52z _2k(o)-110)S

Z % 	SZ - (o)

y sustituyendo en la ecuación diferencial obtendremos:

9 3 7 - 3 as z 	«+ 3oz S z - a3 z	 ecl{

donde II es un polinomio de segundo grado en

7(7)(0) S 1-7 - 3 a "Z Z (7)(o)
TIto	 m o

U") =

dado por

S
i-7

1- 30'1 1 (o)

Entonces
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U -t-
L 	 a+

93 -3aS143azs-ag e3 - 3as z -4- 3 ck
2.

S - a 3

U

(S- a)4

A  	 4 	
( 5 - a) z	 (5- a) 3	(s- a)4s - a

= A e 
ci -1c 

+	 + e
crl
	 C4- ' e at
	 L-ts

de donde

ti) ea{
(4) e ( A 4-	 C tz

es la solución general de la ecuación.

En el caso de ecuaciones diferenciales con condiciones en la frontera, se

busca la solución general de la ecuación y utilizando las condiciones en la

frontera se construye un sistema de ecuaciones cuyas incógnitas son las

constantes A, 8,c,	 de las fracciones 

s	 C

B5-001 t par`
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En algunos casos el sistema de ecuaciones no tiene solución y entonces la

ecuación diferencial bajo las condiciones dadas no tiene solución. En general

la existencia de la solución bajo condiciones dadas se reduce a la existencia

de solución del sistema.

Ejemplo 6:

Resolver la ecuación diferencial con condiciones en la frontera dadas.

I I -	 w(0).. o	 Dc C2n.)=

Utilizando el TEOREMA 2.1 la ecuación diferencial se transforma en la

ecuación

donde Ti es un polinomio en S de grado 1. .

Entonces la solución general de la ecuación diferencial es

Z.3"	 -t	 t-Ae	 O e) - 	
S z - .t.

Ahora utilizando las condiciones en la frontera, formamos el sistema

A 4 7- o

A e -lit + b	 t.

cuyas soluciones son:



5A - e - 2TX_ .e 211.
TL	 - -7 Tí-e' - e

de donde

(± )
1 -t

e
1 e   e 2'1. e -2Tt e27c e-27z

wit)
	 sh { 

sh 211

es la solución a la ecuación diferencial dada.

Cuando se busca la solución de una ecuación diferencial ordinaria con coefi-

cientes constantes y condiciones iniciales en t o se utiliza el mismo pro-

cedimiento que para las ecuaciones con condiciones iniciales en -E = o	 Lo

único que hay que tener cuidado es en trasladar los ejes al _punto donde se

dan las condiciones iniciales.

Ejemplo 7:

e termine la función que satisface la ecuación diferencial. dada y las condi-

ciones iniciales

z.1-7 --I- 37 1 -+	 2+ e
-t11

( 1) =	 ) o.

37



de donde

(t) ti [Ler-vi) e
(t4-3.) 1

(:)5+.1.) CY-V)	 -2 (tb.))) Ic.)(	 da„

(1).41.) e 	 c

- er4s)
(-v4s) e	 di, -

>ft . v..vt-1
\ '&41) e	 d v

- (t +I)
-t4 e	 4-zet e	 et+i)

(t+
=

et-41)	 - (Zto.)
e - e + e

Utilizando el TEOREMA 2.1 y haciendo 4 t4

se transforma en

la ecuación diferencial

S z Z	 3sz
-	 z.)

2.	 -= 2 (Ti-s) e

	 ik e7+1, e
$ z4 3542

38

Como

y corno	 47- 1'4, 1 --) z = - L 5 ponlo que

Z (t)	 - s) 2 e1
es la solución a la ecuación diferencial dada.
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