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El presente trabajo se desarrolla dentro de la Teoria de Hiperespacios, en
la cual se trabaja con un tipo de espacios topoldgicos denominados continuos,
a partir de los cuales se obtienen dos nuevos espacios a los que llamamos
hiperespacios del continuo. El objetivo principal consiste en estudiar una
propiedad llamada suavidad por arcos y ver que tipos de continuos tienen
hiperespacios suaves por arcos. En el capltulo 0 damos los preliminares
necesarios sobre los cuales se basan los ‘capltulos posteriores, definiendo lo
que es un continuo y sus hiperespacios, asi como dando la definicién de mapeo
de Whitney y arco ordenado, ademds se ven algunos lemas técnicos que se
emplean con frecuencia mas adelante.

Enel capftulo 1 se define la suavidad por arcos y se demuestra la existencia
de dos tipos de funciones especiales: las parametrizaciones uniformes y las
contracciones libres, que nos permiten interpretar a la suavidad por arcos
de dos maneras muy ttiles. Posteriormente se dan algunos ejemplos v se
introduce un tipo de continuos llamados dendroides.

En el siguiente cap1tulo se demuestra que los continuos suaves por ar-
cos tienen hiperespacios suaves por arcos; en el capitulo 3 se prueba que los
hiperespacios de los continuos localmente CONEX0s $ON suaves PoOr arcos en
cada uno de sus puntos y en el cap1tulo 4 vemos que los continuos hereditari-
amente indescomponibles no son suaves por arcos, mientras que sus hiperes-
pacios poeseen dicha propiedad.

En el capitulo 5 definimos los niveles de Whitney, las propiedades de
Whitney y los mapeos de Whitney admisibles, se muestra ademas que la
suavidad por arcos no es una propiedad de Whitney y se dan condiciones
suficientes para que un continuo suave por arcos tenga niveles de Whitney
suaves por arcos. Posteriormente se construye un mapeo de Whitney para el
cual todos sus niveles son suaves por arcos y se demuestra que la suavidad
por arcos es una propiedad de Whitney para la clase de Jos dendroides suaves
por arcos.
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CAPITULO ©
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En este capitulo vamos a ver las definiciones y resultados basicos de la Teoria de Hiperes-
pacios sobre los cuales se desarrollara el trabajo; dnicamente incluiremos algunas de las

demostraciones; para mayores detalles se pueden consultar [1} o [2].

Denotarermnos por I alintervalo [0, 1], por N alos niimeros naturales, y por R™ al espacio

euclidiano n-dimensional.

En la Teoria de Hiperespacios se trabaja con un tipo especial de espacios topoldgicos
denominados continuos, éstos poseen ciertas propiedades que los hacen muy “manejables’

Su definicién formal es la siguiente:

Def: Un continuo es un espacio métrico no vacio compacto y conexo no degenerado. Un

subespacio de un continuo que sea, a su vez, continuo, se llama subcontinvo.

A menos que se indique explicitamente lo contrario, a lo largo de todo el trabajo, X

denotara un continuo con mas de un punto v d serd una métrica para X.

Los hiperespacios de un continuo son dos nuevos espacios cuyos elementos son sibeon-

juntos del continuo en cuestién. Los hiperespacios que estudiaremos son los siguientes:
2% = {0 # A C X|4 es compacto}
C(X) = {A € 2%| A es continuo}

A 2% se le conoce como el Hiperespacio Bdsico de X y C(X) es el Hiperespacio de subcontinuos
de X. A continuacién definiremos algunos subconjuntos especiales de X', que nos serdn itiles

posteriormente.
Def: Praa€ X v € > 0 definimos

(1) La bola abierta con centro en a y radio ¢

By(a,€) = {z € X|d(a,x) < ¢). (0.a)

(2) La bola cerrada con centro en a y radio e
Cala,e) = {z € X|d(a,z) < ¢}. (0.5

De manera mas general, si 4 € 9V v e>0

(3) La nube abjerta de A de radio €

Ny(4,¢) = | Ba(a,¢). (0.¢)
sEA
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(4) La nube cerrada de A de radio €

Ku(d,e) = | Cula,e). (0.d)

agA

Es facil demostrar que Ka{4, €) es cerrado en X. Notese también que para cualquier ¢ €
X, Ny({a},€) = Ba(a,e) y Ka({a}, €) = Cula,¢€), que para cualquier A € 2% Ny (4.0} =0
y Ku(A4,0) = A.

Ahora vamos a dar a 2% la métrica de Hausdorff H inducida por d, definida de la

siguiente manera:

Para A, B € 2% la distancia en 2Y entre ellos es

Ha(4, B) = inf{s >0jl4C Nd(Ba )y BC Nd(*‘ls f)} (0.¢)

En general omitiremos el subindice de las definiciones anteriores,escribiéndolo inicamente
cuando sea necesario por razones declaridad. Por oro lado, cuando se esté trabajando con
mas continuos aparte de X denotaremos por Hy a la métrica de Hausdorff inducida por la

métrica en X .

Como C(X) C 2Y, a C(X) lo veremos como subespacio de 2¥ con la métrica de Haus-
dorff. De ahora en adelante consideraremos a 2% y a C(X) con la topologia obtenida de
dicha métrica. Notese ademds que X = {{z}|z € X'} C C(X), por lo que pensaremos a X

como subespacio de C(X)

Une vez que hemos dotado a los hiperespacios de una métrica, veamos cémo se define la

convergencia en ellos.

- Def: Sea (4,)22, una sucesién en 2% . Entonces definimos

liminf 4, = {z € Xlpara todo e > 0 existe N € N tal (0, f}
que B{z,e) N A, # 0 para toda n > N}
limsup 4, = {z € X|paratodae>0, B(z,e)N A, #0 (0.9)

para una infinidad de n’s}

rergenc] X ;2 . .

Se demuestra que la convergencia en 2% de una sucesién (4,)%%, a un A equivale a
que A = liminf 4, = limsup 4. Es facil darse cuenta que liminf 4, C lim sup d,. Por
lo tanto, para demostrar que una sucesién (A,);2, converge 2 un A € 2% basta ver que

limsup 4, C A C liminf 4,.
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Lema 0.1: Sean (An)zo=1 ¥ (Bn)io:1 dos sucesiones en 2% que convergen a A ya B respectivamente.
Si A, C B, para una infinidad de n’s, entonces A C B. En particular, si 4, — A y x, — x, 1al que

1z, € A, entonces T € A.

Dem: Como A, — A entonces la subsucesién (4,,)%2, de (4,)%, tal que 4, C B,, par
toda k € N también converge a 4. Sean z € A y € > 0, entonces B(z,¢) intersecta a una
infinidad de A,, y por lo tanto a una infinidad de B, , por lo que z € limsup B,, = B (por
que B, — B). Porlo tanto z € B y A C B. Para el caso de la sucesidn (z,)22, basta

aplicar lo anterior a las sucesiones (4.)7%, ¥ ({z});%,. n

Los hiperespacios 2% v C(X) resultan ser continuos. Para ver que 2X es compacto. se
demuestra que toda sucesién en 2% tiene una subsucesidn de Cauchy y que toda sucesién
de Cauchy en 2% converge. Posteriormente se prueba que C(X) es cerrado en 2% ¥, por lo
tanto, compacto. Discutiremos ahora algunos conceptos relacionados con la conexidad de los
hiperespacios y que constituyen una herramienta muy 1til en el estudio de los hiperespacios.
Fl concepto principal es el de mapeos de Whitney que es una especie de medida para los
eleméntos de 2% y de C(X).

Def: Un mapeo de Whitney para un hiperespacio H es una funcién continua p: H — R que

cumple con las siguientes propiedades
(1) u({z}) =0 para toda z € X.
(2) p(A4) < pu(B) si AG B.

Para ver la existencia de mapeos de Whitney para 2X y C(X) se pueden consultar

las referencias antes sefialadas, donde se construyen varios de ellos. Emplearemos este tipo

de mapeos frecuentemente a lo largo de todo el trabajo, pero sin referirnos especificamente

a ninguno de ellos en particular, sino haciendo uso exclusivamente de las propiedades que

cumplen. En el capitulo 6 se verdn otros conceptos relativos a los mapeoé de Whitney v en

el Teorema 6.9 construiremos un mapeo de Whitney con ciertas caracteristicas especiales.

Otros conceptos de mucha importancia en el estudio de los hiperespacios son los de arco

v arco ordenado.

Def: Un arco es un homeomorfismo ¢ del intervalo I. Por extensién llamaremos también
arco a la imagen de un homeomorfismo ¢, con el entendimiento de que el contexto aclararzyit
de cual de los dos se trata. Los puntos extremos de un arco son los puntos $(0) ¥ ¢(1). Scen

A B € 2% tales que AGB. Un arco ordenado de 4 a B (es decir, con punto inicial 4 v punto

final B) es una funcién ¢: 1 — 2% tal que 5(0) = 4 v ¢(1) = B v tal que si s < ¢ entonces

- ¢(s) € s(2); Nlamaremos también arco ordenado a la imagen ¢(I) de dicha funcién.
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La existencia de arcos ordenados en 2” estd garantizada por el siguiente teorema., al cual
haremos referencia en varias ocasiones posteriormente. La demostracién del teorema utiliza

la existencia de mapeos de Whitney.

Teorema 0.2: Sean A y B & 2X tales que AG B Entonces son equivalentes

(1) Existe un arco ordenado en 2X de 4 2 B.

(2) Cada componente de I intersecta 2 A.

Como X es conexo, si A € 2%, tenemos que A C X y por lo tanto se cumple (2) para
B = X, lo que implica que existe un arco ordenado de A a X para toda 4 € 2%, Agi 2% es

conexo por trayectorias y, por lo tanto, conexo.
Lema 0.3: Si A es un arco ordenado con punto inicial Ag € C'(X), entonces A C C(X).

Dem: Sea B € A tal que B # Ag. Sea 5 el subarco ordenado de A con extremos Ay v B.
Por el Teorema 0.2 tenemos que toda componente de B intersecta a Ay, como A es conexo
v A‘C B, entonces existe una componente i de B que contiene a 4, pero toda componente
de B intersecta a 4 y las componentes son ajenas entre si, asi que la dnica componente de
B es I, por lo tanto B es conexoy AC C(X).

Por el Lema anterior, tenemos que s1 A € C(X), entonces el arco ordenado de 4 a X

‘estd contenido en C{X); esto prueba que C(X) es conexo por trayectorias v, por lo tanto,

. . 95X . )
conexo. De lo anterior concluimos que 2% y C(X) son continuos conexos por trayectorias.

Para algunos continuos, es posible hacer modelos geométricos para C(X), encontrando un
homeomerfismo entre C(X) y algin espacio conocido. El siguiente ejemplo es muy sencillo,

pero nos ayudard a visualizar muchos de los conceptos que hemos visto.

Ejemplo 0.4: Sea I = [0,1]. Entonces C(X) estd formado por todos los intervalos cerrados

[a,8] C [0,1] ¥ los conjuntos de un solo punto que denotaremos por [z,z] para z € I.
Definimos la funcién f: C(I) — R? por

£l t) = (525~ a)

es decir, a cada subintervalo [a,b] de I, le asignamos como coordenadas su punto medio v st
longitud. Se puede verificar facilmente que f es un homeomorfismo entre C/(J ) ¥ su imagen.

que resulta ser un tridngulo con vértices en los puntos (0,0), (1,0) ¥ (3, 1)

(1) La imagen de I es el vértice superior del tridngulo, ya que
1
D) =(5.1)
4
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(2) La base del tridngulo estd formada por la imagen de los conjuntos de un solo punto,
porque

f(lz, 2]) = (z,0)
para toda z € [.

(3) Si tomamos [a,b] € C(I} y trazamos lineas rectas de los puntos (¢,0) y (5,0) al punto
f(la,b]), como se muestra en la fig. 1, tenemos que los intervalos que estin contenidos en
[a,b] son los que se encuentran en el triangulo I y los intervalos que contienen a {4, b] son

los que estan en la region 11, por lo tanto, cualquier arco ordenado de [a,8] a T estard

contenido en II (pero no todo arco en II es ordenado).
§)

o [xx) Yy & b o1

; 2x £ .
En el caso de 2% no podemos encontrar modelos geométricos, ya que estos espacios son
muy complejos; simplemente, para el intervalo I, tenemos que 2/ = Q, donde Q es el
b
producto cartesiano de I consigo mismo una cantidad numerable de veces. A Q se le llama
- Ll

cubo de Hilbert.

A continuacién daremos un poco de notacidn y veremos algunas definiciones y resultados

que emplearemos mas adelante.

Sea A un subconjunto de X . Denotaremos su interior, su frontera y su cerradura por

A° DA y A respectivamente.

Def: Sea A C X. El didmetro de 4, denotado por diam(4), estd definido por
diam(A} = sup{d(z,y)|z, y € A} (0. 1)

Por simplicidad en todo el trabajo supondremos que diam(X) = 1, mientras no se especifique

. de otra manera.

Def: Para z € X y 4 € 2V, definimos

d(z, A) = inf{d(z, y)la € 4) (0



Lema 0.5: Sea B un subcontinuo con maés de un punto de 2X Entonces B es un arco ordenado s ¥ sdlo

sidadosAyBEBsetieneACBOBCA.

Dem: = Obvio a partir de la definicidén de arco ordenado.

& Sea pu un mapeo de Whitney sobre 2% y sea Ho la restriccidn de y a B. Veamos que g
eslal. Sean Ay Be B con As# B. Entonces A C B o B C A. Supongamos lo primero;
entonces po(A) < po(B) v por lo tanto po(A) # po(B), por lo que yq es inyectiva. Ademads,
como pp va de un compacto a un Hausdorff es homeomorfismno en la imagen. Como B es un
subcontinuo no degenerado de 2%, uo(B) es un intervalo cerrado de [0,20). Por lo tanto B

es un arco v, por la hipdtesis, un arco ordenado. g
Tema 0.6: sid vy Be2¥ y H(A, B) = n entonces 4 ¢ N(B,n) o B ¢ N{4,n).

Dem: Supongamos lo contrario; es decir que 4 C N(B,n) v que B C N(4.n). Sca
r = sup{d(z,B)lz € A}. Como A es compacto, existe 7o € A tal que d(zy. B) = »,
Claramente r < 7 o de lo contrario A ¢ N(4,7n). Sea n;, = =2 Como d(z,B)<r<m < n.
pard toda z € A, tenemos que A C N(B,m). Mediante un razonamiento andlogo, podemos
encontrar 7, < 7 tal que B C N(4,7;). Si hacemos 1y = max{71,7,}, entonces 75 < 7 v
tenemos que A C N(B,no) y B € N(4,70), lo que contradice la definicién de n. sz

Lema 0.7: La funcién unidn J: 2% — 2% definida por U(A) = Unea A para A€ 22% o5 continua,

. 2% P X
Dem: Primero mostraremos que |J manda a 22" en 2%, Sea 4 € 2" ;: para ver que e A
es compacto, es suficiente, por la compacidad de X, ver que s 4 es un subconjunto
. r 3 . .
cerrado de X . Supongamos que 2o € X es un punto limite de (J,. 4 A; entonces existe una

sucesidn (2,)2; en Uica A que converge a zp. Para cada n € N existe 4, € A tal que

"a, € A,. Como A es compacto, existe una subsucesién (4, )22, de (4,)%, que converge

aun Ay € A. Como z,, € An,, por el Lema 0.1 25 € 4, y, como 4y € A, entonces

2y € Usenr A; por lo tanto Uy es certado ¥ por consiguiente, compacto. Como A es

_una coleccién no vacia de subconjuntos no vacios, tenemos que Uge 4 4 # 8. Por lo tanto {J

X 'Y
manda a 22" en 2V.

. x
Para ver que es continua, basta ver que para cada A y B en 22

H(U 4, U B) SHYA,B)
AeA Bes

s - ~2X . . P .
donde H? es la métrica de Hausdorff para 2°° inducida por la métrica H para 2¥. Sean

aJ X 2 ! ta — T 3
A v Ben 2. Sean Ag = Usead ¥ Bo = Upes B. Por la parte anterior, tenemos que
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Ao v Bo € 2%. Sea n = H(Ao, Bo). Entonces por el Lema 0.6 suponemos sin pérdida de
generalidad que Aq ¢ N(Bo,n), por lo que existe p € 4q tal que

d(p,z) > n paratoda z € B,. ()

Como p € Ao = Usea A4, existe 4, € A tal que p € 4,. Entonces, se sigue de (*} que
A, ¢ N(B,n) para ninguna B € By, de la definicién de H, tenemos que H(4,,B) > 7
para toda B € B, es decir, 4, ¢ Ny(B,n) y como 4, € A tenemos que A ¢ Ny (B,7).
Concluimos que H*(A,B) > 7 y, por lo tanto, que

H( U 4, U B) = H(4o, Bo) = n < H (A, B),
A€A  DBeB

probando con esto la continuidad de . ¥

Lema 0.8: Si cualquier subsucesion convergente (Z,, )i de una sucesién (2,)n C X convergea 19 € X,

entonces T — Tg-

Dem: Probaremos que si (z,), no converge a g, entonces existe una subsucesién conver-
gente (z,, )k de (z.)n tal que z,, — T # 1o. Como z, no converge a Iy, entonces existe
e > 0 tal que para toda N € N, existe n > N con d{z,,z0) = €. Definimos la subsucesién
(2, ) tal que ny = min{n € N | n > n_1y d(zs,20) > €}. Como X es compacto, podemos
encontrar una subsucesidén convergente (:f:n,“)_; de {(z., ) tal que T, — 7 € X. Claramente

z # o porque hay una contradiccién con la hipdtesis. g



CAPITULO 1

SUAVIDAD POR  ARCOS




Una vez vistos los preliminares necesarios, podemos comenzar nuestro estudio de la suavi-
1 1 cler i i : .
dad por arcos en los hiperespacios de ciertos continuos. Primeramente veamos algunas defini-

ciones y ejemplos.

Def: Sean X un continuo y p € X . Entonces X es suave por arcos en p si existe una funcién

o X — C(X) que satisface las siguientes condiciones:

Condicién de arcos. a(p) = {p} v para cada z € X — {p}, a(z) es un arco de p a z.

Condicién de suavidad. a es contiuna.
Condicién de compatibilidad. Si y € az), entonces a(y) C ofz).
Un continuo es suave por arcos Si €s suave por arcos en algin punto.

Denotaremos el arco a(z) por [p,z]. Si y,z € [p.2] ¥y y € a(z), denotaremos per [y, 2]

el subarco de {p,z] que va. de y a z.

W

El simbolo (X, p) denotard un continuo gue es suave por arcos en p.

Una consecuencia de la definicién anterior es que todos los subconjuntos convexos de R”
son suaves por arcos en cada uno de sus puntos. Asi mismo, el cubo de Hilbert es suave por

arcos en todos sus puntos.

Ejemplo 1.1: En el Ejemplo 0.3, vimos que 'C(I) es homeomorfo a un triangulo que, por
ser convexo, es suave por arcos en cada uno de sus puntos. El hecho que C(JI) sea suave por

arcos se verd confirmado por dos teoremas que probaremos en los capitulos 2 y 3. o

Ejemplo 1.2: Sea S' la circunferencia unitaria. Veamos que S' no es suave por arcos
Supongamos que es suave pOr arcos €n algin punto p; entonces existe una funcién a que
cumple las condiciones de la definicién. Para cualquier 2 € S', tenemos que ofz) es uno de
los dos arcos que unen a z con p (el de la izquierda o el de la derecha). Recorriendo a S?
a partir de p en el sentido de las manecillas del reloj, escojemos al punto g, como ¢l punto
b) - p
més alejado de p (haciendo elrecorrido en el sentido senalado) para el cual a(zg) es el arco
de la izquierda, es decir, si tomamos un punto z, diferente de x4 en el arco que une a x4 con
p por la derecha (que denotaremos por A) tenemos que a(z;) es el arco de la derecha, como

se muestra en la fig 2.




. o

Tomamos una sucesién {z,}72; de puntos de A tal que z, — 2o, pero tenemos que
a(z,) # a(zo) porque los az,} son arcos que unen a z, con p por la derecha para toda n.
v a(zg) es un arco de zo a p por la izquierda, lo que contradice la continuidad de «. Por lo

tanto 5! no es suave por arcos. o

Si enemos un continuo X que es suave por arcos, podemos definir ciertas funciones de
X x I a X que parametrizan a X', una interpretacidn fisica de esto podria ser la sigulente:
como X es suave por arcos, existe una funcidn o que cumple con las condiciones de Ia
definicién, por lo tanto, para cada x en el continuo, «(2) es un arco de z a un punto p.
Lo que hacen las parametrizaciones, es que cualquier punto = en X recorra el arco a{x) en
un “tiempo” igual a 1. Dependiendo de la “velocidad” con que un punto z recorra si arco.

podemos definir dos tipos de parametrizaciones.

Def: Una parametrizacién uniforme para (X,p) es una funcién continua ¥: X x J — Y que

satisface:
(1) ‘Para cada t € I, ¥(p,t) = p.

(2) Para cada z € X — {p}, ¥({z} X 1) = [p,z] ¥y ¥ [z3xs es un homeomorfismo con
U(z,0)=py ¥(z,1) ==z.

(3) Paracada z € X y s,t € I, U(¥(z,s),t) = ¥(z,st).
Si ¥ es una parametrizacién uniforme de (X, p), denotaremos U(z,t) por z(t).

En la parametrizacién uniforme, cada punto z hace €] recorrido empezando en el punto

p (t=0) y termindndolo en z (¢ = 1), con una velocidad constante, es decir, cuando ¢ = 1
’ 2

se encuentra a la mitad de su recorrido, cuando ¢t = % ha caminado las tres cuartas partes

* del arco; de esta manera los puntos cuyo arco es largo, tendrdn que ir con “mayor velocidad”

que los puntos cuyo arco es mas corto (fig 3).
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Fl otro tipo de parametrizacién es el siguiente.
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Def: Una contraccién libre de un espacio X a un punto p € X es una funcién continua

A X x I -+ X que satisface:

(1) Para cada z € X, Az, 0)==.

(2) Paracada z € X, A(z,1) = p.

(3) Paracada z € X y s,t € [, MA(z,5),t) = Az, max{s,t}).

En esta funcién cada punto z hace su recorido de hacia p de modo que parece que el
continuo X se contrae hasta quedar solamente el punto p; de hecho una contraccién libre
es una contraccién, por lo tanto, al probar su existencia en los continuos suaves por arcos.
estamos también demostrando que los continuos suaves por arcos som contraibles. En las
contracciones libres, el recorrido también se completa en un “tiempo” igual a 1, v ademds
todos los puntos lo hacen con la misma velocidad; para que esto sea posible, los puntos cuyo
arco “mide” poco, “esperan” a que los puntos con arco mas largo avancen hasta que les falte
por recorrer la misma “distancia” que a ellos y a partir de entonces, se van juntos con la
misma “velocidad”. Un ejemplo concreto es el siguiente. Supongamos que el arco del punto

1

z; “mide” 1 unidad, que el arco del punto z; “mide” una unidad vy que ambos “caminan” a

una velocidad de una unidad por segundo; entonces, mientras el punto z, recorre la mitad de

su arco para tiempos de 0 a -;—, el punto z; se espera en el mismo lugar; en el tiempo ¢t = 1 &

1 v - - .
ambos puntos les queda por recorrer ; unidad de camino; a partir de entonces ambos siguen

[y

3

con la misma velocidad de una unidad por segundo, hasta llegar a p (fig 4).

L
o o
t

La existencia de parametrizaciones uniformes en los continuos. suaves por arcos queda

demostrada en el siguiente teorema.

Teorema 1.3: Sea (X, p) un continuo suave por arcos. Entonces existe una parametrizacion uniforme U

para (X, p).

] "' 0 - '4- - r p. 3
Dem: Sea v un mapeo de Whitney. Como (X, p) es un continuo suave por arcos, existe una

funcién a: X — C(X) que cumple con las propiedades que definen a un continuo suave por

3



arcos. Definimos ¥: X x I — X de la siguiente manera:

W(z,t) =y donde y es el tnico elemento de a(z} tal que v{a(y)) = tv(a(z}) (1.a)

Como v y « son continuas y 0 < tv(a(z)) < v(a(z)), la existencia de y estd garantizada
por el Teorema del Valor Intermedio. Veamos ahora que y es tnica; para ello, supongamos

que existen y y yo puntos distintos en a(z) tales que v(a(y)) = v(a(y)) = tv(a(z)). Como

v, Yo € a(T), entonces y € a{yo) © yo € a{y). Supongamos lo primero; entonces a{y)C aly,).

por lo tanto v(a(y)) < v{a(y)), contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto y es tdnica.

Para ver que ¥ es continua tomemos uns sucesion {(z,,,))22; en X x [ tal que (z,,t,) —
(z0,t0). Sean y, = ¥(z,,1,) ¥ Yo = ¥(zo, to). Tomemos una subsucesién (y,, )i, de (v,
que converja a un z € X . Tenemos que yn, € a{zn, ). Como « es continua, an,) — alry),
por lo tanto = € a(zo). De la definicidn de ¥ tenemos que v(a(yn,)) = ta, v(a(z,, ) v. como
voa es continua, v(a{y,,)) — v(a(z)). Por otro lado, t,,v(a(z,,)) ~ tov(alze)). por lo
tanto v(a(z)) = tov(a(zo)). Como el elemento de «zq) que cumple lo aaterior es dnico.

tenemos que z = Y y, por el Lema 0.8, ¥, — yo. Por lo tanto ¥ es continua.

Ahora veamos que ¥ cumple que ¥(¥(2,s),t) = ¥(z, st). Dela definicién de ¥ , tenemos

que v(a(¥(z,s))) = sv(a(z)); aplicando nuevamente ¥ a ¥(z,s) tenemos que
A T(E(z,9), 1)) = Bl ¥(z,9))) = ts(a(z)) = (a(P(z, st)),

demostrando asi la existencia de parametrizaciones uniformes para (X,p). &

Fl siguiente Lema, nos sera 1til en varias ocasiones.

Lema 1.4: Sean X y Y espacios topoldgicos. Supengamos que X = AU B, donde A v B son ambos

" subconjuntos cerrados de X. Si f1 A —Y y g: B — Y son funciones continuas y tales que f(z) = gl2)

para toda T € AN B, entonces h: X — Y definida por

N ), size A
h(l)_{g(w), szep

es continua.

Dem: Como pedimos que f{z) = ¢g(z} si 2 € ANB, h estd bien definida. Sea C un cerrado

- en Y. Entonces

R7YC) = A7 (C)N (4 UB)
={r"H{C)N A U(h"{C)n B)
= fTH{C)U g™ ().
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Como f y g son continuas, f™(C) y ¢7'(C) son cerrados, por lo tanto £~1(C) es cerrado

y h es continua. g

En el teorema que sigue demostraremos la existencia de las contracciones libres en los
continuos suaves por arcos. La contraccidn libre que definiremos se empleara en el capitulo

O.

Teorema 1.5: Sea (X, p) un continuo suave por arcos. Entonces existe una contraccidn libre .\ para

(X,p).

Dem: Sea v un mapeo de Whitney. Como (X,p) es suave por arcos, existe a:' ¥ — ((X)
que cumple con las condiciones que definen a un continuo suave por arcos. Sin pérdida de
seneralidad, supongamos que sup{v(a(z))jz € X} = 1. Definimos A,: X x [ — X por

= siv(e(z)) 1t

A,(z,t) = < la dnica y € a{z) tal (1,8)
que v(a(y)) =1—t, siv(a(z))>1—1¢

La funcién A, estd bien definida ya que la existencia y unicidad de y estan garantizadas

por los mismos argumentos del Teorema 1.4 y si v(a(z)) = 1~ las dos definiciones coinciden.

Sea A = {(z,t) € X x Ijv(a(z)) £ 1—-1}. Como A= (voa)0,1—-1¢ yla funcidn
voa es continua, 4 es cerrado. Sea B = {(z,t) € X x I|v(a(z)) > 1 —¢}. De una manera

aniloga tenemos que B es cerrado.

Veamos que A,|p es continua. Sea ({zn,%,))3, una sucesién en B tal que (Tnstn) —
(Zo,t0). Sean yn = A (Tn,tx) ¥ Yo = Mu(o,t0). Tomemos una subsucesién (y,,)3, de
(yn)22, que converja a un z € B. Tenemos que y,, € ofr, ) y, como o es continua,
" a(zn,) — a(z) ¥ por lo tanto z € a(xo). De la definicién de A, tenemos que {a(ya, ) =
1 —t,, y, como v ¥y o son continuas, v{a(yn,)) = v(a(z)). Por otro lado, como t,, — tg,
tenemos que v{a(z)) = 1 —1to. Como el elemento de a(zy) que cumple lo anterior es vnico,

entonces z = g ¥, por el Lema 0.8, A,{p es continua.

Claramente A, |4 es continua ¥, como A,[4(2,t) = A,|5(z,t) para toda (2,1) € AN B.

por el Lema 1.8, A, es continua.
Falta ver que A (A, (z,s5),?) = A (z, max{s,t}). Tenemos los sigulentes casos:
) t<syvia(z)) 1—s<1—t Aqui A(x,8) =2 ¥

A(Au(z,8),t) = A (z,t) = z = A (7, max{s,}).

2



(2)

(3)

L

Def: Un continuo es unicoherente si dados A y B subcontinuos de X tales que AUB = X

t<syl—s<v(a(z)). Aqui A(z,s) = ladnica y € a(z) tal que vie(y)) =1 —-s5<

1 —t¢. Entonces

Au(A(z,s),t) = Au(y,t) = y = Au(z, max{s,t}).

t>sy via(z)) <1—s. Aqui Az, s)=zy

Ay(z,5),t) = Az, t) = A (2, max{s, t}).

t>syl—t<1-s <v{a(z)). Aqui A (z,s) = la‘inica y € o(z) tal que via(y)) = 1—=s

y 1 —1t < v(a(y)). Entonces A,(A{x,s)1) = A(y,t) = la dnica = € a(y) tal que
v(a(z)) =1-1.

Por otro lado A,(x, max{s,t}) = A,(z.t) = la Gnicaw € a(z) tal que v(a(w)) =1 — ¢

Como y € a(z) vy aly) C a(x), tenemos que z € a(z). Entonces z = w y por lo tanto

A (Au(z,5),t) = A (z, max{s,t}}). Demostrando asf el Teorema. g

Ahora, veamos una clase especial de continuos unidimensionales llamados dendroides.

Interpretaremos la suavidad por arcos en ellos. la suavidad por arcos en ellos.

entonces A N B es conexo. Un continuo es hereditariamente unicoherente si cada uno de sus

subcontinuos es unicoherente.

Def: Un dendroide es un continuo arco—conexo hereditariamente unicoherente.

En la fig. 5 se muestra un ejemplo tipico de un dendroide parecido a una “escobita” en

"la cual una serie de segmentos convergen a un segmento dado.

o

Tenemos que, por ser hereditariamente unicoherentes, los dendroides no contienen circulos.§

porque de lo contrario tendriamos un caso como el de la fig. 6.

]



Entonces, dados dos puntos en un dendroide, existe un tinico arco que los une y, por
lo tanto, los dendroides cumplen automaticamente la condicién de compatibilidad. De lo
anterior, tenemos que la suavidad por arcos en los dendroides se interpreta de la sicuiente

(=]

marnera:

Sean D un dendroide y p,z € D. Denotaremos por [p, | al dnico arco de p a z. Un
dendroide D es suave por arcos en p si dada cualquier sucesién {z,}%, en D tal

que T, = T € D tenemos que [P, $n] — [P, 3-"]

Si D es un dendroide suave por arcos er algin punto, diremos simplemente que es un

dendroide suave.

Ejemplo 1.6: La “escobita” de la figura 5 es suave en p y en todos los demds puntos que

no estdn en el segmento de abajo. @
Para concluir el capitulo, veamos el ejemplo de un dendroide que no es suave.

Ejemplo 1.7: El dendroide de la figura 7 no es suave en ringun punto.

¥ \
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. - - .
. //" T
L e — —— e
;T —_— —— -
o e -—
T o

- - L4 50
Para ver que no es suave en p, tomamos la sucesidn (z,)32, que converge a T como
se muestra en la figura. Tenemos que [p.z,.] — [p,q] que es diferente de [p, z]. Con un

razonamiento analogo se puede ver que no es suave en ningdn otro punto, o
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Una pregunta muy natural al estudiar la suavidad por arcos es si los hiperespacios 2
y C(X) de un continuo suave por arcos son, a su vez, suaves por arcos. La respuesta es

afirmativa, y es lo que demostraremos ahora.

A lo largo de este capitulo, supondremos que X es un continuo suave pOT arcos en i

punto p.

Si tenemos una funcién continua entre dos continuos, podemos definir una funcién con.

tinua en sus hiperespacios bésicos.

Lema 2.1: Si f : X — Y es un mapeo, entonces la funcidn imagen f~ : 2X 5 2Y defnida por
fr(4A)={f(a) {a € A} es continua.

" X . :
Dem: Tenemos que f*(A) € 2% porque es la imagen continua del compacto A. La funcidn
f es uniformemente continua por estar definida sobre un compacto. Por lo tanto, dada ¢ > 0

existe & > 0 tal que si dx(z,z") < ¢ entonces dy(f(z), f(z')) <e.

Afirmamos que si A, B € 2% son tales que Hx (A, B) < § entonces Hy(F~(A), F(B)) < e.
Sea f(a) € f(4) y sea b € B tal que dx(a,d) < §. Porlo tanto dy(f(a), f(b)) < . Entonces
fla) € N(f*(B),¢) y por lo tanto f7(4) C N(f*(B),e). Un argumento simétrico nos lleva
a que f7(B) C N(f*(A),€); por lo tanto Hy(f~(4), f(B)) < €, demostrando con esto la
continuidad de f*. g

Un concepto que emplearemos frecuentemente al trabajar con continuos suaves por arcos

es el sigulente.

Def: Si B € 2¥ entonces la sombra de B, denotada por L{B), estd definida por L{B) =
UxEB O'"(I) .

Lema 2.2: Sea (X, p)} un continuo suave por arcos. Entonces la funcién &: 2% — C(X) definida por

&(B) = L(B) es continua.

Dem: Observemos L(B) = |Joa™(B), asi que la continuidad de las funciones ‘U v o implica
que L{B) es compacto. También tenemos que L{B) es conexo porque es la unidn de conexos
que contienen a p; asi L{B) € C{X). Como X es suave por arcos en p, existe una funcion
continua a:2¥ — C(X7) que satisface las tres condiciones que definen a un continuo suave
por arcos. Por el Lema 2.1 la funcién imagen a™:2% — 2618 ¢ 92% dofinida por a*(B} =
{a(2) |z € B} es continua. Pero &(B) es la unién de los elementos de a*(B) v, por el Lema

0.7, la funcidén unién es continua, asi que & también loes. g
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. X .
La sombra de un conjunto B de 2% la podemos representar graficamente como en la f g S.

B
LiB)
P
i Sea ¥ una parametrizacion uniforme de (X, p) y sea C € C(X) tal que €' = L(C). Para

cada 7 € {1,2,3,4} definimos las funciones h;: 2% x I — 2¥ por

h(B,t) = |J[2(1 -1),2] (2.00)

zeB
ho(B,t) = {J [p, 2(2)] (2.5)

T€B
j ha(B,1) = L(B) U ha(C, 1) (2,¢)
| ha(B,t) = C U hy(B, 1) (2,d)

 Nétese que hi(B,0} = B, que hi(B,1) = L(B), que si #; < t; entonces h(B,t) C
hi(B,t,) (porque si z € hi(B, 1)) existe z € B tal que z € {z(1 ~t),z] C hy(B,1,)) v que |z
funcién hy estd bien definida (ya que hi(B,t) = ¥(B x [1 -,1]}, que es la imagen continua

“deun compacto y, por tanto, compacto). Con respecto a h, tenemos que hy{B.0) = {p}, que
ho( B,1) = L{B), que si t; <tz entonces hao(B,#1) C ho(B,t2) ¥ que la funcién h, estd bien
definida (va que ho(B,t) = ¥(B x [0,t]}). También tenemos hyB,0) = L(B), ha(B,1) =
L(B)UC ysit, <1, entonces hy(B,11) C ha(B,1,); la funcidn h; estd bien definida por ser

ks la unién de dos cerrados. Para terminar, tenemos hy(B,0) = C hy(B.1) = C'U L(D), ¥

Csit <ty entonces hy{B,ta)} C hy(B,t2).

La idea geométrica de lo que hacen las funciones Ay, hy, k3 ¥ hy estd representado en la

siguiente figura.




Lema 2-3: Las funciones hy y hy son continuas.

Dem: Porel Lema 2.1 la funcién imagen ¥=: 2¥%! _, 9X definida por U(4) ={¥(a){a € )
para toda A € 2¥*!, es continua. Por lo tanto, si 4;,4; € 2%/ y € > 0, entonces existe
§ > 0 tal que si Hp(4,, A;) < 6 entonces H{L"(A4;), T"(4;)) < ¢ (aqui D es la métrica
producto en X x I dada por D((x,1),(y,5)) = max{d(z,y),] t - s }). Sean B, B, € 2%
v t1,t2 € I tales que H(By,By) < éy |1 —t [< 6. Sea z € hi(B1,t1). Entonces existe
r € By, tal que z € [z(1 —t;),z]. Como z € By, existe y € B, tal que d(z,y) < & .
como |ty — 1y |< &, es facil ver que si Ay = {z} x {1 —¢,,1] y 4y = {y} x [1 - t, 1]
entonces Hp(A1, A;) < § y, por lo tanto, H([z(1 — 1), z], [y(1 — ¢2),3]) < e. Entonces existe
w € [y(1 — t2),y] C hy(B2,t2) tal que d(z,w) < e. Por lo tanto khy(By,t;) C N{h(B;, 1), ¢)
De manera andloga hi(Ba,t2) C N(hi(B1, 1), ¢), de donde

H{h1(Bi1,th), hi( B, 12)) < e,

probando asi la continuidad de A;.
La demostracion de que h; es continua es andloga. g
A continuacién daremos algunos lemas que nos avudaran a verificar la condicidn de suavi-

dad.

Lema 2.4: Sean f: 4 — B y¢:C — D funciones continuas. La funcidn f X g:A x ¢ — B x D
definida por (f X g)(a x ¢) = f(a) x g(c) es continua.

‘Dem: Sea U x V un elemento bdsico de B x D (es decir, U es abiertoen B v V es abierto

en D). Tenemos que (f x g)" (U x V) = f"Y(U) x g7}(V) y, como f y ¢ son continuas,
FTHU) es abierto en 4 y ¢7}(V) es abierto en C, por lo tanto el producto de ambos es

abierto en 4 x C, concluyendo asi que f X g es continua. g
Lema 2.5: La funcién natural 7: 17 x ¥ — F(Y) C 2 definida por n{Y1, ¥2) = {¥1. 92} es continua.

Dem: Sean (zy,y1) ¥ (22,72) € ¥ X Y tales que dy(a;,2,) < e ¥ dy(y1,12) < €. Sen
z € {a,11}. Entonces z = z; 0 z = y1. En cualquier caso existe un elemento w ¢ {2,112}
tal que dy(z,w) < €; asi tenemos que {z1,31} C N({z4,12},¢). Andlogamente, {22,120} C
N({z;,y1},€) v entonces H({z1,11}, {z2,32}) < e&. Por lo tanto 5 es continua. I
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Lema 2.6: Sean fi:A — X y f2:A =Y ysea f1 A - X XY dada por fla) = (fi(a), fa(a)).

Entonces f es continua si y sélo si las funciones f1 ¥ f2 son continuas.

Deni:

= Sean m;: X XY — X y m: X XY — Y las proyecciones sobre el primer y segunds factor
respectivamente. Estas funciones son continuas ya que 77 (U)=U x Y y 73 (V)= X x
que son abiertos si U y V son abiertos. Entonces fi =710 f y f = mo f, asi que. como

1 = $

la funcién f es continua, fi ¥ f» también lo son.

& Supongamos que fi y fz son continuas. Sea U x V un elemento basico de X x 1. Sea
a € f7Y(U x V). Entonces f(a) € U x V es decir, fi(a) € U y fa(e) € V; por lo tanto

FHUXV) = fFHU)Nf7 (V). Como fiHU) ¥ £71(V) son abiertos, tambien su interseceidn

lo es. Por lo tanto f es continua. §
Lema 2.7: La funcidn 7: ¥ — 2! definida por 7(y) = {y} X I es continua.

Dem: Sea ¢ > 0 y sean y1,1, € Y tales que d(y1,1) < €. Sea (yq,t) € 7(y1); entonces
(yZ:t) € T(yZ) v D((ylut):(yzat)) = n-ia'x{d(yhy?)al t—1t I} < €. POI’ 10 tanto T(Ul) -
N(7(y2), €). Por un argumento simétrico tenemos que 7(y;) C N(7(3),€) v por lo tanto

Ho(r{n),7(y2)) < ¢,

de donde concluimos que 7 es continua. g

Lema 2.8: Sea h:2% x I — 2% una funcién continua. Entonces la funcién inducida H:2¥ — ce2h)
definida por H(B) = {h(B, t)|t € I} es continua.

Dem: Por el Lema 2.7 la funcién 7:2% — 22" % I definida por 7(B) = {B} x I es continua.

. 1 3 2 163 1 = :ZXXI 'ZX M »
Como h es continua, por el Lema 2.1 la funcién imagen A™:2 — 22" también lo es. Como

H = h"o7, H es continua.

Con los resultados anteriores, facilmente podemos demostrar la continuidad de las fun-

ciones hs v hy.
Lema 2.9: La funcidn ha es continua.

Dem: Por los Lemas 2.2 y 2.3 las funciones & ¥ A, son continuas. Es facil ver que la funcién
A1 — C(X) dada por A(t) = hy(C,t) es continua. Por el Lema 2.4 la funcién producto
& x A 2% x T — C{X) x C(X) definida como (& x A}(B,t) = (L(B), ho(C,t)) es continua, al
igual que la funcién natural n descrita en el Lema 2.5. Como la funcién unién es continua v

hy=Uono(& x A), entonces hz es continua. g
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Lema 2.10: La funcién hy es continua.

Dem: Consideremos la funcién constante f:2%¥ x I — 2% dada por F(B,t) = C. Por el
Lema 2.6 la funcidn (f, hg):Q‘Y x I — 2% x 2% definida por (fiho)(B,1) = (f(B,t), ha{ B, 1))
es continua. Por los Lemas 0.7 y 2.5 las funciones unién U y natural n son continuas. Como

hy = Uomno(f hy) entonces hy es continua. g

Sea B € 2*. Entonces para 7 € {1,2,3,4}, {hi(B.,t)|t € I} es un conexo de 2V va
que es la imagen continua del conexo I. Definimos las funciones H;:2% — C(2%) por

H{(B) = {h:(B,t)|t € I} para i€ {1,2,3,4}.

Lema 2.11: Paracadat € {1,2,3,4} la funcion H; es continua. Ademds para cada B € 2% H,(B)

es un arco ordenado en X

Dem: Para cada ¢ € {1,2,3,4} la funcién H; es la funcién inducida por h;, asi que, por el

Lema 2.8, H; es continua.

Sea B € 2%. Para cada ¢ € {1,2,3,4} tenemos que si t; < t,, entonces h(B.{,) C
hi(B,t2), por lo tanto H;(B) es un continuo en 2% que es una cadena respecto a la inclusion

de conjuntos, y por el Lema 0.5, Hi(B) es un arco ordenado en 2*. g

Los siguientes lemas nos servirdn para verificar la condicién de compatibilidad.

Lema 2.12: Sean A, B€2X ytel.

(i) Si A = hy(B,1) entonces L{A) = L(B).
(i) $i A = hy(B,t) entonces A = L{A).
(iii) Si A = ha(B,1t) entonces A = L(4).

“(iv) Si A = hy(B,1t) entonces A = L{A).

Dem:

(i) Sean A4, B € 2Y y ¢t € I. Supongamos que A = hy(B,t) y sea y € A. Entonces para
alouna z € B, y € [z(1 1), 2] por lo que la condicién de compatibilidad nos da [p,y] C [p. ]
v asi L(4) € L(B). Como B C A y tenemos L(B) C L{4), de donde concluimos que
L(:A) = I{B). '

(it) Supongamos que A = hy(B,t) y sea y € 4. Entonces existe z € B tal que y € [p, z(3)].
por lo tanto por la condicién de compatibilidad {p,y] C [p,z(t)] C 4; asi L{A) = 4.

(iii) Supongamos que A = hs(B,t). Entonces A = L{B)Uhy(C,t). Tenemos que L{L(B}) =
L(B) y, por (i), L(h2(C,1)) = ha(C, 1), por lo tanto L(4) = A.

L | 5
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(iv) Supongamos que 4 = h4(B,t). Entonces 4 = CUhy(B,T). Como L(C) = L(L(C)) = C
v, por (i), L(hy(B,t)) = hy(B, t), tenemos que L(4) = 4. g
Lema 2.13: Sean B € 2% ¢, € I v A = hy(B,4;). Entonces
(i) Hi(4) C Hi(B),
(i) Ha(A) = Hx(B),
(iii) Ha(A) = Ha(B) »
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(iv) Hi(A) = Hy(B).

Deni:

(1) \r‘amoé a probar que para cada s € I, hi(A4,s) = k(B4 + s(1 - ) v de aquf va es
laro que H,(A4) C Hy(B). Sea x € B. Entonces {z(1 ~¢,),2] C hi(B,#;) = 4. Como
cla - _ ome
z(1—t:) € 4, tenemos que [(2(1 —t))(1 = s),z(1 — ;)] = [2({1 — £,)(1 — &)}, 2(1 — 2,)] =
[2(1 = (tr 4+ (1 =11}, 2(1 = )] C [w(1 ~ (i + s(1 — 1)), 2) C Ay(B,t1 + 5(1 - 1)) Por lo
banto Ay(d,s) C (Bt~ s(1 —t,)).

Para ver la otra inclusién tomemos también 2 € B. Entonces [z(1—(t; +3(1-t))), 2] C
hi(B,t1+3(1—t3)). Como z(1—(t1-+s(1=%))) = (2(1 —t1))(1 - s), tenemos [x(lf_tl)'(l —
shz] = [a(1-t)(1—s), 2(1—t)]U[z(1~t1),2]. Asique [z(1-t1),2] C hi(B, 1) = A y, (’.OITLO
z(1-t;) € 4, [z(1—%)(1—s),2(1-1)] C h:(4,3). Porlo tanto Ay B, t;+s(1~1)) C hi(A4,s)
de donde hy(A4,s) = (B, t; + s(1 —t1)}.

(ii) Como B C A, paracada s € I, ha(B,s) Cha(4,s). Sea 2 € B. Entonces [c(1=1),2] C

hi(B,t1) = A. Como z(1 —#;) € 4, tenemos [p, (z(1 ~£1))(s)] = [p, z((1 — t1)s)] C ho(B,s),
L — &t - N |

por lo tante hg(:’i,&') C hg(B,S) ¥y hg(.“l:S) = h‘_)(BtsJ_ Entonces HQ(_,.l) — Hz(B)

(iii) Por el Lema 2.11 (i) L(4) = L(B) asi que para cada s € I, hy(A,s) = ha(b,s) y por lo
111 Z.
tanto Hs(4) = Ha(B).

(iv) En la demostracién de (i1) vimos que si 4 = hy(B,t,) entonces hy(4,s) = ho( B, 5) para
1v

toda s € I. Por lo tanto hy(4,8) = hi(B,s) vy H{d) = Hy(B). g
Lema 2.14: Sean B € 2%, 4, € I v A = hy(B,t;). Entonces

() Hi(A)={4} C H:(B) ¥

(i) Ha(A) C Ha(B).

Dem:
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(i) Sean B € 2X, t, €Iy A= hy(B,t1). Porel Lema 2.12 (ii) 4 = L(4) asi que para cada
s€ I, hy(A,s)= Ay, por lo tanto, Hi(A) = {A} € Hy(B).
(ii) Veamos que hy(4,s) = hy(B,st;). Sea x € B. Entonces [p,z(t;)] C hoB,t;) = A.
Como $(t1) € Aa [P: (l(tl))(‘s)] = []),I(Sh)] - h’Z(A:'S)' Pero [p;I(Stl)] C hg(B,Sfl) por lo
tanto ha(A,s) C ha(B, st1). Por otro lado, si = € B, entonces [p,z{st1)] C ho( B, st;) v como
[p, z{st1)} = [p. (z(t:1))(s)] v x(t) € ho(B,t) = A, entonces [p,z(t;)(s)] C hy(A,s) v por lo
tanto ho{ B, st1) C ho( A4, s). Tenemos entonces que ha( A, s) = hy(B, st1) ¥, por lo tanto, que
Hy(A) = Ho(B). o

Lema 2.15: Sean B € 92X telyd= hs(B,t,). Entonces:

() Hi(A) = {4} C Hy(B),

(i) Ha(A) C Hs(B) »

(iii) Hy(4) = H<;(B).

Delﬁ']:
(i) Sean B € 2%, t; € I y A = h3(B,t1}. Por el Lema 2.12 (iii) A = L(A), as{ que para
toda s € I, hy(4,s) = 4 y por lo tanto Hy(4) = {A} C Hy(B).

. (11) COHlO A= h3(.B,t}_), A= I.(B)Uh-z(ctl) Sit S [0, tl] entonces h3(.4,t) —_ *AUhg(C,,t) —
L(B) U hy(C,t1) U ho(C,t) = L(B) U hy(C.ti) = ha{B,t;) = A. Si t € [t;,1] entonces
h3(‘4,f) = 4y hg(c’, f) = L(B)th(c,tl)Uhg(C',t) = h3(B,t). Por lo tanto Hg(:i) C H3(BJ
(iii) Como 4 = ha(B,t), 4 = L(B)U ha(C . 1h). Como L(B) = hy(B, 1), por la demostracién
del Lema 2.13 (ii) tenemos que hp(L(B),t) = hy(B,t) para toda t € I. Observemos
también que hy(ha{(C,11),t) C C y asi tenemos hy(A,1) = CUhy(4,1) = CU ho(L(B),t) U
hao( ha(Cot1),t) = C U ho(B, 1) = hy(B,t). Porlo tanto Hy(A) = H,(B). ¢

Lema 2.16: Sean B € 2V, t €] y A= hy(B,t1). Entonces

(i) Hi(4) = A C HyB),

(i) Hy(A) = A C Hy(B) ¥

Dem:

(i) Como 4 = hy(B, 1), por el Lema 2.11 (iv), L(4) = 4, por lo tanto hy(A4,s) = A para
toda s € I v entonces Hy(4) = A C Hy(B).

b}
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(i1) Como A = hy(B,t1) = C U ha(B,11), entonces
h3(A,t) = L(A) U hZ(C” t) =44 hg_(cl, t) = C J h2(B,t1) U hz(C’ t) = 4

para toda ¢t € I. Por lo tanto H3(A) = {4} C Hy(B).

(iii) Tenemos que A = hy(B,#,} = CU ha(B,t). En la demostracién del Lema 2.14 (i1} vimos
que hy(ha(B,t1),s) = ha(B, sty), entonces

ha(A,s) = CUhg(4,3) = C'URy(C,8)Uhy(B,st1) = CUhy(B,st)) = hy(B, st,)

para toda s € I. Por lo tanto Hs(4A) C Hyi{(B). 1

Ahora ya estamos en condicién de demostrar que los continuos suaves por arcos poseen

hiperespacios suaves por arcos.

Teorema 2.17: Sea (X, p) un continuo suave por arcos. Entonces 2% es suave por arcos en ir}-

Dem: Sean H; y H, como se definieron anteriormente. Definimos &:2% — C(2¥) por
&(B) = Hy(B) U Ho(B). Vamos a verificar que & satisface las condiciones de suavidad por

arcos.

Condicidn de arcos.

Es claro que &({p}) = {{p}}. Sea B € 2¥ — {{p}}. Entonces Hi(B) es un arco
ordenado de {p} a L(B). Sea A € Hi(B) N Hy(B). Entonces existen #;,t, € I tales
que A = hy(B,t1) = ho{B,1;). Por el Lema 2.12 (ii), 4 = L(4) y, por el Lema 2.12 (i)
L{A) = L(B), asi &(B) es un arco de {p} a B que pasa por L(B).

4

Condicion de suavidad.
Como H,, H, y la funcidn unién U son continuas, & es continua.
Condicién de compatibilidad.

Sea A € &(B); entonces para alguna #; € I, A = hy(B,#;) 0 4 = hy(B,1,). Si 4 =
hi(B,t,), por el Lema 2.13 (i} v (i). &(4) C &(B). Si A = ha{B,t,), por el Lema 2.14 (i) v
(i), &(4) C &(B). Por lo tanto & satisface la condicién de compatibilidad. g

Corolario 2.18: Si (X, p) es un contimio suave por arcos entonces C(X) es suave por arcos en {p}.

Dem: Esto es inmediato del Teorema 2.17 y del Lema 0.3. g

8



Teorema 2.19: Sea (X, p) un continuo suave por arcos y sea C' € C(X) tal que C = L{C'). Entonces

92X es suave por arcos en C'.

Dem: Definimos & 2% — C(2%) por &(B) = Hy(B)U Hy(B)U H,(B). Vamos a comprobar

que & satisface las condiciones de snavidad por arcos.

Condicién de arcos.

Tenemos que &(C) = H;(C)U H3(C)U Hy(C)={C}. Sea B € 2% — (C}. Como H, es
un arco ordenado de B a L{B), H; un arco ordenado de L(B) a C U L(B) v H, es un arco
ordenado de €' a CU L{B), entonces &(B) es un arco de B a C' que pasa por C' U L(B).

Condicién de suavidad.
Como cada H; es continua y la funcidn unién U es continua, tenemos que & es continua.
Condicién de compatibilidad.

Sea A € &(B). Entonces 4 = h(B,#;) o 4 = hs(B, ;) 0 4 = hi(B,t,) para algin
t, € I. Si A =hy(B,t), por el Lema 213 (i),(iii) y (iv), &(4) C &(B). i 4 = ha( B, ),
por el Lema 2.15 (i),(ii) y (i), &(4) C &(B). Si A = hy(B,t;), por el Lema 2.16 (3).(it) ¥
(iii), &(4) Cc «(B). w

Corolario 2.20: Si (X, p) es un continuo suave por arcos y C' € C(X) es tal que C = L(C), entonces

C{X) es suave por arcosen C'. ¥

. . I - aX -
Corolario 2.21: Sea (X, p) un continuo suave por arcos. Entonces 2% v C(X) son suaves por arcos en

X

Dem: Se deduce inmediatamente del Teorema 2.19 y del Corolario 2.20 pues X = L(X}). g

Como el intervalo I es suave por arcos, con los corolarios 2.18, 2.20 vy 2.21 se confirma el

hecho de que C(I) es suave por arcos, como se menciond en el Ejemplo 1.1.
Interpretacion geoméirica

La idea geométrica de los teoremas anteriores es la siguiente. Para ver que 2% es suave
por arcos en {p}, a cada conjunto B de 2¥ lo “inflamos” hasta llevarlo a su sombra L(B)
?

. . « : o'l
posterior mente lo “desinflamos” del lado opuesto, hasta quedarnos solamente con {p}, como

se ilustra en la fig. 10.
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Para ver que 2% es suave por arcos en un conjunto C' que es igual a su sombra, lo que se
hace es llevar nuevamente al conjunto B a su sombra, después se sigue inflando hasta llenar

también a C, y posteriormente se recoge a L{B) hasta obtener a C. Lo anterior se aprecia

en la siguiente figura.
B B
c <

Hacemos notar que el reciproco de los Teoremas 2.17 y 2.19, v el de los Corolarios 2.18,

2.20 y 2.21 es falso: Sea S? la circunferencia unitaria; por [3] tenemos que 25 es el cubo de

Hilbert y es fécil comprobar que C(S*) es homeomorfo al circulo unitario (se puede construir
un modelo como en el Ejemplo 0.1); Entonces tenemos que 2% y C(S 13 son suaves por arcos,

mientras que S no lo es, como lo vimos en el Ejemplo 1.2.
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En esta seccidn, veremos que los hiperespacios 2% y C(X) de un continuo X localmente
conexo son suaves por arcos en cada uno de sus puntos. El presente capitulo se dividira en
dos secciones: en la primera veremos condiciones bajo las cuales el tomar nubes cerradas de
elementos de 2% es una funcién continua; en la segunda demostraremos la suavidad por arcos

de los hiperespacios de un continuo localmente conexo.
1.- Continuidad de las nubes cerradas

Vamos a trabajar con un tipo especial de métricas denominadas métricas convexas. las

cuales nos garantizaran la continuidad de las nubes cerradas.

Def: Una métrica d es convexa, si dados 2,y € X existe z € X tal que d(z, z) =d(y,z) =
sd{z,y).

Teoremmna 3.1: Sea (X, d) un continuo con una métrica convexa d. Entonces para cualesquicra 1, y € X
existe un subconjunto v de X tal que z,y € ¥ ¥ ¥ es isométrico al intervalo {0, d(z,y)]. En particular

~=fa} = {y}sizc=y,ysi z# Y, 7 es un arco con extremos T y y.

Dem: Sin pérdida de generalidad, supongamos que d(z,y) = 1. Sean 2o = z y z; = y. Sea
Zp un pumo tal que d(-’”ﬂa-"’%) = d(l'%al"l) = %d(I03$1)’ Contruyamos z; entre 2o v 2, v
2 1 yor

rz entre Ty ¥ 2y con la misma propiedad. De esta manerasi n € N U {0} vy r =2 con
! N - 2"

0 < m < 2" podemos construir .
Construimos los siguientes conjuntos:
Ag = {20, 71},
A= {1‘0,$%,I1},

m
An:{$r|7':2_n;03m_<.2n}:

v definimos el conjunto v como v = Ud,.
Definiremos una funcién f:[0,1] — X de la siguiente manera:

N i1 "EPres 16 g F .
Sea A € [0,1]. Nos fijamos en su representacién diddica, es decir A = P “n'g‘]: Con
an, € {0,1}. Si X tiene dos representaciones de este tipo, tomamos la que a partir de cierto

N & N todas las a, sean cero. Por ejemplo:

1 1 1 1
5 =0+ U+ y
5= 1Z)+ 0D +0(2) +-

1



en este caso tomamos Ja segunda. Utilizando esta representacién diddica de A definimos

. X <
ri = Y._i Gn3m. Tenemos que ry — A. Entonces la funcién f se define por

f(A) = lim .

(i) El limite eziste. Por la construccién de los z, tenemos que d(z,,,z.) =lr,—r |, que
7 m n m | >
tiende a cero cuando n,m — co. Porlo tanto {z, ), es una sucesién de Cauchy ¥, como X

es completo, tiene limite.

(i) f esisometria. Sean Ay, Az € [0,1]. Sean ry — Ay, s, — Ay, yy =lima,, v 4, = lim zs,
Entonces

d(yl) yz) = r}i_.llgb (l(wrn‘t“‘csu) = nl_i_'IIg'o | rﬂ - Sn |=| Al — Az l .

Como y; = f(A1) ¥ ¥2 = f(A2) entonces d(f(f\l)af(/\z)) =| Ay = Az |; por lo tanto f es

isometria. g
En lo que resta de esta seccidén, X denotard a un continuo con una métrica convexa .

En algunas ocasiones, la cerradura de las bolas abiertas y las bolas cerradas no coinciden

como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2: Sea Y = {(cos#f,senf) € R*0 < 8 < 37/2} el continuo representado en la

siguiente figura:

Sea d; la métrica para }” obtenida de la métrica euclidiana en R2. Sea a = (0,-1) v

z = (1,0). Tenemos que = € Cy,(a, V2) vy z ¢ B (a,v?2). o

Cuando un continuo X tiene una métrica convexa, las bolas cerradas y la cerradura de

las bolas abiertas son iguales.



Teorema 3.3: Sea (X,d) un continuo con una métrica convexa d. Entonces para cualquier a € X v
e >0, ]

B(a,e) = Cla,¢).

Dem: La inclusién B(a,e) C C(a, €) siempre se da puesto que C(q, €} es cerrado v B{a, €) C
C(a, €) Para probar la otra inclusién tomemos = € C{a,€) tal que d(z,a) = ¢ y, utilizando
el Teorema 3.1, tomemos un subconjunto v de X isométrico al [0,¢]. Todos los puntos de ~

excepto T pertenecen a B(a-, 5)7 por lo tanto z € B(af E) Y asi C'r(a! 6) - B(CL, E)' ||

El reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir podemos tener la igualdad entre
la. cerradura de las bolas ablertas y las bolas cerradas sin que la métrica del continuo sea

convexa. Esta afirmacién quedard probada con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4: Sea S! la circunferencia unitaria en R? con la métrica obtenida de la métrica
euclidiana. En este caso, tenemos que By, (z,€) = Cy(2,¢) para toda 2 € S v ¢ > 0
Sin embargo, la métrica d; no es convexa, ya que si tomamos los puntos z; = (-1.0) v

2z =(1,0) no existe ningtina = € S* tal que

1
dz(ff-h T) = ;dz(f’:l:xz) = dz(l'al"z)- o

Definimos la funcién ®:2¥ x I — 2% por ®(4,t) = K(4,t) para toda t € I v 4ea¥, ;

Probaremos que, por ser d una métrica convexa, la funcidn @ es continua. S

Lema 3.5: La funcidn ® definida arriba es continua.

Dem:

. Definimos la funcién ¢ : X x I — 2% por é(z,t) = C(z,t). Veamos que ¢ es continua.
Sea ((zn,ta))2%, una sgcesién en X x I tal que (2,,t,) = (%0, %0). Sea y € limsup ¢{x,,, ¢.).
Entonces existe una subsucesion (¢(Tn,,tn, )72, v existen yn, € ¢(Ta,,ts, ) tales que y,, — y.
Como Yn, € (Tny,tn,) tenemos que d(Yn,, T, ) < tn,; entonces d(y,z0) <t v por lo tanto

y € é(mo,to), asi lim sup ¢(In:tn) - ¢'(.’L‘0, fo)-

Ahora vamos a demostrar que o{xo.to) C liminf &{z,,%,). Por la hipdresis. tenemos
que (zq,t0) = m v oz, th) = m por lo que bastard probar que B{ay.t,) C
liminf ¢(z,,t,). Sea y € B(zo,%). Entonces d(y,v9) < tp. Escogemos y fijamos n > 0 tal
que d(y,zo) + 7 < to. Como (Tn,ta) — (To.?0), existe N € N tal que

(1} d(y,z0)+n <t. paran >Ny

(2) d(zo,za) <7 paran> N.



Se sigue que d(y,z.) < d(y, To) + d(z0,7a) < d(y,z0} + n < t,. Entonces y € B(r,, i)
para toda n > N. Por lo tanto y € liminf¢(z,,t,) v é(zo,0) C liminfé(a,,¢t,). Por
consiguiente, ¢(zn,t,) — ¢(To,%0) ¥ ¢ es continua.

aXxf

o x 02X )
Por el Lema 2.1 la funcién imagen ¢ — 277 es continua v, como B(A, 1) =

Uog™(A x {¢}), el Lema 0.7 nos dice que & es continua. g
Ahora veremos algunos resultados sobre la conexidad de las nubes cerradas.

Sea 3:2% — [0,0)} la funcién definida por:

B(A) =inf{t > 0| K(4,1) es conexo}, si 4 € 27,

Lema 3.6: Paratoda A € 2%, K (4, B(A)) es conexo.

Dem: Sea 4 € 2%, De la definicidn de {4} existe una sucesién no creciente (. )a tul que
t, — B(A) v K(A,t,) es conexo para toda n € N. Tenemos que K(A,t,pq1) C I(A,t,) para
toda n € N v, por la compacidad de 4, R(4,B(4)) = N2, K(4,t,). Entonces K(4. 3(A):

es una interseccién “anidada” de continuos y por lo tanto es conexo. g

Lema 3.7: Sea (X, d) un continuo con una métrica convexa d. Sea 4 € 2X ¥t > 0. Entonces K (4. t)

es conexo si y sélo si t > G(A).

Dem:

= Sean A € 2% y ¢t > 0. De la definicidn de B(A) tenemos que si K(4. ¢} es conexo.
entonces ¢t = G(A4).

= Sean A € 2% y t > B(d). Dado = € K(4,1), sea a; € A tal que d(z,q;) < ¢.
Usando el Teorema 3.1 tomemos 7. arco de T a a. isométrico a [0, d(=, az)}. Observemos
que A C K(4, 8(4)) CK(A,1) y que 7= C K(4, 1), asi que K(4,1) = K (A4, 8(A) U (U, .},

por lo que concluimos que K(4,t) es conexo. g

Corolario 3.8: Sea(X,d) un continuo con una métrica convexa d. Sea 4 € C(X). Enronces (4.t

es conexo para toda t 2> 0,
Dem: Si 4 € C(X) entonces F(4) = 0 asi que por el Lema 3.7, L(A4,1) es conexo para
toda t > 0. g

El siguente lema muestra una propiedad aditiva de las nubes cerradas respecto a los

radios.
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Lema 3.9: Sea (X,d) un continuo con una métrica convexa d. Sean A € C{(X) y t1,2 € [0 ).
Entonces IK{I{( A, 1)), t2) = K(A,t; +12).

Dem:

“c” Sea z € K(K(A4,t),t2). Entonces existe y € K(4,¢,) tal que d(z.y) < t,. Como
y € (A4, 1,), existe z € A tal que d(y,2) <t;. Entonces d(z,z) < d{z,y) + d{y.z) < t, + ¢,
y por lo tanto z € K(A,#; 4 t2).

“37” Sea x € IN(4,t; + t;) entonces existe y € A tal que d(z,y) < t; +t,. Si dz,y) < ¢,
es claro que = € K(K(A,t1),t2). Si 41 < d(z,y) < t; + ¢,, por el Teorema 3.1 existe un,
subconjunto conexo « isométrico a [0,d(z,y)]. Como ¢, < d(z,y) existe = € + tul que
d(y,z) =t por lo tanto z € K(4,%1). Como z € C(z,t,), entonces z € K(N(4,1;),%). g

2.- Continuos localmente conexos

Si X es un continuo localmente conexo, por [3] tenemos que 2% = Q; por lo tanto 2V es

suave por arcos en cada uno de sus puntos. En esta seccién, veremos que C'(X) también es

suave por arcos en cada uno de sus puntos.

Sea (X, p) un continuo localmente conexo, con una métrica p cualquiera. Entonces, por
[4] o [5], X admite una métrica convexa d, es decir, d es convexa y (X, d) es homeomorfo a

(X,p). Consideraremos a X con una métrica convexa d.

Sea M:C(X) x I — C(X) la restriccién de @, es decir, M estd dada por M(A,¢) -
®(4,t). La funcién M estd bien definida por ¢l Corolario 3.8.

Definimos 1: C(X) x C(X) — {0, 00) por

I(A,B) =inf{t| B C M(4,1))

Lema 3.10: La funcién ! es continua.

Dem: Sean ¢ > 0 v (4, P),(B,Q) € C(X) x C(X) tales que H{A,B)< iy HP.Q)< £,
Sea ¢ € Q. Como H(P,Q) < £ existe p € P tal que d(p,q) < £. Por otro lado existe o € _A
tal que d{a,p) <I(4,P). Como H(A4,B) < { existe b € B tal que d(a,b) < £. Entonces

d(g,b) < d(g,p) + d(p,a) + d(a,b) < (4, P) +e.
Como ¢ es arbitrario, @ C N(B, (4, B) + ¢). Entonces

(B,Q) <UA,P)+e
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Siguiendo un argumento simétrico tenemos que

(A, P)<I(B,Q)+e,
v por consiguiente

H(4, P)—I(B.Q) <,
probando con ello la continuidad de {. g

En lo que resta del capitulo P denotard un punto fijo de C{X). Definimos las funciones
7:C(X) = [0,00) y m:C(X) — [0,00) por

j(A) =14 P)y
m(A) = I(P, M(A4,j(4)).

Lema 3.11: Las funciones j y ™ son continuas.

Dem: La continuidad de ambas funciones se sigue directamente de la continuidad de las

funciones [ y . B
Los resultados que siguen nos ayudardn a construir unas funciones que utilizaremnos mas
adelante.

Lema 3.12: La funcidn o:1 x I — C(I) definida por ¢(s,t) = [s,t] es continua.

Dem: Sean € > 0y (s1,t1),(s2,t2) € IX T tales que | 51 -85 [< ey |t —¢; [< €. Sinpérdida
de generalidad supongamos que s; < 52. Sea s € [s),1]. Veamos que s € N([sg.22). €).

Tenemos dos casos:

(1) & <t
Si s € [sa,13) obviamente tenemos que s € N([s5,22],¢). Sis ¢ [52,%], tenemos que
51 € s < 3905 entonces

—€e<5 -5 <s5—35, <0

‘t

0<ss—s5<e.

Por lo tanto |8, — s [< e v s € N(Is9,12]. €}

.t

[t
3
]

Si s & [s9,1,] tenemos dos posibilidades:

(i) 81 < s <52 quees andlogo al caso anterior, y por lo tanto s € N([s2,%q],€).

6
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(i1) t; < s £t;. Entonces
055_i25t1“t2<€.

Por lo tanto | s —ty [< e y 5 € N(s2,t2}, €).
En todos los casos tenemos que [s3,t1] C N([sq, 8], €).
Ahora sea t € [sg,1,]. Veamos que t € N([s1,t].¢). Si t € [sy,t1] claramente se cumple.
Si ¢, <t, tenemos que t; <t <ty ¥ entonces:

OSt_tlgt‘Z_i]_<E.

Por lo tanto |t —1, [< ey t € N([s1,81],€)-
Si #, <ty tenemos que [sp,#2] C [s1,%1] ¥ por lo tanto t € N([s1,1;]e).

En ambos casos tenemos qgue [521 t2] C "\r([s"t‘]’ €) ¥ por lo tanto
H{[s1,t1], [52.12)) < €

y o es continua. g
Corolario 3.13: La funcion go: I — C(I) definida por ag(s) = [0, 5] es continua.

Dem: Tenemos que oo(s) = ¢(0,3). Por el Lema 3.12, ¢ es continua, por lo tanto dada
e > 0 existe § > 0 tal que si sy — s2| < & ¥ jt1 ~to| < §. Entonces H([s1, ], [3:.1:]) < €.
Sean t,t; € I tales que |t; —t5} < &, entonces H([0,1],{0,%,]) < e. En consecuencia oy es

continua.
Lema 3.14: La funcidn T C(.X) X C(Y) — C(X % Y') definida por T(,—l, B) = A x B es continua,

Denu: Sean (A;, By),(A2,B2) € C(X) x C(Y") tales que Hy (A, A2) < ey Hy(By, Ba) <e.
Sea (a1, b)) € A; xBy. Comoa€ Ay Hx(4i.As) <€, existe ay € 4, tal que dy(ay,a3) < e.
Igualmente, como b, € By y Hy(B1,B2) < ¢, existe b; € B, tal que dy (b1, b2) < €. Entonces
(@z, b2) € A9x By ¥ Dy yy({ay, b1), (az,b2)) < €. Andlogamente, dado (a,, by) € A, 2B, cxiste
(a1,b) € 4, x By tal que Dyxyy((ar,b1). (¢2,b2)) < e. Porlotanto H-‘.\'x}-'(j‘l;‘XBI,-"!.ijg) <€
v T es continua. g

Definimos las funciones a;: C(X) — C(C(X))}, 1 € {1,2,3} por:

ay(4) = {M(4,8) [t € [0,5(A)}, -
ar(A) = {M(A,J(4) UM(P1) [t € [0,m(4)]} ¥
az(4) = {M{(P.1) [t € [0,m(4)]}.
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Lema 3.15: Las funciones ¢t1, (g y (3 son continuas.

Dem:
oy €8 continua

Claramente la funcién (: C(X) — C(C{X)) dada por ((4) = {4} es continua. Por los
Lemas 3.11, 3,14 y el Corolario 3.13 las funciones j. T y ¢70 definidas anteriormente son
continuas. Como A es continua, por el Lema 2.1, la funcién imagen M ~: 26(X)x[0.00) . 9C(X)
definida por M*(B) = {M(B) | B € B} para toda B € 20(x0) s continua. Como
a1 =M 0T o{(( x(og07)), oy es continua.

s es continuce

Como la funcién M es continua, las funciones ¢;: C(X) — C(X) v ca [0,0¢) — C(X)
definidas por ¢1(A) = M (4, j(4)) v ealt) = M(P 1) son continuas. Porel Lema 2.4 la funcisn
€1 X C2 C(X) x [0,00) = C(X) x C(X) definida por {¢1 x e2)(4, 1) = (M (4, j(4)), M(P,¢))
es continua. De los Lemas 0.7 y 2.5 las funciones unién U y natural 7 son continuas. Por lo
tanto la funcién M: C(X)x[0,00) — C(X) definida por A = Uono(er X ¢s) es continua v, por
el Lema 2.1, su funcién imagen M =: 26(x0=) _, 90(X) dada por KBy = {M(B)|B ¢ 5)
para toda B € 20(0%02) g5 continua. Como aj = _ffI’oTo((:(lA) X (g50m)), a2 es continua,

as es confinua

La funcién constante g: C(X) — C(C(X) dada por ¢(4) = {P} es continua. Como

as(A) =M 0T o(g x (o0 om)), a; es continua. g

Los Lemas 3.16, 3.17 y3.18 nos ayudardn a ver que se cumple la condicién de compatibil-
idad.
Lema 3.16: Sean 4 € C(X)}, t; € {0.7(4)] » B = M{4.4;). Entonces
(1) j(B) =j{4) —ts,
(9) M(B,i(B)) = M(4,5(4)) »

(3) In(B) = m.(_"i).

Dem:

(1) Para cada t € [0,00), M(B,t) = M (4, t1 +1). Porlo tanto, si ¢; +¢ < j(4), entonces
P ¢ M(B,t), pero P C M(4,7(4A)) = M(4t + (§(4A) = 4,)) = M(B,j(4) ~ t,), asi que
j(B) = j(_"'l) —_ t]_ .



(2) Como j(B)=j(A)—t, entonces

M(B,j(B)) = M(A,t; +j(B)) = M(4,7(4)).

(3) Por (2) y la definicién de m, tenemos que
m{4) = m(B).
por lo tanto, el Lema se cumple. g
Lema 3.17: Sean 4 € C(X), t; € [0,m(A4)] y B = M(A.j(A)) UM(P,t;). Entonces
(1) j(B) =0y
(2) m(B) =m(4).
Dem: Tenemos que P C B y por lo tanto j(B) = 0. Como B = M(A, 5(A) U M{P.t,).
M(A4,7(A)) C M(P,m(4)) y t1 < m(4), se sigue que B C M(P,m(4)). Por (1}, B =

—’M(B;j(B)), asi que m(B) < m(A). Como M(A4,7(4)) C M{B,j(B)), tenemos que m(d) <
m(B). Por lo tanto se cumple (2). §

Lema 3.18: Sean A € C(X), #; € 0,m(4)) y B= AM(P,t,). Entonces
(1) 3(B)=0y | . ]

Dem: Como P C M(P,t;) = B, tenemos que j(B) = 0. Como M(B,j(B)) = B = _
M(P, t,), entonces m(B) =t;. & . '

Finalmente veamos que C(X) es suave por arcos en cada uno de sus puntos

Teorema 3.19: Sea X un continuo localimente conexo. Entonces C'(‘X) €s suave por arcos en cada uno

de sus puntos.

Dem: Sean X un continuo localmente conexo, d una métrica convexa para X v P € C{X)
Considérense las funciones a;, 1 € {1,2,3} definidas antes del Lema 3.15. Definimos lu
- funcién a: C(X) — C(C(X)) por

a(A) = a;{4) U as(A) Uay(Ad).

Probaremos que « satisface las tres condiciones de suavidad.

Condicidn de arcos .



Por los Lemas 0.5 y 0.3 tenemos que para cada 1 € {1,2,3} v 4 € C(X), a;(4) es un
arco ordenado en C(X) o un conjunto de un solo punto. De las definiciones de ay, ay y
as, para cada A € C(X), a(A) € C(C(X)). Es claro que o{P) = {P}. Sean 4 € C(X)
tal que 4 # Py B € an(A) N ax(A). Como B € ay(A4), existe ; € 0,5(4)] tal que
B = M(A,t;}. Como B € ay(A), existe t; € [0.m({4)] tal que B = M(A, 7(4A)) U MP, ).
Entonces P C By P C M(4,t), por lo tanto ¢, = j{4) y ay(A) N ay(4) = (M4, AN}
Si A # M(P,m(A)) entonces a1(4) U az(4) es un arco ordenado de A a A(P, m(4d)) v
si A = M(P,m(4)), entonces a1(4) U ax(d) = {M(P,m(4))}. Ahora supongamos que
B e (a1(A) U az(4)) Naz(4). Como B € ag(4) existe t; € [0,m(4)] tal que B = M{P.t,)
y por lo tanto P C B. Si B € ay(4) entonces B = M(4,;j(4)). Como M(P.t)) =
M(A,7(4)) entonces t; = m(A). Si B € (4], entonces para alguna t2 € {0,m{A4)],
B = M{A (AU M(P t2). Como (A,7(4))UI(P,ty) = M(P,t,) entonces #, = m{A4}.

Por lo tanto

(en(A) U ag(A)) Nag(d) = {M(P,m(4)}

Comg a3(A) es un arco ordenado de P a M({P,m(4)}), concluimos que a(A) es un arco de
AaP.

Condicién de suavidad
La continuidad de « se sigue de los Lemas 0.7 ¥ 3.15.
Condicién de compatibilidad

Sean A € C(X) y B € a(4). 51 B € (4) existe t; € [0,7(A4)] tal que B = M({A4,1,).
Por el Lema 3.16 (1), j(B) = j(-4) — #1. Por lo tanto si t € [0, (B)] entonces M(B.t) =
M{A 11 +1) € on(A). Asi a1(B) C a1(4). Porel Lema 3.16 (2} v (3) tenemos que as B) =
ax(A) ¥ a3(B) = az(4), vy por lo tanto a(B} C a(4).

Si B € ay(4) entonces para alguna t, € [0,m(4)], B = M(4,5(4)) U M(P,t,). Por el
Lema 3.17 (1), j(B) = 0, asi que ay(B) = {B} C as(A4). Por el Lema 3.17 (2), m(B) =
m(4). Sit €{0,m(B)] entonces '

M(B,j(B))UM(P,1) = BUM(P,t) = M(4,j(4)) U M(P, 1)U M(P.1).

Si 0 <t <t entonces

M(B,5(B)yU M(P,t) = M(A, j(4)) UM(P,t,) = B.

Si t; <t < m(B) entonces

10



M(B,j(B))UM(P,t) =M(4,j(A) U M(P,1).

Tenemos entonces que o2(B) C ax{4). Como m{B) = m(4), tenemos as(B) = ay(A) v

por lo tanto a(B) C «(A).

Finalmente supongamos que B € as(A). Entonces para alguna t; € [0,m(4)], B =

M(P,t,). Por el Lema 3.18 (1), j(B) = 0, asi que a{(B) = {B} C az(A4). Por el Lema 3.18

(2), m(B) =1;. Si t € [0,m(B)] entonces

M(B,j(B)YUM(P,t)=BU M(P,t) = M(P,t,) UM(P,t) = M(P,t;).

Entonces a,(B) = {B} C a3(4). Como m(B} = {; es claro que a3(B) C 0,3(:1')‘ Por Io

tanto a(B) C a(4). Asi a satisface la condicién de compatibilidad en todos los casos.

Como « cumple con las tres propiedades, C(X) es suave por arcos en P ¥ como P fue

escogido arbitrariamente, C(X) es suave por arcos en cada uno de sus puntos.
Interpretacion geoméirica

La demostracién del Teorema 3.18 la podemos visualizar geométricamente de la siguicnte
manera. Escogemos un elemento P cualquiera de C(X); entonces, dado un elemento 4
de C(X) tomamos nubes cerradas cada vez mds grandes hasta que cubran a P (cuando
Hegamos a Af{4,7(4))). A partir de aqui, empezamos a “inflar” a M{ 4, 7(A)}) uniéndole
nubes cerradas de P hasta llegar a A(P,m{4)); posteriormente, tomando radios cada vez
menores, llevamaos a M (P, m(4)) a {P} con nubes cerradas de P. Todo esto se ilustra en la
siguiente figura.
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CAPITULO 4

HEREDITARIAMENTE ~ INDESCOMPONIBLES



Estudiaremos ahora la suavidad por arcos en los hiperespacios de los continuos heredi-

tariamente indescomponibles.

Def: Un continuo es descomponible si es la unidn de dos subcontinuos propios, v es hereditaria-

mente descomponible si cada uno de sus subcontinuos es descomponible.

Def: Un continuo es indescomponible s1 1to es descomponible, y es hereditariamente indescomponible

si cada uno de sus subcontinuos es indescomponible.

Es facil ver que un continuo es hereditariamente indescomponible si y sélo si dados 4 +

B subcontinuos cualesquiera de X tales que 4N B £ 0 entonces A C B o B C 4.

Hacemos notar que los continuos hereditariamente indescomponibles no son suaves por
arcos va que no contienen ningun arco; sin embargo sus hiperespacios poseen una propiedac
£

que permite que sean suaves por arcos. Dicha propiedad se enuncia en el siguiente teorema

Lema 4.1: Un continuo es hereditariamente indescomponible si y solo si para cada subcontinuo propio A

de X existe uno v sélo un arco ordenado de A a X .

Dem:

= Sea p un mapeo de Whitney. Supongamos que existen dos arcos ordenades A4 v B
en C(X) de 4 a X. Tenemos que plar A — [p(4), (X)) ¥y pls: B — [1(4), 1(X)] son
homeomorfismos. Tomemos t € [p(4), p(X)] ¥ consideremos (u|4)72(2) v (1ls)*(t). Como

5)7 (1)

X es hereditariamente indescomponible y ambos contienen a A4, (yl A7) = (p

Entonces A == B y por lo tanto existe un nico arco de 4 a X.

< Supongamos que X no es hereditariamente indescomponible. Entonces existen subcon-
tinwos A, By C de X talesque A #C, B#Cy AUB=C. Sea {z} € AN B. Como
{z} C A, por el Teorema 0.2 existe un arco ordenado §; de {2z} a 4. Igualmente, como
{z} C B existe un arco ordenado ; de {z} a B. Sea ¢4 el Gnico arco ordenado de 4 a X
v sea g el Unico arco ordenado de B a X . Tenemos que ¢ U<y es un arco ordenado de {2)
a X. Andlogamente, ¢, Usg es un arco ordenado de {2} a X, lo que contradice la hipdtesis

de la existencia de un tnico arco. Por lo tanto, X es hereditariamente indescomponible. g

o
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Del lema anterior, podemos concluir que para un continuo hereditariamente indescom-

ponible, C(X) es una especie de “arbol” como el que se muestra en la figura 14.

De esta manera,la suavidad por arcos en C'(X) se define de una manera muy natural

Teorema 4.2: Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Entonces C{X) es suave por arcos

en X .
Dem: Sea a:C(X) — C(C(X)) definida por
a{4) = al dnico arcoen C(X) de A a X

para toda A € C(X). Observemos que si 4 C B son subcontinuos de X entonces por el
Lema 4.1, B € a(4) (de no ser asi, podriamos encontrar un B’ € a(A) con p{B) = u(B’);
pero entonces al no ser ajenos B yB/ prime tendriamos que BG B’ o B'G B, lo cuﬂ es'

imposible pues p es mapeo de Whitney).
Veamos que cumple con las condiciones que definen a la suavidad por arcos.
Condicién de arcos

La condicién de arcos se cumple por la manera en que ests definida « y ademis es claro

que o X) = {X}.
Condicidn de suavidad

Sea (4,)%, una sucesién en C(X) que converjaa 4 € C(X) y sea B € limsup a(4d,).
Consideremos una subsucesion (a4, )}, tal que cada a(An,) contenga un conjunto B
ﬂk

con B, — B. Como 4., C B, para toda k € N tenemos que 4 C B ¥, como se senald

anteriormente, B € a(4). Por lo tanto imsupa(4,) C 4.

Sea B € a(4). Vamos a probar que B € liminfa(4,). Si B= 4 0 B = X, entonces
es obvio. Supongamos que AC BG X. Tomemos g un mapeo de Whitney y sea ¢, = u(B).

Como A, — A, se tiene que u(A,) — p(Ad) < {o, asi que existe N € N tal quesin > NV,
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entonces p(A,) < tg. Construyamos la sucesién (B,)72, en C(X) tal que B, € a(d,) v
1(B,) = to, para toda n > N. Sea (Bn,)iZ, una subsucesién convergente de (B,)%, v sea
By = lim B,,, . Tenemos que A,, C By, asi que A C By; por tanto, por el argumento dado
arriba, By € a(A). Como u(By) = to y X es hereditariamente indescomponible, se sigue

que B = By. Porlo tanto B € liminf ald,) v « es continua. g

Condicion de compatibilidad

Sean A € C(X) vy B € a{4). Por la observacién hecha al principio es claro que a{B) C
a(A4). Por lo tanto a cumple la condicion de compatibilidad.
Como a cumple las tres condiciones, C(X) es suave por arcosen X . g

Para el caso de 2%, la suavidad por arcos se define de manera similar.

Teorema 4.3: Sea X un continuo herediteriamente indescomponible. Entonces 2% o5 suave por arcos en

X.

Dem: -Sea p un mapeo de Whitney para C(X). Supongamos que p(X) = 1. Definamos
W) . .'.FI
h: X x I — C(X) por !

h(z,t) = el tnico elemento A de C(X) tal que z € 4 € p™(¢). '

(La unicidad de dicho elemento esta dada por la observacién hecha en el teorema anterior.)
Como X es hereditariamente indescomponible, tenemos quesi ¢; < i, entonces h(x,#}G h{x. ty)

Veamos que h es continua. Sea ((2.,1:));%; una sucesidn en X x I tal que (z,.7,) —
(zo,t0). Sean A, = h(zs,ta) ¥ Ao = h{2q,%). Tomemos una subsucesién convergente
(A )52, de (A4,)52, y sea A su limite. Tenemos que p(4,,) =t,, y, como u(4,,) — p(4),
entonces u(A4) = tg. Como ,, — To ¥ Tn, € A, para toda k& € N, tenemos que 2, € 4.

asi que, por la unicidad de Ag, concluimos que 4 = 4;. Entonces por el Lema 1.6, h es

continua.

Definamos H:2% x I — 2% por H(A,t) = Uzeah(z,t). Entonces H es continua, va que
H(A,t) = Uoh™(A x {t}) ¥ las funciones unién U e imagen k" son continuas por los Lemas
1.5 % 2.1

Sea H:2% — C(2%) la funcién inducida por H definida por BIBRLIOTECA

) D CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

i
EL SAEER GE MIX HUOS
AARA M1 GRANDEZA

H(4) = {H(A, )t e I).

Veamos que cumple con las condiciones que definen a un continuo suave por arcos.
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Condicion de arcos

De la definicién de H es claro que H(X) = {X}. Sea t; < t,; entonces h(z,11)G h(z, 1))
para toda z € A, por lo que H(4,1)G H(4,1;). Por lo tanto H(4) es un continuo en
2% que es una cadena respecto a la inclusién de conjuntos v, por el Lema 0.5, es un arco
ordenado. Ademds, como H(A.0) =4y H(4,1) = X, H(A) es un arco ordenado de - a
X.

Condicidon de suavidad

Como H es continua y H es la funcién inducida por H , el Lema 2.8 nos dice que H es

continua.
Condicion de compatibilidad

Sean A€ 2%, ty el y B=H(A,t). Sitel, entonces

yEB
O = U h(y,t).
vel ) ¢, Alzt1)
Si 0 <t <t;, entonces para cada y € B existe ¥ € A tal que k(y,t) C h(z,#). Se sigue de
esto que H(B,t) = B = H(A,t,). Si t; £t <1, entonces para cada y € B existe z € 4 tul
que h(y,t) = h(z,t), de donde H(B,t) = H(A,t). Por lo tanto H{B) C ff(.;) por lo que

se cumple la condicién de compatibilidad.

Como H cumple las tres condiciones, 2* es suave por arcosen X . X
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SARER DE MIS HLIOS
HARA MI GRANDEZA

Enfocaremos ahora nuestro estudio de la suavidad por arcos a los conos. Antes de hacer
esto, recordemos la Propiedad Universal del Cociente y veamos que la funcién imagen de una

identificacién en los hiperespacios basicos es a su vez, identificacién.

Teorema 5.1: Sea p: X — Y una identificacidn. Sean Z un espacio y g7 X — Z una funcidn continua

que es constante en cada conjunto p ' {{y}), para toda y € Y. Entonces g induce una funcidn continua
f:Y — Z tal que fop =g, como lo muestra el diagrama

X 3 v
sl S
z

Dem: Para cada y € V', el conjunto g(p~'({y})) es un conjunto de un solo punto en Z
porque g es constante en P_l({y})- Si definimos f (y) como este punto, entonces hemos
definido una funcién f:¥ — Z, tal que para cada z € X, f(p(z)) = g(2). Para mostrar que

f es continua, sea V' un conjunto abierto en Z. La continuidad de ¢ implica que

g HVy=pT (V)

oy
Wl

es abierto en X. Como p es identificacidn, f~1(V") debe ser abierto en Y. B

Lema 5.2: Sean X y Y continuos. Si p: X — Y es identificacion, entonces fa funcién imagen p™: 2% —

¥ (p"(A) = {p(a)|a € A} paratoda A € 2% es identificacion.

Dem: Por el Lema 2.1 p~ es continua. Como p es identificacién, dado B € 2 el conjunto
4 ={a€ X | f(a) = bparatodab € B} es cerrado en X y satisface p(4) = B, por lo
tanto p” es sobre. Ademés p* es cerrada por ser 2% compacto y 2V Hausdorft, asi que p* es

identificacién. g

Def: El cono de un continuo X, denotado por ConoX, es el espacio cociente de X x I
obtenido identificando los puntos de X X {1} en un solo punto que llamaremos vértice del
ConoX y que denotaremos por v. Denotemos los puntos de ConoX — {v} por (z,t) con
0 <t< 1y convengamos que (z,1) =v paratoda ¢ € X. 51 ¥ € X definamos Conol”

como el subconjunto de ConoX dado por Conol” = {(z,t) € ConoX |z € Y},

Veamos ahora que el cono de cualquier continuo X es suave por arcos en su vértice.
Teorema 5.3: Sea X un continuo. Entonces ConoX es suave por arcos en v,
Dem: Definamos la funcién Y:ConoX — C(ConoX) por

T(a,t) = {(z,s) |t <s < 1}.
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Obsérvese que T estd bién definida pues para t =1, s z € X entonces {{(z,9)ft<s<1) =

{v}. Veamos que T cumple con las propiedades que definen a un continuo suave por arcos.
Condicién de arcos

Como observamos arriba T(v) = {v}; ademds si (z,t) # v, entonces T(z,¢) es un arco

de (z,t) a v.
Condicion de suavidad

Definamos la funcién T X x I — C(X x I) por T(z,t) = {{z,s)}|[t<s < 1}. Vames a
ver que T’ es continua. La funcién 61: 1 — C(I) definida por o;(s) = {s,1] es continun (ver
Corolario 8.13), al igual que la funcion ¢: X -+ C(X) dada por {(z) = {2} v que la funcién

T:C(X) x C(Y) — C(X x Y) descrita en el Lema 3.14. Como 1" = T 0 (( x 0,}, tenemos
que T’ es continua.

Sea p: X x I — ConoX laidentificacién de X x I a ConoX . Porel Lema 5.2. priaval
2¢enoX es una identificacién. Entonces la funcidn p™ |o(xysy C(X x I) 5 C(ConoX) es

continpa v por lo tanto también lo es la funcién g = p* loxxn oY X x I — C{ConoX).

Sea (z,t) € ConoX. Sit <1 entonces tenemos que p~({(z,t)}) = {(z, 1)}, por lo tanto
g({(z,1)}) = {g(z,1)}. Si t =1, tenemos que p~'({(2,8)}) = p~1({v}) = X x {1}, asi que
g(X x {1}) = {v}. Porlo tanto g es constante en p~*({(x,1)}) para toda (z,%) € Cono\.
Por el Teorema 5.1 la funcidén T:ConoX — C(ConoX) es continua.

Condicidn de compatibilidad

Sean (z,t) € ConoX v (y,t1) € T(z,t). Entonces t; € [t,1] y (y,2;) = (z,1,), por lo
tanto T(y,%) C Y(z,1), cumpliéndose la condicién de compatibilidad.

Como T cumple las tres condiciones anteriores, ConoX es suave por arcos en v. Y



Ejemplo 5.4: Consideremos el intervalo I. Como se puede ver en la figura 15, Conol es

homeomorfo a un triangulo.

TR

IxXT Come X,

Entonces, del Ejemplo 0.1 tenemos que Conel es homeomorfo a C(I), ademis, el homeo-
morfismo que tomamos manda a [ precisamente al vértice del cono (Ejemplo 0.1 (1)); por lo

tanto, C(I) es suave por arcos en [.

Existen mds continuos aparte de I que tienen la propiedad de que su cono v su hiperes-
pacio de subcontinuos son homeomorfos. En [G] se demuestra que existen exactamente ocho
continuos hereditariamente descomponibles para los cuales C(X) y ConoX son homeomor-
fos. Esos ocho continuos son los siguientes y se encuentran representados en la figura 16.
(1) I=100,1;

(2) So = la cerradura de {(z,senl)|0 < x < 1};
(3) St=8'={(z,y) e Rz? +y* =1};
(4) SI =5, con los puntos (0,—1) ¥ (1,senl) identificados;
(3) Si = SoU{(z,sent)| — 1 < x <0} con los puntos (1,senl) y (—1,sen — 1) identificados;
(6) (SP) =S*U{[1+ ()] &'t > +1}
(7)) (§P), = (SP) U{[1 —(3)] et = +1} con los puntos 2e*! y (0,0} identificados;
.(8) (SP)s = (SP)U{[1+(})]- et < -1} con los puntos 26" y (0,0) identificados.

—— =y




El continuo S} se conoce como el circulo de Varsovia. Todos ellos pueden ser inmersos
en R? excepto (SP)s;. Para todos estos continuos, ConoX y C(X) son homeomorfos pero,
dependiendo del continuo X, el homeomorfismo puede o no llevar X al vértice del cono. De
esta manera, usando ¢l teorema anterior concluimos que C(X) es suave por arcos, pero no

necesariamente en X .

Veremos que en estos ocho casos también C(X) es suave por arcos en X .

Lema 5.5: Sean X v Y espacios topoldgicos v (2,y) € X X Y. Entonces X X Y es localmente conexo

en {(x,y) siysélosi X es localmente conexoen T y ¥ es Jocalinente conexo en .

Dem: => Sean U C X vecindad de z y V C Y vecindad de y. Entonces U/ x ¥ es una
vecindad de (z,y) en X x Y. Sea W una vecindad conexa de (z,y) tal que 1" C U x V.
Como las proyecciones m: X XY — X y 7mp: X x 1" =Y son continuas y abiertas, tenemos
que EI(W' ) es una vecindad conexa de z contenida en U, y 73(W) es una vecindad conexa
de y“.‘ {contenida. en V. Por lo tanto X es localmente conexoen z y Y es localmente conexo

en y.

4 Sea W una vecindad de {z,y). Entonces 7i(1}") es una vecindad de z y 72(}V) es una
vecindad de y. Como X es localmente conexo en z, existe W, C 7(W) vecindad conexa de
z. Anélogamente, como Y es localmente conexo en y, existe W, C (W) vecindad conexa
de y. Entonces W, x W, es una vecindad conexa de (z,y) tal que W, x W, C W. Por lo

tanto X x Y es localmente conexo en (z,y). 1§
Lema 5.6: Sea X un continuo. Entonces C(X) es Jocalmente conexo en X .

Dem: Sea € > 0 y sea By(X,¢) la bola en C(X) centrada en X de radio € (respecto a
la méirica de Hausdorff). Vamos a probar que By(X, €} es conexa por trayectorias (por
consiguiente, es conexa). Sea A € By(AX,¢). De la definicién de la métrica H, tenemos
' que 4 C N{(X,e) =X v X C N(4,¢). Como 4 C X, por el Teorema 0.1, existe un arco
ordenado ¢:1 — C(X) tal que ¢(0) = 4 v ¢(1) = X. Claramente si B € ¢(I), 811£011065
B CN(X,e) vy X C N(4,¢) C N(B,¢), asi tenemos que ¢(I) C Bx(X,¢). g

Bajo algunas hipdtesis, el cono de un continuo X puede ser suave por arcos en otros

puntos aparte de su vértice, como se demuestra en el siguiente teorema.

4
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Teorema 5.7: Sea X un continuo y sea p € X . Si existe una vecindad cerrada y conexa M de p, tal

que (M, p) es un continuo suave por arcos, entonces para cada 7 € I, ConoX es suave por arcos en (p.1).

Dem: Tomemos una funcién a: M — C(M) que cumpla con las tres condiciones que definen
a un continuo suave por arcos. Sea u un mapeo de Whitney y sea § = inf{,u.(a(.?c)) |z €
OM}. Definamos @ = {z € M | u(a(z)) < 6}. Entonces Q C M y Q es cerrado va que

Q = (poa)([0,6]). Por lo tanto € es un subcontinuo de M suave por arcos en p. Para

T

S

simplificar la notacién, supongamos que 6 = 1. Sea ¥ la parametrizacién uniforme que
determina « segin se describe en (1,a). Denotemos a ¥(z.s) por z(s). Sea T la funcién
del Teorema 5.3 usada para demostrar que ConoX es suave por arcos en v: tomemos r € [

v sea §: X x I — I la funcién definida por

bz, t) = {(1 ~rulalw)) 4 sit€(0,(1—rjulalz) + 1]
- f site[(1-rjpla(x))+r]

Esta funcidn es continua por el Lema 1.3.
Definamos la funcién &: ConoX — C(ConoX) por |
{(z,5) [t <5 <6(2,1)} U{{z(s),6(x,2)) | 5 € I}
a2, ) = U{(p,s) | r < s < 8z, 8)} si z € ConoQ)
T(z,t)U T (p,r) siz € ConoX — (ConoQQ)
Vamos a ver que & estd bien defimida. Para esto primero veamosl que ambas definiciones

coinciden para para los puntos de d(ConoQ). Sea (z,t) € & ConoQ). Entonces p(a(z)) =1

por lo'tanto, 8(z,%) =1 y, usando la definicidén de T tenemos que
&(z,t) = {(z,s)lt <s K1} U{((s), DIs € I} U {(p,5)Ir < s < 1)
= T(z,t)U {v} U T(p,r)
= T(z,t)UT(p,7);

por lo tanto ambas definiciones coinciden en (z,t). Ahora veamos que & esta bien definida

para v. Tomemos (z,1) € Cono.X, entonces
a(z,1) =T(z,. 1)U Y(p,r)

= {v}UuT{p.7)
=T(p,7).

que no depende de z.

Vamos a verificar que & cumple con las condiciones de la suavidad por arcos.

5
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Tenemos que &(p,r) == {(p,r)}. Claramente, cada una de las partes que constituyen la
funcién & es un arco en ConoX . Es facil venficar que en cada caso, dichos arcos se unen en
sus extremos formando un nuevo arco. Si (z,t) € ConoQ, &(z,t) es la unidn de tres arcos:
un arco de (z,t) a (z,8(z,t)), otro arco de (z,60(z,1)) a (x(0),8(x,1)) = (p,8(z,1)), y un
tercero de (p,8(z,t)} a (p,7). Si (z,t) & Cono@, G(z,t) estd formado por dos arcos: uno
de (z,t) a v, yotro de v a (p,r). Por lo tanto, en todos los casos &(z,t) es un arco de (z,t)

a (p,7) para toda (z,t) € ConoX.
Condicién de sugvidad
Definamos las funciones &;: Cono@ — C(ConoQ X)), i = 1,2,3, por
a(z,t) = {(z,5) 1t <s < H(2,8)},
ol 2) = {(2(s), 00z, 1)) | s € I} ¥
az{z, t) = {(p.s) | r <s < 8(x,1)}.

Es claro que en ConoX —{ConoQ))° lafuncidn & es continua. Para probar que es continua
en ConoQ, bastard probar que cada una de las funciones &;, &, y &; definidas arriba es

continua (por el Lema 0.5 y el Teorema 5.1).
a, es continua

Las proyecciones wg: @ x I = Q v m1@ X I — I son continuas. Es claro que la funcién
(:Q — C(Q) definida por {(x) = {z} es continua. Sea o:I x I — C(I) la funcién continua
descrita en el Lema 4.3. Aplicando el Lema 2.6 a las funciones #; y 6, tenemos que la
funcién (77,8): Q x I — I x I definida por (7y,8)(z,t) = (¢, 6(z,t)) es continua. Empleando
nuevamente el Lema 2.6 con las funciones aomg y oo (7;t,6), la funcién h:Q x I — C(Q) x
C(I) definida por h(z,t) = ({z}, [t,v(z,1)]) es continua. Sea T:C(Q) x C(I) = C(Q x I) 1a

funcién definida en el Lema 3.14 Entonces & = T o h, asi que &; es continua.
Qo es coniinua

Considereros las funciones m;: @ x I X I — @ x I con i € {1,2} definidas por x;(x,s,t) =
(2,1) ¥ malz,s,t) = (2, ) Sea ¥:Q x I — @ la parametrizacién uniforme para Q. Entonces
las funciones Pom: Q x I x T+ Q v 8om:@Q x I x I — I son continuas. Aplicando cl
Lema 2.6 a las funciones anteriores, tenemos que la funcidén ¢: Q x I x I — Q x I definida por
o(z,t,s) = (2(s),6(z, 1)) es continua y, por el Lema 2.1, su funcién imagen 0 C(Q x Ix [ —
C(Q x I} también lo es. Por el Lema 2.7, la funcién 7:Q x I — C(Q x I x I} definida por

7(z,t) = {(z,t)} x I es continua. Tenemos &; = ¢" o7 y ,por lo tanto, &; es continua.
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Gz €3 confinua

La funcién constante e: I — ¢ definida por e(s) = p es continua. Aplicando el Lema 2.6
alafuncién e y a la identidad en I, tenemos que la funcién m: I — Q x I definida por m{s) =
(p, s) es continua y por el Lema 2.1, también lo es la funcién imagen m™: CI)— C{Q x I,
Por otro lado, apliquemos nuevamente el Lema 2.6 a la funcidn constante k: Q) x I — I dada
por k(z,t}) =r, v ala funcién €, obteniendo la funcién continua n: Q x I — I x I dada por

n(z,t) = (r,6(z,t)). Entonces &z = m” 00 on ¥, en consecuencia, &; es continua.

Como & es continua en ConoQ y en ConoX — (ConoQ)® y esta bien definida. por el

Lema 1.8 y el Teorema 3.1, es continua.
Condicién de compatibilidad
Sean (z,t) € ConoX vy (y,t1) € @&(z,t}. Si (2,1) € ConoQ tenemés tres casos:
(i) t1 € {t,8(x,t)] ¥ (y,t1) = (z,t1). Entonces &y, t1) = §(z,4,) = 6(z,t) v tenemos
{(y,9) 11 < s <Oy, t)} = {(2,9) | 1 S 3 <8(=, 0} C {(z,8) [ t <5 <(x,8)),
S {{yl(s), 8y 1)) | s € I} = {(2(2),8(z, 1)) s € I} ¥
{(ps)[r<s <8y, 01)} ={(p.8) |7 <5 < 6(a,1)}
Por lo tanto a(y,t;) C &(z,t).

(1) Existe s; € I tal que (y,41) = (2(51),8(z,1)). Como y = z(s;) tenemos que u(a(y)) =
sip(a(z)) (ver definicién de la paramentrizacién uniforme ¥ en (1,a)). Si 6(z2,t) = t en-
conces £ = ¢ > (1~ rp(a(e)) + 1 2 (1= r)ala(e)) +r. S 6(z,8) = (1 — rula(e)) + r
entonces #1 = (1 - )u(a()) + 1 > (1= r)u(a(s)) + 7. Por lo tanto 8(y, ) = b, = 6(x,1).
Asi tenemos que

{(y;8) | 11 £ s <Oy, 1)} = {{v, 1)} CH{(2(5),8(x,1)) | 5 € I},
{(y(s),8(y,12)) | s € I} = {(2(s13), 8(2,1)) | s € I} C {(2(s),8(z,1)) | s € I} ¥
{(p,8) | r < s <0y, 1))} ={(p:s) | 7 < s < 6(z,1)}.
Por lo tanto &(y.t) C &(z,1).
(i) ¢ € [nB(z,0)] ¥ (v,11) = (pta). Como t; > r = (1 ~ r)u(a(p)) + r tenemos que
By, t1) =t;. Asi
() |6 €5 <0t} = (1)} C {(ps) | 7 < 5 < Bz, 1)),
{(y(s), 8y t)) [ s € I} ={(p,t)} C{(ps) | < 5 < 8(2, 1)} y
{{p,s) |r s <0y, 1)} ={(p,s) | r <5 < (z,1)).

Por lo tanto &(y,t;) C é(z,t).
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Si (z,t) € ConoX — ConoQ, tenemos dos casos:

(iv) (y,t) € T(x,t). Entonces T(‘U,fl) C T(x,t) porquela funcidn T cumple con la condicidn
de compatibilidad. Por lo tanto &(y,t1) C d(z, ).

(v) {y,t1) € Y(p,7). Por (iil) tenemos que a(y,t) = {(p,s) | r < s < t} v por lo tanto
a(y,ty) C &(z,1).

En todos los casos se cumple la condicion de compatibilidad.

: . e .
Como r € I fue escogida arbitrariamente, tenemos que ConoX es suave por arcos en

(p,7) paratodar €l. §

Corolario 5.8: Si X es uno de los ocho continuos hereditariamente descomponibles para los cuales C'(X')
y C'onoX son homeomorfos, entonces C'(X') es suave por arcos en cada punto en ef cual C(X) es localmente
conexo. En particular C(X') es suave por arcos en X.

Dem:" Sea (z,t) € ConoX un punto de conexidad local. Si (z,t) = », por el Teorema 3.3.
ConoX es suave por arcos en (z,t). Si (z,t) # v, como ConoX — {v} es homeomorfo a
X % [0,1), por el Lema 5.5, X es localmente conexo en 2. Si X es uno de los ocho continuos
en cuestion y X es localmente conexo en z, entonces 2 tiene vecindades arbitrariamente
pequefias que son arcos. Por lo tanto, por el Teorema 5.7, C'(X) es suave por arcos en (z, t).

5
Como C(X) es localmente conexo en X (ver Lema 5.6}, C(X) es suave por arcos en X . 1
Interpretacién geoméirica

En el Teorema 5.3 a cada punto de C'onoX se le asigna el arco natural que o lleva al

vértice como se muestra en la figura 17.

En el Teorema 5.7, tenemos un continuo X con una vecindad cerrada @ suave por arcos

en p, representada en la figura 18

[ed]




Para demostrar que ConoX es suave por arcos en {p,r), lo que tenemos que hacer es
asignarle a cada punto (z,t) de ConoX unarco de {x,%) a (p,r) que satisfaga las condiciones
de la suavidad por arcos. Para ello, hacemos un corte transversal de ConoX a lo large de

uno de los arcos de suavidad de @Q, como se muestra en la figura 19.

(pe) ¢

P
Para los puntos (z,t} que se encuentran en ConoX —(Cono@)° definimos el arco a{z, 1)

comg en el Teorema 5.3, llevindolo hasta el vértice, ¥ luego bajando por la recta que une a
(p,r) con v hasta llegar a (p,7): Para los puntos (z,t) de ConoQ, definimos arcos de tal
manera que se vayan “amortiguando” para que &(p,r) = {(p,r)}. Esto se logra haciendo que
un punto (z,t) en ConoQ suba por la recta que lo une con v hasta cierta altura que depende
de la longitud (seglin un mapeo de Whitney)del arco que va del punio (z,0) al punto (p,0);
posteriormente Se va horizontalmente hasta la recta que une a (p,7) con v, v por tltimo baja

por dicha recta hasta (p,r). Para mayor claridad, véase la figura 20.

A

Lpir)

Existen otras formas de asignar los arcos a los puntos de ConoQ que se amortiguan de

manera similar, dichos arcos se muestran en la siguiente figura.
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CAPITULO 6

SUAVIDAD POR ARCOS EN NIVELES DE WHITNEY




o e o i 1 4

En el capitulo 0 definimos los mapeos de Whitney. Como pudimos apreciar en los capitulos
anteriores, estos son uns herramienta muy util en el estudio de los hiperespacios. En el
presente capitulo veremos algunos conceptos relacionados con estos mapeos v estudiaremos

la suavidad por arcos en unos subconjuntos de 2¥ vy de C(X) llamados niveles de Whitney.

Def: Si p es un mapeo de Whitney para C(X) y 0 <t < p(X), entonces p~'{¢t) es llamado
un nivel de Whitney. Una propiedad topoldgica P es llamada una propiedad de Whitney si siempre
que un continuo X tenga la propiedad P, entonces también la tiene p~'(t) para cualquier
mapeo de Whitney y 0 < ¢ < u(X). En [] se demuestra que p7'(t) es un continuo para
toda t € [0,x(X)]. Un mapeo de Whitney x en un hiperespacio & (£ = 2% o C(X)) s
Hamado mapeo de Whitney admisible si existe una funcién continua F: & x I — £ que satisfaga

las sigulentes propiedades:
(a) Paratoda 4 €&, F(4,0)=4y F(4,1)e X.

(b) Si p(F(A.1)) > 0 para alguna A € Eytel, entonces para t < s < 1 pu(F(A,1)) >
W(F(A, 5)).

En el capitulo 1 mencionamos que sl un continuo es suave por arcos, entonces es contraible;
hagamos uso de este resultado para ver que la suavidad por arcos no es una propiedad de
VWhitney, dando un ejemplo de un continuo suave por arcos que tiene un nivel de Whitney

no contraible.

Ejemplo 6.1: Sea X un continuo formado por un cono al cual convergen una especic de
“tiendas de indio”, donde las “tiendas” pares tienen su “abertura” para un lado v las impares
- [ :

la tienen para el lado opuesto; este continuo se ilustra en la figura siguiente.

o

Se puede ver que X es suave por arcos en el vértice, definjendo una funcién similar a ln

del Teorema 5.3.

Sea A la circunferencia de la base y sea to = p(A). Veremos como podria probarse que
-1 ~ o . s X .
1~ (to) no es contraible. La dnica manera de llevar al conjunto 4 a un punto es llevéndolo

- - M . - a ia . . n . . X
hasta el vértice; pero como X “engorda’ conforme se sube, al moverse A4 hacia arriba,

1



deberia “romperse”; sin embargo como las bases de las “tiendas” pares convergen a 4, la
rotura deberia ser por el lado de las aberturas de estas “tiendas”, y lo mismo ocurriria con
las “tiendas” impares; por esta razon A no puede ir al vértice mediante elementos conexos
de la misma medida y, por lo tanto, £” () no es contraible y, por consiguiente, tampoco es

suave por arcoes. ¢

En lo que resta del capitulo, X sera un continuo suave por arcos en p. Recordemos que

para 4 € 2%, L(4) es la sombra de A definida en (2,a).

En el teorema siguiente, veremos que el conjunto de los elementos de 2% que son iguales
a su sombra v que bajo un mapeo de Whitney u miden lo mismo, forman un continuo suave

pOr arcos.

Teorema 6.2: Sean p un mapeo de Whitney para 2¥ 1y € (O, X))y A= {Ae QJYH = L({4}}.

Entonces AN p~1(ty) es un continuo suave por arcos.

Dem: Sea ¥ una parametrizacién uniforme para (X, p). Denotaremos a ¥(z,t) por 2(t).
Deﬁ;limos h: A x I — A por h(4,t) = Ugeaslp,z(t)]. Entonces h es la restriccién a A x T
de la funcién continua h, definida en (2,0} v para cada a € A, {h(4,t){t € I} es un arco
ordenado en 2% de {p} a A. Sea sp el uinico elemento en I tal que p(h{X,30)) = tg v sea
P = h(X,s0). Sea (4,t) € (AN (1™ (t0)) x I. Entonces {h(A,t) U A(X,s)s € [0,50]} es un
arco ordenado en 2% de h(4,t) a A(A, 1)U P. |

Sea ¢: (A N p~ (o)) x I — [0,s0] donde g(A,1) es el tnico elemento de [0, 5] tal que
(R{4, 1) U R(X, g(4,1))) = to. Como p(h(4,1) <toy p(h(A, 1)U P) > 1, la existencia de

g(A4,t) estd garantizada por el Teorema del Valor Intermedio. La unicidad de g(a,t) se sigue

facilmente de la definicién de p y de que {R(A4,t)U (X, s)[s € [0, ]} es un arco ordenado.

Veamos que g es continua. Sea {(4a, )22 C (AN p~'(t)) x I tal que (A,,t,) —
(A.,t.). Sean sp = g{An,ta) ¥ 8- = 9(A.,t.). Tomemos una subsucesién (s,, )52, de (5,)7%,
que converja aun s € [0, so}. Dela definicién de g tenemos que u(h(An,, 5, JUR(X, 5,,)) = to.
Clomo h es continua h{d,, tn, ) — 2(A.0) ¥ A(X, 5,,) = R(X,s). Entonces j(h{A..¢.) U
h{X,s)) = to. Como el elemento s € [0, s0] que cumple lo anterior es tinico, tenemos s = 3.

v, por e} Lema 0.8, 5, — s.. Por lo tanto g es continua.

Definimos f: (AN u™'(t)) x I — AN p=*(ty) por fla,t) = h{a,t) UA(X, g(4,1)). Como
k, g v la funcién unién U son continuas, f es continua. Sea F: ANp~'(to) — C(ANp™(to))
la funcién inducida por f, definida por F(A) = {f(A4,t)|t € I}. Veamos que cumnple con las

tres condiciones que definen a un continuc suave por arcos.

2



o s~ T i e A 30 RS P T

Condicion de arces

De la definicién de F es claro que F(P) = {P}. Sea 4 € (ANu"{(t,)}~{P}. Probaremos
que F(A) es un arco en ANp~ to) de 4 a P. Sea ty = sup{t € I|h(4,t) C P}. Nétese que
¢ty < 1. Entonces paracada t € [0,24],setiene g(d.1) = 50y f(A,2) = ”(A,)UA(X, 59) == P.
Sean t,,t; € [ts,1] con t; < t,. Entonces existe x € h(d,t;) tal que 2 ¢ Py = ¢ h(4,4,).
Se sigue que z € F(4,1) y que 2 ¢ f(4, ;). Por lo tanto f(A4,t) # f(4,t), de donde
{f(4,)it € {t.4,1]} es un arco y

{F(A, Dt € [ta, 1} = {f(4, )]t € I} = F(A).
Como f(A,t4) =Py f(4,1)=4, F(-) es un arco ordenado de 4 a P.
Condicién de suavidad
Como F es la funcién inducida por f el Lema 2.10 nos dice que F es continua.

Condicién de compatibilidad

En la demostracién del Lema 2.13 (i) vimos que si A € 2%, t € I y B = h(A4,1),
entomdes para cada s € I, h(B,s) = h(4,st). Sean A € ANp™ (i), eIy B = f(d, )=
h{a, t1) UA(X, g{4.t;)). Entonces

h(B,t) = h(h(4, 1) UR(X, g{4, 1)), 1)

= U [P, x(2)]

zeh{A,UA(X g (A1)}

(U DU U @)

zc€hi{A.ty) zeh{XNg(A.))

= h(h{4d, t1), ) UR(A(X,g(4, 1)), 1)

= h(4,tt) UR(X, tg(a, ).
Por lo tanto f(B,t) = h(A,tt) U h(X,1g(A. 11)) U h(X, g(B,1)). Como A(X,g(A,t,)) C B,
s sigue que g(B,f) > g(-t). Por lo tanto f(B,t) = A(A,t) U h(X,(B,#)). Como
F(B,t) € {h(4,tt1) UA(X, s)ls € [0.50]} ¥ u(f(B,1)) = to se sigue que g(B,t) = g(4,1;).
Por lo tanto f(B,t) = f(4,tt1). Tenemos entonces que F(B) C F(A) y asi F satisface la
condicidn de compatibilidad.

Como F cumple las tres condiciones AN u~'(¢) es suave por arcos en P.

Corolario 6.3: Sean jt un mapeo de Whitney para C(X), 1, € (0, ;L(.X—)) y A= {.‘l €C{X)|4 =
L(A)}. Entonces AN 127 {(tg) es un continuo suave por arcos. .

Dem: Sea 4 € C(X). Como la parametrizacion uniforme ¥ es continua vy h(4,t) =

(A x [0,2]), h(A, ) € C(X) para toda ¢ € I, entonces f(4,1) € C(X) paratodat eIy
FAycC(X). 1
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A continuacién, daremos una condicién suficiente para que un nivel de Whitney sca suave

pOr arcos.

Teorema 6.4: Sean v un mapeo de Whitney para 22X A, la contraccidn libre definida en (1, b) ¥ AT s

funcion imagen. 5i [t es un mapeo de Whitney para 2% vt € (0, p( X)) es tal que para cada 4 € 1 ()

v para cada 3 € I, p,(.f\:(.r’l X {s‘})) < ty, entonces p_l(tg) es un continuo suave por arcos.

Dem: Sean 4 € p™'(ty) v s € I. Como p(A;(4 x {s}}) = p(4) = 1o, p(A2(4 % [0,35]) > ¢,
v w(AL(A x {s})) < to, entonces existe s’ € {0,s] tal que p(A(A x [s',3])) = 5. Definimos
la funcién r: g~ () x I — I por

r(d,s) =sup{s'ls’ € [0,s] y p(AZ(A x {5, s])) = to.

Veamos que r es continua. Sea ({Ar,$a))50; una sucesién en pu™ (to) x I tal que (4,,s,)

(4, s). Tomemos una subsucesién (r(dn,; 3, iZy de (r(4,,,))22, que converjo a wi s, €
[0,5]. Entonces AJ{An, X [F(Any,sn.)i8n]) = AJ(A X [50,3]) por la continuidad de A7, v
p{AZ(A X [sq, 8])) = to por la continuidad de 2. De la definicién de r(4, s) tenemos que sq <
r(4,s); por lo tanto AJ(A x [F(A4,5),8]) CAZ{(A X [s0,5]). Como pu(AJ(Ax [r(4,s),s]) = to.

se tiene s = r4,s) v, por el lema 1.6, r(4,,s,) — r(4,s). Por lo tanto r es continua.
Definimos H: pu~*(to) X I — p*(to) por

H(A, s) = A {A x{r(4,s),3]).

Como A y 7 son continuas, H es continua.

Sea A € p(tg). Si A = L{A), entonces para cada s € I, fI(.-’l,s) = 4. Supongamos
que 4 # L(A). Sea v = sup{v(afz))|lz € A} y sea y € A tal que vie(y)) = v. Si

.5 € [0,1 =7}, de la definicién de A, tenemos que I:I(A,.s) = A. Sean s;,5, € [1 —7,1] con

5; < s2. De la definicién tenemos que 1(A,s1) < r(A,s2). Sir(4,s:) < r(4,s;), entonces
Ay, (A 51)) € f?(—‘i, 51) ¥ Ay, m(A,51)) € H(A,sy). Por lo tanto si ff(.-‘l,sl) = ff(_q’s,_,')

entonces r(4,s;) = r(4,s;). Supongamos que I:I(.—l,.sl) = I;T(_/-Lsg) v sea s € {5, 89].
Fntonces r(4, s} =r(4,s) = (4, 5,). Como

Ap(A x (A s1) s1]) CAUA X [r(A,8),8]) CAL(A x [1( 4, s2), 82])

p(A(A x (A4, 1), a])) = p(AL(A x [r( 4, 52),50])) = 1o,

concluimos que E(A:-Sl) = I;T(-"lm )= f{("ia s2). Por lo tanto {E(A, $)|s € I} es un arco en
-1
i (fg)
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Sean A € i (tg), s € I 'y B = E(—‘LS:)- Sea y € B. Entonces existen x € A
v s € [r{4,s1),51] tales que y = A,(z,5). Por lo tanto A,(y,s) = A(A(z,5).5) =
Au(z, max{s’,s}). S1 0 <s < r(4,s1) tenemos que A (y,s) =y, asi AL(B x {s5}) = B. Por
lo tanto 7{B,s) =s ¥ f{(B,s) = B. Sir(4,5) < s < s, entonces /\"(B X [r(A,sy).8)) =
AT(A % [r(4,s1),51]). Por lo tanto r(B,s) = r(:l,sl) v H(B s) = H(A,s;) = B. S
51 < s <1, entonces A (y,s) = A,(z,s). Entonces AT(B x {s}) = A(4 x {s}). Porlo tanto

r(B,s)=r{As)y H(B,s) = H(4,s). Por consiguiente {ff(B,s)]s eI} C{H(A, s eI},

Sea A= {A€ 2¥|4 = L(A)}. Por el Teorema 6.1, AN p7'(tg) es un continuo suave por

arcos. Sean F v P como en el Teorema 6.1. Definimos éz,u‘l(to) — C’(,u'l(to)) por
&(A) = {H(A, s)|s € I}UF(H(4,1)).

Veamos que & cumple con las condiciones que definen a un continuo suave por arcos

Condicion de arcos

Es claro que &(P) = {P}. Sea 4 € pu~'(to) tal que 4 ¢ A. Tenemos que H(A. 1y g
ANp (o) v que {H(4, )]s € ITNA={H(4,1)}. Porlo tanto &(4) es un arco en ™' (1,)
de 4 a P. |

Condicién de suavidad
La continuidad de & se sigue de la continuidad de F' y de los Lemas 1.5 v 2.10.

Condicidn de compatibilidad

Sean A € p~tg) vy Be a(Ad). Si B € {iflr A, s)ls € T}, segiin hemos visto, {ff B, s)ls €
I} C {H(A,s)|s € I} y, como H{B,1) = H(4.1), tenemos F(H(B,1)) = F(H(A,1)).
Pc:1 lo tanto &(B) C a&(4). Si B € F(H(4,1)), entonces B = L(B) v por lo tanto
{H(B,s)|s € I} = {B}. Como F cumple la condicién de compatibilidad, F{H(B,1)} =
F(B) C F(H(4,1)). Por lo tanto &(B) C a(4}).

‘ % . = -1
Como & cumple las tres condiciones, u™'(fg) es suave por arcos en P. g

Corolario 6.5: Sean v un mapeo de Whitney para C(X), A, Ja contraccion libre definida en (1,0} v

A7 su funcién imagen. Si gt es un mapeo de Whitney para C{X) ¥ to € (0, (X)) es tal que para exd
- T - LY ful ara ooeii

Ae pu i) yparacada s € 1, (A (A x {s})) < g, entonces ,(L—l(to) €5 un contimio SUAVe par arces.
Dem: Sea 4 € C(X). Como A] v r son continuas y H(4,s) = AZ{Ax[r(4,s). 5]). entonees
H(4,s) € C(X) para toda s € I. En el Corolario 6.3 vimos que F(H(A,1)) € C(X), por lo
tanto &{(4) C C(X). @

t__r._._..m;_%ﬂ_..._ e e



Corolario 6.6: Sean v un mapeo de Whitney para C(X), A, Ia contraccién libre definida en (1,b) »
A su funcién imagen. Si p es un mapeo de Whitney para C{X) y to € (0, u(X)) es tal que para cada
A€ p () yparacada s € I, AJ(A X {s}) es un subcontinuo de A o un punto, entonces 1 () os

suave por arcos.

Dem: De la definicién de un mapeo de Whitney, si B es un subcontinuo de 4, enconces

pw(B) < p(4) =t vy para cualquier punto p, p({p}) = 0 < ¢;. Por lo tanto se cumple Ia

hipétesis del Corolario 6.4 y el lema sc cumple. g

En lo que sigue veremos una forma de construir en cualquier continuo suave por arcos
(X,p) un mapeo de Whitney para el cual todos los niveles de Whitney son suaves por arcos

Para esto necesitamos algunos lemas.

Sea « la funcién que define la suavidad por arcos en (X,p). Fijemos un mapeo de
e X e ) . .
Whitney v para 2%. Sean A, la contraccion libre definida en (1,0) y A7 su funcién imagen.

A partir de estas vamos a definir una contraccién libre para 2% y C(X).

Definimos (G: 2% x I — 2% por

G(.‘-l,t) = {Au(a,t)]a e A} = A:(.—‘l x {i})

Lema 6.7: La funcion G es una contraccidn libre para 2% y C(X), es decir G tiene fas sisuientes
a5 sig :

propledades:

{2) G es continua.

(b) GIC(A’)XI: C(_X') X J - C(.X)

(c) G(A,0)= 4y G(A,1) = {p} paratoda 4 € 2x,

(d) G(G(A4,s),t} = G(A, max{s,t}).
Dem:
(a) Se sigue de la continuidad de A, ¥ del Lema 2.1.
(b) Sean A € C(X) y t €. Como 4 x {t} es conexoy A} es continua, G(4,1) € C(X).
(0) G(4,0) = {A(a.0) = alac A} =4 ¥
(A1) = (Afe,1) = pla € 4} = ().
(d) Tenemos que G(A,s) = {A,(a,s)]a € A}, asi que

G(G(4,s),t) = {A(a, t)|z € G4, 9)} = {\(A(e, 5),1) = {A(a,max{s,t})|a € A} =
G(A4, max{s, t}). ¥
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Definimos ahora £:2% — I por
6(A) = sup{r(ala)}a € A}.

Lema 6.8: £ tiene las siguientes propledades:

(a) £ es continua.

(b) L{G{A,s)) = max{l —s,8(A)} paratoda {4,5) €2V x I
(c) s <t implica que £{G(A, s)) > {(G(4,1)}.

(d) G{A, 1 —{(A)) = A paratoda 4 € 2,

Dem:

(a) Como v y a son continuas, dada ¢ > 0 existe § > 0 tal que si d(z,y) < § entonces
lv(a(z)) — vie{y))] <e.

Sean A, d; € 2% tales que H(4;,4;) < 6. Como 4, v A4, son compactos, existen
x) €%y vy 72 € 4, tales que v(a(x1)) = {(41) ¥ v(a(z2)) = £(4;). Como H(ALL A < 6,
existe y € 4; tal que d(z2,y) < é. Por lo tanto |v(a(y)) — v(afz;))| < €. De la definicidn
de €(4) tenemos que v(a(y) < v(a{z:)) = £(4;), asi que v(a{z;)) —€ < via(y)) < 0(A4)) ¥,
por lo tanto,

LA — A < e

Un argumento simétrico nos lleva a que
€A —fds) <o
por lo tanto
' [€(A1) — U A)| < e
y £ es continua.

(b) Sea (4,s) € 2¥. Siv(a(Av(a,s))) S 1—s paratoda a € A, entonces £(G(4,5)) <1—s,
Si €(4) <1~ s, entonces A, (a,8) = a para cada ¢ € 4. Por lo tanto G(A,s) = 4. Si
((4) > 1 — s, tomamos ay € 4 tal que v(a{ag)) = £(4). Entonces v(ie(A,(ag,3))) > 1 — s,
Por lo tanto {(G(4,8)) =1 —s. ' '

(c) Sea s <t. Entonces 1 — s > 1 —¢. Tenemos tres casos:
1) Sif(4)>1—s>1—1t,por (b) tenemos que ((G{4,s)=1—-s5>1—¢t= LG(A.1).
2) Sil—s2£4)>1~t,por (b) tenemos que {{G(A,s)) = £{A) > 1~ = £(G(4,1)).

T



3) Si1—s52>1—t2>£(4), por (b) tenemos que £(G{4,5}) = £(A) = £(G(A,1)).
Por lo tanto £(G(4,3)) = ((G(A4,1)).

(d) Tenemos que v{afa)) < €(A) = 1—-(1-4(4)) paratoda a € 4. Entonces G(4, L {4} =
(Afa,l —£(A)) =cla€e A} =4. &
Ahora va estamos en condiciones de definir el mapeo de Whitney mencionado anterior-

mente.

Teorema 6.9: La funcidn u: 2% — I definida por

W)= [ I_M V(G(A, D)t

satisface las siguientes propiedades:

(a) f es un mapeo de Whitney.

(b) s < r implica que p(G(4,3)) = p(G{4.7})).

(c) ({{EC{;\’))_l(t) y p~H(t) son continuos suaves por arcos para toda t € (0, (X)),

(d) #|C(_‘{) son admisibles.

Dem:

(a) Tenemos que las funciones & y v son continuas y, como el tomar la integral es continuo

¢ es continua.

Sean A4, B € 2% tales que AG B. Entonces C(-l) < UB) v v(G(4,1)) < v{G(B, 1)) para
toda t € I. Si £(A) = ¢(B) entonces v(G{4,1—((4)})) = v(4) < »(B) = v(G(B.1 - { ).
Por lo tanto u(A) < w(B). Si £(4) < {(B), como 0 < v(B) = v(G(B,1 — £(B))) tenemos

que

1 . 1
n(B) = u(4) = /1 gy V(G(B ) - fl GE:
1-6(B) . | o
- 1—2(A) v(G(B, t)dt + 1—f(.4)(V(G(B’tD —v(G{A.1))dt
> 0

Asi p(B) > p(4) v, por lo tanto, p es un mapeo de Whitney.
(b) Sea s < r. La propiedad 6.8 (b) implica que

s<r <1 -UG(A 7))

s < 1= 6G(4,5)

8



entonces, por la propiedad 6.7 (d) tenemos que

1

4(G(A, 1)) = / W(G(A, ))dt

1-£4(G(A.r))

p(G(A ) = [ 1 V(G(A, ).

1-£(G{As))

Entonces por la propiedad 6.8 (¢) tenemos

w(G(A,3)) 2 (G4, 1)

(c) Como p{A) = p(G(A,0)) > u(G(4,s)) para toda s € I, entonces p vy ple(y) satisiacen
las hipétesis del Teorema 6.3 y el Corolario 6.4, respectivamente. Por lo tanto p~'#) v

(Ju|c(X))“1(t') son suaves por arcos para toda ¢t € (0, u(X)).

(d) Definamos F:2¥ xT — 2% por F(4,1) = G(A. t£(4)+1-€(4)). Entonces F es conzinua,
F(-l,O) = A, F(4,1) = {p} paracada 4 € 2X Flegy C{X) x I — C(X). Suponzamos
que p(F(4,t)) > 0 y tomemos s € (£,1]. Como F(A,t) # {p} tenemos que ¢(4j > 0.
Hagamos t; = tf(4) + 1 — ((A) v s, = s{(4) + 1 - {(4). Entonces por la propiedad 6.8 {b).
0S4G(Aa))=1-s121 -t = ¢(G(4,t1)). Como G(A4,;) = F(A, 1t} tiene mds de un
punto, entonces p(F(A, ) > p{F(4,s)). Porlotanto g v plexy son admisibles. g

A pesar de que la suavidad por arcos no es una propiedad de Whitney en general, existe

una clase de continuos para la cual la suavidad por arcos si lo es.

Teorema 6.10: La propiedad de ser un continuo suave por arcos es una propiedad de Whitney para la

clase de los dendroides suaves.

Dem: Sean X un dendroide suaveen p, ¢ un mapeo de Whitney para C(X)ytoe {0, (X

] X
Mostraremos que se satisface la hipdtesis del Corolario 6.6 v, por lo tanto, p~tg) es suave
por arcos. Sean v un mapeo de Whitney, A, la contraccién libre definida en (1,5) v A7 su

funcién imagen.

¢ . -] oy - M 0N - il . s - -
Como X es hereditariamente unicoherente, dados 2,y € X existe un vinico arco {4 de

zay.
Sea A un subcontinuo de X con i(A) =4;. Tenemos dos casos:

1) pe 4. Siz € Adysel, entonces (p,a] C 4 v de la definicidén de A, tenemos que
Au{z, s) € {p,7]; por lo tanto Aj(A x {s}) C 4 paratoda seI.

9




2) p ¢ A. Supongamos que para alguna s € I, Aj(4 x {s}) no es un subcontinuo de 4 v
tomemos z € 4 tal que A(z,s) ¢ 4. Sea b€ 4. Los arcos [p, z] v [p,d] tienen al punto p
en comun y, por ser .X hereditariamente unicoherente, tenemos que [p, ] — 4 = [p.b] — 4 asi
de la definicién de A, tenemos que A.(z,s) = A, (b, s). Entonces AZ(A x {s]) = {\(z.s))
y por lo tanto para toda s € I, Aj(A x {s}) es un subcontinuo de 4 o un punto, v por el

Corolario 6.6, 1~ !(#;) es suave por arcos.

Por lo tanto, la propiedad de ser un continuo suave por arcos es una propiedad de Whitnev

para la clase de los dendroides suaves. g

Concluiremos el capitulo, dando un ejemplo de ua continuo que no es suave por arcos

pero cuyos niveles de Whitney si lo son.

Ejemplo 6.11: Sea X el continuo representado en la figura 24.

TTTTT T T
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CONCLUSIONES




A cohtinuaci{m, haremos un resumen de los resultados maés importantes
vistos en los capitulos anteriores:

Un continuo suave por arcos es contraible.

Los continuos suaves por arcos, los hereditariamente indescomponibles y
los localmente conexos, tienen hiperespacios suaves por arcos; ademas, los de
estos Ultimos lo son en cada uno de sus puntos.

El cono de cualquier continuo es suave por arcos en su vértice v, el cono
de los ocho continuos hereditariamente descomponibles cuyo cono es homeo-
morfo a su hiperespacio de subcontinuos, es suave por arcos en X.

La suavidad por arcos no es una propiedad de Whitney, es una condicién
suficiente para que un continuo tenga mapeos de Whitney admisibles vy es
una propiedad de Whitney para la clase de los dendroides suaves.
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