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INTRODUCCION

El presente trabajo consta de tres capitulos y un apéndice.

En el capitulo I,lsiguiendo el camino de la generalizaci®dn marcada
por A. Cauchy a traves de 1la llamada ‘“integral imprépia", se
llega a dos resultados importantes de la investigacidn: [a-

integral de Cauchy-Lipschitz. ¥y su generalizacidn g 'fHHCioneé

tal que i€l conjunto de sus discontinuidades es de primera

especie,

El segundo capitulo tiene por dobjetivo estudiar la teoria de
integracidn de Riemann para demostrar que la familia de funciones
Cauchy~-lipschitz-integrables, forma parte de una clase mas amplia:

&

la familia de funciones Riemann—-integrable.

En el capitulo III, se retoma la buUsgueda de la mejor definicidn

-de integral obteniende la presentacidn de dos caracterizaciones

el criterio de Hankel v el criterio de Lebesgue para Riemann-

integrabilidad.

Por tltimo, aparece como un apéndice la discusidn de tres
conceptos sobre conjuntos infinitos, multiplemente citados en el

trabajo: conjunte de primera especle, de contenido cero y conjunto

nunca denso vy sus relaciones mutuas.
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CAPITULO |

ANTECEDENTES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN.

§ 1. INTEGRAL DE CAUCHY.

La definici®n moderna de Integral tiene su origen en el trabajo de
4. Cauchy, 9quien con sus propias ideas de funcidn vy de
continuidad leogra definivr la integral come una convergencia de

sumas, concibiéndola esencialmente como el area bajo la curva en

cierto intervalo de definicidn de la funcidn.

‘antes de llegar a la formudlacidn de &sta, tomemos en cuenta las

sfguienpgs definiciones:
oy

DEFINICION 1.1: Sea f[arb] ~» R decimos que el conjunto P es
una particidn de {a,b], si

P = { XgsXgs-n-aX,} con a = x «x,¢(...¢ x =b.

{ Llamamos NORMA DE LA PARTICION P, al ndmero

el = sup ( x,- ox, . ).

4 =2 L =5 n
Pe la misma forma, definimos a Pla,b] como el conjunto de

todas las particiones de [a.b].

DEFINICION 1.2: Sean P', P € P[a,b], decimos que P’ es un
REFINAMIENTO DE P, si P'>.P.

Observemos que si P’ es un refinamiento de P entonces IP’I < lpl,



DEFINICION 1.3: Sea frla.b] - R, una funcidn continua

y por tanto acotada en [a,b]l, v P = { x_, X ,..., x_ },
una particidn de [a,.b], definimos la :
SUMA DE CAUCHY PARA LA PARTICION P, como Ehﬁsﬁfii
s(P,f) = i FOx_ Wx = %, _,) ¥ iﬁwﬁ;;
’ = L i-a i i-a MATEMAI;C,;

Por brevedad de notacidn, escribiremos S(P) en lugar de S(P,f),

donde no hava lugar a confusién.

DEFINICION 1.4: Sea f:la.b] + R, una funcién continua,

entonces se define la integral de Ff en [a.b] como

Ibf(x)d(x) = ﬁg?*o S{(P,f), donde P & P{g,b] .
& a
Cauchy no prueba directamente la existencia del limite usado para
definir la inteéral . Lo que hace es probar que las sumas,
de la definicidn 1.3, "se aproximan entre si" conforme las normas

de las particiones s=se hacen pedguesfias. Lo <cual quecda

formuladeo en &l siguiente

TEOREMA 1.5. Sea f:[a.b] » R, una funcién continua.

Dado €0 existe 8)0 tal que
si IpId y IP°H¢& entonces IS(P,f)-S(P’,f)I<+.

DEMOSTRACION. Probar este teorema es equivalente a

demostrar la siguiente




PROPOSICION 1.6, Sea f:[a.b] + R, una funcidn continua,
dado &0 existe 6>0 tal que

si Ipk ( 8y pP'>P entonces IS(P)-S(P’' )=,

En efecto, gue el Teorema 1.5. implica la Proposicién 1.6., es

obvio puesto que si, P’ es un refinamiento de P,'eﬁtonces Epics =»

ip’h ¢ 5, . : o

Inversamente, para demostrar que P.1.6. implica T.1.5.,

sea £)0, tomemos la 4=&(#’) cuya existencia nos es garantizada por

la P.1.6 para &’=&£/2 Yy sean P y P’&P[a,b], tal que 1pi¢S
y IP’H(S, '

& -
Entonces, si definimos P" = PUP’ se tiene que, P"=P y P'SP’,.

de donde, ‘ -

Is(P*“)-sS(P*)<&s2 y Is(P)-s(P")|cars2.

Por lo tanto IS(P)-S(P’)|5|S(P)-S(P“)!_+IS(P")“S(P’)!( &£/2+&/2 = &

lo cual prueba el Teorvrema 1.5. B
Demostremos ahora la Proposicid 1.6:
DEMOSTRACION. Sea £)0. Como f es uniformemente continua en

{a,b], existe &0 P

tal que ly—-x1¢(S6 = |f(x)-Ffy)I<s/(b-a).



probemos que #sta es la & correspondiente a &0 en P.1.6.
Tomemos una particidén P = {xa,x‘,...xhd,xi,...x“}. cualquiera,

{Yu,Yi,...Ym}. un refinamiento de P,

[}

de norma menor que & vy P’

Cuando un subintervalo [x,  ,x.] de P no contiene puntos de P’

distintos de -sus extremos, entonces el sumando

FOx i 0xm% ) -

forma parte de S(P) y S(P’), y por lo tanto se cancela ean la'

diferencia® s(P*) - 8(P). Definamos entonces para  este

intervalo %, Di=0.

Fials -

Cuando el subintervalo_[xbﬂ,xi] de P contiene otros puntos de

P’ ademas de x, vy x, , digamos ka Yiaal--o-C Y donde

Kwd = Yimr Y X T Yo
Entonces, la diferencia

S(P’) - s(P)
incluve un sumando del siguiente tipo:

L4+1 a .
DIESTRTEETINE B NS CRER TS

1=k

denctemos a esta cantidad como D‘.



Expresemos ahora D de la siguiente manera:

144 L+4
D, = ,=kf(y")(yj T Y .e) —,= FOx Ny =y )
l+1 i
- 3 ISPRENCHN] CHERIS
R A i —
de donde |D | =. ,-klf(yj_‘) - f(xi_t)l(yj = ¥;.,4)s Pero como
1Y ;g = X, 1¢8, se tiene que

-

-

I~

) A j_?) - f(x,_,)| ¢« &/(b-a). por la forma en que escogimos a &,

-

de donde

=

+ 4

o, 1 <« (v

. - yj_‘)t/b—a) = (x,~ xL_‘)S/(b~a)

[ =)

Por lo tanto :
1S(P)-S(P* )1 S Y ID 1 ¢ ) (x, = x,_,)e/(b-a)
= &/(b-a) 2 {x. = x, )= &

Por lo tanto: Is(P)-s(P’)]| ¢ & a



Despu®es de los resultados anteriores, demostremos la

existencia del lipite inveolucrado en la definicién 1.4:

TEOREMA 1.7. Sea f:la.b] + R, wuna" funcidn continua

b
entonces f Ff(x)dx existe, de acuerdo a la definicidén 1.4.
a

. ' @, . . .
Demostracidén: Sea ( F‘n )5=1 unra sucesidn de particiones de

P{a,bl, tal «que

N

"p N a0,
n > O

& -
Por el Teorema 1.5, dado & ) O, existe & > 0, tal que,

IS(PH)-'S(PM)I< & (%)
para toda |} P i< 6, v i P N ¢ S,
Pero como A P R - 0, dada &5 >0, existe N alN tal que

- &0

M P_¥ (& para toda n2N.

1

-

“Por lo tanto, dada & > 0, existe N , tal que

ls(pn) - s(pm)l ¢ & para toda n,m 2 N.
Asi que la sucesién {S(P“)}:=1 es de Cauchy. Sea I&R,
_ lim
I = n -0 s(pn)'



Sga *>O Por el teorema 1.5, existe &8 tal gue

b plh ¢ &y § Pl ¢ & = | s(P) - s(P*)| ¢ &/2.
_ lim
como I= e S(Pn) , y I P : : g , entonces dada &0

existe Ne&N , tal que,

P b ¢ & y IS(P ) - I| ¢ £/2, para todo n2N.

si Pl ( &, tendremos i
Is(P) — Il = Is(P) - s(P) + s(P )~ I

= Is(P) - s(P I + Is(P,) - I

(ERrER=s BIBLIOTECA
- DE CIENCIAS EXACTAS
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. wa~pEOFIEDADER DE LA INTEGRAL DE CAUCHY PARA FUNCIONER JONTINUAE.

como ejemplo de las propiedades de la integral para funciones
continuas en un dominio {a,b], escribimos a continuaci®dn las dque
consideramos basicas, las cuales pueden ser demostradas a partir

de la definici®n de integral dada por Cauchy.

,;_; LINEALIDAD Si f vy & son dos funciones continuas en
[a,b] ¥ &« , £ @ R, entonces
. ' b : b
J Lo f(x) + B 8(x)]dx = a [ f(x)dx + #f &(x)dx,
a - a

-3

-

£ ; - ]
il.- posrravzioap: Sea f:[a,b]+ B, real y continua para todo punto

x<la,b.]. si Ax) 2 0 para todo x<[a,bl, -

b
entonces J' F(x)dx 2 o.
[- %

ti{il,~ ADITIVIDAD con rvespecto al dominio de definicién.

A

Sea f:(a,b]sR, real y continua para todo punto x«a,b),

_ b * v
entonces Jr= [Jr+ [Jr
@ o n
OBSERVACIONES:
a ) . EN PRESNENCIA DE LA LINEALIDAD LA PROFPIEDAD DX PORITIVIDAD

ER EQUIVALENTE A LA PROPIEDAD DE MONOTONIA:




81 F v & son continuas en f[a,b], ¥y para toda xs{a,b],

que f(x) = &(x), entonces:

b b
I Ax)dx s [ &(x)dx.
a a

De (L), (i) y ({ii{) se obtienen las siguientes propiedades
elementales:

1). Si f(x) es wuna funcidn continua en {a,bl,
b

tal que m S f{(x) S M entonces m(b-a) = f F(x)dx = M(b-a).
[-

-

2). Si f es una funci®n continua en [a,bl, entonces

b b
P fr Vs s,
a L-3
3).- Si f &8 una funcién continua en [a,b], ¥
o
F:{a,b] + Res tal que F(x) = [ f , entonces F es

continua en [a,b].



GENERALIZACION DE LA INTEGRAL DE CAUCHY.

Al abordar el estudico de las funciones Que presentan algin tipo de
discontinuidad, Cauchy se planted de una manera original, el
problema de genevalizar a éstas la definicidn de integral de wuna
funcisdn continua, pues estaba-convencido de gque a pesar de sus
discontinuidades el area ba.jo la curva de esas funqiones seguia

siendo calculable.

ﬁ; obstante los escasos.fesultados con los gque hasta entonces se
contaba, Cauchy, cimenté con  su definicion Y suU primer
generalizacién de Integral un vasto campo del andlisis matem&itico
como lo es ei. de m&todos de integgécién Y de funciones

integ®ables.

GENERALIZACION DE LA INTEGRAL A FUNCIONES ACOTADAS
Y SECCIONALMENTE CONTINUAS

Englobadas dentro de las que denomind ‘integrales impropias"®,
Cahchy extendid la definicidn de integral a la élase de las
funciones acotadas y seccionalmente continuas. |

Esta generalizaciodn fue_un'paso natural si tomamos en cuenta el
proceso de desarrollo del concepto mismé de funcidn, Puesto que
las funciones seccionalmete continuas, eran las més generales que

hasta ese momento se concebian.

10



57 imer genervalizacisn, inicia Cauchy el programa al cual
aria“el andlisis en cuanto a teoria de integracidn se
?éxtender la definicién de integral a funciones tan
tias como fuera posible, de los cuales’ el caso mis

es el que a continuacién discutimos.

ON DE LA DEFINICION DE INTEGRAL A UNA . FUNCION ACOTADA
- Y CONTINUA EXCEPTO EN UN PUNTO

‘1.8. Si f:la,b] =+ R es acotada y discontinua solo - en

-

ntonces definimos -

b c-& b
(a,b): Jr=1lim [ r+ [7r.
. a £=+0 a (=X X ~
b "b
: Jr=12im [ r .
a £-40 e+ E
e b . c-g
c=b: [ f=1im [ f .

a &0 a ’

a:que la integral no toma en cuenta el valor de f en c.

ambiar f(c) y el valor de la integral sigue siendo el



= JUSTIFICACION DE LA EXISTENGCIA DE LOS LIMITES: las integrales
dei lado derecho estén, de acuerdo a la definicién 1.4. bien

‘definidas puesto que, f es continua en los intervalos cerrados

yespectivos. Solo, resta probar la siguiente

PROPOSICION 1.9. Los limites

e-£ b
lim J A(x)dx y Lim [ F(x)dx
£+0 a £-+0 -2~

—_—

e la definicidn 1.8 existen en los diferentes casos.

EMOSTRACION:

uponemos cLa,b] y sea F:(0,c-a]+R definida por:

o -

&
F(e) = [ A(x)dx,

-}

htonces la existencia del limite

a~&

lim, F(&) = lim, [ Ax)dx, ’ (6

L0 £+0 a

L]

.-Quedar& probada si demostramos que F es uniformemente continua
- en (0,c-a] .

W En efecto, sea M la cota de |f] en [a,b]. Dada &30, sea o=&/M v

€,5) 0, tal que Is‘—sz|<5




):-'-,supoﬂgamosv sin pérdida de generalidad, que O(£(s,, entonces

c =& c-&

] . 4 4
CIRCe ) FCE)L = 0] FOodx = [ SGoOdx] BIBLIOTECA
! = ) ke ENCIAS EXACTAS
87 T Y NATURALES
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[-2F >3 c—-&

% 1 Y .
1 = 1  Ax)dxi = 1 A(x ) ldx
3 . -F o-&
3 A 2 . —
&? = H(‘z_‘s) ¢ M(sm) = &, .-
I
;.‘;_A'nélogamente se prueba la continuidad uniforme para
| b
a(e)= [ F(x)dx, en (0, b-cl, cuando c=fa,b)
o+ & _
¥, con ‘ello que
_ | .
lim, G(&) =lim_ _f F(x)dx , tambien existe.
£-+0 &£ -0 o+ &
S;‘fPOr lo tanto, concluimos (x) : ' "

-

" b).~ ProPEDADES. | as propiedades de la integral de una funcidén

.continua excepto en un punto son estudiadas como un caso

Particular en el teorema 1.12.
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@2 . : "TNTEQRAL DE CAUCHRY-LIPSCHITZ

“ EXTENSION DE LA DEFINICION DE INTEGRAL A UNA FUNCION ACOTADA

Y CONTINUA EXCEPTO EN UN CONJUNTC FINITO DE PUNTOS

'DEFINICICN 1.10. Sea f una funcidn definida vy acotada en
[a.,b]. )
v ﬂ)f-*-{c‘,cz,.-.,cn_}’con ac,<c, (...{c_=b

el conjunto de sus puntos de discontinuidad:

-

aentonces se define:

&b ¢ & c -£ b~
L 1) ff(x)dx = lim [ff(x)dx + _]'f(x)dx + ...t _ff(x)dx ]
: E-+0 a+E c_+& +&
2 “h-1
si a,b e D, .
‘_ b o -‘ C - b=
i1) [ Ax)dx = Lim [j' F(x)dx + J'f(x)dx oot ff(x)dx ]
: ‘ a ) E90 ¢‘+8 h ‘-rs
si a & lDr, b e ﬂ)f
E b . cz—&‘ - . ca-s b
. 1i1)  f Ax)dx = lim [f f(xdx + [ £Odx + .o+ [ A(X)dx ]
k" a £-40 a+E e +& o +&
3 2 n
3 siaelD, babD,,
4 B -] -s c -& b
iv) _r A x)dx = lim [_r Ax)dx + | f()-()dx + L.t _r FOX )dx ]
a & -0 014'2 Qn-i-s

si a,b = ID!,.

14




. obsérvese que si a = D entonces tomando £>0 suficientemente
;_7 pequeﬁo, f es continua en el intervlalo [a, a+£], de manera que

tenemos -
A+ E [- LN

tim J Ax)dx = lim [ 1A x)] dx = lim M& = ©

£+0 a £-40 a £->4

. donde M es una cota superior de |f| en [a,b].

De la misma manera, si bell se tiene :
— b
lim [ A(x)dx = 0.

£0 b~-£

}:hsi que, en cualgquier caso, si mftJ{a,b} = {ci, c

- b
-la integral f f(x)dx esta definida por: -
S a .
it -
R - o -&£ a_-& c =5
o b i a n
o f Axddx = Lim [j‘ fCxddx + J fx)dx + ...+ [ Ax)dx ] .
. ‘-..‘m £-40 c‘--.s _cz-ts o +&8

n—4

Qzé).w EXISTENCIA .

f}La existencia de cada una de estas integrales, se obtiene
giaplicando un numero Tfinito de veces los argumentos de
| justificacién de la Definicién 1.8. . | -
'izﬂ'b).- PROPIEDADES , | .

 _Las propiedades basicas para la integral de funciones continuas
 ;3iguen siendo validas al éxtender la definicidn de integral a
funciones acotadas con un nGmero finito de discontinuidgdes, como

Se verd en el teorema 1.12, para cuya demostraci®n exponemos al

siguiente

15



CLEMA 1.11. Sea f:[a,b] » R y D U{a,b} ={ ¢, ¢ ... ¢, }
y cela,b], tal que, c = ¢, Para toda ¢t =1, ... , k, digamos,
que cG(cj”’_, cj), antonces:
b B cz-&' cj_’.—s' e =& .
[ f(x)dx = lim [J‘f(x)dx oo+ Axddx + [ A(x)dx +
a &0 c +& a . - -3 + &
) 1 i-2 j-1
,:Lr . ‘ aj-s' cj+’.—$ c:k—&‘ EL}S;.E:"R —
WAITA A GRAP
§ #Godx + J fOoodx + o+ [ fGodx | e
‘ j k-1 DEPARTAMENTT
BATEMATICY

Demostracidn.

-

Si )0 es pegquefla, entonces f es continua en el intervalo

[c}4+3, c5~=], asi que por aditividad respecto al domninic de
&

integracidn se tiene

b ' g,z-: Oj-‘—&' e -8
J f(x)dx = lim [J‘f(x)dx+ con +f FCx)dx + [ F(x)dx +
a &£Q a +& e, + & - +& -
1 j-2 j-1
c+E c & e, - o, -&
J J+2 k
J‘f(x)dx + f f(x)dx + f F(x)dx ... + f F(x )dx ]
o=£ ' [-X T c  +& -} +& .
k-1
, o+ &
pero - lim ff(x)dx = 0.
&-+0D —

Asl que se obtiene el resultado buscado.

Observemos que este lema sigue siendo valido para una coleccién

finita de puntos ¢ tales que ¢ * c,s» Para todo i = 1,...,k.

16




- TEOREMA 1.12. ""Sea T #l conjunto de funciones acotadas ¥:+fa,bi~ R

tal que D, es vacio o finito vy definamos

L:F » R por:

b
LOAY = [ ACx)dx

Entonces L satisface las siguientes propiedades:

g, - Linealidad respecto al integrando.

ii{.— Positividad.
iil,~ Aditjividad con respecto al dominic de definicién.

-

Demos%raciones:

1).~ LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO: Sean f , £ « [F,

queremos
“ demostrar que :
b b b
Jr+ Je= [(f+ 8
a -] -8
Supongamos que DflJ Dg.U [a,b] = { Cys Cgr--43C, }
En virtud del lema 1.11 y puesto qqe Df . Dg o { G s Cgrnn-3Cy }
- b b 02-8 ck_-s
E N Jr+ Je&= lim [_rf(x)dx +....+.ff(x)dx]
- a a £40 & +& e +E
o 4 k~2
cz-c Gk-tﬂ
+ lim [ J s(x)dx +.. .+ J &(x)dx ]
&= -0 0‘4" ok' ’.4"

17




1Y de la propiedad de 1linealidad para funciones continuas esta

expresion es igual a

:' cz-s Ck—s
= lin [ ] 0GO0OTdx £ TGOS0  dx ]
& -0 c“"s ck_1+€

Nuevamente, como

D = DflJng U{a,bY ={ c, cpy...;c, ¥ , aplicamos el lema

feg 17 2z’

1.11 vy tenemos gue la anterior expresién es igual a

b
J UAx) + s(x)1dx. .=
oy 4

De manera aniloga se demuestra que
S0 s b
J af(x) = af f(x) para todo a < R, -
(-9

-}

-

ii).- POSITIVIDAD.

- DEMOSTRACION: Sea f @ F, D, U (a,b) = { ¢,, c;p...,0, }

. Supongamos que f(x) 2 0 para toda x<{a,b]

 Entonces I f(x)dx Z0
o

-

DEMOSTRACION: Por la propiedad de positividad para la integral de
funciones continuas, dado que f es continua en

[c,t=, c~€l,...,[c, ,+%, c, -€], tendremos que

13



dz—f gk-;
J Ax)dx 20 ... [ Ffix)xzo
c +& c -+ &
1 g
por lo que
b =z-5‘ ok-:
If(x)dleim [_rf(x)dx+ oot [ OAOOdx ]20. ]
L-3 &=+0 o‘+$ ck-g*‘

1ii).~- ADITIVIDAD CON RESPECTO AL DOMINIO DE DEFINICION.

sea f&F, D U{a,b}=1{c, ¢ -e-sCy )

-

1’ 2’

b Y b
Entonces J Axddx = J Ax)dx + [ F(x)dx para toda xe(a,b).

ggw

DEMOSTRACION: Suponga.mos que x#ci para cada 1i=1.2,...,k ¥ sea

J tal gque cj“.< X £ cj » entonces

»® b
J Gdx + [ A(x)dx

dz—‘ o_ -£ -H—S
lim [_rf(x)dx oo+ _ff(x)dx + jf(x)dx]
E20 o‘+c J : ch_‘+:
-] —S' c.l""- & -] —C
+ lim [_ff(x)dx +_f Fix)dx +...+ j'_f(x)dx ] =
£ -0 oL o +& + &
i g WY
ca-c cJ_‘-S T 3 -8 c -
lim [_rf(x)dx oot _[f(x)dx + j‘f(x)dx +_r s(x)dx +. +_r 3(x)dx ]
£40 Cc +& L2
1 ] 2 3-1 k 1



B
f F{x)dx. Por el Lema 1.11.
a

Ahora supongamos que X = c,, para algdn j € {1,...,k}

. b |
J'f(x)dx + If(x)dx'z

.. ¢ -& . oj_t-—s CR-&
Lim [jf(x)dx booor ) FGOd +_]'f(x)d><]
&0 o’.a-.c J 2 j- 1+s .
c-J_H- o, -F
+ - lim [J’f(x)dx ..ot j‘f( X )dx ] =
£-+0 L& ¥~ k 1#8
_ & a_-& o I X—-&
c1lim [_[f(x)dx ...+ _rf(x)dx +ff(x)dx
E40 011‘8 T‘ .l ’.
OJ+‘—£ ok-s b
o J Oodx wox SO0 ] = 5 rooe.
e+ & lc 1 a

A continuacidn expondremos brevemente la manera en que se puede
extender la definicidén de integra-l. a funciones cuyo conjunto de
discontinuidades es infinito pere con un numeroc finito de puntos
de acumulaci®n, es decir para funciones de tipo 1. No se probara
en esta parte ningtn resultado, pues esta demostraci®én esta

contenida en la extensid®n que se hace inductivamente en la parte

siguiente, para las funciones de tipo n..



_DEFINICION DE INTEGRAL PARA UNA FUNCION ACOTADA Y “CONTINUA EXCEPTO

EN UN NUMERO INFINITO DE PUNTOS CON UN PUNTO DE ACUMULLACION.

DEFINICION 1.13. Sea f una funcidn acotada y definida
en [a,b]l, continua excepto en Df, tal que D"tiene solo un punto
de acumulacién. Sea c<{a,b], tal punto, entonces, su integral

| entre a ¥y b se define como:

5' b ¢ € b

3 i) - f F(x)dx = lim [ f F(x)dx + I FOX )dx ];

. « £+Q a e +x

i si a ¢c¢ <(b.

b o= . BIBLIOTEC
iiy o J Ax)dx = lim [ f(x)dx DE CIENCIAS EXACTAS
- . @ - e 2 EL SARKR DE M1s Y NATURALES

3 ; si ¢ = b. PARA M1 GRANDEZA

3 | @

? b ®

iii) J f(x)dx = Tim [ £(X)dx

’ a &0 -EF

i si ¢ = a

Lag integrales dentro del corchete existen, puesto que en

los intervalos en donde estan definidas D, es finito.
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SpEFTNICTON DE “TNTEGRAL PARA 'UNA "FUNCION ACUTADA Y TONTINUA EXCEPTO
- EN UN CONJUNTO INFINITO DE PUNTOS CON UN NUMERO FINITO DE PUNTOS

" DE ACUMULACION,

- gn la busqueda de una mejor definicidn de integral para este tipo
- de funciones,_obsa?varemos due las formulaciones 1.10,1.13, 1.14
e incluso la definicdn 1.16 (la cual llamames extenci®dn de la
integral de Cauchy-Lipschitz) fueron sugeridas por Dirichlet ¥
Liﬁéchitz en base a la propuesta que Cauchy tenia de_ "integral
.'impropia“ para funciones reales no acotadas. La consideracion
‘més ihpoftante que Divichlet y Lipschitz haéen es la de que aun
cuando los puntos de discontinuidéd forman un conjunto “infinito
muy grandef la restricci®n de que posean un nﬁmerp ‘finito de
puntog€” de acumulacién, los hace, apesar de ser un conjunto
infinito, estar lo suficientemente dispersos. Né obstante fue
ﬁasta.la apaficién de l;; aportaciones de Cantor en topologia de
.coﬁjuntos infinitos y su inclusi®n en la teoria de integracidn que

._pudo darse una jus;ificacién satiéfactoria de estas definiciones

s 1o cual se ha recopilado en la demostracidn -elaborada barg ,el‘

teorema 1.17, v cuva formulacidn se degprende del las definiciones

" mencionadas, especificamente apartir de 1.16.
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rﬁEFTNTCIBN 1.14. Sea Ff una funcidn acotada y definida
:éh {a,b], continua tal que E% es infinito con k puntos de
:_acumulacién. Sean c¢,( c ¢ ... ¢ ¢, tales puntos, entonces, la

integral de f entre a vy b se define como

-

e -& e -& b-&

b 2 3
i) J A(#)dx = lim [ Jrxdx + [ fxydx + .0+ [ f(x)dx ]
: a ' £40 a+ £ e +& - S *F ’

 §i el conjunto finito de puntos de acumulaci®n, incluyé los

féxtremos av b, es decir a = c‘( °3< R { C, = b.

. b | c‘-a cz-s . b

ii) J A(x)dx = lim [j‘f(x)dx+j'f(x)dx+ +_jf(x)dx]

: a Z+0 T a+s o +& 3 +&

. 1 k

Z 5

81 el conjunto finito de puntos de acumulacién no incluve el

extremo b, pero si el puntora, es decir, a = €, ¢ c¢ ...C el b,

b ¢, -F e -F beg
iii) J f(x)dx = lim [j‘f(x)dx+ff(x)dx+ ceo + J A(Ox)dx ]
- &0 a. o‘+$ ak—!.hs

si el conjunto finito de puntos de acumulaci®n, mno incluye el

“extremo a, pero si el punto b, es decir, a « c,{ ca¢ ... = b.
. b | o:—s ca-s b :
SR GOk = Lin [ F GO+ JAGOdx ¢ v [ RO ]

’ o F o 1] a a +& G, +&
1 k-
- si el conjunteo finito de puntos de acumulacién, no incluye
ninguno de los dos extremos, es decir a < c1< L X -



JUSTIFICACION:

1).- EXISTENCIA: Reflexionando sobre la demostracién de esta
generalizacion, podemos observar que, la existencia de las k
integrales nos es garantizada por el hecho de que en los
correspondientes intervalos de integraci®én, la funci®n f tiene ‘a
lo mé&s un numero finito de discontinuidades!~y de esta manera la
existencia del limite en cada uno de los k puntos de
discéntinuidad, se demuestra con el mismo argumento usado para

justificar la definicidén 1.10. m

2) PROPIEDADKS:
oy
De la misma manera las propiedades de 1la integral para esta

familia de funciones, que llamaremos de tipo 1, se obtienen

repitiendo un ndmero finito de veces el argumento del caso de la

definicidn 1.10.
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§ 3. EXTENSION DE LA INTEGRAL PE CAUCHY-LIPSCHITIE.

DEFINICION DE INTEGRAL DE UNA FUNCION ACOTADA Y CONTINUA EXCEPTO

EN UN CONJUNTO DE PRIMERA ESPECIE.

Hasta este momentsd, se ha extendido la definici®dn de integral, a

una funcidn f tal que Dt es infinito con Kk puntos de
acumulacién. )
La presente extensidén de la definicién de integral, la cual

constituye la generalizaci®n mas importante de este capitulo,
surgé de una manera natural, motivada por el avance en el estudio
de las funciones reales y teoria de conjuntos, posterior a  la

época de Cauchy.

Siguieéndo el mismo esqueha utilizado al definir la integral para
una funcidn continua excepto en un conjunto infinito de puntos con
un nimero finito de puﬁios de acumulacién, se puede ahora definir
la integral para una funcién coﬁtinua excepto en un .conjunto de
primera especie,

No obstante la claridad que hoy en dia se ha podido alcanzar sobre
esta generalizaci®n no siempre huboe acuerdo al respecto,"hor
ejemplo, Dirichlet formulaba el problemé como la obtencién de la
integral para funciones continuas excepte en un conjunto Nunca
Denso; v Li;schitz, lo planteaba como la obtencidn de la integral
para funciones continuas excepto en un conjunto de primera especie
de tipo 1. Asi, debido a la importancia que tiene en la teoria de
integracidén el estudic de estos dos tipos de conjuntos, se ha
incluido en el apéndice una discusi®n al respecto de ellos v

frente al concepto de conjunto de contenido cero.
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DEFINICION 1.15. EIl conjunto derivado de A es el conjunto de los
puntos de acumulacidén de A y lo denotamocs por A?’. El segundo
.'derivado de A, es el conjunto de los puntos de acumulacidn de a7 v
"lo denotamos por A, Sucesivamente, el enésimo derivédo de A,

que denotamos por A“, es el conjunto de los puntos de acumulaci®n

del n~1 derivado de a. Ademas definimos Ao = A,

Un conjunto A es de primera especie si para algin n entero no

. L) n " -
- negativo, A es finito.
Un conjunto A& es de primera especie de tipo n, si n es el menor

a ' . ™ - + - -
entero no negativo , tal que A &5 un conjunto finito. Es decir
.ﬁ\ .

si su n—é%simo derivado es un conjunto sin puntos de acumulacién.
Decimos que una funcidn f, es de tipo n, si el conjunto de sus
- puntos de discontinuidad, Dr’ es un conjunto de tipon . En este

caso escribiremos T(f) = n.

Denotaremos por Fh, al conjunto de funciones acotadas de tipo m

para alguna m S n.

Considerando ahora nuestras definiciones anteriores, lo que hasta
aqui hemos hecho es definir la integral para funciones f cuyo
conjunte de discontinujidades Eﬁ sea de tipo 0O y 1. Vayamps
ahora a la definici®én mas importante que utilizamos en el teorema

- mas importante de este capitulo del trabajo:



DEFINICION 1.16. Extension de la Integral de Cauchy-Lipschitz:

Sea f una funcién acotada en [a,b] y continua excepto en D
" de primera especie. Se define la integral de f, en [a,b]l, de la

siguiente manera:

- e -& e -5 b
b 4 2 .
J f(x)dx = lim, [ J A(x)dx + J A(xddx + ...+ J #(x)dx ]
' o £E-0 . a : c1+s . ck+£

donde  T(f) = n; D? ={csC..00} v @S¢ (¢, <...0c, Sb,

aclarando que: : .

8L ec,m;a v k1, el primer término de la sumatoria se elimina.

wn
o
O

i

X b ¥ k> 1, se elimina el @ltimo de ellos.

-

1, sclo se considera el Ultimo término.

"

a vk

Y
Y.
4]

"

b v k

o
Yol
Q
]

1, solo se considera el primer t€rmino.

La definicidn anterior nos plantea demostrar la existencia de la
integral para una funcidn §F, para la cual E% es de tipo n, para
cualquier entero no negativo n, as! como la validez de las
- propiedades basicas para integrales. Con esta intencidn se ha
elaborado el siguiente

| BIBLIOTECA

CIENCIAS EXACTAS
O NATURALES

G
~AGER DE MIS HLIOR
’ A “§1 GRANDEZA



TEOREMA 1.17. Las siguientes dos proposiciones son wvalidas

para todo entero no negativo n:

‘a). Sea [a,b] un intervalo arbitrario vy f:[a,b] + R una funcidn

acotada de tipo m = n en {a,b], entonces la integral de £,

o . -
f f(x)dx, existe de acuerdo a la definicidn 1.16.
£

. -

b). Se satisfacen las sigiuentes dos propiedades:

- +

-

S, Linealidad respecto al integrando:

Si f v & son dos funciones en F“, entonces

-

b 1) 3
J ar(x) + Ba(x)1dx = a [ fx)dx + B[ & x)dx .

-3

para todo a«, 2 e R,

ii). Positividad:

b
si f&F_y Ff(x) % 0 para todo x<[a,b), entonces [ f(x) 2 0.
. [-%

-

1ii). Aditividad con respecto al dominio de definicién:

Si f & Fn, entonces

b Q b
qu(x)dx = _['af(x)dx + _fcf(x)dx,, para todo cela,b).
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bEMOSTRACION. La demostraci®n se hara por induccién.

pyimer paso. Por demostrar: a) ¥y b) son vialidas para n=0.

.sea f:la,b] - R, tal que fﬁwo, es decir T(f) = 0, entonces D,

es tal que, D: es vacio. En este caso, si EQ = @
b -

la integral f;f(x)dx, de actierde a la definici®n 1.16, se

:t¥ansforma en el casc de la definicdidn 1.10 y si E% = ¢ se debe

aplicar la definici®n 1.4. Ya se ha probado que en ambos casos la

integral existe. Ademas, la parte (b) ha gquedade tambien

v .

 demostrada en el tesorema 1.12. o

ién

Segundo paso. Nuestro interés es, ir de la existencia de la

~integral y validez de las propiedades para las funciones de la

-familia Fn, a su existencia y validez para la familia E;“
Es decir: =i toda funcién f tal que T(fFf) € n es integrable v
‘la integral tiene las pfopiedades i), ii) vy iii) entonces, toda

funcién f tal que T{f)S n+l también es integrable vy - la

‘integral tiene las mismas propiedades.

- Supongamos ‘que a ¥ b son validas para n, vamos a probar que a vy b

"son validas para n+i.
Sea f:[a,b]+ R, T(f)S n+tl, es decir, f es continua excepto  en

~un conjunto de primera especie a lo mds de tipo n+tl. Sea m = T(F)

sim = 0, ya qued® demostrado en el primer paso que la integral de

29



f existe, asl gque supongamos que m 2 1. Df es entonces

conjunte no vacio finito.

™m
sea mr U {a,b} = { C,r» Cgs === 5C, }

. m . .
si a & DF entonces tomande &0 suficientemente pequefa, en

™m=-1 . . P
intervalo {a,at&] Df tiene a lo mas un namero finito

puntos, es decir f & F , asi que-por las propiedades a) v b)

puede escribir

. a —-& a =&
Lim [ A(x)dx < lim [ IAx)ldx =M lim =
&0 & & =0 -3 -]
donde M es una cota superior de  |f(x)} en [a,b]
b

AT . . .
De lamisma manera, si b = DT se tiene 1lim f Fx)dx = 0O
: &40 bl

Asi que en cualquier caso ., j;f(x)dx estd definida por

e cz-t ca-ﬂ okfs
J Ax)dx = lim [ff(x)dx+j‘f(x)dx+ cov + [ A x)dx ]
a &40 o +< o_+E o € ’

Asi, solo resta demostrar, que cada una de las funnciones

cz-: ck—:
F (o) = [ Ax)dx , ..., F,_, (&) = [ f(x)dx
°1+‘ n - ok_‘+c

as uniformemente continua en

(0, e;~¢.); .... , (0, ¢, - ¢,_,), respectivamente, ya que

30
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_.«esto garantiza la existencia de los limites laterales

Lin, FCE, e Lin, R (o),
para ello, demostremos que, si a,b = IID'];1 y k »1 F (&)
? uniformemente continua en el intervalo (0, c~c,)-
demOStr:;cién es analoga para Fz("), e s Fk__._(‘)-
En efecto. Sea #;0 ¥ :1,&'36(0: cz—c‘) tales que I81~€2I7<=/2M,

—

donde M es cota superior de |f} en [a,b].

Supongamos que £,{s,, entonces como f & F_ en el intervalo

-

[c‘+=, cz-~=] se satisfacen las propiedades (a) y (b)), asi que:

iy - e -& C -
- - 2 i 2z F 4
IF(8,) = F (&)1 = I Ax)dx = [ A(x)dx|
_ o‘-o-c‘ a‘d-&'z
+& e -& =
E 2 4 - |
= |1 Ax)dx + [ £(x)dx]
a +& o =&
4 i 2 2
™ °2"%, :
s [ACx)ldx + JACx ) |dx
o +& o —-&
4 4 2 3

SM [(ere,) = (e )1 + M [(c - &) - (c = )]

& _ - s .
: ¥ _ = M(sz- :‘) + M(S'2 8‘) ¢ S 2M = &

De donde, F (<) es uniformemente continua en (O, c=c,) ¥, por

lo tanto, existe el lim, F‘(B).
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Entonces, concluimos la existencia de la integral para la familia
de funciones f:[a,bl~+ R, continuas exceptoc en un conjunto de

‘primera especie a lo mas de tipo n+l. o

ahora, para completar la induccién y tener demostrado el hecho de
que, toda funcién f :[a,b)l+» R, continua excepto en un conjunto
-de primera especie, es integrable ¥y su integral tiene las

propisdades basicas discutidas, nos ¥esta probar (b) para Fn+1

PROPILDADER DE LA INTEGRAL . DEFINIDA PARA FUNOIONER PERTENECIINTES

A LA maMmMrrza F
: a5 g ]

& . . . .
‘La demostracion de la parte (b) requiere del siguiente lema, cuva

demostracién es andloga a la del lema 1.11.

-~

: LEMA 1.18. Sea f : [a,b] + R una funcidén en

nes’

g YV

Dr U {a,b} = { Cos Cg5 «x- 3 C } ¥y csla, b} tal que c#ct para

-

] cada ¢ =1, 2,..., k, digamos, cc(c}d; cj),
; . b ¢ =& c -& c -&
k- ~ 2 j-2
1 entorices:. J A(x)dx = lim [ J #CGdx v+ Axddx +  ACx)dx +
3 « @ &40 c +& c + £ (-2 + &
5 L | j-2 j-%
c A —-& -] - S -

e 3 ivrse k C
J Axddx + J Axd)dx + ... +_[f(x)dx].
c+ e e & . -] + &
. b b-£
] Ademas, si T(f)Sn, entonces: I F(x)dx = lim f F(x)dx .

) . & =0 -



DEMOSTRACION. Si &0 es pequefa, entonces T(f) 5 n en el

intervaalo [c}4+c, c;—:}, asil que por la hip®tesis de induccidén,

se tiene aditividad respecto al dominio de integracién en ese

intervalo y entonces podemos escribir:

b c —c e ~&
J A(x)dx = Llim [_ff(x)dx Footf f(x)dx + _rf(x)dx +
o - -0 Qo & J 2 J ‘
c+ & l —S [-] - (- T~
j+1 k
j f(x)dx + j'f(x)dx + j'f(x)dx + ...+ f F( x )dx ].
o+ & e +& -3 -~ &
i k-1
Pero éﬁmc T(F) = n en el intervaalo [0}4+6, cj-S], las

propiedades (b) se satisfacen en ese intervalo y entonces @

To+&
lim J f(x)dx = 0, de lo cual se obtiene el_ resultado
& -0 .
‘buscado.

-

Obsérvese que, al igual que el lema 1.11 , éste lema sigﬁe siendo
valido para una coleccién finita de puntos ¢ tales que c#ct para
i=1;2’---ik-

L d

La dltima parte es inmediata, pues si T(f) S n entonces fﬂf;, asi

Que la propiedad de aditividad respecto a los limites de
integraci®n es valida, lo cual nos permite escribir para £>0 muy

Pequeflg
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b a+& b-& B

J 7G0dx = [ AOxdx +f Ax)dx + f A(x)dx
a a b-g

a+&

pero, nuevamente debido a que den , se tiene

a+& b=

Lim [ A(x)dx = lim f f(x)dx = 0
£ =0 -2 ) T &0 O+ &

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

i). LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO.

~ YNATURALES
Sa LA
“Para todo @, B e R,y f, &< Fn-u. o
b -9

- b

J (af(x) + Ba(x)1dx = a [ f(x)dx + Bf s(x)dx.

ﬂf’ H

para todo «,f<=ER,

ne1 ne 4
D

D U U{a,b}={c‘, Coas nres ck}

Entonces, por el lema 1.18 se tiene

c —-&

b 2
[asx) + B 8GONdx = Lin [ [ [a £x) + @ aCldx + ... +
) -3 ) o +&

E+40

e =&

k
[ L& £(x) + # &(x)]dx ]

ck—l+:
Si &0 es pequefa, por la hipétesis de induccidén se verifica la

propiedad de linealidad en cada una de las integrales dentro del

paréntesis, por lo que el limite de la expresidn anterior es
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;1gual a

cz-: [~ k—&' —6‘
lim [a_[ fx)dx + pf &(x)dx + ...+a_|‘ f(x)dx+ﬁj's(x)]dx]=
- 614-8 d’.-l-‘ k -2 ko 14."
e ~F e, =< 7 c -& ’ e ~F
1im [a_j' f(x)dx + . ..+a_f f(x)dx] + lim[ﬁf s’(x)dx+...+ﬁ_[' g(x)]dx]=
&0 a +& £40 e +& Q +- &
1 k s 1 k-t
e, ¢ =¥ ) e ~F e, € .
a lim j £ x )dx +...+_[ f(x)dx] + R hm[_[‘ s(x)dx +...+f g(x)]dx]
&0 o +& o +& -
k -4 - 'y k 1
b b '
af f(x)dx + @ [ &(x)dx en virtud del lema 1.18. =

et

i1{). POSITIVIDAD:

~

Si dem‘ y f(x)2 0 paré todo xs[a,b], entonces:
b N -
J Alx)dx 2 0,
a
DEMOSTRACION : sea m=T(f), D7 U{a,b}={c,, -... . ¢, )

entonces, por demostrar:

e, & : &, -
_r Fx)dx =1lim _r f(x)dx +...+ lim _f f(x)dx Z 0
£ 50 O‘-l-‘ e ] k . -+
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'Lo cual resulta evidente pues, de nuestra hipétesis inductiva

positividad tenemos gque

cz-s ok—S
Jrxdax 20, ..., [ Axd)dx 2o,
& +& . a -5

. ) ’ k-4

‘Por lo tanto

’ ol_‘ - ok-‘.‘
lim [f F(x )dx +...+I f(x)dx =2 ©
=0 e +8 Q,E & -

4 - i
b
“entonces f f(x)dx 2 0
, " .

-

iii)'-{fm ADITIVIDAD RESPECTO A LCS LIMITES DE INTEGRACION.

: ISea f & [Fm
c B Y

b ' : '
P.D. J AOxdx = [T A xddx + [ f(x)dx, para todo a<d<b.

: baaa ¥ -
Sea Df U {a,b} = { Cys =vu- o € ) -
éupongamos primero que c=c,, para algan j & {1,...,k}

e -8 -k

- 2 ’

J Ax)dx = Llim [ J ACxydx + L0+ [ A(xOdx ]
a £-+0 o _+& ., +&

. 4 -4
e igualmente

b °j+1-: k"€

J F(x)dx = lim {ff(x)dx+ ...+_[f(x)dx]_
a = - ¥ ck»1+‘
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- F
ff(x)dx+_ff(x)dx =lim [_ff(x)dxi— +ff(x)dx]
£-40 & +& a -
j=-4
j+1 ck_: 7
+ lim [ f fxydx + ...+ [ f(x)dx ] = 3
Y. a+& < - !
k-1
cz-S c—& 3*1—1: c - . b
lim [J' FOx)dx+ ... +_[' f(x)dx + f Axddx +.. .+ f f(x)dx] = [ f(x)dx.
=0 a +& -1 Y a
4 _| 1 k— :
phora, supongamos que existe je&(1,...,k}, tal que <, { ¢ (Acyi.
Por d%@ostrar
c - c-& [-I - c -
j+te b
11m[j FOx Jdx+. .+ff(x)dx-] + lim [jf(x)dx oo+ f(x)dx] = [F(x)dx
.;‘...g oj-h‘ & a+&£ k " a
Lo cual es cierto por el lema 1.18.
Por lo tanto: Si fﬁF;+‘
b G ’ b
J £(xddx = [ Ax)dx + [ A(x)dx,
-8 [- Y [ =]
Para todo adc(b. o

Por consiguiente si las propiedades a) v b) del tecrema son

validas para n, hemos demostrade que también lo son para n+l.
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por lo tanto, se sigue que toda f:[a,bl+ R continua excepto en
un conjunto de primera especie, es integrable y su integral tiene

las propiedades 1), ii) v 1ii). -
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CAPITULO I

INTEGRAL DE RIEMANN

§ 1. DEFINICIONEES Y TEOREMAE PRINCIPALESE.

conforme avanza el § XIX, y con este el estudio de laz funciones
- reales de variable real, entran en escena funciones entre las
cuales destacan las discontinuas no solo en un conjunto de primera

especie, o en uno nunca denso, sino aquellas funciones acotadas v

cuyo conjunto de discontinuidades es an conjunto denso,

Esta situacién le toca vivir a Riemann, quien tratando de ampliar
al m&%imo la clase de funciones integrables, se plantea resolver
el problema de la integral para funciones ‘altamente
discontinuas", pero transformando el enfoque de Cauchy, de tal
manera que, la bdsqueda tradicional en la definicién de integral
aparece, en la teoria de Riemann, como la bUsqueda de Condiciones

de Integrabilidad para una funcidn f.

Asi, no obstante tomar como punto de partida la definici®én de
Cauchy p%ra funciones continuas, el proceso de desarrolleo de la
teoria de integracidn abandond rapidamente el viejo enfoque, para
avocarse a la bUsqueda de condiciones aque permitan hablar de
cuando una funcidén f es integrable. Aun m&s, podemos anotar que
la teoria de integracién, desde Riemann hasta antes de Peano vy

Jordan consistid en la bUsgueda de las condiciones para la

existencia de la integral.



para la presentacidn de la teoria de Riemann, iniciemos con las

siguientes definiciones y teoremas.

DEFINICION 2.1. : Sea fila,b]l] + R, acotada vy
p={a=x,....,x_=b } &P [a,b],
definamos

S(P,f) = i f(f‘-')(xt - xi.—l.)’
=1

donde I « fx,_,» x1, =1, ... ,n.

Diremos que una funcion acotada - fila,b] -+ R, es

Riemann—~integrable si existe

lim s(P,f)
Iphtso

independientemente de la eleccidn de puntos

.o« {x_,» xJ, =1, ... ,n.

’.’

Es decir, si existe AelR c¢on la siguiente propiedad:

Para cada €0 existe 6 = & &) > 0, tal que, WWwH ( & implica

Is(P,f)-Al ¢ &, para cualquier elecci®n de puntos & Ix_,» x.J,

Observemos que esta definicidén de Riemann, en cuanto a la forma,
es esencialmente la misma que la admitida para la integral de
Cauchy: la Unica diferencia es que Cauchy pens® en el extremo
izquierdo del subintervalo Axt de la particidn y Riemann escoge

arbitrariamente un punto Ei, con tal de que Eie Axt.
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obsérvese ademés que, Cauchy ha definido la integral como limite
de sumas Unicamente para funciones continuas, Riemann, en cambio
se plantea el problema de carvacterizar a las funciones para las

cuales ¢l limite de estas sumas existe.

Un elemento que interviene en este nuevo enfogue es que ya Riemann

toma el concepto de funcidn como lo conocemos modernamente.

A continuacidn demostraremos una caracterizacidn de las funcicones
Riemann - integrables, la cual es de gran utilidad para la
demostracidn de algunos teoremas que aparecerdn en el transcurso

del capitulo:

Eras
v

TEOREMA 2.2: sea f:[a,b]l-+ R acotada. Entonces f es Riemann-—

integrable en [a,b] si, ¥ solo si existe A €« R tal que, dado &0

existe P_ € Pla,b]., tal que para toda P > Pg Is(P,f)-Alce, para

cualquier eleccidn de puntos ti & [xbi, xt3, =1, ... ,Nn.

b
En tal caso A = [ f(x)dx.
a

PEMOSTRACION: Primera implicacién: Sea f Rimann—integrable en
fa,b]l. Sea £0. Entonces existe & = &(&) » 0 tal que,
ipk ¢ & =& |s(P,f)-Al ¢ &.

Sea P_ € Pla,b], tal que e I < 6,

SI P es un refinamiento de Ps , entonces

Il < #P_I ¢ & = |S(P,f)-Al < =, o
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Inversamente: De la condici®n dada en términos de refinamientos,
tendremos que concluir gue:r dado &0 existe &0 tal que, P & P[a,b],

y lpl ( & = lsgp,f)-él { & para toda eleccidén de tké [xbd, xk].

Sea £30 por hipétesis = existe PSEEan], digamos

p = {a=x°, X

p e xnzb}, tal que

1’

si P > P, , entonces IS(P,f)-A| ¢ =.

F
sean M = sup 1fA(x)l ¥ & = min {———, Ax_, Ax_,...,8x_}
xEla, bl 4nM 1 . n
sea Q@ = { a=y s Y5 --- » ¥ =b } € Pla,b], tal que Hol ¢ &, ¥
sea Q* = Qq U PS . Bastara~demostrar que
& * :
js(@” L,f) - s(Q,f)| ¢ = (xx)

pues en tal caso
J s, f) - Al =1 s(a,f) - s(a® Al + Isa® ,f) - al

Debido a que a* > p , Se tendria IS(Q* I ) — Al ¢ &,

&
y por lo tanto

Is(a ,f) - Al { 26 que es lo deseamos demostrar. ]

a

Ahora veamos 1a veracidad de (xx):.
Por la forma en que se ha elegido la &, entre dos puntos de Q

existe a lo mas un punto de Ps ( que no sea de @ ). Supongamos

que @ NP, = ¢, entonces denotemos:
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t, & .
sean ; [YJ_1

-u

s Yg, para toda Jj=1,...,m los puntos

intermedios en S(Q,f).

. . . .- *
pesignemos ahora una cantidad de puntos intermedios para @ de la

siguiente manera: _

1).~- 5i el intervalo (yi, yuq), no tiene puntos de P, entonces

el punto intermedio sera ti.

2).- S$i el intervalo es de-la forma ( ¥y, ., x. ) o ( %x., vy.)
l.k—i. B 1 k i

Fia .
entonces tomamos puntos intermedios arbitrarios denotados por Ek

y 5; respectivamente.

Estimemos ahora la diferencia en las sumas de Riemann:

s(a® ,7) - s(a,f)

Observando gue los términos f(t Xy - vy._ ) correspondientes a

»

intervalos de Q que no contienen puntos de Pe (caso 1, arriba

sefialado ) estan en ambas sumatorias y que por lo tanto se

cancelan en la diferencia, tenemos entonces que:

n .
S(Q™ L f) = 8(0.) = F L AEN xm vy )+ S v =%y ) )

k=2

AR



s}

-3 Ay =y ) s

k=4

sumando y restando cantidades iguales tenemos que:

N

N .
3 e X YT Yo 4 =3 SOy = %) + Cxe = vy 1 =
k=13 k=1 )
n n :
YAy - )+ Y A Xy -y D)
k k . k k - EL SARYR DF MIS
k=1 k=2 BARA ' GRANE
PIGLILTECA
DEPARTAMENTD
entonces agrupando:  RATEMATICA
n .
* . -
s(@% L, f) = s(Q,F) = ) LAEL) = Ay OIC v, = x,) +
- k k
k=1
&y .
N
Y OLAR, - A X % v L) -
k k
k=1
Por lo tanto
* % ' £
S(Q7 LFf) = S(@,f) = 2(2MnlQ" ) < 4Mnd  { 4Mn = s o

Por lo tanto, caoncluimos de este rassultado que, siendo (*xx)
cierta, la segunda implicacidén estad demostrada, terminando asi

la demostracidn para el teorema-2.2. =



{'{J‘:

‘OBSERVACION 2.5:

Demostracién.

U(P*,f) = M Bx, +

M“[xk

_,donde

Sea f acotada y definida en ([a,b],

i n
-
o)
H
b4
o~
o
”~
~
b4
Fas
o)
[

'~
"
@
m
=

antonces, los nUmeros

-

BSERVACION 2.4:

sSup {f(X): xE[x‘.__‘, x-] }

inf {fCx): x&lx,, x1 )

L1

ara la particidén P de la funcién f.

Para toda particién P € Pla,b]

L(PJf) = U(P,f).

.81 A’ es un refinamiento de P

U(P’, f) = U(R,Sf).

LIP*1F) 2 L(P,S).

@ llaman, respectivamente, suma superior e inferior de

-

u(P, £) ziZ,M‘(x"" X, ) y L(P,f) =.Z m(x= x,_,)

Riemann

Para probar esta afirmacién, basta suponer que

-

P’ posee solo un punto_més que P, digamos c.

si c € [xk_i, xk], entonces

_yt M e -

ce. v M Ax) Xp_q) t
- c] + Mk+‘Axk+t + ...+ MnAx“.
M = sup{ f(x) = x€lx,_,, ] }

ar




M = sup{ f(x) : xelc, x, 1 }.

pero M? =M, ¥ M" = M, , por lo tanto

u(pP’,f) = M1Ax1+ e Mk_‘Axk_‘+ Mk[c - xk”’] + )
BBIBLigT
3 ECA

DECEMCMSEXA
- CT
Ml =01 + My (B gt o ¥ M A L Srien ey NATURALES AS
QR&H[(R““‘,EE\%
= M, Ax + + M B, + M Ax My, (A%, + -on + M Ax

Andlogamente se demuestra que si P’ es un refinamiento de P

—-—

(P, F) 2 L(PLA). n
&y .
OBSERVACION 2.6: Para cada pareja de particiones P, Q € F[a,b]
- L(P,f) S u(Q,f).
Demostracidn: Sea P’ = P UQ asi P’ es un refinamiento de P v
de Q, entonces L(PLS) SL(P’,FfY S WP, S) £ U(Q,f). L]
OBSERVACION 2.7: si m = inf f(x) ¥ M = sup Ff(x)

XEla,b] HEla,bl

entonces m(h-a) < L{(P,f) S WP,f) S M(b-a) v P e IPla,b].

Ar_



DEMOSTRACION: Para toda ¥ =1, ..., n:

mU=m. Y Mt =M

y por consiguiente

™ i) bal 4]
m{b-a) = .WAX; = E miﬂxt = z MLAXL = 2 MAxl = M(b-a)
=4 v=4 L=4 L=4%

es decir _

m(b~a) = L(P,f) £ U(P,Sf) = M(b-a) -

DEFINICION 2.8: Las igualdades

b B
J‘f(X)dX = inf U(P,f.) Y J.f(x)dx = sup L(.p,f)
a ' _a pelPta, b

- relPta, b

definen respectivamente

de la funcidn f.

- ?

LEMA 2.9+ Si f es acotada en [a,b], entonces

——
-

: b | Bl SAZER l"'»- .lc.‘
- J #0dx = [ fO0dx . .
] ) ﬁl!ﬂlx“\:
- DEPARTRIAN
WETEMAT
| )
Pemostracidn: Sea 0.  Por definicién de [ f(x)dx
[~

existe Ple Pla,b] tal que
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~ d—

&
UWP’,F) ¢ J Ax)dx + e.

De la observacidn 2.6,

O
L(P,f) = UWP’,f) < [ Alx)dx + &, para toda P & IP

-
asi, - J 7ix)dx + =

_ es una cota superior del conjunto { L(P,f): P € Pla,b] }

de ddnde

b . ‘ b
J Ax)dx = sup ( L(P,f): P &« Pla,b] } = [ A(x)dx + & ,

es decir

, b b
@ J A(x)dx £ [ f(x)dx + & para toda =50.
=3 a )

"Por lo tanto

b b
J £Ox)dx = [ A(x)dx




cOREMA  2.10: Sea f:[a,b]l] » R una funci®n acotada.

 LaS siguientes tres condiciones son equivalentes:

' b b
a) J F(xdx = J A x)dx.

b) f es Riemann-integrable en [a,b].
c) Para cada #>0 existe una particidn P, tal que si P

entonces UP,f) = LIP,F) ¢ &

DEMOSTRACION: a) =» b).
éupongamos -

& .

) b
J Ax)dx = [ A(x)dx = A y sea &0
a a . ’

' Y
Por definici¢n de [ f(x)dx , existe P, € Pla,b], tal que
a

-
A - & = ff(x)dx -8 { L(P;,f)
a .

——

jﬁﬁélogamqnté existe P, € P[a,bj, tal que

b .
UCPL, ) ¢ [ Ax)dx + ¢ =A + &

Sea P, =PL UPL. SiP 2P, tendremos que
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A B CALPLA) S LUPaS) S SPf) S AP A) SAHO L L)Lt +

de donde A~ & (S(P,f) A+ & siP:Ps

es decir, IS(P,f) - Al ¢ &, si P > P_
para cualquier eléccidn de puntos {, € [x,_,» 1.

Por el teorema 2.2: S es Riemann—integrable en [a,b]

b) #c) -

supongamos que f es Riemann—integrable en [a.b], sea £)0. Por el

“

teorema 2.2 dado £0 existe P_ & P[a,b], tal que, para toda

P 2P, ¥ pPara cualquier elecci¢n f , I’ e [x;gs—x,]
& o )
- b |
Y AR, - x ) - J Axddx] ¢ e/3 .
iTs a

. _
b o
! Zf(!;)(xt - x._ )~ J A(x)dx| ¢ €/3, y por lo tanto
4 o .

i=

n ™

b
LY DAED) = /DI L S 1Y A& Xx, = x,_ ) = [ f(x)dxl +
LS4 . i=1 a

b )
b
| Y AL x, - x ) - [ Axddx] ¢ £/3 + £/3 = 28/3.
. . ,

v=4

& :
h AR eeecee—
Sea I b-a) > 0.

Como M, - m = sup { A(x) - Ay):x, vy e€x_, x]}

50



entonces para cada ¢ = 1, ... , n podemos elegir

[ 3]

L(PLF) = Y M, - m 1ax, <
isa

por lo tanto U(PRP,Sf)
n

= b-a) _
28/3 + h(b—a)r— 28/3 + -g%gjg% = &

Es decir, TUWP,F) - L(P,fY ¢ & si P> P

c) =+ a): . -

Supongamos ¢), asi{, dada 550 sea P, € Pla,b]
P > P, entonces U(P,f) ~ L(P,f) < &,

De la hipdtesis tenemos que

b
J fOxddx = UW(P,f) ¢ & + L(P,f)
a

b
< & 4+ f F(Ox )dx .

b- b
J #x)dx = [ A(x)dx.

5L

, ] & [qu’ x,1, tal que, M -m - h ¢ AL) - FCL:)

N

JUAED = Ax e Alax = Y LA - ATDIMk ¢ AT ax <
iZa t<e =1

tal que si

b b
Por lo tanto f f(x)dx = & +-J'f(x)dx para todo =)0, de donde
o a



\ § 2. CRITERIO UNO ¥ DOE DE RIEMANN-INTEGRABILIDAD.

A continuacidn estudiaremos los criterios que originalmente

encontra Riemann para caracterizar a las funciones integrables. La
importancia de estos criterios radica en el hecho de que su
estudio llevd a caracterizar la integrabilidad de u&a funcidn en
términos del tamaMo del conjunto de sus-discontinuidades, problema
que abordaremos en el siguiente capitulo.

Puesto que para la discusidén de ambos criterios requerimos del

" concepto de oscilacidn de f en un intervalo cerrado, formulemos la

siguiente

DEFINICION. 2.11. Sea f acotada en [a,bl,
P={a=x¢x (... ¢ x=b}a&Pla,b]. Definimos el nUmero

- Di.=Mi._mi- » '::1,...,1'1
como la oscilacidn de f en el intervalo [x _.., x.1, t=1,...,n;
donde M, = sup { FA(x); xelx,_,, x] }

=2
|

inf { fCx); xe[x,_, x]1 }



B R
CRITERIO UNO

DEFINICION 2.12. Sea f acotada en {a,b], decimos que f

cumple con el CRITERIO UNO DE RIEMANN sl

IPl+Q T=1
A donde &, = x,- x,_,
2]

1.7 Dado &0, existe & > O tal que, Il ( & = D.& ( &.

Observacién: La condicidn c¢) del teorema 2.10 es la versién del

ceriterio uno de Riemann usando refinamientos.

CRITERIO DOS

DEFINICION 2.13. Sea f acotada en [a,b], decimos que f
cumple con el CRITERIO DOS DE RIEMANN si dados £0 y ©)0 existe
un d>0 tal que, si P es cualquier particidn tal que, i = d,

entonces

s(pP,o) ( &,

Donde S(P,2), representa la suma de las longitudes de los
subintervalos de la particidn P, para los cuales la oscilacidn de

J es mayor que o, ¥ la expresamos de la siguiente manera:

s(p,o) = Z 8,
nt->a'
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TEOREMA 2.14. Una funcidn acotada f:[a,b] -+ R, satisface el
Criterio Uno de Riemann si, ¥y solo si, satisface el Criterio

Dos de Riemann.

DEMOSTRACION: o Sasen e
fidita b :::4
. Dep PiBL i
T ART At
a) DEL CRITERIO UNO AL CRITERIO DOS: ARTA:
MAtemir,
P.O. ~ bados &0 y @30 existe d»0, tal que si et ¢ d entonces,

s(P, o) ( &

-

‘DEMOSTRACION: Sean &0 ¥ o0 para cada d»0 definamos

- T
Kd)Z sup { ) 0,5 : P «Pla,bl, 1 < d )
i=s '
n -

Como 2,‘D16V es acotada puesto que f es acotada, supongamos

i=4
™ ™ n
|#15M, entonces ) D& = ) (M, - m )6 < 2M ) & = 2M(b-a),

=1 i=za =4 . . -

entonces A{d) estd bien definida, ahora, por hipdtesis &A(d) =+ ©
si'd + 0, por lo tanto para o£)0 podemos encontrar d»0, tal que
Ald) ¢ o= i WP < d.

Asl, si #pR ( 4 entonces

o S(P,0) = o &, = o8, { D.& ¢ &d) ( o=
' thzsa ' niz:»o' ¢ b§>a v

es decir, WY ( d =+ 35(P,o) ( =, o
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) DEL CRITERIO DOS-AL CRITERIO WNO:

p.D. Para todo £)0, existe &0, tal que si #PI ( &,
entonces D6 + ... + DS < <.

DEMOSTRACION: Sea £)0 arbitrarioc. Dado @0 y P cualquier

particidén en [Pfa,b] tenemos que para el total de los

subintervalos de la particidn P, podemos tomar dos ktipos de ellos:

Aaquellos para los cuales Di>0 y aquellos en los que DiS o,

Entonces podemos escribir

&

Supongamos que |f(x)| = M para tada x € [a,b], entonces D, = 2M

-

para toda i.

Aasi,

DS, + ... +D & % E 2MS, + ZsDi‘si-SZM 2 5 + o Z(ai
ni.>,o' ﬂi' or Di)o’ ni_o'

= 2M s(P,o) + o(b-a).

Ahora bien, por hipdtesis podemos encontrar d»0, tal que, para

toda particidén P, de PR ( d

I
*

S(P,o) < &£/4M

ademds, si escogemos © tal que o ¢ S/Z(b-é)

antonces tendremos

[2%a




oM S(P.o) + o(b-a) ¢ 2Me¥ + o(b-a)

{ 2M(€/4M) + [&/2(b-a)](b-a) = &

Por lo tanto, .

Pk ¢ d =+ DS + ...+ DS (&, o

De a) v b) ténemos la demostracidn de 2.14. o .
BIBLIOTEC
DE CIENGIAS EXACTAS
e . | URALES
TEORE%@ 2.15, Dada una funci®én f acotada en {a.,b], entonces

-f es Riemann-integrable en [a,b} si, ¥y solo si, cumple con el

CRITERIC UNO de Riemann. -

DEMOSTRACION: a) Supongamos que f satisface el Criterio uno de

Riemann en [a,b].

Asi, dado #0 existe &0 tal que, si IPY (¢ &

entonces i' Dtét'< £
_ .
es decir U(P,f) ¢ L(P,F) + £,

Sea P, una particidn de norma menor que &, si P = Pg» entonces

ipd ¢ & asi que U(P,f) - L(P,f) ¢ &,

por lo tanto se satisface c) del teorema 2.10 y entonces f es
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Riemann—-integrable.

De donde, si f satisface el CRITERIO UNO DE RIEMANN en [a,b]l, f

es Riemann—integrable en [a,b]. o}

'b).'Supongamos que f es Riemann—integrable en [a,b]:

Sea £>0. Como f es Riemann-integrable en [a,b], se sfgue' que,
existe &0, tal que, para toda P con #PH ¢ & y para cualquisr

eleccidn de I, , £’ & [x,_ ., x]

n

b
t Zf(-t‘.t)(x-L = %) = J AOGOdx ¢ sr3
iTs a -

gl ) L] _
! Z FT %, = %)= f A(x)dx! ¢ &/3, ¥y por lo tanto
i=a ’ a

a)

D Y LAEDY - AEDIML S 1Y AL, = x ) = [ Axdx ]+
iTe : iS5 a

n

o . |
b AL = %) = [ FOOdX] < e/3 + £/3 = 26/3.
i3 Toa - ‘

£

Sea h-= N bo-a)
Como Mt "-mi- = sup { f(X) ""'—_f(Y) X, ¥ & [xi.-l.’ xi] }

entonces para cada L =1, ... , n podemos elegir

Lo 8 e x_ ., x]1, tal que, M, = m =~ h ¢ FIZ) - £E)

‘!

a7



Por lo tanto’ U(P,f) = L(P,f) = YfM, — m 14k, <
i

£

N
3 LAE) - X 4 R T =
(=i §

18

2 E

I3

£(b-a)

" 28/3 + A(b-a) = 28/3 + G

= &

Es decir, UR,f) - L(P,f) ¢ & si Pr ¢ S5,

tenemos el Criterio Uno de Riemann.

f es Riemann-integrable en [a,b] si, ¥ solo si,

Criterico Dos de Riemann. -

[ACZ) = AEDI A + Ay Bx <
E Y LT

De los teoremas 2.14 y 2.15, podemos formular el siguiente

COROL??IQ.Z.lé. Dada una funci®n f acotada en [a,b], entonces

cumple  con



Algunas propiedades de la Integral de Riemann que es importante

enunciar y demostrar son la siguientes:

§ean fvy & :[a,b] » R, Riemann-integrables en [a,b]. Entonces:

i .~ LINEALIDAD RESPECTOD AL INTEGRANDO:
of +38 es Riemann—integrable en [a,b] para todo d;ﬁ,é ‘_Ri
Y . .
b . b b
J Car + p&Ydx = af f(x)dx + Bf &(x)dx.
a . a a

i1 .~ ADITIVIDAD RESPECTO AL DOMINIO DE DEFINICION!

si amf ¢ (b entonces f es Riemann-integrable en [a,c]

Y en fc,bl ¥

B

b G L2
J #(xddx = [ A(x)dx + [ F(x)dx.

11 .~ POSITIVIDAD:

si Ff es Riemanpn-integrable en ([a,b] y f(x) =20 para todo

x € [a,b] entonces
b R

J A(x)dx z 0.

iv_ — PROPIEDAD DEL VALOR ABROLUTO.
si  f os Riemann-integrable en [a,b] entonces |f] es

Riemann—integrable v

b b
I J Axddx | = [ HA(x)Idx .
a a

ARq



v.~ La funcidén F:[a,b] =+ R, tal que
b4
F(x) = [ £f(t)dt
[- %

{ que esta bisn definida en virtud de 1t ), .es continua en {a,bl.

DEMOSTRACIONES

.- Sean f v & :{a,b] + R, Riemann~integrables en f{a,b].

Entonces P.D. la funcién af(x) + P&(x) es Riemann—integrable

en [a,b] para todo par de constantes a,f € R

b b . b
o J [af(x) + BECOldx = af f(x)dx + Bf &(x)dx. -

Sea £)0, existen particiones de [a,b] P, . Pg tal que,

Ld

b
) : L] ] ’ — &
si P’ > P. entonces | s(P’,f) I;f(x)dx R er )

-

b
y si P" 2P, entonces | s(P",8) - J;B(x)dx | <= Tﬂ 1

Sea Ps = P; U P; . Si P > Ps , digamos

P={a= x5 x5 ...ux, =b }, v telx, ., x] , entonces

b b
| s(p, af + Bg) - (a [ f(t)dt + 8 [ At)dt ) | =

60



n

b b
2( af(t,) + st ) dax, ~ (a J f(t)dt + A f(td)dt ) | =
RS- a a

n b o G
[ Zf(ti)ﬁxi-_[f(t)dt]+ﬁ [ ZS(ti_)bxt-J'g(t)dt] | =
i=4 a it a

b . b
stp, £) - [ fedde |+ o [stpoad - [aterde | | s

b L
la] | s(P, F) = [ At)de |+ 181 | s(P,&) - [ s(t)dt | <
lal s + |8 5= ( 2 s E -,

20 Txl+1) 20 [R{+1) 2 2

-

Asi, la funcidn af +_P5 es Riemann-integrable en [a,b]:

" ® b b
= y Jof+pe=af f+pfs. =
[+ a a .

-

ti.,-Si a (c (b entonces f es Riemann-integrable en {a,c]

y en (c,b] ¥

b < b
J 7Gdx = [ fx)dx + [ Ff(x)dx.

Sea £)0. Como f es Riemann—integrable en [a,b], existe P_ e P[a,b]

tal que, si P > pP_ entonces U(P,f) - L(P,f) (&

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ « Ps.

Gl



.Sea P =-P_ N la,cl ywentonces ~si P e Pla;c] ¥ PP

U(p,;f) - L(P,,f) 3 U(Pé If) - L(P; sf) = U(p‘ :j) - L(p‘.’f) < £,

por lo tanto f es Riemann-integrable en [a,c].

De manera analoga se prueba que f es Riemann~integrable en [c¢,b].

Ahora, sea P & Pla,cl ¥ P,< Plc,bl, entonces P = p,UP, & P{a,b)

- h .
y UWP,LF) + UP,,Sf) = UP ,f) = [ ft)dt

———

Tomando el 1infimo sobre todas las partic¢iones P!e Pla,c],

-

b -]
obtenemos ‘ J 7(e)de 5 J A(e)de + WP, f)

Y, de ﬁgevo, tomando el infimo sobre todas las particiones

P, P[c,b] se tiene:

b - b
Jredde = f Aedde + [ A(t)dt

Analogaments

- b ‘
LR, f) + L(P,,f) = L(P ;F) S [ A(t)dt (1)

-

¥y razonande come antes, tomando supremos en vez de Infimos,

ocbtenemos

c b : b
Jrexde + f Ae)dt = [ #(t)dt (I1)
a < a

De (I) v (II), se obtiene

G




b o b
v fedde = f fCede w o At ddt
a a o

(1% .~ POSITIVIDAD:

. b
pemostremos que si fZ0, entonces _]' f(t)dt = o,
a

En efecto: Para cualquier peP[a,bly P= {a=xo, Xgs -wn X _=b },

™
WP,f) = ZHtAxi Z 0 porque M, = 0 para toda t,
1%

-

Y
por consiguiente [ f(t)dt
sy e

inf { U(P,f): PeP[a,b] } 2 0

_ . = | |
ast, f-f(t)dt = [ f(t)dt 2o, =

{V,~ PROPIEDAD DEI VALOR ANSOLUTO.

sea f : {a,b] + R, Riemann-integrables en [a,b}. Entonces:

|1 es Riemann—integrable ¥

b b
W FCxdx = [ GO ddx

Primeramente demostvremos que |f| es Riemann—integrable sen (a,b],

observemos que si x,y€[a,b], entonces



| 1A = 1Ay | S 1A(x) = Ay)I

Por lo tanto para cualquier P € P[a,b], P = {a=x,, Xes -.. X =b},

sup | 1A x)l = TA¥)! | € sup 1F(x) - A(y)l, para toda t=1,...,n,

x,yelx, v %] Coxayelx, . %]

en otras palabras, la oscilacidn de |f|! en cada 1intervalo

[xi_‘,xi]. que denotaremos por DJ [7]) es menor o igual que la
correspondiente de f, es decir: Dt( {F1) = D.(f), - para toda

i=1,...,n

-

Como f es Riemann—-integrable en [a,bl, por el Criterio Uno
Fa

-

Por lo tanto

n - n
Lim ) 0, (1f1)6, S lim ) 0,6 =0

pis0 = rs0 =g v T
Asi que se satisface el Criterio Uno de Riemann para |F| Y
entonces [|f] es Riemann-integrable en [a,b]. o
" Ahora, como- -1l S f S |fl, para toda x @ [a,bl, se sigue que

b : b b

- J A dx s f fxddx < [ 1A(x ) Idx .
a : a - a

- por le tanto

b b
IJ A(xddxl = [ 1A(x)1dx . =
a a

G+



v.- Sea fFf :[a,b] + R, Riemann-integrable en [a,bl. Entonces:

p.D. La funcidn F:{a,b] » R, tal que

X .
F(x) = [ f(t)dt

( que esta bien definida en virtud de it ),

es continua en [a,b].

Sean x,Y € [a,b] tal que, x # v; 31 x ¢( ¥, entonces

y x
IF(y) = F(x)I = | f ft)dt - I Fe)de |

i

¥ Y
- | J rCexde | = [ At |dt
o X

b4
£ [ Mdt=M(y-x)=M |y-x],
o

donde M = sup | f(t) |}
tela,b]

Si y ( x, podemos escribir lo siguiente:-

IF(y) = F(x)l = | = J A(e)dt | = | [ ACeddt | S M (x-y) = Mix~v].
b 4 . b4 .

Por lo tanto: [F(y) - F(x)] % Mlx-y| para todo x,y € {a,b], luego

F es continua. n




Y AMRBAE INTEORALEE COINCIDEN.

probaremos ahora que la integral de Riemann es una extencién de la
integral de Lipschitz, es decir, si f es Lipschitz-integrable
entonces también es Riemann—-integrable y ademas los valores de.

las integrales coinciden.

Veamos ambas proposicicones por, “separado:

EL SABEK H ]
15
_ . HARA W) t:RAh‘DgIJ’f(A“

1). TODA FUNCION LIPSCHITZ-INTEGRABLE ES RIEMANN-INTEGRABLE.

La consideraci®n de que la definicién de Riemann—integrabilidad es
una exteénsién de la definicidn de 'la integral de Lipschitz,

nos imfpone demostrar el siguiente

-

TEOREMA. 2.17. Sea f:[a,b] » R, continua excepto en un conjunto

E% de primera especie, entonces f es Riemann-integrable en [a,b].

PRUEBA: Con el mismo esquema utilizado antes, en algunas de las
demostraciones del capitulo anteridf, se probaréd por induccidén

sobre el tipo de F, que la integral de Lipschitz satisface el

ceriterio dos de Riemann.

I).- La proposicidén es cierta si ﬂ% es de tipo cero:

a).-— Si E% = ¢, entonces de la continuidad uniforme de f

se sigue que para o0 arbitrario existe 60 tal que



B A Kok oS rocap oY fx v} ) K@, osea que si TP ET(Tabl) ¥

el ¢ & entonces S(P,o) = O.

b).- Para el caso en que B, es no wvaclo pero finito,

" supondremos ' por simplicidad, como antes;: que Dfr—{c} con adl{c{b.

Dados &0 y o0, escojamos & = & £,0)>0 tal que & <% y ademas

"tal que 0 ( ¥ - x ( &, y si (X, ¥y} < {a,c—%} [ bien
£

{x, v} € [c + - bl entonces H,T[x,y]) { o, lo cual

es posible pues f es uniformemente continua en el conjunto

fa, c-F1Ulc+ 5 , bl. |

‘Entoncgs, si el ¢ & vy P = { a=x<...{ x=b }, escogiendo

£ X &
= : = - —_— = mi : = —_—
Xp max{_xi_.xi_( ¢ 4}y X q mln{xi_ Xz c + 4},
se £iene que
X S ¢ - — X = ¢ + — y x_=— x_ < &, de donde
p 4 ’ q 4 q P ’
s(p,o) = zA x, & Xq = Xg { =,
D£Za

Sucesivamente si Dt={c‘, cens ck}; aplicames tantas wveces como

sea necesario el razonamiento anterior para demostrar que f

satisface el Criterio Dos de Riemann. - o

.7



I).—- Supongamos ahora que se cumple que toda f:[a,b] =+ R_acotada

tal gue |Df( [a,b]l), "el conjunto de discontinuidades de SF en

. [a.,b]l", es de tipo menor o igual que n, es Riemann-integrable.

sea [a,b] un intervalo arbitrario y Jf:{a,b] + R acotada tal que
{Dt( [a.B]) es; de tipo n+1. '

supongamos de nuevo por simplicidad c{ue
" _
mf""':{c}cona(c(b.

sean &0, o0 arbitrarios. Escojamos &0, sea 5(-4—, v

ademas tal que
. & . &
P’ @ P([a,c~—=—1), H#P’M <& = S(P,0) (7 v

& & - _
P & F([C‘f'4—, bl), Pk ( &6 =» S(P",o) < e .

Esto ©ltimo es pomible por la hipdtesis de induccidén, ya que

& P : )
ﬂ)t[a,c-'—z—] ’,Df[c*T' bl, son de tipo n.

Si tomamos ahora P & P[a,b], tal que P ( & se tendrd entonces

-

que: S(P,e) = % + S(P’,&) + S(P",o), donde.

] €Pla, x] ¥y P =palc+z,b]l «€Plx, bl

&l

P’= pnfa, ¢ -
xp definidos igual que en I.

s(p,o) ¢ &, | -

A




2). LA INTEGRAL DE LIPSCHITZ COINCIDE COMN LA INTEGRAL DE RIEMANN

-otro de los resultados que nos exige el observar a la integral de
Riemann como una extension de la definicidn de integral de
Lipschitz es probar que ambas integrales coinciden para las
funciones cuyas_ discontinuidades forman un conjunto de primera

aspecie , lo cual podemos enunciar bhajo el siguiente

TEOREMA. 2.18., Si una funcidn f es Lipschitz-integrable entonces
su integral coingide c¢on la Integral dada por Riemann para

funciones con un conjunto de discontinuidades de primera especie.

DEMOSTRACION: A la integral de Lipschitz de f, definida en
1.16, la denotaremos simplemente LfFf v a la de Riemann R[S,

entonces el teorema quedard probado si demostramos que la

siguiente propiedad es valida para todo n entero no negativo:

Sea [a,b] un intervalo cerrade = vy f:(a,b] + R una funcidn

acotada de tipo n, entonces
b b
LI A(x)dx =RJ Ff(x)dx.
- % [+

DEMOSTRACION: la prueba ser& por induccidn sobre el tipo de f.

&9



1).- La.propiedad es wvalida .para. n=0:

DEMOSTRACION: a).—~ Si f es continua en {a,bl, claramente

b 5
Lf A(x)dx = R F(x)dx,

b
puesto que Lf f(x)dx es el limite de las sumas de Cauchy. B
- a

Bb).~ si E% es finito, vamos a suponer por simplicidad que tiene

solo un punto de discontinuidad ¢, tal que a ¢ ¢ ¢ b, como 1lo

hemos hecho antes, entonces:

@‘:

b
L_f F( x )dx
a

[

c-£ b
J  fOxOdx + lim f A(x)dx

lim
&£-+0 [+ L0 O+ £

C - b
lim R  A(x)dx + lim RJ #(x)dx
&

£-50 a <0 a+L

c b b
R Ax)dx + Rf f(x)dx = R f(x)dx.

La primera y segunda igualdad se verifica por la definici®n de

b _
Lf f(x)dx v el incise (a), ya que f es continua en los
a

intervalos [a, c-€], [c+£, b] vy, la tercera y cuarta igualdad

por las propiedades de la integral de Riemann, puesto que f es

Riemann—integrable en [a,c] ya que solo es discontinua en ¢ y se

0




puede wsar el ~Criterdo Peos. —Ahorasi f es-Riemanpn—imtegrable -en

[a,c] entonces

c-£ [ V
Lim [ A x)dx = J #(x)dx

E-+0 a

lLLa Justificacion de ello viene de gque si F:[0, c~a] +» R, tal que

g -

& -]
F(&) = [ . Ax)dx entonces Llim [

a &0 a

& a
f(x)dx = I F(x )dx

evidentemente puesto que

- < c-& < a
| FCo) = [ Atxyax | = | [ Axddx = [ Axydx | = | f rixddx | <
. a a a - e-g
. -
J 1/(x)]dx =M & + 0 cuando & + 0 y donde M = sup |A(x)]. =
o-& © x&lo,c1

ti).~ Supongamos que la propledad es wvalida para funciones de

tipo k3n. Sea [a,b] un intervalo cualquiera y f:{a,b]l] + R una
funcién de tipo n+l.

_ . Lo 1
Supongamos por simplicidad, que D;" = {¢c} cona {c ¢(b.

Entonces por definicidn

b o-£ b
L Ax)dx = lim [ A(x)dx + Lim [ £(x)dx
a £+0 a

&40 Q+rE

Y por hipdtesis de induccidn



o (¥ 7 c—-£
LT Axddx = R Alx)dx , andlogamente
& - 9

b .
Lf A(x)dx = R F(x)dx.

S+ E a+&

" Por lo tanto, por las propiedades de la integral de Riemann se

tiene que:

b . Gt b
L Ax)dx = Llim R A x)dx + lim RJ f(x)dx
a E-40 a £40 C+E
a b b 'l'._
= RJ f(x)dx + RJ FA(x)dx = RJ A x)dx. - o

-
’

De ambos incisos, 1) ¥ 2)5 concluimos que, para f:la,bl] -+ R,
contimla excepto en un conjunto de primera especie, la definicidn
de Integral 1.16 de Cauchy—-Lopschitz, coincide con la definici®n

de Integral dada por Riemann.™ ™~

Observemoé finalmente due la familia de funciones
Riemamm-integrables es, por lo menos, tan amplia como la de laé
Libschitz-integrables. En realidad es estrictamente _més amplia,
es decir, incluye funciones discontinuas.en conjuntos que no son
de primera especie. Un sencillo ejemplo estd dado por la Funcién

Indicadora del conjunto de Cantor:

T4



S T -5 S 2 4
F(x) = I(x) =
0 =i x &K

En esta funcidn K = Df no es de Primera Especie, mas
precisamente es un conjunto nunca denso. Que f(x) = I ,(x) os
Riemann—integrable se demuestra en el Sigulente capitulo
(Corolario 2, Teorema 3.2). .

©

73



§ 4., UN EJEMPLO DE UNA FUNCION DISCONTINUA EN UN CONJUNTO DENSO,

LA CUAL K5 RIEMANN-INTEGRABLE.

Riemann prob® que su clase de funciones integrables incluia a
funciones mucho "m&s discontinuas" que las consideradas por

Lipschitz para lo cual Ppresentd un ejemplo de wuna funcidn

f:{a,b] » R 5 Riemann—-integrable donde E% es un conjunto denso en

[a,b]. Incidentalmente es en la prueba de la in&egrabilidad de
esta funcién cuando Riemann desarrolla el Criterio Dos €studiado

en este capltulo.

Este ejemplo no es el que di® Riemann pero ilustra los elementos

-

eSenciales de aquél.
- &

= BIBLIOTECA

/ Dt CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

Sea f:[0,1] =+ R, tal que, -
L TER DE MIS ALK
4 ;RANDEZA

g
:

£, sl x=0 !

f(x) = o, si xeQ. |
i . ™
=, si x= ==, (m,n)=1.

Demostremos que f ez Riemann—integrable usando el criterio dos de

integrabilidad de Riemann, es decir, probaremos que:

dados &£0 y o0, existe &6 > 0, tal que si P & P{a,bl] con

'l ¢ &, entonces S(P,o) { =, i
DEMOSTRACION: para cada n € N definamos

Q = {0, a/n, 2/n, ... , (n1)/n, 1} Y P, = kgs Q.-

Ey)
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(L) EN+2)

Obsérvese gue #(Ph) £ 2+ 3+ ... + n+l = 2

sea L(n) el nimero de elementos de P, » 88t L(n) ( o, ¥V neN

e

Nétese también que si x& , f(x) Z 1/n vy si x ®P_, f(x) ¢ 1/n

sea N € N tal que 1/N ¢ o, elijamos & ) 0 tal que

-~

2L(N)-2" y sea P e P[0,1] con [fou | ¢ S,

& «

Sea I un subintervalc de P que no contengas puntos de PN,

entonces 0 = f(x) ¢ 1/N para todo x € I, asi que

(L) TA/N < o,

De lo ant§§ior podemos afirmar gue los Ynicos subintervalos de P

en donde la oscilaci®n puede ser mayor o igual que © son aquellos

-

que contienen algln punto de P = {x

N ... ’ X

um} ’ pero

-

‘l
come a lo sumo hay L(N) = 2L(N)-2 intervalos de ese tipo, cada

unc de los cuales tiense una longitud menor que &, concluimos que

-

S(P,e) = (2L(N)-2):6 ¢ 2L(N)-2 z_fL‘N)-Z ¢ =

En otras palabras, f cumple con el criterio dos, de donde Ff es

Riemann—-integrable. . »




A pesay de lo anterior, Riemann se da cuenta que una funcidn
integrable no puede ser arbitrariamente discontinua. Con los
Criterios hasta ahora estudiados se demuestra claramente que la

funcidn de Dirichlet:

I s, discontinua en todo [0,1],

Qreo,1

no es integrable.

Observando el desarrollc anterior, era natural que se instalara
en el horizonte matematico la conjetura de la existencia de un
criterio de integrabilidad en funcidn del “"tamafio" del conjunto de
discontinuidades de la funcidn, Dr’ discusidn que retomamos en el

capitulo siguiente.



CAPITULO

CRITERIO DE INTEGRABILIDAD EN TERMINOS DE NOCIONES DE MEDIDA.

Como ya comentamos en el capitulo antevior, el trabajo de Riemann

deja aun sin respuesta definitiva una‘importanie interrogante:

dCuantas discontinuidades puede tener una funcidn integrable?

En los aflos subsiguientes al trabajo de Riemann, la investigacién
de las matematicas en lo que se refiere a la teoria de
integracidn, se orientaria a buscar una caracterizacion de laé
funciones Riemann—integrables en términos del “tamafio" cel
conjunto de discontinuidad. El resultado conclurente solo
seria dlcanzado a principios del Siglo XX, por Henri ‘Lebesgue,
desbués de desarrollar su teoria de la medida. Sin embargc en
1887, Hankel logra en esa direccid®dm un resultado -muy importante
due discutiremos en este capftulo.

Cabe menciconar que, a pesar que el Criterio Dos de Riemann dejaba
ver incipientemente que la ﬁocién de “tamafio" que mencionamos
tenia que basarse en el concepto basico de “longitud", todavia
dufante catorce aflos despu®s de la publicacién del trabajo de
Riemann sobre integraci®n, se siguié inteétando caracterizar a las
funcionesrRiemahn—integrables en términos del "tamafio tgpolégico”
del conjunto de sus discontinuidades. Este hecho estuvo
“influenciade . por la ya mencionada confusidn que habla al

considerar que los Unicos conjuntos densos en ninguna parte eran

logs de primera especie. Cuando se logr® distinguir estas dos




clases de conjuntos y se encontrd la clase intermedia de los
conjuntos de contenido cero se logrard transformar el Critaerios
Dos de Riemann en una caracterizacidn de la integrabilidad de wuna
funcidn usando una nocidn de “longitud generalizéda" o medida.

La conclusién de este pericdo es lo que se presenta en este

capitulo.

§ 1. CONTENIDO DE JORDAN DE CONJUNTOS ACOTADOS EN R

DEFINICION 3.1 Sea $ < [a,b] e R, ¥y P una particidn de [a,b].
Se define E(P,S) como la suma de las longitudes de aquellos
subintervalos de la partici®n P que contienen puntos de S.

Entonces, ol nimeroc
&

C(s) = inf{ J(P,s): PeP[a,b]}

Es llamado, Contenido Exterior de S. ~Sa dice gque un conjunto

S tiene Contenido Cero y se denota esto por C(S) = 0, si EKS) = Q.

Es facil ver que un conjunto $ posee Contenideo Cero si, vy solo si,
para cada £)0 existe un recubrimiento finite de S por medic de

intervalos abiertos, tales que la suma de sus longitudes sea menorv

que £.

El siguiente teorema apunta ya hacia una caracterizacidn de las
funciones Riemann-integrables en términos de la *longitud" del
conjunto de las discontinuidades de la funcidn usando el concepto-
de Contenido Cero. Mas adelante discutiremos el Teorema de Hankel

el cual se considera un resultado mis completo.

78



TEOREMA . 3.2. Sea f:[a,b] =+ R, acotada ¥y continua excepto en un
i

conjunto de contenido cero, entonces f es Riemann—integrable en

[a,b].

DEMOSTRACION: Sea f bajo las condiciones que indica el teorema vy

Df== { x€[a,b]l: f es discontinua en x } el conjunto de contenido

cero.
Sea £0, Existe una cpleccién finita de intervalos abiertos
2] n . &
{Ij}jzl’ tales que ID!. < q_ Ii y Z I Ij) ¢ =R
‘ a=t i=1
o i
donde M=sup | A(t) |].
tefa,b]
Sea 'Jk = I N [a,b]), kK =1, ...', n.
b2l .

Sabemos que en [a,b] - kgnjk = 5, solo hay puntos de continuidad
de f y siendo S compacto ¥ f continua en S, entonces f es

uniformemente continua en S, luego existe

‘§5= &&) > 0, tal que si, x,y € S con |x-yl < & entonces
T I IR -
X 14 2(b-a) -

Sea P_ < Pfa,b}, formada por a, b, todos los extremos de

cewy J mas todos los puntos necesarios de tal manera que

n!



sL P > P‘, entonces

UPLA) = L(P.F) = 3 (M= m DA+ 3 (M, = m )bx,
jea jen

dondae A indexa a todos aquellos subintervalos de P gue estan
totalmente contenidos en algtn I, v B indexas a los subintervalos

restantes de P.
™

121
1 - < E < < :
Ast, Y (M, - m )Bx,S2M ) Ax, S2M ) WI) S 2M 3 WIPS
jea jisaA :

i=t i=1
Ademés, como HpPl = LIS B 5,7 )
I R R e D IRTE = Ll
o ics . j<m
Por lo tanto, si P > P, entonces, U(P,f) - L(E,f) ( & .
Asi, por el teorema 2.10, f es Riemann-integrable en [a,b]. m

El teorema anterior tiene como Corolario un resultado que habia

sido probado (el Teorema 2.17) usande otros métodos:

COROLARIO 1. si f:[a,b] = R, es una funci®n continua excepto en un
conjunto de primera especie, entonces f es Rismann—integrable en

fa,b].



Demostracién: La demostraci®n es inmediata pues, como se demuestra

en el apéndice, todo conjunto acotado de primera especie es de

contenido cero. [

Por otra parte, el teorema 3.2 también permite mostrar que la
clase de funciones Riemann-integrables es mas amplia que la clase
de funciones que son discontinuas en conjuntos de Primera

Especie.

COROLARIO 2. La funcidn indicadora del conjunte de cantor K es

Riemann—-integrable.

-

-

Demostracidn. La demostracidn es inmediata, pues si f = I,s
& . S

con E%_= K entonces f es Riemann-integrable, ya que, como se.

demuestra en el apéndice, aun cuando el conjunte de cantor es

"mas grande” desde el punto de vista topoldgico que los conjuntos

de Primera Especie, ambos tienen Contenido Cero. »

LIOTECA
EE‘ c?zncms EXACTAS
Y NATURALES

.‘ : R .";mER Mik BLIOS
e W GRANDEZA



§ 2. OSCILACION DE UNA FUNCION EN UN PUNTO Y EN UN INTERVALO.

Con este subtitulo discutimos dos conceptos: el de oscilacidén en

un intervaleo debido a Riemann v Dirichlet, y oscilaci®n puntual de

Hankel.
DEFINICION 3.3. Sea” f una funcién definida vy acotada
en un intervalo § = [a,b]. Si T €8, el nimero

RLT) = sup{fA(x)-Av): %,y &« T},

se llama la oscilacién de f en T.

Y el ndmero

Lowlx) = lim, O(B(x;h)rs)
h-+0

se llama la oscilacidn puntual de f en x.

-

OBSERVACIONES:

a). Para cualquier T & [a,b] |
Q(T) = sup { 1Au-AL)] u,t €T}

y por lo tanto
) . Q1) =z 0.

b). De la observacldn anterior:
t%(x) Z Q.

C). T et +0(T) £aT").




d). 'fﬁ(T) = sup Ffx)rinf FAx).

® & T H & T

e). Puesto que la funci®én de h eh) = ﬂf( B( xsh)[a,bl )
es una fdhc@én creciente v acotada en (0,w), entonces

lim, e(h) = ®0%) = inf e(h).
h-+o h>o

p es creciente, pueste que si 0<h‘(hz, entonces
. B(x;hl)ﬁ[a,b] < B(x;hz)ﬁ[a,b]
de donde sup {f(u) - Av) 't u,v € B(x:h )[a,bl}

2 sup {(f(u) - f(v) = u,v € B(x;h_dN[a,b]l}

-

es decir
& - . :
ﬂh,) = n,( B(X;h‘)ﬁ[a,b] ) = Q,( B(x;hy)N[a,b] ) = P(hz).

-

-

Y ¥ es acotada en (Q,m), pues

VYV x&la,b] y VY he(0,m), B(x3h)Nla,b] < [a,b]

de donde
Sup {fu)=-f(v)iu,v @ B(x:;h)Nfa,bl} = Sup (if(u)“f(V)l=u.V &fa,b] }

por lo que

Q( B(x;h)nfa,b] ) = sup 1AW + sup [fA(v)! = 2M,

wela,bl vela,b!
con M = sup |Ff(x)I.
NELAa,bd1?

Por lo tanto O £ o h) = 2M, para todo h & (0,m).
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TECREMA 3.4. Sea f una funcidn definida y acotada en un

intervalo S = [a,b]. Entonces f es continua en un punto x de s

si, v sclo si, uﬁ(x) = Q.

DEMOSTRACfON: (=) Supongamos que f es continua en x. Dado £0
existe 80 tal que tefa,b]

le-x <& = |A(L) = f(x)] < &/2 )
Sean u,t € B(x:é)ﬁ[a,b], antonces, como .

PfQu) ~ fCe)l = (A (u) = FIxYl + §f(x) - f(L)l ¢ &/2 + /2 = &,

se tiene que

QB(x38)na,bl) = sup {I1A(u) = ALl : u,t &€ B(x;6)N[a,bl}) S ¢

-

Por lo tanto si O{(h<S,
& . 0 s a(s(xihI)nfa,b]l £ Q(B(x;8)Na,b] S ¢

Y entonces

w(x) = inf Q(B(x;h)N(a,b] =7
hyo

Por lo tanto como

0fw(x)<s V &0, & x)=0 a

( & ). Supongamos ahora que <%(x) = 0, Sea &)0. Por

definicidn de u%(x) existe h>0 tal que

0 = 0,(8 (x3h)nla,b] < =«

es decir,
sup {1f(u) - At) = u,t €B (x;hinfa,b]} ¢ &

en particular |f(u) - At)l¢ & para todo u,t € B (x;h)N[a,b]}




tomemos & = h Y0 vy t=x entonces
FACu) = A(xDIC = Y u eB(x;8)Na,b]}

es deci},]si u€fa,b] v lu-xl<5 entonce |f(u) - fA(x)l < &, por lo

tanto f es continua en x. "
OBSERVACION. Se sigue.del teorema anterior que si
D, = { x=la,b] : f es discontinua en x }
entonces O, = { xefa,b] : w(x) »0. }.
&
LEMA 3.5, sea f definida y acotada en f{a,b], y sea & un
ndmero positivo tal que aﬁ(x) { & para todo x€[a,b]. Entonces

existe un &80, (que sclo depende de &) tal que para todo

subintervalo cerrado T<{a,b]l, de longitud menor que & se tiene que

a(T) < 5,

a

DEMOSTRACION: De la hipotesis del lema, w(x) <« &,

para tode xe€(a,b] asi por

definicidén de wf(x); V x€fa,b] existe & = &x >0 tal que
0,(B (x; &x )N[a,b]) ¢ =,

ta familia de bolas abjiertas {( 8 (x:5!/z) ; x€la,b] } constituye

una cubjierta por abiertos del intervale compacto [a,b].
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Por el teorema de Heine-Borel, existe una subcolececidn finita de

bolas { B (xL; 6x.‘/2): i= 1,...,K } tal que

"
la,b] « U B (x;;8x/2)
- =4
Sea & = min { 6ﬁ/2 :i=1,...,k}, V¥

T un subintervale de {a,b], tal gue LT} <« &;
entonces necesariamente existe algun pe {i=1,...,k} tal que

Tre(xp;dp/2) = B,

Sea & € Tr8(xp;:;dp/2) y y € T entonces

ly-xpl = Jy=-Zi+i€-xp] < &+8p/2 = Sp/2+Sp/2 = Sp

asi que T < B(xp;dp).

& .

Por lo tanto Q(T) = a(8(xp;dp)NLa,bl) ¢ & =

Teorema 3.6 Sea f definida y acotada en [a,b]. $Si para cada

£>0 definimos el conjunto

T = (xela,b] : wlx)zs),

entonces'Js es un conjunte compacto.

-

DEMOSTRACION: si x e [a,b]-J_, entonces w(x) ¢ =.

Por definicidn de w(x), existe una bola de centro en x
tal que, f%(B(x)ﬁ[a,b]) { &

esto implica que B(x)rus = @

[-[]




En efecto, si existiera p € B(x)PU‘, entonces w(p) z &

Como p € B(x) existe una bola de centro en p, tal que

B(p) © B(x).

ast, w,(p) S O(B(p)N[a,b]l) £ QB(%)Nla,bl) < =,
lo cual es una contradiccidn. Asi [a,b]) mB(x) < [a,b]—Js.
Por lo tanto, J: = [a,b]—Js es abierto. De donde, J, es

cerrado en [a,b] ¥ por tanto en la recta: Como por hipdtesis f es

acotada, J,. es acotado.

Que J_ es compacto, se sigue del hecho de que es cerrado y

acotado. - ]
;@\
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8§ 3. CARACTERIZACION ( SEGUN HANKELDEL ) DE LA S FUNCIONES
RIEMANN-INTEGRABLES UTILIZANDO KL CONCEPTO DK

CONTENIDD CERO.

TEOREMA 4.7. { HANKEL )} Sea f:{a,b] + R acotada y definase
para cada &)0 el conjunto .
JB ="{XE[3~ :b:l : w‘\(x)as}s

entonces f es Riemann-integrable en [a,b] si, y solo si, J. tiene

contenido cero para todo &£30.

-

DEMOSTRACION . '§upongamos que f es Riemann-integrable en [a,b].

& :
Dado 230, sea H, = { x € [a,b]: hﬁ(x) >y e }.
“Por el criterio Dos de Riemann, para cada &)0 existe d>0 tal que,
si P es cualquijier partici®én tal que #PE ¢( d, entonces S(P,o) (s/2.

Sea P={ Xgs Xy Xpn wuey X } cualquier particién de [a,b] tal que

Pk ( d.
Si x @5 un punto interior de algin subintervalo de P en donde la

oscilacidn de f es menor o igual a o, entonces w(x) £ o, es decir

x = Ha' - Por lo tanto, si x & Ha’ entonces o bien x es un punto

interior de algln jntervalo de P en donde la oscilacién de f es

mayor due a,‘b bien x es un elemento de la particidn pP.

Definamos J, = (xi_‘, xt) para ¢ 1, 2, ..., N, al i-ésimq,
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intervalo de P tal que £%(JL) Y @, vy sean

I,» I;""’ I, intervalos abiertos tales que %, € I, para
n
it =0,1, 2, ..., n Y z l(IL) { &/2.
i=0
Entonces, los intervalos Io, I‘,..., I" , Junto con los‘

intervalos JL para los cuales D, » @, constituyen una cubierta-

abierta de Ha vy, ademas:

ABIBLIOT
DE CIENCAS ExEc%g
B svennramemuc | ATURALES

HARA M1 GRANDEZY

n n _
DUI D+ Y UL =s(P,@)+ ) AI,) ( s/ + 8/2 = &, :
ni’:»a' i=o - i=o -

-

Lo cuéa'demuestra que, para cualquier o0, Ha tiene contenido

cero; lo cual a su vez implica inmediatamente gque, para cualquier

o0, J, tiene contenido cero.. o
Inversamente. Supongamos ahora que I tiene contenido cero
Y &0.

Cados £330 y ©»0, existen entonces intervalos abiertos S (R I

-

™

) m
tales que. Iz € E J, % 2 l(Jk) { &9,

k=0

Los intervalos T J‘,..,Jm inducen una particidn Po del intervalo

[a,b] de tal manera que en cada uno de los subintervalos I de Po

que no contienen puntos de N debe tenerse wf(x) ( /2 W xel.

Aplicando el lema 3.5 a cada uno de estos intervalos I de P, ,
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podemos encontyar 6>0 tal que cada uno de esos intervalos I, puede

a su vez ser subdividido en intervalos T, de longitud menor que &

y en los cuales se tenga Q.(7) ¢ o/z,

Sea P, la nueva particid®n de [a,b}] que se genera mediante el

procedimiento anterior vy sea -d la mas pequefia de las longitudes

de los subintervalos de P‘.

Si P es cualquier particidn tal que #Pl{(d, entonces se puede ver
que los uUnicos subintervalos de P en los cuales la oscilacidén de f

puede ser mayor que ¢ son adquellos que intersectan algtn intervalo

-

-

& . :
Jos Tgo-und, - si llamamos 8, a la suma de las longitudes de

los subintervalos de P que intersectan a Iy Tk =1,2, ... ,m,
se tiene:

™m
‘ s(P,e) £ Ys,
k=0

Pero S, ¢ I, )+ 2d = I+ Zl(Jk) = Sl(Jk) para k=1,2,...,m.
Por lo tanto, se obtiene:
™m
S(P,0) £ ) 3UJ) ¢ 3(s/9) = =,
k=1 :
Asi que se satisface el criterio Dos de Riemann y entonces f es

Riemann—-integrable en [a,b]. »



L.a demostraciéﬁ del teorema anterior muestra la estrecha relacién
que exis;e entre el criterio Dos de Riemann ¥ la caracterizacién
de la Riemann-integrabilidad en t€rminos del tamaFo del conjunto
de discontinuidades de la funcidn a integrér. Cabe mencionar,
como lo‘seﬁalamos en la presentacidn del capitulo, sin embargo,
que pasaron alrededor de 14 afios desde la publicacidén del
trabajo de Riemann hasta que"Hankel demostrd el teorema 4.7. De

cualquier manera, fu® el criterio Dos de Riemann el hilo conductor

que llevd a este tipo de resultados.

Por otra parte, si bien el criterio Dos de Riemann esti mas

vincu¥ido que el criterio Uno con el resultado del Gltimo tesorema,

se puede dar una demostracidn basada en el criterio Uno como se

o

muestra acontinuacidn:

Demostracié®n del Teorema 4.7 basada en el criterio Unc de Riemann:
DEMOSTRACION: ( = ) Supon g amos qde existe algun &0 tal que
EkJ‘)#O, mostremos que en este caso nc puede cumplirse la
condici®n de Riemann—integrabilidad de f en {a,bl.

Para cualquisr particidn P = {anxo, Xgswnns xh} del intervalo

[a,b] se tiene



Uu(P,f) - L(P,f) =

10

[ Mk = m, ] Axk = S‘+ Sz
i

donde S, esta formado por aquellos terminos en la sumatoria que
provienen de subintervalos de la partici®én que contienen puntos de

J_. ¥y S  esta formado por los terminos restantes en la sumatoria.

Los intervalos asociados'a'si tienen una longitud total

q(P.J‘) -~ C(J‘)
puesto que E(J‘) es el infimo de las sumas de los intervalos

contienen puntos de J_. L

-

Ademés@en estos intervalos se verifica que

M- m 2 0R(E) 2.

donde §, & [xbd,xk]ﬁJ‘ .

Supongamos que I es un subconjunte que indexa a los intervalos

[(x, ,x,] asociados a $ , entonces
Je-a . 1

s = Z [”u_ - m, ]Axkac Z.Axkz.:J(P,J‘)zsc(J‘),
keI k<1
por lo tanto

UP;f) = LIP,f) =S+ s Zs 2&c(I).

por lo tanto U(P,f) — L{(P,f) no puede hacerse tan pequefio comoc
queramos, es decir, no se cumple la condicidén de

Riemann—integrabilidad para f (teorema 2.10).

que - .



( & ) Supongamos que EEJ‘)=0 para todo &»0. Entonces
_dado #0, por definicion de EKJ‘), existe una partici®n P, de

[élb], tal que Ekpo, JS) { &,

En cada une de los subintervalos I de P, Que no contienen puntos

de I debe tenerse que n*(x) { & para todo x & I.

Aplicando el lema 3.5 a cada uno de estos intervalos I de Paos
podemos encontrar &0 tal que, cada uno de estos intervalos I,
puede a su vez ser subdividido en intervalos T, de longitﬁd menor

-

que &, en los cuales C%(T)-( &.
Sea Pe la nueva particion de [a.,b]l que hemos inducido mediante el

procedimiento anterior. Si P es un refinamiento de Pe

entonces podemos escribir

U(P,F) = L(P,F) = z [l‘-’lk - mk] Ax, = A+ A
k=1 .

donde A estad formado por aquellos términos en la sumatoria que
provienen de subintervalos de la particion que contienen puntos de

PR estd formado por los términos restantes en la sumatoria.

En el k—esimo termino de A: gse tiene que

nf( [xk—l,xk]) = Hk - mk '< &

Y por lo tanto
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A, = 2 [ M, - m, ] ax, ¢ & z Ax, S & (b-a)
kL

keL

donde L indexa los sumandos de Az.

Poy otra parte

A = E- [ M, - m, ] Ax, S (M-m) z Ax,

ke’ ke ”

(M=m)I(P_, J_) < (M-m)s.

donde L’ = {1, ... ,n} - L,
M=38Sup Afx) ¥ m=1inf fAx)
XEta,bl x&la, bl
Por lo tanto -
& U(P,f) - L(P,f) ¢ &(M-m +b-a)

asi, del teorema 2.10, f es Riemann-integrable en [a,b].

- -



§. 4. CARACTERIZACION (SEUUN LEBESOUL DK LAS FUNCIONES

RIEMANN-INTEGRADLESR UTILIZANDOD EL CONCEPTO DE

MEDIDA CERO.

Aunque el teorema 3.7, nos da una condicidn necesaria y suficiente
parad determinar si una funcion acotada es o no Rieménnuintegrable,
la condicién-no es muy GUtil en la practica. Su pfzncipal
desventaja es .que uno debe calecular C(J_) para una infinidad de

conjuntos J_ cuya estructura puede ser dificil de determinar

a partir de la definicidn de_la funcidm.

-

@'r
Ademas, el teorema 3.7, al considerar el conjunte de

discontinuidades de la funcidén, adn no da una caracterizacidn de
la integrabilidad en términos del tamafo de estas discontinuidades

desde el punto de vista de la medida

Asi, una condicion necesaria y suficiente mucho més Gtil fue .
descubierta por Lebesgue, la cual expresamos en un teorema cuyo

‘enunciado y demostracidén, es la preocupacidn principal en esta

secclién.

Para formular el teorema de . lLebesgue veamos las siguientes

definiciones v resultados.
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§- 4. CARACTERIZACION (SEOUN LEBESOUL DE LAS FUNCIONES
RIKMANN-INTEGRABLEE UTILIZANDO EL CONCEPTD DE

MEDIDA CERO.

Aungue el teorema 3.7, nos da una condicién necesaria y suficiente
para determinar si una funcidn acotada es o né Riemann—-integrable,
la condicidn no es muy wtil en la practica. | f;u principal
desventaja es que unc debe calcular C(J_) para wuna infinidad de
conjuntos J_ cuya estructura puede ser dificil de determinar
a partir de la definicién de la funcién.
e =

Ademas, el teorema 3.7, al considerar el conjunto  de
discontinuidades de la funcién, ain no da una caracterizacién de

la integrabilidad en términos del tamafio de estas discontinuidades

desde el punto de vista de la medida

Asi, una condicién necesaria y suficiente mucho mas Gtil fue
descubierta por t.ebesgue, la cual expresamos en un teorema cuyo

enunciado ¥ demostracion, es la preocupacién principal en esta

seccidn.

Para Tormular el teorema de Lebesgue .veamos las siguientes

definicicnes ¥ resultados.

MIEHIOS

T
L SARER DE % RDEZA

1aRA M1 GR



-

MEDIDA EXTERIOR DE LEBEREGUL PARA RNUBCONJUNTOS DE [R

DEFINICION 3.8 Sea S « R_ Por una cubierta de Lebesgue de S

entenderemos una coleccidn a lo mas numerable

T= (T, T }

1]
=2
.

de intervalos abiertos los cuales cubren a 5.

Si"l(Tk) es la longitud del intervalo T, » la longitud total de la

cubierta, W T), estd definida por el ndmero

WT)

i

2 (T, si la serie converge.

k

Y definimos {T) = + @ sl la serie diverge.
o ‘

El ndmero

-

m(S) = inf¢ (T) : T es una cubierta de Lebesgue de S }

es llamado ® medida exterior de Lebesgue de S ".

Se dice que un conjunto S tiene medida cero y se denocta .por

m(S) =0, si m(s) =0.

En otras palabras, un conjunto S posee medida cero si, y solo si,
para cada &)0 existe un recubrimiento a lo mé&s numerable de $§ por

medio de intervalos abiertos, tales que la suma de sus longitudes

es menor que &,

Algunas propiedades de medida exterior:



a). Cuando S es acotado, ¥y S<l[a,b] para algdn [a,b]<R

entonces O0OS 5{5) = b-a

b), 8i a,B « {a,b] ¥y A < B, entonces E(A) = EKB).-

Ademas, podemos enunciar el siguiente

LEMA 3.9. si {An} es una colecéidn a 1o mas numerable de

conjuntos de medida cero, entonces A = g An tiene medida cero.

-

DEMOSTRACION: - Pado &0, sea &_= &/2" .

FiL “AGER DE MIS H1JO
HARA 1 GRANDEZA

BIBLITECA
DEPARTAMENTO DE
MATEMATICAS

y sean I , 1 s «-- » I, ... intervalos abiertos tales que

n ) n, -
i 2 b

para cada n, tengo una cubierta de intervalos abiertos

meyr, v Jumd s,
J J i
entonces
A< U In : y como la longitud total de la cubierta es
n,j i '
zl(In_)<Z=h= zsxz"“5=/2<s
. j :
™, ) ™ "
concluimos que A=UA tiene medida cero -
1a)
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TEQREMA 3.10. Para todo conjunto acotade S<dR, tenemos

m(s) S c(s).

DEMOSTRACION. Sean S<fa,b]l, P una particidén de [a,b].

Y sean [ai,blj, [az,bz], . e s [am, b, los subintervalos de P

los cuales contienen puntos de S

¥ C, = (ak_ . bk) .

el k-ésimo de tales intervalos, entonces, de la definicién 3.1.

=4

(P, 8) = Z ic,). B

oy -
Dada &0, definamos para k = 1,2,...m

A, = (ea:,c - &/2m , a + &/2m) y B, = (bk - E/2m , bk + &/2m).

- .
n N

La famila de intervalos constituida por { A 3} _ ., { By Hema

n

v { Ck}k“ , forman una cubierta de Lebesgue de S, de aqui y

de la definicidn 3.8, tenemos que

-

"

m(S) SZ A, + Z UB,) + z 1(c,) = (P, s) + 22
=4 =1 =1

de donde ;(S) ~ 28 % E(P, S) para toda particién p.
Por lo tanto m(S) -2& < C(S).
y como & es arbitrario E:'(s) < E(S). : =

ik 9%
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LEMA 3.11. Sea S un conjunto compacto de medida cero,

entonces 8 tiene contenido cero.

DEMOSTRACION, Como m($) = 0, dado &0 existen_ intervalos

i abiertos I, I,, ... tales que

-
-

S < UI y z t1,) < 8.
k .

pero como S es cempacto, por el teorema de Heine-Borel existe un

ndmero finito de intervalos abiertos I, , .digamos

Ik , Ik s oaees Iy tales que
£ ] m :
m -
s < _,leJ!. ij
% Evidenteﬁénte se tiene que _
E m ‘
| z (1, )< 21(1,‘) ¢ 5. -
* j=4 : k

#or lo tanto hemos demostrade que, dado cualguier nlUmero &30,

-

existe un ntmero finite de intervalos abiertos que cubren S vy

g tales que la suma de sus longitudes es menor que &, es decir, s

tiene contenido caro. _ ]




CRITERIO DE LEBESGUE PARA RIEMANN-INTERGRABILIDAD

TEOREMA 3.12. ‘Sea f definida ¥y acotada en f{a,bl v mf el
conjunto de discontinuidades de Ff en {a,b]. Entonces, f es

Riemann~integrable en {a,b] si, ¥ solo si, Dr'tiene medida cero.

DEMOSTRACION: ( = ). Supongamos que f es

Riemann—-imtegrable en {[a,b] v sea

I_ = { x = [a,b]:_oﬁ(x) 2 &)

-

Del teorema 3.7, C(Je) = 0 para todo &£)0. En particular
& ; L =

esto se cumple para € = 1/n, n=1,2,.... Por el'teorema 3.10 Se

-

tiene entonces m(J‘/h) = O v n e N,

-

Adhora, xsﬂ%,_si y solo si . (x) > 0, si ¥ solo si w (x) Z 1/n

paré algan naN, Por lo tanto
X0
mf = lf{:i. Jt/n
Y por el lema 3.9 m(D ) = 0, : o
( «) Si Df tiene medida cero, entonces, es suficiente

demostrar que para todo &0, J‘ tiene contenido cero.

sSupongamos que m(Df)=o, escojamos un &0 y formemos el conjunto

»

Je ‘ | T 08/

Lloc




T R ey

e

Como J_ < Df, entonces

m(J_) = m(mf) = 0
Por lo tanto J_ tiene medida cero. Del tecrema 3.6 J_es un

conjunto compactoe, ¥ del lema 3.11, J; es de contenido

cero. Asi, del Teorema 3.7 de Hnkel, f es Riemann-integrable en

fa,b] =,

Joi

i




APENDICE

NOCIONES DE NULIDAD : PRIMERA ESPECIE, CONTENIDO CERO
' Y NUNCA DENSGC.

-

Debido al papel central que Jjugaron en .el desarrollo histdrico

ge la teoria de integracidn, dedicaremos eéte apartado al

——

estudio de la relacidn existente entre conjuntos de Primera

Especie, de Contenido Cerc y Nunca Denso.

Demos primero las definiciones de estos tres tipos de conjuntos.

-

Fioo
(b

DEFINI&EON ALl Decimos que K es 4. Tanso i el interior
de su cerradura es vagio
o
— L J
K = K= ¢
Es decir, E no contiene ningln intervaloe abierto.
DEFINICION A.2. Se dice que el conjunto K es de Contenido

Cero =i dado £)0, existe una cubierta finita de K formada por
n

intervalos abiertos { H, ]1:° tal que Z t ( Hi)'<‘S.
=4
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Recordemos ahora las siguientes definiciones: zﬁL:;ahEIR-MmsHum Y NATURALES
. Haka Wl GRANDEZA

DEFINICION A.3. El Conjunto Derivado de A, es el conjunto de

los puntos de acumulacion de A ¥ lo depotamos por A’. ELl

Segundo Derivado de A, es el conjunto de los puntos de acumulacion,

de A’ ¥y lo denotamos por A%, Sucesivameqte, el n-ésimo derivado

_del conjunto A, que denotamoes como A“,' es el conjunto de los

puntos de acumulacidn del n-1-~ézsimo derivado de’” A. De esta

s . . n '
manera tenemos inductivamente definido A ¥ neN,

DEFINICION A.4. Un conjunto A ‘es de Primera Especie, si
existe un entero no negativo n, tal que A" = ¢. Es decir si
exisé% n tal que, el n-esimo derivado de A& es un conjunto sin

puntos de acumulacidn. En este caso, =i n es el menor entero no

-

- 1 > ) =
negativo tal que A" = b, se dice que A es de tipo n.

Veremos ahora que la relacidn mencionada, si nos restringimos a

conjuntos acotados, estd dada por el siguiente esquema:

{1"“951: } : {C.C. }: {Nunéa D. }

lo que desglosaremos mediante las siguientes proposicicnes:

A.5.Todo conjunto acotado de primera especie es de contenido cero.
A.6.Todo conjunto de contenido cero es nunca denso.
A.7 .No todo conjuntc acotado nunca denso es de contenido cero.

A.8.No todo conjunto acotado de contenide cero es ds priméra

especie.
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" finito, lo cual implica obviamente que tiene contenido cero.

Seguidamente se Jjustifica cada una de estas afirmaciones:

A.5.TODO CONJUNTO ACOTADC DE PRIMERA ESPECIE ES DE CONTENIDO CERO.

DEMOSTRACION . . Por la definicidn A.4 y el principio de
induccidn matematica el resultado quedar&d probado al
demostrar que: -

i. Todo conjunto de tipo 0 es de contenido cero.
t{. Ssi todo conjunto de tipo n, es de contenido cero,

entonces, todo conjunto de tipo n+l tambi®n lo es.

Veamos:

& '
t, Todo conjunte accotade de Primer Especie de tipo 0 es de

Contenido Cero.

DEMOSTRACION, Si E « R es acotado de tipo 0O entonces E es

o

1i. Supongames ahora que todo conjunto acotado de tipo n, es de
contenido cero ¥y sea E un conjunto acotado de tipo n+1.

Entonces E1 es acotade de tipo n, de donds E1 es de contenido

cero. Por lo tanto, dada £)0 existe una cubierta finita de
intervalos abiertos I‘, Iz, cee s Ir, cuya suma de longitudes
. r r .
Z_‘l ( I,) ¢ =2 tal que Y, I, >E
104



Observando que resta por cubrir un conjunto finito de puntos de E
(X g eenrxy )

lo cual hacemos con una cublierta finita de intervalos ablertos

k
tal que 2 L( H )< &/2
T=2

Asi, la cubierta total buscada para E

{I’.! a = = L] I’, H’., LY * Hk}
P k
tiene una longitud t ( IL) + Z Y Hi.) { £/2 + &/2 = &£,
VR § =1 -

Por lo tanto, hemos demostrado que si todo conjunto de tipo n,

aes de @bntenido cero, entonces todo conjunto de tipo n+i también

lo es, o
De i) v il) concluimos A.S5. "y
A.6. TODC CONJUNTO DE CONTENIDO CERO ES NUNCA DENSO. .
Equivalentemente:

S5i E no es nunca denso, entonces E no es de contenido cero.

Demostremos esta proposicién equivalente:
Sea 1 intervalo abierto, tal que E es denso en I, es decir tal que

I< E vy ses {Jk};a una cubierta arbitraria finita, para E, de
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intervalos abiertos, digamos

N
Asi _ E « U J ,v¥ como
‘ k
k=1
- no
I« E, entonces podemos afirmar que I € U Jk ,
‘ k=a
’ ™
de donde z:(;rk) z W(I)> 0
. =41

Por lo tanto si E no es nunca denso,- existe un @ »Q, tal que

n

Z UI,) za
=4
iy

para toda cubierta {Jk};u de E .

Por lo tanto, A.6 queda demostrada =

Pe las dos demostraciones anteriores formulamos el siguiente

COROLARIO.A.9. Todo conjunto acotado de Primera  Especie

es Nunca Denso.

A.7. NO TODO CONJUNTO ACOTADO NUNCA DENSO ES DE CONTENIDO
CERO.

Para esta demostracidn, construyamos un conjunto Nunca Denso cuyo

contenido no sea cero: el denominado conjunto de Cantor

generalizado.
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Paso uno: Sea 0<(A<{1, tomemos el intervalo cerrade [0,1] ¥

definamos X, = 1/2, vy extraemos un subintervalo abierto de

longitud A/3 con-centro en X0 ¥ CON  extremos x, - A/2°3 vy

Xyt As2°3 .

Definamos K‘ = Itiu I;z’ donde _

I, = [0, X ~*2'3} , 1= [x,+ As2'3, 1].

: .
K, consta de 2" intervalos cerrados de longitud l.= A/3, tal que

& I,,NI=¢, vy WI )= UWI)

Paso dos: Extraends de cada subintervalo I‘j, (Jj=1,2) de K,

-

N - . z
un intervalc abierto de longitud A/3" con centro el punto medio de

4o s decirvr, extraemes los intevvalos abiertos

cada I‘

2 z .2 .2
(xu—k/z 3, xaﬂ»-/z 37) Y (xzz-k/z 3, xu-rk/z 37)

1 1
donde X = 3(X "M2°3) vy X, = (X, AM2°3 + 1)
Definamos Kp = I, UIUTI,zU I, con
: ' 2 ) e R
I, = [0, X =Ar2:37] , I, = [x,,+ A/2-37, X, -A2-3] ,
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" Paso tres: Extraemos de cada subintervalo sz (j=1, ..., 2 )

2 2
I, = [x v M2'3, X_~*2-37] , I, = [xg,v M2'3, 11.

K2 consta de 2z intervalos cerrados de longitud lz( 11/2, tal que

Izj nI,.= @ si j®#i con Joie{1, ... 4y y WI, )= ... = LI,)

de Kz, un intervalo abierto de longitud k/3s con centro el punto

-medio de cada sz es decir, extraemos los intervalos abiertos

8 ) 2 _ 2
K xg=A/27°3%, X #A/2°3)  ,  (xgmA/2°3", x +A/2°3")
a 7 ) 8 3
(xss—-k/2'3 . xaa+7&/2'3 ) 4 (x“—?\/2'3 . x“+7t/2'3 )

Definamos K. = Iatu Tt U I con

a8 l 8 z
I, = [0, X, ~A/2:37] , I = [x,,+ A2-3, X, ~\2'3"]1 ,

. 2
» I“-[xa‘+ A/2°37, 1].

s 2 . .
Ks consta de 2 intervalos cerrados de longitud l,< 13/2, tal que

e eae . = - | -
.Iaj NnI= $, s1 Jj®i con J,ie(l, ... .27} ¥ l(I’i) = ... —_1(1'6 h)

Procediendo inductivamente:
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i . . 11}
En el n-esimo paso tendremos un conjunto Kn que conata de 2

™
z

=1

}

intervalos cerrados {Ihj

vy ajenos por parejas donde cada uno de ellos tiene la misma
- ln_‘
longitud 1 { ——ms——— . . '
T2 . BIBLIOTEGA

o : DE C‘}EP?C!AS EXACTAS

Se define Ky = 0_ K, . BL Sx0is oE s ATURALES
ns4A N RARA Ml GRANDEZA,

Obéeryemos que KL es cearradoe porgue Kh lo es para todo.

-

n e N. Mas at'xn,.Kx es compacto va que es un cerrado contenido

en'el'@bmpacto {0,1]. Ky # ¢ vya que { K, }n=‘ constituve una

familia anidada de cempactos no vacfos.

A partir de estas consideraciones JPodemos concluir gque

KL as

Nunca Denso, es decir, que el interior de su cerradura es vaclo?

Demostramos que

Para lo cual basta ver que KJL no contiene

intervalo abierto.

Demostracidn: Denotemos por

n

2
}iza

{1

nj

109
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La T
los 2 intervalos cerrados que componen a Kh, esto es

donde, por consiruccién K(Ihj) = l(Ini)’ v j,iE{l,._.,zn}

y también I(I

-

asi:

Asi:

y en general

nea

0(1,).

Nin

1(I,,) <

Nim

l( ISi) ¢

()«

Niw

at I, ¢

Z

|

-

i

WIn) ¢ mqo(UI0,
2

i

lw

LI, « ;zl(Ias)u

Wr, ) ¢ =
2 24 >

para todo

Z(I“‘) + 0

n =+

1,) +0,

n -+ @
$i hubiese un intervalo (a,b) S K_
n
2
entonces {(a,b) < K,= VYV I ; para todo
*
i=1

Por

conexidad de (a,b), para

cada ne€ N

110

n+4

Y « il(LuL Vo je{1,...,2 ), i€1,...,2™}

Bl( Ii.!.) )

nx2,

v oj=1,...,2"

neiN

existe un Unico



J._e{ 1....,2“ } tal que {(a,b) < b P

N
I

Asi 0 ¢ b~a = l(In .) para todo n € N, de

sdy,

donde, si tomamos el limite cuando n tiende a infinito, tenemos
que b-a = 0 lo cual es una contradiccidn, pues b-a » 0.

Por consiguiente

a
Ky = ¢,  de donde K, es ubn cconjunto Nunca Denso. D

Ahora 2ES Ky de contenido distinto de cero?

veremos que si:

DEMOSTRACION: Al conmstruir los K., ..., K, hacemos lo siguiente:
Para K , extraemos 2° intervalos, T, abiertos tal que

|
l(Tll) = A/3 .

[ -
Para Kz, extraemos 2 intervalos, Tzs’ Tonr abiertos tal que

€L SARER QF w5 HIJOS
ARA b GRAMDEZA

UT=lT,,) = & 3%, BIBLILTECA
DEPARTAMENTO DE
MATEMATICAS

Sucesivamente en el paso n,
n-4
Para K , extraemos 2 intervalos, Toar Tpar  ==-ns T2t

tal que (T ) = UT )= ....= WT _n-e) = A/3",
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como los Tu son ajenos (i=1, ..., n; J=1,....,2 )
entonces
12l
n 2 2 2. . = -1 n
WY, Y, Ty = M3+ 2(W37) + 2(W3) +00k 20 (M3
A 2 2.2 2. s
=301+ 5 +(3) (3) )
1 _(:_)“ '1
A A
= 3 [ 2 < 3 [ = ] = A para todo naN.
1"'; 1~ >

De donde la longitud de K“, que consta de los intervalos cerrados

o . )
que se quedan en =] paso n, por ser el complemento de la

anteriocr unidn de intervalos abiertos en {[a.,bl, es

-

K.} Z1-A con O ¢ X (1

adhora bien, supongamos gque K, tiene contenido cero:
A

Y

sea 0 ¢ £ ¢ 1-A, entonces existe una coleccidn finita

intervalos abiertos
n

n .
™
{Hr}rzn tal que K?& = rl’-J!. Hr b4 rz‘l(Hr) ¢ &
5i demostramos que existe un meN, tal que

n
Ka = rg‘ HP , para todo sZm

112
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tendremos que, para todo s2m

N jad
< < . —
l(Kn) = U r":’; Hr) . rzil(Hr) ¢ &1
lo cual es una contradicci®dn con el hecho de que
Wk, D) Z 1-A

demostrado anteriormente. De donde Kh no tisne contenide cero o

Nos resta probar la afirmacidn (x):

Existe un melN, tal que 'KB = P HL o para todo -s2m.

-

Fiat -

La cual es una consecuencia inmediata del siguiente

TEOREMA 4.10. Sean K . K, ...,compactos tal que K> K,> K,>...

) o
Sea K = 0 K. . Sea G abierto tal que G > K ,
entonces existe N tal que G 2> KN.
. o
DEMOSTRACION: Sea C“ =G N Kn H C"—" C_z'-'D Ca3. “ e

C, es compacto para toda ne€lN vy

) w
[~} . - -
c.,=6 nC 0, K)=G6 NK = o,

Por lo tanto, si consideramos la conocida proposicidén de i

113 1




topologia:

‘ "Si {Ky: @ € A} es una coleccidén de subconjuntos

compactos de un espacio métrico X tal que n Ka = ¢, entonces
OEA

2]
) . . . n . _ »
5 existe una subcoleccidn finita {Kath:s’ tal que tggKaL— P .

concluimos que, existe una subfamilia finita

{K_m I } con mo< ...« My tal que
1 q
& 1 - -
Kpn "6 = n (Km_ﬁG ) = @, de donde - K, S G.
q i=4a i : - q

Entonces, queda demostrada (%), ¥ <con ello completamos la

demostracidn de A.7. -

-

A.8. NO TODO CONJUNTO ACOTADO DE CONTENIDO CERO

ES DE PRIMERA ESPECIE.

Para ello. exhibiremos, que el conjunto de Cantor es de

contenido cero pero no es de primera especie,

re 114 | o e
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a) EL CONJUNTO DE CANTOR NO ES DE PRIMERA ESPECIE.

$i del intervalo [0,1]) extraemos el tercioc central, v apartir de
alli subdividimos sucesivamente los subintervalos restantes vy

continuamos extravendo los tercics medios, vemos que las

colecciones que en cada paso nos van dquedando en el inteéervalo

fo.1] son:
- ) - AY
En el paso uno: T"= [0,1/3]Uu[2/3.1]), 2‘ intervalos.
En el paso dos: T, = [o,13]U[2r9,0/0] U [cre,2-0]U[B8r0,1]
22 intervalos.
R [y 3“— 1 -
En el Paso n: T = [0,4/3 ] U aeo Yy [ -, 1],
ta] ) 37\
T ' o ha intervalos.

Continuando de este modo, obtenemos una sucesidn de conjuntos

compactos tales que

'I".l D_Tz > T > ooa

™

}2

4 cerrados vy

donde T, es la unidén de 2" intervalos {Inj

-

ajenos por pérejas donde ¢ada uno de ellos tienme longitud 1/3?, v

n €N,

Definimos al conjunto de Cantor K, como:

n"

a
K= A T
n=41



Para demostrar que el conjunto K no es de primera especie,
basta comprobar que K es perfecto para lo cual es suficiente

mostrar la sigulients afirmacidn:

Si x € K entonces, X es un punto de acumulacidn de K.

DEMOSTRACION: Sea x €K, v sea $ un intervalo abierto tal que
X—€ S . A

© .
Como K = N Tnl

n;’-s

"
: 2

entonces x € T = 591 Imjpara todo nelN.

-

) . R
Asi, para cada n € N existe un intervaloe

< e '
N, jir Tn tal que x In,ﬁm

-
/4

Ccomo i y = 1,37 para todo n @ N, podemos elegir n & IN

n, jm

tal que I < S.

n, jir

tal que X * x.

Seg X, un extremo de In,ﬁnﬂ

Por comnstruccidén x €T

Asi, X, €K Ns, Por lo tanto K NS # ¢, de donde, si x € K,

X es un punto de acumulacidn de K. o



b) EL CONJUNTO DE CANTOR ES DE CONTENIDCO CERO

n

Demostyacidn: Sea £X0. Existe neN tal que [ % ] < g .

Para este n .construyamos la siguiente <coleccidn finita de

-

intervaalos abiertos :

F 4 F -
J =( x_ - X - ) .-
n, n,1 N2 ' N, n+2 ? i
£ , £
"Th,'zn = ( xn,z 2n+z ? xn,z T nea >

donde x y x’ . son los extremos izquierdo y derecho de I_ .,
", n,t n,t

. , -
respectivamente, ... , x_ n y . %, gt son los extremos

izquierdo v derecho ds In n , respectivamente

n N
2z . z
ast K€ K= W Thy € M T
N
2 -
™ 1 ™ = ® &
,.Z,‘(In,i)"‘?(“‘?)*zc ) (Ftz= e
es decir, K es de contenido cero: o
=

De a) v b)Y concluimos la demostracidn de A.8.
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