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INTRODUCCION

El presente trabajo consta de tres capítulos y un apéndice.

En el cap í tulo I, siguiendo el camino de la generalizaci ón marcada

por A. Cauchy a través de la llamada "integral im propia", se

llega a dos resultados importantes de la 	 investigación: La-

integral de Cauchy-Li pschitz. y su generalización a	 funciones

tal que lel conjunto de sus discontinuidades	 es	 de primera

especie,

El segundo capitulo tiene por objetivo estudiar la	 teoría 'de

integración de Riemann para demostrar que la familia de 	 funciones

Cauchy-lipschitz-integrables, forma parte de una clase más amplia:

la familia de funciones Riemann-integrable.

En el capítulo III, se retoma la búsqueda de la 	 mejor	 definición

-de integral obteniendo la presentación de dos caracterizaciones

el criterio de Hankel y el criterio de Lebesgue para Riemann-

integrabilidad.

Pór último, aparece como un apéndice la discusión	 de	 tres

conceptos sobre conjuntos infinitos, múltiplemente citados en el

trabajo: conjunto de primera especie, de contenido cero y conjunto

nunca denso y sus relaciones mutuas.
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CAPITULO

ANTECEDENTES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN.

INTEGRAL DE CAUCHY.

La definición moderna de Integral tiene su origen en el trabajo de

A. Cauchy, quien	 con sus propias ideas de función y de

continuidad logra definir la integral como una convergencia de

sumas, concibiéndola esencialmente como el área bajo la curva en

cierto intervalo de definición de la función.

éntes de llegar a la formdIación de ésta, tomemos en cuenta 	 las

stguientes definiciones:

DEFINICION 1.1:	 Sea f[a.b] -4 IR decimos que el conjunto P	 es

una partición de [a,b], si

P = ( x0,x1,...,xn) con a = x o <x (.. < x = b.n

Llamamos NORMA DE LA PARTICION P, al número

UpU = sup ( x.- X_

1 <	 n

De la misma forma, definimos a	 P[a,b] como el conjunto	 de

todas las particiones de [a,b].

DEFINICION 1.2:
	

Sean P', P eP[a,b], decimos que P' es	 un

REFINAMIENTO DE P,	 si P'D• P.

Observemos que si P' es un refinamiento de P entonces HP'11 S UPH.
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DEFINICION 1.3:	 Sea f'[a.b] • IR, una funcióú	 continua

y por tanto acotada en [a,b], y P = {x 	 x	 x)o'	 l'"'"	 n ),

una partición de [a,b], definimos la

SUMA DE CAUCHY PARA LA PARTICION P, como

S(P,f) = 2 f(x i _ s )(x t	 xl_i)
l=1

sARF:
F;Ar„

Bffla"..7
DEPARTAmENÍ

MATEMATICIA

Por brevedad de notación, escribiremos S(P) en lugar de S(P,f),

donde no haya lugar a confusión.

DEFINICION 1.4:
	

Sea	 1:[a.b] -h R,	 una	 función continua,

entonces se define la integral de f en [a,b] como

f
b  

x )d( x )	 =	 S( P , f ) ,	 donde P c P[a,b].
a

Cauchy no prueba directamente la existencia del limite usado para

definir la integral :	 Lo que hace es probar que las sumas,

de la definición 1.3, "se aproximan entre si" conforme las normas

de las particiones	 se hacen pequenas.	 Lo cual queda

formulado en el siguiente

TEOREMA 1.5.	 Sea f : [a.b] 4 IR, una funci ón	 continua.

Dado c>0 existe 45)0 tal que

si 101105 y OP'1<6	 entonces IS(P,f)-S(P',f)I<w.

DEMOSTRACION.	 Probar este teorema es equivalente a

demostrar la siguiente
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PROPOSICION 1.6.	 Sea f:Sa.b]	 R, una función continua,

dado w>0 existe 6>0 tal que

si IPM < 6 y	 P'ó P entonces ISCP)-S(P")1<c.

En efecto, que el Teorema 1.5. implica la Proposición	 1.6.,	 es

obvio puesto que si, P' es un refinamiento de P, entonces Iplcó

< 6.

Inversamente 	 para demostrar que P.1.6. implica T.1.5.,

sea g>0, tomemos la 6=6(x") cuya existencia nos es garantizada por

la P.1.6 para c'=w/2	 y sean P y P'4110[a,b], tal que	 lpl<6

y	 OP'll<6.

-

Entonces, si definimos P" = PUP' se tiene que, P"P	 y	 PaP',

de donde,

IS(P")-S(P')1<£/2
	

Y	 IS(P)-S(P")I<t/2.

Por	 lo tanto IS(P)-S(P')ISIS(P)-S(P")1+15(P")-5(")i< c/2+c/2 =

lo cual prueba el Teorema 1.5.	 a

Demostremos ahora la Proposició 1.6:

DEMOSTRAC ION.	 Sea c>0. Como f es uniformemente continua en

[a,b], existe 6>0

tal que ly-xl<6 • If(x)-f(Y)1<c/(b-a).

3



Probemos que ésta es la ó correspondiente a é>0 en P.1.6.

Tomemos una partición 	 P = {x0,x1,...xt_t,x1,...xn). cualquiera,

de norma menor que 6	 y P' = {yo ,y • • • y rn )	 un refinamiento de P.•

Cuando un subintervalo Cxy.-1 ,xj de P no contiene puntos de P'y

distintos de-sus extremos, entonces el sumando•

I( x.	 )( x.-x.	 )

forma parte de 5(P) y 	 S(P'), y por lo tanto se cancela	 en la

diferencia' S(P') - 	 S(P).	 Definamos	 entonces para	 este

intervalo i, D t=0.	 -

Cuando el subintervalo Ex t_1 ,x0 de P contiene otros puntos de

P' además de x.	 y	 x t , digamos Yk< Y km, <...»< Yl ,	 donde

= Yk_t ,	 Y	 XL = YL+C

Entonces, la diferencia

S(P') -	 S(P)

incluye un sumando del siguiente tipo:

t+t

1(	 )(	 - Yi-s I- f(x t _ i ) ( x t - xt_

denotemos a esta cantidad como D..
y

4



Por lo tanto:

Expresemos -a-hora DI de la siguiente manera:

1+1	 t+1
D.= f(Y. )(Y.-	 )-	 f(x	 )(y -I.	

=k	 	 *j	 j=

[f(yi„)	 fixi._i)}(Y - Yi_i)

de donde ID. I 5- -1 LAY	 ) - )ICY -t_t	 J-1j=k

<Iy.	 - x.	 I 6, se tiene que

pero como

11(y j_2) - f(xt_i)I < c/(b-a). por la forma en que escogimos a 6,

de donde

1+1
ID.	 <	 (	 - Y	 )c/b-a )	 ( X. - x .	 )c/( b-a )

j=k

Por lo tanto

IS(P)-S(P' )1 S / 10.1 <	 Cx.	 - x	 	 )41( b-a )
1.

e/(b-a) I 	Cxj. - x. )	 c
u=1

IS(P)-S(P')I < c •



Después de	 los resultados	 anteriores,	 demostremos	 la

existencia del limite involucrado en la definición 1.4:

TEOREMA 1.7.	 Sea 1:[a.b]	 4 IR, una- función	 continua

entonces I f(x)dx	 existe, de acuerdo a la definición 1.4.
a

Demostraci ón :	Sea (
	

) 
IN=1 

una sucesión de particiones de

P[a.,b], tal que

P N 4 o.
n n • W

Por el Teorema 1.5, dado w > 0, existe ó l > O, tal que,

Is(Pm ) - S(Pm ) I	 < s	 (**)

Para todá N Pn p < a1 Y	 I pr. I < 61

Pero como II P I -• O,	 dada	 óí > 0, existe	 N a N tal que
n -1 CCP

P IN I < ó1 para toda n41.

Por lo tanto, dada c > 0, existe N , tal que

I5(Pn ) - S(Pm )I < w	 para toda n,m a N.

Asi que la sucesión	 (S(Pn)):1	 es de Cauchy.	 Sea IR,

limI = n403	 S(Pn).

6
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Sea c)0' Por el teorema 1.5, existe 6)0 tal que

H pi! <	 y	 D p'11 <
	

4	 1 5(P)	 S(P')I < c/2.

Como	 I =	 5(Pn) ,y HP	 H.40, entonces dada c)0
n-BCO

existe NEN. , tal que,

HPnil	 <	 6 y IS(Pn) - II < £12,	 para todo na.N.

Si DpO	 < 6, tendremos

IS(P)	 II = IS(P) - 5(PN) + S(PN)-

S ¡s(P) - s(P)1 + Is(PH) - II

< £12 + w/2 = de,

-•••-

Asi que,	 hm S(P) = I
D P11.442
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~SMiDADIDO DE LA INTEORAL Di OAUCRY PARA FUNCIONES CONTENUAIR.

como ejemplo de las propiedades de la integral 	 para funciones

continuas en un dominio [a,b], escribimos a continuación las 	 que

consideramos básicas, 'las cuales pueden ser demostradas a partir

de la definición de integral dada por Cauchy.

LINEALIDAD	 Si f y es son dos funciones continuas 	 en

[a, b] y a,OaR, entonces

bb
(a f(x) + f3 6(x)] dx = a f	 x )dx + Pf	 x )dx ,

a	 -	 a

i - POSITIVIDAD: Sea Y:[a,b] a IR, real y continua para todo punto

xm[a ,b .]	 Si f(x) Z O para todo xa[a,b] ,

entonces
b

f f(x)dx	 O.
a

íii.- ADITIVIDAD con respecto al dominio de definición.

Sea p[a,b]-151, real y continua para todo 	 punto xc(a,b),

b	 x	 b
entonces
	

ff=	 11 + if
a	 a

08SERVACIONES:

a).-	 EN PRESENCIA Di LA LINEALIDAD, 	 LA	 PROPIEDAD	 DE POSITIVIDAD

ES EQUIVALENTE A LA PROPIEDAD DE NIONOToNZA:

8



Si f y e son continuas en Ea,b], Y Para toda xteta,bl,

pasa que f(x)	 s(x), entonces:

f x )dx 5 f e(x)dx.
a

b).- De (i), (ti) y ( iii) se obtienen laS siguientes propiedades

elementales:

Si f(x) es una _función continua en Ea,b),

tal que m 5 100 M entonces m(b-a) 5 f f(x)dx S M(b-a).

Si f es una función continua en [a,b], entonces

Iffisful.

3).- Si	 f es una función continua en [apb], 	 y

F:[a,b]	 R es tal que	 F(x) = f i , entonces F es
- a

continua en [a,b].

4
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GENERALIZACION DE LA INTEGRAL DE CAUCHY.

Al abordar el estudio de las funciones que presentan algún tipo de

discontinuidad, Cauchy se planteó de una manera original, el

problema de generalizar a éstas la definición de integral de	 una

función continua, pues estaba convencido de que a pesar de	 sus

discontinuidades el área bajo la curva de esas funciones seguía

siendo calculable.

No obstante los escasos resultados con los que hasta entonces 	 se

contaba, Cauchy, cimentó con su definición y su primer

generalización de Integral un vasto campo del análisis matemático

como lo es el de métodos de integración y de funciones

inte4ables.

GENERALIZACION DE LA INTEGRAL A FUNCIONES ACOTADAS

Y SECCIONALMENTE CONTINUAS

Englobadas dentro de las que denominó "integrales impropias",

Cauchy extendió la definición de integral a la clase de las

funciones acotadas y seccionalmente continuas.

Esta generalización fue un paso natural si tomamos en cuenta 	 el

proceso de desarrollo del concepto mismo de función, Puesto que

las funciones seccionalmete continuas, eran las más generales que

hasta ese momento se concebían.

10



Irimer generalización, inicia Cauchy el programa al cual

áfla el análisis en cuanto a teoría de integración se

Extender la	 definición de integral a funciones tan

uas como fuera	 posible, de	 los cuales el caso más

°:'4" el que a continuación discutimos.

ION DE LA DEFINIC ION DE INTEGRAL A 	 UNA FUNC ION ACOTADA

Y CONTINUA EXCEPTO EN UN PUNTO

N1.8. Si 1:[a,b] 4 ge es acotada y discontinua solo - en

entonces definimos

c-s _	 b
(ab):	 f t	 f	 + f f .

a	 £40 a	 c+e

-b
J/= hm J i .

a	 C-10	 ces

c-s
c=6: f f =

44:1

que la integral no toma en cuenta el valor de 1 en c.

cambiar f(c) y el valor de la integral sigue siendo el

4 4



	

JUSTIFICACION DE LA EXISTENCZA, DE	 LOS LIMITES: las integrales

del lado derecho están, de acuerdo a la definición 1.4. 	 bien

definidas puesto que, f es continua en los intervalos cerrados

respectivos. Solo, resta probar la siguiente

PROPOSIC ION 1.9. Los limites

c-s
lim	 f f( x )dx y him f fix)dx
C-10	 a	 4.0 ose

de la definición 1.8 existen	 en	 los diferentes cásos.

DEMOSTRACiON:

SuponemOb ce(a,b] y sea p :(0,c-aletR definida por:

c-s
F( s ) = f f(x)dx,

a

entonces la existencia del limite

C-0
	lima F( e ) = lim e I	 f(x)dx,	 (*)

-00	 *0	 a

quedará probada si demostramos que F es uniformemente continua

en (0,c-a]

En efecto, sea M la cota de IfI	 en Ea,b . Dada e>0, sea 6=e/M y

e	 > O, tal que Isi-szi<6



supongamos, sin pérdida de generalidad, que 0<s1<£2, entonces

c-s	 c-s

IF( )-FC ez) I = ir	 f(x)dx - f	 x )dx I
BIBLIOTECAa	 a

; DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

.ABER 1/1 MIS HIJOS
S-	 iRANDEZA

0-.
=	 i"( x )dx	 x Idx

2

S2—si < M(s/M) = e.

Análogamente se prueba la continuidad uniforme para

G(S)= f	 f(x)dx,	 en (O, b-c], cuando ce[a,b)
+

y con ello que

	

hm G(e) =11M	 f	 f(x)dx , tambien existe.
5-10	 440	 c+C

Por ro tanto, concluimos (*)
•

b).- PROPIEDADES. Las propiedades de la	 integral de una función

	

continua excepto en un	 punto son estudiadas como un caso•

Particular en el teorema 1.12.
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"INTEGRAL DE "•CAUCITY-LIPECH/TZ

EXTENSI ON DE LA DEFINICION DE 	 INTEGRAL A UNA	 FUNCION ACOTADA

Y	 CONTINUA EXCEPTO EN UN CONJUNTO FINITO DE PUNTOS

DEFINICION 1.10.	 Sea f	 una función definida y acotada en
[a,b],

Y	 pf	 = {ct	 cn	 } , con	 a	 c	 <	 c
2
 C...‹C	 b

el conjunto de sus puntos de discontinuidad;

entonces se define:

c 
z
-s	 0 -S	 b-s

a
f( x )dx = lim [ f	 x )dx + f x )dx + ...+ f x )dx

a	 S*0	 a+C	 o +C	 o	 A-Je

	

2	 n-I

si a,b e D r .

i )

ii)
b

 x )dx = lim
a	 -10-

si a e D t , b e

0 -de	 0 
a

-40	 b-s

f( x )dx + f	 x )dx + ...+ f .1(X)dx
a	 e	 4. 6	 c

n-/

b	 c 
a

-C	 ca-c

iii) f	 x )dx = lim [ f	 x )dx + f .f(x )dx +	 ...+ f x )dx
a	 £4,0	 a+C	 o +C

	

2	
o +Sn

siaeD, be ID'	 t

b o 
I 

-40	 O 
2
-£	 b

	

I f( x )dx = lim [ I .f( x )dx + I fi X )dx +	 f f(X )dx
a	 E-4,0	 a	 o 4. .e 	 e +X

I	 n

si a,b e Ir.

iv )

14



Obsérvese que si a e EIr entonces tomando é>0 suficientemente
pequello, les continua en el intervlalo [a, a+é], de manera que

tenemos
a-he	 a+c

hm f f(x)dx =	 hm	 S If(x)1 dx	 hm M S
S40 a	 £40	 a	 nes

donde M es una cota superior de 	 111 en [a,b].

De la misma manera, si beD se tiene

hm J 1( x )dxto	 b-£
= 0

Así que, en cualquier caso, si Dt U {a,b) = { c2, c2 ...., cn

la integral f 1(x)dx está definida por:	 -
o

o -S	 o -S	 e -Jeb
f( x)dx = 1	

[
 hm	

I	

a	 n
S I( x )dx + j f( x )dx + . . .+ I I( x )dx }

	

s.44,	 o .s	 o *e	 o
*	 a	 n-/

)	 EXISTENCIA .

La	 existencia	 de	 cada una	 de estas ihtegrales,	 se obtiene

aplicando un número finito de veces	 los argumentos	 de

justificación de la Definición 1.8.	 •

b).- PROPIEDADES.

Las propiedades básicas para la integral de funciones 	 continuas

Siguen siendo válidas al extender la definición de	 integral	 a

funciones acotadas con un número finito de discontinuidades, como

se verá en el teorema 1.12, para cuya demostración exponemos el

siguiente

=0

15



LEMA 1.11.	 Sea f : [a,b] • IR y MI t. U {a,b) =	 '	 -----C C k )

ce[a,b], tal que, c	 para toda i = 1,	 , k,

que ce(c , c J
), entonces:

b
f f(x)dx =	 lim

a	 w.o

c 
j 
-6	 c. -6	 d

k
-6J.ht

f f( x )dx + f f( x )dx + ... + f f( x )dx
c+C	 C +e	 C	 +C

j	 k-á
EF

Demostración.

digamos,

Ar2.:

Ena

DEPARTMENT(

MATEMATICi

C -CC-C
1-1f	 x )dx +	 +f .1( x )dx + f f( x )dx +

C +C	 0, +O	 +C
1	 3-2	 j"-'1

Si e>0 es pequeffa, entonces f es continua en el intervalo

[c. +e,	 , asi que por aditividad	 respecto	 al	 domninio deJ-t1.1

integraci ón se tiene

,
.P•1f 1( x )dx =	 1 im	 f f( x )dx + ... +I f( x )dx + f 1( x )dx +

a	 a	 +.0	 a ,	 +,C	 C.	 +C
1	 J'"2.

c+C	 C...»
J

C	 e, -C	 Ck-c
 ..1.4./f f( x )dx + f I( x )dx + f f( x )dx ... + f f( x )dx

c-6	 0+6	 0.4.6 _	 c	 +6
J	 k-ii

C+C

pero
	

lim f f(x)dx = O.
c-e

Asi que se obtiene el resultado buscado.

Observemos que este lema sigue siendo válido para una colección

finitadepuntosotalesquecoo.,para todo i = 1,...,k.

16



'TECREMA 1.12. ''Sea'rm el conjunto de funciones' atotadas-tla,b3-01-91,

tal que XIr es vacío o	 finito	 y definamos

.4. DI por:

	

1-( .f) = f	 x x
a

Entonces L satisface las siguientes propiedades:

Linealidad respecto al integrando.

Positividad.

Aditividad con respecto al dominio de definición.

Demostraciones:
12,

i).- LINEALIDAD RESPECTO- AL INTEGRANDO: Sean f , t 4 F,	 queremos

demostrar que

ft+	 fs= f(t + s)
a	 a	 a

Supongamos que Dr U Do U [a,b]	 = { ci, c2,...,ck

	En virtud del lema 1.11 y puesto que	 Dr , 0119	 { cl, c2 ..... ck }

	

o -c	 ok-c2
TÍ+ fs=	 hm	 f t(x)dx + ...+ f t(x)dx
a	 a	 W40	 o 4-4.	 c

k - 1

	

-g	 c
k3

liM f 	 x )dx

	

er( x )d x	 +...+
C443	 c	 o	 +S

k-i

17



y de la pro piedad de linealidad para funciones continuas esta

expresi ón es igual a

=-_

c-c	
cm-c

lim Efl x )1- a( x)] dx + ...+ f [f( x )+5( x )] dx J.
4. 4.0	 c .bc ck-t

Nuevamente, como

[Df4-9 
c int U m

g
 U (a,b) = (	 ci , cz ,...,ck Y , aplicamos el	 lema

1.11 y tenemos que la anterior expresión es igual a

b
[1( ) + dr( x )] d x	 o

De manera análoga sedemuestra que

b	 b
f *fi x = af x	 para todo a c R.
a

ti).- POSITIVIDAD.

DEMOSTRACION: Sea f a W, !D U {a,b) = { c s , cs ,...,ck )

Supongamos que f(x) O para toda xc[a,b]

Entonces	 f /(X)dX k O
a

DEMOSTRACION: Por la propiedad de positividad para la integral de

funciones continuas, dado que f es continua en

[c •+c , c	 c k 	'-e] tendremos que
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e -c	 O -c2f	 x )dx	 O ... f f(x )dx	 O
o +41

Por lo que

e
2	 ak-c

f	 x )dx = 
w -ho
lim	 I f( X )dx + ...+	 x1( )dx I k 0 .	 •

és
ck-s"

ADITIVIDAD CON RESPECTO AL DOMINIO DE DEFITIICION.

Sea f c F, Dr U {a ,b ) = { cl, c2 ..... ck	 }

Entonces	 f I( xjax = f	 x )dx + I	 x )dx
	

para toda xE{ a , b ).
a	 a

DEMOSTRACION
	

Supongamosquex �c.oara cada	 i=1,2,...,k y sea

j tal que	 c * < x < c	 entonces.1-

f x )dx + f x )dx =
o

O -4	 0	 -4	 x-ca
hm {	 x )clx +. . .+ S I( x )dx	 +x)dx
sao	 c 449	 C,	 +4	 o.	 +4

J-2	 J-I

4.442

e -c

[	 f( x )dx +I	 x )dx
x.hr	 c +4

+..+.+
4k-4

x )dx
C	 +4
k-i

=

c -4	 e	 -4 2-4 c.-C
-

k

hm x )dx	 +..  .+	 I( x )dx	 + x )dx s( x )d x +...+f e( x )dx
4+0 C .0	 C	 +4

-2
0, +4	 mac	

ck-I‘c

_19



b
=	 x )dx
	

Por el Lema 1.11.
a

miorssupongamosquex=c.
J , para algún j 

E {1,...,k)

f f( x )dx + f f(x)dx* =
a

o -4	 e,	 -4	 x-e

	

2	 J-I
hím	 • [ f f( x )dx + ...+ f f(x)dx + f f(x)dx ]
c.o	 c +40	 0	 +c	 0	 +S

I.	 j-2	 j-I

cj+I -4	 o
k -4

+	 lim [ f f( x )dx +...+ 	 I( x )dx	 =
S*0	 x+4

ak-d.

o -4C	 o.	 -4	 x-4

	

2	 J-i
lim	 [ f f( x )dx +...÷ f	 x )dx + f	 x )dx
C+0	 o +4	 c	 +C	 o	 +4

7-2	 i-1

o j -4	 o 
k
-4

+g.

	

+ f f(x)dx +...+ f	 x )dx J =	 f f(x)dx.

	

4	 +e	 ak-i

A . continuación expondremos brevemente la manera en que se puede

extender la definición de integral	 a funciones cuyo conjunto de

discontinuidades es infinito pero con un número finito de puntos

de acumulación, es decir para funciones de tipo 1. No se probará

en esta parte ningún	 resultado,	 pues esta demostración está

contenida en la extensión que se hace inductivamente en la parte

siguiente, para las funciones de tipo n..
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALESEL UREA 1K MIN NIES
RARA Ml6RANDELO

-9-EF/NICION DE INTEGRAL ~IRA -UNA runcrom ACOTADA Y -CONTINUALEXCEPTO

EN UN NUMERO INFINITO DE PUNTOS CON UN PUNTO DE ACUMULACION.

	

DEFINICION 1.13.	 Sea f una función acotada y definida

en Ca ,b], continua excepto enD tal que D tiene solo un punto

	

f '	 f

	de acumulación. Sea cc[a,b], tal	 punto,	 entonces, su integral

entre a y b se define como:

e -c

f f(x)dx = Hm [f f(x)dx + I f(X)dx
a	 no	 a	 ÷s

si a < c < b.

f(x)dx = hm I f(x)dx

	

a	 - no a

si c = b.

f f(x)dx = lim f f(X)dx .
a	 nO	 cat

si	 c = a.

Las	 integrales dentro del corchete existen, puesto que en

los intervalos en donde están definidas D es finito.
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tEFINIDIDN DE -IIITEGRAL PA'RA 'UNA Tune ION ACOTADA Y CONTINUA EXCh

EN UN CONJUNTO INFINITO DE PUNTOS CON UN NUMERO FINITO DE PUNTOS

DE ACUMULACION.

En la búsqueda de una mejor definición de integral para este tipo

de funciones, observaremos que las formulaciones 1.10,1.13, 1.14

e incluso la definicón 1.16 (la cual llamamos	 extenci ón de la

integral de Cauchy-Lipschitz) fueron sugeridas 	 por Dirichlet y

Lipschitz en base a la propuesta que Cauchy tenía- de "integral

impropia" para funciones reales no acotadas. 	 La consideración

más importante que Dirichlet y Lipschitz hacen es la de que aun

cuando los puntos de discontinuidad forman un conjunto "infinito

muy grande" la restricción de que posean un	 número finito de

puntos de acumulación, los hace, apesar de 	 ser un conjunto

infinito, estar lo suficientemente dispersos.	 No obstante fue

hasta lala aparición de las aportaciones de Cantor en topología de

conjuntos infinitos y su inclusi ón en la teoría de integración que

pudo darse una justificaci ón satisfactoria de estas definiciones

, lo cual se ha recopilado en la demostración elaborada para _el

teorema 1.17, y cuya formulación se desprende del las definiciones

mencionadas, especificamente apartir de 1.16.
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Teritecrion 1-.14.	 'Sea 7 una función acotada y definida

en Ca,b], continua tal que	 D es infinito	 con k puntos	 de

acumulación. Sean cs< ca(	 < ck, tales puntos, entonces, 	 la

integral de f entre a y b se define como

o -4	 o
2

-6
a

b-s

.1" .fim)dx	 =	 1 im f f( x )dx + f x )dx + . 	 .	 . + f	 x )dx
a	 C.0 a+s +s

2
• +s

ok-t

si el conjunto finito de puntos de acumulación, incluyé-los

extremos a y b, es decir	 a = c1 < c2	 < ck= b. 

c -s	 c -s3
f	 x )dx + f	 x )dx +	 f( x )dx

0.+S	 0 +S	 +S 
f( x )dx = 1 im

a	 44,0  

P
si el conjunto finito de puntos de 	 acumulación no	 incluye	 el

extremo b, pero sí el punto-a, es decir, a = ci< 	 ca< ...< ck< b.

o -s	 c -s	 b-s2
f f( x )dx =	 [	 f( x )dx + f )0( x )dx +	 . +	 fi	 )dx

a	 S*0	 a	 o +4	 e	 se
1

si el conjunto finito de puntos de	 acumulación, no incluye el

extremo a, pero sí el punto b, es decir, a < ca< ca< ...< ck= b.

o -s	 c -s2
f x )dx = lim [	 f( x )dx + f 1( x )dx +	 + f x )dx

a	 C-10	 4	 O +S

si el conjunto finito de puntos de	 acumulación,	 no	 incluye

ninguno de los dos extremos, es decir 	 a < ca< ca<	 ...< ck< b.

i)

ji)

iv )
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JUSTIFICACION:

1 ) - EXISTENCIA: Reflexionando sobre la demostración de esta

generalización, podemos observar que, la 	 existencia de las k

inte grales nos es garantizada por el hecho	 de	 que en	 los

correspondientes intervalos de inte gración, la función 1 tiene	 a

lo más un número finito de discontinuidades,-y de esta manera 	 la

existencia del limite en cada uno de 	 los	 k	 puntos	 de

discontinuidad, se demuestra con el mismo argumento 	 usado para

justificar la definición 1.10. 	 n

2) PROPIEDADES:

De la misma manera las propiedades de la integral para esta

familia de funciones, que llamaremos de tipo 1, se obtienen

repitiendo un número finito de veces el ar gumento del caso de	 la

definición 1.10.
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§ 3.	 EXTENSION DE LA INTEOMAL DE CAUCHY-LIPSCHIME.

DEFINICION DE INTEGRAL DE UNA FUNCION ACOTADA Y CONTINUA EXCEPTO

EN UN CONJUNTO DE PRIMERA ESPECIE.

Hasta este momentó, se ha extendido la definición de integral, a

una función I tal que Dr es infinito con k	 puntos de

acumulación.

La presente extensión de la definición de integral, la cual

constituye la generalización más importante de este capitulo,

•
surge de una manera natural, motivada por el avance en el estudio

de las funciones reales y teoría de comjuntos, posterior a la

época de Cauchy.

Siguiendo el mismo esquema utilizado al definir la integral para

una función continua excepto en un conjunto infinito de puntos con

un número finito de puntos de acumulación, se puede ahora definir

la integral para una función continua excepto en un conjunto de

primera especie.

No obstante la claridad que hoy en día se ha podido alcanzar sobre

esta generalización no siempre hubo acuerdo al respecto, por

ejemplo, Dirichlet formulaba el problema como la obtención de la

integral para funciones continuas excepto en un conjunto Nunca

Denso; y Lipschitz, lo planteaba como la obtención de la integral

Para funciones continuas excepto en un conjunto de primera especie

de tipo 1. Así, debido a la importancia que tiene en la teoría de

integración el estudio de estos dos tipos de conjuntos, se ha

incluido en el apéndice una discusión al respecto de ellos y

frente al concepto de conjunto de contenido cero.
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DEFINICION 1.15. El conjunto derivado de A es el conjunto de los

puntos de acumulación de A y lo denotamos por A'. 	 El segundo

derivado de A, es el conjunto de los puntos de acumulación de A' y

lo denotamos por A
z	

Sucesivamente, el enésimo derivado de A,

que denotamos por A", es el conjunto de los puntos de 	 acumulación

del n-1 derivado de A.	 Además definimos	 A° = A.

Un conjunto A es de primera especie si para al gún n	 entero no

negativo, A" es finito.

Un conjunto A es de primera especie de tipo n, si n es 	 el menor

entero no negativo , tal que A" es un conjunto finito. 	 Es decir

si su n- ésimo derivado es un conjunto sin puntos de acumulación.

Decimos que una función f, es de ti po n, si el conjunto	 de sus

Puntos de discontinuidad, ([9f° es un conjunto de tipo n 	 En este

caso escribiremos T(f) = n.

Denotaremos por In , al conjunto de funciones acotadas de 	 tipo m

Para alguna	 m 5 n.

Considerando ahora nuestras definiciones anteriores, lo que hasta

aquí hemos hecho es definir la integral para funciones 	 f cuyo

conjunto de discontinuidades^f sea de tipo O y 1.	 Vayamos

ahora a la definición más importante que utilizamos en el 	 teorema

más importante de este capitulo del trabajo:
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DEFINICION 1.16.	 Extensión de la Integral de Cauchy-Lipschitz:

sea	 f	 una función acotada en [a,b] y continua excepto en ED
f

de primera especie. Se define la integral de f, en [a,b], de la

siguiente manera:

e -JE	 o	 -4
2

	

I	 x )dx	 = him. [	 ft x )clx + f	 x )iix +	 . + j" .re( x )dx

	

a	 es.co	 a	 0 +s	 o +21

donde	 T(f) = n; Mon = (c 1 ,c2 	 .,ck )ya � c(c<	 <c � b.k

aclarando	 que:

ca	 y k >1, el primer término de la sumatoria se elimina.

ic=byk> 1, se elimina el óltimo de ellos.
«44-

c = a y k = 1, solo se considera el Ultimo término.

i c=byk= 1, solo se considera el primer término.

La definición anterior nos plantea demostrar la existencia de la

integral para una función 1, para la cual Mit es de tipo n, para

cualquier entero no negativo n, así como 	 la validez de las

Propiedades básicas para integrales. 	 Con esta intención se ha

elaborado el siguiente

'ABER DE MIS lUJOS
2. ,41 (111ANDEZA

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
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TEOREMA 1.17.	 Las siguientes dos proposiciones son válidas

para todo entero no negativo n:

). Sea [a,b] un intervalo arbitrario y f:[a,b] 	 IR una función

acotada de tipo m S n en [a,b], entonces la integral de	 f,

b
f(x)dx, existe de acuerdo a la definición 1.16.

b). Se satisfacen las sigiuentes dos propiedades:

Linealidad respecto al integrando:

Si í Y g son dos funciones en Fn , entonces

f

b	 b	 b

 Can x + Pe( )] dx = a f f(x)dx + Pf e( x )dx es.

a	 a	 a

para todo a, (3 c R.

ti). Positividad:

Sif o r y f(x) 1 0 para todo x c [a,b], entonces ff(x)k O.

tii). Aditividad con respecto al dominio de definición:

Si f 4 Ice , entonces

b o

faf(X)CIX = Lf(x)dx + fcf(x)dx, para todo ce(a,b).

28



DEMOSTRACION.	 La demostración se hará por inducción.

primer paso. Por demostrar: a) y b) son válidas para n=0.

Sea f:[a,b]	 81, tal que fcF0, es decir 7(f) = 	 0, entonces

es tal que, D es vacío.	 En este caso, si	 w 0

la integral	 fef(x)dx,	 de acuerdo	 a la definición	 1.16, se

transforma en el caso de la definiCión 1.10 y si 51. = O	 se debe

aplicar la definición 1.4. Ya se ha probado que en ambos casos la

integral existe.	 Además, la parte (b) ha quedado tambien

demostrada en el teorema 1.12.

leY

Segundo paso. Nuestro interés es, ir de la existencia 	 de la

integral y validez de las propiedades para las 	 funciones	 de la

familia r, a su existencia y validez para la familia F 	 .roIL

Es decir: si toda función f tal que T(f) 5 n 	 es integrable y

la integral tiene las propiedades i), ii) y iii) entonces,	 toda

función f tal que T(f)5 n+1	 también	 es integrable	 y la

integral tiene las mismas propiedades.

Supongamos 'que a y b son válidas para n, vamos a probar que	 a y b

son válidas para n+1.

Sea f:[a,b]4 R, 	 T(1)5 n+1, es decir, f es continua excepto en

un conjunto de primera especie a lo más de tipo n+1. Sea m = T(f)

Si m = 0, ya quedó demostrado en el primer paso que la integral de
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f existe, así que supongamos que m 1.	 Dm	 es entonces un

conjunto no vacío finito.

sea D7 U {a,b) = { c., c a ,	 ,c )

si a o Dm entonces tomando w>0

intervalo [a,a+g] ari tiene

suficientemente pequeZa, en

a lo más un número finito

puntos, es decir f c F , así que•por las propiedades a) y b) se
puede escribir

a -C

lim f f(x)dx 5 lim
C.0	 a	 C-bel

a -c

f 1/(x)idx 5 M lim
a

donde M es una cota superior de'lf(x)f en [a,b]

; 	.
De la15-mIsma manera, si b	 Dm se tiene Hm

b

 f f( x )dx = o
,C-ao	 b+C

Así que en cualquier caso ,
b

 x )dx está definida por

b o -c e -Ca o 
k
-c

f(x)dx = lim
a	 C-1.0 3

f I( x )dx
{	 o as

+ f( x )dx
o

+	 ... + f f( x)dx
a	 4C
k-s

•
Asi, solo resta demostrar, que cada una de las funnciones

c -ca
F i(c) = f 1( x )dx

c • P

-4
Fk-t (	 = f f(x )dx

o	 +c
k-t

es uniformemente continua en

(0, c2 -c )	 (O, ck - ck_.), respectivamente, ya que
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,,eeto igarantita La existencia de Los límites laterales

lim 4 F (s), 	,	 hm	 F
kat (c).-1

cat,	 5-aca

Para ello, demostremos que, si a,b 	 D7
	

y	 k	 >1 Fa( s) es

uniformemente continua 	 en	 el	 intervalo	 (O, c2-c1).	 La

demostración es análoga	 para F2(4) ,	 ,

En efecto.	 Sea w>0 y	 wi,sac(0, c2-c1)	 tales	 que	 Is1-s1<4./2M,

donde M es cota superior de 111 en	 [a,b).

supongamos que sCs' entonces como	 f	 e	 F	 en	 el intervalos

(ci+s, c2-s] se satisfacen las propiedades 	 (a) y (b), así que:

-c	 o -c

	

2	 i	 a	 2
1F2( Si) - F2( sz) I = 15 f( >Odx - S	 x )clx I

	

o 4,0	 o .51	 I.	 2

o .1t	 e

	

1	 2	 2	 1
= IS f( x )dx + S .f( x )dx 1

	

o 4c	 o -w
3	 3

	

•0 .bc	 o	 -c
a	 I

	S S	 x ) idx	 +	 if( x ) idx

	

o +c	 -c

	

I	 2	 2

S M	 [(c	 ) - (c -c )1 + 11	 [(c -	 ) - (c - s nI 2	 1 1	 1	 2	 2

r

	

11( c2- C1) + 11( 42- C1) (	 2M	 2M
	 =c

De donde, F1(s)es uniformemente continua en	 (O, c3-c1) y, por

lo tanto, existe	 el lim + F(c).
C4.0
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Entonces, concluimos la existencia de la integral para la familia

de funciones	 f : [a,b] . IR, continuas excepto en un conjunto de

primera especie a lo más de tipo n+1.

Ahora, para completar la inducción y tener demostrado el hecho de

que, toda función	 f : Ca,bl 4 IR, continua excepto en un conjunto

de primera especie,	 es	 int.egrable	 y su integral tiene las

propiedades básicas discutidas, nos resta probar (b) para 	
ni- I

PROPIEDADES DE	 LA INMORAL DEFINIDA PARA FUNCIONES PERTENECIENTES

A LA FAMILIA IT
n4.1

if);
La demostración de la parte (b) requiere del si guiente lema,	 cuya

demostración es análoga a la del lema 1.11.

LEMA 1.18.	 Sea	 1	 [a,b]	 R una función en W
n.fril

rt.14
U (a,b) = ( c a , ca ,	 , ck ) y cc[a, b] tal que c w-c.	 para

cada i = 1,	 ...,	 k,	 digamos, 3

entonces:• I f(x)dx = lim
a	 W40

c -c	
c.1-± 

-c	 c -c

[ f	 x )dx +...+f	 x )dx + f	 x )dx +
c +CC	 44C	 C	 +Wj..2

c -c	 a. -c	 a -w

f f( x )dx + f f( x )dx +	 + f f( x )dx .
C+W	 C +C	 a	 +Ck-t

Además, si T(f)Sn, entonces:

b	 b-r

f( x )dx = lim f f( x )dx
C-10	 cae        



OEMOSTRACION.	 Si co>  es pequerla, entonces T(f) 5 n en el

intervaalo [c. 1-1-e, c.-c], así que por la hipótesis de inducción,
J-

se tiene aditividad respecto al dominio de integración en ese

inervalo y entonces podemos escribir:

b e -W
2

f 1( x )dx = hm [f I( x )dx
a W4w  e 4W

e	 -w	 e -W
J-L

+ ...+ f f ( x )dx + f 1( x )dx +
o	 4w	 e	 4w

t	 J-2	 j-1
_

e4W	 o -w	 e	 -w	 e-wj4.1	 k

f x )dx + f f( x )dx	 I( x )dx +	 + f I( x )dx .
0-4	 e4W	 o +O	 o	 4W

k-I

Pero amo	 T(f) S n en el , intervaalo [c. +t,	 c.--w],	 las

• propiedades (b) se satisfacen en ese intervalo y entonces

hm	 f f(x)dx = O, de lo cual se obtiene	 el	 resultado
0-c

buscado.

obsérvese que, al igual que el lema 1.11 , este lema sigue siendo

válidoparaunacolecciónfinitadepuntosctalesquecoc.y pata

i=1,2,...1k.

La última parte es inmediata, pues si T(f) 5 n entonces for&	 así

que la propiedad de aditividad respecto a los límites	 de

integración es válida, lo cual nos permite escribir para 	 w>0	 muy

PequeMa
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
VIL USER DI MIS HIJOS

RARA NI GRANDEZA

bf (a f(x) + P e(x)]dx = lim
a	 w-10

-c
2f [ct	 x ) + P gr(x)]dx +
4s

b	 a+c	 b -c

	

I x )dx =	 x )dx +I	 x )dx + f f(x)dx
a	 b-t

pero, nuevamente debido a que férn , se tiene :

a4L w 	 b -c

lim f f(x)dx = lim f f(x)dx = O

	

C-,O a	 C410	 a-he

) LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO.

Para todo a , P c IR, Y f, e a FT,44

b
	 b

-	 bf CaR x + Pe( x )1 dx = a I x )dx + fi e(x)dx.
a

para todo 01,P4R.

DEMOSTRACION:

Sea 0711 U (Dr" U (a,b) = ( c l , ci ,	 c )

Entonces, por el lema 1.18 se tiene

1 [ot f( x) + p eXxnclx
ck-s÷c

Si c>0 es pequena, por la hipótesis de inducción se verifica la

propiedad de linealidad en cada una de las integrales dentro del

Paréntesis, por lo que el limite de la expresión anterior es
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'Igual a

C 2 -4 C 2

lirn [ as	 x )dx + Pf
.c.be 0 +4 0

1 1

-4 k -c	 c
k

8( x )dx +	 + af .f( x )dx + (3f	 x dx
+4	 0	 +9	 0	 +4k-t	 k-s

C -rz
lim Exf fi x )dx
040 0 +41

Ck-4 C -4a , k -- s
+ ... + of	 fi x )dx1 + lim [Pf	 e( x )dx+ . . .+P5 e( x )] dx1=

-0	
4.ck - s CO.4 0 +9t 0	 +4k - t

O -4
3 a

-c	 -c

a hm {S I( x )dx +...+f I( x)dx} + P lim[f	 s( x )dx
,4	

+...+f	 x ndx}.
40	 0 .9	

O	
4..r	 940	 .9	 19k-i	 1

ajf( x)dx+ P f 23(x)dx en virtud del lema 1.18.	 • 

. POST TI VI DAD:

Si feWn+1 y	 f( x) o para todo xo[a ,b) , entonces:

5 f( x )dx	 O.
a

DEMOSTRACION:	 Sea m=7(1),	 ir" U (a,b) = ( c ------c) )

entonces, por demostrar:

o -eb	 2	
o

k 
-4

f I( x )dx	 1.5.m f A x )dx + ...+1 im f fi x )dx � O
a	 440 0 44	 C4.0	 0	 44

t	 k-t
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Lo cual resulta evidente pues, de nuestra hipótesis inductiva de

positividad	 tenemos que

e -r
2	 k

x )dx 2 O,	 . , f f( x )dx 2 o,
4-C	 O

k-1

por lo tanto

	

a -C	 o

im [f f( x )dx + ...+5 /( x )dx z O
CF0 C Fi

entonces
	

f

b  

x)dx 2 o
a

ADITIVIDAD RESPECTO A LOS LIMITES DE INTEGRACION.

Sea f c F

P.D.	 f 1( x )dx = f f( x )dx + f I( x )dx , para todo a<d<b.
a	 a	 o

7141
Sea IDt u (a,b) =	 c.,	 ck	 )

Supongamos primero que c=c., para algún j c (1,...,k)

e -e	 c-r

f

o

	

	

[ 2

	

x )dx = lim	 f f( x )dx +	 + f x )dx

	

dC-10	 O Fi	 C, Fi

e igualmente

c 
+1 

-r	 c
k
-cb	 J

f x )dx	 [ f	 x )dx + ... + f f( x )dx 1
C40	 c-hr

ck-i
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-tj
limJj x Yax+...+y x Nxi + [fAx )dx +
C442

e ....e
le	 b

f(x)dx] = 51(x)dx
a4,C1	 ok-t

0 4.0	 4.0 £.40 0+,C

entonces

o
c

a
 -c 0- c

f f( x )dx + I x )dx =1 im 11.( x )dx + + I( x )dx]
a e Ca0 4 +S e	 4C

oj -4	 ck-c+1
lim	 f f( )dx +	 + 5 f(x )dx	 =
C4.0	 04io

	
ic

k-1

1	 J-1

	

—o	 c-c	 —c	 -c•
a	 j+1

lira {f x )dx+	 +5	 x )dx +	 1(x )dx +	 f(x)dx] = f	 x )dx
4+0	 0 +4	 4	 .1.4.	 04W	 +C	 a

	

1	 i-*	 k-t

Ahora, supongamos que existe j0( 1 ,	 , k ) , tal que ci < c < 	 j+1

Por demostrar

Lo cual es cierto por el lema 1.18.

Por lo tanto: Si fiar
rt4a

o

f f(x)dx = f f(x)dx + f f(X)dx,
a

Para todo a<c<b.	 o

Por consiguiente si las propiedades a) y b) del teorema son

Válidas para n, hemos demostrado que también lo son para n+1.
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Por lo tanto, se sigue que toda fz[a,b]-1 CR continua excepto	 en

un conjunto de primera especie, es integrable y su integral tiene

las prop iedades i), ii) y iii).
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CAPITULO II

INTEGRAL DE RIEMANN

DEFINICIONES Y TEOREMAS PRINCIPALES.

conforme avanza el S XIX, y con este el estudio de las funciones

reales de variable real,	 entran en escena funciones	 entre las

cuales destacan las discontinuas no solo en un conjunto de primera

especie, o en uno nunca denso, sino aquellas funciones acotadas Y

cuyo conjunto de discontinuidades es un conjunto denso.

Esta situación le toca vivir a Riemann, quien tratando 	 de ampliar

al milimo la clase de funciones integrables, se plantea resolver

problema de	 la	 integral	 para funciones	 "altamente

discontinuas", pero transformando el enfoque de Cauchy, de tal

manera que, la búsqueda tradicional 	 en la definición de integral

aparece, en la teoría de Riemann, como la búsqueda de Condiciones

de Integrabilidad para una función f.

Así, no obstante tomar como punto de partida la definición de

Cauchy para funciones continuas, el proceso de desarrollo de la

teoría de integración abandonó rápidamente el viejo enfoque, para

avocarse a la búsqueda de condiciones que permitan 	 hablar de

cuándo una función	 es integrable.	 Aun más, podemos anotar que

la teoría de integración, desde Riemann hasta antes de 	 Peano y

Jordan consistió en la	 búsqueda de las condiciones para la

existencia de la integral.



para la presentación de la teoría de Riemann, iniciemos con las

siguientes definiciones y teoremas.

DEFINICION 2.1.	 Sea	 f:[a,b] 4 01 ,	 acotada y

p = (a=xl'""' x n =b) eP[a,b],

definamos

s( p , f) . 	- x. ),

donde Fi e [ x t.4 , xj, i= 1,	 ,n

Diremos que una función acotada
	

P[a,b] "I 1 ,	 es

Riemann-integrable si existe

lim s(P,f)
Opl4o

independientemente de la elección de puntos

t i a [x iri , x t], i=1,	 ,n.

Es decir, si existe AlEIR con la siguiente propiedad:

Para cada c>0 existe ó = 6(c) > o, tal que,	 OPH < 6 implica

IS(P,f)-At < e, para cualquier elección de puntos t te	 xj,

i=1,	 ,n.

Observemos que esta definición de Riemann, 	 en cuanto a la forma,

es esencialmente la misma que la admitida 	 para la integral	 de

Cauchy: la única diferencia es que Cauchy 	 pensó en el extremo

izquierdo del subintervalo Ax de la partición y Riemann escoge

arbitrariamente un punto t., con tal de que tic ex..
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Obsérvese además que, Cauchy ha definido la integral como limite

de sumas únicamente para funciones continuas, Riemann, 	 en cambio

se plantea el problema de caracterizar a las funciones para las

cuales el limite de estas sumas existe.

Un elemento que interviene en este nuevo enfoque es que ya Riemann

toma el concepto de función como lo conocemos modernamente.

A continuación demostraremos una caracterización de las funciones

Riemann	 integrables, la cual es de	 gran utilidad para la

demostración de algunos teoremas que aparecerán en el 	 transcurso

del capitulo:

,d)
TEOREMA 2.2:	 sea P[a,b14 01 acotada.	 Entonces f es Riemann-

integrable en [a,b] si, y solo si existe 	 A e IR tal que, dado s>0

existe P	 e P[a,b], tal que para toda P	 Ps IS(P,f)-Al<c,	 Para

cualquier elección de puntos ti e	 x0, i=1,	 ,n.

En tal caso A = 	 f(x)dx.
a

DEMOSTRACION: Primera implicación:	 Sea 1 Rimann-integrable en

[a,b]. Sea c) 	 existe ó = 6(c) > O tal que,

HPH < 6 4 IS(P,1)-Al <	 s.

Sea pe e [1:'[a,b3, tal que	 OPell <

Si p es un refinamiento de Pe , entonces

Npff	 uPn <	 IS(P,f)-AI < s.e o
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Inversamente : De la condición dada en términos de refinamientos,

tendremos que concluir que: dado 	 r>0 existe 6>0 tal que, P e P[a,b],

y flpd	 < 6	 Is(P,I)-Al < r para toda elección de tkc [x k_i , xk].

Sea	 r>0	 por	 hipótesis	 existe	 P€[.a.b],	 digamos

P =a=x O , x 1 ,	 , x =lo), tal	 que

si P	 P , entonces	 IS(P,f)-Al < r.

Sean M = sup If(x)I y
xeta,b3 6 = min 4nM ex
	 Ax	 AxIL Y 	 21“.,

•

Sea Q = { a=y0 , yl ,	 , yn=b ) e IF[a,b], tal que 0011 < 6,

sea O
* 

= Q U Ps . Bastará-demostrar que

IS(O* 	 ,f) - 5(0,f)1 <	 ** )

pues en tal caso

S(Q,f) - Al S 1	 S(Q,f) - S(Q* , f)I + 15(Q* , f) - Al

Debido a que a
* 

D P ' se tendría 15(0*
 

, f) - Al < s,
y por lo tanto

IS(0 ,f)	 Al < 2w	 que es lo deseamos demostrar.

Ahbra veamos la veracidad de (**):.

Por la forma en que se ha elegido la 6, entre dos puntos de Q

existe a lo más un punto de P e ( que no sea de Q ).	 Supongamos

que O n P = O, entonces denotemos:

<
	 x1 .

<.y,

<	 <	 y.
a

Y ,. -1	 2
2

12.



Y.	 <	 x n <	 y.
Ln

1.1-1

sean	 t. Es [yi_i	 y),	 para toda	 j=1,...,m los	 puntos

intermedios en s(a,f).

Designemos ahora una cantidad de puntos intermedio para O* de 	 la

siguiente manera:

1).-Siedilltervalo(Y.,Yti.1), no tiene puntos de Pe 	 entonces

el punto intermedio será tt.

2).- Si el intervalo es de-la forma(	 ) o - ( x	 )
Y5r1	 k' 

y

entonces tomamos puntos intermedios arbitrarios denotados por

y ti: respectivamente.

Éstimemos ahora la diferencia en las sumas de Riemann:

S(Q* ,f) - S(0,1)

Observando que los términos	 fittX>y	 yt_1) correspondientes	 a

intervalos de Q que no contienen puntos de Pe	 (caso	 1, arriba

seMalado) estan en ambas sumatorias 	 y	 que	 por lo tanto	 se

cancelan en la diferencia, tenemos entonces que:

50:1:1	 S((:1,-/)	 nc—	 "" >1 	 )1k	 )Lic

le n

d'A



_ 2 .f(tt. k)( rt — y.

k=s

Sumando y restando cantidades iguales tenemos que:

n	 n

A tt )( _ i ) = 2 f( ti )[( >t i — x k ) + ( x k —
k	 k

k=s	 k=1

n	 n

f(ttX Y‘ — xk )	 f(t)( xk —k	 kkrs	 k=1	
k

)

entonces agrupando:

,)1

:54

SArt7i JE MIS
FiAFA !• GÑANE

MBUOIECA

DEPARTAMEhID

MATEMMICA:

5( O* ,f)	 s(a,f) =	 Ef(t);) = f( ti. )1( y l — x k ) +

k=f.

f(t	 /Ct. )( x k— 	 )
ink 	 k	 tk—i

Por lo tanto

S(0* ,f) — S(0,f) s 2(2MnI0*1 ) < 4Mnó < 4Mn
4nM	

c.

Por lo tanto, concluimos de este resultado que, siendo (**)

cierta, la segunda implicación está demostrada,	 terminando asi

la demostración para el teorema•2.2.	 •

k=s

o

•



	

EFINICION 2.3.	 Sea f acotada y definida en [a,b],

p e P[a,b], tal que

P =	 ( a xo < x <	 ...<	 x n C/D Y. y sean

	

M.	 sup {f(x): xe[x1.4, xi )

	

m.	 {fCx): xe[x.	 ]L

entonces, los números

	

U(Pyn =	 MI(Xt- xt_i)	 y	 L.( P,/) = m.(x.- x.	 )LL-t

se llaman, respectivamente, uma superior e inferior de Riemann

para la partición P de la fu ción f.

OBSERVACION 2.4:	 Par toda partición P e P[a,b]

L(P f)	 U(P,f).

OBSERVACION 2.5:	 Si ' es un refinamiento de P

u(P',f)	 u(P,f).

L(P• 1)	 L(P,f).

Demostración.	 Para prob r esta afirmación, basta suponer que

P' posee solo un punto más qu P, digamos c.

Si c e [x	 , xk], entonces
•

U(P',f) = MIAxi+	 + M&_	 + Mi[C - Xk_i] +

MaNk - c]	 "1" Mk+1
Ax +t +	 + M AX .

?N	 IN

donde	 M' = -up( f(x) : xe[xk_1, c] )



N! = suP( f(x) : )(etc ,' 	 Y.

Pero
	

M'	 Mk Y
	

Fe S Mk , por lo tanto

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

M ic [x k 	cl	 M k+tAx k+t	 MnAxn•	 Y NATURALESgrt SAIIER 
DE MIS EI LIOEAL, NI GkANUEZA

= M A* I+	 + Mk-t AX k-t + M k AX
	

Ax k-há +	 + M nAX

= U(P,f)

Análogamente se demuestra que si P' es un refinamiento de P

L(P',f)	 P ,f	 n

OBSERVACION 2.6:	 Para cada pareja de particiones P, O eill[a,b]

L(P,f) 5 U(Q,1).

Demostración:	 Sea P' =PUOasí P' es un refinamiento de P

de O, entonces	 L(P,f) S L(P',f) SU(P',f) S U(O,f).

OBSERVACION 2.7:
	

Si	 m e inf f(x)	 y	 M = sup f(x)
xera,b)	 meta,b3

entonces	 m(b-a)	 L(P,f)	 U(P,f) S M(b-a)
	 p e P[a,b].

u(P',1) 5 m lAx s 4.	 mk(c	 Xk-13

At_



DEMOSTRACION:	 ,Para toda £ = 1,	 n:

-rm-Sin:

y por consiguiente

m(b-a) =	 mAx.	 m-ax. S	 fo	frLt ex. :S	 hlx. = m(b-a)
u=1.	 1.=.1	 t=1,	 1.=1

es decir

m(b--a)	 L(P,f) 5 O(P,f) 5 Kb-a) - 	 u

DEFINICION 2.8:
	

Las igualdades

—u

f(x)dx = inf U(P,f.)	 Y	 f f(x)dx = sup LCP,f)
a	 PePta,b3	 a	 PeCa,b]

definen respectivamente la integral superior e integral inferior

de la función f. 

5-.1,t • '

LEMA 2.9:-	 Si f es acotada en [a,b], entonces

EL sAEERJ	 x )dx	 f f( x )dx	 KA21.
BaTft

DPP WAE N

»TEM

Demostración:	 Sea e>0.

existe P'e P[a,b] tal que

-U
Por definición de f f(x)dx

4

—17
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U( P ' ,f ) < f f( x )dx +

De la observación 2.6,

L(P,f) S U( P ' ,f ) <
b

 f f( x )dx + s, para toda P e O'
0.

Así
	

f( x )dx + s

es una cota superior del conjunto 	 ( L( P ,f ): P e EF'[a ,b] )
de donde

x )dx = sup ( L( P	 P e [P[a ,b]	 x )dx + s
a	 CIL

es decir

f

b	 b
 f(x)dx	 f I( x )dx +- s	 para toda s>0

a	 a

Por lo tanto
-

bf .f( X )dx S f x )dx
a



TEOREMA 2.10:	 Sea f:[a,b] • R una función acotada.

Las siguientes tres condiciones son equivalentes:

f x )dx = f x )dx

b)
	

f es Riemann-integrable en [a,b].

Para cada w>0 existe una partición Pe tal que si	 P ó P4

entonces	 U(P,f) - L(P,f>.< s

DEMOSTRACION:	 a) • b).

Supongamos

—17

f	 x )dx = f f( x )dx = A Y sea e)c)

7:7

Por definición de	 I f(x)dx , existe P e P[a,b], tal que
4

A - e = f f(x)dx --e < 1-(D:c,f)
a

Análogamente existe P" e P[a,b], tal ques

U(Pe" f ) < f x )dx + e = A + s
a

Sea P =P' U P"'	 Si P ó Ps tendremos ques	 s

19



A-(P.f) s sLP,I)	 (P;,/) <	 9- -t

de donde	 A - s < S(P,f) < A + s	 si P	 P

es decir, lS(P,f) - Al	 < 2 ,	 si P D Pr

para cualquier elección de puntos t i. e Ex ic4 , xj.

Por el teorema 2.2:	 f es Riemann-integrable en [a,b].

b)	 c)

Supongamos que f es Riemann-integrable en [a,b], sea 2)0. Por el

teorema 2.2 dado e>0 existe	 P 	 6	 r [a,b],	 tal	 que, para	 toda

P D P 	 y	 para cualquier elección
LL

 ,	 e [x1.4,-x)

n

I	 f(t i )(x i 	-	 x i_t )	 f f(x )dx 1	 <
t=1	 a

I I f(CZ)(x i - x t..4 ) - f f(x)dx1	 < 2/3, y por lo tanto
tr.1

n	 n

[AZ 1 ) - All)]Ax 1 1 	 S f	 At)(x i. -	 - f f(x)dx1 +
1=1	 a

n

I	 f(tp(xl	 - f f(x)dxl < e/3 + 2/3 = 22/3.
L=1.	 a

Sea h -
3(b-a) > O.

e

Como	 rni = sup	 I( x ) -	 y ) : x, y e [x .	 x.]

	

L 	 )
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entonces para cada i = 1, 	 , n	 podemos elegir

, trl e Ext_s,	 , tal que, ti. - mi. - h < fUL)	 f(ti:)

mpor lo tanto U(P,f)	 L(P,f) =	 [ti. - Liax. <y

[Az) -	 + hIAxi =
1-1

.f(ZZ)jaxi.	 h	 <1=t	 1=1

2s/2 + Mb-a) = 2s/3 + s(b-a) 
3(b-a)

Es decir, tJ(P,f) -	 < s si" P D p .s

c) • a):	 -

Supongamos c), ask, dada s>0 	 sea	 p	 e fP[a,b] tal que si

b P entonces U(P,f) -	 < s.

De la hipótesis tenemos que

f .f(x)dx S U(P,f) < e + L(P,f)

S e +	 I( x )dx
a

n•n•1•11•

Por lo tanto	 f x )dx	 s f f(x)dx para todo s>0, de donde
4	 CL

n•n•n••n

x )dx S I x )dx
a
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§ 2.	 CRITERIO UNO Y DOS DE RIENIANN-INTEGASIBILXDAD.

A continuación estudiaremos los criterios que	 originalmente

encontró Riemannpara caracterizar a las funciones integrables. La

importancia de estos criterios radica en el hecho de que su

estudio llevó a caracterizar la integrabilidad de una función en

términos del tamaMo del conjunto de sus-discontinuidades, problema

que abordaremos en el si guiente capitulo.

•
Puesto que para la discusión de ambos criterios requerimos del

concepto de oscilación de f en un intervalo cerrado, formulemos la

Siguiente

DEFINIdION. 2.11.	 Sea f acotada en [a,b],

P = ( a = x o < x l <	 < x n=b ) e P[a,b].	 Definimos el número

como la oscilación de f en el intervalo [x t -t' x i ], i=1,...,n;

donde	 Mi = sup	 f(x); xe[xi„.1,

= inf {	 fC <); x oe [x.	 x]1-4.'	 I



'

CRITERIO UNO

DEFINICION 2.12.	 Sea f acotada en ra,bj, decimos que f
cumple con el CRITERIO UNO DE RIEMANN si

hm D.6. = o
f.

L=I

	

donde	 6. •-4 >f.- X.
1	 1.	 1-1

•

i.e:': Dado t>0, existe 6 > O tal que, OPO < 6 4	 0.6. ( e.
t1=1

Obserkiación: La condición c) del teorema 2.10 es la versión del

criterio uno de Riemann usando refinamientos.

CRITERIO DOS

DEFINICION 2.13.	 Sea	 acotada en ra,b), decimos que f

cumple con el CRITERIO DOS DE RIEMANN si dados s>0 y (»O existe

un d>0 tal que, si P es cualquier partición tal que, 	 KPH S d,

entonces

S(P,a) <	 40.

Donde S(P,a), representa la suma de las longitudes de los

subintervalos de la partición P, para los cuales la oscilación de

f es mayor que a, y la expresamos de la siguiente manera:

s(p,o) a	 6.
D >O
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TEOREMA 2.14.	 Una función acotada f:[a,b] 4 CR, satisface el

Criterio Uno de Riemann si, y solo si, satisface el Criterio

Dos de Riemann.

DEMOSTRACION:

a) DEL CRITERIO UNO AL CRITERIO DOS:

P.D. Dados c>0 y a>0 existe d>0, tal que si OPN < d entonces,

S(P, a) < s

DEMOSTRACION:	 Sean e»>0 y 0)0 para cada d>0 definamos

h(d)	 SUP	 D.L 6.L
 : p c Fla,b), opo < d )

n

Como I	 D.L ó.L , es acotada puesto que f es acotada, supongamos

n

ifiSM, entonces	 D . 6 =t t
i=1

(Mi C5.
L	 L 2M 2M(b -a),

entonces h(d) está bien definida, ahora, por hipótesis A(d) 4 O

si'd 4 O, por lo tanto para 0.00 podemos encontrar d>0, tal que

A(d) < as si 1RN < d.

Así, si OPN < d entonces

a S(P,a) a a	 6.	 a6. <	 D .
tL
6. < 48( d ) <

	

D.	 D.>0	 D. >0

	es decir, IP' < d	 4 S(P, o ) < e.

5+



b) oet. CRITERIO DOS -AL CRITERIO UNO,:

P.D.	 Para todo s)0, existe 6)0,	 tal	 que si	 MPH < 6,

entonces6	 ...	 D 6	 < e.n ri

DEMOSTRACION:	 Sea s>0 arbitrario.	 Dado 0)0 y P	 cualquier

partición en P[a,b]	 tenemos que	 para el	 total	 de	 los

subintervalos de la partición P, podemos tomar dos tipos de ellos:

Aquellos para los cuales Dt>a y aquellos en los que D. 	 a.

Entonces podemos escribir

taj +	 + D 6 = 	 +	 . 6.n	 L	 L
D >O D —a

Supongamos que ti(x)1	 M para tada x e [a,b], entonces O. 5 2M

para toda i.

Así,

D 
11. 
6 +	 + D 6n S	 2M6. +	 D.a. 5 2M	 6. + a Itic 6.

D.>a	 D,	
I.	 1
	 D.>0	 D.—a

1

S 211 S(P,a) + a(b-a).

Ahora bien, por hipótesis podemos encontrar d>0, 	 tal que, para

toda partición P, de NIDO < d

S(P,a) < 4/411 E e

además, si escogemos o tal que a < e/2(b-a)

entonces tendremos



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

EL SABER DE MIS HIJOS 	
Y NATURALES

RAPA le GRANDEZA

2M S(P,o) + o(b-a) < 2Ms* + 0(b-a)

< 2M( s/4M) + [s/2(b-a)](b-a) =

Por lo tanto,

§P§ < d	 4 D I 6 1 +	 + D a < e.
IN n

De a) y b) tenemos la demostración de 2.14. 	 n

TEOREMA 2.15.	 Dada una funci ón	 acotada en [a,b], entonces

f es Riemann-integrable en [a,b) si, y solo si, cumple con el

CRITERIO UNO de Riemann.

DEMOSTRACION:	 a) Supongamos que / satisface el Criterio uno de

Riemann en [a,b].

Así, dado s>0 existe 6)0 tal que, si IPO < 6

entonces
	

1 D. 6. <

es decir	 U(P,f) < L(P,f) + s.

Sea P una partición de norma menor que 6, si P D Ps , entonces

Upe < 6 asi que	 U(P,f) - L(P,f) < s.

por lo tanto se satisface c) del teorema 2.10 y entonces f es



Riemann-integrable.

De donde, si f satisface el CRITERIO UNO DE RIEMANN en [a,b], f

es Riemann-integrable en [a,b].

b). Supongamos que f es Riemann-integrable en [a,b]:

Sea s>0.	 Como f es Riemann-integrable en [a,b], se sigue que,

existe	 6)0, tal que, para toda P con HPH < ó y para cualquier

elección de t 	 0	 xt]

f(t i)(x	 - 	- f I( x )dx I < c/3
L-11.

_

n	 -

1 fctz x x,	 bf(- x.1 ) - f	 x )dx I < s13, y por lo tanto
i-t	 a

n

[fizt) - ittelnAxt1	 1 5 futxx,
t-t

- x,,) - f f(x)dxl
a

f(tc)(x. - x.
i-t a

f(x)dx1 < s/3 + ta/3 = 2s/3.

wSea h_
1Tra)

corim	 = sup	 f(x) --f(r)	 x, y e Ext..° xi]

entonces para cada i = 1, 	 , n	 podemos elegir

,	 e [xt_1, xj, tal que, Mi -m - h < fiti)	 fitp



n

-Por lo -tanto- U(P,f)	 L(P,f) =	 ItML	 L	 L

Efiz t ) - Ag. ) + h ]ex ¿ =	 Cf(t L ) - f(t Z)]ex i. + h	 AX

2s/3 + h(b-a) = 2s/3 e(b-a)
3(IM-a 

Es decir,	 U(P,f) 7 L(P,f) ( e	 si	 OPA < á,

tenemos el Criterio Uno de Riemann.	 n

•

De los teoremas 2.14 y 2.15, podemos formular el siguiente

COROLARIO.2.16. Dada una función f acotada en [a,b], entonces

f es Riemann-integrable en [a,b] si, y	 solo si, cumple con el
Criterio Dos de Riemann.

na



LINEALIDAD RESPECTO AL rwricaawmpo:

uf +05 es Riemann-integrable en [a,b] para todo 	 a,1, e
Y

Algunas propiedades de la Integral de Riemann que es importante

enunciar y demostrar son la siguientes:

Sean f Y 8 :[a,b]	 Riemann-integrables en [a,b].	 Entonces:

( Pir)dx	 af I( x )dx + 13 j" e( x )dx
a

•

ADITIVIDAD RESPECTO AL Dombno DE DEFINIC~:
n•n

Si	 a< c < b	 entonces f es	 Riemann-integrable en	 [a,c]

y en	 [c,b]	 y

)5.-1 x )dx = f	 x )dx +	 I( x )dx

POSITIWDAD:

Si	 f es Riemann-integrable en	 [a,b]	 y f(x) � o	 para todo

x E [a,b] entonces

f I( x )dx	 O
a

tu.- PROPIEDAD DEL VALOR AHROLUTO.

Si	 f	 es	 Riemann-integrable en	 [a,b] entonces ifi es

Riemann-integrable y

1 f 1( x)dx	 1	 f If(x)Idx .
A

na



v.- La función F:[a,b] 	 R, tal que

F(x) = f f(t)dt
a

que está bien definida en virtud de ii ),	 es continua en [a,b] •

DEMOSTRACIONES

Sean	 y g :[a,b]	 M, Riemann-integrables en [a,b].

Entonces P.D. la función	 of(x) + /91(x) es Riemann-integrable

'en [a,b] para	 todo par	 de constantes adl a IR y

b	 b	 b

f Caí( x) + Pe( x )]dx =	 f( x )dx + Pf x )dx -
a	 a.	 " a

Sea c>0, existen particiones de [a,b) P; , P; tal que,

si P' n P' entonces I s(P',f)	 f	 x )dx I < 2(1(21+1)a

y si P"	 P" entonces4 S(P",e)	 f er(x)dx I <
a  2( IPi+1)

Sea Pe = P; U P; .	 Si P D Pe , digamos

P = ( a= xo, x s ,	 x =b ), y t.e[x.	 ' entonces

S(F, af + NT ) - (a
b	 b

f f(t)dt + P f f(t)dt ) I =
a	 a

'O



efitt) + Pe(t{) )Ax,t	 Ca f f(t)dt + P f f(t)dt ) j =

f(t. )Ax.t.[ 
t-1

- f /(t)dt +	 fi	 [	 8(t. )Ax.t
L=1.

g(t)dt
a

1=

b	 .
s(p, 1) - f f( t )dt	 + p [s(P,e)- f e3( t )dt	 1 S-

a	 a

b
la/ I SSP, f)	 f f(t)dt 1+	 IPI 1 S(Pos) - f er(t)dt 1 <

a

e 
1.1.	

1	 	 0 	 , e	 e
lal 2( a)	 IPI	 2( 101+1)	 `	

+	 =
2

Así, la función	 01/ + 19g	 es Riemann-integrable en [a,b]

	

y j" af + Pe = olf f + Pf s.	 •
a	 a

CC- Si a < c < b entonces 	 f es Riemann-integrable en [a,c]

y en [c,b] y

f	 x )dx = f x )dx + f f(x)dx
o

Sea e>0. Como / es Riemann-integrable en [a,b], existe Pe e P[a,b]

tal que, si P	 Pe	 entonces	 U(P,f) - L(P,f) <e

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que c e P.
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sea 4" .; 1T-- 	 n ta,,c]	 9-1-e -P[a,c3
	

esD

U(P s ,f)	 L(P',f) 5 U(P; ,f)	 L(P; ,f) 5 U(Ps ,f) - L(P2 ,f) < s,

Por lo tanto f es Riemann-integrable en [a,c].

De manera análoga se prueba que f es Riemann-integrable en [c,b].

Ahora, sea P ie P[a,c1 y 1:126 r [c,b], entonces P = P U

Y	 U(P ,f) + U(P 2' f) = U(P ,f)
b

 f(t)dt
a

p e IP[a b]z	 '

Tomando el ínfimo sobre todas	 las particiones	 P ie til[a,c],

obtenemos	 f I( t )dt S f f(t)dt + U(P2J)
a	 a

Y, de nuevo, tomando el ínfimo sobre todas las particiones

P2 e IP[c,b] se tiene:

bf f(t)dt 5
a

1(tIcit +
b

 f f(t)dt
a

Análogamente

b
L(Pen + L(P2, f) = L(P ,f) S I  At)dt
	

(I)
a

y razonando como antes, tomando supremos en vez de ínfimos,

obtenemos

f f(t)dt	 f f(t)dt 5 f f(t)dt
a

De (I) y (II), se obtiene
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f fi(t.)clt	 S fet )dt tffit )ctt	 •
a

POSITIVIDAD:

Demostremos que si fkO, entonces 1 f(t)dt O.
•

En efecto: Para cualquier Pee[a,b), P= {a=x0, xt, 	 xn=b
	

) ,

U(P,f) =	 M.Ax.	 O porque Mi	 0 para toda i,
1.

I -

-U
por consiguiente J f(t)dt = inf ( U(P,f): P4P[a,b)	 )

1/5	 a

—17

asi, t )dt =	 f( t )dt	 O.
a

•
2.13.- PROPIEDAD DEL VALOR ~LUTO.

Sea 1 : [a,b]	 Riemann-integrables en (a,b]. 	 Entonces:

111 es Riemann-integrable y

bI fi( x )dx I	 � j» 1 f( x ) 1 dx
a	 a

Primeramente demostremos que	 1/1 es Riemann-integrable	 en (a,b),

observemos que si x,y,e(a,b], entonces



I I	 X)1	 1f(r)I I s II(x)x ) - 1( ) I

Por lo tanto para cualquier P E P [a,b], P = (a=x 0 	x i ,	 xn=b),

sup	 I If(x)I - 1f(Y)I I	 sup If(x) - /(v)1, para toda i=1,...,n,
x,Ye [x	 x.]L-1' x,ye[x i_s , x ]

en otras palabras,	 la oscilación	 de III	 en cada intervalo

[x i_ex i]. que denotaremos por D i( 1f1) es	 menor o igual que	 la

correspondiente de f, es decir: D i ( If1)	 D I(f), para toda

i = 1,...,n

Como f es Riemann-integrable	 en	 [a,b],	 por	 el Criterio	 Uno
11),

lim	 S DLOgal = O
IpH40	

I

Por lo tanto

lim	 Di( 1/1) 15 1	 S	 lim	 2 D.6. . O

	

1.=.1	 IIP1+0	
L

Así que se satisface el Criterio Uno 	 de Riemann para 111	 Y

entonces 1/1	 es Riemann-integrable en [a,b].	 o

Ahora, como	 -If1 S f S 1/1, para toda x e [a,b], se si gue que

b	 -	

b	 b- f If(x)Idx	 ff(x)dx	 ilf(x)Idx
a	 a	 a

por lo tanto

	

if	 x )dx I	 s f	 x)Idx
a
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v.- Sea j :[a,b]	 R, Piemann-integrable en fa,b1.	 Entonces:

P.D. La función F:[a,b]	 4 IR,	 tal que

F(x) = fxf(t)dt
a

( que está bien definida en virtud de zt	 ),

es continua en [a,b].

Sean x,y e [a,b] tal que, x	 y; si x < y, entonces

yIF(y) - F( x )1 = 1 f.f( t )dt
a
f(t)dt 1

y	
Y

= 1 ffi tidt 1 'S f 11( t ) Idt

41.n
	 S S	 M dt = M (y-x) = M ly-xl,

donde M = sup I f(t) I
te[a,b]

Si	 y < x, podemos escribir lo siguiente:-

IF(y) - F(x)I = I - f f(t)dt I = I f f(t)dt I S M (x-Y) = MIx-yl.
y

Por lo tanto: IF(y) - F(x)I S MIx-y1 para todo x,y 	 [a,10], luego

F es continua.	 •

IR
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Y ANDAS INTEGRALES COINCIDEN.

probaremos ahora que la integral de Riemann es una extención de la

integral de Lipschitz, es decir, si í es	 Lipschitz-integrable

entonces también es Riemann-integrable y además los valores de

las integrales coinciden.

HL SABE k DE MIS R1.1/15
VARA MI GRANDEZA

1).	 TODA FUNCION LIPSCHITZ-INTEGRABLE ES	 RIENANN-INTEGRABLE.

La consideración de que la definición de Riemann-integrabilidad es

una exthnsión de la definición de la integral de Lipschitz,

nos lid-pone demostrar el siguiente

TEOREMA. 2.17. Sea jr :[a,b] 4 CR , continua excepto en un conjunto

a/t de primera especie, entonces f es Riemann-integrable en [a,b].

PRUEBA: Con el mismo esquema utilizado antes, en algunas de las

demostraciones del capitulo anterior, se probará por inducción

sobre el tipo de f, que la integral de Lipschitz satisface el

criterio dos de Riemann.

8,1 BLIOTECA
veamos ambas proposiciones por:separado: 	 DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

I).-	 La proposición es cierta si Mit es de tipo cero:

a).- Si mp = 0, entonces de la continuidad uniforme de f

se sigue que para 0)0 arbitrario existe 6>0 tal que

/ r



4-<-,Y-r-< -6
	

taf.<	 ) -< ,	 o- sea que si	 di" ta,b] ) y

Ipl < 6	 entonces S(P,a) = O.

b).- Para el caso en que 	 D es no vacio pero finito,

supondremos ' por simplicidad, como antes; que D =(c) con a<c<b.

Dados c>0 y 0)0, escojamos a = a( c,o)>o tal que 6 <	 y además

e
tal que O < y	 x < 6,	 y si (i, y) c [a, c	 ]	 6	 bien4

(x, y) C EC , b] entonces	 Cliflx,y1) < a, lo cual4

es posible pues f es	 uniformemente continua en el conjunto

e	 -
'

	

U1,c---4lki[cl---13].	 •4 

Entonces, si OPI < 6 y	 P =	 { a=x1<...( xn=b ), escogiendo

= max {x.: x.	 c1

se tiene que

) y x
q
 = mm n { x	 c +	 )4	 L	 L	 4

x S c -	 , x	 c +4	 4 y x

• 

- x

• 

< e, de donde

S(P,a) =	 / A X. S.	 x	 x

D.>47

Sucesivamente si	 =(c'	 "'' kc	 aplicamos tantas veces comot 

sea necesario el razonamiento anterior para demostrar que

satisface el Criterio Dos de Riemann.

(.7



/1).- Supongamos ahora que se cumple que toda f:[a,b] 4 acotada

tal que D([a,b]), "el con junto de discontinuidades	 de f en

[a,b]", es de tipo menor o igual que n, es Riemann-integrable.

sea [a,b] un intervalo arbitrario y f:[a,b] + IR acotada tal que

( [a,b]) es de tipo n+1.

supongamos de nuevo por simplicidad que

it	 = ( c	 con a < c < b.

	

Sean 4)0, a>0 arbitrarios.	 Escojamos 6>o, sea 6 <

además tal que

c r([a,c--a4 —]), HP " < 6	 S(P',a) <

n+i

4
	 Y

" s	 Cc+
4 b] ), H P" M < 6	 -I	 S(P", a ) <'	 4 •

Esto último es posible por la hipótesis de inducción, ya que

LD[a,c- 4 ], D
t 	4 '
[c+	 b], son de tipo n.

Si tomamos ahora	 P e P[a,b], tal que	 OPI < 6 se tendrá entonces

que:
	

S(P,a)	 2— + S(P',0) + S(P",a), donde

P'= Pn[a, c - -	 Fofa, x ] y	 P"	 pn[c + 4, b]	 P[xq, b]e

4

con	 xq y	 x	 definidos igual que en I.

Por lo tanto S(P,a) < e.



). LA INTEGRAL DE LIPSCHITZ COINCIDE CON LA INTEGRAL DE RIEMANN

otro de los resultados que nos exige el observar a la integral 	 de

Riemann como una extensión de la definición de integral 	 de

Lipschitz es probar que ambas integrales coinciden para	 las

funciones cuyas, discontinuidades forman un conjunto de primera

especie , lo cual podemos enunciar bajo el siguiente

TEOREMA. 2.18. Si una función í es Lipschitz-integrable entonces

su integral coincide con la	 Integral dada por Riemann para

funciones con un conjunto de discontinuidades de primera especie.
111

DEMOSTRACION1	 A La integral de Lipschitz de 1, definida	 en

1.16, la denotaremos simplemente Li7 y a la de Riemann Rfr, -

- entonces el teorema quedará	 probado si demostramos que	 la

siguiente propiedad es válida para todo n entero no negativo:

Sea [a,b] un intervalo cerrado	 y íz[a,b] 4 CR una función

acotada de tipo n, entonces

L	 I( x )dx =	 I( x )dx

OEMOSTRACION: la prueba será por inducción sobre el tipo de 1.

G9



13.7 La,propledad eas_válida_para_maD:

DEMOSTRACION: a).- Si f es continua en [a,b], claramente

Lf f( x )dx = Rf f( x )dx ,
a	 a

puesto que Lf f(x)dx es el limite de las sumas de Cauchy.
a

b).- Si DI, es finito, vamos a su poner por simplicidad que tiene
•

solo un punto de discontinuidad c, tal que a < c < b, como lo

hemos hecho antes, entonces:

b	 40-6	 b
Lf f( x )dx = lim f f( x )d.x + lim f f( x )dx

ia	 6-'o	 a	 4-1.0	 0+6	 Jt

0-6	 b	 /I
= hitt] RS	 f( x )dx + lim Rf 1( x )dx

	

6+0 a	 440	 0+6

e= Rffi x )dx + Rf
 b	 b

i( x )dx =	 Rf f( x )dx
a	 o

La primera y segunda igualdad se verifica por la definición de

Lf
b

	

 f(x)dx y el inciso	 (a),	 ya	 que	 f	 es continua en los
a

intervalos [a, c-c], [c+e, b]	 y,	 la tercera y cuarta igualdad

por las propiedades de la integral de Riemann, puesto que f es

Riemann-integrable en [a,c] ya que solo es discontinua en c y se
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:.Axmeds-neerel-Crittentle-Oes.	 is~ra,ni>, es-.Riemenn-kintegrable -en

[a,c] entonces

c-c
s1cxdx = f fix )dx

e*a	 a	 o.

La justificación de ello viene de que si F:[(), c-a] 4 R, tal	 que

c-s	 o

F(')	 f(x )dx entonces:
	

f(x)dx = f fix )dx
a	 £4.0 a	 a

evidentemente puesto que

c-c	 o

1 F( ) - f f(x)dx I = 1 f	 f( x )dx - f	 x )cb.:( 1 = 1 f f(x)dx 1 S
a	 a	 a

- S If(x)Idx	 M e 4 O cuando e 4 O y donde M = sup 11(x)I.0-.

li).- Supongamos que la propiedad es	 válida	 para funciones	 de

tipo kSn.	 Sea [a,b] un intervalo cualquiera y f:[a,b]	 R	 una

función de tipo n+1.

Supongamos por simplicidad,	 que ir rs+t = (d) con a < c < b.

Entonces por definición

43-£

f( x )dx = hm f Y( x )dx + 1im f f(X)dX
C40	 a	 £40	 C+C

Y por hipótesis de inducción
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c-s	 424£

f(x)dx = R,j f( x )dx ,	 análogamente
4	 a

b	 b
Lf f(x)dx = Rf f(x)dx.

c+s	 0+4C

Por lo tanto, por las propiedades de la inte gral	 de Riemann	 se

tiene que:

b	 o-X
Lf f(x)dx a lim Rf 1( x )dx + lim Rf f(x)dx

a	 e-lo	 a	 £4.0	 c+s

= Rf f( x )dx + Rf f( x)dx =	 Rf I( x)dx .	 o
a

De ambos incisos, 1) y 2)1 concluimos que, para	 f : [a,b]
	

IR,

Cbntiqya excepto en un conjunto de primera especie, la definición

de Integral 1.16 de Cauchy-Lopschitz, coincide con la definición

de Integral dada por Riemann.—

Observemos finalmente que	 la familia	 de	 funciones

Riemann-integrables es, por lo menos, tan amplia como la de las

Lipschitz-integrables. En realidad es estrictamente más amplia,

es decir, incluye funciones discontinuas en conjuntos que no son

de primera especie. Un sencillo ejemplo está dado por la Función

Indicadora del conjunto de Cantor:

TI&



x ) = I k( x ) =
	

1
	

si x oaK

En esta función K =	 no es de Primera	 Especie, más

precisamente es un conjunto nunca denso. Que	 f(x)	 = I k(x)	 es

Riemann-integrable se demuestra 	 en el	 siguiente capítulo

(Corolario 2, Teorema 3.2).
•
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CRIM 4MnIOS
4r nitAKM1,

=

{ I, si
O, si

x=0.
m'O.

,	 si x= ,	 (m,n)=1.

1,

§ 4. UN EJEMPLO DE UNA Fuma.; DISCONTINUA EN UN CONJUNTO DENSO,

LA CUAL ES RIEMANN-INTEGRARLE.

Riemann probó que su clase de funciones integrables incluía a

funciones mucho "más discontinuas" que las consideradas por

Lipschitz para lo cual 'presentó	 un ejemplo de una función

f:[a,b] 4 R , Riemann-integrable donde Mr es un conjunto denso en

[a,b]. Incidentalmente es en la prueba de la integrabilidad de

esta función cuando Riemann desarrolla el Criterio Dos Zstudiado

en este capitulo.

Este ejemplo no es el que di ó Riemann pero ilustra los elementos

esenciales de aquél.

Sea f:[0,1]	 IR, tal que,

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

Demostremos que f es Riemann-integrable usando el criterio dos de

integrabilidad de Riemann, es decir, probaremos que:
•

dados .00 y c00, existe 6 > O, tal que si P e P[a,b] con

!PO < 6, entonces S(P,a) < dc.

DEMOSTRACION: para cada n e N definamos

Qn = (O, s/n, 2/n,	 , (n-1 )/n , 1)
	

y	 Pn = k (4. Qk'
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WrriMn+M 
Obsérvese que #(Pn) S 2 + 3 +	 + n+1 - 2	 t.

Sea L(n) el número de elementos de Pn , así L(n) < on , Y nsll

Nótese también que si xsPn, f(x) k 1/n y si x	 P, f(x) < 1/n

Sea N e N tal que	 1/N < a, elijamos 45 > O	 tal que

6 <   y sea p e P[0,1] con Ipl	 6.
2L( N )-2'

Sea I un subintervalo de P que no contenga puntos de PN,

entonces O 5 f(x) < 1/N para todo	 x e I,	 así que

n(1) � 1/N < a.

De lo antelior podemos afirmar que los únicos subintervalos de P

en donde la oscilación puede ser mayor o igual que a son aquellos

que contienen algún punto de = {x, x	 ,
s	 2'	 xLao ), pero

como a lo sumo hay L(N) = 2L(N)-2 intervalos de ese tipo, cada

uno de los cuales tiene una longitud menor que 6, concluimos que

S(P,a) 5 (2L(N)-2).6 < 2L(N) 2 EfW72 < e.

Enotras palabras,	 cumple con el criterio dos, de donde f es

Riemann-integrable. 	 •



A pesar de lo anterior, Riemann se da cuenta que una función

integrable no puede ser arbitrariamente discontinua.	 Con los

Criterios hasta ahora estudiados se demuestra claramente que la

función de Dirichlet:

Iormn , discontinua en todo [0,1],

no es integrable.

Observando el desarrollo anterior, era natural que se instalara

en el horizonte matemático la conjetura de la existencia de un

criterio de integrabilidad en función del "temario" del conjunto de

discontinuidades de la funci ón, mr , discusión que retomamos en el

obpItulo siguiente.



CAPITULO III

CRITERIO DE INTEGRABILIDAD EN TERMINOS DE NOCIONES DE MEDIDA.

Como ya comentamos en el capítulo anterior, el trabajo de Riemann

deja aun sin respuesta definitiva una importante interrogante:

¿Cuantas discontinuidades puede tener una función integrable?.

En los anos subsiguientes al trabajo de Riemann, la investigación

de las matemáticas en lo que se refiere a la teoría de

integración, se orientaría a buscar una caracterización de 	 las

funciones Riemann-integrables en términos	 del	 "teman)"	 del

conjunto de discontinuidad.	 El resultado concluyente solo

sería Acanzado a principios del Siglo XX, por 	 Henri Lebesgue,

después de desarrollar su teoría de la medida. 	 Sin embargo en

1887, Hankel logra en esa dirección un resultado muy importante
-

que discutiremos en este capítulo.

Cabe mencionar que, a pesar que el Criterio Dos de Riemann dejaba

ver incipientemente que la noción de "temerlo"	 que mencionamos

tenía que basarse en el concepto 	 básico de	 "longitud", todavía

durante catorce anos después de la publicación	 del trabajo	 de

Riemann sobre integración, se siguió intentando caracterizar a las

funciones Riemann-integrables en términos del "tamal% topológico"

del conjunto de sus discontinuidades.	 Este	 hecho estuvo

influenciado por la ya mencionada confusión	 que había	 al

considerar que los únicos conjuntos densos en ninguna parte eran

los de primera especie.	 Cuando se logró distinguir estas 	 dos



clases de conjuntos y se encontr ó la	 clase intermedia de los

conjuntos de contenido cero se logrará transformar el	 Criterios

Dos de Riemann en una caracterización de la integrabilidad de una

función usando una noción de "longitud 	 generalizada" o medida.

La conclusión de este período es lo que se presenta en este

capitulo.

1.	 CONTENIDO DE JORDAN DE CONJUNTOS ACOTADOS EN R.

DEFINICION 3.1	 Sea 5 c [a,b] c IR, y P una partición	 de [a,b].

Se define J(P,S) como la suma de las longitudes de	 aquellos

subintervalos de la partición P que contienen puntos de S.

Entonces, el-número

E(S) = inf( 5(P,S): PER[a,b])
Es llamado, Contenido Exterior de S.	 -Se dice que un	 conjunto

S tiene Contenido Cero y se denota esto por C(S) = O, si E(S) = O.

Es fácil ver que un conjunto 5 posee Contenido Cero si, y solo si,

para cada c>O existe un recubrimiento finito de 5 por medio de

intervalos abiertos, tales que la suma de sus longitudes sea menor

. que' c.

El siguiente teorema apunta ya hacia una 	 caracterización de las

funciones Riemann-inte grables en términos de la "longitud" del

	

conjunto de las discontinuidades de la función usando el 	 concepto

de Contenido Cero. Más adelante discutiremos el Teorema de Hankel

el cual se considera un resultado más completo.



TEOREMA. 3.2.	 Sea f:[a,b]	 R, acotada y continua excepto en un
1

conjunto de contenido cero, entonces f es Riemann-integrable en

[a,b].

•

DEMOSTRACION: Sea f bajo las condiciones que indica el teorema y

= { xe[a,b]: f es discontinua en x ) el conjunto de contenido

cero.

Sea 5>0.	 Existe una colección finita de intervalos abiertos

tales que c Y	 /(Ii) < 4m

1=1

_
donde- M = sup 1 1(t) 1 .

te[a ,b]

Sea J = I	 n [a,b], k = 1,	 , n.

Sabemos que en [a,b] - U J = S, solo hay puntos de continuidadk=1 k

de f y siendo S compacto y f continua en S,	 entonces f es
uniformemente continua en S, luego existe

6.= 6(€) > 0, tal que si, x,y ES con Ix-yl < 6 entonces

Ifix)- f(Y)1	 < 20D-a)

Sea P c r[a,b], formada por a, b, todos los extremos dee

J I, "., Jn,	 más todos los puntos necesarios de tal manera que

Opta < 6.
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Si P Ps' entonces

U(P,f)	 L(P,f) = 2 (	 M. )AX.	 )411x
1	

Mj

DEA	 jea

donde A indexa a todos aquellos	 subintervalos de	 P	 que están

totalme-nte contenidos en algún J k y B indexa a los	 subintervalos

restantes de P.
n	 n

Así, 2( M. - m . )Ax J. S 2M .2 AX 
J
. <- 2M 2	 t(3) s 2M 2 2.(ips

J	 J 
jew	 jew	 j=i	 j=t

2M ÉTF, =
2

Además, como MP U S Mps H	 < 6,

s
áx< 

x(b-a)	 c	14.	
x

2 ( 	- m. )A <

	

i	 i	 i	 IrE7-7)- 2	 j - 2(b-a) -	 2-
jos	 jan

Por lo tanto, si P = P	 entonces, U(P,f)	 L(P,f) < s

Así, por el teorema 2.10, f	 es Riemann-integrable en [a,b].	 n

El teorema anterior tiene como Corolario un resultado que había

sido probado (el Teorema 2.17) usando otros métodos:

COROLARIO 1. Si f:(a,b]	 4 R y es una función continua excepto en un

conjunto de primera especie, entonces f es	 Riemann-integrable en

[a,b].
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Demostración: La demostración es inmediata pues, como se demuestra

en el apéndice, todo conjunto acotado de primera especie es de

contenido cero.	 •

-
Por otra parte, el

clase de funciones

de funciones que

Especie.

teorema 3.2 también permite mostrar que	 la

Riemann-integrables es más amplia que la clase

son diicontinuas en conjuntos de Primera

COROLARIO 2.
	 La función.indicadora del conjunto de cantor K es

Riemann-integrable.

Demostración.	 La demostración es inmediata, pues si 	 f = Ik,

con ID 
= 
K entonces f es Riemann-integrable, ya que, como se

demuestra en el apéndice, aun cuando el conjunto de cantor es

"más grande" desde el punto de vista topológico que los conjuntos

de Primera Especie, ambos tienen Contenido Cero.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

SABER DI MI:
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§ 2. OSCILACION DE UNA FUNCION EN UN PUNTO Y EN UN INTERVALO.

Con este subtitulo discutimos dos conceptos: el de oscilación en

un intervalo debido a Riemann y Dirichlet, y oscilación puntual de

Hankel.

DEFINICION 3.3.	 Sea- f una función definida y acotada

en un intervalo S = [a,b].	 Si T c S, el número

n(T) = SuP{fix)-f(Y) : x,Y e Th

se llama la oscilación de f en T.

Y el número

w
r(x) = lim + n/ B(X;/1)"6)

h-po

se llama la oscilación puntual de f en x.

OBSERVACIONES:

Para cualquier T S [a,b]

at(T) = Sup {	 If(u)-f(t)I u,t é T }

y por lo tanto

((T)	 O.

De la observación anterior:

01(x)	 O.

c) T c T' • nt( T ) :5 Ot( T ' )
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SIT) = sup f(x)-inf f(x).
T	 IG T

Puesto que la función de h	 v(h) = nt( 8(x;h)n[a,13] )
-

es una función creciente y acotada	 en (0,), entonces

lim
+
 9o(h)	 p(04.) =	 inf 10(.h).

h->o 	 h>o

es creciente, puesto que si 0<ht<hz, entonces

E3(x;h1)n[a,b]	 c 13(x;h2)(1Ea,b3

de donde	 Sup (1(u) - f(v)	 u,v a 13(x;ht)n[a,b])

sup {f(u) - f(v)	 u,v e B(x;h2)n[a,b])

es decir

/51
4o( hi) = nt( 8( x ; )n [a b]	 ) 5- ry	 B( x ha )n[a , b] ) = g;‹ hz ).

Y p es acotada en (0,02), pues

xe[a,b] y V he(0,ce), 	 B(x;h)n[a,b] c (a,ID]

de donde

Sup (1(u)-f(v):u,v	 B(x;h)n[a,lol) < SuP (If(u)-f(v)1:u,v s[a,ID])

por lo'que

Ot( B( x;h)n[a,b] )	 sup f( u )1 + sup II( v)I S 2M,

	

ueta,b,	 veca,b3

con	 M	 =	 sup	 I f( x )1.
xec a b

Por lo tanto O � 4p(h) � 2M, para todo h e (0,0:0).
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TEOREMA 3.4.	 Sea f una función definida y acotada en un

intervalo S = [a,b]. Entonces f es continua en un punto x de 5

si, y solo si, by x ) = 0.

DEMOSTRACION: (*) Supongamos que f es continua en x. Dado s>0

existe 6)0 tal que te[a,b]

R.-x1< a •	 If(t) - f(x)1 < s/2

Sean u,t e 8(x;(5)n[a,b], entonces, como

I f( u-) - f(t)I S	 If(u) - f( x )1	 + 1 f( x )	 f( t ) 1 < e/2 + e/2 = s,

se tiene	 que

o(B(x;c5)n[a,b] ) = sup { If(u)	 f(t)1 :	 u,t E e(x;cs)n[a,6]) S s

Por lo tanto si 0<h<15,

0 S nt (8(x;h)n [a,b]	 S nt (8(x;e5)n[e,b] S s

Y entonces

t(x) =	 inf t (Et(x;h)n[a,b]
h>o

Por lo tanto como

O S cut( x)	 s	 rl	 s>o, t( x )=0
	 o

( * ).	 Supongamos	 ahora	 que	 al( x ) = O.	 Sea s>0.	 Por

definición de wt( x) existe h>O tal que

o S (e (x;11)n[a,b] <

es decir,

sup	 If(u)	 f(t)I	 u,t ES (x;h)n[a,b]) < s

en particular If(u) - f(t)I< e	 para todo u,t e e (x;h)n[a,b])

EL SADER
LiATZA

DiW
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tomemos ó = h >0	 y t=x entonces

If(u)	 f(x)l< e
	 u s 8(x;6)n[a,b])

•
es decir, si uc[a,b] Y	 lu-xl<6 entonce If(u)	 f(x)I < s, por lo

tanto f es continua en x.	 m •

OBSERVACION.	 Se sigue-del teorema anterior que si

W	 = ( xele,b]	 f es discontinua en x

entonces	 Dr = { xa[a,b] :	 cut( x ) >0.	 ).

"

LEMA 3.5.	 Sea f definida y acotada en [a,b], y sea	 s un

número positivo tal que 41 x) < s para todo xe[a,b].	 Entonces

existe un 6>0, (que	 solo depende de s) tal que para todo

subintervalo cerrado Tc[a,b], de longitud menor que a se tiene que

ncr) < s.

DEMO�TRACION:	 De la hipótesis del lema, 44(x) < e,

para todo xe(a,b]	 asi por

definición de w (x) '	xe[a,b]	 existe 6 a 45c >0 tal Rue

t(s ( x; 63‹ )n[a,b)) < s.

La familia de bolas abiertas ( 8 (x;6x/2) 	 xe[a.b] ) constituye

una cubierta por abiertos del intervalo compacto (a,b].
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Por el teorema de Heine-Borel, existe una subcolección finita de

bolas{13(x.; e5x ./2) : i= 1,...,K } tal que

[a,b] c u B (x.;ówL/2)

Sea ó = min { (5)/t/2 : i = 1,...,k}, y

T un subintervalo de [a,b], tal que L(T) < 6;

entonces	 necesariamente existe alg ún pc (i=1,...,k} tal que

Tr6(x p ;óp/2) w 0.
•

Sea	 E Tr8(xP;613/2) 	 y	 y e T entonces

IY-x5, 1 5 IY-t1+1Z-xPI < ótó p/2 	4/2+óp/2 =

así que T c El(xp;óp).

Por lo tanto	 C2f( T)	 n(B( XP; 6P )n [a ,b] ) <

«e'

Teorema 3.6	 Sea f definida y acotada en [a,b]. Si para cada

c>0 definimos el conjunto

= Xe[a ,b] : wt(x)�e},

entonces J es un conjunto compacto.

DEMOSTRACION:	 Si x E [a,b]-J,, entonces cot(x) < r.

Por definición de w(x), existe una bola de centro en x

tal	 que, Ot(13(x)(1[a,b]) <

esto implica que B(x)rJ e = 0

ek



En efecto, si existiera p e E3( x )rt.7r' entonces co ( p )	 E.

Como p e B( x ) existe una bola de centro en p, tal que

B( p ) c	 x ) .

Así,	 cut( p )	 ilt( g( p )n[a ,b] )	 Oí< B( Sc )n[a ,b] ) <

lo cual es una contradiccióra 	 Así [a ,b] ) n B( x ) c [a ,b]

Por lo tanto, 3: = [a ,b] --J	 es abierto.	 De donde,	 Jr es

•

cerrado en [a ,b] y por tanto en la recta ; Como por hipótesis f es

acotada, Jr es acotado.

Que Jr	es compacto, se sigue del 	 hecho de	 que es cerrado	 y

acotado.	 •
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CARACTERIZACION f SEGUN HANKELDEL	 DE LAS	 FUNCIONES

RIEMANN-INTEORAELEE UTILIZANDO EL CONCEPTO DE

CONTENIDO CERO.

TEOREMA 4.7.	 ( HANKEL ) Sea f:[a,b] * R acotada y	 definase

para cada c>O el conjunto

Js ...(xe[a,b] : t(x)�s),

entonces f es Riemann-integrable en [a,b] si, y solo si, J e tiene

contenido cero para todo c>0.

DEMOSTRACION.	 Supongamos que f es Riemann-integrable en [a,b].

Dado 0)/J, sea	 Ha 	{ x E [a,b]: cot(x) > a ).

Por el criterio Dos de Riemann, para cada e>0 existe d>0 tal que,

si P es cualquier partición tal que RPR < d, entonces S(P,a) <c/z.

Sea P=( x o ,	 x i , x 2 ,	 ..., x o ) cualquier partición de [a,b]	 tal que

RPO < d.

Si x as un punto interior de algún subintervalo de P 	 en donde	 la

oscilación de / es menor o i gual a a, entonces <4(x) 	 a, es decir

x e Ha .	 Por lo tanto, si x e Ha , entonces o bien x es un punto

interior de algún intervalo de P en donde la oscilación de	 es

mayor que ó,'o bien x es un elemento de la partición P.

Definamos	 J.	 (x.L-I ,	 x.) para i = 1, 2, ..., 	 n,	 al	 i-ésimo
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abierta de Ha y, además:

intervalo de P tal que O(Jt) > a, y sean

I , 1 ..... In intervalos abiertos tales que	 x.eLparao

	

	 1.	 u
n

..., n	 Y	 1 i( i i ) < s/2.

i. =o

Entonces, los intervalos	 Io,	 In ,	 junto con los

intervalosipara los cuales D. > a, constituyen una cubierta

/ 1(	 + I L(it) = up,a)	 110 t) < e/2+ 4/2 = S.

Lo cuál demuestra que, para cualquier 0,0, H	 tiene contenido

cero; lo cual a su vez implica inmediatamente que, para cualquier

0)0, Je tiene contenido cero.	 o

Inversamente. Supongamos ahora que J o tiene contenido cero

Dados s>0 y 0>0, existen entonces intervalos abiertos J	 J	 J
ni

ni

	

J,	 ty..,

tales que	 3	 ó U 3
k
 y	 L(Jk) <

k=o
k=o

Los intervalos J., J1,..,Jm inducen una partición Po del intervalo

[a,b] de tal manera que en cada uno de los subintervalos I	 de	 Po

que no contienen puntos de J	 debe tenerse W (x) < 072	 Y xel.OV2

Aplicando el lema 3.5 a cada uno de estos intervalos I de Po ,

09



podemos encontrar (5>0 tal que cada uno de esos intervalos I, puede

a su vez ser subdividido en intervalos T, de longitud menor que

y en los- cuales se tenga o (T) < a/2.
-	 t

Sea Pi la nueva partición de [a,b) que se genera mediante el

procedimiento anterior y sea d la más pequena de las longitudes

de los subintervalos de P t.

Si P es cualquier partición tal que 'PUM, entonces se puede ver

que los únicos subintervalos de P en los cuales la oscilación de f

puede ser mayor que a son aquellos que intersectan algún intervalo;

o Si llamamos S k a la suma de las longitudes de

los subintervalos de P que intersectan a Jk -^-k = 1, 2, ... ,m,

se tiene:

S(P,a) 1	 Sk

k=o

Pero Sk < L( J k ) + 2d 5 L( Jk ) + 2 L( J k ) = 31( Jk ) para k=1,2 ..... m.

Por lo tanto, se obtiene:

S(P,a) S	 3L(Jk) < 3(w/ g ) = e.
k=g.

Asi que se satisface el criterio Dos de Riemann y entonces f es

Riemann-integrable en [a,b].

•



La demostración del teorema anterior muestra la estrecha relación

que existe entre el criterio Dos de Riemann y la caracterización

de la Riemann-integrabilidad en términos del tamafío del conjunto

de discontinuidades de la función a integrar. 	 Cabe mencionar,

como lo señalamos en la presentación del capitulo, sin embargo,

que pasaron alrededor de
	

14	 aflos desde la	 publicación del

trabajo de Riemann hasta que Hankel demostró el teorema 4.7. De

cualquier manera, fué el criterio Dos de Riemann el hilo conductor
•

que llevó a este tipo de resultados.

Por otra parte, si-bien el criterio Dos de Riemann está más

vincurado que el criterio Uno con el resultado del último teorema,

se puede dar una demostración basada en el criterio Uno como se

muestra acontinuación:

Demostración del Teorema 4.7 basada en el criterio Uno de Riemann:

DEMOSTRACION: ( • ) Supongamos 	 que existe algun c>0 tal que

a3w)00, mostremos que en este caso no puede cumplirse la

condición de Riemann-integrabilidad de f en (a,b].

Para cualquier partición 	 P = (a=x0, xt,..., xn)	 del intervalo

(a,b] se tiene



U(P,f) - L(P,f) =	 1 Mk - Mk I AX k = S l+ S2
slll

donde SI está formado por aquellos t érminos en la sumatoria que

provienen de subintervalos de la partición que contienen puntos de

Je y Sa está formado por los t érminos restantes en la sumatoria.

Los intervalos asociados a S 	 tienen una longitud total

5( P,Jw.) 2 E( Je )

puesto que C(Jw ) es el ínfimo de las sumas de los intervalos que

contienen puntos de J 	 .

Además,pn estos Intervalos se verifica que

M	 m
k k ) 2

donde t k a	 .

Supongamos que I es un subcon junto que indexa a los intervalos

[x k_i , x) asociados a SI , entonces

mk l'xk 2 c Ax = c Stp,jc ) 2 w E(3,),

poi- lo tanto

U(P;f)	 = S i+ Sa � Si 2 e ¿be).

por lo tanto U(P,f) - L(P,f) no puede hacerse tan pequeMo como

queramos,	 es decir,	 no	 se cumple	 la	 condición	 de

Riemann-integrabilidad para f (teorema 2.10). 	 o



Supongamos que	 C(.14.)=0 para todo r>0. Entonces

dado c>0, por definición de aJ), existe	 una partición Po de

[a,b], tal que 7(P0, Js) < é.

En cada uno de los subintervalos I de po que no contienen puntos

de c debe tenerse que w(x) < w para todo x é I.

Aplicando el lema 3.5 a cada uno de estos intervalos I de pc,

podemos encontrar 6>0 tal que, cada uno de estos intervalos I,

puede a su vez ser subdividido en intervalos 7, de longitUd menor

que 6, •en ros cuales 0(7) < c.
-

Sea P la nueva partición de [a,b1 que hemos inducido mediante el

procedimiento anterior.	 Si P es un refinamiento de Pc

entonces podemos escribir

U(Pd) - 1...(PJ) = 	 [M - m k 	 Ax k = At+ Ask=1

donde A 1 está formado por aquellos términos en la sumatoria 	 que

Provienen de subintervalos de la partición que contienen puntos de

Jw, y A2 está formado por los términos restantes en la sumatoria.

En el k-esimo término de A 2 se tiene que

n
f
( (X k-s ,X kj) = m — mk <

Y por lo tanto

93



donde L indexa los sumandos de Az.

Por otra parte

A =	 M
k
 - Mk 	 Ax k (M-m)	 Axk =

kcaL'

(M-m)Y(P e , Je ) < ( M-m)c.

donde L' = (1, ... ,n} - L,

M = Sup f(x)	 y m = inf f(x)
xCta,b]	 xOta,b]

Por lo tanto

U(P,f) - L(P,f) < s(M-m +b-a)

asi, del teorema 2.10, f es Riemann-integrable en [a,b]. 	 n
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§.4.	 CARACTERIZACION (SEGUN LEZIESCUID DE LAS	 FUNCIONES

RZMMANN-INTWORAMLEM UTILIZANDO	 EL CONCEPTO DE

MEDIDA CERO.

Aunque el teorema 3.7, nos da una condición necesaria y suficiente

para determinar si una función acotada es o no Riemann-integrable,

la condición no es muy útil	 en	 la práctica.	 Su principal

desventaja es .que uno debe calcular C(J) para 	 una	 infinidad	 de

conjuntos Je cuya estructura puede ser difícil 	 de determinar

a partir de la definición dela función.

.11

Además, el teorema 3.7,	 al	 considerar	 el	 conjunto	 de

discontinuidades de la función, aún no da una caracterización 	 de

la integrabilidad en términos del tamal% de estas discontinuidades

desde el punto de vista de la medida

Así, una condición necesaria	 y suficiente mucho más útil fue

descubierta por Lebesgue, la cual	 expresamos en un	 teorema cuyo

enunciado y demostración, es la preocupación principal en esta

sección.

Para formular el teorema de Lebesgue veamos las siguientes

definiciones y resultados.



§. 4 .	 CAMACTIMIZACION (SEGUN LESESOUE) DE LAS FUNCIONES

MIEMANN-INTEORADLEM UTILIZANDO 	 EL CONCEPTO DE

MEDIDA CERO.

Aunque el teorema 3.7, nos da una condición necesaria y suficiente

para determinar si una función acotada es o no Riemann-integrable,

la condición no es muy útil 	 en	 la práctica.	 Su principal

desventaja es que uno debe calcular C(J ) para
	 una	 infinidad	 de

conjuntos J e cuya estructura puede ser	 difícil	 de determinar

a partir de la definición de la función.

Además,	 el teorema	 3.7,	 al	 considerar	 el	 conjunto	 de

discontinuidades de la función, a ún no da una caracterización 	 de

la integrabilidad en t érminos del tamarlo de estas discontinuidades

desde el punto de vista de la medida

Así, una condición necesaria 	 y suficiente mucho más útil fue

descubierta por Lebesgue, la cual 	 expresamos en un	 teorema cuyo

enunciado y demostraci ón, es la preocupación principal en esta

sección.

Para formular el teorema de Lebesgue veamos las siguientes

definiciones y resultados. BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
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MEDIDA EXTERIOR DE LAEMEMOUr PARA COI/CONJUNTOS DE R

DEFINICION 3.8	 Sea 5 ó R. Por una cubierta de Lebesgue de S

entenderemos una colección a lo más numerable

T = (TI, T2, ...

de intervalos abiertos los cuales cubren a $.

55.../(Tk ) es la longitud del intervalo T k , la longitud total de la
•

cubierta, 1(T), está definida por el número

1(T) = T k )	 si la serie converge.

Y definimos
f-31

El número

i(r) =	 w	 si la serie diverge.

;(5) = inf( /(T) : T es una cubierta de Lebesgue de $ )

es llamado " medida exterior de Lebesgue de $ ".

Se dice que un conjunto $ tiene medida cero y se denota _por

m(5) = O,	 si m($) =

En otras palabras, un conjunto 5 posee medida cero si, y solo si,

para cada t>0 existe un recubrimiento a lo más numerable de 5 por

medio de intervalos abiertos, tales que la suma de sus longitudes

es menor que c.

Algunas propiedades de medida exterior:



a). Cuando S es acotado, y Sc[a,b] para algún 	 [a,b]cOle

entonces OS m(5) S b-a

b), Si A,B c [a,b] y A c B, entonces in(A) S 1(8).
Ademas, podemos enunciar el siguiente

`=Ai:ER DE MIS HIJO
HACA	 GDANDEZA

BIBLIC,TECA

DEPARTAMENTO DE

MATEtdATICA3

LEMA 3.9.	 Si (A n ) es una colecCión a lo más numerable de
conjuntos de medida cero, entonces A = U An tiene medida cero.

DEMOSIRACION : - Dado c)0, sea cn = w/2".+s .
y sean I	 , I n 	I	 intervalos abiertos tales que

á	 a
- para cada n, tengo una cubierta de intervalos abiertos

A n 	 J
cUI	 Y	 2 «I n ) < gn

entonces

AcUt
r.

n. .l

y como la longitud total de la cubierta es

L(I_ ) <	 wn	 f= 2 g/ lt g/2 < g

n, j

concluimos que A = U A tiene medida cero



TEOREMA 3.10.	 Para todo conjunto acotado ScR, tenemos

m(S) 5 E(S).

DEMOSTRACION.	 Sean Sc[a,b], P una partición de [a,b].

Y sean [al,b1], [az,bz],	 ,	 [am, bm] los subintervalos de

los cuales contienen puntos de S

= (ak	 bk)

el k-ésimo de tales intervalos, entonces, de la definición 3.1

i(P, ) =Ck )
f'Vt

Dada z>0, definamos para k = 1,2,...m

Ak = (ak z/2m , ak + c/2m)	 Y	 Bk = (bk - 2/2m , bk + z/2m).

La famila de intervalos constituida por 	 { Ak )k=1	 ( B)

y ( Cidk.1 , forman una cubierta de Lebesgue de S, de aqui

de la definición 3.8, tenemos que

m---( ) S	 2(	 )
= I/(B ) +	 i(c k ) = J(P s) + 2z

de donde	 m(S) - 2z 5 5(P, S) para toda partición P.

Por lo tanto	 m(S) -2z 5 E(S).

y como z es arbitrario 	 ni(s) S a S ) •
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LEMA 3.11.	 Sea S un conjunto	 compacto de medida cero,

entonces 5 tiene contenido cero.

DEMOSTRACION.	 Como m(S) = 0, dado 6>0 existen intervalos

abiertos I I , I z ,	 tales que

	

S C U I
k	 I( i k ) < 6.

k

pero como S es compacto, por el teorema de Heine-Borel existe un

número finito de intervalos abiertos I k ,.digamos

I k ' I k 5	 Ik	 tales que

S.0
_J=2.
	 Ik

4/)
eEvidentemnte se tiene que

	

.( I k	 i( I k ) < á.

j=1.

Por lo tanto hemos demostrado que, 	 dado cualquier número 6>0,

existe un número finito de intervalos abiertos que cubren 5 y

tales que la suma de sus longitudes es menor que 6, es decir, 5

tiene contenido cero.

•



CRITERIO DE LEBESGUE PARA RIEMANN-INTERGRABILIDAD

TEOREMA 3.12.	 Sea f definida y	 acotada en	 Ea,,b] y D
r
	el

conjunto de discontinuidades de f en [a,b].	 Entonces, f	 es

Riemann-integrable en [a,b] si, y solo sf, Dt tiene medida cero.

DEMOSTRACION:	 (	 •	 ).	 Supongamos	 que	 es

Riemann-imtegrable en [a,b] y sea

= ( x 0 [a ,b]	 wt( x )	 )

-
Del teorema 3.7, C(J) = O para todo	 0>0.	 En particular

esto se cumple para w = 1/n, n=1,2 , 	  Por el teorema 3 .10	 se

tiene entonces m(J1,n) = O V n c N.

•
Ahora, xca>t, si y solo si wt(x) > O, si y solo si	 w(x) k 1/n

para algún noN.	 Por lo tanto

D
r = U J

n=1	 i.on

Y por el lema 3.9	 n(ID) = O.	 o

( s )	 Si D	 tiene medida cero, entonces,	 es suficiente

demostrar que para todo 0>0, Jc tiene contenido cero.

Supongamos que m(Dt)=0, escojamos un 0>0 y formemos	 el conjunto

2 •
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Como J c f' entonces

34 ) 5 n-;(1DI f ) = O

Por lo tanto J c tiene medida cero.	 Del teorema 3.6	 J es un

conjunto compacto, y del lema 3.11, J e	es	 de	 contenido

cero. Asi, del Teorema 3.7 de Hnkel, f es Riemann—integrable en
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APENDICE

NOCIONES DE NULIDAD : PRIMERA ESPECIE, CONTENIDO CERO

Y NUNCA DENSO.

Debido al papel central que jugaron en 	 desarrollo histórico

de la teoría de integración, dedicaremos este apartado	 al

estudio de la relación existente entre conjuntos de Primera

Especie, de Contenido Cero y Nunca Denso.

Demos primero las definiciones de esto-s tres tipos de conjuntos.

n,
DEFINICION 4.1. Decimos que K es ',I,	 -nriso si el interior

de su cerradura es vasio

Es decir, K no contiene ningún intervalo abierto.

DEFINICION A.2.	 Se dice que el conjunto K es de Contenido

Cero si dado c>0, existe una cubierta finita 	 de K formada por

intervalos	 abiertos	 { HL }i.:0 tal que	 ( H1)
=1

•
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Recordemos ahora las siguientes definiciones:

BIBLIOTECA
Ol CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
:IAUER DI MIRMX)S

iñÑA 111 GRANDEZA

DEFINICION A.3.	 El Conjunto Derivado de A, es el conjunto de

los puntos de acumulación de A y lo denotamos por A'. 	 El

Segundo Derivado de A, es el conjunto de los puntos de acumulación

de A' y lo denotamos por A
2 

Sucesivamente, el n-ésimo	 derivado

del conjunto A, que denotamos como A TI ,  es el conjunto de los

puntos de acumulación del n-l-ésimo derivado da/ A.	 De esta

manera tenemos inductivamente definido A" r neN.

DEFINICION A.4.	 Un	 conjunto A	 es de Primera Especie, si

existe un entero no negativo n, tal que A
n+1
 = S.	 Es decir si

. n
existe n tal que, el n-esimo derivado de A es un	 conjunto sin

puntos de acumulación. 	 En este caso, si n es el menor entero no

negativo tal que A
T1+1
 = S, se dice que A es de tipo n.

Veremos ahora que la relaci ón mencionada, si nos restringimos a

conjuntos acotados, está dada por el siguiente esquema:

{ 
1 

Ora
eSP	 C.C.	 { Nunca D. } .

lo que desglosaremos mediante las siguientes proposiciones:

A.S.Todo conjunto acotado de primera especie es de contenido cero.

A.6.Todo conjunto de contenido cero es nunca denso.

A.7.No todo conjunto acotado nunca denso es de contenido cero.

A.8.No todo conjunto acotado 	 de contenido cero es de	 primera

especie.
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Seguidamente se justifica cada una de estas afirmaciones:

A.5.TODO CONJUNTO ACOTADO DE PRIMERA ESPECIE ES DE CONTENIDO CERO.

DEMOSTRACION.	 Por la definición A.4 y el principio de

inducción	 matemática	 el	 resultado	 quedará probado	 al

demostrar que:
•

i. Todo conjunto de tipo O es de contenido cero.

ti. Si todo conjunto de tipo n, es de contenido	 cero,

entonces, todo conjunto de tipo n+1 también lo es.

Veamos:

t. Tódo conjunto acotado de Primera Especie	 de tipo O es	 de

Contenido Cero.

DEMOSTRACION. Si E C IR es	 acotado de tipo	 O entonces E	 es

finito, lo cual implica obviamente que tiene contenido cero.

ti. Supongamos ahora que todo conjunto acotado de tipo n, es	 de

contenido cero y sea E un conjunto acotado de tipo n+1.

Entonces E	 es acotado de tipo n, de donde E es de contenido

cero. Por lo tanto,	 dada e)0 existe una cubierta finita 	 de

intervalos abiertos I	 , 12,	 ...	 Ir, cuya suma de longitudes

( II) < e/2
	

tal que	 El
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Observando que resta por cubrir un conjunto finito de puntos de E

(xl ..... xk}

lo cual hacemos con una cubierta finita de intervalos abiertos

H1, Hz,	 , Hk,
	 tal que	 ( Hi) < e/2

L=1

Así, la cubierta total buscada para E

r
	 H k )

•

tiene una longitud _141 L ( I) +	 L(Hi) < s12 + £12 = e.
1=1	 =1.

Por lo tanto, hemos demostrado que si todo conjunto de tipo 	 n,

es de contenido cero, entonces todo conjunto de tipo n+1 también

lo es.	 o

De i) y ii) concluimos A.5.	 as

A.6.	 TODO CONJUNTO DE CONTENIDO CERO ES NUNCA DENSO.

Equivalentemente:

Si E no es nunca denso, entonces E no es de contenido cero.

Demostremos esta proposición equivalente:

Sea I intervalo abierto, tal que E es denso en I, es decir tal que

Ic 1- y	 sea (3 Y' una cubierta arbitraria finita, para E, 	 de
k k=t



intervalos abiertos, digamos

E c V =1 Jk

Así
	

EcUJ , y
	

COMO

k=1

n

I= E, entonces podemos afirmar que I	 U J k ,
k=i

de donde 2.( j k )	 L(I) >

Por lo tanto si E no es nunca denso,-existe un a >O, tal que

L( J )	 a
II I k

para toda cubierta ( J k ):1,41 de E

Por lo tanto, A.6 queda demostrada	 n

De las dos demostraciones anteriores formulamos el siguiente

COROLARIO.A.9.	 Todo conjunto	 acotado de Primera 'Especie

es Nunca Denso.

A.7.	 NO TODO CONJUNTO ACOTADO NUNCA DENSO ES DE CONTENIDO

CERO.

Para esta demostración, construyamos un conjunto Nunca Denso cuyo

coritenido no sea cero: el denominado conjunto de Cantor

generalizado.
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Paso uno:	 Sea 0<X<1, tomemos el intervalo cerrado [0,1] y

definamos x
11 = 1/2, y extraemos un subintervalo abierto de

	

longitud X/3 con centro en x	 y con extremos x
11 - X/2'3	 Y

x 11+-x/2'3

Definamos K = I 11U I , donde

III = [0, XII-X/2'3]	 , 1	 = [xis+ X/2'3, 1].

í
K consta de 2 intervalos cerrados de longitud L = X/a, tal que

	

n 12 = O,	 Y	 =	 It2)

Paso dos: Extraeffibs de cada subintervalo I, (j=1,2) de K

un intervalo abierto de longitud X/32 con centro el punto medio de

cada I 1,r es decir, extraemos los intervalos abiertos

-X/2'3
2
 x X+/2'3

2
)	 y21	 (x22-X/2'32, x22+X/2'32)

donde	 x
21 

= 1(X
/I
 -X/2.3)	 y	 x

22 
= - ( X + X/2'3 + 1)2 	 2 ti

Definamos K = I
21

U I 22U I 22U I 2412 Con

I = [0, >K3t-X/2'32]	 , 122 = [ x 2 I+ X/23 2, Xtt-X/2 -3]SIL
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I za = [x ti+ X/2 . 3, X 23-X/2 . 3 8 ] ,	 Iza = N az i' 7112 . 3 Z ,	 1].

K2 consta de 2 intervalos cerrados de longitud L < /	 '/2 tal que

I 2j.	 :E .2t = 0, si j�i con j,ie(1,	 ,4) y 1(/ 2/ 
)	 = L(1 

24)

'Paso tres: Extraemos de cada subintervalo I—, ( j= 1,	 2
2

)

de K2' un intervalo abierto de longitud X/3 con centro el punto

medio de cada Izy es decir, extraemos los intervalos abiertos

cr( x 31--X/2 . 3
a 
, xat+X/2 . 33 ) ,	 (xsz-X/2.38, xs2+X/2.3z)

(x as-X/2 . 3, x asif X/2 . 3 )	 y	 (x-X/2 . 3
s
 x34+X/2•3

s
)

Definamos
	

Ks = I S1 U 	 U Ise ' 	con

l as = [o, X 33-X/2 3 3] ,132 = b( 32 + X/2 . 3 8 , X21-X/2.38]

, Ise = [x 33+ X/2 . 3 8 , 1].

consta de 2 s intervalos cerrados de longitud 1.< / 2/2, tal que

.Iai n Iai= O, si jxi con j,ie(1,	 ,2 ) y «I ) =	 = /(I	 )

Procediendo inductivamente:
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2

ILL USER DE MIS HIJOS
RARA MI GRAKDEZA

longitud /n<

Se define

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
KX =

o
 n K .n=1. n

En el n-esimo paso tendremos un conjunto K que consta de 2

intervalos cerrados I .) .
z"

1=1.

y ajenos por parejas donde cada uno de ellos tiene la misma

Obáervemos que KX es cerrado porque	 K lo es para	 todo

n e N. Más aún,_Kx es compacto ya que 	 es un cerrado contenido

en el 'Iompacto [0,1]. Kx 0 O ya que	 Kn )n=t constituye una

familia anidada de compactos no vacíos.

A partir de estas consideraciones ¿Podemos concluir que K x es

•

Nunca Denso, es decir, que el interior de su cerradura es vacío?

Demostremos que
o

1.-Zx = Kx = O.

Para lo cual basta ver que	 Kx no contiene ningún

intervalo abierto.

bemostración:	 Denotemos por

{I J.2TJ 1=1
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los 2" intervalos cerrados que componen a K , esto es

n
2

K n =Ij=	 nj

donde, por construcción L( I ni ) = /(	 , V j,ie{1, 	 2")

y también	 t(I n.ii ) < z i(int),	
n-hl ),
	 ie(1,...,2")

Así:	 L(I21) <	 I	 ).

/( I II ) < Z 1 ( I	 ) <	 1(	 )
2 2 	 II

I
1( I 41 ) < 2~ 1( 1 itt	

1
) <	 - 2 /O	 t

21 )	 <	 -
S 
1( I

11
) '2	 2

	

i() <i( I ) ,	 para todo	 n	 2.
2
n- 4.	 ti

Así:	 /( I nt ) -1 o	 '.
n	 w

y en general
	

/(I nj )	 0	 ,	 r	 .i> = 1 	2"
n • 	 W

Si hubiese un intervalo (a,b) s Kn

n

entonces	 I n j	 para todo	 ndN.
jrlt

Por conexidad de (a,b), para cada n e N
	

existe un único
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EL sAsIn	 1/45iS HIJOS

EARA A, GRANDEZA

BIBUOTECA

DEPARTAMENTO DE

MATEMATICAS

jn e {	 1,...,2"	 tal que	 (a,b) c In,in.

Así	 O < b- S L(I	 )	 Npara todo	 n e	 , den 

donde, si tomamos el limite cuando n tiende a infinito, tenemos

que b-a = O lo cual es una contradicción, pues	 b-a > O.

Por consiguiente

KX = O. de donde Kx es ubn cconjunto Nunca Denso.

Ahoraro
	

Kx de contenido distinto de cero?

veremos que si:

DEMOSTRACION: Al construir los K	 K	 hacemos lo siguiente:

Para Ks' extraemos 2
o
 intervalos, T U' abiertos tal que

	

L(	 ) =

Para Ka' extraemos 2 intervalos, T21 Tzz' abiertos tal que

i( Tu 12) i(T22) = X/32 .

Sucesivamente	 en el paso n,

Para K , extraemos 2 
n-S. 

intervalos, T m.' T ra'	 T rt-a
na

tal que	 I(Tnt) = ( T n2)= ....= 1(Tr2n-f) =
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como los T.. son
1.3

entonces

n	 2 
n

i(
1 	.==1	 jU I u

ajenos

= X/3

(i=1,

+ 2(X/32 )

,	 n;	 j=1 .....

+ 22(X/33 ) +.

2"-1 )

"+ 2"-I(X/3")

= -3(	 1 -	 --)2 + ( 2 )+	 a
2 + ( 2, 

n-t)

a
f - (:)"

<

•
1

= X para todo nt4.a a	 )
1— a

De donde la longitud de K n , que consta de los intervalos cerrados

que se quedan en el paso n, por ser el complemento de la

anterior unión de intervalos abiertos en [a,b], es

«Kr)	 1--X con O < X < 1

Ahora bien, supongamos que Kx tiene contenido cero;

sea	 O < s < 1-X,	 entonces existe una colección finita de

intervalos abiertos

(1-1 „ )nr.t tal que Kx S rYs Hr y	 t(	 < e
rlt

Si demostramos que existe un mdN, tal que

KZ P U I H r  para todo slm=

112



tendremos que, para todo skm

Z.(K.)	 7.( rUi Hr)	 i(H ) < e	 < 1-X
r=1

lo .cual es una contradicción con el hecho de que

L( k.) � 1-X

demostrado anteriormente. De donde K X no tiene contenido cero

Nos resta probar la afirmación (*):

Existe un meN, tal que	 K.	 r1j. Hr ,	 para todo-skm.

1tY,

La cual es una consecuencia inmediata del siguiente

TEOREMA 4.10. Sean K. K
2 ,	 ...,compactos tal que K l 	K2D K

aD...s 

Sea K = n K	 Sea G abierto tal que	 G	 Kn

entonces existe N tal que	 G KN.

DEMOSTRACION:	 Sea	 C =
	 ti K

n ;n	 C t Z CzD C 3D...,

C es compacto para toda n E W yn

Por lo tanto, si	 consideramos la	 conocida proposición de

re=1 nnc= G
c n( nni Kn) =GnK= 0.
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topologia:

"Si {Ka: a E A} es una colección de subconjuntos

compactos de un espacio métrico X tal qué n Ka = 0, entonces
Ola

existe una subcolección finita {Ka. }"=t' tal que	 n Ka. = 0» 
t=1 y

concluimos que, existe una subfamilia finita

( Km	 K	 con írl <	 < m	 tal que

K	 n G4 = n (Km n de ) = 0,	 de donde Km	G.
i

Entonces,	 queda demostrada (*), y con ello completamos la

demostración de A.7. 	 n

A.8.	 NO TODO CONJUNTO ACOTADO DE CONTENIDO CERO

ES DE PRIMERA ESPECIE.

Para ello. exhibiremos, que el conjunto de Cantor es de

contenido cero pero no es de primera especie.
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a)	 EL CONJUNTO DE CANTOR NO ES DE PRIMERA ESPECIE.

Si del intervalo [0,1] extraemos el tercio central, y apartir de

alli subdividimos sucesivamente los subintervalos restantes y

continuamos extrayendo los tercios medios,	 vemos que	 las

colecciones que en cada paso nos van quedando	 en el intérvalo

[0,1] son:

En el paso uno: T 1 = [0 ,l/3] 15[2/3 ,1] ,
t .

2 intervalos.

T =En el paso dos:

En el aso n:

[o ,1„..a] U [ama, 9...1a] u [aaa , 7,0] U [evo, t]
2

2 intervalos.

3"- 1 -
T = [0,01/3"] U en U [	 1],

3"

intervalos.

Continuando de este modo, obtenemos una sucesión de conjuntos

compactos tales que

"
donde T	 és la unión de 2" intervalos	 {I .}.21

INJ	 I
cerrados y

-

ajenos por parejas donde cada uno de ellos tiene longitud 1/3",

n eff4.

Definimos al conjunto de Cantor K, como:

•
	 K = n T.

n=n=1



Para demostrar que el conjunto K no es de primera especie,

basta comprobar que K es perfecto para lo cual es suficiente

mostrar la siguiente afirmación:

Si x e K entonces, x es un punto de acumulación de K.

DEMOSTRACION:	 Sea x e K, y sea 5 un intervalo abierto tal que

x—e S.

Como

entonces

K = n Tn
n= i

2
x e T = .Q i I

nj 
para todo ndN.3- 

Así, para cada n e N existe un intervalo

I
vl,PN) 

S Tn tal que x e In .j<TO

Como, 
JON)	

1/3"	 para todo n a N, podemos elegir n e N

tal que I
n <n)

- c S.

Sea x
n
 un extremo de I

n,.Ins' 
tal que x

n 0 x.

Por construcción	 x e T
n	 n

Así, X n E K n S.	 Por lo tanto K n s - 0, de donde, si x e K,

x es un punto de acumulación de K.



b)	 EL CONJUNTO DE CANTOR ES DE CONTENIDO CERO

Demostración:	 Sea 2)0. ( 11Existe n'EN tal que 	 I j <	 -

Para este n construyamos la siguiente colección finita de

intervaalos abiertos

w
=( x	 ,	 x'

2
n+2	 n

'
1 

2
n+2

3
n,2n = ( x ,

1	 n
2

n+2	 n,2
2

n+2

donde x	 y x' 1 son los extremos izquierdo y derecho de In,i'n,

respectivamente, 	 , x n,2 y X° n SO'n los extremosn,a

izquierdo y derecho de In,ln , respectivamente

z
n

a
Asi	 K a K =	 .0 I .a	 U J .n	 j=1	 re,j	 j=1	 n,j

n 
.

y to	 ). 27k) + 2" (	 ) < — + — =	 .2 2Asa	 3r.	 2""

es decir, K es de contenido cero:

De a) y b) concluimos la demostración de A.8. 	 m
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