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L SABER DE Mg HLIOS
F BARA W GRANDEZA

INTRODUCCION BIRLIGTEGA

Dada una matriz real M de grado nxn y dado un vector q € R"
el problema de "Complementaridad Lineal" denotado por (M/q),
consiste en encontrar vectores w, z tales que:

w =g t+ Mz (1)
w =0 z =z 0, wz =0 (2)

El Problema de Complementaridad Lineal tiene aplicaciones
fundamentales dentro de las siguientes Areas:’

a) Programacién Lineal (PL) y Programacién Cuadrédtica (PQ), (se
encontraran detalles en el apéndice ).

b) Bimatrices y Juegos Polinomiales.

c) Mecanica, Plasticidad.

d) Soluciocnes aproximadas de Ecuaciones Diferenciales.

e) Clasificacién de Matrices cuadradas.

f) Solucién a Sistemas F(x) = 0 (n ecuaciones con n incégnitas).

g) Equilibrios Econdmicos.

El objetivo de este trabajo tiene como finalidad dar a
conocer el Problema de Complementaridad Lineal (PCL) , y las
herramientas necesarias para su solucidén, la cual se usari para la
solucidén de wuna aplicacién correspondiente a un modelo de
Equilibric Econémico.




Este trabajo esta desglozado de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se da una motivacién de la complejidad del
problema al resolver uno de dimensidén dos utilizando las
herramientas del Algebra Lineal y se propone unc de dimensién tres
para gque se vVvea aln mads la complejidad de este problema de
Complementaridad Lineal.

Se describe la técnica de intercambio de Jordan la cual sera
de gran utilidad en la aplicacién del Problema de Complementaridad
Lineal pues, las iteraciones del algoritmo corresponden a
intercambios de Jordan,:en donde las variables que se intercambian
se eligen de manera gue se cumplan ciertas propiedades.

En el capitulo 2, se describe un algoritmo propuesto por
Richard W. Cottle y George B. Dantzig. Ellos describen un
algoritmo en términos de pivoteo principal haciendo uso del
intercambio de Jord&n para la eleccién de pivote, wutilizando
Gnicamente las variables del problema originai , COSa que no sucede
con otros algoritmos.

La exposicidon del método de pivoteo principal se realiza

utilizando varios ejemplos.

En el capitulo 3, se describe un mnodelo econémico de
equilibrio, el cual consiste en el traslado de articulos de
primera necesidad. Este modelo se formuld como un Problema de
Complementaridad Lineal y se resuelve para un equilibrio con el
algoritmo de Dantzig -Cottle.

En el apéndice, se consideran problemas lineales en la forma
primal dual y problemas de programacién cuadratica, los cuales son
formulados como un problema de Complementaridad Lineal.
Profundizar y resolver estos temas no es el propésito de esta
tésis. Sin embargo, motiva al lector a profundizarlos, ya sea para
otro trabajo de tésis o bién para otro tipo de trabajo o
investigacidn.




CAPITULO1

INTERCAMBIO DE JORDAN

1.1.- Introduccién: A manera de motivacién, resolvamos el
problema de complementaridad lineal (PCL) utilizando Gnicamente
las herramientas  disponibles hasta después de los cursos
elementales de Algebra Lineal para el caso en que:

= 13 _ -1
- [ = [ 3]
wz zz20, wz =20

Asi,

Donde,

Se quiere que:

[ 1= 3]+ [4 2] [=]

Es decir,

175 - -1 + Z1 + 3zz
w2 -3 -z1 + 2z2
Rescribiendo tenemos:

wi=-1+21+ 3z2
w=-3=-21+ 2z2 (3)




Y ademés,
w1 z1 + w2 22 = 0 ( 4)

Sustituyendo ( 3 ) en ( 4 ) tenemos:
( -1 + 21 + 3z2 ) 21 + ( -3 -21 + 222 )22 = O

Tomando,
z1 = 0 se satisface,

( -1+ 322) 0 + (-3 + 223 ) z2 =20
0 + (=3 + 222 ) 22 =0
-3 + 22z =0
Z22 = 3/2
Asi,
w1 = =1+ 3 (3/2) y w2 ==3+4+2 (3/2)
= -1 + 9/2 ="-3 + 3
= 7/2 = 0
Entonces,
_ 7/2 . 0
""‘[0] Y Z_[3/2]
La cual es la solucién a nuestro problema.
Comprobacidn:
=1 1 3 0
arwz = [ 3]~ [ 23] ][5
N S | 9/2
- [5] -]
_ [ 7/2
| O

el cual es el valor de w.




Se le sugiere al leCtor jintente resolver uno de dimensién 3
por los métodos tradicionales del Algebra Lineal. Por ejemplo,

intente resolver

-3 1 1 ©
q = -2 M = 1 2 -2
-1 Y 0 -2 b

Nuestro propésito en egte capitulo ¥ €M el siguinte es dar un
mecanismo mds sencillo para encontrar eseé Par de vectores buscados.

1.2.- Intercambio de Jordan.- Aqui %€ estudian intercambios
que preservan las soluCioneg ge uyna manera andloga gque en los
sistemas de ecuaciones.

Considere el siguiente gjgtema ge funciones lineales

i = = a X— a -— l=l PRSP 11 5
Y 1171 12X," ee. - amxn L ' (5)

donde X ,X,...,X SON Varjahles no bésicas o independientes y
Yir Y1 +e+¢ Ym SON variables bisicas © dependientes. El sistema

anterior se puede escribir como una tabl@ de doble entrada como

aparece a continuacién:

| Tabla 1.1
_xi' -xa'--. .-xs,.-- "xn
7 e
y1_ 11 12°°° 1s""° in
H = a
: Y, a1 q,, qys 2n
= a
Yr arl arz ars rn
= a
Y. a., a., ms qan :
: 6 £
i
; i
F I




donde 1la 1-8&sima ecuacidn se obtiene con los productos de los
elementos de la hilera 1 por las variables que estan en la cabeza
de la tabla, sumandolas e igualandolas a la variable que aparece a

la izquierda de la tabla en la hilera :.

Definicién.~ Un intercambio de Jordan con pivote rs equivale
a intercambiar el papel de la variable yr con el de 1la variable

xs, es decir, equivale a volver a xs variable béasica y a yr

variable no bésica. Esto se logra despejando a xs de la ecuacidn

r-ésima y sustituyéndolas en las dem&s funciones lineales. Hecho
esto, se tendra x1, ..., Xs-1, ¥Yr, Xs+, ..., Xn como variables
no basicas y Yi, «++, ¥r-1, Xs, Yr#l, ..., ¥Ym como variables
biasicas. El1 intercambio se puede efectuar si el elemento pivote
ars es distinto de cero.

Al sistema asi obtenido, descrite en forma de una tabla
quedaria como aparece en la tabla 1.2.

Tabla 1.2
- X . s . - X R - ceae = X .. - X
1 s=—1 yr‘ s+ 1 n
= a' : v e e a' “ e a' . e = a' - s a’
yl 11 i,s8=-1 1s 1,s+1 1n
= a' - . & ' L I B ) a’ - & & 4 - ® '
Yr—l r—1,1 r-=1,s~-1 r-1,s r-1,s+1 r—-1,n
X = i ees al ee. a’ e a’ -
[ ril r,s—1 rs r,s+i rn
b4 = ! . ! - M . ’ !
r+1 r+1,1 F+l,8-1 r+1,s8 ° 7 Tr+1,s+1 * “r+t,n
= a’ ‘e ! ses ar’f .o ’ e r.
ym ml m, s~1 ms m,e+1i mn




Los coeficientes a;J son los que resultan después de efectuar

el despeje de xs de la ecuacidn r-ésima y su sustitucidn en las :
demas ecuaciones.

1.2 DERIVACION DE LOS COEFICIENTES a:j

La ecuacidén r-ésima del sistema original (5) es:

n
Y, =)a (-x) ;
Jj=1

esta ecuacidén se puede escribir como:

n
' =learj(—xj) -a_ x

J¥s

despejando a x_ se tiene:

X, =J£1a” /a, (-x)) + 1/a_ (-7,) (6)
j¥s

Nétese que para efectuar el despeje es necesario que a = 0.
rs

Asi se tiene gque 1la ecuacidén r-ésima tiene ahora a x como
8

variable bédsica y a Xpo veedX 0 Y 0 Xy +v., X cCOmoO variables

no basicas.

Sustituyendo X en las demas funciones lineales Y, del
sistema (3) se tiene:

4]
Y1=za (-xj) Il#r, COn1 =1, ,o., m

Sy Ny

ine
It]
o




=2& (—X) - ais [j21arj /ars(-xj) + 1/ars (-Yr) :I

i*s J#s

Aqui nyevamente se tiene a Xoo veadX 0 ¥V o1
variables no basicas.

Las ecuaciones (6) y (7) representan el sistema de ecuaciones
obtenido después de efectuar el intercambio de Jordén, de ahi que

si este sistema se representaba como:

Il
Y, =Ea;1 (-xj) +al (-y) coni=1, teey M. (8)

los coeficientes a;J se obtiene con las siguientes reglas:

Elemento pivote (elemento rs) al! = 1/ars.
. [} L] ’ =
Hilera pivote (hilera r) Aarj arj /arsj # §.
Columna pivote (columna s) a;s =-a._ /arsx % r.
r = -
Demas elementos aiJ alj (aisarj)/ars 1 #* r, ) # s,

Aplicando las férmulas antes enunciadas, se puede pasar
diréctamente de la tabla 1.1 a la tabla 1.2.

Al hacer esto, el conjunto de puntos x e y que satisfacen las
primeras relaciones 1lineales, satisfacen también las relaciones

que resultan en el intercambio de Jordan.




CAPITULO 2

EL METODO DEL PIVOTEO PRINCIPAL

Aqui describiremos un algoritmo propuesto por RICHARD W.
COTTLE y GEORGE B. DANTZIG el cual precede al de Lemke [ 3 ].Este
proviene de un algoritmo de programacién cuadratica de P.Wolfe,
[ 4 ] 9gquién fué el primero en usar este tipo de regla
complementaria para la eleccidén de pivote. Este método es
aplicable a matrices M que tienen 1los menores principales
positivos (es decir, a matrices definidas positivas) y después,
mediante una pequefia modificacién, para matrices semidefinidas
positi#as. En el procedimiento de Lemke para M en general, se
intoduce una variable artificial 20 con el fin de obtener
soluciones factibles casi complementarias (Una solucién factible
de w = g + Mz se llama casi-coniplementaria si satisface que
zw =0, 1+ = 1,2,...,n, excepto para un valor de i, digamos B.
Esto es zB # 0 W #0) del problema argumentado.

Otro enfoque, es usar Gnicamente variables del problema
original, pero éstas pueden tomar inicialmente valores negativos
tanto como no negativos.

Un ciclo mayor del algoritmo se inicia con la soclucién b&sica
complementaria (w;z) = (g;0). Si g =z 0, el procedimiento se
termina inmediatamente. Si q < 0 podemos suponer (reetiquetando si
es necesario) que w, =q < 0. Una trayectoria casi cdmplementaria
se genera incrementando 2z, el complemento de la variable bésica
negativa seleccionada ( las variables correspondiente zi y wi se

les llama complementarias y cada una es el complemento de la.

otra). Para puntos a lo largo de la trayectoria, zw = 0 para

i = 1,

10




Paso I.- Incrementar z, hasta gque sea blogueada por una
variable bésica positiva decreciente a cero o por una negativa LA
creciente a cero.

Paso II.- Hacer no basica la variable bloqueadora pivoteando
su complemento dentro del conjunto basico. E1 ciclo mayor se
termina si LA sale del conjunto bédsico de variables. Si no es asi,
regresar al paso I. ‘

Se verd que durante un ciclo mayor wi crece a cero. En este
punto, se obtiene una nueva solucidén bésica complementaria (una
solucidn b&asica complementaria de w = g + Mz es un par de vectores
que satisfacen la ecuacidén dada y ziwi = 0 pero algln gt < 0). Sin
embargo, el nGmeroc de variables basicas con valores negativos es
al menos uno menos que al principio del ciclo mayor. Como hay a lo
més p variables basicas negativas, no se requieren mas de p ciclos
para obtener una solucidén factible complementaria del problema
w = g + Mz. (se le llama solucién factible complementaria al
conjunto“solucién de w =g+ Mz; con wi = 0;°2t = 0 ¥y wz = 0).
La prueba depende de ciertas propiedades de matrices invariantes

bajo pivoteo principal.

5.1 TRANSFORMACION DE UNA MATRIZ POR PIVOTEO PRINCIPAL

Considérese el sistema homogéneo v = Mu donde M es una matriz
cuadrada. (nétese que es el mismo problema de complementaridad
lineal perc con ¢ = 0). Aqui las variables vi, ...,vp son bésicas
y expresadas en términos de las variables no bésicas Uy oeeey W
Sea cualquier subconjunto de las v, hechas no basicas y 1la
correspondiente ui béasica. Reetiquetemos todo el conjunto de las
variables basicas v y el correspondiente de variables no basicas
4. Expresemos v = M u como las nuevas variables basicas v en
términos de una no basica. A la matriz M se le 1llama
Transformacién por pivoteo principal de M. Por supuesto, esta.
tranformacién se puede llevar a cabo solamente si la submatriz

principal de M gue corresponde a los conjuntos de variables zi1 y

11




wi intercambiados es no singular. (Una matriz A es no singular
«j su determinante |A] = 0), Y esto sera supuesto siempre que

el término sea utilizado.

TEOREMA 1.~ Si una matriz cuadrada M tiene los menores
principales positivos, también los tendra toda transformacidn por
pivoteo principal de M,

La prueba de este teorema se obtiene f&cilmente de manera
jnductiva intercambiando los papeles de un par complementario y

evaluando el resultado de menores principales en términos de M.

Definicidén.- Matriz definida positiva.~ Una matriz cuadrada M es

semi-definida positiva (SDp) si x‘Mx = 0 para todo x. Y es definida

positiva (DP) si x'Mx > 0 para todo x # 0.

TEOREMA 2.,- Si una matriz M es definida positiva o
semidefinida positiva, también 1lo es toda tranformada de M
por pivoteo principal.

Prueba: Consideremos v-=M u. después de la tranformacién
por pivoteo principal, sea v = M u, donde u es el nueve conjunto
de variables no Dbasicas. Qued&ndonos por demostrar dque
u'MG = a'V > 0 si u'Mu = u'v> 0. Si M es definida positiva, esto
dltimo es verdadero si la u # O, lo primero debe de ser valido

por qgue todo par (u

. \71) es idéntico con (u, v,) excepto
posiblemente en orden inverso. Por lo tanto:

. ol
21ulvl Ziulvl 0

En la prueba para el caso semidefinida positiva, Gnicamente
se reemplaza la desigualdad » por =.

12
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5.2 VALIDEZ DEL ALGORITMO

A continuacién precisaremos la demostracidén para el caso
p = 3. Es fAcil entender que los argumentos aqui utilizados son

validos para cualquier p.

=
i

q +m. 2z +m z -+ m 2z

1 1171 L1272 1373
= + + z_ +

v a4, * m,2 Pae?2 M523

=
i

q +tmz + m Z -+ m .
3 31 1 322

z
333

Supongamos que M tiene menores principales positivos tal que
los coefientes de la diagonal sean todos positivos:

m > 0, > 0, m_ > 0.

m
22 332

Supongamos ademds, dque algGn i es negativo digamos q, < 0.
Entonces la solucién ( w ; =z ) = (ql,qa,qs;o,o,o) es
complementaria, perc no factible, porque wuna variable en
particular, en este caso LA la cual referimos como distinguida es
negativa. Ahora iniciaremos una trayectoria casi complementaria,
incrementando el complemento de la variable distinguida, en este
caso z, la cual 1llamaremos variable conductora. Ajustando las
variables basicas, tenemos:

(w ; 2) =( q1 + mﬂz1 ' qz + mmz1 ' q3 + m:uz1 ; 0,0,0).

Notando dque 1la variable distiiguida w, = se incrementa

estrictamente con el incremento de 1a* variable conductora z,

porque m > 0. Supongamos no degeneraca?y:‘;h, (Una matriz M nxn se
dice que es no degenerada si todos sus’ .;n,_enores principales son
diferentes de cero) podenos increment;aif\‘ z  por una cantidad
positiva antes que sea bloqueda ya seapor;:.—_v'v‘i’ gque alcance el cero,
o por una variable bédsica que era po's-;"i..tiva y ahora se esta
haciendo negativa. LT
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para algn valor zl* de 1la variable

En el primer caso,
* ' o
= ¢. la solucidn

conductora z , tenemos w, = q, tm oz

una componente negativa menos.

es complementaria Yy tiene
z, como " una variable

pivoteandec sobre m,, se reemplaza W, por

basica. por el teorema 1, la matriz M en el nuevo sistema canénico

reetiquetado w = g + Mz tiene los menores principales positivos,

permitiendo que el ciclo mayor entero se repita.
El Gltimo caso, tenemos alguna otra variable b&sica, digamos

*
W, =q, +m, 2 bloquedndose cuando 2z, =2z > 0. Es claro que m < 0

Yy q, > 0. En este caso,
(w; 2z )= (m11z1 + qlr o, ma:z1 +,q3 H zl + 0, 0).
TEOREMA 3.- Si 1la variable conductora estd bloqueada

por una variable b&sica distinta de su complemento, un intercambio

por ©pivoteo principal de la variable blogqueadora <con su

complemento, nos permite el incremento de la variable conductora.

Prueba: pivoteando sobre m_, Se genera el sistema candnico

W = g +m + m +m
1 9 T ME T MW, T T3,
z = + + +
2 32 TZI 2 1 111'22‘”2 El23z3
W, o= + + + .
3 q3 n_l31 2 1 m32w2 m33 ZS

. 2 2 . . . .
La solucidén (w ; z) satisface al sistema anterior ya que es.
. . . *
un sistema egquivalente. Por lo tanto haciendo z =2 , W = o,

z, = 0 produce:

14




2 - % - *

*
(w ;2)y=(gq +mz , 0, q, + m:uz1 i 2, (0,0 )

es decir, la misma solucidén casi complementaria.

*
Incrementando z: mas alla de z1 tenemos:

( q, + M2 0 49, + Mm,2, 7 2

4

la cual es también casi complementaria. El signo de mz1 es el
inverso de m21, puesto que ﬁa = — mm/nwz > 0. De aqui que 2, se

» » * L)
incrementa con el 1incremento z > z, ;i es decir , la nueva

1
variable basica reesmplazada w2 no estd blogueada. Puesto que M
tiene menores principales positivoes, ﬁu > 0. De aqui, wi continua

. . L
creciendo con el incremento zl> Z1.

TEOREMA 4.- El niimero de iteraciones dentro de un ciclo mayor
es finito.
Prueba: Existe s6lo un nimero finito de posibles bases.

Ninguna base puede repetirse con el valor mayor de =zi. Para ver

) * % * . .
esto, suponga que se hizo z1 > zi1. Esto implicaria gque algunas
<z _ . *
componentes de 1la solucidén se hacen negativas en 2z1 = z1 Y
. ¥k
todavia son no negativas donde z1 = 2z1 . Como el valor de 1la

componente es lineal en 21 teniendo una contradiccidén.

2.3.— Ejemplos

Ejemlo 1. Usando el algoritmo del (PCL). Encontrar vectores w,:z
tales que satisfagan la condicidn:

w = + Mz
W

20, z =2 0
t

wz = 0.

15




Con,

w = =3 4+ 2z 4+ zZ
1 1 2
= - + -
w2 2 z1 + 222 223
w3.= -1 - 222 + 523

La solucidn ( W W, Wi 2., 2, z)) = ( -3, -2, -1; 0,0,0)
es complementaria pero no es factible debido a que hay soluciones
negativas.

Ahora iniciaremos una trayectoria «casi complementaria;
ajustando las variables bésicas tememos:

1

(wg; 2 ) = (q1 + muzl, qz + m21zl, q:a + m31z1" 0,0,0)

(w i 2z2) = (-3 + 7*1""2 +z , -1 + 0z ; 0,0,0 )
vamos a incementar z, por una cantidad positiva hasta gque esté
blogueada ya sea por W, que alcance el cero o por una variable
basica que era positiva y se esta haciendo negativa.

* .
Para algtn valor z, de la variable conductora Z, tenemos:

16




* *
(wiz) =(0,-2+z , -1+ 0z 3 0,0,0)

es complementaria y tiene una componente negativa menos.

Pivoteando sobre m, se reemplaza w, por 2z, como una

variable basica.

-z, "%, 7% 4 ™, TZ, TEy d
W1 -1 -1 0 -3 Z1 -1 1 ¥ 3
W2 -1 -2 2 -2 W2 -1 -1 2 1
W 0 2 -5 -1 W 0 2 -5 -7
3 3
_ 3 _ 1-1 0
g=1 1 M=| 1 1 -2
-1 0 -2 5

de donde (w;z)2= (0, 1,-1;3,0,0) es complementaria pero no factible
dado que la variable w_ es negativa.

Ajustando de nuevo las variables, tenemos:

(w,'z)3 = (3 + 023,1 - 223}—1 + 523 ; 0,0,0) ‘E

o* g .
Para alg(n z, de la variable conductora z, tenemos:

* %k
w,=-1+ 5z, =0; la solucidn
a * k * %
(w;z) = (3 + Oz3 1 -233 (0 ;7 0,0,0)

es complementaria y tiene una componente negativa menos,

pivoteando m  se reemplaza W, por z, como una variable béasica.
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"Wl —Z2 ""23 v} -W1 -Zz -W3 q
z|] -1 1 0 3 z,| -1 1 0 3
wl -1 -1 2 1 wl| -1 -1/5 2/5 3/5
wi 0 2 =5 =1 z.| © -2/5 -1/5 1/5
_ 3 = 1 -1 0
q = 3/5 M= 1 1/5 =~2/5
1/5 0 2/5 1/5

Dado que g 2= 0, el procedimiento se termina, teniendo 1la

solucién (w;z)* = (0,3/5 ,0 ; 3,0,1/5 ).

Ejemplo 2.-

La solucién

| — |
£ £ %
[
Il
| S |
I
N W
D
+
—
"
0=,
onp
I
HON
—_
r——
NN N
W N e
—_

LA = =3 + Sz1 + z, - 2z3
w2 = 2 + zZ, + 222
w, = 1l - 221 + z,

La solucién ( W, W, LA zZ,, za) = (-3, 2, 1; 0,0,0) i
es complementaria pero no es factible, debido a que hay soluciocnes ;a
negativas.

}
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Ahora iniciaremos una trayectoria’ «casi complementaria,
ajustando las variables basicas tenemos:

1
; = + + + .
(w i z) (q, + m 2z, q, +m2z, q +mn,z,; 0,0,0)

(w ; 2 )1 = (-3 + 521, 2 +z, 1 - 221; 0,0,0)

. . e
Para z, 1/2, la variable queda bloqueada antes, de donde tenemos:

1 * *
(wi; 2) = (-3 + 521, 2 + 2z, 4 0; 0,0,0)
Pivoteando sobre LA tenemros

-z, -z, —23 q -z, -z, v, a
W1 -5 -1 2 -3 w1 -1 -1 2 -1
wz' -1 -2 0 2 w2 -1 -2 ] 2
W 2 0 -1 1 z -2 0 -1 -1
3 3
Pivoteando de nuevo sobre W tenemos
-z, ~Z, "W, q -w, -z -W_ q
w1 -1 -1 2 -1 z1 -1 1 -2 1
w2 -1 -2 0O 2 w2 -1 -1 -2 3
33 -2 0 -1 -1 23 -2 2 -5 1

o]
Il
| pa— 1
=W
| SR |
=1
]
r—
I
| |
N
S NN
| WS |

Dado que qz 0, el procedimiento se termina,

teniendo 1la
solucidn (w;z)2 =(0,3,0;1,0,1}).
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CAPITULO 3

CALCULO DEL EQUILIBRIO ECONOMICO EN REDES AFINES CON EL  ALGORITMO
DE DANTZIG Y COTTLE.

3.1 INTRODUCCION.- Consideremos un problema de traslado de un
articulo de primera necesidad, donde los precios de cada localidad
es una funcién afin de los abastecedores Yy las demandas de esta
localidad, y el costo del embarque es una funcién afin de 1la
cantidad embarcada. Un sistema de precios, produccién, surtido,
demanda y embarque se define como un equilibrio, si existe un
balance en el flujo de bienes, si los precios locales no exceden
al costo de compra y transportaciédn de una localidad a otra, y si
el cargamento sdlo toma precios en plaza de una manera eficiente o
adecuada, es decir, si los precios locales no exceden al costo de
compra y de transportacién de. una localidad a otra.

Este modelo se formula como un problema de Complementaridad
Lineal y se resuelve para un egquilibrio con el algoritmo de
Dantzig-~Cottle en un ntumero finito de pasos.

Algunos autores utilizan programacién cuadriatica. Nuestra
prueba y resultado es mds directa y mas general; resolvemos las
condiciones de eguilibrio diréctamente sin pasar a un problema de
optimizacién. En un plano m&s general, el problema de equilibric
se formula como un problema de Complementaridad Lineal.

20




3.2 FORMULACION DEL PROBLEMA.- ~ Nuestro problema  se

representa coémodamente mediante una digrafica (#,{) con un nGmero

finito de nodos n = {1,...,n} y un nGmero finito de arcos
2 = {1,...,1}.
Una digréafica con n = 4 y 1 = 5 se ilustra a continuacién.

figqura 1

Cada nodo 1 en n representa un productor/consumidor en una
localidad espacio/tiempo. Cada arco s en ¢ representa una
facilidad de transporte especifico para transportar articulos de
primera necesidad entre nodos, esto es, localidades; y cada arco s
esta orientado para coincidir con la direccién de wuna actividad

posible de traslado. Por ejemplo, si el arco s tiene nodo terminal

j y nodo inicial i, esto es:

21




entonces, el traslado de bienes a lo largo de s es desde el nodo i :

hasta al nodo j.
Permitimos multiplicidad de arcos entre los mismos pares de

nodos, es decir

perc no se permite lazos, esto es

2 l en
2 € ¢

(técnicamente hablandeo ¢ indica un subconjunto finito de {(i,j );
i, jen; i=3 1).

Estamos interesados con el surtido, demanda y traslado de m
= 1,2,...,m en la red (n,l). Un bien g podria ser una

bienes g =
materia prima, un producto inmediato o un producto terminado.
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La variable fs = (fs1, ..., fsm) representa las cantidades de
los varios bienes embarcados a lo largo del arco s, y sea el costo
por unidad embarcada los varios bienes movidos a lo largo gdel
arco & la funciédn afin Cefs + cs. Asi, £fs.(Csfse + cs) es el costo

total del embargue en el arco s.

La variable p1 = (pt1, ..., Pim}) representard los precios de
los varios bienes en el nodo i. La va%iable hi = (hi1, ..., hins)
representara la red de exportaciones desde el nodo i de los varios
bienes; esto es, hig es positivo cﬁando el nodo i produce més del
bien g que su consumo, y es negative cuando es mas lo consumido
que lo producido. Supongamos dgue los precios p; y 1las
exportaciones h: al nodo i estan relacionadas por una funcién afin
pi = Athi + ai,

Nuestra red estd completamente especificada por la digréafica
(n,?), los ‘(Aifai) para i € n, y los (Cs/cs) para s € £, Para la
digrafica de la figura 1 tendriamos, por ejemplo, los datosde la
figura 2 corresponden a dos bienes; posteriormente resolveremos

este ejemplo.

aen = (3 3]3) el - (5715
ooten = (13 1E) o= (270] 2
een = (52 |5) e - (513
@len = (13[1) oo = (1 1]3)

23




Para definir un equilibrio de una manera precisa necesitamos
alguna notacidén adicional.

Para un arco s, sea us el nodo inicial de s, y sea so el nodo
final de s. Por ejemplo, con respecto a la figura 1, tenemos
0l = 1 y 5a = 2. Para un nodo i, sea ->i el conjunto de arcos due
entran a i, y i-> el conjunto de arcos dque salen de i. Asi, el
arco s estd en i-> o ->i si y sblo si as = 1 o so = i,
respectivamente. Con respecto a la figura 1, tenemos 1 =-> {1} y
-> 2 = {1,5}.

Un sistema de precios p
h = (h, ..., ha), y embarques £
un equilibrio si las siguientes cinco condiciones se cumplen:

{pr, ..., pn}, exportaciones

(f1, ..., fn) es por definicién,

a) fs = 0, s € &,
b) hi=£fs"2fs, ien,
1> ~->1
¢) pi = Aihi + at, € n, (9)
a) P, + Csfs + cs = P e &,
e) fs.(puS + Casfs + Cs - psn) = 0, e &

La condicién (9.a) requiere que los cargamentos o flujos sean
no negativos; ademés, ndtese que los precios y exportaciones
pueden ser positivos, negativos o cero. La c¢ondicién (9.b)
representa la conservaciédn de bienes en el nodo i. La condicién
(9.c) expresa el hecho de que el nodo i produce y/o consume de
acuerdo a los precios. La condicién (9.d) es una condicién de
estabilidad en el precio que requiere gque el precio local no debe
de exceder al precico vecino mas costos de transportacién.
Finalmente, la condicidén (9.e) requiere que los bienes sdlo son
envios (en cantidades positivas) en arcos de precios adecuados,
esto es, si fsg es positivo, entonces los precios de g en os son
los costos de transportacién mejorados a lo large de s a so serian
igual a los precios de g en so, que son
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(p + Cafs + Cs)g = (psu)g.

Os

3.3 ADAPTACION AL  PROBLEMA DE COMPLEMETARIDAD LINEAL.

Recordemos la definicidn del problema de complementaridad 1lineal
visto en capitulo 1 vy recalcaremos"_ las condiciones de un
equilibrio dentro de la forma del PCL, esto es:
w=Mf + g,
w=z0, £=z0, wf =20 (10)

Es en este sistema donde el algoritmo de Dantzig-Cottle se
aplica. '
Con 1la observacién de (9.d) introducimos las variables

Ws = (wWsl, ..., Wsn) para s € ¢ poniendo

Ws = + Csfs + Cs - s e L.

¢ Pos ® ® Pen?

Por conveniencia de  notacién, definimos Cs por
Cs + aps - aso.

Ahora, utilizando (9.b) y (9.c) para eliminar h: y pr en (9.d) vy

(9.e) se obtendra

a) ws = A__ [):ft-zft]

Os-> ->0s

- A ft =Y ft ~ —
am [s§_> " ] + Cofs + s, s el  (11),
b) fs.ws = 0, s € i,
c) f= =2 0, ws = 0, s € £,
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Nétese gue so-> es el conjunto de todos los arcos cuyos
nodos iniciales son los nodos finales de s, etc. Asi si resolvemos
(9) y usamos (9.b) y (92.c) para calcular hi y pi:, tenemos resuelto
(9), Yy tenemos un equilibrio;  inversamente, cualquier solucién
para (9) deja una solucién para (11).

La ecuacién (9.a) puede reescribirse como:

ws = ( Aos + Asp + Cs )fs
+ (Aos + Asn)} ft - (Aos + Aso)} ft

a B
+ Aps} ft - Aps} ft (12)
L é
+ Aso § ft - Ao ¥ ft + cs
3 n

donde:

((os =>) n (-> s0)) =5, B = (s0 =>) n (-> aos),
(os =>) = (-> s0), d = (=> os)
(=> sm) = (ps =>), y

R

(sl:l —>) P

Mmoo
Il

= (sa =>)

R

(=> os}),

Notese que la lista de conjuntos «,8,7,8,£ y m son ajenos por
pares; el siguiente esquema ilustra la particién

Cs
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Ahora calculemos el sistema (11) en el ©problema de
complementaridad lineal. Definamos un lm X 1lm una particidén de 1la
matriz M = (Mst) con s,t =1, ..., 1 y Mst es wuna matriz mnxn
definida por:

’ -
Msr = Ags + Asa + Cs Abns 4+ Aso —Aos = AsO
si t=s t e a t e B
ADos ~Ans Asno =AsnO 0
tey tes tef ten otro caso
Definamos un 1lm vector g por (¢i, ..., ci).usando (12) es

ahora evidente que la solucidén de (10) es equivalente a resolver
(11).

3.4.-Como ejemplo, consideremos la red de articulos de primera

necesidad de la figura 1; tenemos expuesta la matriz (M/g) en la
figura 3.
1 2 3 4 5

1 At + A2 + O -A1 - A2 -A2 Az Ci

2 -A1 - A2 A1 + Az + C2 Az -Az cz

3 =A2 Az BAz+A3+C3 ~43 -A2 c3

4 0 0 =43 A3+A4+Ca| -Aa Ca

5 Az -Az -Az -Aa A2+A4+Cs| | cs
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Para cualquier sistema de cargamentos f y exportaciones h que
satisfagan la conservacién de las ecuaciones, tenemos la igualdad:

£f.Mf = ¢ hi.Aithi + } fs.Csfs
n L
Para resolver el problema de complementaridad lineal (10)
aplicamos el algoritmo de Dantzig-Cottle al sistema:

W - Mf = g
w0, f=z0, wiE =20

Ejemplo: Ahora ilustraremos los resultados precedentes por
resolucién de 2-articulos de primera necesidad del problema de red
definida por‘la grafica de la figura 1 y los datos de la figura 2.
(M,q) se muestra en la figura 4; ver figura 3. El algoritmo de
Dantzig-Cottle es aplicado como se describid anteriormente.

_ [ 0.2353 a _ 0
f1 = [ 0.7059 ] £2 = [ 2.2941 )
_ [ 1.5294 _ [ 1.0098 _[o
f3'[ 0 ] £a [0.2451] £ (o ]

Asi, {( p,h,f ) es un equilibrio donde los precios p y las
exportaciones h son computadas de acuerdo a {la) y (1lc).
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APENDICE

PROGRAMACION LINEAL Y CUADRATICA.

Consideremos primeroc programas lineales en la forma simétrica
primal dual.
1.1 Programa lineal primal:Encontrar un vector ¥ y un minimo z
tal que:
Ax =z b, Xz 0, Z = cx (15)

Programa lineal dual: Encontrar un vector y y un maximo 2z tal

que:
YA = ¢, y=0, z =Yb (16)
El teorema de dualidad de programacién lineal establece que
min z = max 2z donde los sistemas primal y dual (15) vy

(16), respectivamente, son consistentes, 6 en el lenguaje de
programaciédn matemdtica, "factible". Ya que,

z =yb = yAX s cx = 2

para todo primal factible x y, dual factible y, uno busca tales
soluciones para las cuales:

yb = cx. ‘ (17)
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La desigualdad obligada de los problémas primal y dual pueden
ser convertidas a sistemas equivalentes de ecuaciones con
variables no negativas por medio de la introduccidn de variables

mudas no negativas. Conjuntamente, los sistemas (15) y {16) son

equivalentes para ﬁ

Ax - v = b, v =0, X =

0,
Aty +u=c, u z0, y=z 0, (18)

Yy el problema de programacidén lineal se reduce a encontrar
vectores u, v, x, y , tal que:

(19)

¥
[ I =]

Y, por (17),
Xu + yv = 0 : (20)

las definiciones

establecen la correspondencia entre (1),(2) y (15), (16}.

1.2 El1 problema de programacidn cuadratica tipicamente se
demuestra de la siguiente manera: Encontrar un vector x y un
minimo z tal que: ,

Ax = 0, X =z 0, Z = CX + 1/2 xDX. (22)

En esta formulacidén, la matriz D puede suponerse simétrica. E1

minimando z es una funcidén globalmente convexa de x s y sélo si
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la forma cuadratica xDx (6 matriz D) es semidefinida positiva, y
cuando este es el caso, a (22) se le llama el problema de
programacidn cuadrética convexa. Es inmediato que, cuando D es la
matriz cero, (22) se reduce a programacién lineal (15). En este
sentido, los problemas de programacién lineal son un caso especial

del problema de programacidn cuadréatica.
Para cualguier problema de programacidén cuadratica (22)
definimos u y v por '

Uu=Dx -A y+c, v=a2ax ~ b. (23)

. - - . ‘ o
Un vector x° produce un minime z sbélo si existe un vector y vy
vectores u’, v° dado por (23) para x = x° satisfaciendo I
0 o
x*z0,u=20, y20yv2o0
% u’ = a, y'c’v0 =0

(24)

Estas condiciones necesarias para un minimo en (22} son
consecuencia directa del teorema de H. W. Kuhn y W. Tucker. Es
bien conocido y no dificil de probar gue desde los primeros
inicios que (24), conocidas como las condiciones de XKuhn-Tucker,
también son suficientes en el caso de programacién cuadratica
convexa. Por sustitucidén dirécta, tenemos para cualguier vector
factible x,

z - %= c( x ~ xo) + 1/2 xDx - 172 x°Dx°

= uo( X - x°) + yo( v - vo) + 12 (x - xo)D(x - xo)
= u’x + yov + 172 (X - xo)D( x - xo) = 0,

Lo cual prueba, 1la suficiencia de las condiciénes (24) para un
minimo en el caso convexo.

Asl, el problema de resolver un prégrama cuadridtico nos lleva
a la bGsgueda de una solucidén del sistema
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Y

u=Dx—ATy+C, =0, ¥y =0, (25)

X
v = Ax - b, u=20, v
xu + yv = 0. {26)

iy
o

Las definiciones

SH RN P H

establecen (25) y (26) como un problema de la forma (1), (2).

Dual de un progama cuadratico convexo. A partir de (27)
D -t
naturalmente se hace la consideracién de la matriz M = [ A E ]

en donde E, como D, son positiva semidefinida.

Programa cuadritico primal: Encontrar x y un minimo z tal
gue:
Ax+ Ey = b, x = 0, zZ = cX + 1/2 (XDx + yEy) (27),

tiene asociado el Programa cuadratico dual: Encontrar y y un

maximo z tal que
-Dx + A'Y = c, Y =0 z = by -1/2(xDx -yEy). (29)

Todos los resultados de dualidad en programacidn 1lineal se
extienden a estos problemas, y por supuesto, son conjuntamente
resolubles, si ambos son resolubles. Cuando E = 0 el problema
primal es exactamente (22), para el cual W. S. Dorn establecid por
primera vez la teoria de dualidad extendida después por
R.W.Cottle. cuando ambas D y E son matrices cero, 1la pareja dual

(28),(29) se reduce a la pareja dual de programas lineales
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(15), (1s).

Nota.- a) El minimando en (22) es estrictamente convexo si y
sd6lo si la forma cuadratica xDx es definida positiva. Cualquier

programa cadrdtico convexo estrictamente factible tiene una Gnica

solucién minimizante x°. _
(b) Cuando D y E son semidefinidas positiva (el caso de

programacién cuadrética convexa ), esto es:
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