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Introduccion

Lo que nosotros llamamos ahora algebras de Lie fueron inventadas por Sophus Lie en 1870
e independientemente por Killing en 1880.

Lie estaba buscando desarrollar un método para la solucion de ecuaciones diferenciales
analoga a la teoria de Galois para ecuaciones algebraicas. Esto lo condujo al problema de
clasificar todos los grupos de transformaciones locales de £". El descubrié que las transfor-
maciones infinitesimales de este grupo forman una algebra de Lie.

Killing estaba interesado en el estudio de las geometrias no-euclideanas, motivado por los
descubrimientos de Lobachevsky, Riemann, Klein y Newcomb. Esto lo llevé a investigar los
fundamentos de la geometria de manera abstracta. El trabajo de Killing en formas espaciales
no-euclideanas con tratamiento analitico, es una muestra de ello (ver [17]).

Las formas espaciales pueden ser representadas por variedades continuas en el sentido de
Riemann, esto es, por un sistema de n-adas (x1,...,2,) de mimeros reales donde z; varia

continuamente.

Al estudiar el comportamiento de movimientos infinitesimales de formas espaciales en
donde = = (z4,...,,) es enviado a z + dz = (2, + dzs,..., &, + dz,), Killing encontré que
forman un grupo con la composicion, el cual puede ser reparametrizado por tres nimeros
reales. El espacio tangente en la identidad del espacio paramétrico de este grupo es un espacio
vectorial tridimensional de rotaciones “infinitesimales”. Similarmente, para un grupo que
puede ser parametrizado por una variedad suave de dimensién r, hay un espacio tangente
r-dimensional £ en el elemento identidad. Si el producto de dos elementos del grupo es
continuo y diferenciable en los pardmetros de sus factores, es posible definir una operacion
binaria en £ con la cual £ es una algebra de Lie. Esto condujo a plantearse el problema de
determinar todas las posibles dlgebras de Lie sobre los complejos.

Killing publicé una serie de articulos entre 1888-1890. En el primero de ellos definia

conceptos que hoy conocemos como: rango de una algebra, algebra semisimple, subalgebra
de Cartan, sistema de raices, a-cadena de 3, enteros de Cartan y matriz de Cartan, Dando
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los fundamentos de la teoria de dlgebras de Lie.
En el segundo, Killing da un método de clasificacién que consistia en dos pasos:

1.- Encontrar condiciones necesarias en la matriz de Cartan, para clasificar todas las clases
de equivalencia de matrices de Cartan en términos de estas condiciones.

2.- Mostrar que cada clase de equivalencia de matrices de Cartan tiene exactamente una
algebra de Lie simple sobre € asociada.

El primer paso es equivalente a la clasificacién de los diagramas de Dynkin. El segundo es mas
dificil y es aqui donde Killing tiene algunas deficiencias, aunque el resultado es correcto. En
la parte final del articulo, Killing muestra la existencia de cinco dlgebras de Lie excepcionales.

En 1894, E. Cartan en su tesis doctoral prueba claramente los resultados de Killing, su
principal contribucién fue en la demostracién de la existencia de una subalgebra de Cartan
para una algebra de Lie semisimple. También clasificé las clases de equivalencia de matrices
de Cartan irreducibles y mostré que ellas forman cuatro familias infinitas y cinco aisladas.

Cartan probé el teorema verificando que las cuatro familias infinitas de clases de equiva-
lencia de matrices de Cartan provienen de las dlgebras de Lie cldsicas y construyendo algebras
de Lie simples a cada una de las cinco clases de matrices aisladas.

En 1905, Cartan publica un articulo en el cual clasifica a las algebras de Lie simples sobre
£. La herramienta basica, es el concepto de un subespacio de Cartan A definido por las
propiedades:

1.- Para cada H € A, ad H es una transformacion lineal real diagonalizable del algebra
de Lie L.

2.- A es maximal.

El sistema de raices correspondiente es mas complicado pues dos veces una raiz puede ser,
de nuevo, una raiz (ver [16}).

En 1951, Harish-Chandra da una prueba general de la clasificacién de las algebras de Lie
simples sobre € . La demostracion consistio en construirle a una matriz de Cartan arbitraria
una algebra de Lie semisimple cuya matriz de Cartan asociada sea ésta.

Algunos conceptos importantes en la teoria de dlgebras de Lie fueron introducidos poste-
riormente, este es el caso del “grupo adjunto” hoy llamado representacidn adjuntia dado por
Engel después de 1900.




La importancia de esta clasificacién radica en que las algebras de Lie simples son los
bloques fundamentales con los cuales se construyen las algebras de Lie semisimples (ver
seccién 1.8). Este hecho, aunado a que algunos conceptos basicos en teorfa de algebras de
Lie se definen en la misma forma que en teoria de grupos, llevé a pensar que era posible
clasificar los grupos finitos simples (ver capitulo 4).

Este trabajo estd dividido en cuatro capitulos:

e Capitulo 1: Se da una breve introduccién a las algebras de Lie; centrandose en las
dltimas secciones en las algebras de Lie semisimples.

e Capitulo 2: Es independiente de los capitulos restantes y en él se clasifican los dia-
gramas de Dynkin conexos, o equivalentemente, las matrices de Cartan irreducibles.

e Capitulo 3: Se clasifican las dlgebras de Lie sobre los complejos utilizando el método
de Harish-Chandra. Se analizan las algebras de Lie Clasicas y se prueba que son
- simples.

e Capitulo 4: Se explica como influyé esta clasificacién en la clasificacién de los grupos
finitos simples. En particular, en los grupos de tipo Lie.




Capitulo 1
Algebras de Lie

En este capitulo se resumen los aspectos basicos sobre la teoria de las dlgebras de Lie semisim-
ples que nos van a ser ttiles para clasificar las algebras de Lie simples sobre el campo de los

~ nimeros complejos.

En las primeras siete secciones se da una introduccién a las dlgebras de Lie finito-
dimensionales, incluyendo algunos ejemplos como las algebras de Lie clasicas y teoremas
importantes como el de Engels y Criterio de Cartan.

La seccién ocho se centra en el estudio de las algebras de Lie semisimples, dandose una
caracterizacidn para éstas y, por iltimo en la seccién nueve se analizan las representaciones
irreducibles de si(2,€ ) las cudles nos ayudarin a probar teoremas medulares en la clasifi-
cacion de las algebras de Lie simples sobre € .

1.1. Algebras de Lie: Definiciéon y Ejemplos

Un espacio vectorial L sobre un campo F, es llamado una algebra de Lie sobre F' si esta
definida una operacidn [e,e] : L xL — L tal que (z,y) — [z y] con las siguientes propiedades:

(1) [zy] es bilineal
(¢1) [zz] = 0 paratodoz € L
(33) [z[y2]] + [y[e=]] + [2]zy]] = O

Al producto [zy] se le llama “bracket” é conmutador de x y y. La propiedad (:22) es
denominada identidad de Jacobi.

Aplicando las propiedades (i) y (i) a [(z + y)(z + y)] tenemos
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(it') [zy] = —[y=).

Reciprocamente, si la caracteristica de F' es diferente de 2 y tomando z = y en (i?') se

- sigue (12). Por lo que si carF # 2, (i7) es equivalente a (41").

Sea L una algebra de Lie sobre F y sea K un subespacio de L. Diremos que K es una
subdlgebra de L si [zy] € K para todo z, y € K; en particular K es una algebra de Lie con
la operacion heredada de L.

A partir de una subalgebra K de L podemos generar otra subalgebra conocida como el
normalizador de K. Esta subdlgebra’esta definida como

N, (K) ¥ {z € L|[zK] C K)

Otro ejemplo de subdlgebra es el centralizador de un conjunto X

def

Cp(X) = {z e L|[zX] = 0}

Todas las algebras de Lie consideradas en este trabajo seran finito-dimensionales a menos
de que se especifique lo contrario.

En los siguientes ejemplos de algebras de Lie, V' es un espacio vectorial sobre &€ (si bien,
estos ejemplos tienen sentido sobre un campo F, arbitrario).

,-",f ¢ Ejemplo 0: Sea L un espacio vectorial. Definimos [e,e] : L X L — L como [zy] =)
para todo z, y € L; es ficil comprobar que L es una algebra de Lie. Una dlgebra de
Lie con esta operacién es llamada dlgebra de Lie abeliana.

o
\J\V}’zEjemplo 1: Sea EndV = {T': V — V|T es lineal}. EndV es un espacio vectorial
sobre € y un anillo con el producto usual. Definimos el bracket de z y y por [zy] S

Y — yx, con esta operacion End V es una élgebra de Lie llamada dlgebra general
lineal y es denotada por gl(V). A las subdlgebras de gl{(V) se les denomina dlgebras
de Lie lineales.

e Ejemplo 2: A;. SeadimV =141y si(V), 6 si(I+1,€ ) el conjunto de endomorfismos

\ .\#
~ de V que tienen traza cero. Como tr(zy) = tr(yz) y tr(z + y) = tr(z) + tr(y), sli(V)
es una subalgebra de gl(V), llamada algebra especial lineal. -
¢ Ejemplo 3: C,. Sea dimV = 2, con base {vy,...,vy}. Definimos una forma f bili-

0 I

A ) Denotaremos

neal, antisimétrica y no degenerada en V por la matriz S = (



por sp(V), o sp(2l, € ) al conjunto de todos los endomorfismos X de V' que satisfacen
(*)f(X(v),w) = —f(v, X(w)). sp(V) es un subespacio de End(V). Es facil probar
que sp(V) es cerrado bajo el producto [e,#] definido en End(V). Asi sp(V) es una
ilgebra de Lie, llamada dlgebra simpléctica. En términos matriciales, y escribiendo
m n
) p

q € gl(1, €)) satisfaga (x) es que SX = —X'S, es decir, n' = n, p' = py m! = —q.
Esta tltima condicién implica que ¢r(X) = 0.

X de igual forma que S tenemos que la condicién para que X = (m, n, p,

e Ejemplo 4: B, Sea dimV = 20+ 1, y sea f una forma bilineal, antisimétrica y no

1 0 0
degenerada en V cuya matrizes S=1{ 0 0 I ) El dlgebra ortogonal h(V), o
0 I, 0

b(2{ + 1, € ), consiste de todos los endomorfismos de V que satisfacen f(X(v),w) =

2 P 4
condicién SX = ~X'S, de donde a = 0, &1 = —bf, & = b, ¢ = —m’, n* = —n,
p' = —p. Esto muestra que tr(X) = 0.

a b1 bz
— f(v, X(w)); como el ejemplo anterior, tenemos que = ( a m n ) satisface la

o Ejemplo 5: D,. Aqui obtenemos otra algebra ortogonal. La construccién es igual

a la construccién de B; excepto que dim(V) =21y S = ( ? I(; )
' i

Las algebras A,;, By, C; y D; (I > 1) se conocen como dlgebras de Lie clésicas y se vera
en el capitulo 3, su papel tan importante en la clasificacién de las algebras de Lie simples
sobre €' .

1.2. Conceptos Basicos

~ Un subespacio I de una algebra de Lie L es llamado un ideal de L si z € L, y € I implica
que [2y] € I. Por la propiedad (i7'), todo ideal es bilateral: [LI] = [IL]. El subespacio cero
y L son ejemplos de ideales. Otro ejemplo de ideal es el centro de L definido como

Z(L) ¥ {z e L|[zz) =0 Vz € L} = Cf,(L)

Sil, Jsonidealesde L, I+J ={z+y|lz €I, y € J} es un ideal. El dlgebra derivada de
L definida como [LL] es un ideal de L.




Al igual que en la teorfa de anillos, a través del estudio de los ideales de una dlgebra
de Lie podemos analizar su estructura; en otras palabras, los ideales en el estudio de las
algebras de Lie desempefian el mismo papel que los ideales en la teoria de anillos. Si L
no tiene ideales excepto a I misma y 0'; y ademas, [LL] # 0 diremos que L es simple.
En Particular, si L es simple, Z(L) = 0 y L = [LL]. Un ejemplo de una algebra de Lie
simple es L = 3l(2,€ ). La idea de la demostracién es considerar un ideal I de si(2,C ) y
 probar, aplicando las propiedades de la base para si(2, € ) que aparece en la seccién 1.4, que
I= 31(2, ¢ )

Sea L una algebra de Lie no simple con dimensién mayor que uno y sea I un ideal
propio de L diferente de cero. Definimos al dlgebra de Lie cociente como el espacio
vectarial cociente L/I con la multiplicacién [(z + I)(y + I)] = {zy] + I. Es fécil probar que
la multiplicacién no depende de los representantes de clase.

Sean L y-L’ algebras de Lie sobre F'; un homoemorfismo ¢ de L en L’ es una transfor-
macién lineal que respeta el producto, es decir, ¢([zy]) = [#(z)d(y)], Vz,y € L. ¢(L) es
~ una subalgebra de I’ y el kernel de ¢ es un ideal en L. SiL =L/, ¢ es un endomorfismo.
Un isomorfismo es un homomorfismo inyectivo y suprayectivo al mismo tiempo. Un auto-
morfismo de L es un isomorfismo de L en s{ misma. Como en otras teorfas algebraicas, hay
una correspondencia entre homomorfismos e ideales; en particular se tiene el equivalente al
primer teorema de homomorfismos.

Un tipo especial de funcién de L en s{ misma es la derivacién. Una derivacién de L, es
una transformacion lineal § tal que §({ab]) = [aé(b)]+[6(a)b]. Un ejemplo, es la representacion
adjunta que serd definida en la seccién 1.4.

1.3. ‘El Algebra de Lie Libre

1.3.1. El Producto Tensorial

Sean V y W espacios vectoriales finito-dimensionales sobre un campo K. El producto ten-
sorial de V y W denotado por V @ W que consiste de suma de elementos v @ w, v € V' y
w € W, serd un espacio vectorial que cumplird con las siguientes propiedades:

1-Sivy, v €V y we W, entonces

(“-’1+U2)®w='l_?1®w+vz®w

1 Denotaremos por 0 al subespacio {0}. No habra confusiones pues segiin el contexto estara claro cuando
es un elemento 6 es el subespacio.
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2.; Si wy, we € W y v € V, entonces
(wy +w2)@v=w v+ w, Qv

3.- Si a € K, entonces

(av)®w=a(v®w) = v ® (aw)
al: Existe una funcién bilineal ¢ : V x W — V @ W tal que dado

4.- La propiedad univers
W —» U, hay una tnica aplicacidn

un espacio vectorial U y una funcién bilineal ¢ : V' X

lineal ® : V ® W — U que satisface ® 0 ¢ = 9.

VoW
o

V x W U

. p=2o0¢

De la iltima propiedad se sigue que V @ W es tnico salvo isomorfismos. A continuacion,

construiremos el espacio vectorial V @ Ww.

Sean {v1,...,Un} ¥ {®1,...,wm} bases para V y W respectivamente. Definimos F(V,W)
como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de V x W con
coeficientes en K. Asi F(V,W) es un espacio vectorial donde la suma queda definida como:

(al('uah wal) + a2(vu25 wa2) e an(vany wan))+
(b1 (vs1, w51 ) + ba{vsa, waz) + -+ + + bin(Wom, Wym)) =

al(valg wa.l) + .- + an(va'u, wan) + bl(vbla wbl) +-- + bm(vbmqwbm)
donde

al(val, wal) + a2(Ua.2; wa?) + - + an(vana wn.n.) y

by (Vs1, wsa) + ba(s2, Wh2) + -+ + B (Vom, wym) € F(V,W)

Consideremos ahora el subespacio R(V, W) de F(V, W) generado por los elementos de la

forma
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(01 + vz, w) — (v1, w) — (vg, W)
(v, w1 + w2) — (v,1) — (v, w3)
a(v,w) — (av,w)

a(v,w) — (v, aw)

claramente R(V, W) # F(V,W). Tomemos, el espacio cociente F'(V,W)/R(V,W). Probare-
mos que F(V,W)/R(V,W) es el producto tensorial V @ W.

Sean (vy + vg, w), (av,w) € F(V,W)/R(V,W). La clase de (v; + vz, w) es la misma que
la de (v1,w) + (v2, w) pues '

(v1 + v2,w) = (v1,w) — (v3,w) € R(V, W)
de la misma forma, la clase de (av, w) es la de a(v, w).

De esta manera, si denotamos por v®uw a la clase de (v, w) y por VW a F(V, W)/ R(V, W)
se tiene que

1— (v1+'v2)®w=v1®w+vz®w
2- (w1 +w)@uv=w1 Qv+t w Qv
3.- (av)@uw=ca(v@w) =vQ (aw)

La dimensién de F(V, W)/R(V, W) esta dada por dimV @ W = (dim V)(dim W). Una base
para V@ Wes {v; @w;} (0<i<ny0<j<m) Enefecto,seav@uwe VW, vyw
son de la forma: v = ayv1 + -+ + apvy, W= bhw + -+ + bpw,,, por lo que

v @ w = (Z a;v; @ Z bj'wj) = Z Z a,-bj(v,- ® wi)
=1 i=1 i=1 j=1

asi {v; @ w;} genera a V @ W. La demostracion de que son linealmente independientes es

inmediata de la construccién de F(V,W)/R(V,W).
Ademds, la funcién ¢ : V x W = V ® W tal que (v,w) — (v ® w) es bilineal.
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Sea U un espacio vectorial sobre K con base {u11,...,up} vy ¥ : VXW — U una

transformacién bilineal. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (v;,w;) A4 ;.
De &lgebra lineal sabemos que existe una unica aplicacién bilineal @ : V@ W — U tal que

@('U.' ® ’le) = Uij

pero

uij = P(vi, ;)

D(v: ® w;) = B(6(vi, w;)) = P(vi, w;)
Con esto, concluimos que efectivamente, F(V, W)/R(V, W) es el producto tensorial de V
y W, :

Un aspecto importante es que V@W es isomorfo a W®V. Mas ain, el producto tensorial
es asociativo, es decir, V ® (W ® U) es isomorfo a (V@ W) ® U.

1.3.2. El Algebra Tensorial

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensién finita. Denotaremos por 7,(V') el producto
tensorial V® ... ® V r-veces; r > 1 y To(V) = K. Los elementos de T,(V) son llamados
tensores de grado r.

Definimos

gV) ¥ iT,—(V) (suma directa)

=0
(los elementos de £(V) son combinaciones lineales finitas sobre K de elementos de T3(V)).
£(V) es una algebra asociativa, graduada, con 1, donde el producto es: si v; Qv @ --Q vy €
Ti(V)y w1 Qw; Q-+ - @ wy € Tru(V), entonces

(M@ - Qui (w1 Q2@ Q) =11 Q- Bk QW1 Q-+ ® wWm € Thym(V)

y ¢l @ v = cv para v € T (V).
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£(V) es llamada el dlgebra tensorial en V y cumple con la siguiente propiedad uni-
versal: dada una aplicacién lineal ¢ : V — U (U algebra asociativa con 1 sobre K), existe
un tinico homomorfismo de K-algebras ¢ : £(V) - U tal que (1) =1y poi = ¢, i es la
inclusién de V en £(V).

£(V)
¥

V. U

p=1o1
1.3.3. El Algebra Asociativa Libre

Sea X un conjunto no vacio. Por una &lgebra asociativa libre sobre K generada por X,
entenderemos una algebra asociativa U sobre K tal que

1.- X genera a U

2.- Si B es una algebra asociativa sobre K y ¢ : X — B es una transformacion, entonces
hay un 1inico homomorfismo  : & — B tal que n 07 = ¢, donde ¢ es la inclusién de X
en U.

X B

g=noi

Silf y U’ son algebras asociativas libres sobre K generadas por X, por un argumento estandar
basado en la propiedad universal (2), tenemos que i y U’ son isomorfas.

Ahora probaremos la existencia del dlgebra asociativa libre generada por X.

Sea V el espacio vectorial sobre K generado por X y £(V) su algebra tensorial. £{(V) es
una algebra asociativa sobre K, generada por X y claramente cumple la propiedad (2).
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1.3.4. El Algebra Envolvente Universal de una Algebra de Lie

En esta y en la préxima subseccién, F' denotara un campo de caracteristica cero y L una
dlgebra de Lie sobre F' de dimension arbitraria.

El algebra envolvente universal de L es la pareja (U, ), donde U es una algebra
asociativa con uno sobre F'y 7 : L — U es una funcién lineal tal que

(131) . w(lay) = 7(@)nly) — 7(y)r(z) Va,yel

y cumple con la propiedad universal: dada una algebra asociativa U’ con uno y una trans-
formacién lineal 5 : L — U’ que satisface (1.3.1), existe un inico homomorfismo ¢ : U — U’
- (enviael 1 enel 1) tal que gorw =1.

= d) o
La unicidad de (U, 7) se sigue de la propiedad anterior. Probaremos su existencia.

Sea £(L) el algebra tensorial en L y J el ideal de £(L) generado por los elementos
Ury=2Qy—yQz—|zy] (z,y € L). Como U,, € T1 B T: es claro que J es un ideal propio
de £(L), por lo que podemos definir el algebra cociente (L) = £(L)/J; sea v : £(L) — U(L)
el homomorfismo canénico.

Afirmacién: (U(L),7) es una dlgebra envolvente de L, donde 7 : L — U(L) es la restric-
cién de vy a L.

En efecto: Tomemos a  : L — U’ como en la definicién. La propiedad universal de £(V)

produce un homomorfismo ¢’ : £(V) — U’, el cual es una extensién de 7 y envia el uno en
el uno. La condicién (1.3.1) de 5 obliga a que Uy, € ker ¢, pues

¢ (Uey) = ¢z ®y) — ¢'(y ® z) — ¢'([ay])

= ¢'()¢'(y) — ¢'(y)¢'(z) — ¢'([zy])
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pero, ¢'([zy]) = 7{[zy]) por lo que

¢’(Ur,y) =0

De esta manera, ¢' induce un homomorfismo ¢ : U(L) — U’ tal que pox = 1.

1.3.5. El Algebra de Lie Libre

Sea X un conjunto no vacio. Una dlgebra de Lie libre sobre F' generada por X es, una
algebra de Lie L sobre F' tal que:

1-XCL
2.; X genera a L, es decir, L es la mas pequeiia algebra de Lie que lo contiene.

3.- Dada una transformacién ¢ : X — M, con M una algebra de Lie, existe un unico
homomorfismo © : L — M que extiende a ¢.

4

X M

p=1oi
La unicidad de L (salvo isomorfismos) es ficil de probar a partir de (3).

Para demostrar su existencia, consideremos a 8 el dlgebra asociativa libre sobre F' gene-
rada por X. Para u, v € B sea [uv] = u ® v — v @ u. De esta manera, 8 con [e,e] es una
algebra de Lie y la denotaremos por iy . Asi L es la mas pequena subélgebra de B que
contiene a X.

Dada una aplicacién ¢ : X — M, ¢ puede ser extendido a una transformacién lineal de
V —+ M CU(M), V es el espacio vectorial generado por X. Entonces hay un homomorfismo
de F-algebras asociativas £(V) — U(M), 6 restringiéndolo a L, tenemos un homomorfismo
de 4lgebras de Lie ¥ : L — M. '
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1.4. La Representacién Adjunta y La Forma de Killing

La adjunta ad : L — gl(L) se define como ad z(y) = [zy] Vy € Ly z € L; ad z es claramente
una derivacién. En algunas ocasiones ad & no actia en toda L si no en un subconjunto K
de L, por lo que para evitar confusiones ady,z (6 adgz) indicard que ad z estd actuando en
L (6 K). La adjunta desempefiara un papel muy importante a lo largo de este trabajo.

Una representacién de una algebra de Lie L es un homomorfismo ¢ : L — gI(V), V
es un espacio vectorial sobre F. Un ejemplo de representacién es precisamente la ‘adjunta,
llamada por esta razén representacién adjunta. En efecto, como el bracket es bilineal, se
tiene que ad es una transformacién lineal y es tal que respeta el producto:

[ad z,ad y]) = ad z ad y(z) — ad y ad z(z)
= ad z([yz]) — ad y([z2]) = [z[yz]] - [y[==]]
= [zlyz]] + [[z2]y] = [[zy]2]
| = ad [zy](2)
Decimos que ad z es nilpotente si (ad z)* = 0 para algin k natural. Supongamos que z € L

es tal que ad z es nilpotente. De esta forma, la serie de potencias de la funcién exponencial
para ad x sobre € tiene sentido ya que tiene un mimero finito de términos:

_ (ad z)* (ad z)*?
exp{ad :r:)-—1+ada:-|-—~—-——2! + +—-~—(k_1)!

exp(ad z) es un automorfismo de L.

La representacién ¢ es irreducible si 0 y V' son los tdnicos subespacios de V los cuales
son invariantes bajo todas las transformaciones lineales ¢(z), z € L. Dos representaciones
¢:, i =1,2 de L. en V; son equivalentes si existe un isomorfismo lineal € de V; en V; tal que

cqﬁl(:c)c"l = ¢o(2) (Vz € L)

y denotaremos esto por ¢; ~ ¢;. ~ es una relacién de equivalencia.

A partir de la representacién adjunta podemos definir la forma de Killing K en L come:
K(z,y) =tr(edzoady) |

K es una forma bilineal y simétrica en L. Ademds K es asociativa en el sentido de que
K([zy],z) = K(z,[yz]); esto se sigue del hecho de que para endomorfismos z, y, z de un
espacio vectorial se tiene [zy|z = zyz — yzz, z[yz] = 2yz — 22y y tr(y(zz)) = tr((z2)y).
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Otra propiedad de K es su invarianza bajo automorfismos, es decir

K(a(z),a(y)) = K(z,y)

donde « es un automorfismo de L y z,y € L. Esta propiedad se sigue de la relacion:
ada(z) = aoadzx o a”! (notemos que ad a(z)(y) = [az)y] = a([z,a ' (y)])) v de que
tr(zy) = tr(yz). :

Ejemplo: Consideremos sl(2, € ). Una base para esta algebra es

=(00) w=(80) (s )

Sea X = az + bh + cy un elemento de si(2,€ ). De los brackets entre los vectores base,
encontramos las siguientes expresiones matriciales

20 0 0 -2 0 0
adh:{ 0 0 0], adz:} 0 0 1|, ady:{ -1
' 0 0 -2 0 00 : 0

De esta forma, K tiene matriz
6 9 4
K:1 080
4 00

K(X,X) = 8(b* + ac)

Diremos que K es no degenerada o no singular si su radical S es {0}, donde

oo o
o oo

Por lo que

S (r e LIK(z,y) =0 Vy € L)

S es siempre un ideal de L. En el ejemplo anterior, claramente K es no degenerada, pues su
determinante es —128.

1.5. Solubilidad y Nilpotencia

De aqui en adelante L serd una dlgebra de Lie sobre un campo F de caracteristica cero y
algebraicamente cerrado.
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Consideremos la sucesién de ideales de L definidos como L(® ¥ [, 1) & [L1], LD o
[LMLmy,..., LW (L&D L)), Diremos que L es soluble si L™ = 0 para algiin entero
positivo n. Un ejemplo de 4lgebra soluble, es el algebra abeliana. Si L es simple, entonces L
es no-soluble.

Un resultado que nos va a permitir definir a una algebra de Lie semisimple es el siguiente:

- Proposicién 1.5.1: a) Si L es soluble entonces todas las subalgebras e imagenes
‘homomérficas de L lo son.
b) Si I es un ideal soluble de L tal que L/I es soluble, entonces L es soluble
c) Si I, J son ideales solubles de L, entonces I + J es soluble.

Dem.- Ver [7].

El inciso c) de la proposicion anterior muestra que L tiene un-inico ideal soluble maximal
S = rad L, llamado el radical de L. Una algebra de Lie es semisimple si su radical es cero
y su dimensién es mayor que cero. Por ejemplo una dlgebra simple es semisimple.

Para definir una algebra de Lie nilpotente consideremos primero la sucesién de ideales
L Y [LL], L? & [LLY,..., L & [LL1}, L es nilpotente si L* = 0 para algin
entero positivo n. Una 4lgebra abeliana es nilpotente. Claramente L) C L para todo 1, asi
toda algebra nilpotente es soluble.

De la condicién de nilpotencia se deduce que (ad z)* = 0 para todo = € L. Diremos que
z € L. es ad-nilpotente si ad = es un endomorfismo nilpotente.

Un teorema muy importante en la teoria de dlgebras de Lie es el teorema de Engels.
Este teorema nos da una caracterizacién para las dlgebras nilpotentes, pero para probarlo
necesitaremos de la siguiente

Proposicion 1.5.2: Sea L una ilgebra de Lie, ¢ una representacién nilpotente de
L en un espacio vectorial V diferente de cero, sobre F. Entonces existe v € V, v # 0 tal que

#x)v =0 (z € L).

Dem.- Sea L' = ¢(L). L' es una subalgebra de gi(V) que consiste de endomorfismos
nilpotentes. Asi para demostrar el teorema sélo basta ver que dada L una subélgebra de
gl(V) cuyos elementos son nilpotentes, entonces existe un vector v € V, v # 0 tal que
Luv=0.

Usaremos induccion en dim L. El caso de dim L = 1 es claro pues una transformacion
lineal nilpotente siempre tiene al menos un eigenvector diferente de cero correspondiente a
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su tnico eigenvalor 0. Supongamos que K # L es alguna subalgebra de L. K actia, via
ad, como una dlgebra de Lie de transformaciones lineales nilpotentes en el espacio vectorial
L (en general, la imagen homomérfica de una &lgebra nilpotente es nilpotente), de aqui
que también en el espacio vectorial L/K. Como dim K < dim L, la hipdtesis de induccién
garantiza que existe un vector z + K # K en L/K tal que [yz] € K para todo y € K. En
otras palabras, K esta propiamente contenida en Np(K).

Tomemos ahora a K como la subédlgebra maximal contenida propiamente en L. Por el
argumento anterior tenemos que Np(K) = L, es decir, K es un ideal de L. Si dim L/ K > 1,
entonces la imagen inversa en L de una subélgebra uno-dimensional de L/ K (la cual siempre
existe) deberd estar propiamente contenida en K lo cual es absurdo; asi K tiene co-dimension
uno. Esto implica que L = K + Fz paraz € L — K.

Por induccién, W = {v € V|K.v = 0} # 0. El endomorfismo z (actuando ahora en el
subespacio W) tiene un eigenvector v € W diferente de cero tal que z.v = 0. Por lo tanto
Lv=0 0O

Como consecuencias del teorema anterior tenemos que si L es nilpotente y K un ideal de
L, K # 0, entonces Z(L) # 0 y K N Z(L) # 0. Esta iltima parte resulta de considerar a L
actuando sobre K via la representacion adjunta.

Teorema de Engels: Si todos los elementos de L son ad-nilpotentes, entonces L
es nilpotente.

Dem.- Como todos los elementos de L son ad-nilpotentes, ad L C gl(L) satisface la
hipétesis de la proposicién anterior por lo que existe z # 0 en L para el cual [Lz] = 0, es decir,
- Z(L) # 0. Consideremos ahora a L/Z(L). Es claro que esta algebra consiste de elementos
ad-nilpotentes y tiene dimensién menor que L., Aplicando induccién en dimL, encontramos
que L/Z(L) es nilpotente. Asi L™ C Z(L) para algin n y " = [L,L*] C [L,Z(L)] = 0,
por lo tanto L es nilpotente. O

1.6. Descomposicién de Jordan-Chevalley

En esta seccién recordaremos algunos resultados importantes de algebra lineal y, aunque se
sale del contexto, seran de gran utilidad en secciones posteriores. En especial, se usara en
la demostracién del criterio de Cartan para algebras nilpotentes y, como consecuencia, en el
criterio para algebras semisimples.

Sea V un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo F', algebraicamente cerrado,
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y T : V — V una transformacién lineal. Llamaremos a T nilpotente si existe n € N para
el cual T = 0. Diremos que T es diagonalizable o semisimple cuando exista una base
de V tal que a T le corresponde una matriz diagonal. Observemos que la suma de dos
transformaciones semisimples (nilpotentes) que conmutan es semisimple (nilpotente).

La siguiente proposicion nos mostrara que es posible descomponer una transformacién
T € End(V) en la suma de dos transformaciones T' = T, + T, tales que T, es semisimple y
T, es nilpotente. A esta descomposicion se le conoce como descomposicién de Jordan-
Chevalley.

Proposicién 1.6.1: Sean V y T como antes, entonces:

L.- Existen T; y T, € End(V'), 1dnicos, tales que T = T, + T,,, T, es semisimple y T, es
nilpotente y T,T, = T,T,. Decimos que T} es la parte semisimple de T' y T, la parte
nilpotente.

2.- Existen polinomios p{}), (A} € K[A], sin término constante, tales que T, = p(T) y
T, = ¢(T). En particular, tanto T, como T, conmutan con toda transformacion lineal
de V que conmuta con T'.

3.- Si U C W C V son subespacios vectoriales tales que T(W) C U, entonces T,(W) C U
y Tn(W) C U.

La demostracion de esta proposicién se encuentra en [13]. Como se recordara, toda transfor-
macidén lineal T' de un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo algebraicamente
cerrado se puede llevar a su forma canodnica de Jordan. La expresion matricial de T' consiste
en suma de bloques que tienen como diagonal a (c,...,c), ¢ € F, unos justamente arriba de
la diagonal y ceros en las otras entradas. De aqui que T es la suma de una matriz diagonal
con una matriz nilpotente, las cuales conmutan.

Ahora vamos a ver lo que sucede con ad T. Es facil de verificar que ad Ty, ad T,
son semisimple y nilpotente respectivamente, y conmutan: [ad Ty,ad T, = ad[T,, T,,)] = 0.
Aplicando la parte 1) de la proposicién anterior, tenemos que la descomposicién de Jordan-
Chevalley para ad T es ad T, + ad T,, (para mas detalle ver [7, pag.18]).

1.7. Criterio de Cartan

El propoésito de esta seccién es dar un criterio para solubilidad de una algebra de Lie L, a
partir de la forma de Killing. Este criterio se establece analizando la forma de Killing para
el operador adjunta. Empezaremos con el siguiente resultado:
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Lema 1.7.1: Sean A, B dos subespacios de gI(V), dimV < co. Sea M ¥ {z €
- gl(V)|[x, B] C A} y supongamos que ir{(zy) = 0 para todo y € M. Entonces z es nilpotente.

Dem.- Daremos una idea de la demostracién, que se encuentra con mas detalle en [7].
Seaz =s5+4n (8=z,yn=x,) la descomposicién de Jordan-Chevalley y {v1,...,v,} una
base de V tal que s tiene como matriz diagonal a (ay,...,an). Sea E el subespacio vectorial
del campo F sobre el campo € generado por los eigenvalores ay,...,a,. Hay que probar
que s = 0, o equivalentemente, que £ = 0. como E tiene dimensién finita sobre @, es
suficiente mostrar que E* = 0, es decir, que cualquier funcién lineal f : E — @ es cero. O

Criterio de Cartan: Sea L una subilgebra de g/(V), V finito dimensional. Su-
pongamos que tr{xy) = 0 para todo x € [LL)], y € L. Entonces L es soluble.

Dem.- De la definicién de solubilidad se tiene que si [LL] es nilpotente, entonces es
soluble por lo que bastard probar que [LL] es nilpotente. Para esto, apliquemos el lema
anterior a la siguiente situacién: V como esta dado, A=[LL], B=L;asi LC M = {z €
gl(V)}{z,L] C [LL]}. Por hipétesis, sabemos que tr(zy) = 0 para z € [LL], y € L; pero para
poder concluir que z € [LL] es nilpotente, necesitamos extender la hipotesis para y € M.
Sea {ry] un generador de [LL)], si z € M entonces tr{[zylz) = ir(z[yz]) = tr(lyz]z). Por
definicién de M, [yz] € [LL], lo que implica que ir{[zy]z) = 0. O

En general si L es una algebra de Lie, con K = tr(ad z 0 ad y) = 0 para todo = € [LL],

y € L entonces, aplicando el teorema anterior a la representacion adjunta tenemos que ad L
es soluble. Como ker ad = Z(L) es soluble, por la proposicién 1.5.1, L es soluble.

1.8. Criterio de Semisimplicidad

La parte central del trabajo estara enfocada al estudio de algebras de Lie simples y semisim-
ples, por lo que serd muy conveniente tener un criterio que nos permita saber cuando una
dlgebra de Lie es semisimple de una manera mas sencilla que aplicar la definicion.

Teorema 1.8.1: Sea L una é4lgebra de Lie sobre F. L es semisimple si y sélo si su
~ forma de Killing es no degenerada.

Dem.- Supongamos que S = rad L # 0. Sea p > 0 tal que A = 5”7 # 0 pero SP*! = 0.
Asi A es un ideal de L (esto se prueba por induccién sobre p y aplicando la identidad de
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Jacobi) y claramente es abaliano. Paraz € Ay y €L,
K(z,y)=tr(edzoady)

= tr({ad z 0 ad y)|A)

pues ad z 0 ad y(L) C A. Por otro lado, como A es abeliano [z,[y,2]] =0 (z,z € A,y € L)
se sigue que (ad r 0 ad y)|A = 0. Esto muestra que K(z,y) =0(z € A,y € L).

Reciprocamente, supongamos que K(e,e) es singular. Sea M & {z|z € L, K(z,y) =

0Vy € L}. M #0 es un ideal de L. Si z, y € M, entonces (ad z_ady)(L) C M, asi
tr(ad z ady) = tr(adpyz adpyy) =0

lo que implica que M es una algebra de Lie con forma de Killing igual a cero. Por el criterio
de Cartan M es soluble, asi rad L # 0 probando que L no es semisimple. D

Una aplicacién inmediata del teorema anterior es que sl(2, € ) es semisimple; ya que
como se vié en la seccién 1.4 su forma de Killing es no degenerada.

De los criterios de Cartan y de semisimplicidad, se deduce un corolario importante. Pero
antes de enunciarlo necesitamos de la siguiente definicion: Una algebra de lie L es la suma
directa de ideales I1,...,I; si L. = I; +- - - + I; como suma directa de subespacios vectoriales
y L esta generada por las dlgebras de Lie I; con el producto de Lie definido componente a
componenete,

Corolario 1.8.2: Una ilgebra de Lie L es semisimple si y sélo si es suma directa de
algebras de Lie simples.

Dem.- Sea [ un ideal de L distinto de cero. Entonces I* % {z € L|K(z,y) = 0Vy € I}
es un ideal, por la asociatividad de K. La no singularidad de X implica que dim I +dim I'*+ =
dimL, es decir, TN I' = 0 por lo que L. = I + I*. Aplicando induccién en dim L se obtiene
la descomposicién de L en ideales simples.

El otro sentido de la demostracién es claro pues, la suma directa de dlgebras de Lie
semisimples es semisimple. O

Este corolario muestra que las dlgebras de Lie simples son bloques fundamentales con los
cuales se construyen las algebras de Lie semisimples.

Introduciremos ahora la descomposicién abstracta de Jordan para una algebra de

Lie semisimple L arbitraria. Para esto observemos que si § es una derivacién de L, hay un
tnico = € L tal que § = ad z; de hecho se tiene la siguiente
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Proposicion 1.8.3: Sea Der L el conjunto de todas las derivaciones de una lgebra
de Lie semisimple L. Entonces ad L. = Der L.

Dem.- Como L es semisimple, Z{L) = 0, por lo que L — ad L es un isomorfismo
de 4lgebras de Lie. Del teorema 1.8.1 tenemos que M = ad L tiene forma de Killing no
degenerada. Por otra parte, si D = Der L entonces [D, M] C M, pues [6,ad z| = ad (éx),
z € L, § € Der L, es decir, M es un ideal de D. Asi la forma de Killing Ka es la
restriccién de la forma de Killing Kp de D a M x M (en general, si W es un subespacio de
un espacio vectorial finito dimensional V y ¢ es un endomorfismo de V tal que ¢(V) = W,
entonces tr ¢ = ir (¢|lw)). Consideremos ahora el subespacio I de D ortogonal a M bajo
Kp, INM = 0; pero ambos son ideales de D por lo que [I,M] = 0. En particular, esto
implica que ad (§z) = 0Vz € L y § € I, de donde éz = 0 (z € L) ya que ad es uno-a-uno,
obligando a que 6 = 0. Por lo tanto, I =0y Der L=M =ad L. O

Como Der L contiene la parte simple y nilpotente de todos sus elementos (ver [7]), se
sigue que = determina en forma tinica los elementos s, n € L tales que ad x = ad s + adn es
la usual descomposicién de Jordan para ad z. Esto significa que ¢ = s+ n con [s,n] = 0. A
la descomposicién z = s + n se le conoce como la descomposicién abstracta de Jordan para
z. A8y n se les llama semisimple y nilpotente respectivamente.

Si L es una 4lgebra de Lie semisimple lineal, la descomposicién de Jordan coincide con
la descomposicién abstracta de Jordan. Para mayor detalle consultar [7, pag.29].

1.9. Representaciones de sl(2,C)

En toda esta seccién, L denota al dlgebra si(2,€ ). El estudio de las representaciones
irreducibles de L nos va a permitir obtener algunas propiedades muy importantes para la
clasificaciéon de las dlgebras de Lie simples sobre € .

Como se recordaréd de la seccién 1.4, una base para si(2,€ ) es

=(53) =(10) (52

Efectuando las operaciones necesarias, se encuentran las siguientes relaciones:

[h, 2] = 2z, (B, y} = —2y, [z, ] = h.

Ahora determinaremos las representaciones irreducibles de L. Para esto necesitaremos el
siguiente
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Lema 1.9.1: Sea n > 0 un entero. Entonces tenemos las siguientes identidades: ®. saser o mis Hixc
= HARA Ms GRANDEZA

. il n BBLIOTECA
zy =y" 'z + (n+ Dy"(h —nl) DEPARTAMENTO [
MATEMATICAS

ye"t = 2™y — (n + 1)z (h + nl)
Dem.- La prueba es por induccién en n. Para n = 0 es claro, pues h = zy — yz.
Asumiremos que las identidades son vélidas para n > 0. Como hy = y(h — 21), se sigue que
oy = (" Mz + (n+ Dy"(h - n))y

=y g et (o Db - 2)
=y 4 (n+ 2™ (h—n—1)

La segunda identidad se demuestra anilogamente. O
Teorema 1.9.2: Sea ¢ una representacién irreducible de L en un espacio vectorial

complejo finito dimensional V. Entonces ¢(L) es semisimple, sus eigenvalores son enteros y
de multiplicidad uno. Mas atin, hay un entero 7 > 0 y una base {vo,...,v;} de V tal que

¢(h)vP=(j"'2p)UP (P=Ga1:“'aj).
(1'9'1) ¢'($)v0 = 0, QS(.’E)'UP = P(J iy + 1)”1)—1 (P = 1, e 1.7)
q5(y)'u_,' =0, QS(y)UP = Up+1 C(p=1...,0-1)

Reciprocamente, sea j > 0 algin entero. Hay exactamente una clase de equivalencia de
representaciones irreducibles de L con dimension j + 1, las relaciones anteriores defininen un
miembro de esta clase. Finalmente, cada una de estas representaciones es equivalente a su
negativo, es decir, ¢ ~ —¢.

Dem.- Para A € €, denotaremos V), al subespacio de ¢(h) correspondiente al eigenvalor
A. Si A no es un eigenvalor, entonces Vi = 0. Como [¢(h), ¢(z)] = 24(z) v [¢(R),d(y)] =
—2¢(y), se tiene que

$(z)W] C Vase ¢(y)[Va] C Vaoz

por lo que es posible encontrar un eigenvalor j de ¢{(h) tal que j + 2 no es un eigenvalor.
Tomemos ahora €l eigenvector vg # 0 correspondiente al eigenvalor j,

#(h)vo = juo #(z)vo = 0.

Sea
vs = ¢(y)’vo (s=0,1,...)
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asi ¢(h)v, = (j —2s)v,. Como el nimero de eigenvalores de ¢(4) es finito, podemos encontrar
un s > 1 tal que v, =0. Seam > 0 tal que v, # 0 (0 £ p < m) ¥y ¥my1 = 0. Los vectores v,
son linealmente independientes pues son eigenvectores de ¢(h) para distintos eigenvalores.

Del lema anterior tenemos que para 0 < p < m,

$z)p = ¢(zyPYvo = p(j — p+ 1)vp

. asi el subespacio } ., € vy es invaniante bajo #(h), ¢(x) y #(y).Por la irreducibilidad de

¢, se sigue que

V= Z ¢ vp

0<p<m .
Por otro lado, vy,41 = ¢(y)™ v = 0, de donde 0 = ¢(zy™F')vg = (m + 1)(j — m)vm; lo que
implica que j = m. De las relaciones anteriores se deduce que dimV = j + 1 y que ¢(h) es
semisimple.

Reciprocamente, sean j > 0 un entero y V el espacio vectorial complejo de dimensién
j + 1. Escojemos una base para V {vo,...,v;} y definimos los endomorfismo ¢(h), ¢(x)
y ¢(y) por (1.9.1). Realizando los cédlculos correspondientes se demuestra que la funcién
arh + asz + aay — ay (k) + a2d(z) + aad(y) (a1, az, az € € ) es una representacion de L en
V y ademas es irreducible. En efecto, si W # 0 es un subespacio invariante de V, tenemos
que su invarianza bajo ¢(h) implica que W esta generado por los v, que contiene. Si s es el
mis pequeiio de los enteros ¢ > 0 para los cuales v, € W, entonces s es cero, pues en caso
contrario, ¢(z)v, es un miltiplo diferente de cero de v,_; y se encuentra en W, mostrando
que v,.1 € W. Asi vg € W. Pero entonces v, = ¢(y)Pvo € W para 0 < p < j. Por lo tanto
W=V.

De esta forma, para cada j > 0, tenemos una tnica clase de equivalencia de representa-
ciones irreducibles de L, con dimensién 7 +1. O

Supongamos que ¢ no es irreducible, entonces existe un subespacio W de V invariante
bajo €. Claramente el subespacio V/W también es invariante bajo €, de esta forma podemos
considerar a ¢ como la suma directa de representaciones €5; (i = 1,2) donde ej; = (W) y
€j2 = V/W); |J1 — J2| es impar pues dimL = 3. Supongamos ademds que € es tal que
todos los eigenvalores de ¢(h) son de multiplicidad uno. Sea ¢ la representacién irreducible
correspondiente a J1 > 0; por el teorema anterior ¢(4) tiene eigenvalores J1, J1—-2,...,—J1
(para el caso de J2 se hace lo mismo) por lo que existen dos eigenvalores de €(h) tales que
su diferencia es impar. Esto se resume de la siguiente forma:

Corolario 1.9.3: Sea € una representacién de L en un espacio vectorial complejo
finito dimensional. Supongamos que todos los eigenvalores de ¢(k) son de multiplicidad uno
y que la diferencia entre dos eigenvalores de €(h) es par. Entonces € es irreducible. O

Los eigenvalores de ¢(h) son llamados pesos de ¢ y los eigenespacios son denominados
espacios peso. S5i dim¢ = j + 1, 7 es el maximo peso de ¢.
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Capitulo 2

Sistema de Raices y Clasificacién de
los Diagramas de Dynkin

El objetivo de este capitulo es la clasificacion de los diagramas de Dynkin conexos. Mos-
traremos que a cada sistema de raices le corresponde un iinico diagrama de Dynkin (salvo
isomorfismo) y a cada diagrama de Dynkin conexo le corresponde un sistema de raices.

Para esto, estaremos considerando un espacio euclideano E, es decir, un espacio vectorial
finito dimensional sobre £ con producto interior usual (e, ). Definimos una reflexién o en
E como una transformacién lineal invertible que deja fijo a un hiperplano P, y que envia a
cualquier vector ortogonal a P, en su negativo. Algo que se puede probar ficilmente es que
una reflexién respeta el producto interior, es decir, (o(a),o(f)) = (o, 8), o, S € E.

Un vector ¢ determina una reflexién o, con hiperplano de reflexion

Pu ™ (B € E:(8,e) =0}

por medio de la transformacion
2(8, @)

(e, )

o, =B — a.

- Es claro que vectores diferentes de cero y proporcionales a «, dan lugar a la misma reflexion.

Para abreviar notacién utilizaremos {3, @) en lugar de 3(%5)2

2.1. Sistema de Raices: Definiciéon y Ejemplos

Definicidn: Un subconjunto ® de E es llamado un sistema de raices en E si cumple
los siguientes axiomas:
(R1) ® es finito, genera a E y no contiene al 0 € E.
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(R2) Si @ € E, los tnicos mdltiplos de a en ® son Fa.

- (R3) Si a € E, la reflexion o, deja a @ invariante.

(R4) Si e, 8 € E, entonces (B,a) € Z .

De (R2) y (R3) se sigue que ® = —®. Algunas veces (R2) es omitido y lo que nosotros
llamamos un sistema de raices es referido como un sistema, reducido de raices.

Sea ® un sistema, de raices en E. Denotamos por W al subgrupo de GL(F) generado por
las reflexiones o (o € ®). Por (R3), W permuta los elementos de @, por lo que podemos
considerar a W como un subgrupo del grupo simétrico de ®, como consecuencia, Wes finito.

A W se le llatha el Grupo de Weyl de ®.
En algunas ocasiones resultara 1til trabajar con el dual é inverso de @
Y (0’| aed)

donde a¥ = (j";). ®* es también un sistema de raices en E.
r

Ejemplos:

La dimensién de F se llama el rango de ®. Cuando n < 2, el sistema de raices ¢ puede
representarse graficamente. Si n = 1 existe una 1dnica posibilidad para ®:

(A1)

—a o
En el caso n = 2, existen mas posibilidades:

(A1 X Al) (A2) .
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FI1G. 2.1.2

es facil ver que efectivamente estos ejemplos son sistemas de raices. Mas aiin, como mostraremos
a continuacién, son los \nicos sistemas de raices posibles para el plano.

El axioma (R4) limita los posibles dngulos entre las raices, ya que el dangulo entre dos

raices o, B viene dado por || a ||| 8 || cos@ = (a, ), y como {8,a) = -2(-(0%0%} = 2{%} cos f se

sigue que {a, 8)(8, @) = 4cos? 0, pero 0 < cos?# <1, asi (@, B){f, @) tienen el mismo signo,
por lo que las inicas posibilidades cuando a #¥ By || 8 ||2]| a || son:

Tabla 2.1.2
i
(@,8) | (B,0) | 8 I,
0 0| % |no determinado
1 1| % 1
3
-1 -1 -231 1
1 2| % 2
-1 -2 341 2
1 3| % 3
-1 3| = 3

L4 . . Id - N
de esta forma, los tinicos sistemas de raices posibles para n = 2 son los que aparecen en la

fig. 2.1.2.
El siguiente lema, nos dara un criterio 1til sobre el comportamiento de la suma de raices.

Lema 2.1.1: Sean o, j raices no proporcionales. Si (@, ) > 0 (i.e. si el dngulo entre
a y B es acutangulo), entonces a — 3 es una raiz. Si (a, f) <0, entonces o + ( es una raiz.

Dem.- La segunda parte del lema se sigue de la primera (sustituyendo —f en lugar de

p)-
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(o, B) es positivo si y sélo si {a, 3) lo es. De la Tabla 2. 1 2 se sigue que {a, ﬁ) 6 (B,a) es
igual a 1. Si {a, ) = 1, entonces og(a) = a — § € ® por R(3); similarmente, si {8,a) =1,
entonces 8 — a € &, de donde 0g_,(f—a)=a—-F€ . O

2.2. Raices Simples

En esta seccién ® denota un sistema de raices de rango n en un espacio euclideano E, con
grupo de Weyl W.

- 2.2.1. Bases

Definicién: Un subconjunto A de @ es llamado una base si:

(B1) A es una base de E

(B2) Cada raiz 8 puede ser escrita como 8 = > k,a (a € A) con coeficientes k, enteros,
todos positivos o todos negativos,

Las raices en A son llamadas simples. De B(1) se sigue que la cardA = n, y la repre-
sentacién para # € ® es dnica. Si todos los k, > 0 (6 todas las k, < 0) decimos que §
es positiva (negativa); esto lo escribimos como 8 = 0 (f < 0). La coleccidn de todas las
raices positivas y negativas (relativas a A) las denotaremos por ®* y @7, respectivamente.
Claramente ®* = —®~. Definimos la altura de una raiz (relativa a A) por ht(8) = 3 _ 4 ka

En los ejemplos de la fig. 2.1.2 las raices a, § forman una base. Sin embargo, hasta ahora
no hemos garantizado la existencia de una base para un sistema de raices dado.

Teorema 2.2.1: @ tiene una base.

La demostracién se hara por construccién y para ello requeriremos del

Lema 2.2.2: Si A es una base de ®, y (o, 8) < 0 para a # B en A, entonces a — f
no es raiz. :

Dem.- Este resultado se obtiene aplicando el Lema 2.1.1. D
y de las siguientes definiciones. Para cada vector ¥ € E definimos ®*(v) = {a € ®|(v,a) >

0} igual al conjunto de todas las raices que se encuentran en el lado “positive” del hiperplano
ortogonal a . Sabemos de la geometria euclideana que la union finita de hiperplanos P,(a €
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®) no cubren a E. Llamaremos a v € F regular si ¥ € E — U,ceP. y singular en el otro
caso. Cuando 7 es regular, se tiene que ® = ®+(y) U —®*(y). Diremos que a € ®*(7) es
compuesto si a = £ + S, para 3; € *(y), y no compuesto en el otro caso. Lo anterior

es suficiente para probar el siguiente.

Teorema 2.2.3: Sea v € E, regular. Entonces el conjunto A(y) de todas las raices
no compuestas en ®1(y) es una base para ®, y cada base es obtenida de esta forma.

- Dem.-Esta prueba se hard por pasos.

1.* Cada raiz en ®t(v) es una combinacion lineal entera no negativa de elementos en
A(7)-

Supongamos que algin a € ®*(y) no puede ser escrito de esta manera y escojamos a
“a tal que (7, @) sea minimo. Como « no puede estar en A(y), se tiene que o = 1 + 5,

(8; € ®+(7)), de donde (v,a) = (v, 81)+ (1, B2)- Pero, cada (v, 5;) > 0, asi B; y Bz son
una combinacién lineal entera de A(y) (pues (7, @) es minimo), de donde a también

lo es. Contradiccién.

2.- St o, B € A7), entonces (o, 8) < 0 ezcepto cuando a = §.

Supongamos que o — § es una raiz (lema 2.1.1), como B # —a se sigue que a — § 6
B — a esta en ®T(y). En el primer caso, a = § + (o — ), lo que implica que o es
compuesto; en el segundo caso § = a + (f — a) es compuesto. Contradiccion.

3.- A7) es un conjunto linealmente independiente.

Supongamos que Y roa = 0 (o € A(y), ro € B). Separamos los indices a para los
' cuales 7o > 0 de aquellos en que r, < 0. Reescribiendo, tenemos que ) s, = 3" t58
‘ (Sasts > 0). Sea € = 3 s,x, entonces (€,€) = ) 5 Sats(c, f) < 0 por el paso (2), de
donde € = 0. Luego, 0 = (y,¢) = 3 sa(v, ), lo que implica que todos los s, son cero.
Similarmente, todos los 5 son cero.

4.- A(7y) es una base de ®.

Como & = @+ (y) U—®*(7), (B2) se satisface por (1), lo cual implica que A(v) genera
a E; esto junto con (3) produce (B1).

5.- Cada base A de ® es de la forma A(7y) para algin v € E regular.

Dada A, escogemos v € E tal que (y,a) > 0 Va € A. Por (B2) 7 es regular y
&+t C ®*(y), &~ C —B*(y) por lo que @+ = &*(), y esto implica que A C A(y) pues
A consiste de elementos no compuestos, pero cardA = cardA(y) = n, asi A = A(y).
O
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Como ya habiamos visto, los hiperplanos P, {(a € @) dividen a £ en un ndmero finito de
regiones. Las componentes conexas de F — U,P, son llamadas cAmaras de Weyl, y se
denotan por C(7y). Decimos que C(-y) =C{(7') si v,7’ se encuentran del “mismo lado de cada”
hiperplano P, (a € @), es decir, +(y) = ®+(v’), 0 A(y) = A(¥'). Esto muestra que las
camaras de Weyl estan en correspondencia 1-1 con las bases de ®. Escribimos C{A) =({)
si A = A(y); C(A) es lamada cdmara fundamental de Weyl relativa a A. C{A) es un
conjunto conexo abierto consistente de todos los 7 € E que satisfacen (y,a) > 0 (o € A).
En la fig. 2.2.1 se muestran las seis camaras de Weyl y la cdmara fundamental de Weyl

relativa a la base {a, 3} de Aa.

FIG.22.1

El resto del capitulo lo centraremos en el estudio de las raices simples, por lo que nece-
sitaremos saber mas sobre su comportamiento. Los siguientes resultados nos ayudaran en

este sentido.

Lema 2.2.4: Si « es positiva pero no es simple, entonces # — o es una raiz (necesa-
riamente positiva) para algin § € A.

Lema 2.2.5: Sea « simple. Entonces o, permuta a todas las raices positivas en otras
distintas de a.

Las demostraciones de los lemas anteriores se obtienen al aplicar el teorema 2.2.3 y el
lema 2.1.1 (la demostracién detallada se encuentra en [7]).

Corolario 2.2.6: Cada 8 € ®* puede ser escrita como a; + +++ + a (o € A, no
necesariamente distintas); en particular cada suma parcial oy + - - - + ; es una raiz.
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La demostracién se sigue del lema 2.2.4 y de aplicar induccién en kt(8). D

2.2.2. El Grupo de Weyl

El siguiente teorema nos mostrard cémo esta formado el grupo de Weyl y como actia en las

bases.

| Teorema 2.2.7: Sea A una base para 9.

1.- Si v € E, 7 regular, existe o € W tal que (o(7),a) > 0 Va € A ( W actia transitiva-
mente en cdmaras de Weyl). .

2.- Si A’ es otra base de ®, entonces o(A’) = A para algin ¢ € W (W actia transitiva-
mente en bases).

3.- Si a es alguna raiz, existe o € W tal que o(a) € A.
4.- W es generado por g, (a € A).
5.- Si o(A) = A,0 €W, entonces o = 1.

Dem.- Sea W’ el subgrupo de W generado por todas las reflexiones simples o, (a € A).
Probaremos (1)-(3) para W’ y después mostraremos que W’=W.

1.- Sea § =3 ), oa. Escogemos o € W’tal que (o(7), &) sea lo més grande posible. Para
a € A, 6,0 €W’ De esta forma, (o(v),8) > (o(7),6) — (o(7),a) (esto se sigue del
lema 2.2.5 y de la eleccién de o). Por lo que (o(y),a) > 0 Va € A.

2.- Sea A’ una base de ®. A’ = A'(y) para algin 4 regular. Por (1), existe o € W’tal que
(e(7),a) > 0 Ya € A; lo que implica que A = A(o(y)), es decir, o(A’) = A.

3.- Por (2), es suficiente probar que cada raiz pertenece a una base. Como las unicas
raices proporcionales a a son Ya, los hiperplanos Py (8 #I @) son distintos de P,.
Esto implica la existencia de vy € P, tal que ¥ € Ps; VB € A—{Fa}. Escogemos ahora,
4" lo suficientemente cerca de 7 tal que (0',a) =e¢ > 0y |(0',8)] > ¢, VB € A — {*a}.
Asi a pertenece a la base A{7).

4.- Para probar que W’=W, es suficiente mostrar que cada reflexion o, (o € ®) esta
en W’. Por (3), podemos encontrar ¢ € W’ tal que o(a) = f € A. De esta manera,
Og = Og(a) = 00,0 ' (esta 1iltima igualdad se obtiene al desarrollar co.o Y a(f) y
de observar que envia a o(a) en —o(a)), de donde o, = = togo € W". :

5.- Sea o(A) = A, pero o # 1. Si o es escrito como el producto de reflexiones simples, o =
Tgq1° " Oaty t lo mds pequefio posible, entonces o(c;) < 0. Lo cual es una contradiccion.
O
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2.2.3. Sistemas de Raices Irreducibles

Definicion: Decimos que @ es irreducible si no puede ser dividido en dos subconjuntos
q p ]
propios tal que cada raiz en uno sea ortogonal con respecto a (s, ), a cada raiz en ¢l otro.

Ejemplos:
- o Ay, Az, By, G, son irreducibles

e A; X Ay no lo es.

Teorema 2.2.8: Sea A una base de ®. @ es irreducible si y sélo si A no puede ser
dividido en el sentido de la definicién anterior.

Dem.- Sea ® irreducible, pero A = A; U Az con (A1, A;) = 0. Por el teorema 2.2.7,
para ¢ada raiz o existe ¢ € W tal que o(a) € A. A o(a) le llamaremos el conjugado de a.
 De esta manera ® = &, U &, donde ®; i = 1,2 es el conjunto de las raices que tienen un
conjugado en A,

®, NP, = . En efecto, sea # € ®,, entonces existen ¢’ e Wy a € A; tal que ”'(a) = B.
Probaremos que 3 & ®,.

Supongamos que existe o' EWy o' € A; tal que ¢'(a’) = B, o equivalentemente, supon-
gamos que existe o € W tal que g(a’) = a. Por el teorema anterior 0 = 04,04, ...04; donde
o; € A, por otro lado, es ficil probar que si (@, 8) = 0 entonces 7,05 = 930, asi

T=0p ...080q ...0y
donde B; € A; y a; € A,. Esto implica que

a(a’) =0g--. aﬁk(a')

y de la férmula para una reflexion se sigue que « es una combinacién lineal de elementos de
A,. Esto es una contradicciéon. De esta forma, ®; se encuentra en el subespacio E; de
generado por A;, de donde (®,,®;) = 0. Esto obliga a que &; = 0 6 &, = &, lo que implica
que Ay =06 A=,

Reciprocamente, sea § = ®; U ®; con (®,,P;) = 0. A menos que A esté contenida
completamente en ®; 6 ®;, esto induce una particién similar de A lo cual no es posible por
hipétesis; si A C ®, implica que (A, ®;) =00 (E,®;) = 0 pues A genera a E, asi ®; = 0.
O
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2.3. Clasificacién de los Diagramas de Dynkin

En esta seccién ® denota un sistema de raices de rango n, Wel grupo de Weyl y A una base

de @.

2.3.1. Matriz de Cartan

Definicién: Sea r > 1 un entero, y A = (a;;) una matriz r x r. Decimos que A es una
matriz de Cartan si cumple las siguientes condiciones:

1.- a;; es un entero para todo 4, j; a;; < 0 para ¢ # j, ai = 2 para todo ¢; a;; = 0 si y sélo

s1 ajg; = H
2.- det{A) # 0
3.- Sea V un espacio vectorial sobre € con base {vi,...,v,} y sea s; un endomorfismo de
'V tal que s;v; = v; —ai;v; (1 <1,5 <r). Entonces sy,...,s, generan un subgrupo de
GL(V). '

a 7 se le conoce como el rango de A.

A" = (a,) se dice que es equivalente a A = (a;;) si tienen el mismo rango y si hay
~ una permutacién ¢ — ¢’ de {1,...,r} tal que a;; = ajs;;, 1 <4,j < r. Algo que no es dificil
de probar es que ésta es una relacién de equivalencia. Una matriz de Cartan A = (a;;) de
rango r se dice que es reducible si podemos encontrar una particién de {1,...,r} en dos
conjuntos no vacios S y S; tal que a;; =0 para ¢ € S; y j € S;; en caso contrario A se dice
ser irreducible. Si dos matrices de Cartan son equivalentes y una de ellas es irreducible, la
otra también lo es.

Para el caso de 9, sea (ay, ..., @,) un ordenamiento de las raices simples. La matriz A =
({ci, @;)) claramente es una matriz de Cartan donde los endomorfismos s; son precisamente
las reflexiones o,,, y €l rango de A coincide con el rango de ®, por lo que es no singular.
Llamaremos a sus entradas enteros de Cartan. La matriz de Cartan de un sistema de
rafces es irreducible si y sélo si el sistema de raices es irreducible. En efecto: Si la matriz
de Cartan es irreducible, entonces por definicidn, no existen dos subconjuntos no vacios -S;
y Sy de {1,...,r} tales que a;; = {a;,;) = 0 para i € 57 y j € 53. Esto implica que
no existen Ay, Ay C A, A; # 0 # A, tales que (A;,A;) = 0, por lo que @ es irreducible.
Reciprocamente, si el sistema de raices es irreducible, obliga a que no existe dos subconjuntos
no vacios 83 y Sz de {1,...,r} tales que a;; = (&, ;) =0 para i € S1 y j € Ss.
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Ejemplos:

Para los sisternas de rango 2, las matrices de Cartan son:
20 2 -1
A]XAl(O 2), Ag(_l 2)
2 -2 2 -1
B2'(—1 2)’ Gz'(.—:a 2)

La matriz de Cartan depende de la eleccion del ordenamiento. Pero esto, no es trascen-
dente; ya que al modificarlo, inicamente se intercambia a A en una matriz equivalente.

La parte importante es que la matriz de Cartan es independiente de la eleccidén de la
base, gracias al teorema 2.2.7. La matriz de Cartan caracteriza a @ salvo isomorfismos.

Proposicién 2.3.1: Sea & C E’ con base A’ = {af,...,a.}. Si (e, 05) =
(of,of) para 1 < 4,5 < n, entonces la biyeccion o; — o} se extiende en forma tnica a un
isomorfismo ¢ : E — E' que envia a ® en &' tal que {¢(e), #(8)) = (e, B) para todo a, B € ®.

Dem.- Sea A (resp. A’} una base de E (resp. F’). Hay un 1inico isomorfismo ¢ : E — E’
tal que o — af (1 <¢ < 1) Sia, f€ A, tenemos que 644)(¢(8)) = 0u:(B') = d(0a(B)).
Como los respectivos grupos de Weyl W, W’son generados por reflexiones simples, se sigue
que la transformacién o +» ¢ o g0 ¢~! es un isomorfismo de Wen W’ el cual envia a o, en
T4(a) (@ € A). Por otro lado, cada § € @ es conjugada bajo W a una raiz simple, es decir,

B =oc(a) (ac ). Asi ¢(B) = (¢000¢71)(d(a)) € ®'. Esto implica que ¢ transforma a ®

en ®; de la férmula de reflexion, se sigue que ® preserva los enteros de Cartan. O

Esta proposicién muestra que es posible recobrar @ a partir de los enteros de Cartan.

2.3.2. Graficas de Coxeter y Diagramas de Dynkin

Si @, f son raices positivas distintas, sabemos de la seccion 2.1 que {e, 8){f8,a) =0, 1,26 3.
Deﬂmmos la Grafica de Coxeter de ® como una grafica que tiene n vértices, y el t-ésimo
punto estd unido al j-ésimo punto (i # ) por {a;, a;){e;, o;) lineas.

Ejemplos:

.A]XAI o o
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e A, o 0

e B, o "o}

La grifica de Coxeter determina los mimeros {e, ;) si todas las raices tienen la misma
longitud pues (o, @;) = {e;, ;). En caso de que las raices tengan longitud distinta, (ejemplo,
B; o (G3) la grifica no sefiala cual es la mas corta y cual la larga, en estos casos podemos
colocar una flecha apuntando a la mas corta de las dos raices. Esta informacién nos permitira
recobrar los enteros de Cartan. A la figura resultante la llamaremos Diagrama de Dynkin
de ®. Por ejemplo

o4 Bg ad >)

-~
o Gy a == D

2.3.3. Componentes Irreducibles

De la grafica de Coxeter, se tiene que ® es irreducible si y sélo si su grafica de Coxeter es
conexa (esto se prueba directamente de las definiciones). En general, el nimero de compo-
nentes conexas de la gréfica de Coxeter corresponden a una particién de A en subconjuntos
mutuamente ortogonales. Sea A = A, U---U A, la particién correspondiente de A y F;
el subespacio generado por A;, asi E = E, @ .-+ @ E;. De esta manera, las raices que son
combinaciones lineales enteras de A; (®;) claramente forman un sistema de raices en E; cuyo
grupo de Weyl es la restriccién a E; de el subgrupo de W generado por todas las reflexiones
o.(a € A;). Finalmente, cada E; es W-invariante por lo que cada raiz se encuentra en uno
de los F;, es decir, ® = ®; U --- U ®,.

Lo anterior se resume en la siguiente proposicién
Proposicion 2.3.2: @ se descompone en forma tinica como la unién de sistemas

irreducibles de raices ®; tales que £ = E, @ --- @ E; donde E; es un subespacio de E,
generado por ®;. O

2.3.4. Teorema de Clasificacién

La proposicion anterior muestra que es suficiente clasificar los sistemas irreducibles de raices,
o equivalentemente los diagramas de Dynkin conexos.
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Teorema 2.3.3: Si ® es un sistema irreducible de raices de rango [, su diagrama de
Dynkin es uno de los siguientes (I vértices en cada caso):

Al o

-1 !

[y
e @
o

B] (122)' o—_— 0 - s O—-—————@
1-2 -1 l

e A P

Di(1>24): o o -1
1 2 -3 1-2 !
o
2
Eg : o o o} o o
1 3 4 5 6
o)
2
Er7: o 0 O o) o o
' 1 3 4 5 6 7
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Eg : o la} o]
-1 3 4

F4_ :

—_ 0
1}
(L]

X ozﬁ———;_o
1 2

y las correspondientes matrices de Cartan son:

2 -1
-1 2
A 0 -1
0 0
2 -1
-1 2
B : .
0 0
0 0
2 -1 0
-1 2 -1
o 0o -1 2
0o 0 9O
0 0 90
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0
-1

[ 2 -1

2

-1

2 1 -1

—1

-1

Dy

0
0
0
0
1
2

0
0
0
1

2
-1

-1
0
2

-1
0
0

2
0
-1
0
0
0

0

-1

-1

2 -1

-1

-1

(=1

2/

E-,':

2 -1
-1
0

0

2
1

-1
0

0
0

Es:

2)

2 -1
-3

G2 . (
Dem.- La idea de la demostracién es clasificar primero las graficas de Coxeter y a partir

de aqui obtener los posibles diagramas de Dynkin.
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Para ello vamos a suponer que F es un espacio euclideano (de dimensidn finita), y & =

{€&1,-..,€} es un conjunto de vectores unitarios linealmente independientes que satisfacen
(€i,6;) SO0 (3 # 1)y 4(ei,65)* =0, 1,2,6 3 (i # 7). Tal conjunto de vectores es llamado
admisible. (Ejemplo: Elementos de una base para un sistema de raices, cada uno dividido
por su longitud). Formemos ahora la grafica I' para el conjunto $ de la misma manera en
que formamos la grafica de Coxeter para las raices simples de un sistema de raices. Lo que
haremos a continuacién serd determinar todas las graficas conexas asociadas con conjuntos
admisibles de vectores (estas incluyen a todas las grificas de Coxeter conexas). En este caso,
I' puede no ser conexa (mas adelante supondremos que lo es).

1.- Si algunos de los €; son eliminados, los restantes forman ain un conjunto admisible
cuya grdfica es obtenida de I' por omision de los correspondientes vértices y las lineas

incidentes.

Este paso es obvio; pues los vectores restantes cumplen con las condiciones del parrafo
anterior.

2.- El nimero de pares de vertices en I’ conectados al menos por una linea es estrictamente
‘menor que l.

- Sea € = ZLI ¢;. Como los ¢; son linealmente independientes, € 7 0. Asi 0 < (¢,¢) =
I+23.;(€r€). Seai,j un par de indices (distintos) para los cuales (e, ¢;) # 0
(i.e. los vértices que estan unidos). Entonces 4(e;,¢;)® = 1, 2 6 3 lo que implica que
2(e&;,€;) < —1, aplicando esta desigualdad se sigue que €l ndmero de pares i, j no puede
exceder a { — 1.

3.- T no contiene ciclos.

Un ciclo seria la grafica I de un conjunto admisible §' de $ y asi IV, violaria el paso
(2) (con { reemplazada por card I').

4.- No mds de tres lineas pueden originarse en un vértice dado de T.

Sea e € S, ¥y m, 12,-.-,M € I todos los vectores distintos que estan unidos a e por
1, 2 6 3 lineas. Por el paso (3), cualquier par de 7’s no estdn unidas, asi (n;,n;) = 0
para t # j. Como < es linealmente independiente, algin vector 7y en el subespacio
< € T1,...,Mk > es ortogonal a m, 72,..., N, claramente (e, 7o) # 0 para tal 5.

Por otro lado, se tiene que € = 3~ (&,17:)m, asi 1 = (e,€) = S+_,(€,m:)?. Esto implica
_que Ele(e, )i <lo Ele 4(€,m:)? < 4. Pero 4(¢,;)? es el nimero de lineas que une
a € con 7; en I'; siguiéndose el resultado.

5.- La tnica grdfica coneza I' de un conjunto admisible S el cual puede contener lineas
triples es —==.



Esto se sigue de el paso (4).

6.- Sea {el, ..., €k} veclores de § que tienen subgrdfica o 0...0 o. (Una cadena
simple en T'). Si ¥ = (§~ {e,...,&}) U{e}, donde € = ¥ €, entonces §' es
admisible.

(La grafica de §' es obtenida de T' contrayendo la cadena simple a un punto.) La

_independencia lineal de $’ es obvia. Por hipdtesis, 2(¢;,€;41) = =1 (1 <7 < k—1), asi
(e,€) = k+23 ;(ci,€¢5) = k— (k— 1) = L. Es decir, € es un vector unitario. Algin
n € ¥ — {€1,...,6} puede ser conectado a lo mds a un €,..., € (por el paso (3)), de

esta manera, (1,¢) = 06 (n,¢) = (1,€). En cualquier caso, 4(5,€)> =0,1,2 6 3.

7.- I' no contiene subgrdficas de la forma:

s —O— 0 - - - O

Supongamos que una de estas graficas es subgréifica de T; por el paso (1), seria la grafica
de un conjunto admisible. Pero, por el paso (6) podemos reemplazar una cadena simple
en cada caso por un vértice, produciendo (respectivamente) las siguientes graficas, las
cuales violan el paso (4):

—
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8.- Cualquier grdfica coneza I' de un conjunto admisible tiene una de las siguientes formas:

o) o -0 o
O O o) [a] [} Q + . < O o]
€1 €2 €3 € e Tg—1 72 T
O:———__b

4 6
o o -+ *+ 0 e Gr-1
€] €2 €p—-1
nq-—l‘ -

- . \ , ,
Por el paso (5), dnicamente &======= contiene una tripleta de lineas. Una grafica
conexa, por (7), contiene a lo mds una unién doble, pues en caso contrario tendria una
subgrafica de la forma

¢ - - - - O0—0_ 0

Mas atin, si contiene una unién doble, no puede tener un “nodo” (punto de division de
ramas),

Asi la segunda grafica es la dnica posible para este caso (los ciclos no se permiten).
Supongamos ahora que I' copsiste solamente de uniones sencillas; I' puede contener a
lo més un nodo, (por (7)), por lo tanto, las tinicas posibilidades son las graficas 1 y 4.
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9.- La tnica grifica coneza T del sequndo tipo en el paso (8) es la grdfica de Cozeter F,

-0 la grifica de Cozeter B;(=C).

koo koo T
Sea ¢ = )., jej, 7 = )., jn;. Por hiptesis, 2(¢;,€541) = ~1 = 2(nj,Mi+1), ¥ los
otros pares son ortogonales, asi

22

y (mn) = 9. Como 4(cy,n,)? = 2, tenemos que (€,7)? = p2¢*(ep,1,)? = ”—2‘--
La de31gualdad de Schwartz 1mphca. (dado que €, son independientes) que (e,7)? <
(e,€)(n,m) o equivalentemente -”—29— < —@i%ﬂﬁﬂ, de donde (p — 1)(g — 1) < 2. Las
posibilidades son: p = ¢ = 2 (F4), p =1 (g arbitrario) 6 ¢ = 1 (p arbitrario). :

10.- Las tdnicas grdficas ' conezas del tipo cuatro en el paso (8) son la grifica de Coreter

D; 6 la grdfica de Cozeter E, (n=6, 74 8).

Seae=>_ jein =3 0, (=3 7¢;. Esclaro que ¢, 7, { son mutuamente ortogonales,
linealmente independientes y que ademads, 1 no esta en el subespacio generado por
ellos. De la misma forma en el paso (4), obtenemos que cos® §; + cos? 03 + cos® 83 < 1
donde 8y, 8;, 05 son los angulos respectivos entre 3 y ¢, 7, (. Efectuando los mismos
calculos que en el paso (9), con p — 1 en lugar de p, encontramos que (¢,¢) = E-(’l-—ll

Similarmente para 5, (. Por lo que cos? 8, = (C(:)‘Efj)fw) e 1)2&:5)_1,1;;)2 = (p;; D = 2(1 1)

Similarmente para 8, y 3. Sumando obtenemos la desiguialdad 3(1 — ; +1—4 1y
HY<i1o equiva,lentemente (*)% + % + 1 > 1. Reetiquetando podemos suponer que
L<l <<y sip, g6 son iguales a uno, regresamos al tipo A;. La desigualdad
P q r 2 g 2t P g

(*) implica que 2 > 2 > 1, asi r = 2. De esta forma % + ;— > -;—, y % > 1, de donde
2 < ¢ < 4. Para ¢ = 2, es claro de las desigualdades anteriores que p > 2. Si ¢ = 3,
entonces 1 > 1 y necesariamente p < 6. Asi las posibles tripletas (p,¢,r) pueden ser:

P~ 6 p p

(p,2,2,) = Di; (3,3,2) = Fg; (4,3,2) = Er; (5,3,2) = B

El procedimiento anterior muestra que todas las posibles graficas de Coxeter conexas de un
conjunto de vectores admisibles en un espacio euclideano son las graficas A — G. Cada una
de éstas corresponde a un \inico diagrama de Dynkin con excepcién de B; y Ci; que tienen la
misma grafica de Coxeter y distinto sistema de raices. Con esto, queda probado el teorema.
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2.4. Construccidén de Sistemas de Raices

En la seccién anterior, todos los posibles diagramas de Dynkin conexos de sistemas de raices
irreducibles han sido clasificados. Sin embargo, no hemos probado que, efectivamente, a cada
diagrama de tipo A — G le corresponde un sistema de raices.

Para demostrarlo, trabajaremos en R”, (el valor de n va a variar en la construccién de
los distintos sistemas de raices) con el producto interior usual. €, €,...,€, denotan la base
ortonormal usual de £”. El Z -espacio de esta base es (por definicion) el lattice I. En cada
caso, tomaremos E como un subespacio de B" con el producto interior heredado de £*. &
sera definido como el conjunto de vectores en I que tienen norma (o normas) fija (o fijas).

Como I es un lattice, es discreto con la topologia usual de B"; por otro lado, el conjunto
de vectores en " que tienen una o dos longitudes fijas es compacto, pues es cerrado y
acotado. Asi @ es finito y por definicién el cero no esti en ®. En cada caso, sera evidente
que ¢ genera a E (se dara una base de ®). De esta manera (R1) se satisface. La seleccién de
longitudes sera hecha de tal forma que se cumpla (R2). Para (R3) serd suficiente comprobar
que la reflexién o,(a € ®) transforma a ® en un subconjunto de I, pues de la férmula para
la reflexién se sigue que o,(®) consiste de los vectores de longitud requerida. (R3) implica
(R4), ya quesi a, 8 € ® entonces o,(f) = f— (B, a)a € I, de donde se sigue que (8,a) € Z .

Utilizando este bosquejo construiremos ahora los sistemas de raices para cada diagrama
de Dynkin de los tipos A — . En cada caso, obtendremos la matriz de Cartan para cada
sistema de raices y verificaremos que es igual a la de cada diagrama de Dynkin.

Ai(I > 1): Sea E el subespacio I-dimensional de £'+! ortogonal al vector €; +¢€x+ - +e€yg.
Sea I' = INE, y tomemos a ® como el conjunto de vectores a € I’ tales que (a,a) = 2;
es claro que ® = {¢; — €;,¢ # j}. Los vectores o = ¢; — €541 (1 < 7 < I} son linealmente
independientes por lo que generan a F, ademads ¢; — ¢; = (& — €i41) + ... + (€j-1 — €;) si
i < 7, lo cual muestra que ellos forman una base para ®.

Las reflexiones con respecto a «; permutan los indices 7,7 + 1 y dejan todos los otros
indices fijos. Asi ® es un sistema de raices y su matriz de Cartan resulta ser igual a la de
A;.

Bi(l > 2): Sean E = R'y ® = {a € I|(a,0) = 1 6 2}. @ claramente consiste de los
vectores T¢; (de longitud al cuadrado igual a uno) y los vectores *{(&;*¢;)} (de longitud al
cuadrado igual a 2) para ¢ # j. Los ! vectores €) —¢3, e2—éa, . .., €1 — €, € son independientes
y forman una base para ®. La matriz de Cartan para esta base es la de B;.

Ci(l > 3): Es facil ver a partir de la definicién que los productos interiores del dual de
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B; coinciden con los de C); utilizando la proposicién 2.3.1 tenemos que C; es isomorfo a dual
de B;. Por lo tanto Ci(I > 2) puede ser visto como el sistema dual de B;. Asi en E = R,
® = {a € E|(a,a) =26 4} = {}2¢, *(ete;) ¢ # j} es un sistema de raices con base
{e — €2, €2 — €3, ..., €1-1 — €, 2¢1}. Su matriz de Cartan corresponde a la de (.

Di(I>4): Sean E =Ry & = {a € I|(a,a) =2} = {*(eF¢;), i # j}. Para una base
tomemos los ! vectores independientes ¢; — €3, €2 — €3,. .., €1 — €, €1-1 + €. Asi se obtiene
que su matriz de Cartan es igual a D).

Eg, E7, Eg: De los diagramas de Dynkin tenemos que Fg, F7 pueden ser considerados
como subsistemas de Es. Por esta razén serd suficiente construir Fs. Sea F = R, I’ =
I+ 7Z ((e1+-+++€)/2). I” =subconjunto de I’ consistente de todos los elementos ) cie; +
£(e1 + €2 + -+ + €s) para los cuales ¢ + 3 ¢; es un entero par. Definimos @ = {a €
I"}(@, @) = 2}. ® consiste de los vectores *(eite;, i # j), y de los vectores 377 (—1)'e;.
Por inspeccién, todos los productos interiores estin en ZZ . Una base para este sistema de
raices es {3(e1+es — (e2+ -+ €7)), &1 + €2, € — €1,..., €7 — €g}. Esta base corresponde a
la matriz de Cartan de Fj.

Fy:Sea E=R4,I'=1+2Z (614 +€)/2),0 = {a € I'|(a,a) =1 6 2}. ® consiste
de todos los T¢;, de los *(e; — €;) 1 # j, asi como de ¥1(e; ¥ e;t - - ¢y). Como base podemos

tomar a {e; — €3, €3 — €4, €4, 3(€1 — ++ — €4)}-

G2: G4 fue construido explicitamente en la seccién 2.1. Otra forma de construirlo, es
considerar a F como el subespacio de R® ortogonal a €¢; + €2+ €3, I'=INE, & = {a €
I'l(a,a) =26 6}. Asi ® =T {e; — €2, €2 — €3, €1 — €3, 261 — €2 — €3, 262 — €1 — €3, 263~ €1 — €2}
Como una base, tomamos {€; — €2, —2¢; + €2 + €3}.

Resumimos lo anterior en el siguiente

Teorema 2.4.1: Para cada diagrama de Dynkin (o matriz de Cartan) de tipo A-G,
existe un sistema irreducible de raices que tienen el diagrama dado. O
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Capitulo 3

Clasificacién de las Algebras de Lie
Simples sobre los Complejos

El propésito de este capitulo es clasificar las lgebras de Lie simples sobre los complejos.
Para esto, primero probaremos que a cada algebra de Lie semisimple sobre €' le corresponde
un dnico sistema de raices (salvo isomorfismo) o equivalentemente, se le puede asociar una
matriz de Cartan. Después, a cada sistema de raices le construiremos una algebra de Lie
semisimple sobre € y mostraremos que una algebra de Lie sobre € es simple si y sélo si su
matriz de Cartan asociada es irreducible. Como se recordara del capitulo dos, una matriz
de Cartan es irreducible si y sélo si su diagrama de Dynkin es conexo, asi a partir de la
clasificacién de éstos, determinaremos todas las dlgebras de Lie simples sobre € .

En lo que sigue, L denotard una 3lgebra de Lie semisimple sobre € , a menos que se
especifique otra cosa.

3.1. Subalgebra Toral

Si L consiste sélo de elementos nilpotentes, entonces, por el teorema de Engel, L es nilpotente.
Luego, Z(L) es diferente de cero, contradiciendo la hipétesis de que L es semisimple. No
siendo este el caso, es posible encontrar un elemento ¢ € L cuya parte semisimple z, en
la descomposicién abstracta de Jordan es diferente de cero. Esto muestra que L posee
subalgebras (por lo menos, la generada por z.) que consisten de elementos semisimples.
Llamaremmos a este tipo de subdlgebras Subdlgebras Torales.

Lema 3.1.1: Toda subalgebra toral de L es abeliana.
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Dem.- Sea T una subalgebra toral. Lo que vamos a demostrar es que adyz = 0. Como
ad z es diagonalizable, esto equivale a demostrar que adrz no tiene eigenvalores diferentes
de cero. Supongamos lo contrario, es decir, [zy] = ay, donde a # 0y y € T, v # 0.
Como [zy] = —[yz], se sigue que adry(z) = —ay por lo que z es un eigenvector de adry con
eigenvalor 0. Por otro lado, z se puede escribir como una combinacién lineal de eigenvectores
de adry; aplicando adyy a x obtenemos una combinacion de eigenvectores los cuales tienen
eigenvalores diferentes de cero. Esto contradice la conclusién anterior. O

3.2. Descomposicion de L en Espacios Raiz

Consideremos ahora una subalgebra toral maximal H de L, es decir, una subalgebra toral
que no se encuentra contenida propiamente en alguna otra. Como H es abeliana se tiene
que ady H es una familia conmutativa de endomorfismos semisimples de L. Por un resultado
de algebra lineal, adj H es simultaneamente diagonalizable, es decir, existe una base de I,
formada por vectores propios de adj H. Esto producira una descomposicién de L como suma
directa de eigenespacios L, = {z € L|[hz] = a{h)z Vh € H} donde a € H*. Si a = 0, es
claro que Lo = C,(H). '

o € H* es llamada raiz si ¢ #0 y L, # 0. Denotaremos por @ al conjunto de raices de
L. & es finito. Para a € ®, L, es llamado el espacio raiz correspondiente a a. De esta
forma

L=Cy{H)+ Z L. (suma directa)
acd

Lo que haremos a continuacién sera demostrar que H = Cy (H), con lo cual, L quedard des-
crita en términos de la subélgebra toral maximal y los espacios raiz. Para esto necesitaremos
de la siguiente

Proposicién 3.2.1: Para toda a, 8 € H*, [Lols] C Lays. Siz € Lo, a # 0,
entonces ad z es nilpotente. Sia, f € H* y a + 8 # 0, entonces L, es ortogonal a Lg
respecto a la forma de Killing K de L.

Dem.-Seaz € Lo,y € Lgy h € H. Porlaidentidad de Jacobi tenemos que ad h([zy]) =
(1haly] + [elhy]] = a(R)ay] + B(A)[oy] = (a + B)(B)ey] por 1o que [LaLg] C Lass.
El hecho de que ad = es nilpotente es consecuencia de la primera parte de la proposicién y
de que P es un conjunto finito. A continuacién probaremos la 1ltima parte.

Sea h € H para el cual (a+8)(h) # 0y tomemos x € L, yy € Lg. Por la asociatividad de
la forma de Killing tenemos que K([kz],y) = —K({zh],y) = —K(z, [hy]) o equivalentemente
a(h)K(2,y) = —A(k)K(z,y) de donde (c + B)(W)K(z,5) = 0 por lo que K(z,y) = 0. O
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Corolario 3.2.2: La restriccién de la forma de Killing K a Lo = Cy(H) es no

degenerada.

Dem.- Por la proposicién anterior Ly es ortogonal a toda L,, o € ®. Si 2z € Ly es

ortogonal a Lo entonces K(z,L) = 0 pero como L es semisimple se tiene que K es no
degenerada en L, lo que implica que z = 0. O

Proposicién 3.2.3: H = Cy(H).
Dem.-La demostracion se hara por pasos. A lo large de ésta C' denotara a Cy,(H).

1.- C contiene la parte semisimple y nilpotente de sus elementos.
Sea z € C, ad z transforma al subespacio H de L en el subespacio 0. Pero por la
proposicién 1.6.1 (adz), y (ad z), tienen la misma propiedad pero por la descom-
posicién abstracta de Jordan se sigue que (ad z), = ad z, y (ad z), = ad z,.

2.- Todos los elementos semisimples de C se encuentran en H.
Si.x es semisimple y centraliza a H, entonces H + € z es toral, pero la suma de
elementos semisimples que conmutan es otra vez semisimple, asi por maximalidad de
Hsesigueque H+€z=Hporloquez € H. -

3.- la restriccion de la forma de Killing K a H es no degenerada.

Supongamos que K(h,H) = 0 para algan h € H, mostraremos que h = 0. Sea
z € C nilpotente, como [tH] = 0 y ad z es nilpotente, es ficil de demostrar que
Tr(ad zoady) =0Vy € H,o0K(x, H) = 0. Pero por (1) y (2) tenemos que K(%,C) = 0
de donde h = 0 por el corolario 3.2.2. :

4.- C es nilpotente.

Si z € C es semisimple entonces por (2) ¢ € H, y adcz (=0) es nilpotente. Por otro
lado, si z € C es nilpotente, entonces adoz es nilpotente. Ahora, sea x € C arbitrario,
T = 2, +2n y por (1) z,, 2. € C, de esta forma adcz es la suma de elementos
nilpotentes que conmutan por lo que adcz es nilpotente y por el teorema de Engel C
es nilpotente.

5- HN[CC]= 0.
Como K es asociativa y [HC] =0, K(H, [CC]) = 0 y por (3) se sigue que HN{CC] = 0.

6.- C es abeliana. ' :
Supongamos que [CC] # 0. Por (4) C es nilpotente y por la proposicion 1.5.2 Z(C) N
[CC) # 0. Sea z € Z(C)N[CC]. Por (2) y (5), z no es semisimple. Su parte nilpotente n
es diferente de cero y por (1) se encuentra en C, por lo que X(n, C') = 0 contradiciendo
el corolario 3.2.2.
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7.- C=H. EL SABER DE w15 '._5";i
Supongamos que C contiene un clemento nilpotente diferente de cero, z. Por (1) y (ZSARA&*&_‘E;?T}l;:_.’t;‘;ntzii\4
basta probar que C no contiene elementos nilpotentes. Del hecho de que « es nilpotentegparTansnin nrii:
y por (6), se sigue que K(z,y) = 0 para toda y € C contradiciendo al corolario 3.2.2. MAtwis:mas if"

(]

Corolario 3.2.4: La restriccién de la forma de Killing a H es no degenerada. O

Este corolario nos permite establecer un isomorfismo entre H* y H de la siguiente manera:
Para ¢ € H* es ficil probar que existe un tinico ty € H tal que ¢(k) = K(4, k) Vh € H. Por
lo que es posible transferir la forma de Killing a una forma bilineal simétrica, no singular
(e,8) en H* x H*:

def . *
(As#) = ’C(tl’tu) ApeH.

Proposicion 3.2.5: Sea b, 4’ € H. Entonces

K(h,b) =) a(h)a(h')dim(L,)

acd

Dem.- Como H es semisimple, ad h es diagonalizable para h € H. Sea z € L,,
ad h o ad k'(z) = ad h([h'z]) = ad h{a(k)z) = a(h)a(h)z
por lo que a(h')a(h) es un valor propio de ad h o ad b’ y aparece dim(L,)} veces. Asi

K(h,h') =tr(ad hoad k') =Y a(h)a(h')dim(L,). O
acd

3.3. Propiedades de las Raices y de los Espacios Raiz

En esta seccidn se probaran una serie de propiedades de las raices y de los espacios raiz que
nos permitiran demostrar que el conjunto de raices ® es un sistema de raices en un espacio
euclideano E, en el sentido del capitulo uno, con lo cual tendremos que a cada pareja (L, H)
le correspondera un sistema (@, E).

Teorema 3.3.1: a) ® genera a H*
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b) Si & € ¢ entonces —a € 9.

Dem.- a} Supongamos que ® no genera a H*. Existe h € H , b # 0 tal que a(h) =0
Va € ®, pero esto significa que [hL,] = 0 Va € & y como [hH] = 0, se sigue que [hL] =0, o
h € Z(L) = 0. Contradiccién.

b) Sea a € . Supongamos que —a no es raiz, es decir, L_, = 0, entonces K(La, Lg) = 0
VY8 € H* de donde K(L,,L) = 0. Contradiccion, pues K es no degenerada. O

Definicién: Para a, § € ®, la a-cadena de S es el conjunto de raices (6 el elemento
0) de la forma 3 + ka con k entero.

Teorema 3.3.2: Sea o € 9, entonces dim[LyL_o] =1. Mds atin, siz € Lo,y € L_,,
entonces {zy] = K(z,y)ts ({f«} es base para [LoL_,]) ¥ o(ts) = K(tasta) # 0).

Dem.-Seaac ®, ze L,,y€ L_, yh € H. Como K es asociativa, se sigue que
K(k, [zy]) = K([h2],y) = afR)K (2, y)
= K(ta, K (z,y) = K(K(2,y)ta, k)
= ﬁ(hsx(x, y)ta)

de esta forma

Kk, [zy] = K(z,y)ta) = 0
y por el corolario 3.2.4
[zy] — K(z,y)ta =0
de donde
 (33.0) [zy] = K(z,y)ta.

Esto muestra que {, genera a [L,L.,]. Probaremos que [Loli_o] # 0. Sea z, € L,
zo # 0. 8i K(za,L-s) = 0, entonces por la proposicion 3.2.1, K(z,L) = 0, lo cual es una
contradiccién. Esto muestra que existe y, € L_q, yo # 0 tal que K(za,yo) # 0, mas atin
K(xarya) =1, asl [Tays] = ta.

Para probar la iltima parte del teorema consideraremos una a-cadena de § donde § € ®.

Sea
Lpo=) Lptka
kEN

donde NV es el conjunto de todos los enteros k para los cuales 8 + ka es una raiz ¢ es cero.
Lg o es invariante bajo los operadores ad t,, ad 2o y ady,. Calcularemos la traza de ad i,

de dos formas distintas. Como [Z4¥o] = ta, € sigue

tr(adty|Lpe) = tr(ad 5o 0 ad Yo|Lpa) — tr{ad yo 0 ad zo|Lg o) = 0
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Por otro lado, de la proposicién 3.2.1 se tiene que ad ¢, deja invariante a cada espacio Lgyka,
as{

tr(ad tallpa) = »_(B+ka)(ts) dim Lpsra
kEN -

de donde obtenemos la relacién

B(ta) > dim Lpspa = —alta) Y kdim Lo

keN keN

para cada o € ® y cada raiz . De aqui se deduce que a(t,) # 0 pues dim Lg > 0y B(t,) # 0
para algin 8 € ® ya que Z(L)=0. O )

Este teorema nos permite definir A, &f —(;%ﬂta; claramente k, € H. Por la férmula 3.3.1

existen T, € Lo ¥ Yo € Lo tales que [Tala] = ha. Ademiés [hozo] = 224 ¥ [RaYo)l = —2¥a-
Asi Zo, Yo ¥ ko generan una subélgebra tridimensional de L isomorfa a sl(2,€ ).

Lqma 3.3.3: Sea o € ®. Entonces dim(L,) =1y ka, k € Z —{~1,0,1}, no es raiz.

Dem.- Sean ., ¥, ¥ hy como en la observacién anterior. Sea @}, el subespacio de L
generado por g, he y todos los espacios raiz Lya, k € Z *. @, es invariante bajo los
operadores ad x4, ad i, y ad hy. Calculando la traza de ad h,|Q. se tiene que

0 = tr(ad ho|Qa) = 2(—1 + na + 2020 + )

donde ng = dim(Lg). De aqui se obtiene que ny = 1 y nge = naq = -++ = 0, y del teorema
3.3.1 se sigue que —2a, —3a, ... no son raices. O

Lema 3.3.4: Sean o, 8 € ® con 8 # a. Entonces existen dos enteros p = p(a, )
v q = ¢(a, B), ambos no negativos, tales que para algin entero k, (8 + ka} € @ si y sélo si
—q < k < p. Més ain, 8 — B(hs)a € ®. A B(h,) se le conoce como entero de Cartan.

Dem.- Por el lema 3.3.3 se tiene que dim{Lgyra) < 1 para S+ ka#0, k€ Z . Sea

Lpa=)_ Loska
kEZ

si Lgtka # 0, sus elementos son eigenvectores para ad hy con eigenvalor B(hs) + 2k. Asi
todos los eigenvalores de ad h,|Lg. son de multiplicidad uno y dos de ellos difieren por un
entero par. Por el corolario 1.9.3 ad h, actia irreduciblemente en Lg,. Sea A el mas alto
peso de la representacién irreducible en Lgo. A = B(ho) + 2k para algin &, lo que implica
que B(hs) es un entero. El méximo valor positivo que puede tomar k es p = 3{A — B(ha)).

52



Por el teorema 1.9.2, —A es un eigenvalor por lo que el minimo valor que puede tomar £ es

~q = —3(A + B(ha)). De esta forma
Loa= Y, Lpthe
—g<k<p

Por otro lado, como BA(h,) es un eigenvalor —3(hs) debers serlo, por lo que hay un k
con —q < k < p tal que (B + ka)(hs) = —B(hs). Resolviendo para k, encontramos que

k= —f(h). Asi B —Blha)a € ®. O

De este lema se tiene, en particular, que 8(h,) es un entero. Por otro lado

_ 2\ 28(t.) _ 2(8,e)
ﬂ(ha) = ﬂ (K(ta,ta)) - K(ta,ta) - (O:,C!)

(recordemos el axioma (R4) de lo sistemas de raices dado en el capitulo dos). De esta forma
se sigue que

. (332) (ﬁ’a) = Qﬁ,a(a:a)

donde ¢g o es un nimero racional.

Corolario 3.3.5: Sea « € ®. Si c € €, entonces ca es una raiz si y sélo si ¢ =¥ 1.
Dem.- Si ¢ = 0, es claro que ca no es raiz. Supongamos que ¢ # 0. Sea f = ca,

B(ho) = 2¢. Por el lema 3.3.4, B(h,) es un entero. Similarmente, como o = ¢7!; 2¢™!

también es un entero. Asf los dinicos posibles valores para ¢ son f%, t16 2. Sic#t 1,

se tiene que o =¥ 28 6 # =T 2a, pero por el lema 3.3.3 es imposible, lo que implica que
+

c="1.0

Corolario 3.3.6: Supongamos que @, § € & y a + S€ &. Entonces [L,Lg] = Loyp.

Dem.- Por la proposmlon 3.2.1, [Lolg] € Layg y como dim(L,4g) = 1 se sigue que
[LaLg] =06 [LaLp] = Lasp-

Supongamos que [LoLg] = 0, asi 3 _ ;<o Lgtka €s invariante bajo ad ko esto implica
que p = 0 (ver lema 3.3.4) 6 en otras pala.bras que a + B no es una raiz. Lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, [LaLg] = Layps. O

Lema 3.3.7: Sea
Ha' 2y Bh,
aEd
entonces
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1.- K(e, ®) es un producto escalar positivo definido en Hp x Hg. Cada raiz es real-valuada.
2.- dimgp Hg = {, donde | = dims H.
3-H=Hp®iHp

Dem.-

1.- Para h, ' € H tenemos de la proposicién 3.2.5 y del lema 3.3.3 que

(3.3.3) K(h,H) = B(h)B(K

ped

De las férmulas (3.3.2) y (3.3.3) obtenemos la relacién

a(ha) = K(has ha) = D Blka)’ = —ﬂf(hcx)2 Y o

ped Bed

donde gg o es racional. Como a(k.) # 0 se sigue que a(hq) es un nimero real positivo
y B(hs) es real para cada h € Hg. Por lo que K(h, k) > 0 para h € Hg. S5i K(h,h) =0
para algiin h € Hg, entonces por (3.3.3), 8(k) = 0 VB € ® mostrando que h = 0. Asi
K (e, ®) es un producto escalar positivo definido en Hg x Hp.

2.- Como dimg H = I, podemos seleccionar ay,...,a; € ® tal que h,,, ..., ko, generan a
Hsobre €. Sih=73 (¢ Cifai, ¢ € €, tenemos las ecuaciones

aj(h) = Y claj, o) 1<j<

1<ig!

la matriz ((a:, @j))cij<1 es invertible pues (o, ) es no degenerada en H* x H*. Sus
entradas son reales, a;(h) es real; por lo que los ¢; son reales. En otras palabras Hg es
_generado por los A, (1 <i <) sobre &. Esto prueba que dimg Hr = [.

3.- Del inciso anterior se sigue que € H = ) € = Hp + tHg. Probaremos que
HrNiHp = 0. Sea z € Hr N iHg, tenemos que z = iy con z, y € Hg; asi 0 <
(z,z) = —(y,y) <0 por lo que (z,z) =0 de donde z = 0. O

En particular, este teorema muestra que H estd generada por h,, a € ®. Pero h, = [zo¥a]
para o € Loy ¥ Yo € L_q, por lo que L estd generada como algebra de Lie por los espacios

raiz L.

Calculemos los posibles valores de %a——))-, a,Be®yf#t a. Seam = ( a) yn= .1_12( ,c‘?;; )

n y m son enteros. Supongamos que m # 0, asi n # 0. Por el lema 3.3.7 se tiene que
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K(e,®) es un producto escalar positivo definido en }_ .4 Rhs; utilizando la desigualdad
de Cauchy-Schwartz y el hecho de que a y B son linealmente independientes, tenemos que
0 < |mf|n] < 4. Asim =¥ 1, %26 *3. Como se recordara, este mismo resultado es expresado

en la tabla 2.1.2.

Supongamos ahora que g — a no es raiz. De esta forma Ly = D gcpc, Lotha Asi
B(hs) < 0. Esto implica que (a, ) < 0. Lo mismo se probd en el Lema 2.1.2.

Los lemas y proposiciones importantes sobre los espacios raiz y sus propiedades quedan
resumidos como sigue:

Teorema 3.3.8: Los espacios rafz son uno-dimensionales. Sia, € @y a+ 3 #0,
entonces [L,Lg] = 0 6 = L,4+3 dependiendo de que o 4  sea o no raiz.; si £ € L, y € L,
[zy] = K(z,y)ta; ® = —®; si @ € @, entonces T o son los tnicos miiltiplos de a que son raices.
Si o, B € @, (o,a) es mayor que cero y tanto (a,a) como («, ) son nimeros racionales.
Ademas ZT(:—SI es entero con posibles valores 0, 71,72, ¥3. € & = H*, Hg = > oce o esde

dimensién { sobre R, y K(»,9) es positiva definida en Hg X Hg. Sia, B € ® con a+ 3 #0;
K(e,#) es no singularen H x Hy Ly x L_,. O

Consideremos el isomorfismo de H con su espacio dual H*, definido por la forma de
Killing (A « hk)). Es claro por el lema 3.3.7 que la forma de Killing transferida a Hg x Hp es
un producto escalar positivo definido y que dimg H* = ya que la imagen del subespacio
~ Hp al aplicarle el isomorfismo esta incluida en el £ — espacio de @. Asi E = R — espacio de
® es un espacio euclideano y ® contiene una base para E. De esta observacion y del teorema

anterior tenemos:
Teorema 3.3.9: Sean L, H, ® y F como antes. Entonces

o ® genera a F, es finito y 0 no esta en @.

e Si a € ® entonces los tinicos miltiplos de a en ® son ta.

¢ Si, 8 €@, entonces 3 — ), P,

{ea)

oSia,ﬂE‘I’,enhonces%ff)lEZ.D

En el lenguaje del capitulo 2, este teorema nos demuestra que ® es un sistema de raices.
Sin embargo, éste depende de H; en el apéndice A se prueba que las subdlgebras torales
maximales de I son conjugadas. Por lo tanto, los sistemas de raices de subédlgebras torales
maximales distintas son isomorfos. Esto, nos permitira poder clasificar las algebras de Lie

simples sobre los complejos.
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3.4. Teoremas de Isomorfismo

En esta seccién mostraremos que dos algebras de Lie semisimples que tienen el mismo sistema
de raices son isomorfas. Ademds, construiremos algunos automorfismos de L y veremos
una caracterizacién de las dlgebras de Lie simples sobre € a través de sus matrices de
Cartan. Pero antes, necesitaremos de algunas definiciones. Para esto, L y L’ denotaran dos
algebras de Lie semisimples sobre € , H y H’ seran subélgebras torales maximalesde Ly I
respectivamente. ® y @' serdn los sistemas de raices correspondientes a (L, H) y (L', H").

Definimos el nimero N, g (e, f € &, a + B # 0) por

[y Tpl = Noptogp sia, f,a+pe®
Nog=0 sia,ped®, at+tpdd

Por corolario 3.3.6, es claro que Ny g # 0 si a, 3, a + 8 € ®. El siguiente lema, nos
proporciona algunas relaciones que satisface N, g.
Lema 3.4.1: Sea N, s como antes. Entonces:
L- Noyg = —Npa
2-Sia,B,yeE®ya+p+v=0,entonces
Na,ﬁ = Nﬁn’ = N"l'ua

3.-Siea, 3,7, 6 € ¥ son tales que la suma de dos de ellas es diferente de cero y a++y+6 =

Na,ﬁN N + Nﬁ,'yNa,S + N'y,a-NﬁJ =0

0, entonces

4.- Sean o, B € ® con B £t o y p, ¢ > 0 definidos de la misma forma que en el lema
3.3.4. Entonces .
NopN-o-p = 5(e,a)plg + 1)

Dem.- 1.- Se sigue de las propiedades del bracket. 2.- y 3.- se obtiene a partir de la identidad
de Jacobi. :

4.- Este resultado es una consecuencia inmediata de la relacién

ool = — 222 p(a + 1)2




cuya prueba es una aplicacién del lema 3.3.4. La demostracién detallada de este lema se
encuentra en [12, pig.286]. O

Recordemos el concepto de orden en un espacio vectorial real.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién n (1 < n < co) y V* el dual de V. Un
ordenamiento en V es una relacién < entre pares de elementos de V que cumple con las
siguientes propiedades:

1-Siu,v,weVyu<wv, v<wentonces u < w.

2.- Si u, v € V entonces sélamente una de las tres relaciones u < v, v < u, u = v se
cumple.

3-Siu,v,w€Vyu<ventonces u +w <v+w.

4.-Siu,vE€V,u<vyc#0 es real, entonces cu < cv é cv < cu dependendiendo de que
ce>00c<0.

Tomemos ahora una base para V, {v,...,v.} y para el dual V¥, {vi,...,v;}. Dadov # 0 €
"V hay un tnico entero r tal que v*(v) # 0y v}(v) =0 para 1 < s <r < n; definimos 0 < v
sivr(v) > 0. Siu,v € Vyv#u,decimos que u < v si 0 < v —u. Es facil verificar que < es
un ordenamiento de V, conocido como ordenamiento lexicografico en V inducido por la
base {vy,...,v,}. Similarmente, tenemos el ordenamiento lexicografico inducido en V* por
{v},...,v%}, en donde se tiene que si v* € V* y v* # 0 entonces v* > 0 si y sdlo si, el primer
miembro de la sucesién v*(vy),...,v*(v,) es positivo.

En el caso (L, H), las raices son real-valuadas en Hg por lo que podemos considerarlas
como elementos del dual Hj del espacio vectorial Hg. Con la ayuda de estos conceptos,
probaremos el siguiente

Teorema 3.4.2: Sean L, L’, H, H', &, &' como antes. Supongamos que 7 es un
isomorfismo de H en H' tal que 7*(®’') = ®. Entonces existe un isomorfismo de L en 1, el
cual es extension de .

Dem.- Seleccionemos el ordenamiento lexicografico en Hg. Para 0 € ® con o > 0
consideremos el conjunto

Po)={a:a€d —s<a<o}

Para toda a € ®, sea o € 9 la preimagen de a bajo n*. Escogemos los elementos z, € Lq
g

Y Yo € L_qo tales que K(2a,¥a) = —1, definimos los mimeros N, 3 como en el lema 3.4.1.
Serd suficiente construir los elementos z',, € L., y.. € L' ., (« € @) con
(a) K(@on yor) = =1 (a € @)
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(b) [2hs, 23] = NopToy g (a,B€®, a+ B +#0)

pues la tinica transformacién lineal 7 de L en 1" tal que 7|y = 7 y que envia a z, en 7, es
un isomorfismo.

La demostracién la haremos por induccion sobre el orden lexicografico; pero antes,
analizaremos algunos detalles.

Supongamos que ¢ € & es positiva y que hemos construido los elementos z7,, € L,,,
y', € L', para toda a € ®(o) tales que (a) se cumple Ya € ®(c) y (b) para toda a,
ﬁ EP{oc)cona+#0 y—o < a + B8 < o. Definimos ahora, los elementos z!, y y/,. Para

- tenemos:

(1) No existen «, B € ®(0) tales que a4+ = o; por lo que z/, sera algiin elemento
de L, diferente de cero.

(i) Existen vy, § € ®(c’) con v + 6 = g. Asi z, es tal que satisface la relacién

[, 24] = Nyg
esto es posible pues N, s #0y vy + & =o',

y', queda determinado por (a). Con lo anterior, tenemos que para ®(r), donde 7 es la
raiz positiva minimal con respecto al orden <; podemos realizar tal construccion.

Sea p el sucesor inmediato de ¢ con respecto al orden. Probaremos (a) Ya € ®(p) y (b)
Vo, € P(p) cona+ B #£0y —p < a+ f < p; extendiendo la definicién de los z,.

Para o, § € ®(p); a+ﬁ F0y-—p<a+f <p N,jgesdela s1gu1enteforma Si
o +F ¢, N, g=0ysi o+ €, N, es tal que [z, 2] = Nj, 5201, 5 Por lo cual,
serd, suficiente probar que N, g = N/ 5. Lo haremos por casos:

l.- a, B ya+ B estdn en ®(c). El resultado se sigue de la hipotesis de induccién.

2.- a, 8 € ®(p), a + § = o. Entonces ambas deberan ser positivas por lo que pertenecen
a ®(o). Por (ii), asumiremos que ni @, ni 8 son iguales a v 6 §. Notemos que también
v y & son positivas. Asi a+ g+ (—v)+ (—6) =0, pero la suma de dos de ellas no es
cero. Aplicando el lema 3.4.1 tenemos que

N rﬁN_'T:-‘s = —Nﬁr_'TN -5 = N""Y, Nﬂr"
Nl ﬁN"f *5 — NI ! NJ' ! s

B~y a,—8 —,0

Por otra parte, B+(—7) #0y —o < B, v, 8+(—7) < o. Por la hipétesis de induccién
Ng_o.=N ;31_0. Argumentando en forma similar con el otro término, concluimos que

]
f
NopgN_y 5 = N N—'v =5
Observemos que todos estos ntimeros son distintos de cero. De esta manera, como

N,s = N ;, se sigue del lema 3.4.1(4) y de la isometria de 7* que N_, s = N .

Por lo que Nop = N, 4
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3.- a, 3 € ®(p), a + f = —o. Es similar al caso anterior.

4.- a, ﬁ € ®(p) y a+ B estd en B(0). A menos de que o 6 § sea T o, estaremos en el
caso 1. Si @ = ¢, entonces B debera estar en ®(c). Asl (a+ )+ (—p) = o por lo
que estaremos en el caso 2. Como consecuencia tenemos que Noyg -5 = Ni 5 5y
del lema 3.4.1 se sigue que N_q g = N’ _p lo que implica que Ny = N, 5. La otra
alternativa es analoga. O

En particular, se tiene que un automorfismo de H determina un automorfismo de L. Un
ejemplo, es el isomorfismo ¢ : H — H tal que o(hy) = —hy y aplicando la definicién de
—hg, se sigue que —h, = h_,. De esta forma, obtenemos que z, debera ser enviado a —y,

(a € ).

Otro ejemplo de automorfismo de L es el que produce la accién del grupo de Weyl W
de @ sobre ®. Es claro que W induce una accién en H; por el isomorfismo que existe
entre H y su dual. Haremos la construccién de este automorfismo para la reflexion o,
(o € ®). De hecho, la extensién de o, a L, debera enviar a Lg en L,-153. En efecto,
como ad g, B € ®, es nilpotente (proposicion 3.2.2), tiene sentido definir el automorfismo
To = exXp ad z, exp ad(—y,) exp ad z,; donde [z.ya] = ho. Analicemos ahora, el compor-
tamiento de 7, en H; para esto, escribamos H =ker a & € h,. Asi 7(h) =h,Vh €Eker a y
7(hy) = —ho. De donde 7, y o, coinciden en H y 7, envia a Lg en L, 3.

Para el siguiente resultado, recordemos primero que a cada sistema de raices ¢ de (1, H)
le corresponde una matriz de Cartan A que no depende de la eleccion de la base para @
(seccién 2.3.1); més ain, tampoco depende de la subélgebra toral maximal H (corolario
A.2.6). De esta forma, podemos asociarle a I una iinica clase de equivalencia de matrices

de Cartan de rango [. Esto nos permite establecer el siguiente

Teorema 3.4.3: Dos algebras de Lie semisimples sobre € son isomorfas si y sélo
si las correspondientes clases de equivalencia de las matrices de Cartan son iguales. Una
algebra de Lie sobre € es simple si y sélo si la clase de equivalencia de la matriz de Cartan
asociada es irreducible.

Dem.- Sean L, I.’, H, H' como antes. Supongamos que las dos algebras de Lie dadas
tienen la misma clase de equivalencia de matrices de Cartan. Entonces, es posible encontrar
las bases A = {ay,...,} y A" = {a,..., 0]} de los sistemas de raices ® y ' respectiva-

mente, tales que
2(c;, ;) _ 2(“510‘;)
(ai, ) (o, )

(3.4.1) (1<4,i<0)

por lo que podemos encontrar un isomorfismo 7 de H en H' tal que su dual n* envia a af
en o; para (1 < 7,7 <1). De (3.4.1) se sigue que 1*7'04, 7" = 0, (0o, como en el capitulo
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dos). Por lo que 7* ! Wr* =W’, donde Wy W’son los grupos de Weyl de @ y ¥’. Como
Q= UicictWai y ® = Uysat Wy, es claro que 7*®' = &. Fsto implica, por el teorema
3.4.2, que podemos extender a 7 a un isomorfismo de L en L. El otro sentido de esta
proposicion es inmediato.

Ahora probaremos la segunda parte de la afirmacién. Primero mostraremos que si L es
simple, entonces @ es irreducible y como consecuencia, la matriz de Cartan asoc-lada, sera
irreducible. Supongamos lo contrario, es decir, ® = &; U &,, con (&4, @) = 0. Si @ € &y,
B € @;, entonces (a+ B,a) #0y (a+8,8)#0dedonde c+ 3¢ @y (LaLg) = 0. Esto
muestra que la subalgebra K de L generada por todos los L, (a € @) es centralizada por_
todos los Lg (8 € ®,); en particular, K es una subalgebra propia de L pues 21, = CL(L)‘ = 0.
Ademés, K es normalizada por los L, (@ € &) por lo que [K, L,] C K, de lo anterior se
sigue que [K,L] C K ya que L, (o € ®) generan a L. En otras palabras, K es un ideal
propio de L diferente de cero, contradiciendo la simplicidad de L.

Reciprocamente, supongamos que la matriz de Cartan asociada a L es reducible. Podemos
encontrar dos subconjuntos S, S; ajenos y no vacios de {1,...,1} cuya unién es {1,_. L1}
tales qtie (i, ;) = O parai € Sy, j € S,. Sea W, el subgrupo de W generado por oo, (i € 5r)
Yy @ = Uies, W o; (r = 1,2). Claramente & = &, U ®,. Parai € 53,5 € Sz 0oty = O
Y Ca;0i = o por lo que 04,04; = 04,04;. De esta forma, los elementos de W, conr-nutan
con los de W,. Esto muestra que W=W,W; y que ®, = U;cs, W, i, 7 = 1,2; en particular ] !
tenemos que los elementos de ®, son combinaciones lineales enteras de o; con ¢ € S,. Asi '
®, N P; = 0; mds ain, si 0, € W,, i € 51, §j € S,, entonces (0'1ai,0'20j) = (@i, ;) =’0
de donde, concluimos que para o € &, y 8 € 93, (,8) = 0y o + B es cero 6 no es raiz.
Definimos H, como el subespacio de H generado por los hy, (i € S;) ¥ sea

L=H + ) L (r=1,2)
ae@r

Se sigue de las observaciones anteriores que L, es una subdlgebra de L para 7 = 1,.2- Les
suma directa de Ly y Ly con [L;, Ly] = 0. Por consiguiente, L, y L, son ideales distintos de
cero y su suma directa es L. De este modo, L no es simple, O

En particular se tiene que una algebra de Lie es simple si y sélo si su diagrama de Dynkin
es conexo (ver seccién 2.3.1).
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3.5. Clasificacién de las Algebras de Lie Simples sobre
los Complejos

- Dado un sistema de raices ®, construiremos una algebra de Lie semisimple L que tenga a ®
como sistema, de raices. L sera finita y dnica (salvo isomorfismos).

Este resultado aunado al teorema 3.4.3 y a la clasificacién de los diagramas de Dynkin,
nos dara la clasificacién de las ilgebras de Lie simples sobre € .

Sean L una algebra de Lie semisimple sobre € , H una subdlgebra de Cartan de L (ver
apendice A) y & el correspondiente sistema de raices con base A = {ay,...,}. Consi-
deremos el conjunto de generadores de L; #; € Ly, ¥i € L_, tales que [z;1;] = h; (lema
3.3.2) y ai; = (i, o5} los enteros de Cartan. As1 estos generadores satisfacen las siguientes

relaciones:

() [hibg] =0 (1<ij<h
(1) [wiys) = hi,  [ziy5} =0 SRE X
(#44) [hiz] = aji wj,  [hiys] = —ajiy;

(tv) (ad z:)' =% (z;) = 0 (i #7)
(v) (ad yi) ~*(y;) = 0 (#7)

(¢) es clara. (7¢) es una consecuencia de la proposicién 3.2.1 y del lema 2.2.2. (i:2) se
obtiene al sustituir el valor de h; en términos de ¢; (ver seccién 3.2) y desarrollar. Para (iv),
notemos que a; — @; no es una raiz, por lo que la a;-cadena «; consiste de las raices aj,
o; + @i, ...,a; + po; donde —p = aj; (lema 3.3.4). Como z; es enviado a cada espacio raiz
a;+a;, aj+2a,... através de aplicaciones sucesivas de ad z;, se tiene que (ad z;)' % (z;) =
0. (v) es anélogo.

Reciprocamente, fijemos un sistema de raices ® con base A = {ay,...,a} y (aij)1<ij<i
la matriz de Cartan asociada. A continuacién, vamos a analizar el dlgebra de Lie definida
por (¢) — (#47) Uinicamente.

Para esto, consideremos primero el dlgebra de Lie libre L _generada por {Z;, ¥, hi|1<
1 < I} Sean K un ideal de L, generado por: [hik;], [£id;] — 6iihi, [hid;] — ajid;, [Rigis] +ajib; ¥
Lo = L/ K el dlgebra cociente. x;, y;, h; son las imégenes respectivas en Lg de los generadores
Tiy Uiy h;. Asi z;, ¥ v h; satisfacen las relaciones () — (¢4¢). En general, la dimensién de Lo
es infinita.

Para estudiar la estructura de Lo, construiremos una familia de representaciones de Ly

61



en el dlgebra tensorial £ de un espacio vectorial complejo V' con base {vi,...,w}. Para

simplificar notacién, vy ® - - - ® v;, sera escrito como v; ... v (1 <4 < [). Estos tensores i
junto con el 1 forman una base para £ sobre € . Definimos los siguientes endomorfismos de i
£: o
1.- hj.l =0; hj.v,:l...v,-t = -—(a.-lj+ -l—a,-tj)v;l...v,t

o i

2.- ﬁj.l = vj; ﬁj.vﬂ s Ui = U0 .Uy

. - o o ' &8

3.- :Bj.l =0= m,-.v;; :I:j.‘U,'l...'U,'t = v,—l(:cj.v,-g...v,-;) —5,'”(&,'2_,- 4 —l—a,-,j)v,-g...v,-t hj_

claramente, hay una extensién de estos endomorfismos a L, produciendo una representacion

é: L — gl(£).

Lema 3.5.1: Sea Ky = ker gz; Entonces K C K.

Dem.- Observemos que %; actia diagonalmente en V,por lo que [hik;] € Ko.
Sea.j = 1. De (3), obtenemos:
iy Vig o Vi — i Bivin. . 0 = —8ii(aiai + - @i vin . v = 8iihiviz . . . vy
Ademés, (£:; — ¥;#:).1 = 0 = §;;};.1 de donde [£;4;] — &;;h: € Ko.

Y

Por otra parte, (hy; — ﬂjﬁ;).l = I;,-.vj = —a;;v; = —a;;y;.1. Similarmente,
(hid; — k)i . .. v = Ravjvin .. vie + (@igi + -+ + Giei)v30i1 - . - V3

= —Q;Y0 ... Vit

lo cual implica que [ﬁ,—y?j] + a;y; € Ko.

Antes de probar la ltima parte, notemos que

(351) ' ﬁ,‘..fj.’v;l e Ugp = ——(a,'l,' + g — aj-,-):ﬁj.vﬂ .o Ugp

En efecto: para el caso en que ¢ = 0, ambos lados son cero, pues vy ...v;; = 1. Por
hipétesis de induccién, tendremos que Z;vi;...v;; €s un eigenvector de h;, con eigenvalor
—(@izi+ -+ + aGiti — aji). Multlphca.ndo este eigenvector por v;; en el lado izquierdo, es claro

que produce otro eigenvector para h con eigenvalor —(ai1; + -+« + @it — aji)-

Asi
h,-.a:j.v,-l e = h,-.v,-l(a:j.v,'z e 'U,'t) - 5,‘1]-((1,'23' + 4 a,-tj)h,-.v,-z cee Vi
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Si ¢, # j, hemos terminado. En caso contrario, aplicamos (3), con lo cual (3.5.1) queda
demostrada.

De lo anterior, tenemos que
(’;.' F; — fj’;j)-vn v = (—(aii + - F G — i) + (@i + -0+ Gi))Fvi L Vi

= Q5T Vi1 .. - Vit

y como (h;&; — fjf;j).l = 0, entonces [f;,-a?j - :Ejf;,'] — a;iT; € Ky. Finalmente, K C Ko. O

Teorema 3.5.2: Sea ® un sistema de raices con base {ay,..., o} y sea Ly €l dlgebra
de Lie con generadores {z;, y;, ;| 1 <1 <} los cuales satisfacen las relaciones (z) — (#42).
Entonces los h; son una base para una subalgebra abeliana /-dimensional H de Ly = Y+ H+X
(suma directa de espacios), donde Y (resp. X) es la subalgebra de Lo generada por los y;

(resp..z;).

Dem.- La prueba se hard por pasos y utilizaremos la representacién ¢ : Lo — ¢I(£)
definida como ¢(z) = ¢(&) si z es la imagen en Ly de £ € L.

1- € h;Nkerd = 0.

Si h = E;:l aik; y #(k) = 0, entonces en particular, los eigenvalores — 22; 50
1<i<)de t,% k) son cero. Pero la matriz de Cartan ai;) de ® es no singular, esto
A T i g
obliga a quea; =0 j =1,...,1, es decir, h = 0.

2.- El homomorfismo candnico L — Lo transforma isomérficamente a 5. € h; en 3. € h;.
Esto es una consecuencia de (1).

3.~ El subespacio S € £; + Y. € §; + Y. € h; de L es transformado isomdrficamente en
Lo.
Fijemos 1. Las relaciones () — (i22) implican: [zy3:] = ki, [hizi] = 2%, [hiys] = —2y;;
de esta forma, € z; + € y; + € h; es una imagen homomdrfica de si(2,€ ). Pero la
iiltima es simple y h; # 0 (paso (2)), asi € z; + € y; + € h; debera ser isomorfa a
sl(2,€ ). Ademads, €l conjunto {z;, yi, hi] 1 £ i < I} es linealmente independiente
pues sus elementos son diferentes de cero y cumplen las relaciones (z) — (24%).

4.- H =3 € h; es una subdlgebra abeliana I-dimensional de Ly.
Esto se sigue de (2) e (7).
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5.- Si[2i1... xi) denota a [zalzi. .. [zi-1Ta].. ], entonces [hjlzi ... 2a]] = (an; + -+ +
Cay;)[®i . . . 2], Similarmente para los yi en lugar de los x;, —a;; en vez de a;.

Para t = 1, es la relacién (#::). Utilizando induccién y aplicando la identidad de Jacobi
se sigue (5).

6.- it > 2, entonces [yi[zi ... zu)l € X y andlogamente para Y.

De (22) [yiz;] = —&;;hi, asi el caso para t = 2 es inmediato de la identidad de Jacobi y
(2i¢). El caso general se sigue de aplicar induccién en ¢.

7.- Y + H+ X es una subdlgebra de Ly, de aqui que coincida con Le.

El hecho de que Y + H + X es una subéigebra se sigue de (4), (5) y (6).

Por otro lado, Y + H + X contiene al conjunto de generadores de Ly, por lo que
coinciden.

8.- Lasuma Lo =Y + H + X es directa.

(5) muestra como descomponer a Lg en eigenespacios para ad H; por lo tanto se tiene
(8). O

Hasta aqui hemos estudiado la estructura de la algebra de Lie Lo determinada por (z) — (441).
Ahora, estudiaremos el caso en que se satisfagan (i) — (v). Para esto, denotaremos por
- zi; = (ad 2:)17%(z;), yi; = (ad y:)' "% (y;). Estos elementos se encuentran en L.

Teorema 3.5.3: En Ly, ad z4(y;;) =0 (1 < k < j) parai # j.

Dem.- Caso {a): k # i. Como, [zxy] = 0 (por (i¢)) ad zx y ad y; conmutan. De aqui
que ad zx(y;;) = (ad yi)'"%iad zx(y;). Si k = j, entonces ad zx(y;;) = (ad y:)'~%(h;) = 0.
En caso de que k # j, se tiene por (#1) que [zxy;] = 0.

Caso (b): k = i. Consideremos la subdlgebra S = € z;+ € y;+ € h; de Ly. S es isomorfa
a sl(2,€ ) por lo que podemos utilizar algunas de las ideas vistas en la seccién 1.9. Como
j #t, [z:y;] = 0, y; es un vector maximal para S de peso A = —aj; ya que [hiy;] = —ai;y;.
Aplicando induccién en ¢, es facil demostrar que ad z;(ad y:)!(y;) = t() —t + 1)(ad v:) " (w:).
El lado derecho es cero cuando ¢ = 1 —gj;. O

Construiremos a continuacién un automorfismo para un espacio vectorial V infinito-
dimensional. Diremos que un endomorfismo X de V es localmente nilpotente si cada
elemento de V es enviado al cero por alguna potencia de X. En este caso, X es nilpotente para
cada subespacio finito-dimensional W de V por lo que podemos considerar el automorfismo
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exp(X|w). Es claro que exp(X|w) y exp{X|w-) coinciden en WNW'; de esta forma, podemos
“pegar” estas transformaciones para obtener un automorfismo “exp X” de V.

Teorema de Serre: Dado un sistema de raices ® con base A = {o1,...,a}.
Sea L el algebra de Lie generada por 3! elementos {x;, y;, hi | 1 <1 <[}, que satisfacen las
relaciones (i)—(v). Entonces, L es una 4lgebra semisimple, finito-dimensional con subélgebra
de Cartan generada por los h; y con sistema de raices .

Dem.- La demostracién se hard por pasos. Definimos el algebra cociente L = Ly/K,
donde Lo esté definida como en el teorema 3.5.2 y K el ideal generado por los elementos
2:;78, ¥i;'s (i # 7). Sea I (resp. J) el ideal de X (resp. Y') generado por todos los z;;’s (resp.
y:;’s). En particular, I, J C K.

1.- I, J son ideales de Ly.

Lo probaremos para J, (para I es andlogo). Por un lado, y;; es un eigenvector para
ad b (1 < k < 1), con eigenvalor a;; + (aj; — 1)a ((5) de la dem. de 3.5.2) y como
ad hi(Y) C Y, se sigue de la identidad de Jacobi que ad hi(J) C J. Por otro lado, del
lema anterior tenemos que ad zi(y;;) = 0. Asi ad z transforma a Y en Y + H ((6)
de 3.5.2); combinando esto con la identidad de Jacobi y con ad hi(J) C J, obtenemos
que ad zx(J) C J. Finalmente, aplicando de nuevo la identidad de Jacobi se sigue que
ad Lo(J) C J pues Lp es generada por i, yx ¥ Fi.

2-K=1+1J. i

Por definicion I + J C K; pero, por (1) I + J es un ideal de Ly que contiene a todos
los x;;’s ¥ yij’s, de donde K =T + J.

3.- L =N"+ H+ N (suma directa de subespacios), donde N~ =Y/J, N = X/I y H

estd identificada con su imagen bajo el morfismo candnico Lo — L.

Esto se obtiene a partir de (2) yde que Lo=Y + H + X. §
4-5 € z;+ > € y; + 5 € h; son transformados isomdrficamente en L. ;
La prueba es andloga a la hecha en el paso (3) de la demostracién del teorema 3.5.2.

5.- St A € H*, sea Ly = {z € L|[hz] = Mh)z Yh € H}. Entonces H = Ly, N =
2»0 Ly, N~ = EHG Ly (A\=0 6 X =<0 en el sentido de la seccidn 2.2.1) y cada L;\

es finito-dimensional,
Esto es una consecuencia de (3), (4) y del teorema 3.5.2.

6.- Para 1 <1 <1, adz; y ady; son endomorfismos localmente nilpotentes de L.
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Sers suficiente considerar ad z; para ¢ fijo. Sea M el subespacio generado por todos
los elementos de L. que son enviados al cero por alguna potencia de adz;. Siz e M
(resp. y € M) es transformado al cero por (ad x;)" (resp. (ad z;)’), entonces [zy] es
transformado en cero por (ad z;)™**. De esta forma, M es una subalgebra de L. Pero

todo r € M (propiedad (iv)) y todo yx € M (por () y (3t)). Asi M = L.
7.- 7; = exp(ad z;) exp(ad (—y;)) exp(ad z;) (1 <i < j) es un automorfismo de L.

' Esto se sigue de (6) y de la observacién hecha antes del enunciado de este teorema.
8-Sid\, pe H* yor=yp (0 €W, el grupo de Weyl de @), entonces dim Ly = dim L,,.

Es suficiente probar esto cuando ¢ = o, es una reflexién, pues éstas generan a W.

El automorfismo 7; de L construido en el paso anterior coincide en el espacio finito-

dimensional Ly + L, con el producto de exponenciales. Por otro lado, de (1) — (z:2)
tenemos que

7i(h;) = exp(ad ;) exp(—ad y;)(h; — a;;2;) = explad z;)(h; — aijz; — aijhy)

= hj — aiz; — agh; — aijr; — 20,52,

asi

7i(h;) = h; — aijh

por lo que

A(ri(hy)) = Mhi) = A(hi)ai; = oai(A)(hy)

de esta forma, si x € L,

Ti([hiz]) = i(plhj)z)
= 1i(0ai(A)(h;)z)
- = Mw(hi)) (=)
= [ri(h;)ri(z)] € L

es decir, 7;71Ly C L,. Pero o4 = g}, se sigue que 7; intercambia a Ly y L,. En
~particular, dim Ly = dim L,,.

9.- Paral <1<, dimL,; =1 ¢ Ligoi =0 para k € Z —{0,1,—-1}.

Esto es claro para Lo (ver (3) de la demostracion del teorema 3.5.2). De aqui que sea
valido para L por (4).

10.- Si a € D, entonces dimLy, =1 y Ly, =0 pare k € ZZ —-{0,1,—1}.

Del teorema 2.2.7(3) sabemos que existe ¢ € Wtal que oo es una raiz simple. Aplicando
(8) v (9), obtenemos (10).
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11.- Si Ly # 0, entonces A€ ® ¢ A= 0.

Supongamos lo contrario. Del teorema 3.5.2 y (4) es claro que A es una combinacién

“lineal de raices simples con coeficientes enteros y del mismo signo (no todos cero).
Por (10), A no es miiltiplo de alguna raiz; as{ el hiperplano P, no estd contenido en
UaesPs. Tomemos g € (Py —UqeaP,); es posible encontrar o € Wtal que (a;,opn) > 0
(1 <1 <I). De esta forma, 0 = (A, p) = (oA, op); pero oA =", kiay, ki € Z ; por
lo que (oA, op) = 3 kl(ai,op) lo que implica que algunos de los k!'s son positivos y
otros negativos. De aqui que Ly = 0. Lo cual contradice (8).

12.- dim £ =1+ car ® < o0.

Se sigue de (5), (10) y (11).

13.- L es semisimple.

Sea. A un ideal abeliano de L; tenemos que mostrar que A = 0. Como adaH C A,

A= (ANH)+Y  co(ANLy) puesL = H+3 4 La. SiLa C A, entonces [L,L_,] C A,

de aqui que, por (it) y (i%2), Lo C A; lo cual implica que A tiene una copia del

dlgebra simple sl(2,€ ). Esto es absurdo pues A es abeliano y por lo tanto soluble.

Asi A= ANH C H, de donde [L,A] =0 (a € ®), es decir, A C Nyea kera = 0 (los
" ay’s generan a H*).

14.- H es una subdlgebra de Cartan de L y @ el sistema de raices correspondiente.

H es abeliana, por lo tanto nilpotente y ademas es igual a su normalizador, pues L =
H+Y, acd Lo €8 decir, H es subalgebra de Cartan. Claramente, ® es el correspondiente

sistema de raices. O

Finalmente, el teorema de Serre y el teorema 3.4.2, nos dan la existencia y unicidad de una
algebra de Lie semisimple para un sistema de raices ® dado. Esto queda resumido en el

siguiente
Teorema 3.5.4: (a) Sea ® un sistema de raices. Entonces, existe una algebra de Lie

semlslmple que tiene a ® como su sistema de raices.

(b) Sea.n L y L' 4lgebras de Lie semisimples con respectivas subalgebras de Cartan H,
H' y sistemas de raices ®, ®'. Supongamos que 7 es un isomorfismo de H en H’' tal que
7*(®') = ®. Entonces existe un isomorfismo de L en L', que es una extension de x. O
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3.6. Las Algebras de Lie Clasicas

En esta seccién probaremos que las algebras de Lie clisicas son simples. La idea de la
demostracién a grandes rasgos consiste en probar primero que son semisimples y por la
seccién 3.3 le corresponde un diagrama de Dynkin. Construiremos éste y veremos que es
conexo, lo que implica por el teorema 3.4.3 que las dlgebras de Lie cldsicas efectivamente son
simples. Para esto, necesitaremos del siguiente

Lema 3.6.1: Sea L una algebra de Lie sobre € , H una subdlgebra abeliana de L y
® un subconjunto finito de H* — {0}. Para cada o € H* consideremos

Lo ¥ {z:2 €L, [ha)=alh)z Vh e H)

-y supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen: °
1.- (1) genera a H* ‘l
2-0=—-®y (L, L_,]#0paracadaa € ®
3-L=H+3 4 La

Entonces L. es semisimple, H es una subélgebra de Cartan (ver dpendice A) y (3) es la

descomposicién de L en espacios raiz con respecto a H.

Dem.- Es claro que (3) es una suma directa, H = Lo y [Lo, L] € Lays Ve, -ﬂ € H*. En
particular, [Ly, L_o] C H Ya € ®. Ademdis, de (2) tenemos que L, # 0 Vo € &.

Sea o' € ®. Por (2), podemos seleccionar =/, € L, y y!, € L_, tal que k!, = [z!,y.] # 0.

Argumentando en forma similar a la dltima parte de la demostracién del teorema 3.3.2,
se sigue que
k) = g o(hy,)
donde ¢ es racional y 8 € @. Si a(k,) = 0, entonces B(h.,) =0VB € ® y por (1)} k], = 0.
Por lo tanto a(h!) # 0.

En forma analoga a la prueba del lema 3.3.3 podemos mostrar que dimL, = 1 {(a € ®).
Sea

e 2 def def y’
ha c]--l—-_f R — d = ! o = =
a(f,) T = fe VT Ralhr)
asi
(3.6.1) [hm xa] = 2% a, [hasw—a] = —2Ya, [maaya] = ha

Sea S %' rad (L). Como S es invariante bajo ad H, entonces S = SN H + YoacalS N Ly).
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Afirmacién: SNL, = 0 Va € ®. Supongamos lo contrario. Sea a € ¢ tal que SNL, # 0.
Definimos hy, Zo V Yo como antes. Como dimL, =1, z, € S y puesto que S es un ideal,
concluimos de (3.6.1) que h, ¥ ¥ se encuentran en S. Por otro lado, S es soluble, pero
€ ho+Ly+L_, es un subespacio de S no soluble (posee una subalgebra isomorfa a sl(2, €' ))
lo cual es una contradiccién. Asi S C H.

SiS#0yhe€Sconh#0, entonces escogemos o € & tal que a(h) # 0; lo que implica
que T, = a(h)"'[h,z,] € S, contradiciendo la afirmacién anterior. Por lo tanto S = 0, es
decir, L es semisimple. De las hipStesis del teorema es claro que H es abeliana y ad H es
semisimple para toda h € H. As{ H es una subélgebra toral maximal (ver apendice A). O

Ahora, analizaremos a las algebras de Lie clasicas.

e Las Algebras A; (! > 1).-SeaL = si(I+1,€ ); I > 1 es un entero. Sea H la subdlgebra
de L, formada por todas las matrices diagonales; si a1,...,a141 € € , diag(ay,...,a141)
denota a la matriz A € H cuya diagonal es a,,...,a;41. Ej; serd la matriz cuya ij-
ésima entrada es 1 y el resto son cero, 1 <4, €1+ 1. Se puede checar facilmente que

' las matrices

Ei — Eipyin (1£ig]) Ei; (t#7 1<64,551+1)
forman una base para L.
Sean Aq,..., ;41 funciones lineales en H definidas por

Xt diag(ay, ..., a41) & g

asi :
Mt =0
como
| [dieg(as, ..., amn), Bij] = (a: - a;)E;;
tenemos
(R Eij] = (M — X)(R)Ey4 (h € I)
sea-
S={h—-X:i#51<4,5<1+1}
entonces
(3.6.2) L=H+Y L, Ly, =CE; (i#7)
aEd
y . .
[Ei;, Eii] = Eii — E;; (t#7)
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Por el lema anterior, se tiene que L es semisimple, H es subdlgebra de Cartan y (3.6.2)
es su descomposicion en espacios raiz.

Ahora, vamos a calcular el diagrama de Dynkin para L. Notemos que k, = [E;;, E;;] =
h()\;_)\j) = F; — Ejj. Sea

a,-z)\;iA,-.H (1S2_<_l)
asi
={fastaip+--+a):1<i<; <}
por lo que )
A= {al,...,a;}
es una base para &.
Los enteros de Cartan son: 2 |
0y, 05
ai; = m = a;(hay)

N _f 0 sijj-il>2
= (\; AJ+1)(ha.-)-{ —1 silj—il=1

Por lo tanto, el diagrama de Dynkin de L es

lo que implica que L es simple.

o Las Algebras D; (I > 2).- Sea | > 2 un entero, V un espacio vectorial sobre € de .
dimensién 21 y {vy,vy,...,v5} una base para V. Como se recordara, en la secc_lon:_._.'
1.1 se definié una forma bllmea,l antisimétrica, no singular f en V x V a través.de. .

0 ] A B B :
la matriz S ( L 0 ) De esta forma, si X ( c D € D; (dond _e._._ :

y D son matrices complejas 1 x ), entonces X satisface la relacién SX = —.
, A B\
que implica que D = —A*, B* = —By C* = —C por lo que X = ( c’ '

facilitar notacidén, escribiremos a X como (A, B, C).
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[(A1, B1,C1), (As, By, G3)] = (A, B, C)

donde

A= [Al, Ag] + B1Cz - BgCl
B =1{A1B; — A;By) — (A1B; — A, By
C = (C1A; — CaAy) — (C1 Ay — C2Ay)'

Sean E;; como antes y Fiq &f E,, — Egp paral < p < ¢ < 1. Tomemos H como el
conjunto de todos los elementos de la forma (A,0,0), con A matriz diagonal. Sea ),
(1 €1 <) las funciones lineales en H definidas por

A ¢ (diag{ay,...,),0,0) — g

Efectuando los cdlculos respectivos, obtenemos que para 1 <1, £, 1 <p<g<ly
he H
[h1 (Ei5,0, 0)] = (M — A;)(R)(Ei;,0,0)

(A, (0, Fpq, 0)] = (Ap + Ag)(A)(0, Fyq, 0)
[h, (0, 0, qu)] = _(Ap + /\q)(h)((], 0, qu)

por lo que

Di=H+) € (E;0,00+ ) € (0,F,,0)+ ) € (0,0,F,)

i#j r<g P<g
y .
[(E:;,0,0), (Ej,0,0)] = (E; — Ej;,0,0) (s #7)
[(0, Fpq, 0)= (Oa 0, qu)] = (—Epp — By, 0, 0) (P < ‘1’)

Del lema 3.6.1 se sigue que D, es semisimple y H una subalgebra de Cartan. De lo
anterior, tenemos que

={f - 2):1<i<i<BuU{f(Np+X):1<p<g<l}

s5ea
o = A — Aij1 (1<i<i-1), o= A1+ N

entonces A = {ay,...,0;} es una base para ®. En efecto

Ai—Aj=ait o+ +aja - (1gi<yg))
tAd=(apt - tog)+(ag+ - +a) (1Sp<gL)




Ahora, encontraremos el diagrama de Dynkin para &

ai; = aj(ho,) = (N — A1) (B — Figri01,0,0) sij <! Ni
VIR (e = M) (Bis — Eig,i41,0,0) sig =1 “]'

(-l sil<ii<i-lylj-i|l=1éi=1-2yj=1
- 0 en otro caso

Asi el diagrama de Dynkin es

Por o tanto, D; es simple.

Ly SR ik LR e

e Las Algebras C; [ > 2.- Sea | > 2 un entero, V un espacio vectorial de dimensién 2!
sobre € con base {v1,v2,...,vn} y f la forma bilineal, antisimétrica, no singular en

V x V definida a través de S = ( —2 g ) 5i X € C], entonces X = ( g _ABt ),
donde A, B, C son matrices complejas { x  y B, C son simétricas. Escribiremos a X
de la misma forma que en el caso D;.

A TR

Sea H la subalgebra abeliana formada por los elementos (A4,0,0) € C), A es matriz
diagonal. Sean A; y E;; como antes; Gy, o pq+Eqp, 1€p<g<i Paral £4,5 £,
1<p<q<LlyheH,tenemos ‘

[A, (E3;,0,0)] = (A — A;)(R)(E:5,0,0)

[hn (0’ Gpas 0)] = (Ap + Aq)(h)([), Gopqs 0)
[, (0,0, Gpg)] = —(Ap + A4 )(R)(0,0, Gy)

e o L geeny A T S

[(Eijaoso)s (Eﬁa 0) 0)] = (Eﬁ - Ejja 0: 0)
[(07 GP91 0): (Os 0, qu)] = ("EPP - qu: 0, 0)
de donde
Ci=H+> € (Ej0,00+ Y € (0,Gp,0)+ ) € (0,0,Gp)
i#] p<g p<e
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Por el lema anterior, C; es semisimple y H es una subalgebra de Cartan. Si @ =
{Fi=2):1<i< i< U +2):1<p<g< 1} es el conjunto de raices,
entonces A = {ay,...,} es una base, donde o = o;—iy1 (1 <1 < j <)y ay =24,

Los enteros de Cartan para ¢ # j son:

a;; = aj(ha;) = (A — A W Eii — Fig1,i41,0,0)

0 en otro caso

El diagrama de Dynkin de Cj es

- O
o ©
~ 0
1

|53
o
|

o

Por lo tanto, C; es simple.

e Las Algebras B; (I > 1).- Sea ! > 1 un entero, V un espacio vectorial de dimensién
21 + 1 sobre € con base {v1,v2,...,v2141} ¥ f la forma bilineal, antisimétrica, no
1 0 0
singular en V x V definida a través de S = 0 0 I, }. Si X € B, entonces
0 5, 0
0 a b
X=| - A B | donde A, B, C son matrices [ x I, a, b son matrices 1 x I,
—at ¢ -A
B=-Bty C=-C\

Escribiremos X = (a,b: A, B,C). Sean E;;, F); como antes, e, la matriz 1 x [ cuyas
| entradas son é,,...,6, y H el conjunto de elementos de la forma (0,0 : A,0,0) con
| A matriz diagonal. H es una subalgebra abeliana de B;. Consideremos ahora, las
funciones lineales

| Ar i (0,0 diag(ay,...,a1) — a,

Realizando los calculos correspondientes, tenemos para 1 < 4,5 <1, 1 < p < g <,
1<r<lyheH que
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[, (0,0 : Ei;,0,0)] = (M — A))(R)(0,0 : Ey;,0,0)
[£,(0,0 : 0, F,q, 0)] = (A, + A)(R)(0,0 : 0, Fyq, 0)
[£,(0,0: 0,0, Fpp)} = —(Ap + A)(R)(0,0 : 0,0, F,)
[, (0, e, : 0,0,0)] = A.(R)(0,e, : 0,0,0)

(%, (e, 0: 0,0,0)] = =X (h)(e,, 0 : 0,0,0)

I.as primeras tres relaciones se obtienen en forma similar al caso IJ;. Las restantes se
siguen de

[(0,0: A,0,0),(a,b:0,0,0)] = (—aA,bA*:0,0,0)

Las condiciones del lema anterior son satisfechas. En efecto, como los elementos de B;
que son de la forma (0,0 : A, B, C) forman una subalgebra isomorfa a D;; basta verificar
que [(0,¢,:0,0,0), (e, 0: 0,0, 0)] # 0, pero este conmutador es (0,0 : —E,,,0,0). Asi,
por el lema 3.6.1 podemos concluu: que B, es semisimple y H es subalgebra de Cartan.

El conjunto de raices es

O={tN-X):1<i<i<BU{I(A+X):1<p<g<BuU{tr:1<r<}

Sean a; = A — Ay (1 €¢<1—-1)y og = Ay, entonces {ay,...,a;} es una base para
®. Por otro lado, los enteros de Cartan son:

2 sii=lyj=1-1

—-1 sil1<ij<l-1ylj—i|l=16i=1-1yj=1
a;; =
0 en otro caso

El diagrama de Dynkin de B; es

-0 - - -o-——-———c:ﬁ:—_b
2 -2 -1 !

-0

Por lo tanto, B; es simple.




Observemos que si [ = 1, entonces B es isomorfa a Ay, para | = 2, B, es isomorfa a (' v
A, es isomorfa a [,. Para ! =3, A3 es isomorfa a Ds.

¢l

En conclusidon, hemos mostrado que las algebras de Lie clasicas 4, ({ 2 1), B ({ = 2), (}
(1 = 3) v Dy ({ =2 1) son simples v hemos determinado sus diagrama de Dynkin. Es claro.
a partir de ellos que estas algebras no son isomorfas. De la seccion anterior sabemos que.
en adicidon a las algebras de Lie clasicas, hay cinco algebras de Lie excepcionales: (o, £,
Ee, E7 v Eg cuyos diagrmas de Dvnkin ya fueron determinados {secciones 2.3.4 v 3.3): estas

completan la lista de las algebras de Lie simples sobre € , salvo isomorfismos.

-
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Capitulo 4

Algebras de Lie Simples sobre los
Complejos y Grupos Simples

Los grupos finitos simples son los bloques fundamentales con los cuales se construyen todos
los grupos finitos. Es decir, si se tienen todos los grupos finitos simples es “posible” estudiar
todos los grupos finitos. Esto se realiza a través del teorema de Jordan-Holder para
grupos finitos: Para cada grupo finito G existe una sucesién de subgrupos G = Gp B G; B>
Gy B+ B Grog B G,_1 PG, = 1 tal que cada grupo cociente G, /G, es un grupo simple y
- esta coleccién de grupos cocientes simples es unica salvo reordenamientos. De aqui se deriva
la importancia de tener clasificados a los grupos finitos simples. '

Sabemos que los grupos ciclicos ZZ ? de orden primo p son simples. Estos son los dnicos
grupos finitos simples abelianos. Galois esencialmente mostré que los grupos alternantes A,
(n > B) constituyen una familia infinita de grupos finitos simples. La siguiente familia de
grupos finitos simples la forman los grupos cldsicos (ver seccion 4.2.1). Dickson encontrd
familias de grupos simples relacionadas con dlgebras de Lie simples de los tipos Gy y Eg
sobre el campo de los complejos ([19]). Mathieu en 1861 y 1873 descubrié otros cinco grupos
simples que no encajaban en el esquema general y que vinieron a ser llamados esporadicos.

Lo anterior llevé a pensar que era posible clasificar los grupos finitos simples por la
cercana analogia que existe entre éstos y las dlgebras de Lie simples sobre €' clasificadas por
Cartan en 1894: cuatro familias infinitas, cinco excepcionales; y los conceptos tales como
solubilidad, nilpotencia, simplicidad se definen de la misma forma en ambos contextos.

En 1955, Chevalley mostré una forma de construir familias infinitas de grupos simples
(grupos de Chevalley) correspondientes a cada una de las dlgebras de Lie simples sobre los
- complejos. Estas familias contienen a los grupos de Lie complejos conexos simples. Estos
grupos son finitos cuando el campo es campo de Galois y contiene g elementos (ver seccién
4.2.5).
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Poco después Steinberg y Ree ([15]) mostraron que los puntos fijos de ciertos automor-

fismos de los grupos de Chevalley finitos dan lugar a mas grupos finitos simples llamados
grupos de torsion de Chevalley. Los grupos de Chevalley finitos simples y los grupos de
torsién de Chevalley son los grupos finitos simples de tipo Lie.

Es asi como las técnicas de la teoria de Algebras de Lie fueron aplicadas con resultados
impresionantes en el problema de la clasificacién de los grupos finitos simples.

La demostracién del teorema de clasificacion de los grupos finitos simples se concluyé en
1982. En ella se establece que cada grupo finito simple es isomorfo o bien a un grupo de
orden primo, o a un grupo alternante, o a un grupo de tipo Lie o a uno de los 26 grupos
esporadicos.

Este capitulo estd dividido en dos secciones. La primera trata sobre grupos de Lie sim-
ples, la correspondencia uno a uno que existe entre grupos de Lie simplemente conexos y
algebras de Lie semisimples; en particular, tendremos una clasificacién de los grupos de Lie
simplemente conexos a partir de la clasificacién de las algebras de Lie simples sobre los com-
plejos. La segunda parte es titulada grupos de tipo Lie aunque unicamente hableremos de
grupos de Chevalley.

El objetivo de este capitulo es mostrar la importancia de la clasificacion de las algebras
de Lie simples sobre los complejos, parte central de esta tesis; es por esto que no se hicieron
demostraciones, pues estan fuera del contexto de este trabajo; de hecho, requeririan una
buena cantidad de teoria previa para desarrollar las dos secciones con todo cuidado. En
cada seccién se hacen referencia a la bibliografia que se puede consultar para mayor detalle.

4.1. Grupos de Lie Simples

En esta parte del capitulo comentaremos la correspondencia que hay entre algebras de Lie
semisimples y grupos de Lie, centrandonos en los grupos de Lie simplemente conexos para
que dicha correspondencia sea uno a uno. Esto, aunado a que un subgrupo de Lie conexo A
de un grupo de Lie conexo G es normal si y sdlo si el 4igebra de Lie A de A es un ideal de G
el 4lgebra de Lie de G, nos permitira tener una clasificacién de grupos de Lie simplemente
conexos simples a partir de la clasificacion de las algebras de Lie simples sobre los complejos.

Para mas detalles, consultar [4], [6], [9], [10], [12], [14]).




4.1.1. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferencial con estructura de grupo tal que las trans-
formaciones

(z,y) — zy (z,y € G)
zrr g7t (ze G)
de G x G = G y G — @G, respectivamente, son C*.

Denotaremos a su elemento identidad por e. Dependiendo de que la estructura diferencial
se real 6 compleja, G es llamado un grupo de Lie real 6 complejo.

Ejemplos:
o El espacio euclideano B" es un grupo de Lie con la suma.

e La variedad diferencial Gi(n,€ ) que consiste de las matrices n X n con entradas en
¢ , invertibles, es un grupo de Lie con la multiplicacion matricial.

¢ El producto de dos grupos de Lie G x H es un grupo de Lie con la estructura de
variedad producto y el producto de grupos (o4, 11}(02, 72) = (0102, T172).

Sean G y H grupos de Lie. ¢ : G — H es un homomorfismo si ¢ es C* y ademas es un
homomorfismo de grupos. ¢ es isomorfismo si es un isomorfismo en el sentido de grupos y
un difeomorfismo en el de variedades.

Para definir el concepto de subgrupo de Lie necesitamos conocer el de inmersién inyectiva.
Sean M y N variedades diferenciales y ¢ : M — N uno a uno y de clase C*. Supongamos
que la diferencial dy : T — Tpm) (Tin ¥ Tp(m) espacios tangentes de A/ y N en los puntos
m ¥ @(m) respectivamente) definida para cada v € T, como dp(v}{g) = v(goy) con g € C
en una vecindad de ¢(m) tiene rango maximo, ¥m € M; entonces (M, ¢) es una subvariedad

inmersa de N (ver [2], [9], [14]).
Una subvariedad inmersa (H,¢) del grupo de Lie G es un subgrupo de Lie si:
1.- H es un grupo de Lie.

2.- ¢ : H — G es un homomorfismo de grupos.
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Los teoremas centrales en esta parte del trabajo establecen la existencia de subgrupos de Lie
bajo ciertas condiciones por lo que es necesario especificar a qué nos estaremos refiriendo.

Consideremos dos subgrupos {H,¢) y (Hi, 1) de G; estos subgrupos son equivalentes si
y sdlo si existe un isomorfismo de grupos de Lie o : H — H; tal que @1 0o = . Esta es
una relacién de equivalencia entre los subgrupos de G. Asi la unicidad de subgrupos de Lie
significa unicidad en clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia tiene un representante
de la forma (A,:) donde A es un subconjunto de G' que es grupo de Lie y con la inclusién
1: A — G es un subgrupo de Lie.

4.1.2. El Algebra de Lie de un grupo de Lie

Primero recordemos que un campo vectorial X de clase C™ en una variedad diferencial M es
una funcién C* tal que a cada p € M le asigna un vector X, € T,(A/). El conjunto de todos
los campos vectoriales C*° en M, X(M), es un espacio vectorial. Definimos el producto de
X,Y € X(M) como

def

[X': Y]m(f) = Xm(Yf) - Ym(Xf)
con lo cual A (M) es una algebra de Lie.

Sean G un grupo de Lie complejo y I, r, las traslaciones izquierda y derecha de g € G
definidas por
li(z) =gz T€G
ro(z) = g r€G

Un campo vectorial X en G es llamado invariante por 1o 1zquierda si paracadag€ G
se tiene que ‘

djo X =Xol,

Denotaremos por G al conjunto de todos los campos invariantes por la izquierda. G es
un espacio vectorial. De hecho, es una algebra de Lie con ¢l producto deflinido para campos
vectoriales. Un aspecto importante es que G es isomorfo al espacio tangente T.(G) por medio

de la funcién a : G — T.(G), o(X) = X(e) lo que implica que dimG = dimG.

Por lo anterior, podemos definir el dlgebra de Lie dei grupo de Lie G como el algebra
de Lie G de los campos vectoriales invariantes por la izquierda de G 6 equivalentemente como
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el espacio tangente G, en la identidad. La segunda definicidn nos da una idea geométrica
sobre el dlgebra de Lie de un grupo de Lie. En algunas ocasiones es mas conveniente utilizar

este punto de vista.
Ejemplos:

e La recta real R es un grupo de Lie con la adicion. Los campos vectoriales invariantes
por la izquierda son simplemente los campos vectores {Md/dr) : A € R}. El producto
de dos cualesquiera de ellos es 0.

Para ver esto, notemos que una base para el espacio tangente de una. variedad M en

[0 Afor™)
{5 ()= 2222
\Ndzii,,

87’,‘
donde (U, @) es un sistema coordenado con funciones coordenadas r;, r; funciones
coordenadas en £" y f es una funcién C* en una vecindad de m.

m es

w{m)

¢ El Grupo General Lineal Daremos un isomorfismo entre el dlgebra de Lie G de Gi(n, £)
y gl{n,R). Cada elemento v € R" puede ser considerado como una funcién C> de
(Gl(n.R) en R™ que esta dado por v{T) = T(v). Entonces. para cada X € § damos la
transformacion lineal J(X) en £ como J(X)v = X(e)v. Porlotanto. J: G — gl(n.R)
es un isomorfismo de algebras de Lie.

e El Grupo General Lineal Complejo. gl(n, € ) es un espacio vectorial real de dimension
2n%. En forma aniloga al inciso anterior se tiene que el algebra de Lie asociada a

Gl(n,€ )es gi(n,C ).

Si ¢ : G — H es un homomorfismo, entonces  envia la identidad de & en la identidad de
H por lo que la diferencial dy de © es una transformacion lineal entre los espacios tangentes
T.(GY v T.(H), es decir

do:G —-H

es una transformacion lineal. De hecho. es un homomorfismo de algebras de Lie.

4.1.3. Grupos de Lie Conexos

I'n teorema fundamentai en ia teoria de grupos de Lie es el que establece la correspondencia
“uno a uno entre subgrupos de Lie conexos de un grupo de Lie y subalgebras de Lie de su

algebra de Lie.

‘?H'
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Esta correspondencia esta dada de la siguiente forma. Si 1 es la inclusion de H en &
con H subgrupo de Lie de G, se tiene que di, es un homomorfismo de H en G y como H es
subvariedad de (5. di. es uno a uno, asi ‘H es una subalgebra de G.

En particular, de este resultado se desprende que a una algebra de Lie semisimple le
podemos asociar un grupo de Lie conexo pues, a través de la representacion adjunta tenemos
que una algebra de Lie semisimple sobie & es isomorfa a un subélgebra de gl(n,€ ) para
un n apropiado.

Algunas subalgebras de gl(n, € ) se obtiene a través de la funcion exponencial

exp:gl(n.€)— GL(n. €)

T

definida como _
A? Al
—I+4+——+ +——j'+---

para A € gl(n, € ). Esta serie converge y algunas de sus propiedades son:
det 6 6traza A

et — 4,8 si AB= BA

v de considerar un teorema que afirma: Sean A un subgrupo del grupo de Lie GL(n, €). A
un subespacio de gl(n,€ ) y U una vecindad del 0 en gi(n, € ) difeomorfa bajo la funcién .
exponencial a una vecindad V de [ en GL(n,€ ). Supongamos que -

exp(fUNA)=ANV

entonces A con la topologia relativa es un subgrupo de Lie de GL(n, € ), A es una subalgebra
de gl(n,€ ) y A es el algebra de Lie de A (ver {14]).

Por ejemplo, sea [/ una vecindad del 0 en gi(n, € ) difeomorfa bajo la funcién exponencial
a la vecindad V' de la identidad en GL(n,€ ). Supongamos ademas que si A € [/, entonces
A, A' v —A también estan en U y que |traza A] < 2r. Esta vecindad se construye tomando
la vecindad W del 0 en gl(n.& ) lo suficientemente pequeria para que la funcién exponencial
sea un difeomorfismo y la condicién de la traza se satisfaga. Asi U = W W nWn(—W).
Vamos a suponer ademas que exp({/ Ngl{n. R)) = GL(n. RYN V.

St ,*l € sl(n.€ ) entonces det e = 1 por lo que e? € SL(n.€ ). Reciprocamente, si
det e = ] entonces. por la propiedad de exp se sigue que A = (2m7)j para j € Z : de
‘esta manera para .1 € [/ tenemos que la traza es cero. Esto implica que SL(n, ¢ } es un
subcrrnpo de Lie de (/L (n @ ) con algebra de Lie si{n. € ).

Si A e Una(n € ), entonces (e?) = et = e~ de aqui que (e)'e? = e et =€ =/
lo cual implica que e! € O(n.€ ). Reciprocamente, supongamos que 4 € [/ v que e? €
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O(n.€ YN V. Entonces e™ = (e?)™! = (e?)! = &, de donde —A4 = A* ya que —4 y A
estdn en U/ y la funcién exponencial es uno aunoen U. Asi A € UN>(n. € ). De esta forma.
Ofn, € } es un subgrupo de Lie de GL{n,€ ) con algebra de Lie 2(n. € ).

Un teorema muy importante para nuestros propositos es el que asegura que un subgrupo
de Lie A de un grupo de Lie conexo G es normal si y solo si el algebra de Lie, A, de A es un

ideal de G. -

En el caso de las dlgebras de Lie simples sobre € tendriamos que los grupos de Lie
conexos asociados a éstas serfan simples y a partir de la clasificacion de éstas obtendriamos
una clasificacion en los grupos de Lie conexos con la propiedad de ser simples: sin embargo.
el dlgebra de Lie no determina al grupo de Lie, es decir, a una algebra de Lie en general es
posible asociarle mas de un grupodé Lie y éstos son unicamente isomorfos localmente (ver

[6]). |

Este problema se soluciona al restringirnos a una clase conveniente de grupos de Lie
CONexos.

4.1.4. Grupos de Lie Simplemente Conexos

Primero recordaremos algunas definiciones. Un espacio topolégico simplemente conexo es
un espacio conexo cuyo grupo fundamental es el trivial. Una funcién continua y suprayvectiva
7: X — Y con X y Y espacios topologicos se llama una aplicacién cubriente si cada punto
y € Y tiene una vecindad V cuya imagen inversa bajo 7 es una unién ajena de conjuntos
abiertos en X y cada uno de éstos es homeomorfo a V bajo . A Y se le denomina espacio
base y a X espaclo cubriente. -

Si = : M — M es una aplicacion cubriente y M es una variedad diferencial entonces. 3 es
localmente euclideano, segundo numerable y Hausdorff, ademads existe una inica estructura
diferencial en M tal que la aplicacién = es C™. Para el caso de un grupo de Lie conexo se
tiene que el espacio cubriente universal es un grupo de Lie simplemente conexo v la aplicacion
cubriente es un homomorfismo de grupos de Lie. Mas aiin, la aplicacién cubriente induce un
isomorfismo entre las algebras de Lie respectivas a través de la diferencial.

Un teorema mas general nos dice lo siguiente: Si dos grupos de Lie (¢ y A simplemente
conexos tienen algebras de Lie isomorfas entonces (7 y H son isomorfos (ver {9]). Asi para
algebras de Lie semisimples le podemos asociar un unico grupe de Lie simplemente conexo.
Esta correspondencia uno a uno es la que nos permite tener una clasificacion en los grupos
de Lie simplemente conexos a partir de la clasificacién de las dlgebras de Lie simples sobre
€' . Un aspecto muy importante es que estos grupos son simples.
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4.2. Grupos de Tipo Lie

Los grupos de Chevalley son grupos de automorfismos de algebras de Lie sobre campos
arbitrarios. Algunos de estos grupos son los grupos simples clasicos, descritos en la seccion
4.2.1. dando una prueba uniforme para todos los casos. Este procedimiento es descrito en las
secciones 4.2.3 y 4.2.4. Cuando el campo es finito se obtienen grupos de Chevalley finitos,
los cuales son simples. Para més detalle consultar 1}, [3). ‘

4.2.1. Grupos Clasicos

En esta subseccién describiremos los grupos clasicos. Para ello estaremos considerando un =

espacio vectorial V' de dimensidn n sobre un campo K.

El Grupo Especial Lineal

El grupo de todas las transformaciones lineales invertibles de V en si mismo es llamado el
grupo general lineal GL, (/). Las transformaciones de determinante uno forma el subgrupo
normal 5L, (K), el grupo especial lineal. El centro Z de GL.(K) esta formado por todas
las transformaciones de la forma T(z) = Az para A € Ky A # 0. El grupo cociente
GL.(K)/Z es el grupo proyectivo general lineal PGL,(K). El centro de SL.(K) es el
subgrupo Z N SL,(K) v el grupo.cociente

PSL.FK) = SLo(K)/Z O SLa(K)

es el grupo proyectivo especial lineal.

Los grupos provectivos especiales lineales son simples para toda n > 2 excepto los grupos

PSLy(2) v PSLy(3).

El Grupo Simpléctico
En lo que resta de esta subseccion. vamos a considerar que 17 esta dotado de un producto

escalar bilineal ¥ no singular. que le asocia a cada par de elementos de V' un elemento de K.
Para este caso. supondremos que el producto escalar es antisimétrico. es decir.

(y.r)=—(z.y)
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para todo r, y € V.

Consideremos ahora el subgrupo de G'L,(K) formado por isometrias. Este grupo es
llamado el grupo simpléctico Sp,(/{} v no depende del producto escalar.

El centro Z de Sp,(I) consiste de transformaciones I't = Az, donde A =% 1. El grupo
coclente

PSpa(K) = Spa{K)/Z

es llamado el grupo simpléctico proyectivo.

o

B

Los grupos simplécticos proyectivos son simples excepto £5pa(2), PSpa(3) v PSpa(

El -Gi"up_o Ortogonal

Supondremos que K no es de caracteristica 2 y que el producto escalar es simétrico, esto
es ' )

(ys :17) = (:C*y)

para todo z.y € V. Este producto escalar determina una forma cuadratica f dada por

Reciprocamente, la forma cuadratica determina el producto escalar

(2.9) = 5((z +3) = f(2) - S(¥))

(en esta parte se requiere que la caracteristica de K no sea 2). El subgrupo de GL,(HX)
formado por isometrias se le denomina grupo ortogonal O,(K, f) asociado a la forma
cuadratica f. En este caso, la estructura del grupo depende de f.

El determinante de una transformacién ortogonal es T 1. Las transformaciones ortogonales
de determinante uno forma el subgrupo SO.(#, f), el grupo ortogonal especial de f. El
centro Z de O, (A, f} consiste de las transformaciones T = Az donde A =T 1. paran = 2y

ZNS0,(K. f)es el centro de SO, (A, f). De esta forma. obtenemos los grupos proyectivos

PO, = 0., N2
PSOLN.[)=S0.(K.H/ZNSOLK.f)

Sea Q. (4. f) el subgrupo conmutador de OL( K. f), Q. (X, f) es un subgrupo de SO, (/. f).

Definimos el correspondiente grupo provectivo
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PQ.(K, [} = Qu(K, /)] Z 0 QK. [)
Los grupos P, (A, f) son simples para n > 3. Para n = 4 no siempre es cierto.

El grupo ortogonal sobre un campo de caracteristica dos es definido en forma diferente.
La forma cuadratrica f(z) = (r,z) satisface la condicién

| FOhx 4 py) = N f(2) + 1 fly) + 2\ p(z, )
para todo A, p € K,

Si A =p =1 tenemos que {r,z) =0 ¥ que

N )

Las transformaciones lineales no singulares en V que satisfacen la condicion

HTz) = f(z)
forman el grupo ortogonal O, (k. f} asoctado a f. Como
(2,4) = f(z +y) — f(£) = f()

R

es claro que

(T2, Ty) = (2,y)
Asi cada elemento de O, (K, f) es una isometria del producto escalar (z, y}.

El producto escalar (r, y) puede ser escrito en términos de una matriz de rango 2I. Sea
V5 el conjunto de z € V tales que (z,y) = 0 para todo y € V. Entonces Vp es un espacio
vectorial de dimension d = n — 2I. d es llamado el defecto de f. ~

Supongamos que f es una forma cuadritica no degenerada de defecto 0, el subgrupo
conmutador {2,(X\, f) es generalmente simple v O.{ X f) es un subgrupo de Sp,( ).

Los grupos finitos de este tipo quedan determinados por las formas cuadratricas
flry=rnirog+oarp+ -+ 02
f(.l?) =Ly R ral o+ D ey c*f;t:f + ooy + a;r:_(

donde r = ¥, r:€;, {€1. €, ... €1, 6-1,..., €1} es una base de V y at*+¢+« es un polinomio
irreducible sobre A’ = GF(q) campo de Galois de g elementos.
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En el caso en que d > 0. se puede mostrar que O, (K, f} es isomorfo al subgrupo Spy( &)
de transformaciones T que satisfacen

HTr)+ f(z) € f(Vo)

Como veremos mas adelante, estos grupos clasicos pueden ser interpretados como grupos
de tipo Lie.

4.2.2. Base de Chevalley

Sea L una algebra de Lie simple sobre € con descomposicion en espacios raiz
L=H®Y L

Y Aa =’r;=’j—:;—) (observacion del teorema 3.3.2) 6 equivalentemente h, = [Z4, I 4] para z, € Lo
¥ I_s € L_, escogidos en forma adecuada. Definimos el conjunto -

A={hy, a €A, z,, a& b}

(A es una base de ®). Del teorema 3.3.7 tenemos que A es una base para L. Los elementos
de A cumplen las siguientes relaciones

[ha,hglzﬂ a, FEA
2
(R za] = (a’ﬂ.)xﬁ a€EA FEdy
(a,a)
[Tas o) = ha acd
[Za, 23] =D o, 3ed. a+3gd

la demostracion se encuentra en la seccion 3.5.

Consideremos ahora los nimeros V, 3 definidos en la seccion 3.4, Algunas propiedades
de éstos aparecen en el teorema 3.4.1 pero nos interesa una en particular.

(a+ J.a+ J)
(8.3)

{4.2.1) NogVoa-a=—~{p+1)g
C=~(p+1)
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p v q como en el lema 3.3.4.3

Esta igualdad es una consecuencia de aplicar la identidad de Jacobi a vy, 14, ¥, @
interpretar la a-cadena de 3 ([3,pag 32]).

Una pregunta que surge de (4.2.1) es: ;Podemos escoger vectores raiz r, tales que
A

Nog =1 (p+1)

para cada par de raices a, 37. La respuesta es afirmativa. Para ver esto, definamos el
automorfismo = de L como

7 (2ai) = ~ oo
(has) = o

7 es de orden 2.
Por otro lado, del coroldrio 2.2.6 sabemos que cada raiz 3 € ® puede ser expresada como

B=ar+a+--+ap (a1 € A)

donde cada suma parcial ay + -- - + a, es una raiz.

Ast [[Za1s Zaz]. - - Tak] € L es'un miltiplo diferente de cero de 3. Pero la imagen de este

elemento bajo 7 es [[—2_a1, ——x_-'a‘gL‘. .= &_qk) €l cual es un multiplo de z_g; esto implica.

que T3 es enviado por 7 a un muiltiplo escalar de z_g.

Sea w(xs) = Az_g. Como 7 es de orden 2, 7(z_g) = A"'zg; de esta forma, n(u&s) =
pAz_g = p*Mpulz_3) y como & posible encontrar g € @ tal que p* = —A~! se tiene que

— - by ]
T(pzg) = —p~'T gy [pzg, p" ] = g,
Escojamos ahora a pzg como el vector raiz en Lg v p~'z_; como el vector raiz en L_;.
Renombrandolos, es decir, x3 y z_5 en lugar de pzz y u~'z_5 tenemos
[.I'g, .'IZ..;31 = ."13
m(Tg) = —I_p

ademas
(o 23] = Vo slass a, 3. a4+ Jecd

" pero
T([Tay25]) = [Ty —7-5] = = NagToa-3
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v se sigue V_, 5= —: ,,_3.. La igualdad {4.2.1) implica que N, 3 =% (p+1).

Los elementos {hy, & € A z,, a < ®} tales que

ihas hg) =0
_ 2(a, 5)
[ha'i‘rﬁ] - (a‘a) T3
[ta, Toa) = Pa
(Lo, zp) =0 a+340
[Zarzsl =L (p+1) at+3ed

forman una base para L ilamada-ba,se..de.Chevalley.

Esta base es relativa a la -subzi.lgébra de Cartan, por lo que una algebra de Lie simﬁ.‘le'
tiene diferentes bases de Chevalley. '

Los enteros N, s son llamados constantes de estructura.
4.2.3. Grupos de Chevalley

Sea L una algebra de Lie simple S-QBI:C € eon base de Chevalley

£

‘{h;, a € Ay T4, a€ b}

_ Denotaremos por Lz el subconjunto de L cuyos elementos son combinaciones lineales con
coeficientes en ZZ . Lz es un subgrupo aditivo y por la bilinealidad del bracket se tiene que
es una algebra de Lie sobre Z .

Consideremos ahora el producto tensorial de un campo arbitrario A" v Lz (ver la seccion

1.3)

Ly=NKN 2Lz

L es un grupo abeliano aditivo. Cada elemento de Ly puede ser escrito como

Y NallDha)+ D pall D)

agd agd
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donde 1y es el uno de K v Ay, o € K. Escribimos

h'nr =1 3 hu To =l Dra

L a es un espacio vectorial sobre K con hase

{hao @ € A; iy, a € D}

EAgE S vl

Déﬁnimos un producto en Lx como
a2z, ly @yl = ln D[zy]

para r, y elementos de la base de Chevalley de L, con lo cual L. es una dlgebra de Lie sobre

i.

Las constantes de multiplicacién d

e Lx {equivalentes a IV, 3 en la seccidn anterior) son
_elementos de K. L _ _ o
y ‘ i

A continuacion estudiaremos los automorfismos de Lg en términos de automorfismos de i

L. Para esto, recordemos que
- bal€) = exple ad z4)

es un automorfismo de L {ver la }éeccién 1.4) que al aplicarlo a la base de Chevalley obtenemos

o ' Pa(€).Ta = T

a " Pal€)-Toa = Tuo + hy ~ '3,

- Gale)hg = by — 2ex,
v para a, 3 linealmente independientes

¢a(f)-hﬁ = hg — ‘:)(-(g‘—’g%‘e;rﬂ

q
bale)zy = Y Mogit Tiops
1=D ’

donde

1 ,
Mo gi= ?fva.d"va.a-ko‘ - Nagictawd

v ¢ como en e} lema 3.3.1..
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Asi, si A,(€) es la matriz que representa a ©,(¢) con respecto a la base de Chevalley,
las entradas de A, (e) son de la forma ae' con a € Z e i > 0. Parat € K obtenemos la
matriz :,(t) reemplazando cada a¢’ por at' € N con a elemento del campo primo de i
correspondiente a ¢ € Z . De esta [orma. tenemos un automorfismo oale) de L.

Para abraviar notacién escribiremos A, por hy, Iy POr L, 0g(€) POT da(€) ¥ Aait) por

An(t).

Definimos el grupo de Chevalley de tipo L sobre el campo A como el grupo de
automorfismos del algebra de Lie L generado por ¢, (t)paraa € &, ¢t € K. Lo denotaremos
por L{K). '

El grupo de Chevalley es indepen_gliénte de la eleccidn de la base de Chevalley, es decir,
el grupo L{N')} esta determinado salvio isomorfismos por el algebra de Lie simple sobre € y -

el campo K. Esto se debe a que L determina a ® salvo isomorfismos (apéndice A) y ala - -

o

existencia de un automorfismo de L que transforma a una base de @ en otra (teorema 3.4.3).
Un ejemplo de grupos' de Chevalley son A;(K) correspondientes al algebra simple s{(2, € ).

Una base de Chevalley para esta algebra

L (01 /000 , (1 0
“T\e0) T l10) “= L0 -1

Efectuando las operaciones correspondientes tenemos

[haa ma] = 2z,, ‘. [hs -7-7—.'::] = —-2r_,, [-Taa -’B—a] = h,

Los automorfismos de s{{2,£ ) son

0al€). = exple ad r, ).z = exp(ex,.2.[exp(ery)] ™

b-o(€).7 = exple ad T_4).T = exp(€ez_q.z.[exp(ex_4)]™"

por lo que, el grupo de Chevalley de Ly estd generado por ¢,(t) y ¢_.(t); + € K. Nétese
que el dlgebra Ly es isomorfa al dlgebra s{(2, & ).

e_:fp(t.r(,) = ( é lt )
/(1o
exp{ir_,) = ( Pl )

v estas matrices generan a SLy{ A') (ver [3.pag. 31|) para t € K.

Por otro lado
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Esto nos permite establecer un isomortismo de
SL(K) = A (/)

tal que m € SLy(K) es enviado al automorfismo & — mam~"' de L. Claramente

(11)-am
(1) omtt

Lo anterior implica que 41(1’&) es isomorfoa PSLy(K) el cual es simple excepto para
K=26 K =231 '

4.2.4. La Simplicidad de los Grupos de Chevalley

J. Tits introdujo el concepto de par — (B, .V) para estudiar una clase de grupos en los cuales
se encuentran los grupos de Chevalley

Dos subgrupos B, N de un grupo G es llamado un par — (B, N) si Satlsfacen i
- G es generado por B y N
-BNnNes un subgrupo norma,l de N.

3.- El grupo W = N/BN N es venerado por un conjuntd de elementos w;, : € I, tales
2
que wi = 1.

+4.- 51 n; € N es enviado a w; por el homomorfismo né.turai de N en W entoncés
Brn;B.BnBC BnnB U BnB
donde n es un elemento de V.
5.- Para n; como en (4), se cumple que

n;Bn; # B

Un grupo de Chevalley G = L{A’) tiene un par — {B..V). Para demostrar este Lesulta.do se
contruyen los grupos B v .V, verificindose que se cumplan los axiomas anteriores.
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B es el subgrupo 'H de G. donde U es el subgrupo de (& generado por los elementos
ooty con e € d* v ¢ € A. H es el subgrupo de (¢ generado por los automorfismos fi,(A)

defnidos como

A .
ho(A) = G, ( ° ’\,?) A£0E A

Ca es el homomorfismo de SL,(K) en el subgrupo generado por o.(f) v @-.(t) para toda
te . ]

:V es el subgrupo de (7 generado por H y los elementos

R = (o ( ‘__.(1]'5 é ) Vo € ©.

Cnando K es algebraicamente cerrado B es llamado subgrupo de Borel de G. Si k¥ =@
(7 es un grupo de Lie semisimple (su adlgebra de Lie es semisimple, ver seccidn 4.1.2) v B es
precisamente el maximo grupo soluble conexo de G {ver (3[).

Existe un homomorfismo de V en 1V (grupo de Weyl) con kernel H tal que i, — e,
a € ®. Asi, H es nofmal en N y W es isomorfo a N/H ([3], pag. 102). De esta forma, el
grupo W del axioma 3 es prec:samente el grupo de Weyl W pues B NN =H. '

Un criterio de simplicidad de ut grupo con un par — (B, N) establece que si las 51gu1entes
condiciones se cumplen . . S
o G=G" G es el subgrupo conmutador de G.
e B es soluble. '
» NyecgBg™ =
¢ El conjunto I no puede ser dividido en dos subconjuntos J, K con J #0y JNK #
tales que w; conmuta con wy, para todo.j € J y k€ K.

entonces (’ es simple.

De la aplicacion de este criterio se sigue que si L es una algebra de Lie simple sobre &
A es un campo arbitrario, entonces los grupos de Chevalley & = L{/{') son simples excepto
para 4 {2), A4,(3). B2(2) v Gaf2).

A1(2) tiene orden seis v es isomorfo al grupo simétrico S3. .4;(3) tiene orden 12 v es
isomorfo al grupo alternante ;. Bz2(2) tiene orden 720 y es isomorfo al grupo simétrico Ss.

(+2(2) es orden 12096 y tiene un subgrupo simple de indice 2.
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4.2.5. Grupos Finitos Simples de tipo Lie

Hasta aqui hemos vistos ue los grupos de Chevailey son simples salvo algunas excepciones v
que estos grupos corresponden a cada una de las algebras de Lie simples sobre los complejos.

Ahora daremos una breve descripcién de estos grupos.

En la seccién 3.6 analizamos las algebras de Lie clasicas en términos matriciales v dimos
una bases para f y los espacios raiz. A través de un automorfismo adecuado podemos
convertir esta base en una hase de Chevalley. Por ejemplo. para A; el alitomorfismo m{ F;;) =
— E;; produce una base de Chevalley. '

De esta forma, para L algebra de Lie simple de tipo 4;, By, C; 6 D;y G = L{K) el grupo . R

de Chevalley correspondiente, definimos el grupo de matrices GG generado por los elementos
exp(trs) paratoda e Pyt e K.

De la igualdad
exp(t ad z2).x = exp(tz,).z. exp~t(tzy)

Yz € Lg, tenemos un homomorfismo ¢ de G en G = L{K) tal que

exp(tzy) 2 exp(t ad z4)

El kernel de o es el centro Z dé_ G, por lo que G = G/Z.

Esto nos permite tener el siguiente resultado:

e A(K) es isomorfo al grupo lineal PSL4 ().

e By(K) es isomorfo al grupo ortogonal PQy,i (K, f), donde fp es la forma cuadratica |
zg + T + Ig.l,‘_}‘z + et LTy

e C}{ '} es isomorfo al grupo simpléctico PSpy( A).

e Di(N\') esisomorfo al grupo ortogonal PQy (AL fp) (l;)n(lé fo es la forma cuadratica

Tyl + T2d—g + -0+ LTy

IIn el caso en que A es el campo de Galois GF(¢) con ¢ elementos, (- e¢s nn grupo de
transformaciones lineales no singulares de un espacio sobre un campo finito por lo que G es
un grupo finito.
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Apéndice A

Teoremas de Conjugacion

En la seccién 3.3 probamos que una algebra de Lie semisimple L y una subalgebra toral L

maximal H de L determinan un sistema’ de raices ®; pero si H' es otra subdlgebra toral
maximal de L, ;Es posible que le corresponda un sistema de raices ' diferente de $7.

Para mostrar que I. determina a ® (salvo isomorfismos), sera suficiente demostrar que

Hy H ! son con]ugadas bajo Aut L, es decir, que existe gn automorfismo o de L tal que.

o(H) = &

Primero se rev1saran aigunos conceptos y lemas que utilizaremos en la segunda parte del
4pendice para probar el teorema de conjugacién, en los cuales L denota.ra una a.lgebra. de Lie

sobre un campo algebra,lca.mente cerrado F.

A.l. Subéilg’ebras de Cartan

De algebra lineal tenemos que si t € End(V) (V espacio vectorial finito dimensional), en-

tonces V es la suma directa de los subespacios V, = ker(t — a.1)™, donde a es raiz del
polinomio caracteristico de ¢t y m su multiplicidad, V; es itivariante bajo t. En particular, si
t =ad &,z € L, se sigue que L =} . Li(ad z) = Ly(ad z) @ L.(ad x) para L.(ad r)
igual a la suma de todos los L.{ad z) con a # 0. Mas general, si i es una subalgebra de L
invariante bajo ad r. k' = Ko(ad )& K.(ad t). '

Algo que no es dificil de probar es que Lo(ad z) es una subalgebra de L y que cada
elemento de L,{ad r)es ad-nilpotente. A esta subdlgebra se le _Ilama subalgébra de Engel.

A continuacién daremos dos lemas cuya demostracién se encuentra en {7}

L

Lema A.1.1: Sea A una subélgebra de L. Escogemos = € K tal que Lo(ad 3)

F
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es minimal en la coleccion Lo(ad 1), ¢ € K. Supongamos que I C Ly{ad =), entonces
Lo(ad z) C Lo(ad x) para todo z € K.

Lema A.1.2: Si A es una subalgebra de L que contiene una subilgebra de Engel.
entonces N[ (K) = K. En particular, las subdlgebras de Engel son iguales a su normalizador.

Con lo anterior, estamos en posibilidad de analizar la estructura y el papel que de-
sempenan las subalgebras de Cartan en las algebras de Lie semisimples. Empezaremos con
la definicion: diremos que una subalgebra de L es de Cartan si es nilpotente y ademas
es igual a su normalizador, esto lo abraviaremos por SAC. Ilsta definicién no garantiza e-
xistencia. Sin embargo, si L, es semisimple es claro que una subalgebra toral maximal es
una subélgebra de Cartan pues ésta es abeliana y Ny (H) = H porque L= H + 3 4 Loy
(H L,) = L, para a € ¢,

Ahora vamos a probar que efectivamente las SAC existen para una algebra de Lie arbi- -

traria.

Teorema A.1.3: Sea # una subalgebra de una dlgebra de Lie L, H es una SAC de
L si y s6lo si H es una subalgebra minimal de Engel.

Dem.- Primero supondremos que H = Lo(ad z) es una subélgebra de Engel; por el lema
A.1.2 H es igual a su normalizador. Ademas, H no tiene una subalgebra de Engel contenida
propiamente; aplicando el lema A.1.1, H = Lo{ad z) C Lo(ad z) Yz € H por lo que adyzx
es nilpotente Vz € H, es decu-, H es mlpotente Por lo tanto H es una SAC

Rec1proca,rnente sea H una SAC de L. Como H es nilpotente, H C Lo(ad )Vz e H :

Mostraremos que la igualdad se cumple para algin z. Supongamos lo contrario. Tomemos
. Lo(ad z) z € H, lo mas pequefio posible. Aplicando de nuevo el lema A.1.1 tenemos que
Lo{ad z) C Lo(ad =) Vz € H. Esto significa que en la representacion de A inducida en
el espacio vectorial Lo(ad z)/H, el cual es distinto de cero, cada z € H actia como un
endomorfismo nilpotente; se sigue de la proposicién 1.5.2 la existencia de y (y € f) tal que
[Hy] C H. Esto contradice la hipotesis de que H es igual a su normalizador. O

Corolario A.1.4: Sea L semisimple.. Entonces las SAC de L son precisamente las
subalgebras torales maximales de L. '

Dem.- Sea H una SAC. Si r = r, + &, es la descomposicion de Jordan de z en Ix
entonces Lo(ad rs) C Lo{ad z). En efecto. si para alguna potencia de ad z,, y es enviado
‘al cero, se tiene que para esa misma potencia ad r es cero pues, ad r, es nilpotente 'y
conmuta con ad r,. Notemos quepara xr € L semisimple. Lo(ad z) = CL(.L‘) va que ad r es
diagonalizable. Por el teorema A.1.3. H es una subalgebra minimal de Engel. # = Lo(ad &)
v de las observaciones anteriores se sigue que H = Lo(ad r,) = Cy(z,). Pero Cp(x,)
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contiene una subalgebra toral maximal de L (este resultado se obtiene aplicando la definicion
de centralizador y del hecho de que una subalgebra toral maximal es abeliana) la cual es

una SAC , de donde H es una subalgebra toral mnaximal puesto que H no contiene SAC

contenidas propiamente en ella. O

De esta demostracion concluimos que cada subalgebra toral maximal de una dlgebra de
Lie semisimple tiene la forma (g (s) para algin elemento semisimple s. A s le llamamos
regular semisimple.

Las subalgebras de Cartan se preservan bajo epimorfismos. Es decir, si ¢: L — L es un
epimorfismo de dlgebras de Lie y H es SAC de L se tiene que ¢(H) es SAC de L’ 6 s1 H' es
SACde L'y K = o’fl(H), entonces cualquier SAC H de A es SAC de L.

A.2. Teoremas de C‘onjugacién

En esta seccion vamos a probar que todas las subdlgebras de Cartansde L son conjugadas bajo
‘el grupdtInt L (el grupo generado por los automorfismos exp ad z, z € L ad-nilpotente).
Para el case en que L es semisimple, esto implica que todas las subdlgebras torales maximales
son conjugadas, por lo que L determina un tnico sistema de raices salvo isomorfismos. La

idea de la demostracion sera probarlo primero para el caso en que L es soluble y después

pasaremos al caso en que L es semisimple. Pero antes veamos algunas definiciones y lemas
auxiliares. '

Diremos que z € L es fuertemente ad-nilpotente si existe y € Ly algim eigenvalor
a # 0 de ad y tal que z € L,(ad y). Esto obliga a que = sea ad-nilpotente. Denotaremos
por .V(L) el conjunto de todos los elementos de L que son fuertemente ad-nilpotentes y por
£(L) el subgrupo de Int L generado por todos los exp ad x; x eN(L). '

Si A\ es una subalgebra de L. definimos el conjunto £(L; K) de £{L} formado por exp adyr
“r €V(K). Es claro que £(L; K) es subgrupo de £(L). Asi £(A’) se obtiene al tomar la
restriccion de £(L; A') a K. Observemos que si ¢ : L -— L’ es un epimorfismo y y € L,
entonces ¢(L,(ad y)) = L' (ad 4(y)); de donde 3(.V(L)) = .V(L"). '

Lema A.2.1: Sea ¢: L — L' un epimorfismo. Si o/ € (L"), entonces existe o € £(L)
tal que el siguiente diagrama conmuta

97

e i s+



Dem.- Sera suficiente probarle, para el caso en que ¢’ = exp adpz’. 2’ € V(L'). De
la observacién anterior tenemos que existe z € A (L) tal que ' = o(x). Sea z € L, (o

exp ad2)(=) = (= +es A felall ) = o=+ [ )]+ = (exp adpa's

¢)(z). En otras palabras, el dla.grama conmuta. O

Ahora pasemos al teorema de conjugacion para el caso soluble.

Teorema A.2.2: Sea L soluble v Hy, H, subalgebras de Cartan de L. Entonces Hy
v H, son conjugadas ba.j‘o E(L).

Dem.- Si L es nilpotente y H SAC se sigue de la deﬁmc1on de nilpotencia que H =L

por lo que se tlene el teorema.

«» Supongamos que L no es nilpotente. La demostracidn se hard por induccién sobre dim L.
Si dimL = 1, es claro. Como L es soluble, L posee ideales abelianos distintos de cero (por
ejemplo el dltimo término diferente de cero de la sucesién de ideales L!*); sea A el grupo
abeliano de mas pequeiia dimensién. Consideremos ahora el dlgebra cociente L' = L/A y el
morfismo candnico ¢ : L. — L/A tal que z — z’. Asi H| v Hj son SAC de L. Por hipétesis
de induccicn, existe ¢’ €E£(L') tal que o'( H]) = H,. Por el lema A.2.1 podemos encontrar
o €£(L) tal que o transforma a la imagen inversa Ky = ¢~ '(H|) en Ky = ¢ (H;). Ahora,
H; v o(H,) son SAC del algebra K. Si K3 es mas pequefia que L, la hipotesis de induccién
nos permite encontrar v’ € E(A,) tal que t'a(Hy) = Ha; pero £(Ly) esta formado por la
restriccion a N, de los elementos de E(L: Ay) C E(L), esto implica que ro{H;) = [, para
re L)y r|k, =1

Supongamos que L = Ky = o(A), as1 X}, = A y L = H2+ 4 = H; + A. Construiremos
en este caso un automorfismo explicito de L. Del teorema A.1.3 tenemos que H; es de la
forma Ly({ad ) para algun ¢ € L. Como .1 es invariante bajo ad t (. es ideal) se sigue que

= do{ad r)&A.(ad 1) v cada sumando es invariante bajo L = Hy+A. Por la minimalidad
“de A, A = Ao{ad £) 6 A= A.(ad z). El primer caso es imposible pues, esto implicaria que
A C H,, es decir, L. = H,, contradiciendo la hipotesis de que L no es nilpotente. De esta
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manera A = A.(ad r) de donde A = L.(ad ).

De L = H, + A. podemos escribir ¢ = y+ . y € Hy, = € L.{ed z). Por otro lado.
s = [zz], ' € L.lad r) va que ud r es invertible en L.(ed z). Como A es abeliano,
(ad =')* =0, por lo que exp ad z' = 11, +ad ='; aplicado a z. esto produce  — z = y. En
particular, H = Lo{ad y) deberd ser una SAC de L. Ademas y € f, de donde [, C H o

equivalentemente H = H,. Asi H es conjugada a H; via exp ad =

Falta anicamente probar que exp ad ' € £(L): =’ puede ser expresado como la suma de
ciertos elementos z; fuertemente ad-nilpotentes de A, pero éstos conmutan (A es abeliano),
por lo que exp ad = = ) . exp ad 5 € £(L). O :

Para pasar al caso semisimple vamos a utilizar el concepto de subdlgebra de Borel
de una algebra de Lie L, definida como la maxima subalgebra soluble de L. Mostraremos
que dos subalgebras de Borel de L son conjugadas bajo £(L) y aplicando el teorema A.2.2
tendremos que todas las subalgebras de Cartan de L seran conjugadas.

Lema A.2.3: Si B es una subalgebra de Borel de L, entonces B = NL(B);

"Dem.- Sea * € N (B), entonces B + Fz es una subalgebra de L soluble. pues B +
Fz,B+ Fz] C B, de donde r € B por maximalidad de B. G '

De aqui en a.dela.nte L sera semisimple. Sea H una SAC, ® el sistema de raices de L
relativo a H. Fijemos una ba.se Ay consideremos las subalgebras B(A) = H + 5 .o L,
N(A)Y =3 .0La N(A)es mlpotente En efecto, si z € L, (@ > 0), entonces adLﬂx =

[zLg) C La+g B > 0, lo cual muestra que los endomorfismos ad z son nilpotentes. Delo = .
anterior se sigue que B(A) es soluble. Ahora probaremos que B{A) es una subalgebra de ~ .
Borel. Sea K una subalgebra de L. tal que B(A) estd contenida propiamente en K. asi K o
contiene algin L, para o < 0y como K es invariante bajo ad H, tenemos que K contiene

una subdlgebra isomorfa al dlgebra simple sl(2, F'). Por lo tanto, K no puede ser soluble.

Lema A.2.4: Sea H SACy ® un sistema de raices de L. Para cada base A C &, B(d)
es una subaligebra de Borel de L (llamada estdndar relativa a /). Todas las subalgebras de
borel estandar de L relativas a H son conjugadas bajo £(L).

Dem.- Unicamente el segundo enunciado falta probar. Como se vid en la seccion 3.1 las
reflexiones 7, que actian en H pueden ser extendidas a un automorfismo 7, de L. el cual
por construccion esta en (L). Es claro que este automorfismo envia a B(2) en B{o,A).
Usando el hecho de que el grupo de Weyl esta generado por reflexiones. vemos que (L)
actua transitivamente en las subalgebras estandar de Borel relativas a . O :

Teorema A.2.5: Las subalgebras de Borel de L son conjugadas bajo £(L).
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Dem.- La demostracion se hara por induccion sobre dimbL. Si diml = 1 es claro.
Asumiremos que B es una subaigebra de Borel estandar relativa a alguna SAC. Tenemos
que mostrar que alguna otra subalgebra de Borel B’ esta conjugada a 7 bajo £(L). Si
BN B’ = B no hay nada que probar, pues esto obliga a que B = B’. Por lo que podemos
nsar una segunda induccion en dim B N B’ (hacia abajo), es decir, supondremos que si la
dim B N B’ es mayor que uno, existe 7 € £{L) tal que 7{(B’) = B. Consideremos el caso en
que BN B’ esta contenido propiamente en B y en B

(1) Primero supongamos que BN B’ # 0. Podemos distinguir dos casos:

Caso (1): E!l conjunto N' de elementos nilpotentes de BN B’ es diferente de cero.

Afirmacién: V' es un ideal de BN B'. Eh efecto, si z € BN B’ v y € .V entonces
[zy] € [BN B', BN B'] pero, [B N B';:B N B’] consiste de elementos nilpotentes (en general,

si L es soluble entonces {LL] es nilpotente. La demostracién se sigue de analizar las matrices

lad BNB',ad BN B']). Claramente N’ es un subespacio, por lo que se obtiene la afirmacion.
N’ no es un ideal de L por lo que su-normalizador K es una subalgebra propia de L.

 Mostraremos que B N B’ esta contenida propiamente en BN K y B’ N K. Fijémonos en
la accion de N' en B/(B N B’) inducida por ad. Para cada z € N’ ad = es nilpotente en
este espacio vectorial, asi por la proposicién 1.5.2 existe un vector y + (B N B') # 0 tal que
[ry] € B B'. Pero [zy] € [BB] por lo que es nilpotente: esto obliga a que [zy] € N' &
y € Ng(N') = BN K. En forma aniloga se prueba que B N B’ esta contenida propiamente
en BN K.

Por otro lado, BN K v B ﬂK‘ﬁ_i$on subalgebras solubles de K. Sean C y C' subalgebras -

de Borel de K co'ntenidé.s en BN K.y B'N K respectivamente (fig. A.2.1). Como K # L,

por hipdtesis de inducciéh'eﬁs};éq € &(L; K) C €(L) tal que o(C") = C. Como BN B'es .
una subalgebra propia (diferente ‘dée cero) tanto de C' como de C', se tiene que BN B’ C "

BNC = BNa(C") y de la segunda hipétesis de induccién existe T € E(L) tal que ra(C') C B.
Finalmente, BN ra(B') O ro(CYNro(B) O ro(B' NK) 2 re(BN B, por lo que la

primnera interseccion es de dimensidn mayor que la dimensién de B N B’. De nuevo, de la’

segunda hipotesis de induccidn, vemos que B es conjugada a ra(B’) bajo £(L), con lo cual
el caso (1) esta probado.

Caso(ii): BN B’ no tiene elementos nilpotentes distintos de cero.

Notemos que toda subalgebra de Borel de L contiene las partes semisimples y nilpotentes
de sus elementos (se sigue de la proposicion 1.6.1(3} v del lema A.2.3); esto implica que
‘BN B’ = T es una subalgebra toral. Como B es una subalgebra de Borel estandar. B = B(A)
v B=H+ N para N = N(A). Puesto que [BB] =N y TN N =0 se tiene que Ng(T) =

Ca(T). Sea C una SAC de Cg{(T); en particular, C' es nilpotente y T C Ne,(m(C) = C.

" La identidad de Jacobi muestra que algin elemento que normaliza a (' centraliza a T. de

" donde Ng(C) = Negiry(C) = C. De esta manera C &s una SAC de B (la cual incluye a T').

- ‘Sabemos del teorema A.2.2 que C es conjugada bajo £(B) (de aqui que bajo £(L)})a H, por
“lo que podemos asumir, sin pérdida de generalidad. que T C H.
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Supongamos que I = H. Evidentemente HS B’ asi B’ debera contener al menos un L,
(o < 0 relativo a A). Aplicando el automorfismo 7, (ver demostracién del lema A.2.4) a 5,
producird una subalgebra de Borel B” cuya interseccion con B contiene a /{ + L,; asi la
segunda hipdtesis de induccidn muestra que 8" es conjugada a 3, con lo cual hemos probado
que el teorema se cumple para este caso. '

Ahora supongamos que T estd contenida propiamente en /{ . Tenemos que B’ centraliza
a T 6 no. Supongamos que B’ C Cp(T). Como dimCy(T) < dimL (T #0y Z(L)=0)y
H C €1 (T) podemos encontrar una subdlgebra de Borel B” de C'((T) tal que H C B”; de
la primera hipotesis de induccién existe o € E(L; Cy(T)) C{L) tal que envia B’ en B”. En
particular, B” es una subalgebra de Borel de L que contiene a H v por la segunda hipotesis
de induccidn es conjugada a B bajo £(L). )

Consideremos ahora la situaci'éﬁ_'en que B ¢ Cy(T). Esto nos permite encontrar un

eigenvector comin r € B’ para ad T, (recordemos que T C H) v un elemento t € T para’ 3
el cual [tz] = az con a racional y positivo. Definimos S = H+ > L, con a € & tal que . -~

a(t) es racional v positivo. S es una subalgebra de L v z € S. Mas ain, S es soluble (ver
demostracién del lema A:2.4). Sea B” una subalgebra de Borel de L que incluye a S, asi
B"0OB" D T+ Fz )T =B'N2B porloquedimB” QB> dimBN B Similarmente
B"NB D H2T, es decir, dim B”NB > dim BNB'. Lasegunda hipétesis de induccién aplicada
a esta 1iltima desigualdad muestra que B es conjugada a B v de la primera desigualdad
tenemos que B” es conjugada a B’. Por lo tanto, B es conjugada a B’. De esta manera, ya
esta probado el caso en que BN B #0

_‘I"
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Bnk BNk
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Fig. A.2.1

(2) Consideremos ahora que sucede si BN B = 0. Esto obliga a que dimL >
dim B + dim B’: como B es estandar. sabemos que dim B > 1 dimL, asi B" debera tener
dimension menor. De manera mas precisa. Sea T una subalgebra toral maximal de B’
. Si T = 0, entonces B’ consiste de elementos nilpotentes y por el teorema de Engel B’ es
nilpotente; por otro lado, como B’ es de Borel se tiene que es igual a su normalizador. asi B’
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es SAC. Pero esto es abusdo pues todas las SAC de L son torales. De donde T # 0. 51 Hp es
una subalgebra toral maximal de L que contiene a T', entonces B’ tiene interseccion diferente
de cero con alguna subalgebra de Borel estandar B” relativa a {{y. Por la primera parte de la
prueba tenemos que B’ es conjugada a B”,asi dim B’ = dim B” > %dim L, contradiciendo
el hecho de que B’ tiene dimension menor a %dim L. O

£

Corolario A.2.6: Las subalgebras de Cartan de L son conjugadas bajo E(L).

Dem.- Sean H, H' dos SAC de L. Como H y H' son nilpotentes, se encuentran en
alguna subalgebra de Borel, digamos B y B’ respectivamente. Por el teorema anterior,
existe o € £(L) tal que o(B) = B’. Asi o(H) y H' son SAC del algebra soluble B’ por lo
que, gracias al teorema A.2.2, existe 7' € £(B') para el cual r'o(H) = H’'. Pero 7 es la
restriccion a B de algin r € (L B’y C £(L), de donde ro(H)=H', 7o € £(L). O "~
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