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Introducción

Lo que nosotros llamamos ahora álgebras de Lie fueron inventadas por Sophus Lie en 1870
e independientemente por Killing en 1880.

Lie estaba buscando desarrollar un método para la solución de ecuaciones diferenciales
análoga a la teoría de Galois para ecuaciones algebraicas. Esto lo condujo al problema de
clasificar todos los grupos de transformaciones locales de E'. El descubrió que las transfor-
maciones infinitesimales de este grupo forman una álgebra de Lie.

Killing estaba interesado en el estudio de las geometrías no-euclideanas, motivado por los
descubrimientos de Lobachevsky, Riemann, Klein y Newcomb. Esto lo llevó a investigar los
fundamentos de la geometría de manera abstracta. El trabajo de Killing en formas espaciales
no-euclideanas con tratamiento analítico, es una muestra de ello (ver [17]).

Las formas espaciales pueden ser representadas por variedades continuas en el sentido de
Riemann, esto es, por un sistema de n-adas (x i , , xn) de números reales donde x, varía
continuamente.

Al estudiar el comportamiento de movimientos infinitesimales de formas espaciales en
donde x = (x1 , . , x„) es enviado a x + dx =	 dxi, • • • , x. + dx.), Killing encontró que
forman un grupo con la composición, el cual puede ser reparametrizado por tres números
reales. El espacio tangente en la identidad del espacio paramétrico de este grupo es un espacio
vectorial tridimensional de rotaciones "infinitesimales". Similarmente, para un grupo que
puede ser parametrizado por una variedad suave de dimensión r, hay un espacio tangente
r-dimensional £ en el elemento identidad. Si el producto de dos elementos del grupo es
continuo y diferenciable en los parámetros de sus factores, es posible definir una operación
binaria en .0 con la cual .0 es una álgebra de Lie. Esto condujo a plantearse el problema de
determinar todas las posibles álgebras de Lie sobre los complejos.

Killing publicó una serie de artículos entre 1888-1890. En el primero de ellos definía
conceptos que hoy conocemos como • rango de una álgebra, álgebra semisimple, subálgebra
de Cartan, sistema de raíces, a-cadena de p, enteros de Cartan y matriz de Cartan. Dando
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los fundamentos de la teoría de álgebras de Lie.

En el segundo, Killing da un método de clasificación que consistía en dos pasos:

Encontrar condiciones necesarias en la matriz de Cartan, para clasificar todas las clases
de equivalencia de matrices de Cartan en términos de estas condiciones.

Mostrar que cada clase de equivalencia de matrices de Cartan tiene exactamente una
álgebra de Lie simple sobre e asociada.

El primer paso es equivalente a la clasificación de los diagramas de Dynkin. El segundo es más
difícil y es aquí donde Killing tiene algunas deficiencias, aunque el resultado es correcto. En
la parte final del artículo, Killing muestra la existencia de cinco álgebras de Lie excepcionales.

En 1894, E. Cartan en su tesis doctoral prueba claramente los resultados de Killing, su
principal contribución fue en la demostración de la existencia de una subálgebra de Cartan
para una álgebra de Lie semisimple. También clasificó las clases de equivalencia de matrices
de Cartan irreducibles y mostró que ellas forman cuatro familias infinitas y cinco aisladas.

Cartan probó el teorema verificando que las cuatro familias infinitas de clases de equiva-
lencia de matrices de Cartan provienen de las álgebras de Lie clásicas y construyendo álgebras
de Lie simples a cada una de las cinco clases de matrices aisladas.

En 1905, Cartan publica un artículo en el cual clasifica a las álgebras de Lie simples sobre
R. La herramienta básica, es el concepto de un subespacio de Cartan A definido por las
propiedades:

Para cada H E A, ad H es una transformación lineal real diagonalizable del álgebra
de Lie L.

A es maximal.

El sistema de raíces correspondiente es más complicado pues dos veces una raíz puede ser,
de nuevo, una raíz (ver [16]).

En 1951, Harish-Chandra da una prueba general de la clasificación de las álgebras de Lie
simples sobre <V . La demostración consistió en construirle a una matriz de Cartan arbitraria
una álgebra de Lie semisimple cuya matriz de Cartan asociada sea ésta.

Algunos conceptos importantes en la teoría de álgebras de Lie fueron introducidos poste-
riormente, este es el caso del "grupo adjunto" hoy llamado representación adjunta dado por
Engel después de 1900.
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La importancia de esta clasificación radica en que las álgebras de Lie simples son los
bloques fundamentales con los cuales se construyen las álgebras de Lie semisimples (ver
sección 1.8). Este hecho, aunado a que algunos conceptos básicos en teoría de álgebras de
Lie se definen en la misma forma que en teoría de grupos, llevó a pensar que era posible
clasificar los grupos finitos simples (ver capítulo 4).

Este trabajo está dividido en cuatro capítulos:

Capítulo 1: Se da una breve introducción a las álgebras de Lie; centrándose en las
últimas secciones en las álgebras de Lie semisimples.

Capítulo 2: Es independiente de los capítulos restantes y en él se clasifican los dia-
gramas de Dynkin conexos, o equivalentemente, las matrices de Cartan irreducibles.

Capítulo 3: Se clasifican las álgebras de Lie sobre los complejos utilizando el método
de Harish-Chandra. Se analizan las álgebras de Lie Clásicas y se prueba que son
simples.

Capítulo 4: Se explica como influyó esta clasificación en la clasificación de los grupos
finitos simples. En particular, en los grupos de tipo Lie.
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Capítulo 1

Algebras de Lie

En este capítulo se resumen los aspectos básicos sobre la teoría de las álgebras de Lie semisim-
ples que nos van a ser útiles para clasificar las álgebras de Lie simples sobre el campo de los
números complejos.

En las primeras siete secciones se da una introducción a las álgebras de Lie finito-
dimensionales, incluyendo algunos ejemplos como las álgebras de Lie clásicas y teoremas
importantes como el de Engels y Criterio de Cartan.

La sección ocho se centra en el estudio de las álgebras de Lie semisimples, dándose una
caracterización para éstas y, por último en la sección nueve se analizan las representaciones
irreducibles de sl(2, e) las cuáles nos ayudarán a probar teoremas medulares en la clasifi-
cación de las álgebras de Lie simples sobre .

1.1. Algebras de Lie: Definición y Ejemplos

Un espacio vectorial L sobre un campo F, es llamado una álgebra de Lie sobre F si está
definida una operación [e, e] : L x L —> L tal que (x, y) 1—> [x y] con las siguientes propiedades:

(á) [xy] es bilineal

[xx] = O para todo x E L

[x[yz]]-1- [y[zx]] 	 [z[xy]] = O

Al producto [xy] se le llama "bracket" ó conmutador de x y y. La propiedad (iü) es
denominada identidad de Jacobi.

Aplicando las propiedades (i) y (ü) a [(x y)(x y)] tenemos
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[xy] = —[yx].

Recíprocamente, si la característica de F es diferente de 2 y tomando x = y en (W) se
sigue (ü). Por lo que si carF $ 2, (ii) es equivalente a (iig.

Sea L una álgebra de Lie sobre F y sea K un subespacio de L. Diremos que K es una
subálgebra de L si [xy] E K para todo x, y E K; en particular K es una álgebra de Lie con
la operación heredada de L.

A partir de una subálgebra K de L podemos generar otra subálgebra conocida como el
normalizador de K. Esta subálgebra'está definida como

NL(K) {x E LI[xK] C K}

Otro ejemplo de subálgebra es el centralizador de un conjunto X

CL(X) d-4-f {x E LI[xX] = O}

Todas las álgebras de Lie consideradas en este trabajo serán finito-dimensionales a menos
de que se especifique lo contrario.

En los siguientes ejemplos de álgebras de Lie, V es un espacio vectorial sobre C (si bien,
estos ejemplos tienen sentido sobre un campo F, arbitrario).

th f • Ejemplo O: Sea L un espacio vectorial. Definimos [•, •] : L x L ---> L como [xy] t f O
para todo x, y E L; es fácil comprobar que L es una álgebra de Lie. Una álgebra de
Lie con esta operación es llamada álgebra de Lie abeliana.

..,)N Ejemplo 1: Sea End V = {T : V —› Vi T es lineal}. End V es un espacio vectorial

sobre C y un anillo con el producto usual. Definimos el bracket de x y y por [xy]
xy — yx, con esta operación End V es una álgebra de Lie llamada álgebra general
lineal y es denotada por 91(V). A las subálgebras de 91(V) se les denomina álgebras
de Lie lineales.

Ejemplo 2: Al . Sea dim V = 1+1 y sl(V), ó s1(1+1, e ) el conjunto de endomorfismos
de V que tienen traza cero. Como tr(xy) = tr(yx) y tr(x + y) = tr(x) + tr(y), sl(V)
es una subálgebra de gl(V), llamada álgebra especial lineal.

Ejemplo 3: C1 . Sea dim V = 21, con base {v1,...,v21}. Definimos una forma f bili-
O

O
neal, antisimétrica. y no degenerada en V por la matriz	

( —11
=	 . Denotaremos

8



por sp(V), o sp(21,e ) al conjunto de todos los endomorfismos X de V que satisfacen
(*)f(X(v),w) = — f(v,X(w)). sp(V) es un subespacio de End(V). Es fácil probar
que sp(V) es cerrado bajo el producto [s, e] definido en End(V). Así sp(V) es una
álgebra de Lie, llamada álgebra simpléctica. En términos matriciales, y escribiendo

X de igual forma que S tenemos que la condición para que X = I 
m n 

(m, n, p,
P q

q E gl(1,e)) satisfaga (*) es que SX = —XtS, es decir, nt n, pi p y mt = —q.
Esta última condición implica que tr(X) = O.

Ejemplo 4: B,. Sea dim V = 21 + 1, y sea f una forma bilineal, antisimétrica y no
1 O O

degenerada en V cuya matriz es S = ( O O 11 . El álgebra ortogonal I)(V), o
O h O

5(21 + 1, e ), consiste de todos los endomorfismos de V que satisfacen f(X(v),w) =
1)1 b2

— f(v,X(w)); como el ejemplo anterior, tenemos que x = cl 	m
(a

c2	 p

ti

q

satisface la

condición SX = —XI S, de donde a = O, c1 = —M, c2 = —14, q = —mt , nt = —n,
;J.' = —p. Esto muestra que tr(X) = O.

Ejemplo 5: DI . Aquí obtenemos otra álgebra ortogonal. La construcción es igual
( O h

a la construcción de Bi excepto que dirn(V) = 21 y S = h O ).

Las álgebras	 Ci y DI (1 > 1) se conocen como álgebras de Lie clásicas y se verá
en el capítulo 3, su papel tan importante en la clasificación de las álgebras de Lie simples
sobre	 .

1.2. Conceptos Básicos

Un subespacio I de una álgebra de Lie L es llamado un ideal de L si x E L, y E I implica
que [xy] E I. Por la propiedad (ii/), todo ideal es bilateral: [U] = [IL]. El subespacio cero
y L son ejemplos de ideales. Otro ejemplo de ideal es el centro de L definido como

Z(L) {z Li[xz] = O Vx EL} = CL(L)

Si I, J son ideales de L, I J = {x + y lx E I, y E J} es un ideal. El álgebra derivada de
L definida como [LL] es un ideal de L.
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Al igual que en la teoría de anillos, a través del estudio de los ideales de una álgebra
de Lie podemos analizar su estructura; en otras palabras, los ideales en el estudio de las
álgebras de Lie desempeñan el mismo papel que los ideales en la teoría de anillos. Si L
no tiene ideales excepto a L misma y 0 1 ; y además, [a] 0 diremos que L es simple.
En Particular, si L es simple, Z(L) = O y L = [a]. Un ejemplo de una álgebra de Lie
simple es L = sl(2, e ). La idea de la demostración es considerar un ideal I de sl(2, e ) y
probar, aplicando las propiedades de la base para sl(2, C ) que aparece en la sección 1.4, que
I .= sl(2, C ).

Sea L una álgebra de Lie no simple con dimensión mayor que uno y sea I un ideal
propio de L diferente de cero. Definimos al álgebra de Lie cociente como el espacio
vectorial cociente L// con la multiplicación [(x I)(y -I- I)] = [xy] I. Es fácil probar que
la multiplicación no depende de los representantes de clase.

Sean L y -V álgebras de Lie sobre F; un homomorfismo 1) de L en L' es una transfor-
mación lineal que respeta el producto, es decir, 4)([xy]) = [4,(x)0(y)], V x, y E L . 0(L) es
una subálgebra de L' y el kernel de 4) es un ideal en L. Si L L', es un endomorfismo.
Un isomorfismo es un homomorfismo inyectivo y suprayectivo al mismo tiempo. Un auto-
morfiamo de L es un isomorfismo de L en sí misma. Como en otras teorías algebraicas, hay
una correspondencia entre homomorfismos e ideales; en particular se tiene el equivalente al
primer teorema de homomorfismos.

Un tipo especial de función de L en sí misma es la derivación. Una derivación de L, es
una transformación lineal 6 tal que 6([ab]) = [a6(b)]+[6(a)b]. Un ejemplo, es la representación
adjunta que será definida en la sección 1.4.

1.3. El Álgebra de Lie Libre

1.3.1. El Producto Tensorial

Sean V y W espacios vectoriales finito-dimensionales sobre un campo K. El producto ten-
sorial de V y W denotado por V W que consiste de suma de elementos 	 tv, v E V y
w E W, será un espacio vectorial que cumplirá con las siguientes propiedades:

1.- Si vi , v2 E V y w E W, entonces

(vi + v2 ) w = ® w + v2 w

1 Denotaremos por O al subespacio {0}. No habrá confusiones pues según el contexto estará claro cuando
es un elemento ó es el subespacio.
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4)

Si w1 , tv2 E W y y E V, entonces

(wi w2) 0 = tal 0 v w2 v

Si a E K, entonces
(ay) ® w = a(v w)	 (aw)

4.- La propiedad universal: Existe una función bilineal 0:1/xW —+	 W tal que dado

un espacio vectorial U y una función bilineal : V x W --+ U, hay una única aplicación

lineal 4): V ®W --> U que satisface o =1P.

V W

V x W	 , U
tfr =So#

De la última propiedad se sigue que V 0 W es único salvo isomorfismos. A continuación,

construiremos el espacio vectorial V 0 W.

Sean {vi , , v„} y {tvi, , wm } bases para V y W respectivamente. Definimos F(V,W)

como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de V x W con

coeficientes en K. Así F(V, W) es un espacio vectorial donde la suma queda definida como:

(a i(Val, Wal) a2(Va2, wa2) '	 ' an(Van l Wan))+

(bi(vbi, wbi) + b2(vb2, wb2) + • • • + bm(vbm, Whn))

Wal) + • ' • + an(van, Wan) bi(vbb tobi.) " • + bm( vbm, wbm)

donde

aj(Val, Wal) a2(va2, Wa2)	 ' an( Vanl wan) y

(vbi , wbl) + b2 (v62, wb2) + • • + b„,(vbm, wbm) E F(V, W)

Consideremos ahora el subespacio R(V, W) de F(V, W) generado por los elementos de la

forma
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(vi + v2 , w) —	w) — (v2 , w)

(u,	 w2) — (v, wi) — (y , w2)

a(v,w) — (av,w)

a(v, w) — (v, aw)

claramente R(V,W) F(V,W). Tomemos, el espacio cociente F(V,W)1 R(V,W). Probare-
mos que F(V,W)I R(V,W) es el producto tensorial V ®W.

Sean (vi + v2 , w), (ay , w) E F(V, W)/ R(V,W). La clase de (vi + v2 , w) es la misma que
la de (vi , w) (v2 , w) pues

+ v2 , w) —	 w) — (v2 , w) E R(V,W)

de la misma forma, la clase de (av, w) es la de a(v, w).

De esta manera, si denotamos por vOw a la clase de (v, w) y por V OW a F(V, W)/ R(V,W)
se tiene que

(vi + v2 ) w = 0 + v2 O w

(wi + m2) 0 v = 0 v + w2 0 v

3.- (av) w = a(v	 = v 0 (aw)

La dimensión de F(V, W)/ R(V, W) está dada por dim V ® W = (dimV)(dim W). Una base
paraVOWes{vi Ow3 }(0<i<ny0<j<m). Enefecto,seavOwEV0W,vyw
son de la forma: v = aivi + • • • + any», w = blwl + • • • + bmwm, por lo que

n m

V W = (E aivi	 E	 EEaibj(vi®wj)
i=1	 j=1	 i=1 j=1

así {vi O w3 } genera a V O W. La demostración de que son linealmente independientes es
inmediata de la construcción de F(V,W)/ R(V,W).

Además, la función 4. : V x W V W tal que (v ,w) 1—> (v w) es bilineal.
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Sea U un espacio vectorial sobre K con base {un, , u h,} y 4 : V x W —) U una

transformación bilineal. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (v„ 	 1.±› u,2.

De álgebra lineal sabemos que existe una única aplicación bilineal : V 0 W --> U tal que

1(24 O vis) = 2tij

th (v i w.i) = 4) (4)(vi, wi)) = 0(vi, 20,i)

Con esto, concluimos que efectivamente, F(V,W)1 R(V,W) es el producto tensorial de V
Y W.

Un aspecto importante es que V ® W es isomorfo a W ®V. Más aún, el producto tensorial
es asociativo, es decir, V (W O U) es isomorfo a (V 0 W) U.

1.3.2. El Algebra Tensorial

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión finita. Denotaremos por T,.(V) el producto
tensorial V O ... ® V r-veces; r > 1 y To(V) = K. Los elementos de T,.(V) son llamados
tensores de grado r.

Definimos

£(v)trEz(v)	 (suma directa)
i=0

(los elementos de £(V) son combinaciones lineales finitas sobre K de elementos de T,(V)).
£ (V) es una álgebra asociativa, graduada, con 1, donde el producto es: si v 1 0 v2 O • •	 vk E

Tk (V) y w1 w2 0•••Ow„, E T,,,(V), entonces

(Vi V2 O • ' ' 0 Vic)( W1 0 W2 0 " ' Wm) = VI 0 • ' ' 0 Vk W1 " 0 Wm E Tk+m (V)

y el. v = cv para y E Tk(V).

pero

así
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£(V) es llamada el álgebra tensorial en V y cumple con la siguiente propiedad uni-
versal: dada una aplicación lineal : V	 U (U álgebra asociativa con 1 sobre K), existe
un único homomorfismo de K-álgebras : £(V) U tal que tP(1)=- 1 y o i = i es la
inclusión de V en £(V).

£(V)

1.3.3. El Algebra Asociativa Libre

Sea X mi conjunto no vacío. Por una álgebra asociativa libre sobre K generada por X,
entenderemos una álgebra asociativa U sobre K tal que

X genera a U

Si 13 es una álgebra asociativa sobre K y : X --> 13 es una transformación, entonces
hay un único homomorfismo q : U —+ 13 tal que y o i = 0, donde i es la inclusión de X
en U.

Si U y U' son álgebras asociativas libres sobre K generadas por X, por un argumento estándar
basado en la propiedad universal (2), tenemos que U y U' son isomorfas.

Ahora probaremos la existencia del álgebra asociativa libre generada por X.

Sea V el espacio vectorial sobre K generado por X y £(V) su álgebra tensorial. £(V) es
una álgebra asociativa sobre K, generada por X y claramente cumple la propiedad (2).
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4.

1.3.4. El Algebra Envolvente Universal de una Algebra de Lie

En esta y en la próxima subsección, F denotará un campo de característica cero y L una
álgebra de Lie sobre F de dimensión arbitraria.

El álgebra envolvente universal de L es la pareja (U, 7r), donde U es una álgebra
asociativa con uno sobre F y ir : L —> U es una función lineal tal que

(1.3.1)	 . ir([xy]) = ir (x)ir(y) — ir(y)ir(x) Vx, y E L

y cumple con la propiedad universal: dada una álgebra asociativa U' con uno y una trans-
formación lineal y : L —4 U' que satisface (1.3.1), existe un único homomorfismo q5 :U --+
(envía el 1 en el 1) tal que rk o ir = y.

U'
--	 (/) o Ir

La unicidad de (U, ir) se sigue de la propiedad anterior. Probaremos su existencia.

Sea £(L) el álgebra tensorial en L y J el ideal de £(L) generado por los elementos
Urw=x0y—y0x— [xy] (x,y E L). Como 1/x ,y ETi eT2 es claro que J es un ideal propio
de £(L), por lo que podemos definir el álgebra cociente U(L) = £(L)/J; sea -y : £(L) —> U(L)
el homomorfismo canónico.

Afirmación: (U(L), ir) es una álgebra envolvente de L, donde ir : L —> U(L) es la restric-
ción de -y a L.

En efecto: Tomemos a y : L —> U' como en la definición. La propiedad universal de £(V)
produce un homomorfismo 41 : £(V) —> U', el cuál es una extensión de y y envía el uno en
el uno. La condición (1.3.1) de y obliga a que Ux,y E ker 41, pues

951 (11.,y) = (ki(x 19 Y)	 (fit (Y	 x) - O'([xyl)

= 4,'(x)4,'(y) - 4,'(y)4,'(x) - 4?([xY])
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pero, O'([xy]). q([xy]) por lo que

Ibi(U.,y)=

De esta manera, O' induce un homomorfismo 4' : 	 --> U' tal que o ir =

1.3.5. El Álgebra de Lie Libre

Sea X un conjunto no vacío. Una álgebra de Lie libre sobre F generada por X es, una
álgebra de Lie L sobre F tal que:

X C L

X genera a L, es decir, L es la más pequeña álgebra de Lie que lo contiene.

3.- Macla una transformación 4t : X —> M, con M una álgebra de Lie, existe un único
homomorfismo : L --> M que extiende a 0.

La unicidad de L (salvo isomorfismos) es fácil de probar a partir de (3).

Para demostrar su existencia, consideremos a B el álgebra asociativa libre sobre F gene-
rada por X. Para u, y E B sea [uy] =u0v— y ® u. De esta manera, 13 con [0., e] es una
álgebra de Lie y la denotaremos por B L . Así L es la más pequeña subálgebra de 13 L que
contiene a X.

Dada una aplicación : X --> M, 4> puede ser extendido a una transformación lineal de
V --> M CU(M),V es el espacio vectorial generado por X. Entonces hay un homomorfismo
de F-álgebras asociativas £(V) U(M), ó restringiéndolo a L, tenemos un homomorfismo
de álgebras de Lie : L —> M.
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1.4. La Representación Adjunta y La Forma de Killing

La adjunta ad : L -~4. gl(L) se define como ad x(y) = [xy] Vy E L y x E L; ad x es claramente
una derivación. En algunas ocasiones ad x no actúa en toda L si no en un subconjunto K

de L, por lo que para evitar confusiones adLx (ó adKx) indicará que ad x está actuando en
L (ó K). La adjunta desempeñará un papel muy importante a lo largo de este trabajo.

Una representación de una álgebra de Lie L es un homomorfismo efr : L —› gl(V), V

es un espacio vectorial sobre F. Un ejemplo de representación es precisamente la 'adjunta,
llamada por esta razón representación adjunta. En efecto, como el bracket es bilineal, se
tiene que ad es una transformación lineal y es tal que respeta el producto:

[ad x, ad y] = ad x ad y(z) — ad y ad x(z)

= ad x([yz]) — ad y([xz]) = [x[yz]] — [y[xz]]

= [x [yz]] + [[xz] y] = [[n].21

= ad [xy](z)

Decimos que ad x es nilpotente si (ad x) k = O para algún k natural. Supongamos que x E L
es tal qué ad x es nilpotente. De esta forma, la serie de potencias de la función exponencial
para ad x sobre e tiene sentido ya que tiene un número finito de términos:

(a x)2	(ad x)k-2
exp(ad x) = 1 + ad x +

d	 	
+ +

( (k(k — 1)t

exp(ad x) es un automorfismo de L.

La representación efr es irreducible si O y V son los únicos subespacios de V los cuales
son invariantes bajo todas las transformaciones lineales 0(x), x E L. Dos representaciones
q5„ i = 1, 2 de L en V son equivalentes si existe un isomorfismo lineal e de 14 en V2 tal que

01(x )c-1 = 02(x )	 (Vx E L)

y denotaremos esto por q51 02. 0`-' es una relación de equivalencia.

A partir de la representación adjunta podemos definir la forma de Killing /C en L como:

IC(x, y) = tr(ad x o ad y)

K es una forma bilineal y simétrica en L. Además K es asociativa en el sentido de que
K([xy], z) = K(x,[yz]); esto se sigue del hecho de que para endomorfismos x, y, z de un
espacio vectorial se tiene [xy]z = xyz — y zx, x[yz] = xyz — xzy y tr(y(xz)) = tr((xz)y).
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Otra propiedad de K es su invarianza bajo automorfismos, es decir

le(a(x),a(Y)) = )C(x,Y)

donde a es un automorfismo de L y x, y E L. Esta propiedad se sigue de la relación:
ad a(x) = a o ad x o a- 1 (notemos que ad a(x)(y) = [a(x)y]	 agx,a-1(y)])) y de que
tr(xy) = tr(yx).

Ejemplo: Consideremos 81(2,C ). Una base para esta álgebra es

X = 
( o \

o o
o

Y	 1 O ) '
h ( 1 —O/

O —1

Sea X = ax bh -E cy un elemento de s/(2, C ). De los brackets entre los vectores base,
encontramos las siguientes expresiones matriciales

2 0 O 0 —2 O 0 0 0
ad h : 0 0 0 ,	 ad x : 0 0 1 ,	 ad y : —1 0 0

)

O O —2 O O 0 0 2 0

De esta forma, K tiene matriz

0 0
K: 0 8

0)
0

4 O O

Por lo que
K(X, X) = 8(b2 + ac)

Diremos que K es no degenerada o no singular si su radical S es {O}, donde

S d-l-f {x E LIK(x, y) = O Vy E L}

S es siempre un ideal de L. En el ejemplo anterior, claramente K es no degenerada, pues su
determinante es —128.

1.5. Solubilidad y Nilpotencia

De aquí en adelante L será una álgebra de Lie sobre un campo F de característica cero y
algebraicamente cerrado.
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Consideremos la sucesión de ideales de L definidos como L(o) tí L, Di)	 [LL], L (2) 41

[L (i) Lcil	 L (k) def [L(k—i)L(k—i)]. Diremos que L es soluble si L(n) = O para algún entero
positivo n. Un ejemplo de álgebra soluble, es el álgebra abeliana. Si L es simple, entonces L
es no-soluble.

Un resultado que nos va a permitir definir a una álgebra de Lie semisimple es el siguiente:

Proposición 1.5.1: a) Si L es soluble entonces todas las subálgebras e imágenes
homomórficas de L lo son.
Si 1 es un ideal soluble de L til que L// es soluble, entonces L es soluble
Si 1, J son ideales solubles de L, entonces 1 J es soluble.

Dem.- Ver [7].

El inciso c) de la proposición anterior muestra que L tiene un único ideal soluble maximal
S = rad L, llamado el radical de L. Una álgebra de Lie es semisimple si su radical es cero
y su dimensión es mayor que cero. Por ejemplo una álgebra simple es semisimple.

Para definir una álgebra de Lie nilpotente consideremos primero la sucesión de ideales
Lo tí L, L1 der= [a], L2 t [LL1 ],	 [LL(-1], L es nilpotente si Ln = O para algún
entero positivo 71. Una álgebra abeliana es nilpotente. Claramente L (i) C Li para todo i, así
toda álgebra nilpotente es soluble.

De la condición de nilpotencia se deduce que (ad x)" O para todo x E L. Diremos que
x E L es ad-nilpotente si ad x es un endomorfismo nilpotente.

Un teorema muy importante en la teoría de álgebras de Lie es el teorema de Engels.
Este teorema nos da una caracterización para las álgebras nilpotentes, pero para probarlo
necesitaremos de la siguiente

Proposición 1.5.2:. Sea L una álgebra de Lie, una representación nilpotente de
L en un espacio vectorial V diferente de cero, sobre F. Entonces existe y E V, y	 O tal que
eb(x)y = O (x E L).

Dem.- Sea L' = 49(L). L' es una subálgebra de gl(V) que consiste de endomorfismos
nilpotentes. Así para demostrar el teorema sólo basta ver que dada L una subálgebra de
gl(V) cuyos elementos son nilpotentes, entonces existe un vector y E V, y	 O tal que
L.Y = O.

Usaremos inducción en dim L El caso de dim L 1 es claro pues una transformación
lineal nilpotente siempre tiene al menos un eigenvector diferente de cero correspondiente a
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su único eigenvalor O. Supongamos que K L es alguna subálgebra de L. K actúa, vía
ad, como una álgebra de Lie de transformaciones lineales nilpotentes en el espacio vectorial
L (en general, la imagen homomórfica de una álgebra nilpotente es nilpotente), de aquí
que también en el espacio vectorial LIK. Como dim K < dim L, la hipótesis de inducción
garantiza que existe un vector x	 K K en L/K tal que [yx] E K para todo y E K. En
otras palabras, K está propiamente contenida en NL(K).

Tomemos ahora a K como la subálgebra maximal contenida propiamente en L. Por el
argumento anterior tenemos que NL (K) = L, es decir, K es un ideal de L. Si dim LIK > 1,
entonces la imagen inversa en L de una subálgebra uno-dimensional de LIK (la cual siempre
existe) deberá estar propiamente contenida en K lo cual es absurdo; así K tiene co-dimensión
uno. Esto implica que L = K Fz para z E L— K.

Por inducción, W = {v E V IK.v = 0} 0. El endomorfismo z (actuando ahora en el
subespacio W) tiene un eigenvector v E W diferente de cero tal que z.v = 0. Por lo tanto
L.v = O. q

Como consecuencias del teorema anterior tenemos que si L es nilpotente y K un ideal de
K 0, entonces Z(L) O y K n Z(L) O. Esta última parte resulta de considerar a L

actuando sobre K vía la representación adjunta.

Teorema de Engels: Si todos los elementos de L son ad-nilpotentes, entonces L
es nilpotente.

Dem.- Como todos los elementos de L son ad-nilpotentes, ad L C gl(L) satisface la
hipótesis de la proposición anterior por lo que existe x O en L para el cual [Lx] = O, es decir,
Z(L) O. Consideremos ahora a L/Z(L). Es claro que esta álgebra consiste de elementos
ad-nilpotentes y tiene dimensión menor que L. Aplicando inducción en dim L, encontramos
que L/Z(L) es nilpotente. Así	 C Z(L) para algún n y L'} 1 = [L, Ln ] C [L, Z(L)] = O,
por lo tanto L es nilpotente. q

1.6. Descomposición de Jordan-Chevalley

En esta sección recordaremos algunos resultados importantes de álgebra lineal y, aunque se
sale del contexto, serán de gran utilidad en secciones posteriores. En especial, se usará en
la demostración del criterio de Cartan para álgebras nilpotentes y, como consecuencia, en el
criterio para álgebras semisimples.

Sea V un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo F, algebraicamente cerrado,
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y T : V	 V una transformación lineal. Llamaremos a T nilpotente si existen E N para
el cual Tn = O. Diremos que T es diagonalizable o semisimple cuando exista una base
de V tal que a T le corresponde una matriz diagonal. 	 Observemos que la suma de dos
transformaciones semisimples (nilpotentes) que conmutan es semisimple (nilpotente).

La siguiente proposición nos mostrará que es posible descomponer una transformación
T E End(V) en la suma de dos transformaciones T =	 Tu tales que T, es semisimple y
Tu es nilpotente. A esta descomposición se le conoce como descomposición de Jordan-
Chevalley.

•
Proposición 1.6.1: Sean V y T como antes, entonces:

Existen T, y Tfl E End(V), únicos, tales que T T, Tu, T, es semisimple y Tu es
nilpotente y Tain = Tal,. Decimos que T, es la parte semisimple de T y Tu la parte
nilpotente.

Existen polinomios p(A), q(A) E If [a), sin término constante, tales que T,	 p(T) y
Tu = q(T). En particular, tanto T. como Tu conmutan con toda transformación lineal
de V que conmuta con T.

3.- Si U C W c V son subespacios vectoriales tales que T(W) C U, entonces T.(W)CU
y Tu (W) C U.

La demostración de esta proposición se encuentra en [13]. Como se recordará, toda transfor-
mación lineal T de un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo algebraicamente
cerrado se puede llevar a su forma canónica de Jordan. La expresión matricial de T consiste
en suma de bloques que tienen como diagonal a (c,...,c), c E F, unos justamente arriba de
la diagonal y ceros en las otras entradas. De aquí que T es la suma de una matriz diagonal
con una matriz nilpotente, las cuales conmutan.

Ahora vamos a ver lo que sucede con ad T. Es fácil de verificar que ad T., ad Tu
son semisimple y nilpotente respectivamente, y conmutan: [ad T,, ad Tu] = ad[T„ T”] = O.
Aplicando la parte 1) de la proposición anterior, tenemos que la descomposición de Jordan-
Chevalley para ad T es ad T, + ad Tu (para más detalle ver [7, pág.18]).

1.7. Criterio de Cartan

El propósito de esta sección es dar un criterio para solubilidad de una álgebra de Lie L, a
partir de la forma de Killing. Este criterio se establece analizando la forma de Killing para
el operador adjunta. Empezaremos con el siguiente resultado:
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Lema 1.7.1: Sean A, B dos subespacios de gl(V), dimV < oo. Sea M	 {x E
91(11)1[x, B] C A} y supongamos que tr(xy) = O para todo y E M. Entonces x es nilpotente.

Dem.- Daremos una idea de la demostración, que se encuentra con más detalle en [7].
Sea x = .9 n (s = x, y n = xn) la descomposición de Jordan-Chevalley y {vi , ,	 una
base de V tal que s tiene como matriz diagonal a (a i ,	 , a,,,). Sea E el subespacio vectorial
del campo F sobre el campo Q generado por los eigenvalores 	 , (4.. Hay que probar
que s = O, o equivalentemente, que E = O. como E tiene dimensión finita sobre Q , es
suficiente mostrar que E* = O, es decir, que cualquier función lineal f : E --> Q es cero. q

Criterio de Cartan: Sea L una subálgebra de gl(V), V finito dimensional. Su-
pongamos que tr(xy) = O para todo x E [LL], y E L. Entonces L es soluble.

Dem.- De la definición de solubilidad se tiene que si [LL] es nilpotente, entonces es
soluble por lo que bastará probar que [LL] es nilpotente. Para esto, apliquemos el lema
anterior a la siguiente situación: V como está dado, A = [LL], B = L; así L c M = {x E
gl(V)I[x, C [L1]}. Por hipótesis, sabemos que tr(xy) = O para x E [LL], y E L; pero para
poder concluir que x E [LL] es nilpotente, necesitamos extender la hipótesis para y E M.
Sea [xy] un generador de [LL], si z E M entonces tr([xy]z) = tr(x[yz])	 tr([yz]x).	 Por
definición de M, [yz] E [LL], lo que implica que tr([xylz). O. q

En general si L es una álgebra de Lie, con K = tr(ad x o ad y) = O para todo x E [LL],
y E L entonces, aplicando el teorema anterior a la representación adjunta tenemos que ad L
es soluble. Como ker ad = Z(L) es soluble, por la proposición 1.5.1, L es soluble.

1.8. Criterio de Semisimplicidad

La parte central del trabajo estará enfocada al estudio de álgebras de Lie simples y semisim-
ples, por lo que será muy conveniente tener un criterio que nos permita saber cuando una
álgebra de Lie es semisimple de una manera más sencilla que aplicar la definición.

Teorema 1.8.1: Sea L una álgebra de Lie sobre F. L es semisimple si y sólo si su
forma de Killing es no degenerada.

Dem.- Supongamos que S = rad	 O. Sea p > O tal que A =	 Opero 822+1 = O.
Así A es un ideal de L (esto se prueba por inducción sobre p y aplicando la identidad de
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Jacobi) y claramente es abaliano. Para x E A y y E L,

1C(x, y) = tr(ad x o ad y)

= tr((ad x o ad y)IA)

pues ad x o ad y(L) C A. Por otro lado, como A es abeliano [x, [y, z]] O (x, z E A, y E L)
se sigue que (ad x o ad y)124 = O. Esto muestra que C(x, y) = O (x E A, y E L).

Recíprocamente, supongamos que C(., e) es singular. Sea M	 {xix E L, C(x, y) =
O Vy E L}. M O es un ideal de L. Si x, y E M, entonces (ad x ad y)(L) C M, así

tr(ad x ad y) = tr(adMx adMy) = O

lo que implica que M es una álgebra de Lie con forma de Killing igual a cero. Por el criterio
de Cartan M es soluble, así rad L O probando que L no es semisimple. q

Una aplicación inmediata del teorema anterior es que sl(2,C ) es semisimple; ya que
como se vió en la sección 1.4 su forma de Killing es no degenerada.

De los criterios de Cartan y de semisimplicidad, se deduce un corolario importante. Pero
antes de enunciarlo necesitamos de la siguiente definición: Una álgebra de Lie L es la suma
directa de ideales h, , h si L = Ir + • • • + h como suma directa de subespacios vectoriales
y L está generada por las álgebras de Lie h con el producto de Lie definido componente a
componenete.

Corolario 1.8.2: Una álgebra de Lie L es semisimple si y sólo si es suma directa de
álgebras de Lie simples.

Dem.- Sea I un ideal de L distinto de cero. Entonces I' {x E LIK(x, y) = O Vy E I}
es un ideal, por la asociatividad de C. La no singularidad de IC implica que dim I dim /1 =
dim L, es decir, I n Il = O por lo que L = 1 -I- 11. Aplicando inducción en dim L se obtiene
la descomposición de L en ideales simples.

El otro sentido de la demostración es claro pues, la suma directa de álgebras de Lie
semisimples es semisimple. q

Este corolario muestra que las álgebras de Lie simples son bloques fundamentales con los
cuales se construyen las álgebras de Lie semisimples.

Introduciremos ahora la descomposición abstracta de Jordan para una álgebra de
Lie semisimple L arbitraria. Para esto observemos que si 6 es una derivación de L, hay un
único x E L tal que 5 = ad x; de hecho se tiene la siguiente
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Proposición 1.8.3: Sea Der L el conjunto de todas las derivaciones de una álgebra
de Lie semisimple L. Entonces ad L = Der. L.

	

Dem.- Como L es semisimple, Z(L) = O, por lo que L	 ad L es un isomorfismo
de álgebras de Lie. Del teorema 1 8 1 tenemos que M = ad L tiene forma de Killing no
degenerada. Por otra parte, si D = Der L entonces [D, M] C M, pues [6, ad x] = ad (6x),
x E L, 6 E Der L, es decir, M es un ideal de D. Así la forma de Killing Cm es la
restricción de la forma de Killing CD de D a M x M (en general, si W es un subespacio de
un espacio vectorial finito dimensional V y d. es un endomorfismo de V tal que 4'(V) = W,
entonces tr	 = tr (0I w)). Consideremos ahora el subespacio 1 de D ortogonal a M bajo
CD,	 o; pero ambos son ideales de D por lo que [I, M] = O. En particular, esto
implica que ad (6x) = O Vx E L y 6 E 1, de donde Sx = O (x E L) ya que ad es uno-a-uno,
obligando a que	 O. Por lo tanto, I = O y Dei- L = M = ad L. q

Como Der L contiene la parte simple y nilpotente de todos sus elementos (ver [7]), se
sigue que x determina en forma única los elementos s, n E L tales que ad x = ad s -I- ad n es
la usual descomposición de Jordan para ad x. Esto significa que x = s n con [s, n] = O. A
la descomposición x = s n se le conoce como la descomposición abstracta de Jordan para
x. A .5 y n se les llama semisimple y nilpotente respectivamente.

Si L es una álgebra de Lie semisimple lineal, la descomposición de Jordan coincide con
la descomposición abstracta de Jordan. Para mayor detalle consultar [7, pág.29].

1.9. Representaciones de sl(2, C)

En toda esta sección, L denota al álgebra sl(2, it ). El estudio de las representaciones
irreducibles de L nos va a permitir obtener algunas propiedades muy importantes para la
clasificación de las álgebras de Lie simples sobre C .

Como se recordará de la sección 1.4, una base para sl(2, it ) es

x	 ( 0 1 \	 ( O O	 ( 	 0 )
1,, 0	 '	 Y =	 1 O '	

h =	
O —1

Efectuando las operaciones necesarias, se encuentran las siguientes relaciones:

[h, x] = 2x, [h, y] = —2y,	 [x, y] = h.

Ahora determinaremos las representaciones irreducibles de L. Para esto necesitaremos el
siguiente
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Lema 1.9.1: Sea n > O un entero. Entonces tenemos las siguientes identidades:

ryn+1 y n+1 x (n 1)yn (h — nI)

y xn+1 = xn+5 — (n + 1)xn (h nI)

EL SABER DE MIS Mit
KARA NO GRANDEZA

BIBLIOTECA

DEPARTAMENTO D4

MATEMATICAY

Dem.- La prueba es por inducción en n. Para n = O es claro, pues h = xy — yx.
Asumiremos que las identidades son válidas para n > O. Como hy = y(h — 21), se sigue que

= (yn-Flx (n 1)yn (h — n))y

= y n+2x yn+l h (n 1)yn+1 (h — n — 2)

= yn±2x (n 2)yn+1 (h — n — 1)

La segunda identidad se demuestra análogamente. q

Teorema 1.9.2: Sea	 una representación irreducible de L en un espacio vectorial
complejo finito dimensional V. Entonces 0(L) es semisimple, sus eigenvalores son enteros y
de multiplicidad uno. Más aún, hay un entero j > O y una base {vo, , v,} de V tal que

0(h)vp =	 — 2p)vp	 (P = 0,1,•••,i)

(1.9.1) q5(x)vo = O,	 q5(x)vp = p(j — p 1)vp_ i	(p = 1,	 , j)

0(Y)v.7 = 0,	 0(Y)vi, = vp+i	 (p = 1, . . . , j — 1)

Recíprocamente, sea j > O algún entero. Hay exactamente una clase de equivalencia de
representaciones irreducibles de L con dimensión j 1, las relaciones anteriores defininen un
miembro de esta clase. Finalmente, cada una de estas representaciones es equivalente a su
negativo, es decir, q5 —0.

Dem.- Para A E e , denotaremos VA al subespacio de 0(h) correspondiente al eigenvalor
A. Si A no es un eigenvalor, entonces VA = 0. Como [0(h), 0(x)] = 2ck(x) y [4,(h), «y)] =
—20(y), se tiene que

.0(x)[16,] C VA+2 C VA-2

por lo que es posible encontrar un eigenvalor j de q5(h) tal que j + 2 no es un eigenvalor.
Tomemos ahora el eigenvector vo O correspondiente al eigenvalor j,

Sea

#( h)vo = jvo

= O(Y)svo

cb(x)vo = O.

(s = 0,1, ...)
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así ql(h)v, = (j —2s)vs . Como el número de eigenvalores de q5(h) es finito, podemos encontrar
un s > 1 tal que y, = 0. Sea m > O tal que v, 0 (0 < p < ni) y v„,+1 = 0. Los vectores v,
son linealmente independientes pues son eigenvectores de q5(h ) para distintos eigenvalores.

Del lema anterior tenemos que para O < p < 7n,

0(x)vp = 0(xy P)vo = p(j — p 1)vp_1

así el subespacio Eo <p <m t tlp es invariante bajo 4(h), 0(x) y q5(y).Por la irreducibilidad de
q5, se sigue que

V= E vp
0<p<m

Por otro lado, ypt+i = 4/(y)mElyo = 0, de donde O = 0(xym+1 )vo = (rt +1)(j — ni)v„,; lo que
implica que j = ni. De las relaciones anteriores se deduce que dim V = j 1 y que ck(h) es
semisimple.

Recíprocamente, sean j > O un entero y V el espacio vectorial complejo de dimensión
j 1. Escojemos una base para V {vo, , v 3 } y definimos los endomorfismo 0(h), 4)(x)
y 0(y) por (1.9.1). Realizando los cálculos correspondientes se demuestra que la función
al h a2x a3 y 1—> ai ck(h)-1- a 2 0(x)-I- a3 0(y) (ai , a2 , a3 E e ) es una representación de Len
V y además es irreducible. En efecto, si W O es un subespacio invariante de V, tenemos
que su invarianza bajo 0(h) implica que W está generado por los v, que contiene. Si s es el
más pequeño de los enteros q > O para los cuales vg E W, entonces s es cero, pues en caso
contrario, q5(x)v., es un múltiplo diferente de cero de y._ 1 y se encuentra en W, mostrando
que vs_i E W. Así vo E W. Pero entonces vp = 0(Y)Pvo E W para O < p< j. Por lo tanto
W = V.

De esta forma, para cada j > 0, tenemos una única clase de equivalencia de representa-
ciones irreducibles de L, con dimensión j 1. q

Supongamos que c no es irreducible, entonces existe un subespacio W de V invariante
bajo c. Claramente el subespacio V/W también es invariante bajo c, de esta forma podemos
considerar a e como la suma directa de representaciones ej, (i = 1,2) donde en = c(W) y
c.r2 = e(VIW); 1J1 — J21 es impar pues dim L = 3. Supongamos además que e es tal que
todos los eigenvalores de e(h) son de multiplicidad uno. Sea efr la representación irreducible
correspondiente a J1 > O; por el teorema anterior ob(h) tiene eigenvalores J1, J1-2, , —J1
(para el caso de J2 se hace lo mismo) por lo que existen dos eigenvalores de e(h) tales que
su diferencia es impar. Esto se resume de la siguiente forma.

Corolario 1.9.3: Sea e una representación de L en un espacio vectorial complejo
finito dimensional. Supongamos que todos los eigenvalores de e(h) son de multiplicidad uno
y que la diferencia entre dos eigenvalores de e(h) es par. Entonces e es irreducible. q

Los eigenvalores de 0(h) son llamados pesos de y los eigenespacios son denominados
espacios peso. Si dim = j 1, j es el máximo peso de 0.
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Capítulo 2

Sistema de Raíces y Clasificación de
los Diagramas de Dynkin

El objetivo de este capítulo es la clasificación de los diagramas de Dynkin conexos. Mos-
traremos que a cada sistema de raíces le corresponde un único diagrama de Dynkin (salvo
isomorfismo) y a cada diagrama de Dynkin conexo le corresponde un sistema de raíces.

Para esto, estaremos considerando un espacio euclideano E, es decir, un espacio vectorial
finito dimensional sobre t? con producto interior usual (e, •). Definimos una reflexión u en
E como una transformación lineal invertible que deja fijo a un hiperplano Pu y que envía a
cualquier vector ortogonal a 'Pa en su negativo. Algo que se puede probar fácilmente es que
una reflexión respeta el producto interior, es decir, (a(a),u(P)) = (a, fi), a, fl E E.

Un vector a determina una reflexión cr a con hiperplano de reflexión

Pa ti {fi E E : (fi, a) = O}

por medio de la transformación

(a, a)

Es claro que vectores diferentes de cero y proporcionales a a, dan lugar a la misma reflexión.
Para abreviar notación utilizaremos (fi, a) en lugar dei -11-fi/(a,

2.1. Sistema de Raíces: Definición y Ejemplos

Definición: Un subconjunto de E es llamado un sistema de raíces en E si cumple
los siguientes axiomas:
(R1) 4> es finito, genera a E y no contiene al O E E.

2(3,a)
cra = a.
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Si a E E, los únicos múltiplos de a en cl) son 4-a.
Si a E E, la reflexión aa deja a 4, invariante.

(R4) Si a, )3 E E, entonces (fl, a) E 2'.

De (R2) y (113) se sigue que 4 = —1. Algunas veces (112) es omitido y lo que nosotros
llamamos un sistema de raíces es referido como un sistema reducido de raíces.

Sea 4) un sistema de raíces en E. Denotamos por W al subgrupo de GL(E) generado por
las reflexiones Cc, (a E 4). Por (113), W permuta los elementos de 4), por lo que podemos
considerar a W como un subgrupo del grupo simétrico de 4), como consecuencia, Wes finito.
A W se le llarha el Grupo de Weyl de 1.

En algunas ocasiones resultará útil trabajar con el dual ó inverso de ti)

,pv ti' {a" a E 4,}

donde a" = ( a2a 
). 4," también un sistema de raíces en E.

,a

Ejemplos:

La dimensión de E se llama el rango de 1. Cuando n < 2, el sistema de raíces 4 puede
representarse gráficamente. Si n = 1 existe una única posibilidad para 4):

(A1)       

—a	 a

En el caso n = 2, existen más posibilidades:

(A1 x Ai )	 (A2)



(B2)

fi 

(G2) 

• 

a

FIG. 2.1.2

es fácil ver que efectivamente estos ejemplos son sistemas de raíces. Más aún, como mostraremos
a continuación, son los únicos sistemas de raíces posibles para el plano.

El axioma (R4) limita los posibles ángulos entre las raíces, ya que el ángulo entre dos
203 ,a) 

raíces , a, fi viene dado por	 liji fi fi cos = (a, )3), y como 03	 (,a) —	 am = 2  cos O se

sigue que (a, fi)(fi, a) = 4 cos e O, pero O < cos2 B < 1, así (a, fi)(fl, a) tienen el mismo signo,
por lo que las únicas posibilidades cuando a �-± fi y 11 )3 II> II a II son:

Tabla 2.1.2

(a, P) (Q, a) 9 110112

Ha 2

O O 12 no determinado
1 1 13 1

-1 -1 2 13 1

1 2 1-'4 2
-1 -2 1-1`4 2

1 3 1 3
-1 - 3 1.1a 3

de esta forma, los únicos sistemas de raíces posibles para n = 2 son los que aparecen en la'
fig. 2.1.2.

El siguiente lema, nos dará un criterio útil sobre el comportamiento de la suma de raíces.

Lema 2.1.1: Sean a, fi raíces no proporcionales. Si (a, ,(3) > O (i.e. si el ángulo entre
a y fi es acutángulo), entonces a — fi es una raíz Si (a, fi) < O, entonces a + fi es una raíz

Dem.- La segunda parte del lema se sigue de la primera (sustituyendo —fi en lugar de

fi).
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(a, /3) es positivo si y sólo si (a, fi) lo es. De la Tabla 2.1.2 se sigue que (a, fi) ó (fi, a) es
igual a 1. Si (a, 0) = 1, entonces ap(a) = a — /3 E 4) por R(3); similarmente, si 0(3,a) = 1,
entonces fl — a E 1, de donde up_a (fi — a) = a — ) 3 E 4). q

2.2. Raíces Simples

En esta sección denota un sistema de raíces de rango n en un espacio euclisleano E, con
grupo de Weyl W.

2.2.1. Bases

Definición: Un subconjunto á de es llamado una base si:
A es una base de E
Cada raíz fi puede ser escrita como )3 = E kaa (a E A) con coeficientes ka enteros,

todos positivos o todos negativos.

Las raíces en A son llamadas simples. De B(1) se sigue que la carda, = n, y la repre-
sentación para fi E 1 es única. Si todos los ka > O (ó todas las ka < 0) decimos que fi
es positiva (negativa); esto lo escribimos como )3	 O (fi -‹ O). La colección de todas las
raíces positivas y negativas (relativas a A) las denotaremos por I + y	 respectivamente.
Claramente 40 = —4r . Definimos la altura de una raíz (relativa a A) por ht(fi) = EaE, ka

En los ejemplos de la fig. 2.1.2 las raíces a, fi forman una base. Sin embargo, hasta ahora
no hemos garantizado la existencia de una base para un sistema de raíces dado.

Teorema 2.2.1: (I> tiene una base.

La demostración se hará por construcción y para ello requeriremos del

Lema 2.2.2: Si A es una base de 1, y (a, fi) < O para a � fi en A, entonces a — fl
no es raíz.

Dem.- Este resultado se obtiene aplicando el Lema 2.1.1. q

y de las siguientes definiciones. Para cada vector -y E E definimos 40 (7) = {a E 11(7, a) >
O} igual al conjunto de todas las raíces que se encuentran en el lado "positivo" del hiperplano
ortogonal a -y. Sabemos de la geometría euclideana que la unión finita de hiperplanos Pa (a E
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4) no cubren a E. Llamaremos a -y E E regular silEE— U,,,, EIPa y singular en el otro
caso. Cuando y es regular, se tiene que 4 = 40 (y) U —4)+ (y). Diremos que a E r (-y) es
compuesto si a =	 + /32 para [3i E r(y), y no compuesto en el otro caso. Lo anterior
es suficiente para probar el siguiente.

Teorema 2.2.3: Sea y E E, regular. Entonces el conjunto A(y) de todas las raíces
no compuestas en r(y) es una base para 1, y cada base es obtenida de esta forma.

Dem.-Esta prueba se hará por pasos.

1.: Cada raíz en (1) -E (ry) es una combinación lineal entera no negativa de elementos en

A(7)-

Supongamos que algún a E $ + (y) no puede ser escrito de esta manera y escojamos a
a tal que (7, a) sea mínimo. Como a no puede estar en A(ry), se tiene que a = + [32
(A E 4P+ (^y)), de donde (y, a) = (7, /51 )+ (y, 02 ). Pero, cada (y, A) > O, así [31 y /32 son
una combinación lineal entera de A(y) (pues (y, a) es mínimo), de donde a también
lo es. Contradicción.

Si a, /3 E A(y), entonces (a, /3) < O excepto cuando a = /3.

Supongamos que a — /3 es una raíz (lema 2.1.1), como fi � —a se sigue que a — fi ó
/3 - a está en r(y). En el primer caso, a = /3 + (a — fi), lo que implica que a es
compuesto; en el segundo caso /3 = a + (fl — a) es compuesto. Contradicción.

A(y) es un conjunto linealmente independiente.

Supongamos que E raa O (a E 11(7), ra E I?). Separamos los índices a para los
cuales ra > O de aquellos en que ra < O. Reescribiendo, tenemos que E sact = E tp
(sa , tp > O). Sea e = E saa, entonces (e, e) = Ea sats(a, /3) < O por el paso (2), de
donde e = O. Luego, O = (y, e) = E sa (-1, a), lo que implica que todos los sa son cero.
Similarmente, todos los tp son cero.

A(ry) es una base de

Como 4 = I4- (7) U —r(ry), (B2) se satisface por (1), lo cual implica que A(y) genera
a E; esto junto con (3) produce (B1).

Cada base A de 4 es de la forma M(y) para algún y E E regular.

Dada A, escogemos y E E tal que (-1,a) > O Va E A. Por (B2) -y es regular y
41+ C 4+ (y),	 C --40+ (ry) por lo que 1+ = r(y), y esto implica que á c A(7) pues
A consiste de elementos no compuestos, pero cardA = cardá(-y) = n, así A = A(ry).
o
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Como ya habíamos visto, los hiperplanos P a (a E 1) dividen a E en un número finito de
regiones. Las componentes conexas de E — liara son llamadas cámaras de Weyl, y se
denotan por C(-y). Decimos que C(7) =C(7 1) si 7,7' se encuentran del "mismo lado de cada"
hiperplano Pa (a E 4)), es decir, 1 + (7) = V17% o A(7) = A(1). Esto muestra que las
cámaras de Weyl están en correspondencia 1-1 con las bases de 	 Escribimos C(A) =C(7)
si A = A(1); C(A) es llamada cámara fundamental de Weyl relativa a A. C(A) es un
conjunto conexo abierto consistente de todos los 7 E E que satisfacen (7, a) > O (a E A).
En la fig. 2.2.1 se muestran las seis cámaras de Weyl y la cámara fundamental de Weyl
relativa a la base {a, ¡3} de A2.

FIG. 2.2.1

El resto del capítulo lo centraremos en el estudio de las raíces simples, por lo que nece-
sitaremos saber más sobre su comportamiento. Los siguientes resultados nos ayudarán en
este sentido.

Lema 2.2.4: Si a es positiva pero no es simple, entonces fi — a es una raíz (necesa-
riamente positiva) para algún fi E A.

Lema 2.2.5: Sea a simple. Entonces cra permuta a todas las raíces positivas en otras
distintas de a.

Las demostraciones de los lemas anteriores se obtienen al aplicar el teorema 2.2.3 y el
lema 2.1.1 (la demostración detallada se encuentra en [7]).

Corolario 2.2.6: Cada fi E 40+ puede ser escrita como a l + • • • + ak (at E A, no
necesariamente distintas); en particular cada suma parcial al + • • + a, es una raíz.
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La demostración se sigue del lema 2.2.4 y de aplicar inducción en ht(/3). q

2.2.2. El Grupo de Weyl

El siguiente teorema nos mostrará cómo está formado el grupo de Weyl y cómo actúa en las
bases.

Teorema 2.2.7: Sea A una base para O.

Si -y E E, -y regular, existe a E W tal que (a(7),a)> O Va E A ( W actúa transitiva-
mente en cámaras de Weyl).

Si A' es otra base de 1, entonces a(ág = A para algún a E W(W actúa transitiva-
mente en bases).

Si a es alguna raíz, existe a E W tal que c(a) E A.

W es generado por aa (a E A).

5.- Si a(A) = A, a E W, entonces a = 1.

Dem.- Sea W' el subgrupo de W generado por todas las reflexiones simples Cc, (a E A).
Probaremos (1)-(3) para W', y después mostraremos que W'=W.

Sea 6 = 1 Eayo a. Escogemos a E W'tal que (a (-y), 6) sea lo más grande posible. Para
a E A, aaa E W'. De esta forma, (a(7),5) > (o-(7),5)— (a(-y),a) (esto se sigue del
lema 2.2.5 y de la elección de a). Por lo que (a(-y),a)> O Va E á.

Sea A' una base de I. A' = A'(y) para algún -y regular. Por (1), existe a E W'tal que
(a(ey),a)> O Va E A; lo que implica que á = A(a(-y)), es decir, o-(A') = A.

Por (2), es suficiente probar que cada raíz pertenece a una base. Como las únicas
raíces proporcionales a a son +a, los hiperplanos Pp (fi $1- a) son distintos de Pa.
Esto implica la existencia de -y E Pa tal que -y E Pp; Vfi E á— {±a}. Escogemos ahora,
-y' lo suficientemente cerca de -y tal que (o', a) = e> O y IV ,	 e, V/3 E A — {ice}.
Así a pertenece a la base á(-19.

Para probar que W'=W, es suficiente mostrar que cada reflexión a„, (a E 4) está
en W'. Por (3), podemos encontrar a E W' tal que a(a) = p E A. De esta manera,
crs = ac(a) = aaao- 1 (esta última igualdad se obtiene al desarrollar cruao-- 1 (o(/j)) y
de observar que envía a a(a) en —a(a)), de donde ac.= er-iapa E W'.

5.- Sea a(A) = A, pero a 1. Si a es escrito como el producto de reflexiones simples, a =
cal • • cray , t lo más pequeño posible, entonces a(ay) -.< O. Lo cual es una contradicción.
O
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2.2.3. Sistemas de Raíces Irreducibles

Definición: Decimos que 4' es irreducible si no puede ser dividido en dos subconjuntos
propios tal que cada raíz en uno sea ortogonal con respecto a (•, •), a cada raíz en el otro.

Ejemplos:

A 1 , A2, B2, G2 son irreducibles

Al x Al no lo es.

Teorema 2.2.8: Sea A una base de 1. 4) es irreducible si y sólo si A no puede ser
dividido en el sentido de la definición anterior.

Dem.- Sea 4) irreducible, pero A = A l U A2 con (A 2 , A2 ) = O. Por el teorema 2.2.7,
para cada raíz a existe a EW tal que a(a) E A. A a(a) le llamaremos el conjugado de a.
De esta manera 4) =	 U 12 donde 4›, i = 1,2 es el conjunto de las raíces que tienen un
conjugado en A,.

n 4,2 = 0. En efecto, sea fi E 11, entonces existen a" E Wy a E Al tal que o-"(a) =

Probaremos que 1 /2.

Supongamos que existe a' E W y a' E A2 tal que c'(a') = p, o equivalentemente, supon-
gamos que existe a E W tal que a(a') = a. Por el teorema anterior a = cra ,o-c2 ...a,y2 donde
al E A, por otro lado, es fácil probar que si (a, fi) = O entonces ovro = apera, así

= Cfii • • • Crfik aa i • • • Cal

donde fli E A2 y en E Al . Esto implica que

u(d) = gi • • • aRk(a1)

y de la fórmula para una reflexión se sigue que a es una combinación lineal de elementos de
A2. Esto es una contradicción. De esta forma, 1, se encuentra en el subespacio E i de E
generado por A i , de donde (11,12 ) = O. Esto obliga a que 1 1 = 0 ó 4'2 = 4) , lo que implica
que Al = 0 ó A2 = 4).

Recíprocamente, sea 4' = 4'2 U 4)2 con (1 2 ,12) = O. A menos que A esté contenida
completamente en 4' ó 12 , esto induce una partición similar de A lo cual no es posible por
hipótesis; si A C 1 2 implica que (A,1 2 ) = O o (E, 41 2 ) = O pues A genera a E, así 12 = 0.
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2.3.	 Clasificación de los Diagramas de Dynkin

En esta sección di denota un sistema de raíces de rango n, Wel grupo de Weyl y A una base
de (P.

2.3.1.	 Matriz de Cartan

Definición: Sea r > 1 un entero, y A = (%) una matriz r x r. Decimos que A es una
matriz de Cartan si cumple las siguientes condiciones:

es un entero para todo i,j; ajá < O para i j,	 = 2 para todo i; ni; = O si y sólo
si	 = O

det(A)	 O

3.- Sea V un espacio vectorial sobre e con base {vi ,	 , v,.} y sea si un endomorfismo de
V tal que sivi = vi — aiivi (1 < i, j < r). Entonces s i ,. , sr generan un subgrupo de
GL(V).

a r se le conoce como el rango de A.

A' = (4q ) se dice que es equivalente a A = (a ii ) si tienen el mismo rango y si hay
una permutación i 1—> i' de {1,	 , r} tal que aij = 431, 1 < i,j < r. Algo que no es difícil
de probar es que ésta es una relación de equivalencia. Una matriz de Cartan A = (a i3 ) de
rango r se dice que es reducible si podemos encontrar una partición de {1,..., r} en dos
conjuntos no vacíos S1 y S2 tal que a ii = O para i E S1 y j E S2 ; en caso contrario A se dice
ser irreducible. Si dos matrices de Cartan son equivalentes y una de ellas es irreducible, la
otra también lo es.

Para el caso de 1, sea (a h	, an ) un ordenamiento de las raíces simples. La matriz A=
((ai , a) )) claramente es una matriz de Cartan donde los endomorfismos s i son precisamente
las reflexiones a„, y el rango de A coincide con el rango de 1, por lo que es no singular.
Llamaremos a sus entradas enteros de Cartan. La matriz de Cartan de un sistema de
raíces es irreducible si y sólo si el sistema de raíces es irreducible. En efecto: Si la matriz
de Cartan es irreducible, entonces por definición, no existen dos subconjuntos no vacíos S1

y S2 de {1,	 , r} tales que	 = (ai ,	 = O para i E Si y j E S2. Esto implica que
no existen A 1 , A2 C A, Al S 0 $ A2 tales que (A 1 , A2 ) = O, por lo que 4 es irreducible.
Recíprocamente, si el sistema de raíces es irreducible, obliga a que no existe dos subconjuntos
no vacíos S1 y S2 de {1,	 , r} tales que	 = (ai , ai ) = O para i E St y j E S2
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Ejemplos:

Para los sistemas de rango 2, las matrices de Cartan son:

( 2Al x O 2 A2:

	 2	 )-1 2

2	 -1
B2 : 

(-1 
-2 .\ G2 (

-1 2 ) '	 .-3 2 )

La matriz de Cartan depende de la elección del ordenamiento. Pero esto, no es trascen-
dente; ya que al modificarlo, únicamente se intercambia a A en una matriz equivalente.

La parte importante es que la matriz de Cartan es independiente de la elección de la
base, gracias al teorema 2.2.7. La matriz de Cartan caracteriza a ti> salvo isomorfismos.

Proposición 2.3.1: Sea c E' con base A' =	 ...,a',J.	 Si (a„ a3 ) =
a'3 ) para 1 < i, j < 72, entonces la biyección a; 1	 se extiende en forma única a un

isomorfismo : E -> E' que envía a 4) en tal que (OH , 0(P)) = (a, fl) para todo a, (I E 4).

Dem.- Sea á (resp. A') una base de E (resp. E'). Hay un único isomorfismo q5 : E --> E'
tal que a, H.> al (1	 i < 1). Si a, fi E A, tenemos que a 4,(4 10(fi)) = ao,s( fi') = 95(cra(0))•
Como los respectivos grupos de Weyl W, W' son generados por reflexiones simples, se sigue
que la transformación a 1-> q5 o u o ri es un isomorfismo de W en W', el cual envía a oa en
o0(a) (a E A). Por otro lado, cada fi E 4) es conjugada bajo W a una raíz simple, es decir,

= a (a) (a E A). Así 0(fi) = (0 o a o 0-1)(4)(a)) E 4)'. Esto implica que transforma a 4)
en 4)'; de la fórmula de reflexión, se sigue que 4> preserva los enteros de Cartan. q

Esta proposición muestra que es posible recobrar a partir de los enteros de Cartan.

2.3.2. Gráficas de Coxeter y Diagramas de Dynkin

Si a, fi son raíces positivas distintas, sabemos de la sección 2.1 que (a, /3) (/i, a) = 0, 1, 2 ó 3.
Definimos la Gráfica de Coxeter de como una gráfica que tiene n vértices, y el i-ésimo
punto está unido al j-ésimo punto (i j) por (a,,a;)(ai,a,) líneas.

Ejemplos:

• Al x	 o	 o
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A2

B2

o	 o 

(3

G2 O	 

La gráfica de Coxeter determina los números (a„ a„) si todas las raíces tienen la misma
longitud pues (a„ a,) = (a1 , a,). En caso de que las raíces tengan longitud distinta, (ejemplo,
B2 o G2) la gráfica no señala cual es la mas corta y cual la larga, en estos casos podemos
colocar una flecha apuntando a la más corta de las dos raíces. Esta información nos permitirá
recobrar los enteros de Cartan. A la figura resultante la llamaremos Diagrama de Dynkin

de 4. Por ejemplo

B2

G2    O	    

2.3.3.	 Componentes Irreducibles

De la gráfica de Coxeter, se tiene que 4) es irreducible si y sólo si su gráfica de Coxeter es
conexa (esto se prueba directamente de las definiciones). En general, el número de compo-
nentes conexas de la gráfica de Coxeter corresponden a una partición de A en subconjuntos
mutuamente ortogonales. Sea A = Al U • U A. la partición correspondiente de A y E,

el subespacio generado por	 así E = El e • • • ® Et. De esta manera, las raíces que son
combinaciones lineales enteras de A; (41;) claramente forman un sistema de raíces en E, cuyo
grupo de Weyl es la restricción a Ei de el subgrupo de W generado por todas las reflexiones
cra (a E A.). Finalmente, cada Ei es W-invariante por lo que cada raíz se encuentra en uno
de los	 es decir, 1 =4j U • • U

Lo anterior se resume en la siguiente proposición

Proposición 2.3.2: 4 se descompone en forma única como la unión de sistemas
irreducibles de raíces 4, tales que E = El e • • • ® Et donde E, es un subespacio de E,

generado por 4),. q

2.3.4.	 Teorema de Clasificación

La proposición anterior muestra que es suficiente clasificar los sistemas irreducibles de raíces,
o equivalentemente los diagramas de Dynkin conexos.
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Teorema
Dynkin es uno

A l (1> 1) •

2.3.3: Si 4) es un sistema
de los siguientes (1 vértices

irreducible de raíces de
en cada caso):

O	 o

rango 1, su diagrama de

o O

1 2 3 / — 1

131 (1> 2) o o o

1 2 — 2 — 1)/-/ rp

If

C1	 > 3) o o o
- 1)/1 2 / — 2

ij

DI (I> 4) o 0 1-1o
1 2 1-3

o

/ — 2

2

E6 : o o oo
1 3 4

o

5

2

E7 : o oo o
1 3 4 5 6 7
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2
o

E8 :	 o 	 o 	 o o	 o	 o	 o
1	 3	 4	 5	 6	 7	 8

:	 o	 	 	 o
1	 4

G2 :	

(D2

y las correspondientes matrices de Cartan son:

	

Al :	 0	 —1	 2 —1 0	 0(	

2	 —1	 0	 .	 e

	

—1	 2	 —1	 0

	

O	 O	 O	 O	 —1	 2

.	

0
0

	

2	 —1	 0 O1

	

—1	 2	 —1 O
.. 

O

	

O	 O	 O	 . .	 —1	 2	 —2

	

O	 O	 O	 ..	 0	 —1	 2/

	

2 —1	 0	 O \

	

—1	 2 —1	 0.	 0

	

O —1	 2 —1	 0 . .	 0

	

O	 O	 O	 . .	 —1	 2	 —1

\	 O	 O	 O	 .	 0	 —2 2)

:

:
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2	 —1	 0	 \

—1	 2	 —1	 0	 0

: O	 0	 0	 —1	 2	 —1	 0	 0

O	 O	 0	 —1	 2	 —1	 —1

O	 O	 O	 .	 —1	 2	 O

4'	 O	 O	 O	 .	 —1	 O	 2

/	 2	 0	 —1	 0	 0	 0\

O	 2	 0	 —1	 0	 0

—1	 0	 2 —1	 0	 0
E6 :

O	 —1	 —1	 2	 —1	 0

O	 0	 0	 —1	 2	 —1

\	 0	 0	 0	 0	 —1	 2)

/	 2	 0	 —1	 0	 0	 0	 O\

0	 2	 0	 —1	 0	 0	 0

—1	 0	 2	 —1	 0	 0	 0

: 0	 —1	 —1	 2	 —1	 0	 0

O	 O	 0	 —1	 2	 —1	 0

O	 0	 0	 0	 —1	 2	 —1

o	 o	 o	 0	 0	 —1	 2/

/	 2	 0 —1	 0	 0	 0	 0	 0\

0	 2	 0	 —1	 0	 0	 0	 0

—1	 0	 2	 —1	 0	 0	 0	 0

O	 —1	 —1	 2 —1	 0	 0	 0
E8 :

O	 O	 0	 —1	 2	 —1	 0	 0

O	 0	 0	 O	 —1	 2	 —1	 0

O	 O	 O	 O	 0	 —1	 2	 —1

\	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 —1	 2

2	 —1	 0	 0
—1	 2 —2	 0

F4
0	 —1	 2	 —1

(

0	 0 —1	 2

(	 2 —1G2	 	 )
—3	 2

Dem.- La idea de la demostración es clasificar primero las gráficas de Coxeter y a partir

de aquí obtener los posibles diagramas de Dynkin.

40



Para ello vamos a suponer que E es un espacio euclideano (de dimensión finita), y 9 =
, el } es un conjunto de vectores unitarios linealmente independientes que satisfacen

(c„ el ) < O (i	 j) y 4(e„ ei ) 2 = 0, 1, 2, ó 3 (i j). Tal conjunto de vectores es llamado
admisible. (Ejemplo: Elementos de una base para un sistema de raíces, cada uno dividido
por su longitud). Formemos ahora la gráfica 1' para el conjunto 9 de la misma manera en
que formamos la gráfica de Coxeter para las raíces simples de un sistema de raíces. Lo que
haremos a continuación será determinar todas las gráficas conexas asociadas con conjuntos
admisibles de vectores (estas incluyen a todas las gráficas de Coxeter conexas). En este caso,
F puede no ser conexa (más adelante supondremos que lo es).

Si algunos de los e, son eliminados, los restantes forman aún un conjunto admisible
cuya gráfica es obtenida de 1' por omisión de los correspondientes vértices y las líneas
incidentes.

Este paso es obvio; pues los vectores restantes cumplen con las condiciones del párrafo
anterior.

El número de pares de vértices en I' conectados al menos por una línea es estrictamente
menor que 1.

Sea e = EL I ej . Como los e, son linealmente independientes, e $ 0. Así O < (e, e) =
1 + 2 Eici ( ci , 9). Sea i, j un par de índices (distintos) para los cuales (f i , cl ) $ O
(i.e. los vértices que están unidos). Entonces 4(e;,9) 2 = 1, 2 ó 3 lo que implica que
2(ei , c,) < —1, aplicando esta desigualdad se sigue que el número de pares i, j no puede
exceder a I — 1.

l' no contiene ciclos.

Un ciclo sería la gráfica I' de un conjunto admisible 9' de 9 y así F', violaría el paso
(2) (con 1 reemplazada por card 9').

No más de tres líneas pueden originarse en un vértice dado de 1'.

Sea e E 9, y y i , n2 , . , k E 9 todos los vectores distintos que están unidos a e por
1, 2 ó 3 líneas. Por el paso (3), cualquier par de y's no están unidas, así	 = O
para i j. Como 9 es linealmente independiente, algún vector yo en el subespacio
< e,	 yk > es ortogonal a rh, y2,..., yk, claramente (c, yo) $ 0 para tal Yo.

Por otro lado, se tiene que e =	 de, yi )y i , así 1 = (e, e) = E it=0 (e, vi ) 2 . Esto implica
que E 2k, i (e, yi ) 2 < 1 o E, 4(e, 77,) 2 < 4. Pero 4(e, 7),) 2 es el número de líneas que une
a e con yi en r; siguiéndose el resultado.

5.- La única gráfica conexa 1' de un conjunto admisible 9 el cual puede contener líneas
triples es



Esto se sigue de el paso (4).

Sea {e 1 ,	 , ek } vectores de 9. que tienen subgráfica 	 	 	 o. (Una cadena
simple en 1").	 Si 9' =	 — {f i , ..,ek }) U {c}, donde e =	 entonces 9' es
admisible.

(La gráfica de 9' es obtenida de l' contrayendo la cadena simple a un punto.) La
independencia lineal de 9' es obvia. Por hipótesis, 2(6,, ci-Fi) = —1 (1 < i < k — 1), así
(e, e) = k + 2 Eic, (e„ e,) = k — (k — 1) = 1. Es decir, e es un vector unitario. Algún
y E 9" — { eh	 ,Ek } puede ser conectado a lo más a un 6 1 ,	 , ck (por el paso (3)), de
esta manera, (y, e) = 0 ó (y, e) = (n, ej. En cualquier caso, 4(y, e) 2 = 0, 1 ,2 ó 3.

P no contiene subgráficas de la forma:

o	 o     

o o	 o        

	 o	 o	

Supongamos que una de estas gráficas es subgráfica. de 1'; por el paso (1), sería la gráfica
de un conjunto admisible. Pero, por el paso (6) podemos reemplazar una cadena simple
en cada caso por un vértice, produciendo (respectivamente) las siguientes gráficas, las
cuales violan el paso (4):

o
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. • 
(2

8, Cualquier gráfica conexa 1' de un conjunto admisible tiene una de las siguientes formas:

o 	 o	 o 	 o

o o	 o 
63	 e   

o o	 o
112	 7/1         11	 E2 ylq 

Por el paso (5), únicamente o	 o contiene una tripleta de líne2s1 . Una gráfica
conexa, por (7), contiene a lo más una unión doble, pues en caso contrario tendría una
subgráfica de la forma

o	 o	 o	 u

Más aún, si contiene una unión doble, no puede tener un "nodo" (punto de división de
ramas),

o  

Así la segunda gráfica es la única posible para este caso (los ciclos no se permiten).
Supongamos ahora que I' consiste solamente de uniones sencillas; P puede contener a
lo más un nodo, (por (7)), por lo tanto, las únicas posibilidades son las gráficas 1 y 4.
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La única gráfica conexa P del segundo tipo en el paso (8) es la gráfica de Coxeter E4

o la gráfica de Coxeter 134(=CO.

•Sea c =	 :99, = Ei=1" . Por hipótesis, 2(ci , ci-f-i) = -1 = 2(yi , y2 + 1 ), y los
otros pares son ortogonales, así

(e,e)
--	 —	 i(i + 1) P(p + 1)

i=1	
2

(c, 77) 2 = p2 .72 (ep, 70 2 	 2;21.y (y, y) = `V.1 . Como 4(9„ yq ) 2 = 2, tenemos que
La desigualdad de Schwartz implica (dado que e,71 son independientes) que (c, y) 2 <

( E , E)(71,71) o equivalentemente 2-9-2 2 < P(P+1)49(9+1), de donde (p - 1)(q - 1) < 2.	 Las
posibilidades son: p = q = 2 (F4), p= 1 (q arbitrario) ó q = 1 (p arbitrario).

Las únicas gráficas P conexas del tipo cuatro en el paso (8) son la gráfica de Coxeter
D, ó la gráfica de Coxeter En (n=6, 7 ú 8).

Sea e = E je) , 7l = E j77,,( = E j(j . Es claro que e, 	 son mutuamente ortogonales,
linealmente independientes y que además, ú no está en el subespacio generado por
ellos. De la misma forma en el paso (4), obtenemos que cos 2 01 + cos 2 02 + cos2 03 < 1
donde 01 , 02, 03 son los ángulos respectivos entre //, y e, q, C. Efectuando los mismos
cálculos que en el paso (9), con p - 1 en lugar de p, encontramos que (e, e) = P(P2-1).
Similarmente para q, C. Por lo que cos 2 01 = 

(€/ e)1(0
-P2 
4)
- = (P-1)2 (f(€P-1 '°)2 = 2p - 1(1 - ) .

Similarmente para 02 y 03 . Sumando obtenemos la desiguialdad 1(1 - 11; + 1 - 19 + 1
< 1 o equivalentemente (11 + 4+ r > 1. Reetiquetando podemos suponer que

1 < 1 < 1(< 1) • si p, q ó r son iguales a uno, regresamos al tipo A,. La desigualdad
P	 — - 2
(*) implica que z > r > 1, así r = 2. De esta forma P+ v> 1, y -91 > 1, de donde
2 < q < 4. Para q = 2, es claro de las desigualdades anteriores que p > 2. Si q = 3,
entonces )1, > s y necesariamente p < 6. Así las posibles tripletas (p, q, r) pueden ser:
(p,2,2,) = Di ; (3, 3, 2) = E6; (4, 3, 2) = E7; (5, 3, 2) = E8.

El procedimiento anterior muestra que todas las posibles gráficas de Coxeter conexas de un
conjunto de vectores admisibles en un espacio euclideano son las gráficas A - G. Cada una
de éstas corresponde a un único diagrama de Dynkin con excepción de B, y Ci ; que tienen la
misma gráfica de Coxeter y distinto sistema de raíces. Con esto, queda probado el teorema.
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2.4. Construcción de Sistemas de Raíces

En la sección anterior, todos los posibles diagramas de Dynkin conexos de sistemas de raíces
irreducibles han sido clasificados. Sin embargo, no hemos probado que, efectivamente, a cada
diagrama de tipo A — G le corresponde un sistema de raíces.

Para demostrarlo, trabajaremos en Rn, (el valor de n va a variar en la construcción de
los distintos sistemas de raíces) con el producto interior usual. f i , €2 ,	 , e„, denotan la base
ortonormal usual de Rn . El 7L -espacio de esta base es (por definición) el lattice I. En cada
caso, tomaremos E como un subespacio de 17" con el producto interior heredado de fin . 4)
será definido como el conjunto de vectores en I que tienen norma (o normas) fija (o fijas).

Como I es un lattice, es discreto con la topología usual de lin ; por otro lado, el conjunto
de vectores en fr que tienen una o dos longitudes fijas es compacto, pues es cerrado y
acotado. Así 4 es finito y por definición el cero no está en 4). En cada caso, será evidente
que 4' genera a E (se dará una base de 1). De esta manera (R1) se satisface. La selección de
longitudes será hecha de tal forma que se cumpla (R2). Para (R3) será suficiente comprobar
que la reflexión cre,(a E 1) transforma a en un subconjunto de I, pues de la fórmula para
la reflexión se sigue que cra (1) consiste de los vectores de longitud requerida. (R3) implica
(R4), ya que si a, fl E 4' entonces va (f)=	 (fi , a)a E I, de donde se sigue que (fi, a) E X.

Utilizando este bosquejo construiremos ahora los sistemas de raíces para cada diagrama
de Dynkin de los tipos A — G. En cada caso, obtendremos la matriz de Cartan para cada
sistema de raíces y verificaremos que es igual a la de cada diagrama de Dynkin.

A,(1 > 1): Sea E el subespacio 1-dimensional de R1+1 ortogonal al vector e l -Fez+ • • •+ El-F1-

Sea l' = 1 n E, y tomemos a 4, como el conjunto de vectores a E I' tales que (a, a) = 2;
es claro que 4) = lei — es , i j}. Los vectores a, = — ei4.1 (1 < i < 1) son linealmente
independientes por lo que generan a E, además e; — = (e; — ei+i)	 (9-1 — c3 ) si
i < j, lo cual muestra que ellos forman una base para 4'.

Las reflexiones con respecto a a; permutan los índices i, i 1 y dejan todos los otros
índices fijos. Así 4' es un sistema de raíces y su matriz de Cartan resulta ser igual a la de

B1 (1 > 2): Sean E =	 y 4) = {a E II(a, a) = 1 ó 2}. 4, claramente consiste de los
vectores te; (de longitud al cuadrado igual a uno) y los vectores 4-{(CEe.,)} (de longitud al
cuadrado igual a 2) para i j. Los 1 vectores el —E2 , €2 — €3, • • • ,	 EI son independientes
y forman una base para 4). La matriz de Cartan para esta base es la de B,.

> 3): Es fácil ver a partir de la definición que los productos interiores del dual de
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B1 coinciden con los de C1 ; utilizando la proposición 2.3.1 tenemos que C1 es isomorfo a dual
de B1 . Por lo tanto C1 (1 > 2) puede ser visto como el sistema dual de B,. Así en E = IV,

= {a E El(a,a) = 2 ó 4} = { E 2g, ±(€ te) i j} es un sistema de raíces con base
{el — €2 , E2 E39 • • -5 E1-1 — e1, 2E/}. Su matriz de Cartan corresponde a la de C1.

DI U > 4) • Sean E = Ri y 4 = {a E 11(a,a) = 2} = {±(e,te3 ), i j}. Para una base
tomemos los 1 vectores independientes g — e2, €2 — €3, • • • , €/-1 — €1, et--1 +

	
Así se obtiene

que su matriz de Cartan es igual a DI.

Es, E7, Es: De los diagramas de Dynkin tenemos que Es, E7 pueden ser considerados
como subsistemas de Es. Por esta razón será suficiente construir Es. Sea E = 88 , it =
1+ z ((El + • + E8)/2). 1" =subconjunto del' consistente de todos los elementos E c,€,

-I- €2 + • + es) para los cuales c + E e, es un entero par. Definimos 4 = {a E
I"j(a,a) = 2}.	 consiste de los vectores + (citen 	 j), y de los vectores 1E:
Por inspección, todos los productos interiores están en X . Una base para este sistema de
raíces es -{k(c i + es — (€2 + • • • + €7)), €1 + €2, €2 — eh . • • , Ey — Es}. Esta base corresponde a
la matriz de Cartan de Es.

F4: Sea E = R4 , I' = I + 7L ((Ea + • • • + c4)/2),4) = {a E 11(a, a) = 1 ó 2}. 4) consiste
de todos los + g, de los ± (E, — ei ) i j, así como de +1 (g± €2+ •+ e4) Como base podemos
tomar a {€ 2 — €3 €3 - E4, €4, 1( 61 — • " C4)}•

G2: G2 fue construido explícitamente en la sección 2.1. Otra forma de construirlo, es
considerar a E como el subespacio de R3 ortogonal a g + E2 e3, = I n E, 4) = {a E

= 2 ó 6}. Así 4) =t {fi — 62, 12 — 135 El — E3, 2€1 — €2 — €3, 2E2 — El — €3, 2E3 — El — €2}.
Como una base, tomamos {€ 1 — €2 , —2g + €2 e3}.

Resumimos lo anterior en el siguiente

Teorema 2.4.1: Para cada diagrama de Dynkin (o matriz de Cartan) de tipo A-G,
existe un sistema irreducible de raíces que tienen el diagrama dado. q
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Capítulo 3

•	 Clasificación de las Algebras de Lie
Simples sobre los Complejos

El propósito de este capítulo es clasificar las álgebras de Lie simples sobre los complejos.
Para esto, primero probaremos que a cada álgebra de Lie semisimple sobre e le corresponde
un único sistema de raíces (salvo isomorfismo) o equivalentemente, se le puede asociar una
matriz de Cartan. Después, a cada sistema de raíces le construiremos una álgebra de Lie
semisimple sobre e y mostraremos que una álgebra de Lie sobre C es simple si y sólo si su
matriz de Cartan asociada es irreducible. Como se recordará del capítulo dos, una matriz
de Cartan es irreducible si y sólo si su diagrama de Dynkin es conexo, así a partir de la
clasificación de éstos, determinaremos todas las álgebras de Lie simples sobre C .

En lo que sigue, L denotará una álgebra de Lie semisimple sobre C , a menos que se
especifique otra cosa.

3.1. S ubálgebra Toral

Si L consiste sólo de elementos nilpotentes, entonces, por el teorema de Engel, L es nilpotente.
Luego, Z(L) es diferente de cero, contradiciendo la hipótesis de que L es semisimple. No
siendo este el caso, es posible encontrar un elemento x E L cuya parte semisimple x, en
la descomposición abstracta de Jordan es diferente de cero. Esto muestra que L posee
subálgebras (por lo menos, la generada por x,) que consisten de elementos semisimples.
Llamaremos a este tipo de subálgebras Subálgebras Torales.

Lema 3.1.1: Toda subálgebra toral de L es abeliana.
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Dem.- Sea T una subálgebra toral. Lo que vamos a demostrar es que adTx = O. Como
ad x es diagonalizable, esto equivale a demostrar que adTx no tiene eigenvalores diferentes
de cero. Supongamos lo contrario, es decir, [xy] = ay, donde a	 O y y E T, y	 O.
Como [xy] = —[yx], se sigue que adTy(x) = —ay por lo que x es un eigenvector de adTy con
eigenvalor O. Por otro lado, x se puede escribir como una combinación lineal de eigenvectores
de adry; aplicando adTy a x obtenemos una combinación de eigenvectores los cuales tienen
eigenvalores diferentes de cero. Esto contradice la conclusión anterior. q

3.2. Descomposición de L en Espacios Raíz

Consideremos ahora una subálgebra toral maximal H de L, es decir, una subálgebra toral
que no se encuentra contenida propiamente en alguna otra. Como H es abeliana se tiene
que adLH es una familia conmutativa de endomorfismos semisimples de L. Por un resultado
de álgebra lineal, adLH es simultáneamente diagonalizable, es decir, existe una base de L
formada por vectores propios de adL H. Esto producirá una descomposición de L como suma
directa de eigenespacios La = {x E Lithxj = a(h)x Vh E II} donde a E H*. Si a = O, es
claro que Lo = CL(H).

a E H* es llamada raíz si a � O y La � O. Denotaremos por 4 al conjunto de raíces de
L. b es finito. Para a E ID, La es llamado el espacio raíz correspondiente a a. De esta
forma

L CL(H) + E La .	 (suma directa)
aE.

Lo que haremos a continuación será demostrar que H = CL (H), con lo cual, L quedará des-
crita en términos de la subálgebra toral maximal y los espacios raíz. Para esto necesitaremos
de la siguiente

Proposición 3.2.1: Para toda a, fi E IP, [LaL,3] C La+p. Si x E La , a � O,
entonces ad x es nilpotente. Si a, fi E H* y a + fi	 O, entonces La es ortogonal a Le
respecto a la forma de Killing r de L.

Dem.- Sea x E La , y E La y h E H. Por la identidad de Jacobi tenemos que ad h([xy]) =
[[hx]y] [x[hy]] = a(h)[xy] fi(h)[xy] = (a + fi)(h)[xy] por lo que [La Lp] C La4.,(3•
El hecho de que ad x es nilpotente es consecuencia de la primera parte de la proposición y
de que 4) es un conjunto finito. A continuación probaremos la última parte.

Sea h E H para el cual (a+ fi)(h) O y tomemos x E La y y E Lp. Por la asociatividad de
la forma de Killing tenemos que K([1tx], y) = —K([xh], y) = —.C(x, [hy]) o equivalentemente
a(h)r(x, y) = — fi(h)IC(x, y) de donde (a + fi)(h)r(x, y) = O por lo que K(x, y) = O. q
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Corolario 3.2.2: La restricción de la forma de Killing K a Lo	 CL (H) es no
degenerada.

Dem.- Por la proposición anterior Lo es ortogonal a toda La, a E <E	 Si z E Lo es
ortogonal a Lo entonces 1C(z, L) = O pero como L es semisimple se tiene que iC es no
degenerada en L, lo que implica que z = 0. q

Proposición 3.2.3: H = CL(H).

Dem.-La demostración se hará por pasos. A lo largo de ésta C denotará a CL(H).

C contiene la parte semisimple y nilpotente de sus elementos.
Sea x E C, ad x transforma al subespacio H de L en el subespacio O. Pero por la
proposición 1.6.1 (ad x), y (ad x)n tienen la misma propiedad pero por la descom-
posición abstracta de Jordan se sigue que (ad x), = ad x, y (ad x) n = ad xn.

Todos los elementos semisimples de C se encuentran en H.
Si x es semisimple y centraliza a H, entonces H	 x es toral, pero la suma de
elementos semisimples que conmutan es otra vez semisimple, así por maximalidad de
H se sigue que H-Fex=H por lo que x H.

la restricción de la forma de Killing le a H es no degenerada.
Supongamos que K(h, H) = 0 para algún h E H, mostraremos que h = 0. Sea
x E C nilpotente, como [rfl] = 0 y ad x es nilpotente, es fácil de demostrar que
T r(ad xoad y) = 0 Vy E H, o K(x, H) = 0. Pero por (1) y (2) tenemos que K(h, C) = 0
de donde h = O por el corolario 3.2.2.

C es nilpotente.
Si x E C es semisimple entonces por (2) x E H, y adcx (=0) es nilpotente. Por otro
lado, si x E C es nilpotente, entonces adcx es nilpotente. Ahora, sea x E C arbitrario,
x = x, xn y por (1) x,, xn E C, de esta forma adcx es la suma de elementos
nilpotentes que conmutan por lo que adcx es nilpotente y por el teorema de Engel C
es nilpotente.

H n[cc]= o.
Como iC es asociativa y [HC] = 0, K(H, [CC]) = O y por (3) se sigue que Hn[cc]= 0.

C es abeliana.
Supongamos que [CC] $ 0. Por (4) C es nilpotente y por la proposición 1.5.2 Z(C) n
[CC] 0. Sea z E Z(C)n[CC]. Por (2) y (5), z no es semisimple. Su parte nilpotente n
es diferente de cero y por (1) se encuentra en C, por lo que K(n, C) = O contradiciendo
el corolario 3.2.2.
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7.- C=H.	 EL SABER DF	 Hl

Supongamos que C contiene un elemento nilpotente diferente de cero, x. Por( 1) y (25" Aall i ; 1 , c"A°17

basta probar que C no contiene elementos nilpotentes. Del hecho de que x es nilpotentlEPARTmorNun sr.
y por (6), se sigue que IC(x, y) = O para toda y E C contradiciendo al corolario 3.2.2. MAT"II 4‘"

Corolario 3.2.4: La restricción de la forma de Killing a H es no degenerada. q

Este corolario nos permite establecer un isomorfismo entre H* y H de la siguiente manera:
Para 4, E H* es fácil probar que existe un único to E H tal que 0(h) = K(t 4„ h) Vh E H. Por
lo que es posible transferir la forma de Killing a una forma bilineal simétrica, no singular
(•, •) en H* x H*:

(A, ti) d-4f C(tA7tp)

Proposición 3.2.5: Sea h, h' E H. Entonces

A, ft E H*.

Igh, hl) = E a(h)a(hgdiM(La)
ceE/

Dem.- Como H es semisimple, ad h es diagonalizable para h E H. Sea x E La,

ad h o ad W(x) = ad h([h'x]) = ad h(a(W)x) = a(hga(h)x

por lo que a(hga(h) es un valor propio de ad h o ad h' y aparece dim(La) veces. Así

K(h,h') = tr(ad h. o ad h') = E a(h)a(hi )dim(ta). q

3.3. Propiedades de las Raíces y de los Espacios Raíz

En esta sección se probarán una serie de propiedades de las raíces y de los espacios raíz que
nos permitirán demostrar que el conjunto de raíces es un sistema de raíces en un espacio
euclideano E, en el sentido del capítulo uno, con lo cual tendremos que a cada pareja (L, H)
le corresponderá un sistema (4), E).

Teorema 3.3.1: a) 1 genera a H*
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b) Si a E 4, entonces —a E (P.

Dem.- a) Supongamos que 4) no genera a H*. Existe hEH,h0 tal que a(h) = O
Va E CO 3 pero esto significa que [hLa] = O Va E 4) y como [hin = O, se sigue que [hL] = O, o

h E Z(L) = O. Contradicción.

b) Sea a E 1. Supongamos que —a no es raíz, es decir, L_a = O, entonces K(La, Lp) O
Vfl E H* de donde 1C(La , L) = O. Contradicción, pues K es no degenerada. q

Definición: Para a, /3 E 4), la a-cadena de )3 es el conjunto de raíces (ó el elemento
O) de la forma. fi + ka con k entero.

Teorema 3.3.2: Sea a E 4', entonces dim[L aL_a] = 1. Más aún, si x E La , y E L_a,

entonces [xy] = 1C(x,y)t a ({ta } es base para [La L_a]) y a(ta ) = K(ta ,ta) 0).

Dem.- Sea a E 4), x E La, y E L_a y h E H. Como K es asociativa, se sigue que

K(h,[xy]) = K([hx], y) = a(h)IC(x, y)

= IC(ta ,h)K(x, y) = 1C(C(x,y)ta,h)

= K(h,K(x,y)ta)

de esta forma

y por el corolario 3.2.4

de donde
(3.3.1)

K(h,[xy]— K(x,y)ta)= O

[xy] — K(x, y)ta = O

[xy] = IC(x,y)ta.

Esto muestra que ta genera a [La L_a]. Probaremos que [La L_a ]	 O. Sea xa E La,
xa 	 O. Si K(x.„L_,) = 0, entonces por la proposición 3.2.1, K(x,	 = O, lo cual es una
contradicción. Esto muestra que existe ya E L_a , ya � O tal que K(xa , ya) O, más aún
K(xa , ya ) = 1, así [xaya] = ta.

Para probar la última parte del teorema consideraremos una a-cadena de 13 donde fi E 4o.

Sea
Lp,a = E Lp+ka

kEN

donde N es el conjunto de todos los enteros k para los cuales p + ka es una raíz ó es cero.
Lp,a es invariante bajo los operadores ad ta , ad Za y ad ya . Calcularemos la traza de ad ta
de dos formas distintas. Como [xaya] = ta , se sigue

tr(adtalLp,a) = tr(ad Z a o ad yalLp,a) — tr(ad ya o ad xa lLp,a ) = O
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Por otro lado, de la proposición 3.2.1 se tiene que ad ta deja invariante a cada espacio Lo+ka,

así
tr(adta iLp,a ) = E63 + ka)(ta ) dim Lp+ka

ICEN

de donde obtenemos la relación

Q(ta ) E dimLp+ka = —a(ta ) E kdimLp+ka
kEN	 ICEN

para cada aEly cada raíz fi. De aquí se deduce que a(ta) O pues dimL0 > O y fi(ta ) � O

para algún fi E 4) ya que Z(L) = O. q

Este teorema nos permite definir ha 41 (0-7,7,) ta ; claramente ha E H. Por la fórmula 3.3.1

existen xa E La y ya E	 tales que [raya] = ha . Además [ha xa] = 2xa y [ha ya] = —2ya.
Así xa , ya y ha generan una subálgebra tridimensional de L isomorfa a sl(2, tiG ).

Lema 3.3.3: Sea a E 4). Entonces dim(L a) = 1 y ka, k E . —1-1,0,11, no es raíz.

Dem.- Sean xa , ya y ha como en la observación anterior. Sea Qa el subespacio de L
generado por ya, ha y todos los espacios raíz Lka, k E X +. Qa es invariante bajo los
operadores ad xa , ad ya y ad ha . Calculando la traza de ad halQa se tiene que

= tr(ad ha lQa) = 2(-1 + na + 2n2a + • •)

donde np = dim(Lp). De aquí se obtiene que na = 1 y n2a = n3a = • • • = O, y del teorema
3.3.1 se sigue que —2a, —3a, ... no son raíces. q

Lema 3.3.4: Sean a, fi E 4) con fi $± a. Entonces existen dos enteros p = p(a, fi)
y q = q(cx,13), ambos no negativos, tales que para algún entero k, (fi + ka) E 4) si y sólo si
—q < k < p. Más aún, # — fi(ha)a E 1. A fi(ha ) se le conoce como entero de Cartan.

Dem.- Por el lema 3 3 3 se tiene que dim(Lp+ka) < 1 para fi + ka O, k E X . Sea

Lp,a E Ls+ka

kEZ

si Lp+ka	 O, sus elementos son eigenvectores para ad ha con eigenvalor fi(ha) + 2k. Así
todos los eigenvalores de ad ha lLp,a son de multiplicidad uno y dos de ellos difieren por un
entero par. Por el corolario 1.9.3 ad ha actúa irreduciblemente en Lp ,a. Sea A el más alto
peso de la representación irreducible en Lp,a . A = fl(ha) + 2k para algún k, lo que implica
que #(114 es un entero. El máximo valor positivo que puede tomar k es p =	 — fl(ha)).
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Por el teorema 1.9.2, —A es un eigenvalor por lo que el mínimo valor que puede tomar k es

= — 1( A + fl(ha)). De esta forma

Lp ,, = E
— -13+kaq<k<p

Por otro lado, como /3(11a) es un eigenvalor —fi(ha) deberá serlo, por lo que hay un k
con —q < k < p tal que (/3 + ka)(ha ) = -13(110.). Resolviendo para k, encontramos que
k = —fl(ha). Así fi — fl(ha )a E	 q

De este lema se tiene, en particular, que fi(ha ) es un entero. Por otro lado

2ta	 2f3(ta)	 20, a) 
fl( hcw) = fi	 ic(ta,t„))	 ic(ta ,ta )	 (a, a)

(recordemos el axioma (R4) de lo sistemas de raíces dado en el capítulo dos). De esta forma
se sigue que

(3.3.2)	 (13, a)	 4,3,a ( a , a)
donde qp,a es un número racional.

Corolario 3.3.5: Sea a E 4). Si c E e , entonces ca es una raíz si y sólo si c =+ 1.

Dem.- Si c = O, es claro que ca no es raíz.	 Supongamos que c	 O. Sea /3 = ca,
P(ha) = 2c. Por el lema 3.3.4, 13(h a ) es un entero. Similarmente, como a = c-9; 2c-1
también es un entero. Así los únicos posibles valores para c son + 1, + 1 ó +2. Si c	 1,
se tiene que a =+ 2/3 ó =+ 2a, pero por el lema 3.3.3 es imposible, lo que implica que
c =4" 1. q

Corolario 3.3.6: Supongamos que a, /3 E 4 y a +	 di. Entonces [LaLp]. La+p•

Dem.- Por la proposición 3.2.1, [LaLp] C La+p y como dim(La+p) = 1 se sigue que
[LaLp] =0 ó [LaLp] = Lao.

Supongamos que [LaLp] = así E—q<k<0 Lp+ka es invariante bajo ad ha esto implica
que p = O (ver lema 3.3.4) ó en otras palabras que a + /3 no es una raíz Lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, [La Lp] = Lao. q

Lema 3.3.7: Sea
HR (11-f	 Rh

creD

entonces
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/C(9, •) es un producto escalar positivo definido en HE x HE. Cada raíz es real-valuada.

din HR = 1, donde 1 = dimc H.

3.- H = HR iHR

Dem.-

Para h, h' E H tenemos de la proposición 3.2.5 y del lema 3.3.3 que

•	 (3.3.3)	 1C(h, h') = E Q(h)/i(W)
0E4)

De las fórmulas (3.3.2) y (3.3.3) obtenemos la relación

,
a(ha ) = 1C(ha , ha ) = E 

obtenemos

/e

l

l

a

_aviar E ce

REI	 4	 $e$

donde qp,a es racional. Como a(ha )	 O se sigue que a(ha ) es un número real positivo
y /y(ha) es real para cada h E HE. Por lo que 1C(h, h) > O para h E HE. Si 1C(h, h) = O
para algún h E HR , entonces por (3.3.3), )3(h) = O VI3 E 4) mostrando que h = O. Así
K(B,•) es un producto escalar positivo definido en HE x HE.

Como dimc H = 1, podemos seleccionar a l , .•., ai E 4) tal que ha„	 h.,„ generan a
H sobre C . Si h = E1<1<	 a G E e , tenemos las ecuaciones1

a • (h) — E ci(an 2)	 (1 < j < 1)
1<i<1

la matriz ((a„ ai)) 1 <;,,c es invertible pues (e, e) es no degenerada en H* x H*. Sus
entradas son reales, a1 (h) es real; por lo que los c, son reales. En otras palabras HR es
generado por los h, (1 < i < 1) sobre R. Esto prueba que diniR HR = 1.

3.- Del inciso anterior se sigue que (/' H = Ea€4,C ha = HE + iHR. Probaremos que
HE n iHR = O. Sea x E HE n iHR, tenemos que x = iy con x, y E HE; así O <
(x, x) = —(y, y) _� O por lo que (x, x) = O de donde x = O. q

En particular, este teorema muestra que H está generada por ha , a E do . Pero ha = [x a]
para x a E La y ya E L_a , por lo que L está generada como álgebra de Lie por los espacios
raíz La.

Calculemos losposibles valores de 11̀11 a fi E 4, y /3	 a. Sea m —	 12( "a't3) r n romla /a) "
n y ni, son enteros. Supongamos que m	 O, así n y O.	 Por el lema 3.3.7 se tiene que
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K(•, e) es un producto escalar positivo definido en E aco Rha; utilizando la desigualdad
de Cauchy-Schwartz y el hecho de que a y fi son linealmente independientes, tenemos que
O < Irnlini < 4. Así m 	 1, + 2 ó + 3. Como se recordará, este mismo resultado es expresado
en la tabla 2.1.2.

Supongamos ahora que fi — a no es raíz. De esta forma Lo,a	 Eock<p Lo+ka• Así
/3(ha) < O. Esto implica que (a,13) < O. Lo mismo se probó en el Lema 2.1.2:

Los lemas y proposiciones importantes sobre los espacios raíz y sus propiedades quedan
resumidos como sigue:

Teorema 3.3.8: Los espacios raíz son uno-dimensionales. Si a, /3 E 4) y a + fi O,
entonces [LaLp] = 0 ó = La+s dependiendo de que a + fi sea o no raíz.; si x E La , y E L_a
[xy] = 1C(x,y)t a; = —4); si a E 4), entonces + a son los únicos múltiplos de a que son raíces.
Si a, p E 41 , (a, a) es mayor que cero y tanto (a, a) como (a, p) son números racionales.
Además 2	 es entero con posibles valores 0, + 1, +2, +3.	 = H*, HR Ea Ed, Rho( es de
dimensión 1 sobre 8, y K(•, e) es positiva definida en HE x H. Si a, fi E 4) con a + � O;
/C(e, e) es no singular enHxHyLaxL_,,,.0

Consideremos el isomorfismo de H con su espacio dual H*, definido por la forma de
Killing (.X <-> ha). Es claro por el lema 3.3.7 que la forma de Killing transferida a E; x HA es
un producto escalar positivo definido y que dim R H* =1 ya que la imagen del subespacio
HR al aplicarle el isomorfismo está incluida en el 8— espacio de 4). Así E = E— espacio de
di es un espacio euclideano y 4) contiene una base para E. De esta observación y del teorema
anterior tenemos:

Teorema 3.3.9: Sean L, H, 4) y E como antes. Entonces

1 genera a E, es finito y O no está en 1.

Si a E 4) entonces los únicos múltiplos de a en son +a.

Si a, /3 E 4 entonces fi	 E 1.(a,a)

Si a, )3 E 4), entonces In E 7L . q

En el lenguaje del capítulo 2, este teorema nos demuestra que 4) es un sistema de raíces.
Sin embargo, éste depende de H; en el apéndice A se prueba que las subálgebras torales
maximales de L son conjugadas. Por lo tanto, los sistemas de raíces de subálgebras torales
maximales distintas son isomorfos. Esto, nos permitirá poder clasificar las álgebras de Lie
simples sobre los complejos.
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3.4. Teoremas de Isomorfismo

En esta sección mostraremos que dos álgebras de Lie semisimples que tienen el mismo sistema
de raíces son isomorfas. Además, construiremos algunos automorfismos de L y veremos
una caracterización de las álgebras de Lie simples sobre t' a través de sus matrices de
Cartan. Pero antes, necesitaremos de algunas definiciones. Para esto, L y L' denotarán dos
álgebras de Lie semisimples sobre e , H y H' serán subálgebras torales maximales de L y L'
respectivamente. y	 serán los sistemas de raíces correspondientes a (L, H) y (L', H').

Definimos el número Na,p (a, fi E a + /3 O) por

	

[zon zo] = Nor ,pxeci_p	 si a,	 a + 13 E 4'

	

Nao =O	 sia,flE4),a+Pq4)

	Por corolario 3.3.6, es claro que Na,p	 O si a, /3, a + )3 E 1. El siguiente lema, nos
proporciona algunas relaciones que satisface Na,p.

Lema 3.4.1: Sea Na ,p como antes. Entonces:

Neo =

Si a, )3, -y E oto y a + A + -y 0, entonces

Na,p = Np,.y

Si a, fi, -y, 5 E di son tales que la suma de dos de ellas es diferente de cero y a-1-fl-1--y+6 =
O, entonces

Na "6 +NfinNa + N. ,aNpa = O

Sean a, /3 E 4) con fi St a y p, q > O definidos de la misma forma que en el lema
3.3.4. Entonces

Dem.- 1.- Se sigue de las propiedades del bracket. 2.- y 3.- se obtiene a partir de la identidad
de Jacobi.

4.- Este resultado es una consecuencia inmediata de la relación

	

„ 	 , a)	 ,

	

[x_a[xc„ xo]l =	
(a 
2 Plq+1)xp

1
= 2(a,a)p(q+ 1)
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cuya prueba es una aplicación del lema 3.3.4. La demostración detallada de este lema se
encuentra en [12, pág.286].

Recordemos el concepto de orden en un espacio vectorial real.

Sea V un espacio vectorial real de dimensión n (1 < n < oo) y V* el dual de V. Un
ordenamiento en V es una relación < entre pares de elementos de V que cumple con las
siguientes propiedades:

Si u, v, wEV yu< v, < w entonces u < w.

Si u, y E V entonces sólamente una de las tres relaciones u < y , v < u, u = v se
cumple.

Si u, v,w E V y u<v entonces u+w<v+ W

Si u, v E V, u<vyc � 0 es real, entonces cu < cv ó cv < cu dependendiendo de que
c>0óc< 0.

Tomemos ahora una base para V,	 , vn } y para el dual V*, {q, , vn*}. Dado	 O E
V hay un único entero r tal que v,*(v) � O y v;(v) = O para 1 < s < r < n; definimos O <
si v,', (v) 0. Si u, vEVy y u, decimos que u < v si 0 < v — u. Es fácil verificar que < es
un ordenamiento de V, conocido como ordenamiento lexicográfico en V inducido por la
base {vi , ..., v4. Similarmente, tenemos el ordenamiento lexicográfico inducido en V* por
{vt,	 , v„*}, en donde se tiene que si v* E V* y v 5 � O entonces y* > O si y sólo si, el primer
miembro de la sucesión v*(v i ),	 viv,i ) es positivo.

En el caso (L, H), las raíces son real-valuadas en HR por lo que podemos considerarlas
como elementos del dual HA del espacio vectorial HR. Con la ayuda de estos conceptos,
probaremos el siguiente

Teorema 3.4.2: Sean L, L', H, H', 	 como antes. Supongamos que r es un
isomorfismo de H en H' tal que 7r* (4)9 = 1. Entonces existe un isomorfismo de L en L', el
cual es extensión de ir.

Dem.- Seleccionemos el ordenamiento lexicográfico en H. Para a- E	 con a > O
consideremos el conjunto

4)(a) = {a : a E 4), —u < < a}

Para toda a E 1, sea a' E 4)' la preimagen de a bajo ir*. Escogemos los elementos xa E La
y yo E L_a tales que 1C(xa , ya ) = —1, definimos los números Neo como en el lema 3.4.1.
Será suficiente construir los elementos x'a, E L'a„ Va, E L' a, (a E I) con

(a)	 K(x',,,,,Va,) = —1	 (a E 4))
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(b)
	

[xas,x'fild	 No ,fixo,+p,	 (a, fl E 1. , a + fi $ 0)

pues la única transformación lineal q de L en L' tal que y = ir y que envía a xo en xa, es
un isomorfismo.

La demostración la haremos por inducción sobre el orden lexicográfico; pero antes,
analizaremos algunos detalles.

Supongamos que a E es positiva y que hemos construido los elementos x'a, E L'a„
Va, E 1,1. a, para toda a E 0(a) tales que (a) se cumple Va E 4:0 (a) y (b) para toda a,
13 E 1(a) con a + #	 O y —u < a + fi < a. Definimos ahora, los elementos x:„ y yo',. Para
x tenemos:

(i) No existen a, /3 E 4)(o) tales que a+/3 = u; por lo que x'o., será algún elemento
de L', diferente de cero.

(fi) Existen -y, 6 E 1(a) con -y + 5 = a. Así xe' es tal que satisface la relación

	

[x7,, x1,]	 Acy,sx'a,

esto es posible pues N.o $ O y 7' + 6' = a'.

queda determinado por (a). Con lo anterior, tenemos que para 4)(r), donde r es la
raíz positiva minimal con respecto al orden <; podemos realizar tal construcción.

Sea p el sucesor inmediato de a con respecto al orden. Probaremos (a) Va E 0(p) y (b)
Va, /3 E 4)(p) con a + /3	 y —p<a+ fi< p; extendiendo la definición de los xl,y.

Para a, fi E 1(p); a+fiOy —p < a + /3 < p, IST:o es de la siguiente forma: Si
a' + /3' 4V , Na' Q = O y si a' + /3' E 4V, no es tal que [xo,' ,,x'fp] = Nal ,axal ,+0,. Por lo cual,
será suficiente probar que No,p = N, p. Lo haremos por casos:

a, fi ya+fi están en Ea). El resultado se sigue de la hipótesis de inducción.

a, fi E 1(p), a + = a. Entonces ambas deberán ser positivas por lo que pertenecen
a 4)(a). Por (ii), asumiremos que ni a, ni fl son iguales a y ó 5. Notemos que también
y y 6 son positivas. Así a + /3 + (-7)+ (—I) = O, pero la suma de dos de ellas no es
cero. Aplicando el lema 3.4.1 tenemos que

No,pN-7,_6 = —Np,,Nors —

N'NI — —N'	 N' — N' N'al3
Por otra parte, fi + (-7) 0 y —a < 7, fi -E (-7) < a. Por la hipótesis de inducción

= Nra . Argumentando en forma similar con el otro término, concluimos que

= Not ,fiN

Observemos que todos estos números son distintos de cero. De esta manera, como
N-h6 = N4 5 , se sigue del lema 3 4 1(4) y de la isometría de ir* que N	 = INP

Por lo que Na,p = no.
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a, /3 E 4)(p), a + /3 = -u. Es similar al caso anterior.

a, i3 E l(p) y a + /3 está en 1(a). A menos de que a ó /3 sea + o, estaremos en el
caso 1. Si a = a, entonces fi deberá estar en 4(c). Así (a + /3) + (—fi) = a por lo
que estaremos en el caso 2. Como consecuencia tenemos que Na+o ,_o = Na' +0, _fi y
del lema 3.4.1 se sigue que	 = N' arp lo que implica que Na,o =	 La otra
alternativa es análoga. q

En particular, se tiene que un automorfismo de H determina un automorfismo de L. Un
ejemplo, es el isomorfismo a : H —n H tal que o(ha )	 y aplicando la definición de
—ha , se sigue que —ha = h_a . De esta forma, obtenemos que xa deberá ser enviado a —ya
(a E oh).

Otro ejemplo de automorfismo de L es el que produce la acción del grupo de Weyl W
de	 sobre 4). Es claro que W induce una acción en H; por el isomorfismo que existe
entre H y su dual.	 Haremos la construcción de este automorfismo para la reflexión aa
(a E 4)). De hecho, la extensión de aa a L, deberá enviar a Lo en 4-1 0. En efecto,
como ad xo, )3 E 4), es nilpotente (proposición 3.2.2), tiene sentido definir el automorfismo
Ta = exp ad x a exp ad(—ya) exp ad xa ; donde [xaya] = ha . Analicemos ahora, el compor-
tamiento de ra en H; para esto, escribamos H = ker a e e ha . Así r(h) = h,Vh E ker a y
7(ha ) = —ha . De donde roe y aa coinciden en H y Ta envía a Lo en Lucio.

Para el siguiente resultado, recordemos primero que a cada sistema de raíces (1) de (L, H)
le corresponde una matriz de Cartan A que no depende de la elección de la base para 4,
(sección 2.3.1); más aún, tampoco depende de la subálgebra toral maximal H (corolario
A.2.6). De esta forma, podemos asociarle a L una única clase de equivalencia de matrices
de Catan de rango 1. Esto nos permite establecer el siguiente

Teorema 3 4 3: Dos álgebras de Lie semisimples sobre t son isomorfas si y sólo
si las correspondientes clases de equivalencia de las matrices de Cartan son iguales. Una
álgebra de Lie sobre e es simple si y sólo si la clase de equivalencia de la matriz de Cartan
asociada es irreducible.

Dem.- Sean L, L', H, H' como antes. Supongamos que las dos álgebras de Lie dadas
tienen la misma clase de equivalencia de matrices de Cartan. Entonces, es posible encontrar
las bases O = {a l ,	 , ai } y á' =	 , aa de los sistemas de raíces 4) y 4' respectiva-
mente, tales que

2(a„ 	 2(a:, 0'3)

( cri, a1)	 (al, a:)

por lo que podemos encontrar un isomorfismo ir de H en H' tal que su dual 71-* envía a a:
en a, para (1 < i, j < 1). De (3.4.1) se sigue que 7r*- 1 5,„1r s = aa, (aa, como en el capítulo

(3.4.1) (1 < i,j <1)
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dos). Por lo que ir* -1 Wr* =W', donde W y W' son los grupos de Weyl de 4, y V. Como
= u i < s c i W a, y	 = Ut<KIW'cx„ es claro que Ir s 4) 1 = (D. Esto implica, por el teorema

3.4.2, que podemos extender a ir a un isomorfismo de L en L'. El otro sentido de esta
proposición es inmediato.

Ahora probaremos la segunda parte de la afirmación. Primero mostraremos que si L es
simple, entonces es irreducible y como consecuencia, la matriz de Cartan asociada será
irreducible. Supongamos lo contrario, es decir, 4) = 4 1 U 12 , con (4) 1 ,1 2) O. S i a E

Q E / 2 , entonces (a + ,3,a) $ 0 y (a + 13,13) � O de donde a -E fi « y RaLp l ---- O. Esto
muestra que la subálgebra K de L generada por todos los La (a E 4:0 1 ) es centralizada por .
todos los Lp (i3 E 12 ); en particular, K es una subálgebra propia de L pues Z1, CL (L) = O.
Además, K es normalizada por los La (a E 1 1 ) por lo que [K, La] C K, de lo anterior se
sigue que [K, L] c K ya que La (a E 1) generan a L. En otras palabras, K es un ideal
propio de L diferente de cero, contradiciendo la simplicidad de L.

Recíprocamente, supongamos que la matriz de Cartan asociada a L es reducible. Podemos
encontrar dos subconjuntos 81 , 82 ajenos y no vacíos de {1,...,1} cuya unión es {1,..., 1}
tales que (ai , ai ) = O para i E Si , j E 82 . Sea Wr el subgrupo de Wgenerado por cra , (i E Sr)

y 4),. = UiEs,W ai (r = 1,2). Claramente 4, = 4, 1 U 4,2 . Para á E Si, j E 82 cra,ai
y Cfa l aj = Cri por lo que cr,,,,cras = aaj aa,. De esta forma, los elementos de W1 conmutan
con los de W2. Esto muestra que W=W1 W2 y que 41 7. = UiEsr W,.	 r = 1, 2; en particular,
tenemos que los elementos de Ir son combinaciones lineales enteras de a i con i E Sr. Así
C't n 4)2 = 0; más aún, si a,. E Wr, i E SI, j E 82, entonces (alai, aza3) = (a+,	 = O
de donde, concluimos que para a E (N y fi E 4. 2 , (a, fi) = O y a + fi es cero ó no es raíz.

Definimos 14 como el subespacio de H generado por los ha, (i E Sr) y sea

Lr = + E (r =1,2)

Se sigue de las observaciones anteriores que L r es una subálgebra de L para r = 1, 2. L es
suma directa de L i y L2 con [L1 , L2] = 0. Por consiguiente, Li y L2 son ideales distintos de
cero y su suma directa es L. De este modo, L no es simple. q

En particular se tiene que una álgebra de Lie es simple si y sólo si su diagrama de Dynkin
es conexo (ver sección 2.3.1).
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3.5. Clasificación de las Algebras de Lie Simples sobre
los Complejos

Dado un sistema de raíces 4), construiremos una álgebra de Lie semisimple L que tenga a 4)
como sistema de raíces. L será finita y única (salvo isomorfismos).

Este resultado aunado al teorema 3.4.3 y a la clasificación de los diagramas de Dynkin,
nos dará la clasificación de las álgebras de Lie simples sobre C .

Sean L una álgebra de Lie semisimple sobre e , H una subálgebra de Cartan de L (ver
ápendice A) y 4, el correspondiente sistema de raíces con base A = {a b . , ad. Consi-
deremos el conjunto de generadores de L; x, E La; , y, E L_,,„ tales que [x,y4 = h, (lema
3.3.2) y ay = (ai , al ) los enteros de Cartan. Así estos generadores satisfacen las siguientes
relaciones:

(i) [hihs] = O

(ti) [x iyi] =	 [xiyi] = O

[hixi] = 425i xi ,	 [hiyi] =	 yi

(ad xi ) l_aii (xi ) = O

(y ) (ad yi ) 1	(y;) = O

(1 5_ j < 1)

si i	 j

(i) es clara. (ii) es una consecuencia de la proposición 3.2.1 y del lema 2.2.2. (iii) se
obtiene al sustituir el valor de hi en términos de t i (ver sección 3.2) y desarrollar. Para (iv),
notemos que a; — a i no es una raíz, por lo que la a;-cadena a; consiste de las raíces ai,
a;	 , a; + pa; donde —p = ai; (lema 3.3.4). Como xi es enviado a cada espacio raíz

a;+2a i , ... a través de aplicaciones sucesivas de ad xi , se tiene que (ad x;)'-a3.(xi) =
O. (y) es análogo.

Recíprocamente, fijemos un sistema de raíces 4) con base A = { ai, • • • ad y (aii)i<ikic
la matriz de Cartan asociada. A continuación, vamos a analizar el álgebra de Lie definida
por (i) — (iii) únicamente.

Para esto, consideremos primero el álgebra de Lie libre L generada por {ii ,	 I 1 <
i < l}. Sean K un ideal de L generado por: [tt i li;], [i;§;] —6i;ti i ,	 ;1 —	 [1;i1;]1- aii§.; Y

Lo = fik el álgebra cociente. x i , yi , hi son las imágenes respectivas en Lo de los generadores
Así	 1 y k satisfacen las relaciones (i) — (iii). En general, la dimensión de Lo

es infinita.

Para estudiar la estructura de Lo, construiremos una familia de representaciones de Lo
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en el álgebra tensorial £ de un espacio vectorial complejo V con base {v 1 ,	 , v i }.	 Para
simplificar notación, Va	 • • • Vsr será escrito como vil	 Vir (1 < ik < 1). Estos tensores
junto con el 1 forman una base para £ sobre e . Definimos los siguientes endomorfismos de
£:

1.- hj .l = O;	 ... va =	 +' 	 • + a iti )	 vit

vi ;	 Si . vil • • • vit = viva • .. vit

3.- 2j .1 = o =	 vit = vn(ii.vi2 • • • vit) — <5;4 • (	 2 + • • '	 at	 vit

claramente, hay una extensión de estos endomorfismos a L, produciendo una representación
: L —) gl(£).

Lema 3.5.1: Sea É.3 ker /74. Entonces k c

Dem.- Observemos que I; actúa diagonalmente en V, por lo que [li t ii.t ] E ko.

Seal = i. De (3), obtenemos:	 1:1/

	

ii•ilf •vi2 • • • vit — ilj•ii• Vi2 • • • vit = —63;(aizi + • •	 + nai )vi2 • • vit	 Sji li viz • • vit

Además,	 —	 1 = O = 8;1.1;. 1 de donde Vigi l —	 E ke•

Por otra parte,	 —	 = —aiivi =	 Similarmente,

—	 = /inivii • • • vit +	 +... + aiti)vivit • • • vit

=	 ...

lo cual implica que	 aii§; E ÉO.

Antes de probar la última parte, notemos que

(3.5.1)	 = —(ain + • • • + (Lit; —	 • • • vit

En efecto: para el caso en que t = O, ambos lados son cero, pues va ... vit = 1.	 Por
hipótesis de inducción, tendremos que 4 42	 vit es un eigenvector de h i , con eigenvalor

+ •	 aa i — c ii ). Multiplicando este eigenvector por va en el lado izquierdo, es claro
que produce otro eigenvector para	 con eigenvalor —(aiii + • • • + aa i — a ji).

Así

• Iii .ii.va	 vit = k.V21(ij.M2 • • • Vjr) — bil	 i2j	 • • • + ajri )hj •Vj2 • • • vit
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Si i 1 j, hemos terminado. En caso contrario, aplicamos (3), con lo cual (3.5.1) queda
demostrada.

De lo anterior, tenemos que

— vit = ( — (aiii + • • + aiti — aii)	 (azii	 •	 aiti))•ii•vii • • • vit

=a iv i vt

y como	 — j'AM = O, entonces	 — 	— aiiii E É0. Finalmente, ST C ko. q

Teorema 3.5.2: Sea 4, un sistema de raíces con base {al , , al } y sea Lo el álgebra
de Lie con generadores {xi , yi ,	 I 1 < i < 1} los cuales satisfacen las relaciones (i)— (iii).
Entonces los hi son una base para una subálgebra abeliana 1-dimensional H de Lo = Y+HI-X
(suma directa de espacios), donde Y (resp. X) es la subálgebra de Lo generada por los y,
(resp. xi).

Dem.- La prueba se hará por pasos y utilizaremos la representación 	 : Lo	 gl(£)
definida como 0(x) = rfr(i) si x es la imagen en Lo de á E É.

E lij n ker ÇAb = O.

Si h, = E;=, aj tij y 45(h) = O, entonces en particular, los eigenvalores - Ei ajan

(1 < i < 1) de 000 son cero. Pero la matriz de Cartan (aii ) de 4 es no singular, esto
obliga a que ad = O j = 1,...,1, es decir, h O.

El homomorfismo canónico L —> A, transforma isomórficamente a E e 1;.; en E C hj.

Esto es una consecuencia de (1).

3, El subespacio E C ij + E e §; + E e I; de L es transformado isomórficamente en
Lo.

Fijemos á. Las relaciones (i) — (iii) implican: [x iyi ] =	 [hi xi ]	 [hiyi] = —21;
de esta forma, C xi C y; + fC hi es una imagen homomórfica de 31(2,C ). Pero la
última es simple y h i	O (paso (2)), así it xi t'y; + it h i deberá ser isomorfa a
sl(2, C ). Además, el conjunto {x i ,	 hi l 1 < i < 1} es linealmente independiente
pues sus elementos son diferentes de cero y cumplen las relaciones (i) — (iii).

4.- H = E hi es una subálgebra abeliana 1-dimensional de Lo.

Esto se sigue de (2) e (i).
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Si [xii	 xit] denota a [xii [xi2	 [xii_ixa]...], entonces [hi [xii	 xa]] =	 + • • • +
(laxa	 xii ]. Similarmente para los yi en lugar de los x i , —aii en vez de

Para t = 1, es la relación (iii). Utilizando inducción y aplicando la identidad de Jacobi
se sigue (5).

Si t > 2, entonces [yi [xii	 rit]] E X y análogamente para Y.

De (ii) [yix i] =	 así el caso para t = 2 es inmediato de la identidad de Jacobi y
(iii). El caso general se sigue de aplicar inducción en t.

Y + H + X es una subálgebra de Lo, de aquí que coincida con Lo.

El hecho de que Y + H + X es una subálgebra se sigue de (4), (5) y (6).

Por otro lado, Y + H + X contiene al conjunto de generadores de Lo, por lo que
coinciden.

La suma Lo =Y + H + X es directa.

(5) muestra como descomponer a Lo en eigenespacios para ad H; por lo tanto se tiene
(8). q

Hasta aquí hemos estudiado la estructura de la álgebra de Lie Lo determinada por (i) — (iii).
Ahora, estudiaremos el caso en que se satisfagan (i)— (y). Para esto, denotaremos por
xii = (ad xi ) l-an (x i), yii = (ad yi ) 1-a3. (yi ). Estos elementos se encuentran en Lo.

Teorema 3 5.3: En Lo, ad xk(Yi.i) = 0 (1 5_ k .� j) para i j.

Dem.- Caso (a): k i. Como, [x kyi] = 0 (por (ii)) ad x k y ad yi conmutan. De aquí
que ad xk(Yii) = (ad Yi)1 aii ad xk (ki ). Si le = j, entonces ad xk (yii ) = (adiy)1-aii(hi) = 0.
En caso de que k j, se tiene por (ii) que [rkti] = O.

Caso (b): k = i. Consideremos la subálgebra S = xi + e yi + e hi de Lo. S es isomorfa
a s/(2, e ) por lo que podemos utilizar algunas de las ideas vistas en la sección 1.9. Como
j	 [xiyi] = O, yi es un vector maximal para S de peso = —aii ; ya que [hiyi] = —ajo»
Aplicando inducción en t, es fácil demostrar que ad x i (ad yi ) t (yi ) = t(A — t +1)(ad
El lado derecho es cero cuando t = 1—	 q

Construiremos a continuación un automorfismo para un espacio vectorial V infinito-
dimensional. Diremos que un endomorfismo X de V es localmente nilpotente si cada
elemento de V es enviado al cero por alguna potencia de X. En este caso, X es nilpotente para
cada subespacio finito-dimensional W de V por lo que podemos considerar el automorfismo

yi )t (yi).
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exp(X1w). Es claro que exp(X1w) y exp(X1w,) coinciden en W nW'; de esta forma, podemos
"pegar" estas transformaciones para obtener un automorfismo "exp X" de V.

Teorema de Serre: Dado un sistema de raíces con base A =	 . • • al}.
Sea L el álgebra de Lie generada por 31 elementos {x i , yt , h, 1 1 < i < I}, que satisfacen las
relaciones (0—(y). Entonces, Les una álgebra semisimple, finito-dimensional con subálgebra
de Cartan generada por los hi y con sistema de raíces 4'.

Dem.- La demostración se hará por pasos. Definimos el álgebra cociente L = Lo/K,
donde Lo está definida como en el teorema 3.5.2 y K el ideal generado por los elementos

yu 's (i j). Sea I (resp. J) el ideal de X (resp. Y) generado por todos los x,„'s (resp.
y„'s). En particular, I, J C K.

I, J son ideales de Lo.

Lo probaremos para J, (para I es análogo). Por un lado, yt, es un eigenvector para
ad hk (1 < k < 1), con eigenvalor ajk (aii — 1)a,k ((5) de la dem. de 3.5.2) y como
ad hk(Y) C Y, se sigue de la identidad de Jacobi que ad hk (J) C J. Por otro lado, del
lema anterior tenemos que ad xk (1i) = O. Así ad xk transforma a Y en Y H ((6)
de 3.5.2); combinando esto con la identidad de Jacobi y con ad hk (J) C J, obtenemos
que ad xk (J) C J. Finalmente, aplicando de nuevo la identidad de Jacobi se sigue que
ad Lo(J) C J pues Lo es generada por xk , yk y hk.

K=I+J.

Por definición I J c K; pero, por (1) I J es un ideal de Lo que contiene a todos
los xii 's y yil 's, de donde K I + J.

L N- H + N (suma directa de subespacios), donde N- = Y/J, N = XII y H
está identificada con su imagen bajo el morfismo canónico Lo 	 L.

Esto se obtiene a partir de (2) y de que Lo = Y + H + X.

E fU x i +Ec yi +Ec hi son transformados isomórficamente en L.

La prueba es análoga a la hecha en el paso (3) de la demostración del teorema 3.5.2.

Si a E H*, sea L A = {x E L I [hx] = Á(h)x Vh E H}. Entonces H = Lo, N =
EA»0 LA, N- EA.<0 LA (A »- 0 6'A-di en el sentido de la sección 2.2.1) y cada L A

es finito-dimensional.

Esto es una consecuencia de (3), (4) y del teorema 3 5 2

Para 1 < i < 1, ad xi y ad yi son endomorfismos localmente nilpotentes de L.
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Será suficiente considerar ad xi para i fijo. Sea M el subespacio generado por todos
los elementos de L que son enviados al cero por alguna potencia de ad x t . Si x E M
(resp. y E M) es transformado al cero por (ad x,:)' (resp. (ad x i )'), entonces [xy] es
transformado en cero por (ad x i )r+s . De esta forma, M es una subálgebra de L. Pero
todo x k E M (propiedad (iv)) y todo yk E M (por (i) y (ü)). Así M = L.

Tj = exp(ad xj) exp(ad (—y,)) exp(ad x,) (1 < i < j) es un automorfismo de L.

Esto se sigue de (6) y de la observación hecha antes del enunciado de este teorema.

Si A, p E H* y crA = p (a E W, el grupo de Ifey/ de I), entonces dim L,, dim Lµ

Es suficiente probar esto cuando a = era, es una reflexión, pues éstas generan a W.
El automorfismo ri de L construido en el paso anterior coincide en el espacio finito-
dimensional L A + L i, con el producto de exponenciales. Por otro lado, de (i) — (iii)
tenemos que

ri (hi ) = exp(ad Xj) exp(—adyi )(hi —	 = exp(ad xi )(hi — aii xi — ajá ;)

= h.; —	 —	 — aiixi

Tj( fi;) = hj — aiihi

por lo que
A(r,(hj )) = A(14) — A(hi )aii = crai(A)(hi)

de esta forma, si x E
ri Qh,x1). r,(p(h2)x)

ri(crai(A)(15)x)

= A(ri(113)),(x)

= P-i (hi )ri (x)] E LA

es decir, rri LA c Lp. Pero era; = ajil , se sigue que TI intercambia a LA y L. En
particular, dim L A = dim Lo.

Para 1 < i < 1, dim La, = 1 y Lkai = O para k E X —{0, 1, —1}.

Esto es claro para Lo (ver (3) de la demostración del teorema 3.5.2). De aquí que sea
válido para L por (4).

Si a E ID, entonces dimLa = 1 y Lka = O para k E X -{0,1, —1}.

Del teorema 2.2.7(3) sabemos que existe a E Wtal que acr es una raíz simple. Aplicando
(8) y (9), obtenemos (10).

1,7

así
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Si LA � O, entonces A E 4, ó A = O.

Supongamos lo contrario. Del teorema 3.5.2 y (4) es claro que A es una combinación
lineal de raíces simples con coeficientes enteros y del mismo signo (no todos cero).
Por (10), A no es múltiplo de alguna raíz; así el hiperplano P A no está contenido en
U.E1Pa. Tomemos p E ("PA — U,„ElPa ); es posible encontrar a E W tal que (a„ ap) > 0
(1 < i 1). De esta forma, O = (A, p) = (o-A,	 p); pero aA =	 i kai , le, E ZZ ; por
lo que (a A, aµ) = E k',(ai , p) lo que implica que algunos de los le,'s son positivos y
otros negativos. De aquí que Lo, = O. Lo cual contradice (8).

dim L =- 1+ car < oo.

Se sigue de (5), (10) y (11).

L es semisimple.

Sea A un ideal abeliano de L; tenemos que mostrar que A = O. Como adAH C A,
A= (AnH)+Ean(AnLa ) pues L =	 La. Si La C A, entonces [La L_a ] C A,
de aquí que, por (ii) y (iii), L_a C A; lo cual implica que A tiene una copia del
álgebra simple sl(2, ti ). Esto es absurdo pues A es abeliano y por lo tanto soluble.
Así A=AnHcH, de donde [Lo A] = O (a E 4)), es decir, A C n a€4, ker a = O (los
ai 's generan a Hl.

H es una subálgebra de Cartan de L y ID el sistema de raíces correspondiente.

H es abeliana, por lo tanto nilpotente y además es igual a su normalizador, pues L =
H+EaE/ La , es decir, H es subálgebra de Cartan. Claramente, 41 es el correspondiente
sistema de raíces. q

Finalmente, el teorema de Serre y el teorema 3.4.2, nos dan la existencia y unicidad de una
álgebra de Lie semisimple para un sistema de raíces dado. Esto queda resumido en el
siguiente

Teorema 3.5.4: (a) Sea 4) un sistema de raíces. Entonces, existe una álgebra de Lie
semisimple que tiene a di como su sistema de raíces.

(b) Sean L y L' álgebras de Lie semisimples con respectivas subálgebras de Cartan H,
H' y sistemas de raíces 1, 4)'. Supongamos que ir es un isomorfismo de H en H' tal que
ir*(V) = 1. Entonces existe un isomorfismo de L en L', que es una extensión de ir. q
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3.6. Las Algebras de Lie Clásicas

En esta sección probaremos que las álgebras de Lie clásicas son simples. La idea de la
demostración a grandes rasgos consiste en probar primero que son semisimples y por la
sección 3.3 le corresponde un diagrama de Dynkin. Construiremos éste y veremos que es
conexo, lo que implica por el teorema 3 4 3 que las álgebras de Lie clásicas efectivamente son
simples. Para esto, necesitaremos del siguiente

•
Lema 3.6.1: Sea L una álgebra de Lie sobre C , H una subálgebra abeliana de L y

40 un subconjunto finito de Ir — {0}. Para cada a E H* consideremos

La	 {x : x E L, [h, x] = a(h)x Vh E II}

y supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen:

4) genera a H*

4> = —1 y [La , L_a] O para cada a E 41

3.- L = H ave. La

Entonces L es semisimple, H es una subálgebra de Cartan (ver ápendice A) y (3) es la
descomposición de L en espacios raíz con respecto a H.

Dem.- Es claro que (3) es una suma directa, H = Lo y [La , L C La+a Va, j3 E H`. En
particular, [La , L_a] C H Va E 4). Además, de (2) tenemos que La O Va E 4).

Sea a E 4). Por (2), podemos seleccionar x'a E La y y'a E L_a tal que kr = [x'a , y42  O.

Argumentando en forma similar a la última parte de la demostración del teorema 3.3.2,
se sigue que

P(ha) =- q a(ha)

donde q es racional y fi E 1. Si a(hIa) = O, entonces 13(hia) = O V/3 E y por (1) ha = O.
Por lo tanto a(lita) O.

En forma análoga a la prueba del lema 3.3.3 podemos mostrar que dim La = 1 (a E 4)).
Sea

así

h
dei 	 2 

h'— a(ha) af
def

X, = Xa,
defya — 	2a(hia)

(3.6.1)	 [ha, xa] = 2xa ,	 [ha, x	 = —2ya ,	 [x«, ya] = ha

Sea S rad (L). Como S es invariante bajo ad H, entonces S = S n	 Ea,.(s n La).
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Afirmación: s n La = O Va E 1. Supongamos lo contrario. Sea a E 11) tal que s n La S O.
Definimos ha , xa y ya como antes. Como dim La = 1, x a E S y puesto que S es un ideal,
concluimos de (3.6.1) que ha y ya se encuentran en S. Por otro lado, S es soluble, pero

ha + La + L_a es un subespacio de S no soluble (posee una subálgebra isomorfa a s/(2, ))
lo cual es una contradicción. Así S C H.

Si	 h E S con h	 O, entonces escogemos a E	 tal que a(h) O; lo que implica
que xa a(h)'[h, xa] E S, contradiciendo la afirmación anterior. Por lo tanto S = O, es
decir, L es semisimple. De las hipótesis del teorema es claro que H es abeliana y ad H es
semisimple para toda h E H. Así H es una subálgebra toral maximal (ver ápendice A). q

Ahora, analizaremos a las álgebras de Lie clásicas.

• Las Algebras Al (1 > 1).- Sea L	 s/(/+1, e ); 1 > 1 es un entero. Sea H la subálgebra
de L, formada por todas las matrices diagonales; si a h	, a 1 + 1 E C , diag(ai,..., at+i)
denota a la matriz A E H cuya diagonal es a l , , cq+1 . Ei, será la matriz cuya i j-
ésima entrada es 1 y el resto son cero, 1 < i, j < 1 + 1. Se puede checar fácilmente que
las matrices

Eii—
	

(1 < i < 1)	 Ej.;	 (i	 j, 1 < j < 1 + 1)

forman una base para L.

Sean Ab	, Ai+i funciones lineales en H definidas por

A, : diag(ai ,. , ai+i ) 1—> a,

así

A l -I- • •	 = O

COMO

[diag(a1,	 ,	 Eij] = (ai — ai)Ei;

tenemos
[h,	 -=	 - k)(h).Ei;	 (h E H)

sea
{Ai — A; : 	 j, 1 < j <1+ 1}

entonces

(3.6.2)	 L=1-1-1-E La ,	 LAi_Ai = e Eij	 (i S 1)
aE•

Y
Eii —	 j)
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Por el lema anterior, se tiene que L es semisimple, H es subálgebra de Cartan y (3.6.2)
es su descomposición en espacios raíz

Ahora, vamos a calcular el diagrama de Dynkin para L. Notemos que ha = [Eii, Bid =
h(A,_)9) = Eii — Eij . Sea

al = al	 Al-vi	 (1 < i < 1)

así
= {±- (a, +	 + • •	 +	 : 1 < i < j < 1}

por lo que
A = {al • • ' ad

es una base para 1.

Los enteros de Cartan son:
2(ai,a;)
(ab ai )	 al(hai)

O si jj —	 2
=	 )(kg) = —1 si jj	 = 1

Por lo tanto, el diagrama de Dynkin de L es

o	 o 	 o	 o	 o
1	 2	 3	 1 — 1

lo que implica que L es simple.

• Las Algebras Di (1 > 2).- Sea 1> 2 un entero, V un espacio vectorial sobre e de
dimensión 21 y {v i , y2, ...,u21} una base para V. Como se recordará, en /a sección
1.1 se definió una forma bilineal, antisimétrica, no singular f en V x V a través de

	

la matriz S = ( 
O	 li )

)
. De esta forma, si X = (A 

D
B

E Di (donde A, /3, e

	

li	 O	 C 
y D son matrices complejas 1 x 1), entonces X satisface la relación SX = —Xi

que implica que D = —A', Bt = —B y Ct = —C por lo que X = ( LA-, _fil

facilitar notación, escribiremos a X como (A,13, C).
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Ahora
[(Ai , Bl, Ci ), (A2, B2, C2 )] = (A, B , C)

donde
A = [Ai , A2] + B1C2 — B2C1

B = (A1D2 — A2/31 ) — (A 1 /32 — A2B1)i

C = (C1 A2 — C2A1) — ( C1 A2 — C2A1)i

Sean	 como antes y Fpq Epq - Eqp para 1 < p < q <	 1. Tomemos H como el
conjunto de todos los elementos de la forma (A, 0,0), con A matriz diagonal. Sea A,
(1 < á < 1) las funciones lineales en H definidas por

:	 al), 0, 0) 1—> a,

Efectuando los cálculos respectivos, obtenemos que para 1 < i, j < 1, 1 < p < q < 1 y
h E H

[h,(4,0,0)] =	 — )13)(h)(E„, O, O)

[h, (0, Fpq, 0)1 = (Ap	 Aq)( h)(0, Fpq, 0)

[h, (0,0, F,q)]	 -(4 Aq )(h )(O, 0, Fpq)

por lo que

Di= H E (Eii , O, O) + E c (0,Fpq, O) + E C (O, O, Fpq)

i^i p<q

Y
[(Eii , O, O), (4,0, 0)] = (Ei; —	 0,0)

[(O, 4,, 0), (0, 0, Fpq )] -=	 — Eqq, 0, 0)

(i#j)
(p < q)

Del lema 3 6 1 se sigue que DI es semisimple y H una subálgebra de Cartan. De lo
anterior, tenemos que 

):1<i<j <1} U {t(Ap	 : 1 < p < q < 1}

sea
= A; —A;-Fi (1 < i < / — 1),ai=Ai_1+ Ai

entonces A	 ad es una base para 1. En efecto

Ái — -= ai +	 + • • +	 (1 <i < j <1)

Áp Aq	 (ap + • • • + at-2) (aq • • • cti) (1	 p < q < 1)
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Ahora, encontraremos el diagrama de Dynkin para (/)

(h )	 { (A-7	 A.74-1)(-En — EH-LH-1,0,0)c1/4, =
(A1-4 — At)(Eti — EH-1,21-1,0,13)

si j < 1
si j =

{ —1 sil< id <1—lyjj— =16i=1— 2yj-= 1
O en otro caso

Así el diagrama de Dynkin es

o  
1     

Por lo tanto, Di es simple.

• Las Algebras C/ 1> 2.- Sea 1> 2 un entero, V un espacio vectorial de dimensión 21
sobre C con base {v 1 , /72 , ... , v21 } y f la forma bilineal, antisimétrica, no singular en

( 
-II O

0	 II ).	 A
V x V definida a través de S =	 Si X E Ch entonces X =

(
C — 

B
N 

)

donde A, B, C son matrices complejas 1 x 1 y B, C son simétricas. Escribiremos a X
de la misma forma que en el caso Di.

Sea H la subálgebra abeliana formada por los elementos (A, 0, 0) E C,, A es matriz
diagonal. Sean a l y Ejj como antes; G pq Epq + E qp, 1 < p < q < 1. Para 1 < i, j < 1,

1 <p<q<lyhEH, tenemos

[h, (4,0,0)] = (A, — A)(h)(E J , 0,0)

	

[1i, (0, G„, 0)] = (Ap	 Aq )(h )(O, G„, 0)

Pi, (O, O, G p	 (Ap k)(h)(0, 0, G pq)

1(4, O, O), (4, 0, 0)] = ( .4 — E1 , 0, 0)

[(O, Gpq , O), (O, O, G„,)] = ( — Epp — E„, O, O)

de donde

	

= H E e (E,3 ,0,0) + E	 (o, G pq,0) + E (0,0,Gpq)
41
	

p<q	 pC9
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Por el lema anterior, C, es semisimple y H es una subálgebra de Cartan. Si 4) r-
{ 4 (,\; — A) ) : 1 < i < j < 1} U { 4- 01/4 1,	 ) q ) : 1 < p < q < 1} es el conjunto de raíces,
entonces A =	 , ad es una base, donde a, = a, —a;+4 (1 < i < j <1)y al = 2A/.

Los enteros de Cartan para i j son:

a já = ai (ha, ) = ( A; —	 — Ei+1,41, 0 , 0)

—1 sil< i,j </—lyij—ii =1•5i,ly j=1— 1
= { —2 sii-=1-1yj=-1

0 en otro caso

El diagrama de Dynkin de C1 es

o o	 o	

2	 / — 2	 1-c 1

Por lo tanto, Ct es simple.

• Las Algebras Bi (I> 1).- Sea I> 1 un entero, V un espacio vectorial de dimensión
21 + 1 sobre t1 con base {vi , v2 ,	 , v2/-4 y f la forma bilineal, antisimétrica, no

	

( 1 0	 0)
singular en V x V defmida a través de S=	 0 0	 . Si X E B1 , entonces

0 I
	O a	 b

X =	 --I, A	 B	 donde A, B, C son matrices 1 x 1, a, b son matrices 1 x I,(
—ai C —At

B = —13' y C = —Ct.

Escribiremos X = (a, b : A, B, C) Sean E Fpq corno antes, e, la matriz 1 x 1 cuyas
entradas son 6„,...,6n y H el conjunto de elementos de la forma (O, O : A, 0,0) con
A matriz diagonal.	 H es una subálgebra abeliana de B,.	 Consideremos ahora, las
funciones lineales

ar : (o, o :	 a,.

Realizando los cálculos correspondientes, tenemos para 1 < i,j < 1, 1 < p < q < 1,
1<r</yhEHque
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[h, (0,0 : 4,0,0)] = (A i — Ai )(h)(0,0 : Ej.;, 0,0)

[h, (0,0 : 0,Fn , 0)] = (Ap Aq )(h)(0, O : 0, Fpq , 0)

[h, (0,0 : 0,0,Fp9 )] = —(A, A9 )(h)(0,0 : 0,0, F„)

[h, (O, er :	 0)]	 A r (h)(0, er : O, O, O)

[h,(e„0 : 0,0,0)]= — Ár (h)(er ,0 : 0,0,0)

Las primeras tres relaciones se obtienen en forma similar al caso Di . Las restantes se
siguen de

[(O, 0 : A, 0,0), (a,b: 0,0,0)] =	 : 0,0,0)

Las condiciones del lema anterior son satisfechas. En efecto, como los elementos de 131

que son de la forma (0,0 : A, B, C) forman una subálgebra isomorfa a Di ; basta verificar
que [(O, er : 0,0,0), (e,.,0 : 0,0,0)] 	 0, pero este conmutador es (0,0 : —E„, 0,0). Así,
por el lema 3.6.1 podemos concluir que Bi es semisimple y H es subálgebra de Cartan.
El conjunto de raíces es

(lo = {_t(Ai — A;) : 1 < i < j I} U {t(Ap Aq ) : 1 < p < q <I} U {1- A, : 1 < r < 1}

Sean a, = A, — A,4.1 (1 < i < I — 1) y al Ai , entonces {a l ,	 , al } es una base para
1. Por otro lado, los enteros de Cartan son:

{
-1 sil< i,j<1-1yij—ii=lói=1—ly j-=1

aii .	 —2 sii=lyj=1-1
O en otro caso

El diagrama de Dynkin de Bi es

o o	 o   
1 2	 / - 2

Por lo tanto, B1 es simple.
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El Sfr 1:11,n UF.

HfECI:

Observemos que si 1 = 1, entonces B i es isomorfa a A l , para 1 = 2. B2 es isomorfa a
A 2 es isomorfa a D2 . Para 1= 3, A3 es isomorfa a D3.

En conclusión, liemos mostrado que las álgebras (le Lie clásicas A/ (1	 1), B1 (1	 2), C1

3) y DI (1	 4) son simples y hemos determinado sus diagrama de Dynkin. Es claro.
a partir de ellos que estas álgebras no son isomorfas. De la sección anterior sabemos que.
en adición a las álgebras de Lie clásicas, hay cinco álgebras de Lie excepcionales: 62, Eh

E6, E7 y E3 cuyos diagrmas de Dynkin ya fueron determinados (secciones 2.3.4 y 3.5): éstas
completan la lista de las álgebras de Lie simples sobre C , salvo isomorfismos.

ifl

C2 y
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Capítulo 4

Algebras de Lie Simples sobre lOs
Complejos y Grupos Simples

Los grupos finitos simples son los bloques fundamentales con los cuales se construyen todos
los grupos finitos Es decir, si se tienen todos los grupos finitos simples es "posible" estudiar
todos los grupos finitos Esto se realiza a través del teorema de Jordan-1151der para
grupos finitos: Para cada grupo finito G existe una sucesión de subgrupos G = Go I> Gi
G2 I> • • • i> Gr.-2 D Gr-1 I> Gr. = 1 tal que cada grupo cociente G,/G;+ 1 es un grupo simple y
esta colección de grupos cocientes simples es única salvo reordenamientos. De aquí se deriva
la importancia de tener clasificados a los grupos finitos simples.

Sabemos que los grupos cíclicos . P de orden primo p son simples. Estos son los únicos
grupos finitos simples abelianos. Galois esencialmente mostró que los grupos alternantes A.
(n > 5) constituyen una familia infinita de grupos finitos simples. La siguiente familia de
grupos finitos simples la forman los grupos clásicos (ver sección 4.2.1). Dickson encontró
familias de grupos simples relacionadas con álgebras de Lie simples de los tipos 02 y E6

sobre el campo de los complejos ([19]). Mathieu en 1861 y 1873 descubrió otros cinco grupos
simples que no encajaban en el esquema general y que vinieron a ser llamados esporádicos.

Lo anterior llevó a pensar que era posible clasificar los grupos finitos simples por la
cercana analogía que existe entre éstos y las álgebras de Lie simples sobre e clasificadas por
Cartan en 1894: cuatro familias infinitas, cinco excepcionales; y los conceptos tales como
solubilidad, nilpotencia, simplicidad se definen de la misma forma en ambos contextos.

En 1955, Chevalley mostró una forma de construir familias infinitas de grupos simples
(grupos de Chevalley) correspondientes a cada una de las álgebras de Lie simples sobre los
complejos. Estas familias contienen a los grupos de Lie complejos conexos simples. Estos
grupos son finitos cuando el campo es campo de Galois y contiene q elementos (ver sección
4.2.5).
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Poco después Steinberg y Ree ([15]) mostraron que los puntos fijos de ciertos automor-
fismos de los grupos de Chevalley finitos dan lugar a más grupos finitos simples llamados
grupos de torsión de Chevalley. Los grupos de Chevalley finitos simples y los grupos de
torsión de Chevalley son los grupos finitos simples de tipo Lie.

Es así como las técnicas de la teoría de Algebras de Lie fueron aplicadas con resultados
impresionantes en el problema de la clasificación de los grupos finitos simples.

La demostración del teorema de clasificación de los grupos finitos simples se concluyó en
1982. En ella se establece que cada grupo finito simple es isomorfo o bien a un grupo de
orden primo, o a un grupo alternante, o a un grupo de tipo Lie o a uno de los 26 grupos
esporádicos.

Este capítulo está dividido en dos secciones. La primera trata sobre grupos de Lie sim-
ples, la correspondencia uno a uno que existe entre grupos de Lie simplemente conexos y
álgebras de Lie semisimples; en particular, tendremos una clasificación de los grupos de Lie
simplemente conexos a partir de la clasificación de las álgebras de Lie simples sobre los com-
plejos. La segunda parte es titulada grupos de tipo Lie aunque únicamente hableremos de
grupos de Chevalley.

El objetivo de este capítulo es mostrar la importancia de la clasificación de las álgebras
de Lie simples sobre los complejos, parte central de esta tesis; es por esto que no se hicieron
demostraciones, pues están fuera del contexto de este trabajo; de hecho, requerirían una
buena cantidad de teoría previa para desarrollar las dos secciones con todo cuidado. En
cada sección se hacen referencia a la bibliografía que se puede consultar para mayor detalle.

4.1. Grupos de Lie Simples

En esta parte del capítulo comentaremos la correspondencia que hay entre álgebras de Lie
semisimples y grupos de Lie, centrándonos en los grupos de Lie simplemente conexos para
que dicha correspondencia sea uno a uno. Esto, aunado a que un subgrupo de Lie conexo A
de un grupo de Lie conexo G es normal si y sólo si el álgebra de Lie A de A es un ideal de g
el álgebra de Lie de G, nos permitirá tener una clasificación de grupos de Lie simplemente
conexos simples a partir de la clasificación de las álgebras de Lie simples sobre los complejos.

•

Para más detalles, consultar [4], [6], [9], [10], [12], [14].



4.1.1. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferencial con estructura de grupo tal que las trans-
formaciones

(x, y) H xy

x

(x, y E G)

(x E O)
•

deGxG—+GyG—)G, respectivamente, son C°°.

Denotaremos a su elemento identidad por e. Dependiendo de que la estructura diferencial
se real ó compleja, G es llamado un grupo de Lie real ó complejo.

Ejemplos:

El espacio euclideano ir es un grupo de Lie con la suma.

La variedad diferencial Gl(n,e ) que consiste de las matrices n x n con entradas en
e , invertibles, es un grupo de Lie con la multiplicación matricial.

El producto de dos grupos de Lie G x H es un grupo de Lie con la estructura de
variedad producto y el producto de grupos (al, Ti )( az, r2) = (cfic2, r2)•

Sean G y H grupos de Lie. so:G-411es un homomorfismo si y es C" y además es un
homomorfismo de grupos. so es isomorfismo si es un isomorfismo en el sentido de grupos y
un difeomorfismo en el de variedades.

Para definir el concepto de subgrupo de Lie necesitamos conocer el de inmersión inyectiva.
Sean M y N variedades diferenciales y y : M —› N uno a uno y de clase 	 Supongamos
que la diferencial dc,o : Tm —+ Tos (Tm y Tv,(m) espacios tangentes de ill y N en los puntos
rn y 9o(m) respectivamente) definida para cada y E Tm como rbp(v)(g) = v(11 o so) con g E C'
en una vecindad de c,o(m) tiene rango máximo, dm E M; entonces (M, y) es una subvariedad
inmersa de N (ver [2], [9], [14]).

Una subvariedad inmersa (H,9) del grupo de Lie G es un subgrupo de Lie si:

H es un grupo de Lie.

T : H G es un homomorfismo de grupos.
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Los teoremas centrales en esta parte del trabajo establecen la existencia de subgrupos de Lie
bajo ciertas condiciones por lo que es necesario especificar a qué nos estaremos refiriendo.

Consideremos dos subgrupos (H, w) y (Hl , (p i ) de G; estos subgrupos son equivalentes si
y sólo si existe un isomorfismo de grupos de Lie a : H —> H1 tal que ;2 1 o a = cp. Esta es
una relación de equivalencia entre los subgrupos de G. Así la unicidad de subgrupos de Lie
significa unicidad en clases de equivalenCia. Cada clase de equivalencia tiene un representante
de la forma (A, i) donde A es un subconjunto de G que es grupo de Lie y con la inclusión
i : A —> G es un subgrupo de Lie.

4.1.2. El Algebra de Lie de un grupo de Lie

Primero recordemos que un campo vectorial X de clase C c." en una. \Tí.' ri ed a d diferencial M es
una función C°° tal que a cada p E M le asigna un vector Xp E Tp (M). El conjunto de todos
los campos vectoriales C°° en M, X(M), es un espacio vectorial. Definimos el producto de
X, Y E X(M) como

[X, Yhi(f) X„,(Y f) — Ym(Xf)

con lo cual X(M) es una álgebra de Lie.

Sean G un grupo de Lie complejo y 19 , r9 las traslaciones izquierda y derecha de g E G
definidas por

19(x) = gx
	 x E G

y 9 (x). xg	 x E G

Un campo vectorial X en G es llamado invariante por la izquierda si para cada g E G
se tiene que

dl9oX=Xol,

Denotaremos por g al conjunto de todos los campos invariantes por la izquierda. g es
un espacio vectorial. De hecho, es una álgebra de Lie con el producto definido para campos
vectoriales. Un aspecto importante es que g es isomorfo al espacio tangente Te (G) por medio
de la función a :	 Te(G), a(X) = X(e) lo que implica que dim g dim G.

Por lo anterior, podemos definir el álgebra de Lie del grupo de Lie G como el álgebra
de Lie g de los campos vectoriales invariantes por la izquierda de G ó equivalentemente como
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el espacio tangente Ge en la identidad. La segunda definición nos da una idea geométrica
sobre el álgebra de Lie de un grupo de Líe. En algunas ocasiones es más conveniente utilizar
este punto de vista.

Ejemplos:

La recta real R es un grupo de Lie con la adición. Los campos vectoriales invariantes
por la izquierda son simplemente los campos vectores {A(dI dr) : A e R}. El producto
de dos cualesquiera de ellos es O.

Para ver esto. notemos que una base para el espacio tangente de una, variedad .11 en
m es

0( f oye 1)
(f)) = T ia„i W( m )

donde (U, y) es un sistema coordenado con funciones coordenadas x r, funciones
coordenadas en Rn y f es una función C“' en una vecindad de ni.

El Grupo General Lineal. Daremos un isomorfismo entre el álgebra de Lie G de Gi(ii, R)
y gl(n, R). Cada elemento v E Rn puede ser considerado como una función C' de
Gl(n. R) en Rn que está dado por v(T) = TM. Entonces, para cada X E g damos la
transformación lineal J(X) en Rn como J(X)v X (e)v . Por lo tanto. J : g	 gl(rt. R)
es un isomorfismo de álgebras de Lie.

El Grupo General Lineal Complejo. gl(n,e ) es un espacio vectorial real de dimensión
2n2 . En forma análoga al inciso anterior se tiene que el álgebra de Lie asociada a
Gl(n, C ) es gl(n, C ).

Si y:G--->lies un homomorfismo, entonces y envía la identidad de G en la identidad de
H por lo que la diferencial rly de y es una transformación lineal entre los espacios tangentes
Te (G) y Te (H), es decir

:G

es una transformación lineal. De hecho. es un homomorfismo de álgebras de Lie.

4.1.3. Grupos de Lie Conexos

teorema fundamental en la teoría de grupos de Lie es el que establece la correspondencia
uno a uno entre subgrupos de Lie conexos de un grupo de Lie y subálgebras de Lie de su

álgebra de Lie.
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Esta correspondencia está dada de la siguiente forma. Si i es la inclusión de II en G
con H subgrupo de Lie de G, se tiene que di e es un homomorfismo de N en Q y como II es
subvariedad de G. di e es uno a uno, así N es una subálgebra de G.

En particular, de este resultado se desprende que a una álgebra de Lie semisimple le
podemos asociar un grupo de Lie conexo pues, a través de la representación adjunta tenemos
que una álgebra de Lie semisimple sobre e es isomorfa a un subálgebra de gl(n,C ) para
un n apropiado.

Algunas subálgebras de gl(n, C ) se obtiene a través de la función exponencial

exp : gl(n. )	 G L(n.(C )

definida como
A•7

eA = I + A + — + • • — + • •
2! 13 •

para A E gl(n,C ). Esta serie converge y algunas de sus propiedades son:

dei e A = e tr a za A

eA+.9 edea si AB = BA

y de considerar un teorema que afirma: Sean A un subgrupo del grupo de Lie GL(n.0 ), A
un subespacio de gl(rt,C ) y U una vecindad del O en gl(n,C ) difeomorfa bajo la función
exponencial a una vecindad V de 1 en GL(n, C ). Supongamos que

exp((T	 -= A (1 V

entonces A con la topología relativa es un subgrupo de Lie de GL(n, e ), A es una subálgebra
de gl(n,C ) y A es el álgebra de Lie de A (ver [14]).

Por ejemplo, sea U una vecindad del O en gl(n, C ) difeomorfa bajo la función exponencial
a la vecindad V de la identidad en GL(n, C ). Supongamos además que si A E U, entonces
/4„4' y —A también están en U y que itraza Al < 27r. Esta vecindad se construye tomando
la vecindad W del O en 0(77..1 ) lo suficientemente pequeña para que la función exponencial
sea un difeomorfismo y la condición de la traza se satisfaga. Así U = PV n 6í7 n wt n -1/1/).
Vamos a suponer además que exp(U n g 1(n, R))GL(n. R) n V.

Si A E .s1(n,	 ) entonces det eA	 1 por lo que e-4 E S L(n.	 ). Recíprocamente. si
det	 = entonces. por la propiedad de exp se sigue que A = ( 2ri)j para j E 7L ; de
esta manera para A E U tenemos que la traza es cero. Esto implica que S L(n. ) es un
subgrupo (le Lie de GL(n, e ) con álgebra de Lie sl(n,C ).

Si A E Un7( rz. C ),.entonces (eA ) t = e•t = e-A de aquí que ( eA reA = e- A cA =	 = I
lo cual implica que eA E O(n. V ). Recíprocamente, supongamos que .4 E U y que e A E
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0(n,C ) n V. Entonces e' = (ea )' = (eA ) e e" de donde —A = A l ya que —A y A'
están en U y la función exponencial es uno a uno en U. Así A EUn 5(n, (G ). De esta forma.
0(n, e ) es un subgrupo de Lie de Gli(n,C ) con álgebra de Lie i(n, e ).

Un teorema muy importante para nuestros propósitos es el que asegura que un subgrupo
de Lie A de un grupo de Lie conexo G es normal si y sólo si el álgebra de Lie. A, de A es un
ideal de Ç.

En el caso de las álgebras de Lie simples sobre e tendríamos que los grupos de Lie
conexos asociados a éstas serían simples y a partir de la clasificación de éstas obtendríamos
una clasificación en los grupos de Lié conexos con la propiedad de ser simples: sin embargo.
el álgebra de Lie no determina al grupo de Lie, es decir, a una álgebra de Lie en general es
posible asociarle más de un grupo -dé Lie y éstos son únicamente isomorfos localmente (ver
[61).

Este problema se soluciona al restringirnos a una clase conveniente de grupos de Lie
conexos.

4.1.4. Grupos de Lie Simplemente Conexos

Primero recordaremos algunas definiciones. Un espacio topológico simplemente conexo es
un espacio conexo cuyo grupo fundamental es el trivial. Una función continua y suprayectiva
7r : X —n Y con X y Y espacios topólógicos se llama una aplicación cubriente si cada punto
y E Y tiene una vecindad V cuya imagen inversa bajo 7r es una unión ajena de conjuntos
abiertos en X y cada uno de éstos es homeomorfo a V bajo 7r. A Y se le denomina espacio
base y a X espacio cubriente.

Si rr :	 Mes una aplicación cubriente y M es una variedad diferencial entonces. S/ es
localmente euclideano, segundo numerable y Hausdorff, además existe una única estructura
diferencial en SI tal que la aplicación 7r es C°°. Para el caso de un grupo de Lie conexo se
tiene que el espacio cubriente universal es un grupo de Lie simplemente conexo y la aplicación
cubriente es un homomorfismo de grupos de Lie. Más aún, la aplicación cubriente induce un
isomorfismo entre las álgebras de Lie respectivas a través de la diferencial.

Un teorema más general nos dice lo siguiente: Si dos grupos de Lie G y .11 simplemente
conexos tienen algebras de Lie isomorfas entonces G y 1-1 son isomorfos (ver H). Así para
álgebras de Lie semisimples le podemos asociar un único grupo de Lie simplemente conexo.
Esta correspondencia uno a uno es la que nos permite tener una clasificación en los grupos
de Lie simplemente conexos a partir de la clasificación de las álgebras de Lie simples sobre
C . Un aspecto muy importante es que estos grupos son simples.
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4.2. Grupos de Tipo Lie

Los grupos de Chevalley son grupos de automorfismos de álgebras de Lie sobre campos
arbitrarios. Algunos de estos grupos son los grupos simples clásicos, descritos en la sección
4.2.1. dando una prueba uniforme para todos los casos. Este procedimiento es descrito en las
secciones 4.2.3 y 4.2.4. Cuando el campo es finito se obtienen grupos de Chevalley finitos,
los cuales son simples. Para más detalle consultar [1], [3].

•

4.2.1. Grupos Clásicos

En esta subsección describiremos los grupos clásicos. Para ello. estaremos considerando un
espacio vectorial V de dimensión u sobre un campo K.

El Grupo Especial Lineal

El grupo de todas las transformaciones lineales invertibles de V en sí mismo es llamado el
grupo general lineal GL,,(K). Las transformaciones de determinante uno forma el subgrupo
normal SL„(K), el grupo especial lineal. El centro Z de GL„(K) está formado por todas,
las transformaciones de la forma T(x) = .Xx para a E K y a � O. El grupo cociente
GLn (K)IZ es el grupo proyectivo general lineal PGL.„(K). El centro de S L„,(K) es el
subgrupo Z (1 si,„(K) y el grupo cociente

PSL,a)-= SL,,(K)IZ n SL,,(K)

es el grupo proyectivo especial lineal.

Los grupos proyectivos especiales lineales son simples para toda n > 2 excepto los grupos
P S L2 (2) y P S L2(3).

El Grupo Simpléctico

En lo que resta de esta subsección, vamos a considerar que V está dotado de un producto
escalar bilineal y no singular. que le asocia a cada par de elementos de V un elemento de. K
Para este caso, supondremos que el producto escalar es antisimétrico, es decir.

(y, .r) = —(x. y)
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para todo x, y e V.

Consideremos ahora el subgrupo de GL,(K) Formado por isometrías. Este grupo es
llamado el grupo simpléctico Sp„(K) y no depende del producto escalar.

El centro Z de Sp„(K) consiste de transformaciones Tx = Ax, donde -=± 1. El grupo
cociente

PSpn(K)= Sp„(K)IZ

es llamado el grupo simpléctico proyectivo.

Los grupos simplécticos proyectivos son simples excepto P S p2 (2), P S p2 (3) y P S p4(2).

El Grupo Ortogonal

Supondremos que K no es de característica 2 y que el producto escalar es simétrico, esto
es

(Y, x ) = (x , Y)

para todo x, y E V. Este producto escalar determina una forma cuadrática f dada por

f (x) = (x,x)

Recíprocamente, la forma cuadrática determina el producto escalar
•

(x,	 (f (x + .Y) f ( x ) — f(y))2. 

(en esta parte se requiere que la característica de K no sea 2). El subgrupo de GL„(K)
formado por isometrías se le denomina grupo ortogonal On (K, f) asociado a la forma
cuadrática f. En este caso, la estructura del grupo depende de f.

El determinante de una transformación ortogonal es + 1 . Las transformaciones ortogonales
de determinante uno forma el subgrupo SO T,(K, f), el grupo ortogonal especial de f. El
centro Z de 0„(K, f) consiste de las transformaciones Tx = Ax donde 1 =± 1. para n > 2 y
Z fl SO„(K. f) es el centro de SO„(K, f). De esta forma. obtenemos los grupos proyectivos

POT, = 0,2 (K, f)/Z

PSO„(K, f) = SO T,(K, f)IZ n SO„(K. f)

Sea 12„(K. f) el subgrupo conmutador de O„(K, f), f2„ (K, f) es un subgrupo de SO„ (K. f).
Definimos el correspondiente grupo proyectivo
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f) = Qn(K, f)/7i n 9,(K, f)

Los grupos Pf2„(K, f) son simples para n > 5. Para n = 4 no siempre es cierto.

El grupo ortogonal sobre un campo de característica dos es definido en forma diferente.
La forma cuadrátrica f(x)-= (x, x) satisface la condición

f( Ax +	 = ,\2 f( x )+ p2 f( y ) +240,0

para todo A. p E K,

Si A = p = 1 tenemos que x, x) = O y que

(y,x), (x, y)

Las transformaciones lineales no singulares en V que satisfacen la condición

f (Tx) = f (x)

forman el grupo ortogonal 0„(k. f) asociado a f. Como

(X, y).-= f(x + y ) - f(x) - f(y)

es claro que

(Tx,Ty)=.- (x, y)

Así cada elemento de 0,(K, f) es una isometría del producto escalar (x, y).

El producto escalar (x y) puede ser escrito en términos de una matriz de rango 2/. Sea
Vo el conjunto de x E V tales que (x,y) O para todo y E V. Entonces V0 es un espacio
vectorial de dimensión d = n —21. d es llamado el defecto de f.

Supongamos que f es tina forma cuadrática no degenerada de defecto O. el subgrupo

conmutador 12,(K, f) es generalmente simple y 0,(K, f) es un subgrupo de Sp„(K).

Los grupos finitos de este tipo quedan determinados por las formas cuadrátricas

f( x ) = rint + x2x_2 + • • + xix_,

f (	 = 1-1 ± X21-2 +...  +	 CYX? ± XIX-1 + CIX11

donde x	 E,	 { e l, e 2, • • • e/,	 ..., e_/} es una base de V y ea' +1+ a es un polinomio
irreducible sobre K GF(q) campo de Galois de q elementos.
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En el caso en que d > O. se puede mostrar que ü,,(K, f) es isomorfo al subgrupo Spv(K)

de transformaciones T que satisfacen

f(n)+f(x ) E f(VO)

Como veremos más adelante, estos grupos clásicos pueden ser interpretados como grupos
de tipo Lie.

4.2.2. Base de Chevalley
•

Sea L una álgebra de Lie simple sobre e con descomposición en espacios raíz

L=HeEL,,,
a E

y ha zt., (1:tí (observación del teorema 3.3.2) ó equivalentemente h a	[xa ,x_ a } para xa E La
y n e, E L_, escogidos en forma adecuada. Definimos el conjunto

A = {ha , a E ‘1.; xa , a e 1,}

(,_,\ es una base de (k). Del teorema 3.3.7 tenemos que A es una base para L. Los elementos
de A cumplen las siguientes relaciones

[Iz et , 110] = O

xo] — 2(a1-3)xa
(a, a)

[xa, x0] = 0

la demostración se encuentra en la sección 3.5.

a, /3 E0

aeá. je szb y

a ecb

a, 3e4). a + 3 (t.

Consideremos ahora los números Na,0 definidos en la sección 3. -1. Algunas propiedades
de éstos aparecen en el teorema 3.4.1 pero nos interesa una en particular.

(4.2.1)

	

= — ( p	 1)q

	

—(p	 1)2
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p y q como en el lema 3.3.4.5

Esta igualdad es una consecuencia de aplicar la identidad de Jacobi 	 y e
interpretar la a-cadena de 13 ([3,pág 52]).

Una pregunta que surge de (4.2.1) es: ¿Podemos escoger vectores raíz x a tales que

Na43

para cada par de raíces a, 13?. La respuesta es afirmativa. Para ver esto, definamos el
automorfismo ir de L como

ir(xa,) = -r-a,

ir(x_a ,) = -.ra,

r(ho,) = -ha,

ir es de orden 2.

Por otro lado, del corolario 2.2.6 sabemos que cada raíz /3 e 41 puede ser expresada como

= at a2 + • • • + ak 	(ai E A)

donde cada suma parcial a l + • • + a,• es una raíz.

,Así Pa h xa21• • • xakl E La es un múltiplo diferente de cero de x0 . Pero la imagen de este
elemento bajo ir es [[-x _01 ,	 x_„,k] el cual es un múltiplo de x_0 ; esto implica
que x0 es enviado por ir a un múltiplo escalar de x_0.

Sea r(xp) = Ax_e. Como ir es de orden 2, r(x_0) = A- l x,i ; de esta forma, r(pzo) =
pAx_a = p 2 A(p -1 x_3) y como 1s posible encontrar p E e tal que p 2 = - A -1 se tiene que

r (lix0) = —r1x-13 Y íthx0, P -1201 = h0.

Escojamos ahora a px0 como el vector raíz en L6 y 1.1 -1 X_J como el vector raíz en L_,3.

Renombrándolos, es decir, .ro y x_.,3 en lugar de ,tus y p —I x_ 3 tenemos

[xa,.r_,3]= hd

ir(x0)=

además

pero

[xa . x,3 ] = Nn.d .ra+ ,3	 a. 3. a + 3 E

r( ra , • 31) =
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y se sigue	 La igualdad (4.2.1) implica que Na. ,3 = 4" (p + 1).

Los elementos {ha , a E :1: x„, a E (I)} tales que

[ha ,	 O

[h., x,3] = 2(11•	 13) Ti3(a,a)

[ro , x_,,,] -= ha

[x„, 0 ] = O

x0 1 =it (p + 1)

forman una base para L llamada base de.Chevalley.

a +	 (13.

a + /3 E (I)

Esta base es relativa a la subálgebra de Cartan, por lo que una álgebra de Lie simple
tiene diferentes bases de Chevalley.

Los enteros No,0 son llamados constantes de estructura.

4.2.3. Grupos de Chevalley

Sea L una álgebra de Lie simple sobre e con base de Chevalley

a E z; .r a , a E 4,}

Denotaremos por Lz el subconjunto de L cuyos elementos son combinaciones lineales con
cóeficientes en	 Lz es un subgrupo aditivo y por la bilinealidad del bracket se tiene que
es una álgebra de Lie sobre 2Z .

Consideremos ahora el producto tensor al de un campo arbitrario K y Lz (ver la sección
1.3)

Lh- = K Lz

L k es un grupo abeliano aditivo. Cada elemento de L h- puede ser escrito como

E 4(1 ha)+

t'EA
Pa( 1 Ü x.)
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donde ' E es el uno de K y A„, p, E K. Escribimos

h, lk ha	 xa = l k xe

L E es un espacio vectorial sobre K con base

a E -5; Ea, o E t}

Definimos un producto en L E como

(1 K x, lE 0 yj =	 0 rxy]

para x, y elementos de la base de Chevalley de L, con lo cual L A- es una álgebra de Lie sobre

Las constantes de multiplicación de L K (equivalentes a Na ,A3 en la sección anterior) son
elementos de K.

A continuación estudiaremos los automorfismos de LE en términos de automorfismos de
Para esto, recordemos que

cka (e) = exp(e nd xa)

es un automorfismo de L (ver la sección 1.4) que al aplicarlo a la base de Chevalley obtenemos

0a(c)•x, =

q5„(e).x, = x_a the, — €2x„

1,„(6).h„ 	— 2exa

y para a, 23 linealmente independientes

0,(6)•ho = h 13	
2(l3. a)

cx,
(0, 0)

cs.(6).x, = E M..3.ifix..+3
i=r0

donde

, ,
—JV cr.13 1V a.a+d-	 Ara.(i— jati
a.

y q como en el lema 13.4.
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Así, si .4 0,W es la matriz que representa a oa (€) con respecto a la base de Chevalley,
las entradas de .4,(€) son de la forma ac i con a E 7L e i > O. 	 Para t E K obtenemos la
matriz .-4,(t) reemplazando cada ac i por Fit i E K con fi elemento del campo primo de K
correspondiente a a E ZZ . De esta forma, tenemos un automorfismo (50 (6) de L K.

Para abraviar notación escribiremos ha por h a , .ra por .1,, oa (c) por ,;,(c) y .1,,( por

41n(1).

Definimos el grupo de Chevalley de tipo L sobre el campo K corno el grupo (le
automorfismos del álgebra de Le L E generado por ocr (t) para a E	 t E K. Lo denotaremos
por L( K).

El grupo de Chevalley es independiente de la elección de la base de Chevalley, es decir.
el grupo L(K) está determinado salvb'. isomorfismos por el álgebra de Lie simple sobre 1; y:
el campo K. Esto se debe a que L determina a et. salvo isomorfismos (apéndice A) y a la
existencia de un automorfismo de L que transforma a una base de (I) en otra (teorema 3.4.3).

Un ejemplo de grupos de Chevalley son A 1 (K) correspondientes al álgebra simple 81(2.17 ).

Una base de Chevalley para esta álgebra

( O 1 \	 o

Xa =	 O. p,/'	
=

( 1 0/'	

( 01. .~?

Efectuando las operaciones correspondientes tenemos

[ha ,	 = 2xa ,	 [h,x_a]=--	 [xa, x	 = ha

Los automorfismos de sl(2, C ) son

(c).x = exp(€ ad x a ).x = exp(c.ra.x.[exp(fra)]'

(b_a (c).x = exp(E ad x_a ).x = exp(cx_cy.x.[exp(ex,)]-1

por lo que. el grupo de Chevalley de L E está generado por pa (t) y X._,,(t); t E K. Nótese
que el álgebra L E es isomorfa al álgebra 81(2,C ).

Por otro lado

	

I 9exp(t.ra )	 ( o

1 O )
exp(tx_„)

y estas matrices generan a 5L2 (K) (ver [3.pág. SI]) para t E K.
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Esto nos permite establecer un isomorfismo de

SL 2 (K) —1.41(K)

tal que rn E 8L 2 (K) es enviado al automorfismo --> rnxin -1 de L h . Claramente

•

ot	 I` a ( t

(1 0)
o-,(t)

Lo anterior implica que A i (K) . es isomorfo a PSL 2 (K) el cual es simple excepto para
K = 2 ó K = 3.

4.2.4. La Simplicidad de los Grupos de Chevalley

J. Tits introdujo el concepto de par —(B,N) para estudiar una clase de grupos en los cuales
se encuentran los grupos de Chevalley.

,
Dos subgrupos B, IV de un grupo G es llamado un par — (B,N) si satisfacen

G es generado por B y N.

B n N es un subgrupo normal de N.

El grupo W = N/B n ./V es generado por un conjun de elemento 	 i E I, tales
que tu? = 1.

Si ni E N es enviado a wi por el homomorfismo natural de IV en W entonces

Bni B.BnB C BninB u BnB

donde a es un elemento de :V

5.- Para n i como en (4), se cumple que

� 8

I.Tn grupo de Chevalley G = L(K) tiene un par — (B, N). Para demostrar este resultado se
contruyen los grupos B y N, verificándose que se cumplan los axiomas anteriores.

r	
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B es el subgrupo UH de G. donde U es el subgrupo de O generado por los elementos
0,„(t) con a E (1) ± ytEK. H es el subgrupo de G generado por los automorfismos h,„(A)
definidos corno

h«(A) S«i\o 	
o	

A � OEK

es el homomorfismo de SL2 (E) en el subgrupo generado por c« (t) y _„(1) para toda
t E E.

N es el subgrupo de O generado por II y los elementos

(

	

net _ j.	 O 1

	

—1"-	 — Si O
Va E (I) .

Cuando K es algebraicamente cerrado B es llamado subgrupo de Borel de 0. Si K
G es un grupo de Lie semisimple (su álgebra de Lie es semisimple, ver sección 4.1.2) v B es
precisamente el máximo grupo soluble conexo de G (ver {31).

Existe un homomorfismo de N en TI' (grupo de Weyl) con kernel fl tal que an
a E1. Así, H es normal en N y IV es isomorfo a N/H ([3], pág. 102). De esta forma, el
grupo W del axioma 3 es precisamente el grupo de Weyl 1 ,V pues Bn N = H.

Un criterio de simplicidad de un grupo con un par - (B, N) establece que si las siguientes
condiciones se cumplen:

G G'; G' es el subgrupo conmutador de G.

B es soluble.

ng eGgBg—' 1

El conjunto 1 no puede ser dividido en dos subconjuntos J, K con J O y J n IC � 0
tales que wi conmuta con wk para todo j E J y k. E K.

entonces G es simple.

De la aplicación de este criterio se sigue que si L es una álgebra de Lie simple sobre 0.7 y
E es un campo arbitrario, entonces los grupos de Chevalley G L(K) son simples excepto
para A 1 (2). A/ (3), B2 (2) y 02(2).

.1 1 (2) tiene orden seis y es isomorfo al grupo simétrico 53. Á/ ( :.5) tiene orden 12 y es
isomorfo al grupo alternante A4. B2 (2) tiene orden 720 y es isomorfo al grupo simétrico S6.
02 (2) es orden 12096 y tiene un subgrupo simple de índice 2.
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4.2.5. Grupos Finitos Simples de tipo Lie

Hasta aquí liemos vistos que los grupos de Chevalley son simples salvo algunas excepciones y
que estos grupos corresponden a cada una de las álgebras de Lie simples sobre los complejos.

Ahora daremos una breve descripción de estos grupos.

En la sección 3.6 analizamos las álgebras de Lie clásicas en términos matriciales v dimos
una bases para H y los espacios raíz. A través de un automorfismo adecuado podemos
convertir esta base en una base de Chevalley. Por ejemplo. para A l el automorfismo r(E, 3 ) =

produce una base de Chevalley.

De esta forma, para L álgebra de Lie simple de tipo A 1 , B1 , Ci ó D I y G = L(K) el grupo
de Chevalley correspondiente, definimos el grupo de matrices G generado por los elementos
exp(txa) para todaaE(DytEK.

De la igualdad
exp(t ad x a ).x exp(txa).x.exp-1(tra)

Vx E LK, tenemos un homomorfismo a de O en G = L(K) tal que

exp(txa ) 174 exp(t ad xa)

El kernel de a es el centro Z de O, por lo que G ülZ.

Esto nos permite tener el siguiente resultado:

A,(K) es isomorfo al grupo lineal PSL1+1(K).

13,(E) es isomorfo al grupo ortogonal P 921+I( K, fa), donde fa es la forma cuadrática

2xo -r XIX-1 X2X-2 + • • • + X/X_/

'Ci (K) es isomorfo al grupo simpléctico PSp2i( K ).

D I (K) es isomorfo al grupo ortogonal Pf1 21 (K, fp) donde fp es la forma cuadrática

x i x_ 1 + 12X-2 ± • • • + X/X—/

En el caso en que K es el campo de Galois any) con q elementos, O es un grupo de
transformaciones lineales no singulares de un espacio sobre un campo finito por lo que G es
un grupo finito.
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Apéndice A

Teoremas de Conjugación

En la sección 3.3 probamos que una álgebra de Lie semisimple L y una subálgebra toral
,

maximal H de L determinan un sistema de ralees 1; pero si H' es otra subálgebra toral
maximal de L, ¿Es posible que le corresponda un sistema de raíces 4 ,1 diferente de lb?.

Para mostrar que L determina a 4) (salvo isomorfismos). será suficiente demostrar que
automorfismoy H' son conjugadas bajo Aut L, es decir, que existe un utomorfismo a de L tal que

a(H) = H'.

Primero se revisarán algunos conceptos y lemas que utilizaremos en la segunda parte del
ápendice para probar el teorema de conjugación, en los cuales L denotará una álgebra de Lie
sobre un campo algebraicamente cerrado F.

A.1. S ubálgebras de Cartan

De álgebra lineal tenemos que si t E End(V) (V espacio vectorial finito dimensional), en-
tonces V es la suma directa de los subespacios Va = ker(t — a.1) m , donde a es raíz del
polinomio característico de t y m su multiplicidad, Va es invariante bajo t. En particular. si
t	 x, x E L, se sigue que L = Eacp- La (ad x) = Lo(ad x) e Lo(ad x) para Lo(ad .r)
igual a la suma de todos los La (ad x) con a O. Más general, si K es una subálgebra de L
invariante bajo ad x. K = Ko(ad	 K.,(ad .c).

Algo que no es difícil de probar es que Lo(ad x) es una subálgebra de L y que cada
elemento de La (ad x) es ad-nilpotente. A esta subálgebra se le llama subálgebra de Engel.

A continuación daremos dos lemas cuya demostración se encuentra en [7].

Lema A.1.1: Sea K una subálgebra de L. Escogemos z E K tal que- Lo(ad- :-,)



es minimal en la colección Wad x), x E K. Supongamos que K C Lo(ad z), entonces
Lo(ad z) C Lo(ad x) para todo x E K.

Lema A.1.2: Si K es una subálgebra de L que contiene una subálgebra de Engel,
entonces :VI (K) = K. En particular, las subálgebras de Engel son iguales a su normalizador.

Con lo anterior, estamos en posibilidad de analizar la estructura y el papel que de-
sempeñan las subálgebras de Cartan en las álgebras de Lie semisimples. Empezaremos con
la definición: diremos que una subálgebra de L es de Cartan si es nilpotente y además
es igual a su normalizador, esto lo abraviaremos por SAC. Esta definición no garantiza e-
xistencia. Sin embargo, si L, es semisimple es claro que una subálgebra toral maximal es
una subálgebra de Cartan pues ésta es abeliana y ArL (H) = H porque L = H + Eacd, La y
[1-I La] = La para a E 1.

Ahora vamos a probar que efectivamente las SAC existen para una álgebra de Lie arbi-
traria.

Teorema A.1.3: Sea H una subálgebra de una álgebra de Lie L, H es una SAC de
L si y sólo si H es una subálgebra minimal de Engel.

Dem.- Primero supondremos que H = Lo(ad z) es una subálgebra de Engel; por el lema
A.1.2 H es igual a su normalizador. Además, H no tiene una subálgebra de Engel contenida
propiamente; aplicando el lema A.1.1, H Lo(ad z) C Lo(ad x) Vx E H por lo que adyx
es nilpotente Vx E H, es decir; H es nilpotente. Por lo tanto H es una SAC.

Recíprocamente, sea H una SAC de L. Como H es nilpotente, H C Lo(ad x) Vx E H.

Mostraremos que la igualdad se cumple para algún x. Supongamos lo contrario. Tomemos
Lo(ad z) z E H, lo mas pequeño posible. Aplicando de nuevo el lema A.1.1 tenemos que
Lo(ad z) C Lo(ad x) Vx E H. Esto significa que en la representación de H inducida en
el espacio vectorial Lo(ad z)/ H.. el cual es distinto de cero, cada x E H actúa como un
endomorfismo nilpotente; se sigue de la proposición 1.5.2 la existencia de y (y O H) tal que
[Hy] C H. Esto contradice la hipótesis de que H es igual a su normalizador. q

Corolario A.1.4: Sea L semisimple. Entonces las SAC de L son precisamente las
subálgebras torales maximales de L.

Dem.- Sea H una SAC. Si x =	 + x„ es la descomposición de .lordan de x en b:
entonces Lo(ad .r 5 ) C Lo(ad x). En efecto, si para alguna potencia de ad x 5 , y es enviado
al cero, se tiene que para esa misma potencia ad x es cero pues, ad x„ es nilpotente . y

conmuta con ad x,. Notemos que-para x E L semisimple, Lo(ad x) = CL (x) ya que ad x es
diagonalizable. Por el teorema A.1.3, H es una subálgebra minimal de Engel, H = Lo(ad
y . de las observaciones anteriores se sigue que H = Lo(ad .r,) = CL (x s ). Pero CL(x.,)

96



contiene una subálgebra toral maximal de L (este resultado se obtiene aplicando la definición
de centralizador y del hecho de que una subálgebra toral maximal es abeliana) la cual es
una SAC . de donde H es una subálgebra toral maximal puesto que H. no contiene SAC
contenidas propiamente en ella. q

De esta demostración concluimos que cada subálgebra toral maximal de una álgebra de
Lie semisimple tiene la forma CL (s) para algún elemento semisimple s. A s le llamamos
regular semisimple.

Las subálgebras de Cartan se preservan bajo epimorfismos. Es decir, si ó : L —> L' es un
epimorfismo de álgebras de Lie y H es SAC de L se tiene que 6(H) es SAC de L' ó si H' es
SAC de L' y K = 6- 1 (H), entonces cualquier SAC H de K es SAC de L.

A.2. Teoremas de Conjugación

En esta sección vamos a probar que todas las subálgebras de CartaNde L son conjugadas bajo
el grup¿nut L (el grupo generado por los automorfismos exp ad x, x E L ad-nilpotente).
Para el casa en que L es semisimple, esto implica que todas las subálgebras torales maximales
son conjugadas, por lo que L determina un único sistema de raíces salvo isomorfismos. La
idea de la demostración será probarlo primero para el caso en que L es soluble y después
pasaremos al caso en que L es semisimple. Pero antes veamos algunas definiciones y lemas
auxiliares.

Diremos que x E L es fuertemente ad-nilpotente si existe y E L y algún eigenvalor
a	 O de ad y tal que x E La (ad y). Esto obliga a que x sea ad-nilpotente. Denotaremos
por .V(L) el conjunto de todos los elementos de L que son fuertemente ad-nilpotentes y por
5.(L) el subgrupo de bit L generado por todos los exp ad r. x EsV(L).

Si K es una subálgebra de L. definimos el conjunto E(L; A') de 5(L) formado por exp n(42.-
.r EA7(1%.1. Es claro que E.(L; K) es subgrupo de 5(L). Así 5(K) se obtiene al tomar la
restricción de 5(L; K) a K, Observemos que si o : L	 L' es un epimorfismo y y E L.
entonces o(La (ad y)). ta (ad 6(y)); de donde ó(X(L))

Lema A.2.1: Sea : L --> L' un epimorfismo. Si ci E 5(L'), entonces existe a E 5(L)
tal que el siguiente diagrama conmuta
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L 	  L'

L L' 

Dem.- Será suficiente probarlo. para el caso en que a' = exp	 .r' E .,V(L'). De
la observación anterior tenemos que existe x E :V(L) tal que x' = á(x).	 Sea z E L, (y5 o
exp adL x)(z)= 0(z-Kx..1-Ei[x[x.:]1-4-- • •) = ck(z)+[xig5(z)1+1[xlx5(.-.;)11+• • • = (exp adurio
0)(z). En otras palabras, el diagrama conmuta. q

Ahora pasemos al teorema de conjugación para el caso soluble.

Teorema A.2.2: Sea L soluble y 111 , fI2 subálgebras de Cartan de L. Entonces Hl

y 112 son conjugadas bajo E(L).

Dem.- Si L es nilpotente y H SAC se sigue de la definición de nilpotencia que H L
por lo que se tiene el teorema.

Supongamos que L no es nilpotente. La demostración se hará por inducción sobre dim L.
Si dim L = 1, es claro. Como L es soluble, L posee ideales abelianos distintos de cero (por
ejemplo el último término diferente de cero de la sucesión de ideales L (0 ); sea A el grupo
abeliano de más pequeña dimensión. Consideremos ahora el álgebra cociente L' = L/A y el
morfismo canónico 0: L	 L/A tal que x 1—> x'. Así Hl' y Hz son SAC de L'. Por hipótesis
de inducción, existe a' EE(L') tal que al (HO = H. Por el lema A.2.1 podemos encontrar
a E£(L) tal que a transforma a la imagen inversa K1 =	 (Ha en 1C2	<6- 1 (H2'). Ahora,
H2 y a(Hi ) son SAC del álgebra K2. SiK2 es más pequeña que L, la hipótesis de inducción
nos permite encontrar r' E E(K2 ) tal que r ia(H1 ) = 112 ; pero £(1C2 ) está formado por la
restricción a K2 de los elementos de 6(L: K 2 ) C 5(L), esto implica que ro-{111 )	 112 para
7- E 5(L) y rik2	r'.

Supongamos que L = «2 = a(Ki ), así Ki = «2 y L = 1/2 + .4 = H, + A. Construiremos
en este caso un automorfismo explícito de L. Del teorema A.1.3 tenemos que H2 es de la
forma Lo(ad x) para algún .r E L. Como A es invariante bajo ad .r (A es ideal) se sigue que
A = .40 (ad .r)EDA.(ad .r) y cada sumando es invariante bajo L = // 2 +.4. Por la minimalidad
de A, A = Ao(ad x) ó A =	 .r). El primer caso es imposible pues, esto implicaría que
A C H2, es decir. L = 112 , contradiciendo la hipótesis de que L no es nilpotente. 	 De esta
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manera A = fl.(ad x) de donde A = L.(ad x).

De L = Hl + A, podemos escribir x = y + z. y E H1 ,	 E L.(ad .r). Por otro lado.
z = [x.z1 z' E L.(ad x) ya que ad .r es invertible en L.(ad x).	 Como .4 es abeliano,
(ad 2') 2 = O , por lo que exp ad z' = 1 L + ad z'; aplicado a x. esto produce x — z = y. En
particular, II = Lo(ad y) deberá ser una SAC de L. Además y E H1, de donde Hl c
equivalentemente H = Hl . Así Hl es conjugada a H2 vía exp ad z'.

Falta únicamente probar que exp ad z' E 8(4 z' puede ser expresado como la suma de
ciertos elementos zi fuertemente ad-nilpotentes de A, pero éstos conmutan (A es abeliano),
por lo que exp ad = E, exp ad zi E 8(4 q

•
Para pasar al caso semisimple vamos a utilizar el concepto de subálgebra de Borel

de una álgebra de Lie L, definida como la máxima subálgebra soluble de L. Mostraremos
que dos subálgebras de Borel de L son conjugadas bajo EP y aplicando el teorema A.2.2
tendremos que todas las subálgebras de Cartan de L serán conjugadas.

Lema A.2.3: Si B es una subálgebra de Borel de L, entonces B = NL(B).

Dem.- Sea x E NL (B), entonces B Fx es una subálgebra de L soluble, pues (.13 +
Fx, B + Ex) C B, de donde x E B por maximafidad de B. q

De aquí en adelante L será semisimple. Sea H una SAC, el sistema de raíces de L
relativo a H. Fijemos una base A y consideremos las subálgebras B(S) H + a>-0 La,

N(A) = Ea>.0 L,. N(A) es nilpótente. En efecto, si x E Lo (a	 O), entonces adripx

[xL0] C La+0 9 »- O, lo cual muestra que los endomorfismos ad x son nilpotentes. De lo
anterior se sigue que B(A) es soluble. Ahora probaremos que B(S) es una subálgebra de
Borel. Sea K una subálgebra de ktal que B([.\) está contenida propiamente en K. así A'
contiene algún Lc, para a O y como K es invariante bajo ad H. tenemos que K contiene
una subálgebra isomorfa al álgebra simple 81(2,F). Por lo tanto, K no puede ser soluble.

Lema A.2.4: Sea H SAC y (I) un sistema de raíceS de L. Para cada base C 4), 13( —\)
es una subálgebra de Borel de L (llamada estándar relativa a N). Todas las subálgebras de
bocel estándar de L relativas a H son conjugadas bajo E(L).

Dem.- Unicamente el segundo enunciado falta probar. Como se vió en la sección 3.1. las
reflexiones a-or que actúan en H pueden ser extendidas a un automorfismo 7-, de L, el cual
por construcción está en 8(L). Es claro que este automorfismo envía a B(_\) en B(a.,_\).
Usando el hecho de que el grupo de Weyl está generado por reflexiones, vemos que 8(L)
actúa transitivamente en las subálgebrCestándar de Borel relativas a H. q

Teorema A.2.5: Las subálgebras de Borel de L ;on conjugadas bajo 8(L).
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Dem.- La demostración se hará por inducción sobre dim L. Si dim L = l es claro.
Asumiremos que B es una subálgebra de Borel estándar relativa a alguna SAC. Tenemos EiNsAARDn n. "'Dé
que mostrar que alguna otra subálgebra de Borel E' está conjugada a B bajo 5(4 Si	 Eg

n I
B n B' =	 no hay nada que probar, pues esto obliga a que B = E'. Por lo que podemos	 '

Ab„
usar una segunda inducción en dim B n B' (hacia abajo), es decir, supondremos que si la
dim B n B' es mayor que uno, existe r E 5(L) tal que r(B') = B. Consideremos el caso en
que B n B' está contenido propiamente en B y en 8'.

(1) Primero supongamos que B fl B' 0. Podemos distinguir dos casos:

Caso (i): El conjunto N' de elementos nilpotentes de B n B' es diferente de cero.

Afirmación: N' es un ideal de E fl E'. En efecto, si x E /3 n B' y y E N' entonces
[xy] E [B n B', B n B'] pero, [B n B', B fl if] consiste de elementos nilpotentes (en general,
si L es soluble entonces ILLI es nilpotente. La demostración se sigue de analizar las matrices
[ad Bn B', ad Bn B']). Claramente N' es un subespacio, por lo que se obtiene la afirmación.
N' no es un ideal de L por lo que su norrnalizador K es una subálgebra propia de L.

Mostraremos que E n E' está contenida propiamente enBnK y En K. Fijémonos en
la acción de N' en B1(13 n B') inducida por ad. Para cada x E N' ad x es nilpotente en
este espacio vectorial, así por la proposición 1.5.2 existe un vector y + (B n B')# O tal que
[vil E B n B'. Pero [xy] E [BE] por lo que es nilpotente: esto obliga a que [xy] E N' ó
y E NB (1Y 1 ). B n K. En forma análoga se prueba que B n B' está contenida propiamente
en B' n K.

Por otro lado, EnKyB'n1( son subálgebras solubles de K. Sean C y C' subálgebras
de Borel de K contenidas en BnK y B' n K respectivamente (fig. A.2.1). Como K L,
por hipótesis de inducción existe cr E E(L; K) C E(L) tal que cr(C') = C. Como B n B' es
una subálgebra propia (diferente de cero) tanto de C como de C', se tiene que B fl B' C
BnC = B nc r(C') y de la segundatipótesis de inducción existe r E E(L) tal que r cr(C) C B.
Finalmente, B n ra(B') j ro-(C1 ) fl ra(B') D	 n K) ra(B n B'), por lo que la
primera intersección es de dimensión mayor que la dimensión de B n B'. De nuevo, de la
segunda hipótesis de inducción, vemos que B es conjugada a ro-(132 bajo E(L), con lo cual
el caso (i) está probado.

Caso(ii): B n E' no tiene elementos nilpotentes distintos de cero.

Notemos que toda subálgebra de Borel de L contiene las partes semisimples y nilpotentes
de sus elementos (se sigue de la proposición 1.6.1(3) y del lema A.2.3); esto implica que
Bn B' = T es una subálgebra toral. Como B es una subálgebra de Borel estándar. B = B(:.\)
yE=H+N para N = N(A). Puesto que [BE] = N y TnN=0 se tiene que NB (T) =
CB (T). Sea C una SAC de CB (T); en particular, C es nilpotente y T C NcD(T) (C) = C.
La identidad de .Jacohi muestra que algún elemento que normaliza a C centraliza a T. de
donde .NB (C) ArcB m(C) = C. De esta manera C es una SAC de B (la cual inclu ye a T).
Sabemos del teorema A.2.2 que Ces conjugada bajo E( B) (de aquí que bajo 5(L)) a H, por
lo que podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que T C H.
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Supongamos que T = H. Evidentemente Hl B', así B' deberá contener al menos un Lo
(a < O relativo a ). Aplicando el automorfismo ra (ver demostración del lema A.2.4) a B',
producirá tina subálgebra de Borel B" cuya intersección con B contiene a H + L a ; así la
segunda hipótesis de inducción muestra que B" es conjugada a 8, con lo cual liemos probado
que el teorema se cumple para este caso.

Ahora supongamos que T está contenida propiamente en II . Tenemos que B' centraliza
a T ó no. Supongamos que B' C CL (T). Como dim CL (T) < dim L (T O y Z(L) = O) y

C CL (T) podemos encontrar una subálgebra de Borel 8" de CL (T) tal que H C B"; de
la primera hipótesis de inducción existe u E E(L: CL (T)) C(L) tal que envía B' en E". En
particular, B" es una subálgebra de Borel de L que contiene a H v por la segunda hipótesis
de inducción es conjugada a B bajo £(L).

Consideremos ahora la situación -en que B	 CL (T). Esto nos permite encontrar un
eigenvector común x E B' para acl. T, (recordemos que T C PI) y un elemento 1 E T para.
el cual [tx] = ax con a racional y positivo. Definimos S = H + E L, con a E (I) tal que
a(t) es racional y positivo. 8 es una subálgebra de L y x E 8. Más aún, S es soluble (ver
demostración del lema A2.4). Sea 13" una subálgebra de Borel de L que incluye a S, así
B" n 13' D T + Fx T = B' n B por lo que dim B" n B' > dimB n B Similarmente
B"nB D kW, es decir, dim B"nB > dim Bn13 1. La segunda hipótesis de inducción aplicada
a esta Ultima desigualdad muestra que 13" es conjugada a B y de la primera desigualdad
tenemos que B" es conjugada a B'. Por lo tanto, B es conjugada a B'. De esta manera, ya
está probado el caso en que B n 13' O

L

C'

B n K 	 B n

B n B'

Fig. A.2.1

(2) Consideremos ahora que sucede si B n	 = O. Esto obliga a que dim L >
dim B dim B'; corno B es estándar, sabemos que dim B > z dim L. así 13' deberá tener
dimensión menor. De manera más precisa. Sea T una subálgebra toral maximal de B'.
Si T = O. entonces 13' consiste de elementos nilpotentes y por el teorema de Engel B' es
nilpotente; por otro lado, como B' es de Borel se tiene que es igual, a su normalizador. así B'
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es SAC. Pero esto es abusdo pues todas las SAC de L son torales. De donde T 5A- O. Si Ho es
una subálgebra toral maximal de L que contiene a T, entonces B' tiene intersección diferente
de cero con alguna subálgebra de Borel estándar B" relativa a Ho. Por la primera parte de la
prueba tenemos que 8' es conjugada a B" , así dimB' = dim B" > z dim L, contradiciendo
el hecho de que B' tiene dimensión menor a i dim L. q

Corolario A.2.6: Las subálgebras de Cartan de L son conjugadas bajo 5(L).

Dem.- Sean H, H' dos SAC de L. Como H y H' son nilpotentes. se encuentran en
alguna subálgebra de Borel, digamos B y 8' respectivamente. Por el teorema anterior,
existe a E S(L) tal que a(B)	 B'. Así a(H) y H' son SAC del álgebra soluble B' por lo
que, gracias al teorema A.2.2, existe r' E ¿(B') para el cual r' cr(H) = H'. Pero r' es la
restricción a E' de algún r E E(L; B') C 8(L), de donde ra(H) = H', ro- E 8(L).
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