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INTRODUCCION

Para construir un modelo no estédndar, utilizamos la teoria
de Filtros y Ultrafiltros, cuyas definiciones varian en algunos
- libros y publicaciones.

Aquil se pretende ver los conceptos a partir de una teoria mas
séncilla como es el Algebra booleana.

Eh el <capitulo I se hace 1la presentacidén de 1las
estructuras booleanas, come &algebras y anillos, las cuales son

basicas para definir en el capitulo II los homomorfismos e ideales

booleanos.

At

En el capitulo II definimos los Filtros y Ultrafiltros como
duales de ideales booleanos, comparamos estas definiciones con
otras que se dan en libros y publicaciones, ademds de otras
caracterizaciones, y probamos la equivalencia entre ellas.

En el capitule III se hace 1la ﬁresentacién de un modelo de
anialisis no estadndar, es un quelo que combina la teoria de

modelos y la teoria axiomdtica de conjuntos.

En el capitulo IV se presenta la solucidn de un problema que
permanecid abierto por mucho tiempo y cuya solucidén se dié por

medic del andlisis no estandar.



I.- ESTRUCTURAS BOOLEANAS

En este capitulo se hace la presentacidén de estructuras’
booleanas, como son anillos y algebras booleanas, después de haber
recordado algunas propiedades conjuntistas presentdndolas como

nuestro primer ejemplo de algebra booleana.

N Ademas del ejemplo conocido del &lgebra proposicional, aqui
presento otro ejemplo diferente e importanfe, el de los conjuntos
regulares abiertos; se demuestra que la. clase de todos los
conjuntos regulares abiertos de un espacio topolégico arbitrario
no vacio es un algebra booleana.

Esta presentacién de estructuras booleanas nos sirve

para comprender definiciones que se dan en el capitulo IT,

I.1 ANILLOS BOOLEANOS

Definicidén: Un anillo booleano es un anillo con unitario en

el cual cada elemento es idempotente, es decir p%= P-




Ejemplos:

i) Un ejemplo trivial de anillo booleano es el anillo de los ente -
rbs mdédulo 2.
ii) otro ejemplo no tan trivial es el conjuntolzx de todas las
funciones de un conjunto arbitrario no vacio X en un anillo
isomorfo al de los enteros médulo 2; al cual lo simbolizaremos por
Rz. Los elementos de 2* seran llamados funciones en X, 2-valuadas.
Los elementos distinguidos y operaciones en 2* son definidos asi:

0(x)=0 y 1(x)=1 para cada X en X.
Si p vy 9 son funcicenes 2-valuadas en X, entonces las funciones
p+d, pg son definidas por: (p+q) (X)= p{x)+q(x) (1)

(pa) (x}= p(X)q(X)

Es necesario afirmar que sea x#0 para garantizar que 0 y 1

son distintos.

iii) Sea A el conjunto de todos los elementos idempotentes en un
anillo conmutative R c¢on unitario, con adiéién definida como una
nueva suma de p y q en A:p*g= p+q-2pqd.

Los elementos distinguidos de A, son los de R, ¥ la multiplicacién

en A es Jjustamente la multiplicacién en R restringida a los

elementos de A.

(A,+,.) es un anillo booleano.

Demostracidn:
- Con la suma:
p*g= p+g-2pqg por definicidn de operaciodn.

' 'Aqui las operacliones de la parte derecha, se refleren a las de S

-



Cerradura: (p¥*q) 2= P*q

P.D. (p+g-2pq)°’= p+q-2pq

2_ .2 2 2 2 2 2
(p+tg—-2pq) = p +pg-2p qtpg+q -2pq -2p g-2pqg +4pg
p+pg-2pg+pg+q-2pg-2pq-2pg+4pqg (por idempotencia)

I}

= p+q+6pg-8pq A

p+a-2pgq

Elemento neutro:
IxelA, YVpeld prtx =Dp.
Demostracién:

Probaremos que tal elemento es x = 0.

]

p*0 = p+0-2p0

= p—o

=p R '

Elementos inversos:

Para cada pe A, 3y e A tal que p*y=0.

El candidato propuesto es y =p. A continuacién probamos que
réﬁne los requisitos:

p*p = p+p-2pp (Por definicidn de la operacidn)

p+p-2p (Por idempotencia)

i 2p-2p

=0

Cada elemento es su propio inverso,




Asociatividad: vp,d,r € A, p*(g*r)= (p*q)*r.

1

p*(gq*r) pP*(q+r-2qr)

p+tg+r-2qr-2p (g+r-24qr)

ptqtr=-2qr-2pg-2pr+4pqr

(p*q) *r = (p+g-2pq)*r

p+g-2pg+r-2 (p+q-2pq}r

i

p+q-2pg+r=2r {p+q-2pq)

pHgq+r-2pgq—-2rp-2rg+4rpg

= p+g+r-2qr-2pg-2pr+4pdqr

~ p*(g¥*r) = (p*q)*f
Conmutatividad: Se hereda de la conmutatividad de R.
- Con el producto:

Cerradura: V p,q € A, pq € A.

(pq)2= p2q2 (Por ser R conmutativo)

= pq - (Por ser p y q elementos de A)

Asociatividad: Se hereda de la estructura de R.




pistributividad: V a,b,c € A, a(b*c)= ab¥*ac.
a{b*c)= a(b+c-2bc)

=ab+ac—-2abc

ab*ac= ab+ac-2abac
= ab+ac—2a2bc

= abtac-2abc

» a(b*c)= ab*ac

Hasta aqui nuestros ejemplos de anillo booleano.

La idempotencia en la definicidén de anillo booleano tiene

gran influencia en su estructura. Dos de estas concecuencias son:

1) Todo anillo booleanoc es conmutativo.

2) Todo anillo booleano tiene caracteristica 2 (i.e. p+p=0 ¥ p € A)

Demostracion:
Lema: pq = —-gp
Demostracidn:
(p+q)*= p°+pg+ap+q’

Por idempotencia tenemos que (p+q)2= p+q, por lo que:

p+pgtgp+as = p+g
p+pg+gptq = pig
(ptg) +pq+gp = p+q

o

pa-+qp

Pq = —dp =




Por el lema, si p=gq, tenemos que: gq= -gqg
2 2
qd= —q

a= -q

Por lo que pqg = -gp = gp, 1o que demuestra 1),

Yy ptp = p+(-p) = 0, lo que demuestra 2)
I.2 ALGEBRAS BOOLEANAS

Sea X un conjunto no vacio y sea p(x) (él confunto potencia
de X) 1la clase de todos 1los subconjuntos de X. Del Aalgebra
conjuntista, conocemos las propiedades siguientes:

YV A,B e p(X), AUB € p(X) (Cerradura de 1a_unién),

A,B,C € p(X), (AuB)uC-= Au(BuC) (Asociativa de la unién).

1

BuA (Conmutativa de 1la unién).

i

Y A,B € p(X), AuB

m

Vv A,B e p(X), AnB & p(X) (Cerraduré de la interseccidn).

BnA (Conmutativa de la interseccién).

Vv A,B € p(X), AnB

Y A,B,Ce p(X), (AnB)nc'= An(BnC) (Asociativa de la interseccidn)

T¢ep(X) NI Xep(X), VAep(X), AnX = A A Aup = A (Existen-
cia de elementos neutros,para la unién e interseccidn).

V A,B,C € p(X), An(BuC) = (AnB)Uu(AnC) A AU(BAC) = (AUB)n(AuC)
(Leyes distributivas).

VAep(X), AvA” = X A AnA° = ¢ (Definicién de complemento).

$°= X N X°= ¢

¥ A,B € p(X), (AnB)°= A°UB°A (auB)°= A°nB° (Leyes de De Morgan)

Cualquier otro conjunto B gue ocupe el lugar de p(X) arriba

1
'1 mencionado, una operacién binaria (+) en B que ocupe el lugar de u



y otra operacién binaria (.) en B que ocupe el lugar de n; un
signo / que aplicado a cada elemento a de B (a’) ocupe el lugar
del complemento y con los elementos 0 y 1 que ocupen los lugares
del vacio y el universo respectivamente, gue cumpla con las mismaé
propiedades respectivas de AuB, AnB, A°, ¢ y p(X); constituye lo
que llamaremos ALGEBRA BOOLEANA, cuya definicién mas simple es 1la
dada por Huntington en 1904, que establece lo siguiente:

Definicién: Un conjunto 'rm) vacio de elementos B con dos
operaciones binarias (+),(.) (denotamos a.b o ab) se llama dlgebra
booleana si j sdlo si valen los siguientes postulados:

1) Las operaciones (+),(.) son conmutativas.

2) Existen en B elementos identidad 0 y 1 relatives a las

operaciones "+" y ".", respectivamente.

3) Cada operacidn es distributiva con respecto a la otra:

a.{b+c) = a.b+a.c
a+(b.c) = (ath}).(atc)
4) Para cada a en B existe un elemento a’ en B, tal que a+a’

=1y a.a’” =0

Un ejemplo seria el &lgebra proposicional, cuyas operaciones
binarias son p’q, pVq.
Usaremos una tabla de verdad para definir estas operaciones:

P 94 pVg pNg

11 1 1




TEOREMA 1.2.1: El1 &lgebra de proposiciones es un 4&lgebra

booleana.

Demostracién:
a) El que (+) ¥y (.) son ambos conmutativos se obtiene
inmediatamente de la definicidén y, por lo tanto, se verifica el

postulado 1 (definicidn de: dlgebra booleana).

rb) Si f representa una falacia, entonces f cumple con el papel de

neutro aditivo ya que para cualquier proposicién p, p+tf = p V

= p.

Igualmente, si t representa una tautologia, entonces dicha t

cumple con el papel de neutro multiplicative; ya gque para

cualquier proposicién p, pt = p At = p.

Lo afirmado en el inciso b) puede comprobarse mediante las

siguientes tablas:

é p f pvVf p t pit
1 0 1 1 1 1

0O O 0 0 1 0
c) Cada operacién es distributiva respecto a la otra.

La siguiente tabla establece una de las leyés distributivas, -

y para la otra ley se procede de forma similar.




Demostracién de que p+gr = (p+q) (p+r)

Pp g9 r qr p+gqr ptq pt+r (p+g) (p+r)

101 1 1 1 11 1
1 1 0 0 1 11 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0O 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
o 1 0 o 0 1 o0 0
o 0o 1 o0 0 0 1 0
o 0 0 O 0 o 0 0

T T

d) Para cada proposicién p, hay una proposicién ~p, la negacidn de

iﬂg p, que satisface las relaciones p(~p) = f y p+(-p) = t.
Podemos introducir en todo anillo booleano operaciones muy
semejantes a las de teoria de conjuntos:

1) aeb = ab

2) aeb = atbtab

3) a’ = 1+a

Las operaciones de la parte derecha en las igualdades
anteriores, se refieren a las operaciones del anillo booleano; el
{1 mismo conjunto, con ias nuevas operaciones (las de la parte
1 izquierda) es un algebra booleana.

ILa suma y el producto puéden escribirse a partir de
uniones, intersecciones y complemehtos:
3 4) ab= anb

5) a+b= (anb’)u(a’nb)

10




Teorema I.2.2: Todo anillo booleano es un &lgebra bdq1§éha y
viceversa. L

Demostracidén: Si las operaciones booleanas son definidéglen
un anillo booleano A por 1)}, 2) y 3), entonces A es un élgébra
booleana y si las operaciones de anillo son definidas en un

algebra booleana A por 4) y 5), entonces A es un anillo booleano.ws

Polinomios Booleanos: La definicidén de polinomioc booleano es
'igual que la de polinomio ordinario, en el entendido de gue las
operaciones ;atisfacen la estructufa booleana, y pueden ser una o
varias vériables.

Pongamos nuestra atencién en el caso tipico del polinomio

polincmio £(p,qg) en dos variables. El complemento de f(p,q) es por
dgfinicién f'(p,q9), el dual es £’(p’,q’) y el contradual,
£(p’,q’)- |

Todo teorema de &lgebra booleana 'se da en pares duales.

Dualizar una expresién booleana consiste en intercambiar el 0 con

elly . con +.

Por ejemplo, si f£(x,y,Zz) X+y+xuy’ +xyz

XY (X+y') (x+y+2).

su dual es £/ (x',v/,27)

p(X) no es el Gnico medio para construir un &lgebra booleana
en.un conjunto no vacio X. Un camino mas general es considerar una
subclase arbitraria no wvacia A ¢ p{x), tal que si p,g € A,
entonces PnQ, PuQ y P’ estén también en A,

A contiene al menos un elemento, de aqui que A contiene ¢ 'y X,-por
lo que A es un algebra booleana. Toda dlgebra booleana obtenida de

esta forma es llamada "CAMPG DE CONJUNTOS",

11



Ejemplos:
1) Un subconjunto P de X es cofinito (en X) si su complemento

P’ es finito. La clase A de todos los subconjizntos P finitos

o cofinitos de X es un campo de subconjuntos de X.

Observacioén:

Sea A= {subconjuntos finitos} U {subconjuntos cofinitos}.

Si X es finito, entonces A= p(x).

S8i X es infinito, entonces los subconjuntos finitos no son
cofinitos y los cofinitos no son finitos, por lo que tendriamos

un nuevo ejemplo de dlgebra bocleana.

2) ,Sea X el conjunto de todos los nimeros reales. Sea A un

intervalo semicerrado.

La clase A de todas las uniones finitas de intervalos

semicerrados es un campo de subconjuntos de X.

*Un ejemplo importante de 4lgebra booleana es la de los
"CONJGNTOS REGULARES ABIERTOS". En ella, los elementos del dlgebra
booleana son subconjuntos de un conjunto, pero las operaciones no

son las usuales en la teoria de conjuntos.

Sea X un espacio topoldgico arbitrario (no vacio). Decimos
que un conjunto abierto X se llama regular en caso de gue coincida
con el interior de su propia cerradura. Es decir, el conjunto P es
regular si y sélo si P= P’/ / (P denota la cerradura de P) ya que

g’ = g’7' (q°denota el interior de q). Es conveniente escribir P'=

12



P /; en estos términos, se tiene que P es regular si y solo si P=

p'l.
Notamos que un conjunto P es abierto si y s6lo si éste tiene
la forma leara algin conjunto Q. En efecto, si P.=Q1, entonces p
es el complemento de un conjunto cerrado Qy reciprocamente, si P
es abierto, entonces P= Q1 donde Q es el complemento de P.
¢
TEOREMA I.2.3: La clase A de todos los conjuntos regulares

abiertos de un espacio topoldégico X (no vacio) es un dalgebra

booleana con respecto a los elementos distinguidos y operaciones

definidas por:
1) 0= ¢

2) 1= X

3) P.Q= PnQ

4) P+Q= (PuQ)'!
1

5) P'=P
Donde.{PH para todo conjunto P, es el complemento de la

cerradura de P.

Demostraciodn:

Lo primero gue hay que probar es que el lado derecho del 1)
al 5) son conjuntos regulares abiertos.

Para 1) y 2), ésto es obvio.

Lema I.2.1: Si PcQ, entonces QlcPl.

Demostracién:

PcQ » P cQ

13



5 Q'ep! (por complementacidn) .=

Lema I.2.2: Si P es abierto, entonces pcp'l.

Demostracidn:

PcP

plcp’ (por complementacién)
p'c pr (vya que P’ es cerrado)
p’’cp!

PcPll.I

Lema I.2.3: 81 P es abierto, entonces p'= p''l.

Demostracidn:

Hay que demostrar lo sig.:

i) plep''t.
ii) p'cpl.

La demostracién de la parte i) es directa del lema I.2.2,

tomando P’ en lugar de P.
Para la parte ii): por el lema I.2.2, tenemos que PcP'', y
por el lema I.2.1, (P“)lcPl y esto es igual a tener p''t.

Por lo que concluimos que p'= P“#.-

Una consecuencia importante del lema anterior es que si P es
abierto, entonces Ples regular. Esto prueba que el lado derecho de'
5) corresponde a la clase A de conjuntos regulares abiertos.

Como (PuQ)1 es siempre abierto, se cumple la parte derecha de 4);

para 3) necesitamos un argumento mas:




Lema I.2.4: Si P y O son abiertos, entonces (PnQ)'!= p!''n @'l.
Demostracidn:
») como PnQ ¢ Py PnQ c Q, .
por el lema I.2.2, PnQ c p'! y PnQ c Q“, por lo que
(an)ll ¢ (PH"

pero ,(P“) 11= (Pl) 111

= {(p’)’ por el lema I.2.3.
- 1,1 11

Entonces, como (P) = P,
»(PnQ) e P,

Igualmente (PnQ)“c Q” y entonces (PnQ)”c p'ln Q“.

€) Como PnQc PnQ ¢ (PnQ)”
PnQ c (PnQ)~
[(PNQ) )17c (PnQ )

- (PrQ)'c Prug’

(Pr@) e (PruR')” < PluQ’”
(P'uQ'7) e [(PrQ)' 7"
P'7ngtlc (Pn)"
PnQ''c P Qe (BrQ) !

pno''e (PnQ)"! (a)

Una aplicacidén de (a) con P! en lugar de P, seguida de

aplicar (a) con los roles de P y Q intercambiados 1lleva al lema 1:

Plan“C (Plan)llc (PnQ)”“

p'laglle (PnQ)IR-

Este 'lema implica inmediatamente que la interseccién de

dos conjuntos regulares abiertos es regular y de aqui que el lado

15




derecho de 3) pertenece a A.

Lema I.2.5: La frontera de un conjunto abierto es un conjunto

cerrado denso en ninguna parte.

NOTA: La frontera de P es PnP’ (y es equivalente a p n p’ por ser

p abierto).

Demostracién:Si P es un conjunto abierto, y si la frontera de
P incluye un conjunto no vacio abierto, entonces ese conjunto
abierto tendria una interseccién no vacia con P° y al mismo tiempo

deberia ser ajeno a P, esto contradice la propiedad fundamental de

cerradura.s

Este lema implica que si P es abierto, més aGn, si es
regular, entonces el complemento de la frontera de P, es decir
PUP' es un conjunto abierto denso.

Se sigue que:

(PuP1)1= ¢ y de aqui que (PuPl)“= X |
1

]
o

Por lo que PuP1=X, PnP'= ¢; es decir p + p1 = 1, pp

Ahora si pddemos verificar que la clase A de todos los

conjuntos regulares abiertos de un espacio topoldgico X cumple

con los axiomas de un dlgebra booleana:

i) P.1=P P+0= P, es decir:
Pn¥= P Pug= P
Demostraciodn:

16




P.D. PnX= P Pug= P

PnX= Pn(PuP')! | Pug= Pu(PnP')
= pn(p''up') = (PuP)n(PuP")
= pn(P''up') = Pn[P-{front.P}]
= (PnP"')u(PnP’) =P
=P _— . Pug= P

PnX= P

ii) P.P'= ¢ P+P’= 1, es decir:
PAP'= ¢ puPl= X

iii) ;-?'Q = Q-P-

Puesto que P“nQ11 = Q”nP”.

iv) Leyes distributivas
%) [Pu(OnR) 1= (Puq) 'n(Pur)"!
[PU(QnR) 1''= PU(QnR)

= (PuQ)n(PuR)

l

(Pug) M (PnR) !

.*#) Pn{QuR)''= [(BnQ) v (PAR)]"

Pn(QuR) '= Pn(QUR)

= (an)“u .(PmR)11 ..

Ejemplo de conjuntos regulares abiertos:

- Sea (X,T) un espacio topoldgicoc con T= p(X).
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¢ Yy X son regulares abiertos. Tomando A £ X tal que A # ¢ nos

hacemos la siguiente pregunta: A es un conjunto regular abierto?
Como A = A (porque A y A’ son abiertos en X) entonces A es
.cerrado; y asi el int(a) = int(a) = A. Por lo tanto para toda A <

X, A es regular abierto.

I.3 ORDEN

Continuamos trabajando con un &algebra booleana A.
Lema I.3.1: p.g=p si y sdlo si p+g=qg.
Demostracidn:Usando las leyes de absorciédn;
- ») P.9=p > p+q=(p.q)+q
¢) P+a=q + p.g=p. (p+q)
=p.m

En Teoria de Conjuntos, las ecuaciones correspondientes.
PnQ=P ¥ PuQ=Q equivalen a PcQ.

Esto motiva la introduccién de una relacidén binaria en toda

dlgebra béoleana, escribimos p=q o gzp en caso de qgue p.g=g O,

equivalentemente, p+g=p.

Lema I.3,2:
i) O=p y p=1, V¥p € A.
ii) Si p=q y r=s, entonces p.-r=q.s Yy p+r=q+s

iii) Si p=q, entonces q’spf:
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iv) p=q si y sdlo si pg’= 0
Demostracién:

ii) Si p=q y r=s, entonces p.r=q.s y p+rsqg+s.
Pgq’=0 rs’=0

B pgf+rs’=0
rpgqf+rrs’=0
prg’+rs’=0
pprg’+prs’=0
prq’+prs’=0
pr(g’+s’)=0
pr(qS)’=0

prsgs.

iii) Si p=q, entonces q’=p’.

p=q » pq’=0
= (p’)'q’'=0
> q’(p’)’=0
q’=p’

iv) psg < pq’=0.

Sabemos Que si psq, entonces p.g=p, p+g=q.

=) p=q ) pg’=0
p+a=q pa’=pp‘q’
Pfql=ql q’=p’q’

q’=p’q’ (q’)'=(p‘q’)’
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pa’=p(p’q’) g=p+q
pa’=(pp’)a’ qsp =
pg’=0q’

' pg’=0

Lema I.3.3: La relacién = es un orden parcial.

Es decir es reflexiva (psp), antisimétrica (si p=q y g=p,

entonces p=q) y transitiva (si p=q y qu, entonces p=r).

Demostracién:

Transitividad: si P=q y g=r, entonces p=r.
P=q < pq’=0 :

g=r < gqr’=0

Por lo que : pr’= pr’{g+q’)

]

pr/g+pr’q’
= p(0)+r’(0)

= 0+0

prf= 0 . p=sr

Antisimetria: si psq y g=p, entonces g=p.
p=q < pq’=0
g=p < qp’=0
Por lo que:

- pq’=gp’ . pq’=gp’
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p’/+g=q’+p p’/+g=q’+p

pp’+pg=pq’+pp qgp’+gg=qq’+qp
0+pg=0+p O+g=0+gp
pa=p g=qp
gp=p
L g=p

Reflexividad :p=p.

Como pp’=0, p=p. =

si E es cualdquier subconjunte de un conjunto parcialmente
ordenadq tal como nuestra &lgebra booleana A, podemos considerar
el .conjunto F de todas las cotas superiores de E y preguntar si F
tiene o no un elemento mas pequefio. Un elemento q pertenece a F en
caso de gue p=q para todo p ean; decir que F tiene un elemento
que es el mis pequefio, significa que existe un (obviameﬁte Gnico)

g en F tal que q,=q para todo q, en F.

Ia maxima cota inferior de E es llamada el infimo de E. A 1la
minima cota superior del conjunto E, la llamaremos supremo de E.

Todas estas consideraciones tienen sus duales obvios.

si el conjunto E es vacilo, entonces todo elemento de A es una

cota superior de E (p en E implica p=q para cada q)
y, consecuentemente, E tiene un supreme llamado 1.

Similarmente (dualmente) si E es vacio, entonces E tiene un

infimo, 1llamado O.
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Consideramos el caso de un conjunto con un soclo elemento, sea

{p}, sSu supremo es p y similarmente tiene un infimo que es p.

La situacidén es menos trivial cuando tenemos un conjunto con

»

dos elementos.

el conjunto {p,q} tiene el

Lema I.3.4: Para cada p y d,

supremo p+q y el infimo p.q.

Demostracion:

p=p+q Y pP.qg=<p
qsp+q P.g=p
p.da=(ptq) . (p+q)
R P-qsp+d
pa=p+q
» paspsp+q
Y pa=qsp+q.

Hay que probar que p+q es la minima cota superior, o en otras
palabras que si p y q son dominados.por algin elemgnto r, entonces
p+g = r lo cual es facil de ver por la parte ii) del lema I.3.2:

Si gsr y dgsr, entonces pt+g=r+r por lo tanto p+g=r. |

Que p.q es la mdxima cota inferior, se sigue por dualidad.ms

El lema 1.3.4 se generaliza inmediatamente - a conjuntos no

vacios arbitrarios (en lugar de conjuntos con solo dos elementos).

Podemos concluir que si E es subconjunto finito no vacio de A,

entonces E tiene un supremo y un infimo denotados por VE y AE,



spectivamente. Motivado por esto, extendemos 1la interpfetacién
é los simbolos usados para disyuncién y conjuncidén a conjuntos
.?gue son vacios o infinitos. Si un subconjunté E de A tiene un
upremo, le denotaremos por VE independientemente de su
ardinalidad y similarmente usaremos AE para todeo infimo. En esta
notacién todo conjunto pequefio (es decir que tiene a lo mads un
elemento) puede ser expresado como sigue:
V¢=0, A¢=1 y V{P}=N{P}=p.

La notacidn usada anteriormente para‘la unién o interseccién
de una sucesidén finita de elementos es también extendible para el
caso infinito.

Si {P1} es una sucesidén infinita con un supremo (propiamente,
- g1 el rango de una sucesién tiene un supremo)} entonces el supremo
es denotado por Vi=1Pi. Si, més genéralmente, {P1} es una familia

arbitraria con un supremo, con indices i de un conjunto I, el

supremo es denotado por VierPi, o simplemente por ViPi.
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Il.- FILTROS Y ULTRAFILTROS COMO DUALES DE IDEALES BOOLEANQS

En este capitulo se defineﬁ un homomorfismo e ideal booleano
para asi dar una definicién de filtros y ultrafiltros como duales
de ideales booleanos e ideales maximales booleanos,
respectivamente; ademds sé dan a conocer otras definiciones de
filtros y  ultrafiltros para compararlas y demostrar su

equivalencia.

II;l HOMOMORFISMOS E IDEALES BOOLEANOS

<~ Haremos un breve recordatorio de homomorfismos e ideales en

‘el dlgebra ordinaria.

Definicidn: Se dice que una aplicacién ¢ del anillo R en el
anillo R/’ es un homomorfismo si:
1) ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b),

2) ¢(ab) = ¢(a) ¢(b), para cualesguiera elementos a,b € R.

Definicién: Se dice gue un subconjuntoc no vacio U de R es un
ideal de R si:
1) U es un subgrupo de R bajo la adicién.

2) Para todo u € U y para todo r € R, tanto ur como ru estan en U.

Un homomorfismo booleano es un mapeo £ de un algebra booleana

B, en un adlgebra booleana A tal gue:
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1l) £f(p.q)= £(p) - £(q)
2) f(p+q)= £(p) + £(q)
3) £(p')= (£(p))’

siempre que p Yy g estdn en B.

Asi, un homomorfismo booleano es un mapeo gue preserva
estructuras entre Algebras booleanas. Un sinénimo conveniente para
"homomorfismo de B en A", es "homomorfismo A~valuado sobre BY.

Un homomorfismo booleano puede describirse con los mismos
términos del Algebra ordinaria:

Uh homomorfismo puede. ser uno-a-uno (monomerfismo, si
f(p)=f(q), entonces p=q);‘ puede ser sobre (epimorfismo, todo
elemento de A es igual a f(p) para algQin peB); puede ser uno-a-uno
y sobre (isomorfismo); el rango puede estaf incluido en este

dominio (endomorfismo, A < B} y puede ser un mapeo unoc-a-uno de

este dominio sobre si mismo (automorfismo). Si existe un
isomorfismo de B sobre A, entonces A, B son 1llamados
isomorfos.

Los elementos distinguidos 0 y 1, juegan un papel especial

-para los homomorfismos. Si f es un homomorfismo booleano y p es un
elemento en su déminio, entonces f(p.p’)=f(p).(f(p))’ =0 y tomando
p=0, se tiene f(0)=0 y por 3), f£(1)=1; asi,

4) £{0)= 0

5) £(1)= 1

Una observacién general acerca de homomorfismos y su kernel:

Una condicion suficiente y necesaria que un homomorfismo
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;gea monomorfismo (uno-a-uno) es que su kernel sea {0}.

pemostracidn:

(Necesidad)

Sea f un homomorfismo. Si f es uno a uno y f£(a)=0, entonces
f(a) = £(0), y por consiguiente a = 0.
(Suficiencia) -

Si el kernel de f es {0} y si f(a) = f£(b) entonces f(a-b)=
=f(a)-f(b)=0, asi a-b=0, y esto hace que a=b.s

Un mapeo que envie todo element§ de un &lgebra booleana al
elemento cero de otra no es un homomorfismo (falla la. 3ra.
condicién).

El rango de un homomorfismo con. dominio B es ilamado

b

imagen homomérfica de B.

Puesto que toda dperacién booleana puede definirse en términos
de (+;.,’), se sigue gque un homomorfismo booleano preserva tales
operaciones. Asi, si £ es un homomorfismo booleano y a y b son
elementos de su dominio, entonces f(a’+ b) = f(a’) + f(b) (esto
dltimo, en ldégica, equivale a la preservacidédn de la condicionai
bajo hoﬁbmorfismo)a Se sigue, en particular, que todo homomorfismo
booleano es un homomorfisme de anillo, y también gque todo
homomorfismo booleano preserva el orden, es decir, si a=sb,

entonces f(a)=f(b).

Procederemos a considerar algunos ejemplos de homomorfismos

booleanos:
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“Ejemplo 1: Sea B un dlgebra booleana arbitraria y sea ao = O
un elemento arbitrario de B. Sobre el conjunto A de todos
subelementos de ao. (a<=a.) puede construirse un &algebra booleén_a
como sigue: el 0, la suma y producto en A son los mismos de B,a

pero el 1 y a’ en A se definen como los elementos ac Yy ac-a=ac.a’

‘de B. E1l mapeo a-+a.a. s un homomorfismo A-valuado sobre B.
pemostracidn: -
i)f(x . ¥)= (¥ . Y). ao

£(x) . £(y)= (x

ao) . (y .- ao)
= (X . ¥) . (4 . ao)
= (X . ¥) . ao

~ E(x.y)= £(x) . £(y).

-ii) f(x + y)= (2 . y) + ao.

= (X . &) + (y . ao)

£(x) + £(y)

iv) £(x")=(£(x))’

£(x')= x'. ao

(E(x))'= (x . @) ’= a0 = X.q = a — X X'= x'.a0. m

Considere en seguida un campo B de subconjuntos de un
conjunto X, y sea xXe un punto arbitrario de X. Para cada conjunto
a en B, sea f(a) 1 o 0 seglin s1 X € a 0 Xo € a’. El mapeo £ es un
homomorfismo 2-valuado sobre B. Observe que f(a) es igual al wvalor

de la funcidn caracteristica de a en Xo.
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Ejemplo 2: Sea & un mapeo arbitrario de un conjunto no vacio X en
un conjunto Y, y sea A y B campos de subconjuntos de X y ¥,

-1

respectivamente, Sea f= ¢ °, es decir, para cada a en B, sea f(a)

la imagen inversa de a.

En general el conjunto f(a) no pertenecera al campo A. S5i

f(a) € A siempre que aeB, entonces f es un homomorfismo A-valuado
sobre B. -

Demostracién:

1) £(PuQ)= £(P) v £(Q) |
£(PUQ)= ¢ (PuQ)= ¢ (P) v ¢ (Q)-

X e ¢ (PUQ)es @(X) € PUQ « ¢(X) € P Vv ¢(x) € Q
= xe ¢ (P) ve o)

e x € ¢ (P) v ¢ (Q)

ii) £(P')= [£(P)]’
¢ (PT)= [¢7(P)]’
xe ¢ (P') = ¢(x) < p’
~[¢(x) € P]
~[x € ¢ (P))
xe [¢7(P)]’

1]

Llamaremos al homomorfismo descrito en estos ejemplos,

homomorfismo inducido por as, Xo Yy ¢, respectivamente.
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Si B es una subdlgebra de una algebra A, entonces el mapeo
identidad (esto es, el mapeo f definido para toda a en B por f(a)=
‘a) es un homomorfisme de B en A, y , en particular, el mapeo
identidad sobre A es un automorfismo de A.

Hay una manera natural de definir el producto de (algunos)

pares de homomorfismos, y se obtiene que el mapeo identidad
mencionado actia como una didentidad multiplicativa.
Definicién: El producto o (composicién) fog de dos
homomorfismos f y g se define en caso de gque A,B y C son algebras
boocleanas, £ mapea.B en A, Yy g mapea Cen B; el wvalor de fog en
cada elemento a de C es dado por: (feqg)(a) = f(g(a)).

Si, ademas, h es un homomorfismo de D, digamos, a C, e‘ntoncres:

fo (goh)= (fog)oh

. Esto es, la operacién composicidn es asociativa.

Un isomorfismo entre algebras booleanas presefva todo supremo
e infiﬁlo, peroc en general, un merc h_omomorfismo no hara eso. Un
homomorfismo f es llamado completo en caéo de gque preserve todo
supremo (y consecuentemente todo infimo). Esto significa que si
{a1} es una familia de élementos en el dominio de f con supremo a,
la familia {f(ai)} tiene un supremo y este supremc es igual a

f(a).

Si £ es un homomorfismo booleano, digamos de B en A, el
kernel de f es el conjunto de los elementos en B, cuya imagen bajo
f es 0 en A.

En simbolos,_ el kernel N es definido por N= f—i(O) o lo que

es equivalente N = {a € B/ f(a) = 0 € A}.
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Motivados por las propiedades obvias de kernel hacemos la

tiguiente definicidn:

Definicidén:Un ideal booleano en un algebra booleana B es un
;cnjunto M de B tal que:

1) 0 e M

2) Va,beM, entonces ath € M

3y YaeMybeB, a.beM

Claramente el kernel de todo homomorfismo booleano es un
deal Dbooleano. TLa condicién 1) en la definicidn puede ser
eemplazada por la condicidén de que M es no vacio, sin cambiar el
oncepto de ideal, pues si M es no vacio y peM, por 3) se tiene
que a.0 € M.

| "Un subconjunto M de una &algebra booleana B es un ideal

-+

booleano si y s6lo si es un ideal en el anillo booleano".

3} Supongamos gue M es un ideal bocleano;:probaremos que si ay b
estan en M, entonces a+b estan en M.

2) a.b’e M por 3), a‘.b € M por la misma razén'y consecuentemente

(a.b')+(a'.b) € M por 2).

«) Ahora suponga que M es un ideal en el sentido de la teoria de

~anillos; si a y b estdn en M, entonces a+b.e M, porgque un ideal en

un anillo siempre contiene a a+b+ab cuando contiene a y b.

El 1engﬁaje de orden no tiene mucha cbntribucién para teoria de

idealeé. Puede decirse que la condicién (3) puede ser reemplazada
‘por:

Si a € M y b=a, entonces b € M; b=a = a.b= b € M. Al no

cambiar el concepto de ideal, la prueba es elemental.
Si f(a)= a.ac para cada a, entonces el ideal correspondiente
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consiste de todos esos elementos a para los cuales a.ac = 0, o©
equivalentemente a = ao’. Si f estd definido sobre un campo de
subconjuntos de X también f(a}) es el valor de la funcidn
caracteristica de a; como alglin punto éarticular Xo€X, entbnces el
ideal correspondiente consiste de todos esos conjuntos P en el
campo que no contienen a X.. Si, finalmente, el homomorfismo f es
inducido por un mapeo ¢*de un conjunto X en un conjunto Y,
entonces el ideal correspondiente consiste de todos esos conjuntos
? en el dominio de £ y son ajenos al rango de ¢. Hay ejemplos de
ideales para los cuales no es obvio que estén asociados con algin
homomorfismo. Uno de tales ejemplos es la clase de todos 1los
conjuntos finitos en el campo de todos loé subconjuntos de un
conjunto. Mas generalmente, la clase de todos estos conjuntoes
finitos que pertenecen a algin campo particular, es un ideal en
ese campo; Se dispone de una generalizacidn para cada uno de los
siguientes tres ejemplos siguientes., La clase de todo conjunto
cohtable es un ideal en el campo de dos todos los subconjuntos de
un conjunto arbitrario; la clase de todos los conjuntbé de medida
cero es un ideal en el campo de todos los subconjuntos medibles de
un espacio de medida; y la clase de todos 1los subconjuntos
totalmente densos es un ideal en el campo de todos 1los

subconjuhtos de un espacio topolégico.

Toda Aalgebra booleana B tiene un ideal trivial, el conjunto
{0}. Toda A4lgebra booleana B tiene un ideal impropio, B (él
mismo); otro ideal sera llamado propio. Observe que un ideal es

propio si y s6lo si no contiene al 1 (si lo contuviese seria el

propio B).
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La interseccién de toda coleccidén de ideales en un &lgebra
booleana B es de nuevo un ideal de B. De esto sigue que si E es;un
conjunto arbitrario de B, entonces la interseccién.de todos estos
ideales que incluyen a E es un ideal (Existe siempre al menos un
ideal que incluye a E, 1llamado ideal impropio de B}. ILa
interseccién, decimos M, es el ideal mas pequefio en B que incluye
- E. E1l ideal M es llamado el ideal generado por E. Por ejemplo, si
E es no vacio, entonces el ideal generado por E es el ideal mas
ﬁequeﬁo ‘posible de B, 1llamado el ideal trivial {0}. Un ideal
generado por un Gnico elemento {p} es llamado un ideal principal;

éste consiste de todos los subelementos de P.

II.2 EL TEOREMA DE HOMOMORFISMO

Un ideal es maximal si es un ideal propio que no esta
propiamente contenido en cualquier otro ideal propio. Equivalente-
mente, decir que M es un ideal maximal en B, significa que M es
diferente de B y, mas afin, si N es un ideal tal que McN, entonces
N=M o N=B.

Los ideales maximales se caracterizan por una propiedad
algebraica curioéa:

LEMA II.2.1: Un ideal M en un algebra booleana B es maximal
si y sé6lo si peM o p‘eM, pero no ambos, para cada p € B.
Demostraciodn:

») Supongamos que, para algin pe € B, se fiene Pe ¢ M ¥y po’¢M;
probaremos que M no es maximal. Sea N el conjunto de todos los

elementos de la forma p+q, donde p=spe y dgeM. La verificacidn
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directa prueba que N es un ideal que incluye a M y contiene a po;

entonces, N es el ideal generado por Mu{pe}, Y se sigue gue McN,

. M#N. Solo falté probar que N#B; demostraremos que po’nho pertenece a

- N. En efecto, si po’ € N, pe’ =p+q, con p=po Y geM, entonces
po’ = qgtq

pe’p’ = pp’+qp’

Y po! = 0+gp’ € M

[por lo que po’=q, contradiciendo que po’ no pertenece a M.

&« Suponemos que peM o p’eM, y que N es un ideal gue incluye
propiamente a M; probaremos entonces gue N=B.
Como N#M, 3 geN que no pertenece a M. Esto implica ¢g’eM, y por lo
tanto gq’eN; y como N es un ideal, se sigue que p+p’= 1 € N y N=B.=
La definicién de ideal se formula tan;bién para garantizar que
el kernel de todo homomorfismo sea un ideal; de agui que un
homomorfismo nunca mapea 1 en 0; mds alin el Kkernel de todo
hbmémorfimo es siempre un ideal propio. Esto es importante para
plantear la pregunta: (Es todo ideal propio el Kernel de algin
homomorfismo? Para ideales maximales la respuesta es si.
Supongamos que M es un ideal maximal en B, y escribamos f£(p)=0 o 1
seqlin el elemento p de B pertenezca a M o no. En el Lema 1, la
definicidén de f puede formularse de esta manera: f£(p)=0 o 1 segln
~ se tenga peM o p‘eM. Una verificacién directa basada en el Lema 1,
prueba gque si £ es un homomorfismo de B para el anillo de 1los
enteros médulo 2, el kernel de f es obviamente M.
Lo gue hemos probado en esta forma es un caso muy especial del

resultado siguiente , conocido comc EL TEOREMA DE HOMOMORFISMO.
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TEOREMA ITI.2.2:(DE HOMOMORFISMO)

Todo ideal propio es el kernel de alglin epimorfismo.

Demostracion: La manera simple de aclarar el asunto es

- referirse a la teoria de anillos.

Si B es un anillo bboleano y M es un ideal propio en B,
entonces el cociente B/M es un anillo. La idempotencia de 1los
elementos de B implica lo mismo‘para B/M.

El epimorfismo es también llamado natural o mapeo canénico, o
proyeccidn, de B scobre B/M; este asocia a cada elemento de B la

clase de equivalencia de ese elemento médulo M.

i Asociado con el teorema de homomorfismo existe una coleccidn
de resultados de la clase algebraica universal, a].gunbs de los
cuales procedemos a establecer.

Supongamos que M es un ideal propio en un algebra booleana B,
escribimos A= B/M, y sea f la proyeccidn de B para A. El mapeo que
asocia con todo ideal N en A el conjunto _f_l(N) en B es una
correspondencia uno a uno entre todos los ideales en A y todos los
ideales que incluye M en B. La imagen del ideal trivial y de A
bajo esta correspondencia son M y B, respectivamente. Si NicNz,
entonces £ 1(Ni)cf ' (Nz).

Si fo es un homomorfismo de B en un dlgebra booleaha Ao,
decimos, y si el kernel Mo de fo incluye M, entonces existe un
tinico homomorfismo g en A paré. Bo tal que fo=gof.

La pruéba de todas estas afirmaciones son las mismas para
algebras beoleanars que para otras estructuras algebraicas (tales
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como grupos, anillos); las palabras cambian pero la idea es 1la
misma.

No vale la pena recordar la prueba.

Un A&lgebra booleana se llama simple si no tiene ideales
propios no triviales. Simplemente es un concepto algebréico
universal, pero, como en el contexto de &lgebras booleanas esto no
es fructifero. La razén ‘es que existe exactamente un &lgebra
simple. Si B es simple, y si p es elemento de B diferente de 0,
entonces el ideal principal generado por p debe ser impropio, 1lo
cual puede suceder solamente si p=l. En otras palabras, B es tal
que si un elemento de B no es 0; entonces este es 1; esto, porque
B es el anillo de los enteros mdédulo dos.

La correspondencia entre los ideales de un adlgebra cociente y

el. ideal de estos “nﬁmeradores“ prueba que el Aalgebra cociente
es simple si y solo si este "denominador" (el ideal) es maximal.

Por el aiqebra ordinaria, sabemos que un dlgebra cociente es
igual a un A&lgebra simple si y sdlo si este denominador es

maximal. Esto es una observacidén, no tan profunda como el teorema

general de homomorfismo.

I1.3 CONCEPTO BOOLEANO DE FILTRO

Dualizando las propiedades de ideales booleanos:
En lugar del ideal M tenemos al conjunto ¥ gue seria llamado
Filtro, Yy las propiedades duales respectivas seran:

1) 1 e 7.

2) Sipe¥%yqe¥, entonces p.q € 7.

3) Si pe Fy qgqe B, entonces p + q € ¥.
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Esta idea general la llevamos a un caso particular de algebra

Sea X un conjunto arbitrario; consideremos el A&lgebra
oleana generada por p{X), donde la suma es unién, eliproducto es
‘ﬁterseccién y ' es complemento.

Un ideal en p(X) seria un conjunto M < p(X) tal que:

1) ¢ e M *

2) VA,Be M, AvB e M
3) VAeMy VY Be p(X), AnB € M,

Dualizando, tenemos las propiedades de Filtro:
Sea ¥ c p(X) fal que:

1) X e F.

2) VA,Be %, AB € ¥.

~ 3) VA e¥F y VB e p(X), AuB € F.

Algunos libros y articulos presentan la definicién de filtro

de la siguiente manera:

Si X es un conjunto no Vacio, un filtro ¥ sobre X es una
subcoleccién no vacia de subconjuntos de X tales que:

1) ¢ ¢ ¥

2) ¥ es cerrado bajo intersecciones finitas.

3) (VP) (YQ) ( Pe FAQep(X) NPQ), Q € F.

En particular, F + ¢ > X e F.

Probaremos que la definicidn anterior y 1la definicién de

filtre como dual de un ideal booleano son equivalentes:
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‘Demostracion:
Llamaremos D1 a la definicién anterior y D2 a la definicién

de filtro como dual de un ideal.

Primero veremos la equivalencia de la propiedad 1) :

Un ideal propio (no trivial) no debe contener a X (X eé
neutro multiplicativo), porque si 1lo contiene, el ideal M
contendria a p(X).
| . X € M

Yy por dualidad, ¢ ¢ ¥.

Reciprocamente, 3 de D1 implica X € ¥ en D1.

La equivalencia de la propiedad 3)
D2 = D1
Si P £ Q, entonces PuQ = Q, y como PuQ € ¥ (por hip.) entonces Q «
F.
Dl = D2) YP € F y VQ € p(X), PuQ e ¥
P c Puw

Ped .. PuQ e F. =

Un filtro %1 se llama mas fino que un filtro F2 (%2 = ?i) si
siempre.que F € ¥2, implica que F € %1.
Def.: Un filtro se llama un ultrafiltro siempre que no esta
propiamente contenido en cualquier otro filtro, es decirlos
ultrafiltros son elementos maximales del conjunto parcialmente
ordenado de filtros.
En relacidn a ultrafiltros tenemos la siguiente

caracterizacién:
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Ci: Un filtro # es un ultrafiltro si y sélo si para todo F ¢
IX,FG?E)X-—FeS‘.

Cz2: Un filtro ¥ es un ultrafiltro si y sélo si:
Si iQJIFu::- F (F1 ¢ X, 1 = 1,2,3'””-11)' entonces Fi ¢ ¥ para
al menos un i, y asi , es en si misma una caracterizacién del
concepto -de ultrafiltro. |

Proposicién: La definicién y las caracterizaciones son
equivalentes.

Demostracidn:

1) Ct » C2

Fi° ¢ U para al menos un i = 1,2,...

Fi e U

2) C2 > C1

n

1ELF’ € U= Fi € U para al menos i= 1,2,...
Sea FcX vy :

Fr = F

Fz

Il
"
[
e
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F1 € U para al menos i= 1,2

- FelU®6 X-F € U.

3) Def.s Ci.

Si ¥ es un ultrafiltrd sobre X y Fc X, entonces X € ¥ & X-F ¢
- F.

Supongamos que F ¢ F ¥ X-F ¢ ?._

:Sea G = {B c X/ FUB € ¥}

Por demostrar que G es un filtro, ¥ € G, y por tanto obtendremos
una contradiccidn.
"Para ver que ¥ ¢ G, sea C € ¥, ya que C c FUC € ¥,por lo tanto C e
¥ (por definicién de G).
i) Sean C1,C2 e G y C1 € C2, entonces FuCi ¢ FuCea.
Ya que FuCi1 € ¥ (por def. de G), entonces FuCz € ¥ (por
contencién).
» C2 € G (porque también FuCz e ?)..
ii) Sean Ci, Cz € G entonces FuCi y FuCz e ¥ (por def. de G) vy
como ¥ es filtro: |
(FuC1) n (FuCz2) € § (por def. de filtro)
pefo por distributividad (en el Algebra booleana):
Fu (CinC2) e F
» C1nC2 e ¥ (por def. de G).
iii) P.D. ¢ ¢ G
Si ¢ ¢ G entonces F v ¢ = F € ¥, pero habiamos supuesto que

F ¢ F, por lo tanto ¢ ¢ G. » G es un filtro y ¥ < G.
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-' ) Ci: =Def.

Supongamos que existe F1 filtro tal que %Fc%1.

Sea F € 1 tal que F ¢ ¥.

Entonces F € ¥-F1, y por Ci, F e ¥ & X~F € ¥ pero como F ¢ ¥,
X-F € ¥, y ademas ¥c¥1 entonces X-F € %1, por condicién de filtro
xn(X—F) debe estar en %1, pero Fn(X-F) = ¢ € F1 por lo que %1 no

es ultrafiltro.s

Una interesante manera de demostrar la misma egquivalencia
nterior (Def. < Ci1) es mediante el us&nsistemético del recurso
:que dié origen a nuestra manera de presentar los conceptos de
filtros y uitrafiltros, a saber, el concepto de dualidad y el
principio de dualidad; ‘tal demostracién consiste en probar la
-corfespondiente equivalencia de los respectivos conceptos duales
(Ideal boocleano maximal y su respectiva caracterizacién) tal como
se presenta en el lema II.2.1.

.Seglin el principio de dualidad, el hecho de que este lema
esté demostrado, implica automiticamente que 3} y 4) de 1la
proposicidn relativa a caracterizacién de ultrafiltros, ya esta
demostrada, ya que es exactamente el teorema dual.del lema II.2.1

que ya fué demostrado en el contexto propio de la teoria de

ultrafiltros.

Definicidn: U es un ultrafiltro d-incompleto, si existe una
[14]

sucesién de {F1}; i= 1,2,3,... F1 € ¥ tal que |F: ¢ U.
1=1

En relacién a ultrafiltros d-incompletos tenemos la siguiente
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racterizacién:

Un ultrafiltro U es &~incompleto si y sdélo si existe una
zarticién contable {Xn/n=1,2,...} de X tal gque Xn ¢ U, para toda
e N. |

ota: La definicidén y la caracterizacién son equivalentes.

U=
A X =¢¢u
n=l
. Xn© e U.
Def.=» C

Si {Fi} es la sucesién de elementos de.u a la que se refiere
la definicién, W. A. J. Luxemburg en la pagina 12 de (2] propone
como elementos de la particiéh mencionada la siguiente:

{¥n/ ¥n = Fnn (X - Fn); n=1,2,...}.

Se sugiere al lector analizar 1la Validez. de esta
- construccidn.

Un ultrafiltro se llama LIBRE siempre que N(F:F ¢ ¥) = ¢. No
. se conoce la existencia de ultrafiltros S§-incompletos libres.

Este problema se conoce como el problema de la medida de

Ulam.
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1. CONSTRUCCION DE UN MODELO DE ANALISIS NO ESTANDAR

este capitulo presentamos una superestructura *R de R (iue
en cierto sentido, las mismas propiedades de campo
o completo que posee R, mediante la cual se justifica el
infinitésimos e infinitamente grandes; esta presentacién
e dentro del contexto de la teoria axiomdtica de conjuntos,
se combina el lenguaje légico tanto del‘primer orden como
el‘l superior. ] | |
a ‘construccic’m formal y fundamentada se ha presentado ya en
trabajos; aqui .5610 presentamos, sistematicamente 1los

pales teoremas de est.e modelo, demostrando solamente

1o en los que se utilice directamente 1la teoria de
"Ij_ltros; ilustrando asi la iimportahcia que dicha teoria tiene

tos modelos.

penotemos por R, al conjunto de los nimeros reales; definimos

tivamente los conjuntos:
n
R Y Rosvt = P(E=1|Rk“ con n=o0,1,2,...donde . P(x) = conjunto

ncia de x; y

LoOS élementcs de lﬁ se llaman entidades de la superestructura
| ‘Tos elementos de Ro = R se mencionan algunas veces como los
viduales (o individuos) de R.

supondremos que un par ordenado (a,b) se define en el sentido
Kuratowski por (a,b) = {{a},{a,b}} y las eneadas (al,az,...,an)

definen inductivamente por (a) = (a, (a.1 13 e ra)) =
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((al,...,an_l),an).

Se sigue inmediatamente que las eneadas y conjuntos de
eneadas son entidades de R.

Las operaciones élgebraicas de R pueden definirse en términos
de relaciones definidas por ternas ordenadas como sigue:

-ab = ¢ si1 y s6lo si (a,b,c) € P R y

a+ b =c siy sélo si (a,b,c) € S8 € Iﬁ, donde P y S son
. fijos; por otra parte, la relacién de orden es una relacidn
binaria. De esto se sigue que los axiomas y propiedades de R
pueden expresarse. en términos de ciertas {'entidades de R.

Las entidades de Ro-Re-1({nzl1l) se llaman entidades de rango n
eniﬁ. A los individuales se les asigna el rango 0; y por tanto, al
conjunto vacio le asignamos rangoc 1, ya que ¢ ¢ Ro y como ¢ < Ro,

¢ eR1, y por tanto ¢ € Ri-Ro.

Si ¢ = a € Iﬁ, entonces el réngo de a es el nimerc natural méas
pequefic n tal que a € Rn. Se puede demqstrar que si a,a,,...,a €
R, el rango de (al,...,ah) = max(rango de a, rango de
a,,...,rango de a ) + 2(n-1).
Algunas propiedades conjuntistas de ﬁ se resumen, para
referencias pc:stt.ariore.slr en el siguiente lema:

L;ma ITI1.1:
i) R < Ra Vn =z p = 1.
ii) §=O|Rk = Ro v Rn para todo nzl.
1iii) Rk € Ro+t ¥ 05 k s n y V n=0
iv) Si X € Y € Rn (nzl), entonces X € Ro U Rn1

v} S1i (xl,x

2,...,.xn) € Y € Rp (Pz1l), -entonces (xl,...,xn) €

Ro U Rp-1.
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En particular, si una entidad ¥ € R es una relacidn binaria,

entonces su dominio es domy = {x/ (Jy) (x,¥Y) € ¥} € R, y su

rango, rany = {y/ (3x) (x,y) < ¥} < R.

En nuestro desarrollo haremos usc frecuente del lenguaje
légico (L). Esto es un conjunto de constantes, -variables y de
relaciones (conectivos, h por ejemplo) que se ponen - en
gorrespondenéia con las entidades de la estructura considerada (en
el sentido del apéndice I de [4]).

Una vez considerado iﬁ' como modelc;o de 1lenguaje L, nos
referiremos a @l como una L-estructura.

Cuando tenemos dos proposiciones légicas las cuales podemos
enlazar mediante el uso de conectivos y cuantificadores, nos queda
una~formula ldgica, pero al hacer un uso adecuado de los simbolos
de agrupacién, ésta férmula 1légica queda l‘ibre. de cualquier
ambigliedad y la 1llamamos fdérmula bien formada (fbf). Adends,
agregaremos a la terminologia que en las fbf [(¥x) V ] y [(3x) V
],V se llama campo del cuantificador. Una variable x en V se
llama 1libre si x no estd en (3x) & .(Vx) o en el campo de un
cuantificador (en otras palabras, las variables libres son las
variables que no estdn ligadas con cuantificadores). Una fbf se
llama sentencia si toda variable en ella estd en el campo de un
cuantificador, en caso contrario, se llama predicado.

Para nuestro propésito, sdlo consideraremos las férmulas bien
formadas (fbf) de L gque tienen la propiedad que todos los
cuantificadores son de la forma "(¥x) [[x € Al> ...]" y "(3x)

[[xeA] N ...]" donde A es una entidad de R Yy las llamaremos fbf

admisibles,

44



Cualquier *L-estructura *(ﬁ) en la cual la L-estructura puede
sumergirse propiamente y para la c¢ual todas las sentencias
admisibles de ﬁ que se cumplen en R, con adecuada interpretacidn
de los simbolos en ﬁ también se cumplen en *(ﬁ), se llamard un
Modelo de anidlisis no estindar de orden superior de ﬁ. En este
caso el conjunto de *R ﬂde individuales de *(ﬁ) es un campo
totalmente ordenado del cual R es un subcampo propio. Pero *(ﬁ) no
es la superestructura determinada por *R. En efecto, si A = P(R),
entonces bajo la inyeccidn de R en _;(ﬁ), ésta constante no
denotara el conjunto de todos los subconjuntos de *R como podria

esperarse sino s6lo un subsistema de P(*R).

~ Ahora nos dedicaremos a describir uma estructura que es

ultrapotencia de R.

Sea I un conjunto infinito, sea U un ultrafiltro 64incompleto

de subconjuntos de I y sea {In} una particidén gue satisface In ¢ U

Por ﬁl denotamos el conjunto- de todos los nmapeos de I én R.
Existe una inyeccién natural as+*a de R en R' definida por *a(i)= a
para toda i ¢ I, esto es, R se identifica en R' con los mapeos
constantes.

Definicién: Si a,b € ﬁl, ehtonces a = ub si y sélo si {i/ a(i) =
b(i)} e Uy a € ub si y sblo si {if a(i) € b(i)}  U.
'Se puede demostrar que Va,b € R' sucede que a =b &6 a = b,

y también que acb & a¢b.

Unicamente lo demostraremos para la igualdad (=).

a = ub e { ieI/ a{i) = b(i)} e U
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si a ®* ub & {ieI/ a(i) = b(i)} ¢ U
e {ieI/ a(i) # b(i)} e U
Sean a,b € ﬁl y tomemos A = {ieI/ a(i) = b(i)}. Entonces A € U o
A ¢ U por una propiedad bésiéa de los ultrafiltros.
Si AeU, entonces a = ub;
si A¢#U entonces I-A € U
pero I-A € U ;‘{ieI/ a(l) = b(i)} e U
y entonces Au(I-A) =T € U
.a=b &6 a#b.n
" En el siguiente lema, enlistaremos Eara referencia posterior,

algunas de las propiedades basicas de la inyeccidén a » *a de R en

Lema III.Z:
i) *¢ = ¢
ii) si a,b € ﬁ, entonces a < b implica que *a ¢ *b
iii) S8i a,b € ﬁ, entonces a € b si y s6lo si *a € *b

‘ Y
iv) Para todo a € R, tenemos *{a} = {*a}
~ n n
v) Si ai,...,an € R, entonces *{sziai) =il:_11*ai,
n nn .
*(n at) = n *ai, *{at,...,an} = {*a1,...,*an},
1= i=1

vi) Para todo a,b e ﬁ, tenemos *(a-b) = *a-*b
- vii) Si b e ﬁ es una relacidén binaria, entonces *{dom b) = (dom
*b) .
* (ranb}) = ran#*b, y para todo a e ﬁ tenemos que *(b(a)) = {Y/
(3x (x € a A (x,¥) € b)} = *b(*a) = {Y/ (Ix) (X € *a A (x,y) «
*b)}. |
Demostracion:

S6lo probaremos ii) ya que 1la las demds pruebas son
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similares.

ii) Dados a,b € R y acb, se busca demostrar gue ce*a = ce*h

Sean U= {ieI/c(i) e *a(i)} = {ieI/c(i) € a} € U

y U= {ieIfc(i) e *b(i}} {iel/c(i) € b}
Como U1 € U y UiclUz , entonces Uz € U, por condicidn de

filtro y por lo tanto c € *h. =
Al

Definicién: Una entidad de la *L-estructura R’ se llama interna

siempre que existe un nimero natural nz¢ tal que a € *Rn.

Definicién: Una entidad interna se llama estdndar siempre que

existe una entidad b € R tal que a = *b. Todas las entidades que

no son internas se llaman externas.

Teorema III.1: Existen entidades externas que no son
estindar. En efecto, si a « ﬁ es una entidad que tiene infinidad
‘de elementos, entonces existe una éntidad b € *a tal que b no es
estéandar. |

Demostracioén:

Debido a que a es un conjunto infinito; existe una sucesién
{bn/n=- 1,2,...} de elementos de a tales gque bnbs para toda
n,m=1,2,... y n*m, Sea b el mapeo de I en a tal gue b(i)=bn para
todo 1ieIn (n=t,2,...). Entonces be*a pero b no es 1igual a algan

elemento estandar de *(ﬁ), lo que demuestra el teorema. =

Teorema III.2: Si a € b € *Rn (nzl), entonces a € *Rn-1, esto

es, los elementos de una entidad interna son internos.
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Teorema III.3: Sea V=V(x1,...Xp) una L-fbf con las variables
libres x1,...,%xp, sea A = {(X1,...%p)/ (X1,...,%Xp) € a A
vV(xi,...,%)}, donde a es una entidad arbitraria de R. Entonces A
eR : |
*A = {(Vi,...,¥Yp)/(Y1,...,¥p) € *¥a A *V(y1,...yp)}.
Las demostraciones de estos teoremas se encuentran en [8].

“
Ahora probaremos el teorema fundamental de Ultrafiltros.

Teorema III.4: (Teorema Fundamental o Principio de Transferencia):

*(lﬁ) es un modelo no estandar de o:i’den superior de Iﬁ, esto
es, una sentencia admisible V de K(L) (K(L) es el conjunto de fbf
admisible de L) se cumple en R si y sdélo si *V se cumple en *(I§),-
y R se "sumerge" propiamente en *(Iﬁ) .

>

Demostracidn:

En un teorema anterior vimos que que la inyeccidn a - *a de R
en *(Iﬁ) es propia. Tenemos que demostrar si Ve K(L), entonces V e
Ko (donde Ko es el subconjunto de K de todas las sentencias
admisibles gque se cumplen en Iﬁ) si y s6lo si *V e *Ko. Si V
no tiene cuantificadores, se sigue inmediatamente de 1la
definicién; supongamos que V € K tiene la forma normal precedente
V= (g%n)...(gx¥X1)w, donde w no tiene cuantificadores. No hay
pérdida de generalidad en suponer gue (Xn) és el cuantificador
existencial (3 xn). Entonces V e Ko(L) es equivalente al conjunto
A= {¥n/%n € a\ (gxn-1)...(gx1)W} # ¢, donde a es el donminio de.
(Ixn) . Entonces, por el teorema anterior y el lema III.2(i), A= ¢
es equivalente a A* = { Xn/ Xn € *a A (g¥n-1)...(gx1)*w} & *$, lo

cual es equivalente a *V € #*Ko.m
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Un aspecto importante del an&lisis no estandar es el uso

repetido del teorema fundamental para transformar los enunciados

've;:’daderos de R en enunciados verdaderos de las entidades internas
;de *{ﬁ).

~
Teorema III.5: Sea V = V(x1,...,%¥) una fbf interna con las
&ariables libres xi,...,%¥n, Y sSea a € *(ﬁ) una entidad interna.
Enténce.s el conjunto {(xi,...,xn)/ (x1,. --yXn) € a AN V(xXi,...,%n)}
es interno. :

La demostracidn de este teorema se encuentra en [8].

~ I1I.1 EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES NO ESTANDAR *R,

El conjunto *R de individuales de la U-ultrapotencia *(lﬁ) de
la superestructura lﬁ, donde U es un ultrafiltro é&-incompleto,

tiene de acuerdo al T. Fundamental las mismas propiedades gue R.

Ya que R es un campo totalmente ordenado y es facil ver dque
. esto puede expresarse por sentencias de Ko (donde Ko es el
1 subconjunto de K de todas las sentencias admisibles que se cumplen
- en Iﬁ) se sigue que *R es un campo totalmente ordenado. La
inyeccién a » *a de R en *R sumerge R en uﬁ subcampo de *R. Con el
fin de simplificar nuestra notaciédn, dénotaremos las extensiones
de las operaciones algébraicas'y del orden con los mismos simbolos
al pasar de R a *R. Por lo tanta, a+b = ¢ en *R significa en

términos de U que {i/a(i)+b(i) = c(i)} € U. Como una ilustracién,
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el enunciado afirma quela relacidén de orden "=" ordena a R
totalmente puede expresarse por la siguiente sentencia de Ko: (Vx}
(Vy) [x e RA y e R] = [x <y] V [x =Y] V [x > y], asi,se sigue
del T. Fundamental que la extensidén de la relacién de orden de R
ordena totalmente a *R.

El elemento unitario e € *R tiene la propiedad de gque para
todo 0 = r € R, *r{*r)q=e,‘y asi e = *1, donde 1 denota el nimero
real uno.

Para simplificar la notacidén, identificaremos R con el
subcampo de los nlmeros estandar de *R, yttendremos la libertad de
escribir R ¢ *R.

El valor absoluto |r| de un nfimero r ¢ R definido por |r|=Tr

siempre que r=0 y |r| = -r cuando r<0, puede considerarse como un

: mapeo de R en R'= {r/re RN r=0}. La conétante de L gue denota este
' mapeo se extiende,‘al pasar de ﬁ a *(ﬁ) a un mapeo *| | de *R en
f *(R+) el cual, de acuerdo al T. Fundamental, tiene la propiedad de
?que *|a| = a para todo az0 que estd en *R *|a| = -a para todo a<0
‘que estd en *R. También en este caso eliminaremos la notacidn * y

- escribiremos |a| para denotar el valor absoluto de un nimero real
‘a € *R. similarmente, escribiremos max(a,b), a,b € *R, para las
extensiones *max(,) yr*min(,) de los mapeos max(r,s) .y min(r,s) de
R«Ren R respectivamente,

Denotemos con la constante 5 un subconjunto de R. Entonces al
pasar a *(R), *S denota un subconjunto de *R qué es una entidad
estandar y, por el T. Fundamental, tiene las mismas propiedades
gue S en la medida en que puedan expresarse por sentencias de Ko.
Mas precisamente , la subestructura *(g) de *(ﬁ), donde é denota

j la subestructura definida por S, es un modelo no estandar de S
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(ultrapotencia). Sobre las bases del lemé III.2.(iii) y de esta
notacién, expresaremos que S c *S. Ademds, por el lema IIT.2(V),
S=*S si y sblo si S es un conjunto finito.

Si la constante N denota el conjunto de nimerc naturales de
R, esto es N denota un conjunto de ntmeros de *R que tiene las
mismas propiedades de N en la medida en que pﬁeden expresarse cﬁmo
sentencia de Ko. Es decir:‘*(ﬁ) es una ultrapotencia que produce
un modelo no esténdar de orden superior a la aritmética.

Del teorema III.l1 se sigue gue *R es una extensidn propia de
R, ¥ asi, de acuerdo a un resultado de éléebra que afirma que todo
campo arquimediano es isomorfo a un subcampo de R, concluimos que
*R es no argquimediano. Pero *R tiene las mismas propiedades que R
y R es arquimediano. Examinaremos esta aparente paradoja; el hecho
de ;ﬁue R sea arguimediano puedé expresarse por la siguiente
sentencia de Ko:
(vx)(vn) [x € R}] A [ne N] = [[nXx = 1] & [x = 0]], Y asi por el
T. Fundamental, se cumple para ¥R que (Vx) (Vn)[x € *R] A [{n e *N)
5 [nx = 1] « [x = 0], esto es, con la interpretacién propia de
las constantes, *R es arquimediano con respectoc a #*N. No es

arquimediano en el sentido del metalenguaje tal que a+...+a > 1,

n-veces +.

Hasta ahora, sb6lo hemos considerado propiedades de R y su
extensién expresable en lenguaje de primer orden.

Examinaremos algunas propiedades de R que son de orden
superior. | | |
Propiedad de Completéz‘de Dedekind:

Todo subconjuntoc no vacio de R acotado superiormente tiene

una minima cota superior (sup).
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Como esto puede expresarse facilmente con una sentencia de
Ko, la cual contendrd al cuantificador universal cuya variable
representa subconjuntos de R, por el uso del T Fundamental se
sigue que *R satisface la propiedad de completez, es decir:

i)Todo subconjunto interno no vacio de *R  acotado

superiormente tiene un sup.

- Ya que *(ﬁ) es un modglo no estiandar de orden superior de 1la
aritmética, se sigue que bajo una interpretacién adecuada del T.
Fundamental, el modelo *(N) satisface tod9s los axiomas de Peano.
Por ejemplo, el principio de induccién que establece gue todo
conjunto no vacio de nimeros naturales tiene un primer elemento,
propiedad de orden superior de @, tiene gque ser interpretada -en
*(@) en el siguiente'sentido:

édii) Todo subconjunto intérno no vacioc de *m, tiene un primer
elemento:

Dél teorema III.1 también se sigue que *N-N = ¢. Es decir,
probaremos que existe un ntimero natural w € *N tal que [r| < w
para todo r € R. En efecto si w(i) = n para todo i & In (n =
1,2...), {In} una particién de I tal gque In ¢ U para toda n =
1,2,..., entonces w es un mapeo de i a N con la propiedad de que
para todo 0< r € N, el conjunto {i/w(i) < r} ¢ U, y asi w € *N y
|r]< w para tode r € R. Esto prueba, en base a que U es
d-incompleto que *N contiene un nimero que es mids grande due

cualquier otro nimero real positivo, que podria llamarse

infinitamente grande.

Definicién: Un nGmerc real se llama finito, siempre que

existe un nGmero real estdndar 0 < r ¢ R tal que |a] < r. Un
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nimero real a € *R que no es finito, se llamara infinito.
Un ndmero real a € *R se llama infinitesimal (o infinitésimo)
o infinitamente pequefio, siempre que |a| < r para todo 0 < r € R.
Aqui cobra pleno significado y fundamento la teoria de

Leibniz.
El conjunto de todos los nidmeros reales finitos de *R se
<
denotara por Mo y el conjunto de todos los infinitésimos por M.
Vobservese que R ¢ Mo,VM1 ¢ Mo yY R n Mi = {0}, esto es , 0
(el nulo) se considera también como un infinitesimal estandar.
Un nGmero a € *R es infinito si y sélo si.|a| > r para todo 0 < re
R. Por lo tanto, el niimero natural w definido arriba es infinito.
Su reciproco, s un jinfinitésimo. Mis gene:almente, un nimero real
o # a € * es un infinitésimo si y s&lo si su reciproco es
infinito. |
El siguiente teorema sirve para determinar los nimeros
nanaturales finitos:
‘Teorema III.1.1: Un nGmero natural n € *N es finito si y s6lo
si n es un nimerc natural estindar. En simbolos, *N n Mo = N. |
Demostracién: Es obvic que N ¢ Mo. Si n € *N es finito,
entonces existe un nlmero real estdndar 0 < r €e R tal que n < r.
‘Por lo tanto; los nimeros Ko contiene 1la sentencia:
(¥X) [¥x e N] 2 [X =Tr] & [x=1] V [x =2] V ... V [x ; Pl, donde
r Yy p son las constantes y p = [r] es la parte entera de r. Por el

T. Fundamental obtenemos que n =1 6 n= 2 & ...6 n=r, y la prueba

concluye.sn

Ahora haremos una discusién acerca de las propiedades de los

nmeros finitos de *R.

Es facil ver que Mo es un subanillo de *R, y de hecho es un
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dominio entero, es decir, Mo no tiene divisores de cero. El
conjunto de los infinitésimos constituye un subanillo de Mo con la
propiedad de que si h € M1 ¥ a € Mo, entonces ah € M1, esto es, M1
es un ideal en Mo. Es fadcil ver ademds que Mi es un ideal maximal.
En efecto, observe que si a € Mo y a ¢ M, entonces existen
nimeros reales pds:i.—tj.-vos r1, r2 € R tales que 0 < r1 < |a| < rz,
“ .
y asi %e .Mo lo cual muest;'a que cualgquier ideal que contenga a Mi
propiamente debe contener el elemento 1 de Mo y por tanto todo Mo.

Si a,b € *R y a-b es infinitesimal,_ entonces diremos que b
estd infinitamente cerca de a y escribirer;los a = 1b.

Considere al anillo cociente Mo/Mi1. Entonces, ya que Mi es un
ideal méximo en Mo, el anillo cociente Mo/Mi es un campo. En
relacién a esto tenemos el teorema siguiente.

Teorema III.1.2: El1 anillo cociente Mo/M1i es de orden

isomérfico a el campo R de los reales estdndar.

Demostracidén:

_Primero observemos que si A és una clase lateral en Mo médulo
M1, entonces A no puede contener dos nameros reales estaindar
diferentes r1 y r2. Ya que, en ese caso |ri-rz|] = 0, y asi r1 = r2
implica por definicidn qﬁe jri-rz2| < |ri-rz| y se obtiene una
contradiccidén. Esto muestra que R es un subcampo de Mo/Mi. Para
completar la prueba, tenemos que demostrar que a cada a € Mo
corresponde un nlmero real estandar r, el Gnico tal que a-r = 0.
Para este fin observese que si a € Mo, entonces los conjuntos D=
{r/r e R A r = a} y D/ = R-D definen una cortadura de Dedekind

(D,D’) en R. Sea r € R el nimero real en R que determina la misma

cortadura (D,D’). Entonces, mostraremos que a = r. Si no es asl.
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por definicidén existe un nimero real positivo 0 < £ € R tal que
|a-r| = € . Si a > r entonces ]a-r|z £ implica que r + g < a,y
contradice el hecho de que a y r determinan la misma cortadura,
similarmente, si r > a, entonces r-;z— > a da origen a la misma

contradiccién. Por lo tanto Mo/M: es de orden isomérfico a R y la

demostracidén concluye.s

Definicién: El1 orden homomorfico de anillo de Mo sobre Ro con
nGcleo M1 se llamard el homomorfismo de la parte estandar y se
denotari por St. |

Teorema ITI.1.3:

i) st(a+tb) = st(a) + st(b), St(ab) = St(a)St(b), y St(a=b) =
st(a)~-Sst(b), va,b € Mo.
| iif Si a,b € Mo, entonces asb implica St({a) = St(b).
iii) st(|al) = |st(a)], St(max{a,b)) = 'méx.(st(a),st(b)) y
‘St(min(a,b)) = min(St(a),St(b)), ¥V a,b € Mo. |
iv) st(a) = 0 si y sdélo éi a € M.
v) Para todo r € R estandar, tenemos St(r) = r.
vi) Si a € Mo y St(a) = 0, entonces |a| = St(a)
vii) Para todo a,b € Mo, tenemos a = b si y sdlo si st(a)=5t(b).

A las clases de equivalencia laterales de Mo con respecto a
M1 se acostumbra llamarlas mdnadas. Las ménadas se denotan por
e{r), r € R. 7

En particular , p(0) = M.

La demostracién de este teorema se encuentra en [8].

Definicidn y propiedad de algunas entidades externas.

Ya se establecid que el reciproco del teorema III.2 no es
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necesariamente cierto, es decir, un conjunto de entidades internas
no es necesariamente interno; por otro lado, tenemos ya definidos
algunos conjuntos de individuales tales como *N-N, Mo, Mi, u(r), r
€ R. Ahora surge como pregunta natﬁral si estos conjuntos son
internos o no. Para ello supondremos que cada conjunto en cuestién
es interno y mostraremos qu viola ‘alguna propiedad que deberia

poseer por ser interno y por el T. Fundamental.

Teorema IIX.1.4: Los conjuntos no vgcios *N-N, Mo, M1, u(r)
(r e R), ¥ el conjqnto de nimeros reales infinitamente grandes *R_
= *R-Mo son todos externos.

Demostracién:

Supongamos gque *N-N es inte;no. Entonces ya que *N-N = ¢
(tegrema IITI.1) tenemos por ii) que *N-N tiene un primer elemento,
digamos Wo. Pero el conjunto de nimeros naturales infinitamente
grande no tiene un primer elemento. Asi, si W € *N-N entonces k+1
< W para todo k € N, esto implica que W-1 € *N~N, y asi Wo-1 < Wo
lo cual prueba que--*N-N-no tiene primer elemento. Por 1lo tanto,

*N-IN es externo.

Supongamos gque el conjunto M: es interno. ya que Mi # ¢ vy h €
M1 imblica que |h| <1, se sigue de i) gque M1 tiene un sup, digamos,
asc. De 0 € M1, se sigue que ao =z 0, Ademds ao ¢ M1 ya que M
contiene otros elementos diferentes de cero. Pero entonces E% es
también un sup de Mi, obténiendose asi una contradiccién, por lo
que M: es externo.

Simil;¥mente, en base a i) podemos mostrar que Mo es extefno.

Si *R = *R-Mo es interno, entonces también Mo = *R-*R_ es

interno y se obtiene una contradiccién. Por lo tanto, *R 2~ es
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externo.

Ya gque las traslaciones son mapeos internos, se siqgue
inmediatamente del hecho de que p(0) es externa que p(r) = p(0) +r

(r €« R) es externo. Esto completa la prueba. =

Observaciones:
el

*) Si D ¢ M1 es interno y no vacio, entonces, de acuerdo a (4.1)

tiene un sup. La demostracién anterior muestra que el sup es un

infinitésimo. :
Similarmente, el sup de un conjunto internc no vacio de

nimeros finitos es finito. El inf de un cbnjunto interno no vacio

de nimeros infinitos es infinito.

**%) La operacidén "parte estandar" es un mapeo de Mo a R. No es por

lo'%anto, un mapeb interno. Ya que , si fuera interno entonces de

acuerdo al teorema precedente concluimos que la operacién "parte

estandar" es una operacidén externa.

Teorema III.1.5: Si A € ﬁ, entonces el conjunto *A-{*afa e—A}
de todos los elementos no estandar de *A es vacio o externo, y en
el Gdltimo caso, el conjunto {*a/a € A} es también externo.
Demostracién:

Si A e ﬁ, entonces el conjunto *A-{*afa € A} = ¢ si y sbélo si
A es finito. por el teo. III.1 y lema IXII.2v. Supongamos, por 1o
tanto, que A es infinito. Entonces existe un mapeo f uno-a-uno de

un subconjuto de A sobre N = {1,2,...}.
Si B = *A-{*a/a € A} es interno, entonces B n dom(*f) es

también interno (teo. III.5). Por consiguiente, tenemos que *N-N =

*f (B n dom.*f) es interno, lo cual contradice el teorema 5.1 y la
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prueba concluye. =

Definicién: Un conjunto D de entidades internas de *(ﬁ) se llama
*-fiﬁito siempre gque exista un nlmero natural w € *N-N y un mapeo
interno uﬁo-a-uno de D sobre el conjunto interno {1,2,...,w}. En
ese caso, diremos gue la cardinalidad interna de D es w.

i D es #*-finito, “entonces es claro gue su cardinalidad

<
externa es al menos Xe.

Teorema II1I1.1.6: Todo conjunto *-finito de entidades internas

es interno. Un conjunto #-finito de niimeros reales tiene un

elemento maxime y un minimo.

rd

Demostracién:

Ya gue el dominio de una funcidén interna es interna, se sigue
inmediatamente de la. definicién gue un conjunto *-finito es
interno.

Si D es un conjunto *-finito de nimeros reales de R, tiene un

elemento médximo y un elemento minimo; lo cual completa la prueba.m
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IV.- UNA APLICACION DE UN MODELO NO ESTANDAR A UN PROBLEMA GQUE
HABIA PERMANECIDO ABIERTO.

Y
En este capitulo aplicaremos resultados de algebra lineal de
dimensién finita en espacios infinito dimensionales. La idea es
-encontrar un espacio E € *£& gque se aproxime al espa;:io infinito
dimensional dado; entonces el Principio de Transferencia nos
permite aplicar los resultados de la teoria finita-dimensional

al espacio infinito dimensional dado.

Este método fué usado por Bernstein y Robinson para resolver
un problema gue habia estado abierto por muchos afios. Primero

introduciremos alguna terminologia:

Definicién: T es llamado "Polinomialmente Compacto™ si T es

un operador lineal acotado y para algin polinomio

p{A) = co+c17u+...+_cn1n' Cure-+sC € C,

el operador p(T) es compacto.

Definicién: E1 subespacio E del espacio unitario H = 1_2 es

invariante para el operador T si T[E] < E.

En 1930 J. Von Neuman habia probado sin publicarlo el hecho
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. de que un operador dompacto sobre un espacioiaéﬂﬂ_lbér
subespacio invariante no trivial (eé.decir,fdiSt&ntéa
todo el espacio). S

Se origind la prequnta de cuales’ operadores no Qgppa
poseén subespacios invariantes no triviales, pero no hubo progresc
considerable. Finalmente, en 1966 se usaron mé&todos no estandar

para obtener el siguiente resultado:

Teorema (BERSNTEIN-ROBINSON): Sea T un operador polinomialmen
te compacto en 1°. Entonces existe un subespacio lineal cerrado de

1% distinto de {0} o 12, que es invariante para T.

Iniciamos nuestra discusién con algunas consideraciones
geng;aleSx En este capitulo consideramos solamente H = 1%. sea
{esf1 € N} alguna base ortonormal para 1%. Que posteriormente
especificaremés . Entonces si T es un operador lineal sobre 12,

podemos escribir

o0

Tek = ja e
=xy , k=1,2,...
J=1
El arreglo [ajk] (el cual es, desde luego un mapeo de NxN en
C) es llamaddo la matriz de T con respecto a la base dada. Como es
usual, podemos pensar de aj) definida para j,x que pertenecen a *N

con valores en *C.

Lema 1: Sea ([aj] la matriz de un operador compactO;TTf

Entonces ajk = 0 para j € *N-N, y todo k € N'.
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Demostracidén: Por el principio de transferencia,
Tex = )::‘rctike1
te *N

Puesto que T es compacto y ek ese finito, Tex es casi

i estandar.
5? Asi Tex = y e 1° donde, decimos, y = L, viei.
i ) 1e*N
Sea £ = |Tex-y|?
) - - 2
_1£*§+ (@ ¥y & I
:: ‘. . : : 2
3 :e§m+ |alk #Yll

o~

donde hemos usado el Teorema de Pitdgoras. Puesto que Tek = y, £

b

0. Eligimos cualquier valor j e *N-N. Claramente,
: 2
|aJk-YJ| = Er
1

Y asi >
| layy,l = €

Entonces |ajk | = |ajk-yj+ le
1

= £ + |yl

0

Puesto que y € 12,):|yn|2 converge de modo que y >0, ¥ de
n=1

aqui ijl = 0. Concluimos que |am| % 0. m

Definicién: Una matriz [qm} es casi supradiagonal si a, = 0
para toda j > k+1.

Sea [ajk] casi supradiagonal. Entonces definimos
recursivamente
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Lema 2: Sea {ajk] la matriz casi supradiagonal del operador
Y

lineal acotado T. Entonces la matriz de T" es [a;:)] .

Demostracién: La prueba es por induccidén sobre n. Para n = 1

el resultado es inmediato.

Suponga gue el resultado es valido para hn. Sea [bx] 1la

matriz de T'!. Entonces

!
H:'
3
®
F.‘--P
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Lema 3: Sea [ajx] casi supradiagonal. Entonces para s,m,n> 0;

Demostracién: Primero.probamos 1) por induccién sobre s.
Para s = 1, m=2. Como [ak] es casi supradiagonal,

1
a() = a = 0.
n+m,n - n+m,n .

Asumimos que 1) es valido para supraindices menores que s.
Por hipotésis de inducciédn,

{=-1)
a
n+m, n

0 para s-1 < m y para toda m,n. Pero

-1
a(s) E a(s )

n+m,n nkm, 1 in.

1=n+1
Pero para i=n+l y s<m, por la hipotésis de induccién, todos
los términos de la suma son 0, y asi también es af) .
nim,n
Enseguida probaremos 2) por induccién -en m. Para m=1 el

resultado es trivial. Suponga que 2) es valido para m-1, entonces

m
=7J1a para toda n.

n+i+l,n+l

(m=1) ~1 . -
Usando 1), como a = a Yy m-l<n+m-1i, g
i+(n+m-1) , 1 n+m, 1 ntm, i

para i=n. También,

a(m) E a(m—l)
ntm, 1 in

I

n+m,n 1 5li+1



{m-1)
n+m, n+1 n+l,n

m-2

a a
1(];[0 n+i+2,n+1+1) n+l,n

m=-1

= n a 1+1 i
n+ n+
1=0 4 *

4

Lema 4: Sea T un operador polinomialmente compacto sobre 12
en el cual la matriz [?k] es casi supradiagonal. Entonces para

algtn entero infinito v, a. = 0.
I

Demostracidén: Sea p(T) = « +aT +...+ aka compacto y [bix] su

matriz . Entonces usando el lema 2 ,

= a+a a? +xa®  +...+a o™
ey n+m, n 0 1 n+m,n 2 n+m,n k n+m,n
Usando (1) y luego (2) del Lema 3,
m-1
{m}
= o a = o n’ a

n+m,n m n+m,n m n+i+l, n+i.

<4
o

Puesto que p(T) es compacto, el lema 1 implica b@p

m,n

para una n infinita.

Eligiendo una n tal que, uno de los nimeros a con

n+i+l, n+ri 4

i=0,...,m1 debe ser infinitesimal.s

Definicién: Para E € *8, sea 'E el conjunto de x e 12, tal

que x = y para alglin y € E.

Lema 5: °E es un subespacio lineal cerrado de 1%,
Demostracidén: Sea X, y €« EYy A € C. Como X » X/ e Eyy = y’/

e E, x+y » x'+y’ ¢ E; asi, también x+y € "E. Ademds, como AX = AX’

¢ E, también Ax e °E.



o

Para ver que °‘E es cerrado, sea X un punto limite de °E

probaremos gue X € 'E.

. 1
Sea n ¢ N'. Entonces existe x’ e °E tal que [x-x'} < :

2n’

Ahora %’ = y para algin puntoc y € E, también que ciertamente

[x'-y] <} . Entonces x-y] <! .

Sea K= { ne *N'/ * ~ {3y € E) (|x-y|] < 3 )}

Por lo anterior, N's K. Como K es interno, debe haber un

infinito v € K. Asi existe una y € E tal que [x-y| < %x 0. Esto

es, X € ‘E.m

Ahora el plan es usar el principio de transferencia y el lema
5 para obtener subespacios invariantes en 12,

Lema 6: Para x e 1° y E e *8, x € E si y s6lo si x = PEX,
donde Pex es el Gnico "y" tal que ||x-y| = [|x-z] vz e E.

Demostracién: Si x =~ ©Pex € E, entonces, x e C°E.
Reciprocamente, si x € °E, entonces x =~ y para algin y € E.

Por la definicién de PE, el teorema 7 (ver Apén.) y el

principio de transferencia, |x - Px| = |x-y| » 0.=

Sea T algiin operador 1lineal acotado dado sobre 18, Sea Vv €

*N-N, sea Hv espacio de Hilbert de dimensién v y

v [+ 1]
Pv(a) = Yaiet, si a = Yoiet,
i=1 1=1
Tv = PvTPv

y sea T la restriccién del operador Tv a Hv. Asi Tv es un operador
lineal sobre *12, T es un operador lineal sobre Hv, y
I 1= JTvf = [2vTPv] = |7}
Puesto que Hv € *E, para cualgquier subespacio lineal internc

E de Hv, tenemos E € *E. =



Lema 7: Si E es un subespacio lineal de Hv y Tv[E] € E,
entonces tenemos T[°E] & °E. |

Demostracién: Sea x € °E; deseamos probar que Tx € °E.

Por el lema 6, Pex ~ X. Puesto que T es conﬁinua, TPEX = Tx,
y de aqui TPex es casi estandar. Por el teo. 1 (Ver apéndice)
Pv(TPEx) = TPeXx. “

TvPEX = PvTPvPEX = TPEX

-

Tx
Pero Pex € E, y como por hipotesis TvPEx e E; luego,Tx es
infinitesimalmente préximo a un punto de E (es decir, TvPEx) y por

la definicién, Tx € E. w

Lema 8: Sea E, F € *6 tal que E < F y dim(F} = dim(E) +'1.
_ Entonces °E € °F, y para cualquier par x, y € °F, existen 2a
ey z e E tales que X = Ay+z & y = AX+zZ,
Demostracién: Si x € °E, entonces x»y para algﬁh y € E. Como
E<F, yeF, y de aqui que x € °F. Asi, °E < °F.
Sean x,y € °F. Entonces x»x’, y~y’ para-x};y' € F. Como E, F ¢
%€, y ademds dim(F) = dim(E) + 1, por el principio de
Transferencia, y’= Ax’+z (o Xf= Ay’+z) con A & *C, z € E.
consideramos dos casos. |
Cass 1:
A es finita.
Puesto que x’, y’ y A son casi estdndar, también es
z =Y'-AX" (0 z = x'-Ay’)}
"z = "y’=*(ax’) (0 “z = "x’'~ *(Ay’))
=y - (Mx (0 °z = x= ("N)y)
o

De aqui que vy = °Ax + °z (0o x = °Ay + °z) con °z ¢ °E.

Caso 2:

AA.



A es infinita.
Dividiendo por A, tenemos
1
X a2

pero por que zZ € E, (%) esta ademds en E. De aqui nos devolvemos

hl:%yl_lz (OY’=%X’_

al primer caso.m
~
Ahora desarrollaremos la prueba del teorema de
Berstein—Robinson.
Fijemos alguna X € 1? donde Ix] = 1, y consideramos el
conjunto A = {X,Tx,T°X,...}.
Caso 1:
A no es un conjunto linealmente independiente .
Sea k el entero mds pequefio tal gue
™x = a1x + a2TX +...+ aT* 'x, Bl,...,0k € t (1)
Entonces tenemos el conjunto

E = Span (x,Tx,...,qux)

y sostenemos que E reline los requerimientos del teorema de
Bernstein-Robinson. Tenemos E # {0} porque x € E, |x| = 1. Puesto
gque E es finito dimensional este es cerrado por teo. 2 (ver
apéndice) y distinto de 1%. Finalmente, si a € E, decimos

| a = pi1x + B2Tx + ...+ BT 'x (2)
entonces Ta = Bi1Tx + B2T°X + ...+ BxT'x (3)

y por (1), tenemos gque Ta € E.

Suponemos ahora que A es linealmente independiente.

Para cada n € N, existe Gn tal que Gn = Gen (x,Tx,...,Tx" !

).

Sea E =ngﬁh, y F=E. Por el teorema 3 (ver apéndice) F es un

subespacio lineal cerrado de 1%, F=12.



Caso 2:

Claramente, F#{0}. Probaremos que F es invariante para T. Si

a € E, entonces a € Gn para algin n y Ta € Gmv1 ¢ E asl es

invariante para T. Finalmente, sea a € F. Entonces debe de haber

\ n € N} de puntos de E tal que an > a. Pero
%
entonces Tan - Ta, Yy , por consiquiente, Ta € F.

una sucesién {an

Caso 3: .
F=1°.

Puesto que A es un conjunto linealmente independiente, 1los
puntos fi1 = %, i = 1,2,3,... forman una base para 12"
Aplicando el proceso de Gram-Schmidt ~para los puntos {fi},
obténemos una base ortonormal {ei} tal que para cada n € N,

Gen{ei,e2,...,en} = Gen(f1,£f2,...,£n}).

Usaremos esta base ortonormal para completar la demostracién.

Asi, para cada k € N,

ex € Gen(f1,f2,...fk)

Ademas Tex ¢ Gen(fz,f3,...,fns1) S Gen(e1,...,en+1).

Sea [ax] la matriz de T con respecto a la base ortonormal
{e1,e2,...} entonces tenemos que

k+1
ajkej= } ajxej.
1 j=1

Tex =
b

H~8

pues [ajk] es casi supradiagonal ya que {ei,e2,...} es ortonormal.
Usando la hipotésis de gque T es polinomialmente compacto y el lema
4, concluimos que para algGn infinito v (el cual fijamos), avsi,v

Enseguida probaremos que T es una buena aproximacidn para T:

638



Lema 9: Si £ € Hv y £ es finito, entonces T¢ = Tf.

Demostracidn: Puesto que Hvy = Gen(e:,ez,...,ev}), tenemos

akek, ok € *C.
1

1 <

E =

k

Por el teorema de Pitdgoras:

s Y 2 2
FEl™= L Jax|"z [av]
k=1

-

De aqui av es finita. Entonces puesto que [ak] es casi-

supradiagonal ,

v
TE =Y axTek
k=1

v k+1
‘ =Y ax } ajke}
- k=1 j=1

¥ v+l
=Yok ¥ ajke)
i1=1 j=1

v+l v
= ¥ (Yoxajk) ej.
iI=1 k=1

De aqui que

v

v
PvTE = ) (¥ oxajk)ey.
=1 k=1

v

Asi, TE = PyTE + ¥ axavel,k €v+l
k=1

TE = PvTE + arav+l,k ev+i

Y puesto que la matriz es a lo mas superdiagonal. Por

consiguiente
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[T - T€] = |Te - TvE] = Jav|.]aw1,v] = 0O

usando el hecho de que av es finito.m

Lema 10: Si £ es finito y £ e Hv. .Entonces ¢ ~ T'¢, para
toda n € N,

Demostracidn: El casg n = 1 fué el lema 9. Suponga que el
resultado es valido para n-l.Entonces |T"'g] = |[T|*|&] es
finito. Por consiguiente, usando la hipotésis de induccidn, 1la
continuidad de T, y lema 9,

T = T(T"'¢)

= T(T"'g)

i

(T ')

= 'ff'“g. n
Ahora sea p{A) el polinomio dado tal que p(T) es compacto.

Lema 11: Sea & finito y £ « Hv. Entonces p(T)€ = p(T)E.

Demostracidén: Es inmediata del lema 10.

Pefinicién: Sea £ un mapeo de *X a *T, donde g € *X. Entonces
f es llamado microcontinuo en gq si p=q imﬁlica que f(p)=f(q)} para
toda pe*X. £ es microcontinuo en *X si f es microcontinuo en todos
los puntos g € *X.

Lema 12: p(Tv) es microcontinua sobre 1°.

Demostracidn:

x

Sea p(A) = zaihi. Entonces usando el teorema 4 (ver apéndice)
i=0 .

k
fe(To)] = L Jar|.fTv]’
i=0
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k
=¥ Joauf.|T|'= M,
i=0
donde M es un nimero real positivo. Asi si usv, u,v € *1?, tenemos
fo () u-p(Te)v| = [p(Tv)|. ju-vi

s M.Ju-v| ~ 0. =

Lema 13: p(Tv)x = 0,

Demostracion: p(T)x ; 0, en otras palabras los puntos T'x
seran linealmente dependientes. Por el teorema 1 (ver apén.) Pvx =
X. Asi p{T)Pvx = p(T)x, puesto que p(T) es un operador lineal
acotado (tedrema. 4 apén.) y p(Tv)PvxL = p(’i'v)x por lema 12. Por el
lema 11, p{Tv)x = p(T)x, que es, “(p(Tv)X) = p(T})x # 0. »

Haremos uso del siguiente resultado fundamental del Algebra lineal
finito dimensional.
* PTeorema de invarianza: Sea E un espacio de dimensidén m y T un

operador lineal sobre E. Entonces existe una cadena:

{0} = Eo ¢ Et ¢ E2 <.,.c En E, donde dim(Ei) = i y cada Ei es
invariante para T.

Este resultado es equivalente para la existencia de una base

en términos del cual T tiene una matriz "triangular".

Ahora usamos el teorema de invarianza del &lgebra lineal
finita dimensional como se cita arriba, y el principio de
transferencia para obtener una sucesidén interna

{0} = Bo ¢ E1 c¢.,.cEv = Hv,

donde dim(Ei) = 1 y T[Ei1] € F1 para i = 0,1,...,V.

Puesto que Hv € 6’,-cada Ei € € y la proyeccidn Pei qﬁeda
definida. Ensegquida definimos la sucesidén {rj| 3j=0,1,...,v} de

nimeros hiperreales por rj = |p(Tv)x-p(Tv)PEix
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Ahora, puesto gque Eo = {0}, Prox = 0. Asi ro = |p(Tv)x| y por
el lema 13, existe un nimero real positivo r tal que ro > r. Por
otro lado , Pev = Piv = Pv, también

rv = |p(Tv)x - p(Tv)Pvx| = 0 por el lema 12.

En particular, rv < -;-r. Por el teorema 6 (ver apén.) existe
un minimo u tal que rup < -;-1;, Yy de aquil que ru-i =z ir.

Ahora, por los lemas 5 y 7, los espacios °Ej, j = 0,1,...,v
son subespacios lineales cerrados de 1° que son invariantes para
T. Por lo tanto, Gnicamente resta prdbar que al menos uno de ellos

no es trivial. De hecho, probaremos que °Eu-1 o °Eu es no trivial.

Lema 14: x ¢ °Eu-1 y °Ep-1 = 1%,

Demostracidn: Supo-nga que x € °Eu-i. Entonces por el lema 6
X ® JﬁEu—1x' Pero entonces por el lema 12, se tendria

ru-1 = Jp(Tv)x - p{Tv)PEu_IX" = 0,

lo cual es imposible porque L ér. =

Lema 15: °EM + {0},

bemos.traci.én: Sea y = p(Tv) Pé”x. Puesto que Ep es invariante
para T (y de aqui que también para p(T)), Y € Eu. Por el lema 11,
y x-p(T)Pr:ux. Ahora-, como p(T) es compacto y Pr:ux es finito, se
sigue (teo. 5 del apén.) que p(T)PEux eé casi estandar, lo mismo
que y. Sea y = z € 1°, entonces z « °Eu. Para probar el lema es
suficiente probar que z = 0. -

81 por el contrario, z = 0, entonces y = 0. Pero entonce; ru

= |p(Tv)x)] > r, lo cual es imposible puesto que r, < ir. n

a

E °E  son ambos triviales
M-, 2 !
2

o _ o -
debemos t'ener que E.u-1 = {0}, Eu 1=,

Por los lemas 14 y 15, si
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‘Pero la dim(Eu) = 4 = dim(Eu_l) + 1. Esto se implica por el
lema 8 que para cualquier par de puntos x,y € 12, tenemos y = AX O

X = Ay para algin A € C.

Pero estoc es falso, por lo que concluimos que °Ep o °Eu-1 es

no trivial, y la prueba del teorema de Bernstein-Robinson queda

conpleta.s -
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~CONCLUSIONES

El problema tratado en el capitulo IV es una muestra de 1la
importancia de tener un modelo no estandar, lo versatil que éste

resulta, y ademis se destaca la importancia de las herramientas

que permiten su construccién, ocupando un lugar distinguido 1la

teoria de ultrafiltros, de ahi la importancia de los trabajos que

en este campo se realizan como los presentados en el XXVI CONGRESO

“NACIONAL DE LA SMM.
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APENDICE

:

Definicién 1: Para un espacio topolégico X, un punto p € *X es
1lamado casi estindar si p¥q para algin g € X.

Teorema 1: Sea v € *N-N, y ssa a e *12 casi estandar. Entonces

Teorema 2: Un subespacio de H de dimensién finita es cerrado.

Teorema 3:

1) Si {En\n € N} es una sucesién de subespacios lineales de H
o

¥ En & En+1 para cada n, entonces G =nU0En es también un subespacio
de H.
2) Si E es un subespacio lineal de de H también lo es E.

-t

Teorema 4: Sea T1, Tz un operadores lineales acotados de N en
N (N espacio lineal), y sea a« € D (D un campo). Entonces Ti1+T2, «T1
y T1Tz son operadores lineales acoﬁados vy
iTieT2| = |Taf+|Te|
f«] T2

IT2) 172

T

A

[ T1T2]

Teorema 5: El operador lineal T es compacto si y s6lo si mapea
puntds finitos de *N en puntos casi estandar.

Teorema 6: Sea AS*N tal que A € *X, A#®d. Entonces A tiene un

elemento minimo.

Teorema 7: Para cada x = H, existe un Unico punto y € E tal
que [x-y| = |x-z| para toda z € E.

NOTA: Las demostraciones de todos estos teoremas se encueniran

en [1].
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