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Un factor circunstancial que motivé la realizacién de éste

trabajo es el poco material disponible en nuestra comunidad
matemdtica del tema de Ecuaciones en Diferencias. Este
trabajo es un intento de cubrir tal vacio, de manera gque
espero sea utilizado para trabajos posteriores.

En la primera parte del trabajb presentamos las bhases para
describir las Ecuaciones en Diferencias. Es decir, exponemos
los diferentes operadores que se utilizan para construir el
cdlculo finito y poder describir la teoria de las ecuaciones

en diferencias, sus métodos de soclucidn Y algunas

aplicaciones.

En el capituleo siguiente trabajamos lo relacionado a Sistemas
Lineales de Ecuaciones en Diferencias; como establecer el
problema de condicién inicial y deducir su solucidn, asi como
también mostrar la geometria de las soluciones, de acuerdo al

tipo de estabilidad del punto fijo x=0.

Por Gltimo, en el capituleo III, tratamos los métodos directos
de ecuaciones en diferencias no lineales, los cuales
consisten de una descripcién cualitativa del comportamiento

de las solucicones.

€L SABER DE WIS HIJOS
HARA MI GRANDEZA

BIBLIOTECA
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OBJETIVQS

El objetivo general de la realizacidén de éste trabajo
consiste en describir, mediante una monografia, la teoria de
ecuacieones en diferenclas; en la cual se describan los
fundamentos teoricos de tales ecuaciones, asi como la propia
metodologia matematica para su desarrollo y aplicacién.

Mas especificamente, buscamos describir resultados basicos
para apoyar trabajos mAs especializados, por ejemplo en el
drea de Analisis Numérico, Aplicaciones clasicas a la
Economia, Ecologia, Mecanica, etc. pero particularmente en el

Control y Optimizacién de Sistemas Dindmicos Discretos del

tipo

K1 F(Xk'uk) . A (1)
donde X< R"” es la variable de estado; F:R"x R" — R” es una
funcidn diferenciable,’o al menos continua, y la sucesidn u e
R" es el control aplicado al sistema (1) en el periodo k.
Esta variable de control puede "intervenir" en la dinamica
descrita por (1). Mediante ésta intervencidén podemos

proponernos  estabilizar, optimizar, acotar, etc., las

soluciones de (1),

Los Sistemas de Ecuaciones en Diferencias, también llamados
Sistemas Discretos, han adguirido una creciente importancia,
por lo gque el desarrollo matemdtico de ésta teoria se ha

vuelto una necesidad.




CAPITULO I ECUACIONES EN DIFERENCIAS ESCALARES

1.1.- Definiciones y propiedades de los operadores diferencia A

y suma A,

Empezaremos por describir el cédlculo gue reguerimos para

estudiar la tecria de las ecuacicones en diferencias.

DIFERENCIA DE UNA FUNCION
Sea y una funcién real y h cualquier constante para la cual k+h

esté en el dominio de y siempre que k 16 esté; entonces Ay se

define como la primera diferencia avanzada de y, Yy se denota

COmo
by (k) = y(k+h) - y(k)

La transformacidén "A" es llamada "El1 operador diferencia"
gue indica gue la. funcién y es operada o transformada al nuevo
campo de la funcidén Ay, el nimero h es llamado "el intervalo de
diferencia"”. El operador A transforma funciones definidas en

N u {0}.
Tomandeo el incremento Ak=h como la unidad, tenemos:

Ay (k) = y(k+1} - y(k}

En algunos casos seguira apareciendo el valor de h, solo

" como una generalizacién.

Esta primera diferencia avanzada también se puede escribir

comaos

Ay =y - Y donde consideraremos gue Y = y (k)

Cabe aclarar 'que se pueden definir dos operadores

mas, equivalentes a A. Estos son el operador Vv definido como



Vy (k) = y(k) - y(k-h)

1lamado operador diferencia hacia atras. El otro operador se
define como

8Y(k) = y(x +—h) - y(k - —h)

llamado operador diferencia central. Matemdticamente estos
operadores estan relacionados mediante una traslacidén de 1la
variable independiente k, por lo que éstos tienen las mismas
propiedades que obtendremos para A. El calculo gue se construye
a partir del operador A también puede construirse, de una

manera similar, bajo los operadores V y §.

A continuacién se definen algunas propiedades del operador

diferencia A.

TEOREMA I.1.1:
Si ¢ es cualguier constante, la diferencia de la funcidn cy es

igual a ¢ veces la diferencia de y, es decir,
Aly(K)c]= A[cy(K)]= cAy(k)

DEMOSTRACION: Usando la definicién de primera diferencia

tenemos:
Afcy(k)]

Cy (k+1) - cy(kK) = c[ y(k+1) - y(k) 1
chAy (k). |

L

TEOREMA I.1.2:
La diferencia de la suma de dos funciones es igual a la suma de

sus diferencias, es decir, si Y, ¥ Y, son dos funciones;

B[y, (k) + vy, (k) 1 = Ay (K) + By (K)

DEMOSTRACION: ©Usando la definicidén de primera diferencia

tenemos:



ply (k) + y (k)] =y (k+1) + y (K+1) - [y (k) + ¥ (Kj]
y, (k+1) =y (k) + y (k+1) - vy (k)
Ay (k) + Ay (k). -

It

Il

COROLARIO I.1.1: Si c,y ca.son constantes arkitrarias;
b [ey, (k) + ey, (k) ] = chy (k) + cby (k)

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema I.1.2 a 1las funciones
C1y1(k) Y czyz(k) obtenemos:

Aley (k) + ¢y (k)] = bdcy (k) + bc)y, (K)
aplicando el teorema I.1.2:

Aoy (k) + ey (k)] = c by (k) + c by, (k). -

COROLARIO I.1.2: Sean Yo Yo «eer ¥ i on funciones y sean Cls
c , constantes arbitrarias. Entonces para cualquier

2!’ .

entero positivo n,

Bleyy, (k) + oy (k) + ... + cy (k)= cby (k) +

c, Ay, (k)+...+c Ay (k)
DEMOSTRACION: (Usando induccién matemdtica sobre n).

TEOREMA I.1.3: Sea y un polinomic de grade n, es decir

. 2 n
yi{k) = a, + alk + a2k + ... 4 ank

con a , a .., a constantes arbitrarias y a=* 0. Entonces la
n n

1]'
n-ésima diferencia de y es una funcidn constante y todas las

diferencias sucesivas son cero,



DEMOSTRACION: Por el corolario Lga:
N 2 n
Ay (K) = a bl + a Ak + aEAk + ...+ anAk

pero si m es cualgquier entero positivo, usandc el teorema del

binomio (ver anexo A.I1.1):

m

AK" (k+h)" - k

mo_ m m-1 m(m=1}) m-2 .2 m! m-r L F
Ak® = k + mk "h + — 5 k ho + ...+ Ty TT! h +
..+ mkn™’ + h" - K"

mo_ m—i m{m-1) m-2, 2 m! moro LT m-1

Vemos gue en Ak" obtenemos un himerc finito de términos con
X" como la mas alta potencia de k. Asi, aplicando el operador
A a y(k), obtenemos una suma de términos. Aplicando el operador
diferencia a un polinomio de grado n resulta un polinomio de
grado (n-1). Por la misma razdh Agy(k) serd un polinomio de
grado (n-2) y después de n aplicaciones del operador A

obtenemos un polincmioc de grado cero o una constante.

. Esto prueba gque Any(k) es una constante y la parte final del
teorema sigue inmediatamente porgue la diferencia de una

constante es cero. =

TECREMA T.1.4: "La diferencia de un producto de funciones".
Sean u(k) y v(k) dos funciones, entonces:

Afu{k)v(k)] = u(k)av(k) + v(k)au(k) + av(k)su(k).

gue también puede escribirse como



Alu(k)v(k)]= v({k+1)Au(k) + u(k)av(k)

DEMOSTRACION:
Afu(k)v (k)]

u{k+1l)v{k+1) - u{k;v(k)
= u(k+1yv(k+1l) - u(k)v({(k) + u(k)v(k+1l) = u(k)v({k+1l)
= u(k)[v(k+1) - v(k)] + u(k+1)v(k+1l) - u(k)v(k+l)

= u(k)av(k) + u(k+l)v(k+1l) - u(k)v(k+l) +
+ vi{k)u(k+1l) - v(k)u(k+1l) + u(k)v(k) - u(kyv(k)
= u(k)av{k}) + v(k)[u(k+1l) - u(k)l + u(k+ti)v(k+1l) -
- u(k)v(k+l) - v(k)u(k+1l) + u(k)v(k)
=u(k)av(k) + vik)su(k) + {u(k+l) - u(k)]l{v(k+1l) -
- v(k)]
Al (u(k)v(k)]} = u(k)Av(k) + v(k)du(k) + Au(K)yAv(k) -

TEOREMA I.1.5: "La diferencia de un cociente de funciones'".

Sean u(k) y v(k) dos funciones, entonces:

T ou(k)l 0 v(k)au(k) - u(k)Av({k) .
A[ v(k)} = VKV (K+1) sl v(k)v{k+1)=0
DEMOSTRACION: Es trivial si tomamos g(k)= EE§§ & tambien
puede resolverse utilizando 1la diferencia del . producto de
funciones. '
Ag (k) = g(k+l) - g(k)

_u(k+1)  _ u(k)

T v(k+l) v{k)

- v kju(k+l) - v(k+1lj)u(k)

- V{E+1) V(K .

_ _vuk+l) - v(krlu(k) + uk)v(k) - u(k) v(k)

- v{k+1) v (k)

_ o vik)lu(k+d) - u(k)]l - u(k){v(k+l) - v(k)]

v(k+1) v(k)

vik)ysu{k) - u(k)av{k)
v(k+1) v(k)




1.2 .- Diferencias de orden superior, operador de corrimiento y

sus propiedades.

Las correspondientes diferencias avanzadas de orden

superior son definidas por iteracidn.

APy (k) = A[By(k)] = y(k+2) =~ 2y(k+1l) + y(k)
Ay (k) = A[A®Y(K)] = y(k+3) = 3y(k+2) + 3y(k+1) + y(k)
A"y (ky = T (-1)"C "y (k+n-m)

m=0

Otro operador de imporﬁante utilidad es el operador de

corrimiento E, este es un operador de funciones de manera gue

si y(k) es una funcién real, entonces:

Ey(k) = y(k+h} para una h constante

Tomando h=1 tenemos
Ey (k) = y(k+1)

Los ‘teoremas TI.1.1, I.1.2 también son propiedades de el

operador de corrimiento.

DEFINICION I.2.1:
Dos operadores A y A, se dice gue son equivalentes (A= A) si

' para cualgquier funcién y para la cual A1 by A2 son cada uno
aplicables, las funciones AY ¥ Ay son iguales.

Si sabemos:
Ay (k) = y(k+1) = y(k)

y comoc Ey (k)= y(k+1l), entonces
Ay (k)= Ey(k) - v(k)

Ay (k) = (E-I)y(k)



donde I es el operador identidad es decir, Iy(k)= y(k).

Por lo tanto

B
]

(E-I)

O bien

Ey (k) = By(k) + Iy(k)

entonces:

il

E (A + 1)

Ahora podemos obtener algunas propiedades de los operadores E y

A.

TEOREMA I.2.1: Si n es un entero positivo, entonces:

n

n
pyto =L [2 1" Ey(x)
m=0
DEMOSTRACION: Por definicién de equivalencia de operadores,

A = (E-I) entonces para un n e 2"

A= (E-1)"
aplicando el teorema del binomic a la parte derecha tenemos

m

* n
An = (E“I)n — X {n] (—l) n-m EITI In_ﬁl
m=0
perc E" 1""= E", asi

AnE (E“I)n =5 [n] (_l)n—m E"

y aplicado a cualquier funcién real, tenemos




pyk) = L {21 )

mi=Q

y su demostracidn es similar a la del teorema del binomio;
cual puede encontrarse en el libro de Rees Spark; "Algebra

4a. ed.; 1992, pag. 319 y 320. -

TEOREMA I.2.2: Si n es un entero positivo, entonces:

n

By (k) = ¥ {]A"‘y(k)

n
m
m=0
DEMOSTRACION: Por definicién de equivalencia de operadores,
E = (A+I) entonces para un nez~ tenemos
E" = (A+I)"

aplicando el tecrema del binomic a la parte derecha
n
E" = (A+I)" =}

pero A" 1" = A", asi

E' = (A+I)" = E [:]A‘“

m=0

y aplicado a cualquier funcién tenemos el siguiente resultado

By = § 7] ety )

m=0

Y su demostracién es similar a la del teorema del binomio. g

I.3.- Suma indefinida.

ia

"
!



otro operador importante es el operador suma indefinida A”

DEFINICION T.3.1:
5i Y es una funcidén cuya primera diferencia es la funcién vy,

e dice que Y es una suma indefinida de y denotada por

A”!, es decir:
AY(K) = y(k) e A 'y(k) = Y(k).

gi conocermos la primera diferencia de una funcién Y(k) entonces

podemos conccer Y (k) aplicando a y(k) la operacidn inversa a la

diferencia.

Los operadores A, E y A™' transforman funciones definidas sobre

N v {0}.
Propliedades del operador suma indefinida Al

TEOREMA I.3.1: Si Y1 Yy Y2 son dos sumas cualesquiera de la
misma funcidn y, entonces su diferencia (Y, - Yz) es una funcidn

con periodo h, el cual es el intervalo de diferencia.

DEMOSTRACION: Por definicién Y= a7y (x), Y = A*yz(k)
entonces
ATATY (k) - ATy (k)] = AAT'y (k) - MMMy (k)

= y(k) - y(k)

=0

0 lo que es loc mismo, probar que la diferencia de la resta es

Cero.

A(Y - Y ) = AY - AY

_ i 2 1 2

A(Yl- Yz) =y -y (por hipdtesis)

A(Y - Y,) = 0. -

TEOREMA TI.3.2: Si Y 'y Y, son sumas indefinidas de las

funciones YooY, respectivamente, y si ¢, Y ¢, son constantes
r



arbitrarias, entonces c ¥+ cY es una suma indefinida de CY,
c es decir:

+ zyzr

-1

‘ B - -
o {ey, 7 c2y2} N C1A Y, r CEA Y,

DEMOSTRACICON: Por hipdtesis, AY;: y, ¥ AY2= Y, podemocs probar

. . , . .
gue la diferencia de CIY{+(%Y2 es igual a c,y t cy,
Usando el corolario I.1.1 cobtenemos:

A(C1Y1+ CEY2) - CIAYI-'- C2VAY2

A(C1Y1+ Czyz) cl[yl] + Ce[y2} |

TEOREMA I.3.3:"Sumatoria por partes"™.
Sean u(k}) y v(k) dos funcioneg, entonces:

AT ru(k)Avi(k)] = u(k)v(k) - A' [v(k+1)Au(k)]
DEMOSTRACION: Por el teorema I.1.4:
Afu(k)v(k)] = v(k+1)au(k) + u(k)sv(k)
ATTATu(R)V(R)] = AT [v(k+1)du(k)] + AT [u(k)Av(K)]
u(k)vi(k) = A‘l[v(k+1)nu(k)] + A_l[u(k)Av(k)]
de donde:
AT u(R)AV(k)] = u(k)v(k) - AT [v(k+1)Au(k)]. -
Llamarémos ~"calculo en diferencias" al conjunto de las

propiedades y metocdologias obtenidas al apliéar el operador A.

Llamaremos "calculo de sumas" al conjunto de propiedades vy

10



metodologias obtenidas al aplicar el operador ATl

Nos referiremos come "“cdlcule finite" a teodo el calculo

expuesto hasta ahora.

No es dificil enunciar un conjunto de ejemplos de sucesiones (o
problemas), provenientes de las aplicaciones, a las cuales es

factible aplicaries (e interpretar) el calculo que se deriva de

las operaciones Ay &7,

Nuestro ocbjetivo no es 1ilustrar la aplicacidén del calculo
discreto, sino el de usarlo en la resolucién de las ecuaciones
en diferencias, 8Sin embargo, las funciones solucién de las
ecuaciones en diferencias gque representan aplicaciones son
ejemplos de sucesiones gue pueden interpretarse bajo

transformaciones con A y A,
I.4.- Suma definida.

También podemos definir un operador relacionado a Aﬂ, que

llamaremos suma definida. Este es la sumatoria usual denotada
i=k

por ) vy gue también opera sobre las funciones definidas en el
i=a0

conjunto N u {0}.

Con los siguientes calculos obtendremos una expresién Gtil para

la suma definida.

Como 1o gue tenemcs es AY{k) = y(k) entonces de esto podemos
deducir,

AY (k) = y (k)

Y{k+1)} - Y(k} = y(k)

Y{k+1) = Y(k} + v(k) k=20,1,2,3,......

Para k=0, Y(1) = Y{0) + y{0)

Para k=1, Y{2) = ¥(1) + y(1) = Y(0) + y(0) + y(1)

Para k=2, - ¥(3) = Y(2) + y(2) = ¥Y(0) + y(0) + y(1) + y(2)



para k= k-1 Y(k) = Y(k-1) +y(k-1) = Y(0) + y(0) + y(1) + y(2)
+ ¥y{3)+...+ y(k-1)

Por lo tanto
k-1

Y(k) = ¥Y(0) + ¥ y(i) , k=1,2,3,....
i=0C

Con la anterior expresién podemos resolver el siguiente problema

de condicién inicial. Considerando la igualdad
AY (k) = g(k)

con la condicién inicial Y(0) = Yo‘ Conocida la funcién g(k),
el objetivo es calcular la funcidén Y(k). Esta funcién es 1la
solucidén del problema ya gque al ser sustituida en las dos
igualdades se tienen identidades. Este problema pertenece a la
teoria de ecuaciones en diferencias que describiremos en la

siguiente seccidn. Por lo pronto exponemos el siguiente ejemplo.

Problema de condicién inicial.

Sea AY(k) = 2k + 1, con Y(0) = 2

Por encontrar la sucesién Y(k) gque satisface a 1las dos
igualdades.

Solucién:

AY(k) = 2k + 1

usandoc la expresién que teniamos para encontrar Y(k) tenemos,

k-1
Y(k) = Y(0) + ¥} (21 + 1)
i=0
k-1 k-1
Y 1

i=0 i=0

Y (k)

Il
[\%]
+
~1
[\
'_l
+

It

v (k)
Y (k)

2 +2 [(k-1)k /2] + k
2 + (k-1)k + k

H



2+};2—k+}:

i

Y (K)

Y (k) 2 + k°

I

y efectivamente,

(k+1}° + 2 - kK° - 2

AY (K) =
AY(K) = K+ 2k + 1 + 2 - K°= 2
AY (k) = 2k + 1.

Un problema andlogo es el siguiente.

Dada la diferencia AY(k) = 2k + 1 , obtener el conjunto de

soluciones Y (k).

Solucién:
Observese que la solucidén es de la forma

Y(k) = k° + p(k)

donde p(k) es una funcién periddica de periocdo 1, es decir una

funcidén p(k) tal que

p(k+l) - p(k) =0

Otro objetive que no abordaremos consiste en desarrollar
técnicas para calcular sumas indefinidas.
Podremos visualizar algunas analogias entre el <calculo

infinitesimal y el cédlculo finito en el siguiente recuadro.




calculo finito Calculo infinitesimal
Ay (k)

7.- Aytler=y (k+hi-y tu) 1.-Dy(k}=1im -
hh— >0
n n-1 n n-1
2.-A y=AtA y); n=1,2,... 2.-D y=DI(D yli n=1,2,...
.=Ate +c y=¢ Ay +c A 3.-Dic +¢_y_J=c Dy +c D
3 lyl 2Y2 1 }1 2 y2 ]y] 2° 2 1 yl 2y2
4.-51 ¥ es un polinomio de 4.-57 y es un polinomio de
n ' n
grado n, entonces A y e€s grado n, entonces D y es
constante vy las diferencias constante ¥y las derivadas
F de mAs alto orden son cerc de mAs alto orden son ceroc
::‘ .- Atuvy=zulAv+evAurAuvAv S5.-D(uv)=uDv+vDu
3 u - vAu-ulv
] 6.- A = 6.-0[ u ] vDu-ulv
v vEv =
LV Vv

7.-5i Avy=y, entonces A y=Y+p 7.-51 DYzy, entonces fy=Y+c

P
dende p es una funciOn con donde ¢ &s una constante.

periodo h.

Estas son las formulas béasicas del céalculo finito (el calculo
de diferencias finitas), el cual ha sido estudiado tanto como
el célculo continuo (infinitesimal) y data desde Brook Taylor
(1717 y Jacob Stirling (1730). El1 primer tratado fué escrito
por L. Euler en (1755).




I.5- Ecuacién en Diferencias Escalar y el Problema de

condicidn inicial.

Antes de entrar de lleno a las ecuaciones en diferencias,
se dard una pequefia introducciodn.
El principal tema de las ecuacicnes en diferencias es el de
recursidén: céalculos hechos en una manera recurrente o repetida.
En efecto, 1las ecuaciones en diferencias son algunas veces
referidas como relaciones de recursidén. Empecemos por observar
a una sucesidn familiar desde el punto de vista . de la
recursion.
En la sucesidn de nimeros {1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...}, cada
término es obtenido de sumar los dos nimeros precedentes, con
la excepcién de los dos primeros. '

Entonces tendremos que los primeros dos nlimeros son
y{(0) = 1, y(1r) =1 (1.1)
y los nimeros restantes son dados por la ecuacién
y(k+t2) = y(k+1) + y(k}, k= 0,1,2,... (1.2)

asi, el k-ésimo nimero para k z 2 es obtenido al sumar los dos
niimeros precedentes. A& esta relacidén de recursidédn se le conoce
como la sucesidn de Fibonacci; la solucidén serad obtenida
después de haber desarrolladc algunas técnicas para resolver

ecuaciones en diferencias.

Visto de esta manera, la sucesidn de arriba se dice estar
determinada recursivamente porque los cdlculos de un término
particular son hechos por una cadena de cédlculos con términos
sucesivos ligadoes por (1.2). La relacidn (1.2) es llamada una
ecuacidébn en diferencias o una relacién de recursidén. La
condicidén (1.1) es llamada una condicién inicial. Una solucién
a una ecuacldén en diferencias significa una férmula para y(k)

tal gque y (k) pueda ser calculada directamente sin pasar a



través de una cadena de cdlculos. Daremos definiciones mas -

formales de los conceptos de ecuacioén en diferencias Yy su

solucion.
De la exposicidn gue hago de la teoria de las ecuaciones en

diferencias se podrd deducir la semejanza gue tilene con la
teoria de las ecuacicnes diferenciales. Actualmente, - debido a
la rapidez de célculoc gue representa el uso de las
computadoras, se tiene un auge en el desarrcllc y aplicacién de
las ecuaciones en diferencias. El siguiente tema plantea una

relacidén usual entre estas teorias.

Se discretiza un modelo continuo, el cual resolveremos con

cdlculo discreto

DISCRETIZACION:

El modelo continuo

a’y dy _
—— ta, (x) + b (x)y = g(x)
dx dx

definido para x € I, I un intervalo abierto contenido en R,
donde a, b1 son funcicnes :eales continuas para x € I; se
discretiza sustituyendo la primera y segunda diferencia para
y(k) en lugar de la primera y segunda derivada del modelo

continuo, lo cual puede verse como
A%y (k) + a (K)Ay(K) + b (K)Y(K) = g(k)
y(k+2) -2y (ktl)+y(k)+a (k) [y(k+1)-y (k) }+b (K)y (k) = g(k)

y(k+2) + [a (k) - 2]y(k+1) + [1 + b (k) - a (k)]y(k) = g(k)

Tomando az(k) = [a](k) - 2] ¥y bz(k) = {1 + bl(k) - al(k)]

el nuevo modele discreto resulta:

y(k+2) + a_ (k}y(k+1l) + b (k)y(k) = g(k)

16



con k=0,1,2,3,.... gue serda resuelto por técnicas de 1las
ecuaciones en diferencias. Toda ecuacidén diferencial lineal de
orden n es factible de discretizarse.

El problema que enfrentaremos agul es gque dada una ecuacidn

en diferencias tal comc:
y{k+2) + ay(k+1) + by(k) = g (k)

con a,b constantes reales; se debe encontrar de alguna manera
una sucesién y(k), k=0,1,2,... de forma gque al ser sustituida
en la ecuacidn en diferencias la transforme en identidad.

DEFINICION I.5.1:
Toda ecuacidn que relaciona a una funcidén incdégnita con sus

diferencias es llamada una ecuacidn en diferencias. En forma

general se representa:
F( k,y(k),y(k+h),y(k+2h),....,y(k+nh) ) = g(k)

donde vy (k) es la variable dependiente (o "funcidén incégnita") y
k= 0,1,2,... es la variable independiente. |

Estas ecuaciones son andlogos discretos de las ecuaciones
diferenciales. En las ecuaciones diferenciales nos interesa
estudiar la razédn de cambio instantaneo (derivada) de una
variable con respecto a otra. Por otro lado también existen
aplicaciones (como los ejemplos gue se veran al final de éste
capitulo) en donde es de mucho interés estudiar los cambios

(diferencias) en vez de las razones de cambio.

DEFINICION I.5.2:
Fl orden de una ecuaclén en diferencias se define como la

diferencia entre el argumento mayor y menor de la ecuacion,
dividide todo esto entre el incremento h. Es decir, en la

representacidén general de una ecuacidn en diferencias:

F( k,y(k),y(k+h),....,y(k+hn) ) = g(k)

17



si ambos términos, y(k} vy y(k+hn) aparecen explicitamente

entonces el orden de la ecuacidédn en diferencias es:

(k+hn) -k = n
“h

DEFINICION I.5.3:
Una sucesidn sera solucidn de una ecuacidn en diferencias si al

ser sustituida en la ecuacién en diferencias la convierte en

identidad.

Sea F( k,y(k),y(k+h),....,y(k+nh} ) = g(k) una ecuacibén en
diferencias de n-é&simo orden; esperamos obtener una sucesién

Gnica de valores y(k) que es solucidn de la ecuacidén lineal en

diferencias de orden n.

Con el objetive de simplificar la exposicién de resultados, de

agul en adelante consideraremos h=1l.

DEFINICION I.5.4:
Una ecuacién lineal en diferencias de orden "n" no homogénea es

una ecuacidn que tiene la forma:

ao(k)y(k+n)+a1(k)y(k+n-1)+...+an(k)y(k)=g(k) (1.3)
donde vy (k) es la wvariable dependiente, k la wvariable
independiente, ao(k), aIUQ,...,anUU los coeficientes y g(k)

una funcién de k.

Usando el operador de corrimiento E, donde E"y(k)=y(k+m} con
m=1,2,3,..., 1la ecuacidn lineal (1.3) se puede representar

como:
a (K)E'y (k)+a (K)E" 'y (k) +...+a_ (K)Ey(k)+a_(K)y(k) = g(k)

La cual también puede ser escrita como:



[ a (k)E"+ a](}:)E“-] to..+a (K)E 4 an(k)EO}y(]«:) = g (k)
representando el polinomio en E por ¢(E),

$(E) = a (k)En+a1(k)En_l+...+a (k)

] n

se tiene
P(E)y(k) = g(k)

El principal problema gque resolveremos en esta parte del
trabajo es el siguiente:

PROBLEMA DE VALORES INICIALES

Por encontrar una funcidén y(k) solucién de (1.3) sujeta a las

condiciones iniciales:

y(m)=y_ , y(m+l)=y , ..., y(men-1)=y " (1.4)

de manera gue n € N v {0} es la variable independiente y 1la

constante m €« N v {0} es conccida,.
Para iniciar la solucidén al problema de valores iniciales se

simplificard de la siguiente manera:

1.- El orden de la ecuacidn (1.3) serd 2; n=2.

2.- Se supondra gque los cecoeficientes ai(k) son constantes.

3.~ También se considerara g(k) idénticamente igual a cero;
g(k) = 0.

Es decir, primero resolveremos el problema de valores iniciales
para la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden de
coeficientes constantes homogénea:

y(k+2} + ay{(k+1l) + by(k) = O (1.5)

sujeta a las restricciones;
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y(oy = vy, » ytly =Yy, (1.6)

donde Y, Y Y, son nimercs reales.

Observemos que la funcién constante y(k) = 0 siempre es
solucién de (1.5) {la llamaremos scolucidn trivial). De manera
gue si Y=Y, 0 entonces y{k) = 0 sera la unica solucién de

(1.5) y (1.6).

En el trabajo no seguiremos el método recursivo, propio de este
tipo de problemas de valores iniciales. Tal podria ser adecuado

al restringirnos a usos computacionales.
A continuacién describiremos el método " de la solucidn
general', gue consiste en determinar una familia de soluciones.

Tal método es comln en las ecuaciones diferenciales.

METODO DE LA SOLUCION GENERAL
Primero determinaremos una familia de soluciones para (1.5}.

De ésta familia determinaremos a 1la "Unica" gue cumple con
(1.6).
Al igual gue en las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones

en diferencias se dividen de la siguiente manera:

-Si ao(k)io y ah(k)xO, en (1.3), la ecuacidén en diferencias se
dice gue es lineal y de orden n.

- Si g(k) no es identicamente cero; g(k)z0 en (1.3}, la
ecuacidén en diferencias se llama no-homogénea.

- 51 g(k) es idénticamente cero; g(k)=0 en (1.3), la ecuacién
en diferencias se llama homogénea. '

- Si a @ ,«+.,a SON constantes en (1), la ecuacidn en

diferencias se llama de coeficientes constantes.

Para n=2 y g(k)=0 tenemos una ecuacidén en diferencias lineal de

segundo orden homogénea de coeficientes constantes:
aoy(k+2) + aly(k+1) + aay(k) = 0

dividiendo entre a #0 toda la ecuacién obtenemes la igualdad:



a a
1

y (k+2) + ——y(k+1) + = Z-y(k) = 0
o} 0
a a_
Tomando —— =a Y aL = b la ecuacidn nos gueda:
o} 9]

y{k+2) + ay(k+1) + by(k) = 0©

Método para obtener su solucidn general:

En el casoc de la ecuacidén de primer orden

y(k+1) = ay(k)

su solucidn general es:
y(k) = ca’
su solucidn particular con y(k) = Y, si k=0 es:

y(k) = ya’

Vamos a estudiar el comportamiento de las soluciones de la
ecuaclidn en diferencias

y{k+1l) = ay(k) + b

con condicién inicial

donde b es constante.

L.a solucidn de esta ecuacidn es

ﬂ O (a*1)

Si a estd dentro del rango (-1,1)

es decir, |al<l tenemos que,
i1.-Para 0O<a<l,

v . ‘s k
es declr a es una fraccidn positiva, a —0 en

ke —»ou




I.6.— Dependencia e independencia lineal.

DEFINICION I.6.1:

se dice gue un conjunto de funciones y (K}, v {X), ...,y (k) es
n

linealmente dependiente en un conjunto S de enteros (S ¢ N v

{0}) sl existen €+ C-v-sC , NO todas nulas, tales gue

clyl(k) + czyz(k) + ... + cnyn(k) = 0 para toda k € §S.

DEFINICICN I.6.2:
Un conjunto de funciones y, (K, yz(k),...,yn(k) es linealmente

independiente en un conjunto S (S < N) si no es linealmente

dependiente en S.

TEOREMA I.6.1: Supbngase gue }H(k)’ yzﬂﬂ,...,ynﬂq tienen al
mencs n-1 diferencias. i el determinante

(k} (k) (k)
j"1 Y2 yn

(k+1) (k+1} (k)
y1 y2 yn

{k+n) (k+n) (k+n)
yl y2 n y1'1

no es cero por lo menos en un punto de S, entonces las
funciones yl(k), yz(k),...,yn(k) son linealmente independientes

en S,

El determinante que aparéce en el teorema se designa
Cly, (k) , ¥, (K) v v Y (K))
y se llama el Casoratiano de las funciones.

DEMOSTRACION: Se hace por contradiccidn, para n=2.



gupbngase gue C(Y]U%)JYZU%))i 0 para un kD fijo en S y gue

y. (K), yz(k),...,y (k) son linealmente dependientes en §. E1l
1 n

gue las funciones sean linealmente dependientes significa gque

existen constantes c,L Yy c, no simulténeamente nulas, para las

cuales
C1y1(k) + c2y2(k) = 0 para toda k € S.
Diferenciando esta combinacidén tenemcs

e,y (k) + ey, (k)] = A(O)

1l
Q

Aclyl(k) + Ac2y2(k)

i
o}

C1Ay1(k) + czﬂyz(k)
Obtenemos asi:

clyl(k) + czyz(k) = 0
(1.7)

clAyl(k) + czﬂyz(k) =0

Pero la dependencia lineal de ya(k) y ya(k) implica que (1.7)
tiene una sclucidén no trivial para cada k € S. Consecuentemente

y (k) y, (X)

C(Yl(k)fyz(k)) = Yl(k+1) ya(k+l) = 0 para toda keS

Esto contradice el haber supuesto que C(yj(kﬁ),yz(ko))* 0. Se

concluye gue yl(k), yé(k) son linealmente independientes. -

TEOREMA I.6.2: Sean ylﬂq, )E(k)' ..., Y (k) soluciones de la
n
ecuacidn en diferencias 1lineal homogénea de orden n en un

conjunto $. Entonces, la combinacién lineal



C1y1(k) + cayz(kj + ...+ cny“(k)

en donde les ¢, + = 1,2,3,...,n son constantes arbitrarias,
1

también es una solucidn en 5.

DEMOSTRACION: Para n=2; yl(k), yé(k) son soluciones de 1la

“ecuacion
y{k+2) + aly(k+1) + aay(k) =0
Podemos probar que si yl(k), ya(kL satisfacen la ecuacidén en

diferencias anterior, entonces Y = cy (k) + cy (k) igualmente

la satisface. Asi podemos demostrar que:

(c, v, (k+2) + ¢, y (k+2)} + a (c y (k+l) + c y_ (k+l))

Faley, (k) + ey, (k) =0

es una identidad, es decir, es valido para toda k = 0,1,2,...

e, v, 0002) +ay ke1) 4 ay 0] 4o, [y, 002) 4 ay, 001y 4
+ azyz(k) ]= 0

como Y1(k) y yz(k) son soluciones de la ecuacidn homogénea,

enteonces obtenemos dJue,
cl[O] + cz[O] =0

Por lo tanto Y = C1Y1(k) + czyg(k) es una solucidén de 1la

ecuvacidn en diferencias de orden 2 en S ¢ (N v {0}) . m

TEOREMA I.6.3: Sean ylﬂq,)g(k),...,ynﬂq, n socluciones de 1la
ecuacién en diferencias lineal homogénea de orden n en un
conjunto S (S < N). Entonces el conjunto de soluciones es

linealmente independiente en S si y sélo si



C(y}(k),ya(k),...,y“(k)) 2 0 para toda k € S.

DEMOSTRACION: Para n=2.
(«) Si C(yl(k),yz(k)) # 0 para toda k € S, entonces por el
teorema I.6.1, tenemos inmediatamente gue y, (K), y,(k) son

linealmente independientes.

(=) Supongamos que y (K}, vy, (k) son linealmente independientes
Yy gue existe L fijo en S para el cual C(yl(ko),y2(k0)) = 0.
Entonces deben existir ¢, Y ¢, no simultaneamente nulas, tal
gue

C1Y1(ko) + czyz(kc) = 0 (1.8)
C1Ay1(ko) + czﬂyz(ko) = 0
Si definimos y(k) = cgn(k) + cgg(k) entonces, por (1.8) y{k)

témbién debe satisfacer
yv(k}y = 0, y(ko+ 1} = 0 (1.9)

Pero la funciédn idénticamente cero satisface la ecuacién en
diferencias 1lineal y las condiciones iniciales (1.9), por

tanto, ella es la Unica seclucidén y = 0.
clyl(k) + czyz(k) =0 para toda k € §S.

Esto contradice el hecho de gue )H(k), yzﬂq son linealmente
independientes en S. Por 1o tantoc si y. (X), vy, (k) son

linealmente independientes entonces c(y, (k) ,y (k)) = 0. -

DEFINICION I.6.1:
Se llama conjunto fundamental de soluciones en § a cualquier
conjunto yl(k),yzﬂq,...,yA(k) de n soluciones linealmente

independientes de la ecuacidén en diferencias lineal homogénea

de orden n en S.



TEOREMA I.6.4: Sea yl(k),yz(k),...,yn(k) un conijunto

fundamental de soluciones de la ecuacidén en diferencias lineal
homogénea de orden n en S. Si Y(kK) es cualguier solucidén de
ésta ecuacién en diferencias en S, entonces es posible

encontrar constantes c],cz,...,c tales gue
n

Y(k) = cy (k) +cy (k) + ... + cy (k)
DEMOSTRACION: Para n=2. yl(k), yz(k) son soluciones linealmente
independientes de la ecuacidén en diferencias de orden 2
y(k+2).+ aly(k+1) + agy(k) = 0 en §.

Supdéngase gue k:ko es un punte en § para el cual
C(yi(ko),yz(ko))io; Yy Y una solucidén cualgquiera de la ecuacidn
en diferencias y(k+2) + aly(k+1) + azy(k) = 0 . Siendo
Y(k0)=YO, Y(k +1) = Y, se tiene gque Y(k) es solucidn del

problema de valores iniciales.

Observacidén: Considerando el siguiente sistema

C1Y1(ko) * czyz(ko) - Yo
C;Ayl(ko) + Cszz(ko) = Y1

vemos que c y c, pueden determinarse y son unicos siempre que

(k) (k )
1% 720

(k +1) (k +1)
1% Y20

Pero éste 1Ultimo determinante es simplemente el Casorati

calculado para k=ko y por hipdtesis C(y](ko),y2(k0)) # 0,

Sea G(k) = C1Y1(k) + czyz(k) entonces
G(k) satisface la ecuacidén en diferencias lineal homogénea de
ocrden 2 puesto que yi(k), y2(k) son soluciones. -

De la observacidn tenemos dgue G(k) satisface las condiciones

iniciales ¥Y(k ) = Y , Y(k +1)
0 0 0

Y1’ es decir



— !

C]y](k(l) N CZYZ(}-;U) - 1(.-

c]Ay](kO) + czﬂyz(ko) = ¥

I

Gk )

()

G (K +1)

1l

1

tenemos gue G(k) y Y(kK} satisfacen el mismo problema de

condicidén inicial.

Como la solucién de éste problema de condicidn inicial es

anica se tiene gue Y(k)=G(k), o bien,

Y(k) = cy (k) + cy (k) =

Para resolver 1la ecuacidn lineal en diferencias homogénea y de
coeficientes constantes ¢$(E)y(k) = 0, necesitamos encontrar las
raices de la ecuacién caracteristica asociada a ésta ecuacidn
en diferencias. Por ser una ecuacidén de orden n, tiene n
rafces, las cuales denotamos como:_h,ha,...,hn, gue pueden o

1
no ser distintas; podemos factorizar la ecuacidén anterior como:

(E=2 }(E=A)) ... (E-2 ) y(k) = 0

Las soluciones de ésta ecuacidén dependen de sus raices; los

siguientes casos pueden surgir:

CASO 1.- Raices reales distintas.

Sean Vo v Vorees, vV, oun conjunte fundamental de scluciones de
n

21"
la ecuacidén en diferencias homogénea, entonces 1la solucién

general de la ecuacidn en diferencias es:

k
donde V.= AT, V= A, ... , V= A ¥y C, C,y «+- 4C_ SON
n

constantes arbitrarias.

CASO 2.- Ralces reales iguales.
Si la ecuacidén caracteristica tiene m raices reales iguales AL

" y...,h , entonces la soluclén general de la ecuacidn en
m



diferencias es:
y(k) = c A" + cka® + ck 4 L0+ c k"
101 2 2 3 3

CAS0O 3: Raices complejas.
si la ecuacidon caracteristica tiene m raices complejas

diferentes Al, A, +.., A, la solucidon general de la ecuacidn
m

2
en diferenclias es dada como

y() = c [« + iB 1" + c,la - 11" + cla, + iB,]° +

m+1 [amu ir;)m]k

. k . . k
cC la. — 1 + ... + Cc [+ 1 + C
4E 2 62] m[ m Bm]

Una representacidn en variable real de esta solucidn, es dada

-utilizando el teorema de DeMoivre (ver anexoc A.I.2)

y(K) alrkcos(kel) + azrksen(kel) + asrkCOs(kez) +

K K K
arsen{(ke) + ... + arcos{ke) + a r sen{(ke )
4 2 m m mn+1 m

o lo gque es lo mismo

. k ~
y{k) = r | alcos(kc1) + azsen(kei) + aacos(kez) + a4sen(ke2) +
+ ... + acos{ke) + a sen(ke) ].
m m m+1 m
donde a, a, ..., a, a son constantes.
1 2 m m+1
Si una raiz compleja A = a. + if se repite n veces, entonces el
término
ok " ' C ok
cl(a+16) + c2k(a-18) + ... ka(a+1B)

conformaria la solucidn general. Con la férmula de Moivre

también podemos darle una expresidn real.

A manera de ejemplo, obtendremos la solucién de la ecuacidén en



diferencias de orden dos
y(¥+2) + by(k+1l) + cy(kK) = 0

Para ello se propone de la forma y(k) = ak, para algin nimero a

real o complejo, a=0 pues y(k)=0 es la solucidn trivial.

sustituyendo y(k) = a® en la ecuacién homogénea de segundo

orden tenemos;
a“"? 4 bak+j + ca® = 0; b=0, k=0,1,2,...

. as . K ..
dividiendo toda la ecuacldn entre a ,tenemcs la ecuaclidn
a® + ba + ¢ = 0; la cual, es la ecuacién caracteristica de 1la
ecuacldédn en diferencias de segundo orden:

v(k+2) + by(k+l}y + cy(k) = 0

Resolviendo la ecuacidn caracteristica, tenemos:

2
a + ba +c =20

-
1l
|
o
+
o
$
s
9]
v
Il
f
o)
|
o
|
Y
[¢]

donde Al Yy AZ son las raices de la ecuacidn caracteristica.

La sclucién de la ecuacidn depende de sus raices; es decir que

sus raices pueden tomar valores reales o complejos, inclusive

pueden repetirse.

CASO 1.- Si b° - 4c > 0. Hay dos raices reales diferentes'x1 y

AE; donde yik) = A:, y(k}) = A; sen dos scluciones de la

ecuacidén caracteristica. Por el teorema I1.6.2, la solucién
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general toma la forma

donde c, Y ¢, son constantes arbitrarias ; ALY A2 son  las
raices de la ecuacién caracteristica.

CASO 2.- Si b® - 4c = 0. Hay dos raices reales iguales A A
' 1y2’

es la soclucién de la ecuacidn caracteristica

donde y(k) = At
con Al =T —gw La solucidén general de la ecuacidn estid dada
r
por:
(k) = c. a* + cxa*
Y 1 2"
b _k b .k

yi{k) = c1[-_3“] + Czk[__E_] , con b0 porgue buscamos una

solucidn no trivial.

Para mostrar la obtencién de ésta solucifn general resolveremos

el siguiente problema:
Por demostrar gue dada una ecuacidn en diferencias de orden dos

y conecida una sclucidon yl(k), queremos encontrar una segunda
solucidén yz(k), de manera gque el conjuntc de soluciones
[y1(k),y2(k)] represente un conjunto fundamental de soluciocnes

de la ecuacldn en diferencias dada.

La ecuacidén en diferencias de segundo orden
y{k+2) + by(k+1) + cy(k) = 0, b=0

tiene como y, (k) a la sclucién conocida diferente de cero,

buscamos una segunda soclucidn yz(k) de la forma

y, (k) = v(K).y (k)
donde v(k) es una funcién no constante por determinar.
Recordemos que el Casorati

v, (k) y, (¥)

Cly, (k) vy, (k)) =
y, (k+1) y,(k+1)



=y (Riy, (k+1) -y (K)y (K+1)

] y,(k+1) y, (k)
- Y, 0y, D ST T Y )
=y, (K)y (k+1) ( v(k+1) - v(k) )
Esto implica que
Cly, (k),y, (k))
vik+1)y - v(k) = v (K) yl(k+l) {(1.10)

1
Puede mostrarse gue Cly, (k+1),y,(k+l)) = c Cly, (K) .,y (X))

s Oy (k+1),y,(k+1)) = &"TC(y (0),y,(0)).

Sustituyendo la tltima identidad en (1.10), tenemos

k
v(k+1) - v(k) = yl(k)il(k+l) = d(k)

Es decir, conociendo d(k) tenemos dque resolver la ecuacién en

diferencias de primer orden
v(k+1l) - v{k) = d(k)

por la expresiébn de la pdg.ll tenemos que

vk} = vo-kzzd

COmo yl(k) y ¢ son diferentes de cero, entconces d(k) es
diferente de ceroc para toda Xk, por lo gque v{(k) no es una
constante. Lo gue implica gque yz(k) = v(k)y](k) es una segunda
solucidn linealmente independiente de la ecuacién en
diferencias de orden dos. Por lo tanto, en este caso, 1la

segunda sclucidn es

y, (k)

Y, (k)

v(K)y, (K)

k

v({k) A

19



k-1
Y (k) = [V, + £d,) A"

d(k) - = 2k+1

pero ¢ = (b/2)2 y A = (-b/2), asi que

2k
a(x) L2 - A -
(~b/2) (=b/2) A
Entonces
k-1 ) k-1
y, (k) = v, +Id() =v, +1 (1/2) = k(1/x) = (k/2).
1=0 1 =0

Haciendo v, = 0, tenemos
y, (k) = (k/a) a*

por lo tanto, la segunda solucién linealmente independiente de

la ecuacién en diferencias de orden dos nos gueda

y,(k) =k a*"
por lo gue la solucidn general es
- _ k b .k
y(k) = ¢ [-—=1" + c [~ —~ ]

donde ¢, Y ¢, son constantes arbitrarias.

CASO 3.- Si b° - 4c < 0. Hay dos raices complejas A = at+if
y A= a-ip ; donde y (k) = (a + By vy (x) = (a - ig)* son
soluciones de la ecuacidén caracteristica con o = = —gﬂ Y

g =V 4c -1

2




pa solucidn general es:
y(X) = c (¢ + i8)" + c (a - ip)"

Daremos una representacidn. en variable real a ésta solucidn.

La solucién general y(k) anterior puede reescribirse como
y{k) = clrkcos(ké) + czrksen(ke)

que se obtiene al usar el teorema DeMoivre (ver anexo A.I.2),

2 —-
donde r = V‘a24-8 ;e = tanl(—g—); 0= e =7 ¥ C1’ c, son

constantes arbitrarias.

En el caso de tener raices reales repetidas, combinadas con
raices reales diferentes y complejas repetidas, se sigue el
criterio enunciado en 1los casos anteriores. Por ejemplo, si

consideramos la ecuacidn en diferencias de sexto orden

y(k+6) + y(k+4) - y(k+2) - y(k) = 0

a éstda le corresponde la ecuacidén caracteristica

A+ At -t -1 =0

o bien
(m-1i) (m+i) (m—1i) (m+1) (m-1) (m-1) = O

lo cual implica gue A1= i, A2= -1, A3=1, A4= -1, A5= 1, A6= i

son las raices de la ecuacidn caracteristica; por lo gue la

solucidn general es dada como
o .k c Lk N
y(k) = {cl + czk](l} + [c3 + qu](-'l) te, ot csk

Su representacidn en variable real es

= L i L 3
y(k) = [c, + cgk] (cosk~;— + 1senk—5 ) + [c, + Cﬁk] (cosk T



3
i ——km + c + ck.
+ isen — ) 5 6

TEOREMA I.6.5: Sean yi(k),yz(k),...,ym(k) soluciones de 1la
ecuacién lineal homogénea de orden m en S y sea yp(k) cualquier

solucidén de la ecuacidn no homogénea en S. Entonces

y = ¢,¥,(K) + cy (k) + ... +cy (k) +y (k)

es. también una solucidén de la ecuacién no homogénea en S para

constantes cualesquiera CaCrv=4Cps

DEMOSTRACION: Para n=2. 5Sea yp(k) cualquier solucidén de 1la
ecuacién no homogénea en S, sean y&(k), yz(k) soluciones de la

ecuacidén en diferencias homogénea. Es facil probar que -
y = cy (k) +cy (k) + Yp(k)

es también una solucién. -

TEOREMA I1.6.6: Sea 3;(k) una solucién dada de la ecuacién en
diferencias lineal no homogénea de orden n en S y sea
yl(k),yz(k),...,yn(k) un conjunto fundamental de soluciones de
la ecuacidén en diferencias homogénea asociada en S. Entonces
para cualquier solucidén Y(k) de la ecuacidén en diferencias no
homogénea en S, es posible encontrar constantes CiCoree s C de

modo gque
Y(k) = C1y1(k) + cayz(k) + ...t cnyndq) + yp(k)

- DEMOSTRACION: Para n=2. Supdngase que Y(k) y yp(k) son 501ucién
de

y(k+2) + ay(k+l) + ay(k) = g(k)
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si se define una funcién

u(k) = ¥(k) -y (k)

entonces
u(k+2)+a1u(k+1)+a2u{k) = Y(k+2)-yp(k+2)+a][Y(k+1)-yp(k+1)]
taly(k)i-y (X))

= Y(k+2)+a1Y(k+1)+a2Y(k) - yp(k+2)~a1yp(k+1)
- ay (k)

il

g(k) - g{k) (por ser Y y yp solucicnes)

= 0
Por lo tanto, en vista del teorema I.6.3 y la definicidén de una
solucidén general, podemos escribir

u(k) = cy (k) + cy (k)
Y(k) =y (k) = cy (k) + cy, (k)
Y(k) = oy, (k) + ey, (k) +y (k). -
Ahora veremos como solucionar una ecuacidn en diferencias-

lineal no homogénea de coeficientes constantes.

La forma general de la ecuacién en diferencias no homogénea

de coeficientes constantes es:
aoy(k+n)+aly(k+n—l)+ ....+am1y(k+1)+any(k) = g(k)

Para obtener la solucidn de una ecuacién en diferencias

e i

lineal no homogénea de coeficientes constantes:

¢(E)y (k)= g(k)




necesitamos primero resolver la ecuacidn homogénea ¢ (E)y(K)=0 ;
a la cual llamamos Yy denotamos "la solucidén complementaria
yc(k) de la ecuacidn"; vy Juego encontrar yp(k), la cual es
cualguier solucidn de la ecuacién no homogénea.

Después de haber obtenido las dos soluciones y (k) vy yp{k), la

solucidén general de la ecuacidn no homdgenea es:
y(k) =y (k) + y (k)

y todas las demd@s soluciones son casos especiales de ésta.

TI.7.- Mé&todos de Solucién de Ecuaciones en Diferencias.
Los métodos de solucidn de las ecuaciones en diferencias son

semejantes a los  métodos de scluciédn de las ecuaciones

diferenciales.

1.~ Método de coeficientes indeterminados.
Este método se aplicard para encontrar las soluciones

particulares de 1la ecuacidn en diferencias no homogénea. Es

decir,
$(E)Y (k) = g(k) (1.11)

Primero se resuelve la ecuacidén homogénea para asi encontrar la
solucidén complementaria yc(k); despues de haber encontrado la
solucidén complementaria se procede a encontrar la solucién
particular yp(k); para esto necesitamcs encontrar un
anigquilador o anulador de 1la parte derecha de la ecuacién
(1.11); g(k) consiste de términos gque tienen ciertas formas

especiales.

En los siguientes calculos cbtenemos algunos
aniquiladores.
1) Para la funcidén y(k) = Kk, tenemos por definicién gque

37



Ey (k) = y(k) = k
E'y(k) = y(k+1)
E°y (k) = y(k+2)

fl
Ir

k+1
k+2

It
I

Como necesito un anigquilador de la funcidn y(k), podemos hacer

la siguiente operaciodn,
E°y(k) - E'y(k) =k+2 -k -1 = 1

ésta operacifén que se realizd no anula a la funcidn, entonces
ahora necesito un anulador de la funcién constante 1.

Sea'yl(k) =1,

Ey (k) =y, (k) =1

E'y, (k) =y, (k+1) =1

Restando la segunda operacién a la primera, tenemos

LE'y (k) - E'y (k) = (E- E)y, (k) = (E- I)y (k)
> (E'- I)y, (k) =1 -1=0

Por ‘lo tanto el aniquilador de la funcién yl(k)'= 1l es (E- I).
Como (E2— E)y(k) = 1, restamos el anulador (E - I) aplicado a

Y(X) y cbtenemos

(E>- E)y(k) =~ (E - I)y(k) = y(k+2) -y(k+1) - y(k+1) + y(k)

= k+2 - (k+1) - (k+1) + k
=k+2 -k ~ 1 -k -1 + K
=0

Por tanto

[(E°- E) - (E - I)]y(k) = 0

[E°- E - E + I]y(k) = 0

[E°- 2E + I}y(k) =0

[E - I1%y(k) = O

El anulador para la funcién y(k) = k es (E - I)a.
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2) Buscando un aniqguilador para la funcién y(k) = a , a ¢ R,
tenemos due

Ey (k) = y(X) = a"
E'y(k) = y(k+1) = a

il

k+1

Si hacemos la siguiente operacidn

y (K+1) - ay(k}
k+1

=0

(E-a)y (k)
-aa"

Il
f

Por lo tanto, el aniquilador de la funcidén y(k) = at es (E - a).

3) El anigquilador para la funcién y(k) = cos{ak),
E"y ()
E'y (k)
E°y (k)

y{k) = cos(ak)
¥y (k+1) cos(a[k+1})
Y (k+2) cos{a[k+2])

(bE2+ cE + d)cos({ak) = 0; para toda k
b(cos(ak+2a)) + c{cos(ak+a)) + dcos(ak) = 0

bcos (ak)cos(2a)-bsen(ak)sen(2a)+Ccos (ak)cos(a)-Csen(ak)sen(a)]
+ dcos(ak) = 0

factorizando cos(ak) y sen(ak) tenemos:

cos (ak) [bcos(2a)+Ccos(a)+d]+sen(ak) [-bsen(2a)-Csen(a) ] = 0

Esto implica que

bcos(2a)+Ccos(a)+d =0 (1.12)
-bsen(2a)-Csen(a) = 0 {1.13)

Tenemos 2 ecuaciones con 3 incégnitas. Tratemos de encontrar

una solucién.

Despejando b de la ecuacién (1.13), tenemos:
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~psen(z2a) = Csen(a)

~-Csen(a) _ -Csen(a) _ -C

b = sen(2a) 2cos{a)sen(a) 2cos(a)

sustituyendo el valor de b en (1.12) y despejando d tenemos:

~Ccos(2a) | Ccos(a) + d = 0

2cos (a)
qd = -C [cos(a) - _%%%é%g%ﬂl

Una solucién puede ser:

Si b = 1; sustituimos el valor en b y tendremos un valor para
C.
b= 2 =1 s c = —2cos(a) |
2cos(a)

Sustituimos el valor de C en d y tenemos:

_ _ cos(2a) - 2 -
da = 2cos(a)[cos(a) EEEETETbﬂ] 2cos” (a) cos({2a)
d = 2cosz(é) - 2cosz(a) + 1 = d =1
Por lo tanto (E2 - 2cos(a)E + 1) anula a y(k) = cos(ak); a € Z

y k=nm con n = 0,1,2,3,....

Enseqguida veremos los principales aniguiladores en una

tabla.
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SUCESTON ANIQUILADOR

1.- y(kK) = k + n n=o0,1,2,.. (E - 1) °
| 2.- y(k) =na’ n=1,2,3,.. ( E - al)

3.- y(k) = a® + n n==1,2,3,... ( E - al)(BE - I)
4.- y(k) = cos(ak) a € R, k= 0,1,.|( E°- 2cos(a)E + 1 )
5.- y(k) = sen{ak) a € R, k=0,1,.|( E° -2cos(a)E + 1 )
6.- y(k) = a“cos(bk) a,b ¢ R, k € Z° |( E® -2acos(b)E + a°)
7.~ y(k) = a"sen(bk) a,b e R, k € 2°|( E° -2acos(b)E + a°

Es preciso recordar gue, dada una sucesién y(k), el aniquilador
no es uUnico. Simplemente, si F(E) es aniquilador de y(k),
entonces EF(E) también es aniguilador. Sin embargo, los

aniquiladores dados hasta ahora son los mas sencillos.
2.— Método de variacién de parametros.

Este métodc se usa para obtener la solucidn particular de
una ecuacidén en diferencias. Este método es general; ya que se
puede aplicar a cualquier ecuacién en diferencias lineal,
inclusive de coeficientes variables.

Primero veremos unas propiedades que utilizaremos mas adelante.

Si y(k)= u(k)v(k) entonces por el teoremal.d tenemos:

Ay (R) = A[u(k)v(k)] = u(k)Av(k) + v(k)Au(k) + Au(k)Av(K)
y(k+1) - y(k) = u(k)av(k) + v(kjau(k) + Au(k})Av(k)
y(k+1) = u(k)v(k) + u(k)av(k) + v(k)Au(k}) + Au(k)Av(k)

y(k+1l) = u(k)[v(k) + Av(k)] + Au(k) [v(k) + Av(k)]

y{k+1) = u(k)[v(k) + v(k+1) - (k)1 + Au(k)[v(k) + v(k+l) -
v(k) ]

v (k+1) = u(k)v(k+1) + Au(k)v(k+1)



En forma deneral:
y(k+n) = u{k)v{k+n) + Au(k}v(k+n)

Si consideramos una ecuacidn lineal en diferencias de

segundo orden no homogénea,
y{k+2) + a(k)y(k+l) + b(kiy(k) = g(k) {(1.14)

La solucidén complementaria de esta ecuacibn es:

y_ (k) = ¢y (k) + ¢y, (k)

donde y&(k) y yz(k) son solucicnes linealmente independientes
de 1la ecuacidn homogénea asociada a la ecuacidn de segundo

orden (1.14); haciendo a c, Y c, variables:

c, = u(k) y c, = v(k)

se forma la funcidn:

y(k) = u(k)y (k) + v(k}y, (k)
la cual se propone como solucidén dé (1.14). Obtenemos de y (k) a
y(k+1}) y y(k+2) para asi poder sustituirlas en la ecuacién
{(1.14) y determinar condiciones para u(k), v(k), y asi, ver

gque y(k) sea solucién.

y{k+1i) = u(k+1)y1(k+l) + v(k+1)y2(k+1)
y{k+1} = u(k+1)y1(k+1) + v(k+l)yé(k+1) - u(k)yl(k+1) +
u(k)y, (k+1)

y(k+1) =y (k+1)[u(k+1) - u(k)] + v(k+1)y, (kv1) + u(k)y, (k+1)

Yy (k+1) = yl(k+1)Au{k) + v(k+1)y2(k+1) + u(k)yl(k+1) -



v(k)yz(k+1) + v(k)yz(k+1)

y(k+1) =
' vik)y, (k+1)

y(k+1) =y (kHL)sulk) 4y (ED)AV(K) o+ u(k)y, (k+1)
v(X)y, (k+1)

i consideramos gue:

yl(k+1)Au(k) + y (k+1)av(k) = 0 | (1.15)
se obtiene:

y({k+l) = u(k)yl(k+1) + v(k)yz(k+1)

y(k+t2) = u(k+1)y1(k+2) + v(k+1)y2(k+2)

y(k+2) = u(kel)y (k+2) + v(k+l)y, (k+2) + u(k)y,(k+2)
u(k)y, (k+2)

y(k+2) =y (k+2) [u(k+l) - u(k)] + v(k+l)y_(k+2) + u(k)y, (k+2)

y(k+2) =y (k#2)du(k) + v(k+l)y (k+2) + u(k)y, (k+2)
v(k)y,(k+2) - v(k)y, (k+2)

- y(k+2) = y (k+2)au(k) + y (k+2) [V(k+1) - v(k)] + u(k)y, (k+2)
i - v{k)y, (k+2)

¥{k+2) = yl(k+2)Au(k) + yz(k+2)Av(k) + u(k)y1(k+2)
vik)y,(k+2) |

Sustituyendo y(k), y(k+1l) y y(k+2) en (1.14)

y (k+2)au(k) + y (k+2)Av(k) + u(k)y (k+2) + v(K)y,(k+2)
a(k)u(X)y, (k+1)  +  a(k)v(k)y,(k+1) +  bXu(k)y, (k)
b(k)V(K)Y, (k) = g(k)

=y (k+1)Bu(k) + y (k1) [v(k+1) - v(K}] + u(k)y (k+1) +

+

+



Facterizando:

u(k) [y, (k+2)  + a(k)y (k+1) + by (k)] =+ v(k)[y (k+2) =+
a()y,(K=1) + b()y,(x)] + y (k+2)8u(k) + v,(k+2)bv(k) = g(k)

como yl(k) Y yz(k) son soluciones linealmente independientes de

la ecuacién homogénea asociada nos queda:

yl(k+2)/_\,u(k) + yz(k+2)£\v(k) = g(k)

Por lo tanto, (1.14) vy (1.15) forman un sistema de dos
ecuaciones con dos incoégnitas: Au(k) y Av(k), escribiendo en

forma matricial

y](k+l) ' yz(k+1) Au (K) 0
yl(k+2) yz(k+2) AV (k) g (k)
Al resolver el sistema se obtiene Au(k) y Av(k); aplicando el

operador A”' obtenemos u{k} y v(k). La sclucidn de este sistema
siempre existe por ser yl(k), ¥, (k) linealmente

independientes, lo que implica que su casorati sea diferente de

- Cero.

Con u(k) y v{(k) obtenemos la solucién general de (1.14), es

decir:
y(k) =y (k) + Yp(k) = ¢y (k) + cy (k) + uXy (k) +
v(X)y,(X)
En general la ecuacién lineal en diferenclas de orden "n"
¢(k)y(k) = g(k)

tiene como solucidén complementaria:



y (K} = ey (k) + cy (k) + ...+ cy (k)
su solucién particular:
y (k) = u (k)y (K) +uw(Ky (k) + ... +u(K)y (k)

Ccon el obietivo de ilustrar 1los dos métodos, resolveremos el

sigulente ejemplo.

sea y(k+2) -ey(k+1l) +8y(k) =8 (4% (2%). Por obtener la

solucidén y (k) para conformar la solucién general
P .

y(k) = y (k) +y (K
'1.- Solucidén por el método de coeficientes indeterminados.

Primero encontraremos la sQlucién a la ecuacidn en diferencias

homogénea y(k+2) -6y{k+1}) +8y(k) = O.

Considerando la ecuacidn caracteristica correspondiente a ésta

ecuacidn en diferencias

(E° - 6E + 8I)y(k) = O
(E -2) (E -4)y(k) =0

Por 1lo tanto, 1las raices de 1la ecuacién en diferencias

homogénea son yl(k) = 2k, yz(k) = 4"

Entonces la solucidén complementaria a la ecuacidn en
diferencias homogénea es
o k K
y_(K) = ¢ (2" + c (4%
Ahora, pasamos a buscar la solucidn y (k) a la ecuacidn en
P
diferencias no homogénea y(k+2) -6y(k+1l) + 8y(k) = 8 2% 4%,

Necesitamos encontrar un aniquilador de la parte derecha, para

esto vemos la tabla de aniquiladores de la seccién anterior



k

La funcién gue gqueremos anular es g(k = 8 (4k) (2°) =

)
8 (2%) (2“), o lo gue es lo mismo, g(k) = 8 (2°) = 8 (85.

El aniguilador de la parte derecha, seglin la tabla, es (E - 8),
multiplicando toda la ecuacién en diferencias no homogénea por

el anigquilador, tenemos

(E -8) ([y(k+2) - 6y(k+1) + 8y(k)] = (E - 8I)[ 8 (8%))

(E -8) [( E® - 6E + 8I)y(k)] = E[8 8"] - 8I[8 (8%)]

(E - 8)(E - 2)(E - 4)y(k) =8 (8"") - & (8) (&%
(E - 8)(E -2) (E-4)y (k) = 0

Por tanto, la solucidn general de la ecuacidén en diferencias no

homogénea es de la forma

y(k) = c (2 + c,(4) + c (8%

donde deducimos que yp(k) = c3(85

Sustituyendo y (k) en la ecuacidédn en diferencias no homogénea,
]

obtenemos el valor de la constante cf

(E®- 6E + 8I)y (k) = 8 (8%y

(E° - 6E + 8I) ca(s") = 8 (8%

c, (8% - 6(c, (8")) +8 (c_ (8 %)) =8 (8
cs(Bk)[ 8° - 6 (8) + 8] =8 (&89
c (8%) [24] = 8 (8"

= c, = —— = y (k) = (1/3) (8).




Por lo tanto, la solucidén general a la ecuaclion en diferencias

no homogénea es

o k K R
y(k) = c (2) + C2(4 y ot (8]
2.~ Obtencién de la solucidén por el método de variacién ge
parametros.
y(k+2) -6y (k+1) + 8y(k) = 8 (2) (4")= 8 (8")

Primero epcontraremos la solucidn a la ecuacidn en diferencias

homogénea y(k+2) -6y (k+1) +8y(k) = 0.

Considerando la ecuaclidén caracteristica correspondiente a ésta

ecuacidn en diferencias
(E° - 6E + 8I)y(k) = O

(B -2) (E -4)y(k) =0

Por lo tanto, 1las raices de la ecuacidédn en diferencias
. X X

homogénea son y&(k) = 2, yz(k} = 4

Entonces la solucidén complementaria a la ecuacién en

diferencias homogénea es
_ Kk Kk
y (k) = c (2") + c, (4"

Ahora, pasamos a buscar la solucidn yp(k) a la ecuacidn en
diferencias no homogénea y(k+2) -6y(k+1) + 8y(k) = 8 (2k) (4k).

En la funcién y;(k) obtenida, sustituimos las constantes c. Y
c, por las funciones desconocidas u(k) y v(k), respectivamente.

De manera gue

k k

y (k) = ufk) (27) + v(k} (47)



donde u(k), V(X) se obtienen a partir de la solucibn del

siguiente sistema de ecuaciones:
y, (k+1). y, (k+1) Au (k) 0
[ y, (k+2) y, (k+2) J [ AV (K) } - [ g (K) }
obteniendose
ok | A Au (k) 0
[ 2k*? 4’“2} [Av(k) J ) [8(8“) J

Resclviendo por cramer

k+1

0 4
k k+2
s(e) 4 32 (2% (4% (29
AU.(k) = = - - ” -
Sk % 32(27)(47) —16(27) (47)
2k+2 4k+2
Au(k) -32_(4%) (4" (29 BIBLIOTECA
16 (2%) (¢%) 4of/ B CIENCIAS EXACTAS
5 Y NATURALES
CHARA Y GRANDELL
Au(k) = -2 (4.
2l.c+1 o -
k+ 2 k
Av (k) = ’ #(8) _ 16 (2%)(4") (29
16 (2%) (&%) 16 (2) (4")
Av (k) = 2%.

aAhora, aplicando el operador suma indefinida a cada uno de

estos resultados, se obtiene u(k) y v(k).

ATl tau(ky] = aT'f-2 (4% = -2 aT(d¥) = (-2/3) (4", es

decir, tenemos que



k

AT [-2(4%)) = (-2/3) (4")

porgue

A{(-2/3) (4")] = -2 (47).

A Avik)] = A7 21 = 2. 1Igualmente como en el caso

anterior, tenemos gue

A7 2% = 2% ya que  a[2f) = 2,

Por lo tanto, la solucidn particular es

k k

y () = (-2/3) (4 (2 + (2 (45

k k

y (k) = (1/3) (47) (27)

La solucién general

y(k) = c (2) + c (4" + (1/3) (2") (49

)

1.8.- Aplicaciones de las Ecuaciones en Diferencias Escalares.

1.- Determinar el conjunto de posibles valores reales para a y

b de manera que todas las soluciones y(k) de la ecuacién en

diferencias siguiente:

y{(k+2} + 2ay(k+l) + by(k) = 0

tiendan a cero cuando k—m.

Solucidn:
Considerando la ecuacidédn caracteristica correspondiente:

m2 + 2am + b = 0

con sus raices:



Dividimos el problema en dos casos:

caso I: a- - bz 0 y caso II: a> - b <0

Caso I: La solucidn,

tiende a cero si y sblo si: |m1] < 1y |m25 < 1; esto implica:

| ~a+v a’~ b | <1 Y | —a+ a’- b | <1

las dos desigualdades las podemos reescribir como:

a-1 < =-v a °. b < 0 < ¥V a2 - b < a + 1

(a-1)° > a°- b a’- b < a’ 2a + 1

a®- 2a +41 > a>- b b>=-2a -1

|2a = 1 < Db

Si a2 - b = 0, entonces tenemos gue m;=r%= - a, por lo tanto .

la solucidn general es de la forma

cl(-—a)k + czk(*ak)

G
=
I

y(k) — 0 < Jal] < 1. Es conocido del calculo que
k——m

k(—a)k—a 0.
k=300

Caso II: a°- b < 0 implica:

mo VTECRA



Sea r = |m1|:\/a2+[mq]2‘=\/a2+b-a2 = Vb

e = tan—lﬁ%%{] = tan-l[ b - a° ]

—a

esto implica que

1 —-a

y(k) = c (x/“E“)“cos[k[- b - a’ J]Jr

c (\/_B_')ksenl:k[ b - a° ]:‘

2

por 1o gque se concluye dJue

k—>oo

{ yk_wﬂo} = {b<1} ya que b es positiva.

De la solucién al problema, se deduce el siguiente teorema de

)

estabilidad.

TEOREMA: Las condiciones
1T + 2a + b >0 1 -2a + b >0 1-b >0

son necesarias y suficientes para que las dos raices de

2
m + 2am + b = 0 sSean menor que 1 en valor abscluto.

Ak

Z

[
-
N\
| o
' 4
ja
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2.— Un hombre pidié prestadc una cantidad A de dinero. El estéa
pagando el préstamc en sumas iguales S de pagos periddicamente
[ tal como cada mes, cada tres meses, etc.]. Este pago incluye
una parte que es el interés sobre el préstarnc y otra parte es
usada para reducir la cuenta principal, la cual estd pendiente.
Si la tasa de interés es i por periodo de pago.

a)Obtenga una ecuacidbn en diferencias para la cuenta principal
P la cudl estd pendiente, después del k-ésimo pago.

b) Resolver PK

Solucion: .

a) sz La cuenta principal pendiente después del k-é&simo pago,

P.. = La cuenta principal pendiente después del k+1-ésimo

pago.

Ahora esta ultima cantidad a ser pagada Pk+1, es ilgual a la
cuenta principal actual P mids el interés gue se debe en este

pago por periodc menos la suma S correspondiente. al pago

periédico. Asi,

P =P 4+ 1P - 8§
k+1 k k

[0}
b

- (1 + i)p = -§
k+1 k

la cual es una ecuacidn lineal en diferencias de coeficientes

constantes no homogénea.
La cuenta principal pendiente cuando k=0 es el total del

préstamo A.

k) Resolviendo

P - (1+i)p = -S
k+1 k

La ecuacidn homogénea correspondiente es;:



[E “(1+i)]Pk = 0
La solucién general de la ecuacidén homogénea asociada es:

PR 3
Pk = c (1+1)
Por encontrar la solucidén general de la ecuacién no homogénea;

utilizando el método de coeficientes indeterminados.

Tenemos gue el aniquilador de la parte derecha, como lo podemos
observar en la tabla antes mencionada de anigquiladores, es

(E-1). Multiplicando toda la ecuacidén en diferencias por este

aniquilador, tenemos

(E-1) [Pk+1 - (1+i)P ] = -S (E-1)

A}

-5 (E-1}

I

(E-1) (E=(1+1))P

-S - (-S) =0

(E-1) (E-(1+i))P,
(E-1) (E-(1+i))P = 0

Lk k
Pk— c1(1+1) + cz(l)

donde:

* Sustituyendo esta solucidn particular en la ecuacidn original,



obtenemcs los valores de las constantes.

[E - (1+i)](c) = -S
02 - (1+1) (c2) = -8
C2 e C2 - C2l = =5
—c i = -5

c = 5

2 : *
1

Por tantc, la solucidn general es

S
i

.k
P.= C (1+i)" +

Usando la condicidn anterior PO= A

P =C + —2-= A , implica
o 1 R .

5 ’ -

Asi, la solucién general con condicién inicial P = Aes

_ ) " S
Pk = (A —I") (1+1i) + -5
( P,= 2 (1+1)F - -3 [(1+0)* - 1)
3.~ La torre de Hanol es un rompecabezas gue consiste de una

tabla con tres estaguillas y k anillos circulares de tamafio
decreciente localizados en una de las estaquillas ( ver 1a
figura 2). El1 problema es trasladar los anillos a otra
estaquilla moviendo un anillo en cada tiempo y nunca colocando
un anillo grande arriba de un anillo pequefio. La tercera

estaquilla puede ser usada como un lugar de descanso temporal



para los anillos durante el proceso de transferencia. ¢Cuantos
movimientos son requeridos para realizar 1la transferencia,

llevando sin cambiar la posicidn relativa de los anillos?

A e e S T

N N

a

— [ il ' .

Solucién:
y, ! Denota el nimero de movimientos realizados para llevar k

anillos desde una estaquilla a otra.
Yy estd relacionado con Y, por la relacién de recurrencia

k+1

yw1 = 2yk + 1
Porgque podemos mover K anillos a la segunda estaquilla en Y,
movimientos, entonces transferimos el anillo k+1 a la tercera
estagquilla en un movimiento, y finalmente movemos los k anillos
de la sequnda estaquilla a la tercera en otros Y, movimientos.
De agqui que realiza y, t1+y =2y +1 movimientos para

transferir k+1 anillos.

yk+1 = 2yk +t1

Yk+1 - 2yk =1

La ecuacidn homogénea correspondiente es

yJn:+1 - zyk =0

La solucién general de la ecuacifn homogénea ascociada es
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y. = ¢ (29
k

Por encontrar la sclucién general de la ecuacidn no homogénea,

utilizandc el método de coeficientes indeterminados.

k+1

El aniquilador de la parte derecha es (E - 1); multiplicando

i

A4

toda la ecuacidén en diferencias por este anguilador tenemos :

i AR S

(E-1) [y, -2y =1 (E-1)

k+1

(E-1) (E-2)y, = 1 (E-1)

I
=
|
=
i
o

(B-1) (E-2)y,
(E-1) (E-2) y_ = 0

Por lo tanto la solucidén general de la ecuacién en diferencias

no homogénea es:

_ K
y, = ¢, (2) + ¢,

donde la solucidn particular es

Sustituyendo Yr, en la ecuacidén no homogénea, se obtienen los
valores de las constantes. '
(E-2) (c,) =1




Por lo tanto, la sclucidn general es

Por lo tanto, la torre de Hanoi con k anillos puede resolverse

en:
k ' . '
Y, = 2 -1 movimientos.
4.- Los numeros de Fibonacci son definidos por la ecuacién en
diferencias
X - X - X =0
k+2 k+1 k
con condiciones iniciales X, =1, X = 1.

Los nimeros son miembros de la sucesidn {Xk}:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,....
donde el k-ésimo numero de Fibonacci para kz2 es obtenido al

sumar los dos numeros de Fibonacci precedentes.

Por encontrar una sucesién para obtener los nidmeros . de

Fibonacci.

La ecuacidn auxiliar es



Por lo tanto, la ecuacidén en diferencias tiene como solucisdn

general

15 " 1-vE "
%= [ | o [-5]

Ahora aplicamos las condiciones iniciales para encontrar los

valores de c, Y c,.

X =c¢c 4+ c_ =1 (1.16)
o 1 2
L 1eET Vs ]
X1 = C1[ > ] + cz[——ﬁ——m—] = 1
X = c1[1+v"E] + cz[l-v”E] = 2 (1.17)

Multiplicando la ecuacién (1.16) por =-[1+V s ] vy después

sumamos con (1.17) nos queda,

—c1[1+¢"§ } - e[+ s ) =~ [+ 5 ]
c1[1+v”E ]+ cg[lwv”E ] = 2
— c2[1+¢"§ ]+ ca[l-v”E ] = - [1+/ 5 ] + 2
c,[-1-V's +1 -V s ]=-1-V5+2

c [ -2vV's ] =1 -V s

_ 1 - v s _ v 3 - 1
c2 = ,—— = C2 -
-2V 5 2V s

Sustituyendo c, en la ecuacién (1.16) tenemos



c o+ =
! 2v 5
c =1 - Y5~ 1 - c = L *tVv.ss
! 2V s ! 2v s

Por lo tanto, la formula para el k-ésimo nUmero de Fibonaccl es

B 1+\/—5\[1+ka+ Vs - 1 [1-~/—5T
® 2v s

5.- Supbngase gue los jugadores A y B Jjuegan un partido de
pareja con centavos, donde A, B, empiezan con NA, NB centavos
respectivamente. El juego termina cuando un jugador ha perdido
todos sus centavos. Suponemcs gue las monedas son legales, asi
gque cada Jjugador tiene probabilidad —%— de ganancia en cada

juego. ¢ Chal es 1la probabilidad de gque A gane todos los

centavos?

Solucidn:
Sea P, la probabilidad de que si A tiene k centavos, entonces A

ganara el partido.

Sea N = NA + NB. Claramente, PG: 0O y P=1.

Considere un valor de k tal que A tiene k+1 centavos y 0<k+1<N
Después de un juego, A tendrd ya sea k+2 o Kk centavos,

dependiendo de si A gana o pierde el juego. Por lo tanto,

k+1 2 k+2 2 I3

De esta manera, tenemcs la ecuacidén en diferencias
P =2P +P = 0

k+2 k+1 k

La ecuacidén auxiliar
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tiene raices A1=A2=1, de manera que la solucién general es
P = c +c k
k 1 2

Ya due P0 = 0, obtenemos c = 0, de manera gue sz czk; de agqui

gque 1 = P = cN, de modo que C = —%ﬁ. Las probabilidades

obtenidas son

_ k o
Pk = NA = NB , O<]‘L<NA+ NB

La probabilidad de que A gane empezando con N, centavos es por

lo tanto

Concluimos de esto gque no es Jjuicioso Jjugar un partido en

parejas contra un oponente con mads recursos.



CAPITULO II. SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS.

II.1.- Algunas definiciones acerca del calculo finito.

Analizaremos la estabilidad de un sistema dinamico discreto.
Suponemos gue, para cualquier valor particular de la variable
independiente k, el sistema puede ser completamente descrito
por un vector finito dimensional x(k} e« R", llamado vector de

estado. Agui, R" es el espacio real n-dimensional Euclideano y

X = |- e R" | |x]] = (xf+“.+x§)1/2

la longitud Euclideana del vector x e R". Las componentes
pueden ser la temperatura, densidad, presidn, etc. de algtn

sistema fisico y K el tiempo para el sistema dinémico.

El sistema es observado solo en tiempos discretos; es decir,
cada hora o cada segundo. N v {0} denota el conjunto de todos
los enteros no-negativos, de manera gue en el futuro el sistema
serd una sucesién x(k) donde kX € N u {0} y x(k) € R"; x(k) es

la variable dependiente y k la variable independiente.

Para una sucesidédn de vectores x(k), x(k)—y significa gue
k—rw

Ix (k) — y[|—0.
K —>©

Usaremos también x para denotar una funcién de N v {0} a R”

(x:N v {0}--R"). Por tanto permitimos la usual y conveniente

ambigiiedad de gque x puede denoctar una funcidn o un vector

representado por un punto.

DEFINICION II.1.1:
La primera diferencia de una funcién x la definimos como

x{k+1l) - x(k).

Correspondiendo al teorema fundamental del



calculo, (mencionado en las propiedades del caso escalar)
tenemos

Yo[x(i+l) - x(i)] = x(k+1) - > (7)

k
si y(k+1) = ¥ x(i) , entonces y(k+1) - y(k) = X(k). Como fué

i=j
mencicnado en el capitule I, éstas son férmulas basicas del

calcule finito. Con éstos elementos matemédticos deseamos
describir el comportamiento de las soluciones de una ecuacién

“en diferencias en R". Esto es, hay una funcién F:R"—-R" tal

gue
X(k+1l) = F(x(k),k) para K e N v {0}

Asi el estade en el tiempo k+1 estad completamente determinado

por el estado en el tiempo k. En este trabajo nos

restringiremos al caso en gque la funcién F depende solo de

x(k), llamado sistema autdnomo. Es decir

x(k+1) = F(x(k)) para K € N v {0} (2.1)

DEFINICION II.1.2:
Una funcién F:R"—R" es continua (en R") si

x(k) —y implica que F(x(k)) —»F(y)
Esta hipdtesis la necesitaremos mé&s tarde,

Si x es un vector, F(x) es un vector y representa el valor
de la funcién en x. 8i x es una funcidn, el simbolo Fx denotaré
la compecsicidén de funciones (Fx) (k) = F({x(k)). &Asil la

ecuacidn en diferencias (2.1) puede ser escrita
x(k+1)= Fx (2.2}

La sclucidn al problema de valor inicial



X(k+1)= F=x ®(0)=x , (2.3)

es X(k)=Fkow), donde F es la k-ésima iteracién de F. Esto es,
F°= I, la funcién identidad (Ix=x), VY F'= F F*'. La solucién
estd definida en N v {0}. Al igual gue el caso escalar, no hay
dificultades en las preguntas acerca de la existencia vy
unicidad de 1las soluciones para ecuaclones en diferencias.
También, es claro gue las scoluciones scon continuas con respecto
a la condicién inicial (estado) X, si F es continua. A
diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias, la
existencia y unicidad se considera para k =z 0. La ecuacién

(2.3) es simplemente un algoritmo gque define una funcién x en N

v {0}.

DEFINICION II.1.3:
Un estado X, € R” es "punto fijo" o "estado de equilibrio" para

el sistema (2.2) si F(§Q=xo. Asi la solucidn de (2.2} la cual

comienza en X, se mantiene en X, para toda K e N v {0}.
II.2.- Sistemas de Ecuaciones en Diferencias.

Las ecuaciones en diferencias tratadas en el capitulo I
consisten en una sola ecuacidén con una funcién incégnita; ahora
veremos el sistema (2.3) como un conjunto de n ecuaciones en
diferencias con n funciones incdgnitas al cual llamamos sistema

de ecuaciones en diferencias. .

DEFINICION II.Z2.1:
Un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden

(sistema auténomo) es un conjunto de ecuaciones gque presentan

la siguiente forma:

x, (k+1) = F [ X (K),%,(K), ..., % (K) ]
xz(k+l) = F2[ xl(k),xz(k),...,xn(k) ]
x (K+1) = F [ % (K),%,(k), ..., % (X) ]




La forma general del caso lineal no auténomo (respecto a la
variable de estado x) qgue trataremos lo expresamos mediante el

T AR . . .
slstema de ecuaciones en diferencias

x](k+1) = allxl(k) + alzxz(k) + ... 4+ a]nxn(k) + bl(k)
xz(k+1J = a21x](k) + a21x2(k) + .. F aanxn(k) + bi(k)
xn(k+i4 = anlxl(k) + anzxz{k) + ...t annxn(k) + b“(k)

donde los coeficlentes a y b pueden ser funciones de k.
ij i

Al 1igual gque en las ecuaciones en diferencias con una sola

funcién 1incdgnita, los sistemas en diferencias se dividen en

varios tipos:

- 5i todos los coeficientes a  son constantes el sistema se
iJ

llama de coeficientes constantes y se representa matricialmente

mediante la ecuacién
x(k+1) = Ax(k) + b(k)

donde A es una matriz de nxn; x{k+1), x(k) y b(k) son vectores

de nxl.

- Si algGn término b (k) no es cero; el sistema se llama no
1

homogéneo.
- Si bl(k}=b2(k)=....=bn(k)=0; el sistema se llama homogéneo.

Trabajaremos con el caso lineal auténomo para representar a una
ecuacidn en diferencias lineal de orden n por medio de un

sistema de ecuaciones de primer orden; hacemos un cambio de

variable como sique.

Sea la ecuacidn en diferencias lineal de orden n no homogénea

1l

y{k+n) -+ alg(k+n~l) + ... +an4g(k+l) + ang(k) g(k)




Si hacemos y (k)= X1(k)’ tenemos:

y(k+1) = x (k+1) = x_ (k)
y(k+2) = x_(k+1) = x (k)

2 3
y(k+n-1) = x (k+1) = x (k)
Y(k+n) = xn(k+1)

Si despejamos y(k+n) de la ecuacidn de orden n, tenemos:
g(k+n} = g(k) - ay(kn-1) - ... - a ¢(k+1) - a 4 (k)

© lo gue es lo mismo:

i(k+n) = g(k) —-aixn(k} - e, - anlxz(k) - anxl(k)

de agui que:

x (k+1) = x, (k) ' ‘ R
xz(k+1) = xa(k)

xn_l(k+.1) = % (k)
Xn(k+l) = Xn+1 (k)

Por lo tanto:
n

xn(k+1) = g (k) -sanxl(k) - aquz(k) T oe.. T oAaX (k)

es un sistema de n ecuaciones en diferencias lineales de primer

orden, el cual puede reescribirse como:



¥ (k1) = 0 3 (k) + 1x (k) + 0x (k) + .... + 0 x (K) + 0 g(k)
Xz(k+1) =0 X](k) + 0 xz(k) + 1 xa(k) + ... + 0 xn(k) + 0 g (k)
x (k+1) = =a x_ (k)=a ¥, (K)=a__x_(K)= .... a x (K) + g(k)

En forma matricial se representa:

% (k+1) = Ax(k) + b(k)

donde:
_ - % (k)] o 7
0 1 0 e 0 Xz(k) 0
0 o 1 0] x3(k) 0
A= iox(k)=| ° ; b(k)=
A o-a owa ... —ajJ xn(k) | a(k)
L L ~ L. r

La soclucidén general de un sistema de ecuaciones en
diferencias lineal x(k+1l) = Ax(k) + b(k); se obtiene sumando 1la
solucidén general del sistema homogéneo asociado xc(k), can una

soluclidn particular del sistema xp(k); esto es:
x(k) = xc(k) + xp(k)
Resolucidén del sistema homogéneo:

x{(k+1) = Ax (k)

Para k=0; X{1) = Ax(0)

Para k=1; x(2) = Ax(1) = A[Ax(0)] = A°x(0)
Para k=2; X(3) = Ax(2) = A[A°X(0)] = A x(0)
Por tanto X(4) = Ax{3) = A[A’%(0)] = A*x(0)

. Por induccién:



¥ (}) = A*x(0)

donde A% es la k-ésima potencia de la matriz &, la cual juega
un papel para ecuaciones en diferencias andlogo a el papel de

. . Al . . .
la matriz exponencial e para ecuaclones diferenciales. x(0)

es el vector de condiciones iniciales.

IT.3.- Método para calcular P

En vista de la importancia de, dada la matriz A, calcular 1la

. k . P = - k
matriz A", a_ continuacidén expondré un método para calcular A",

La ecuacidn caracteristica o el polinomio caracteristico

P(A)=0 de la matriz A de orden nxn es:

f(r)y = A" + alhml + ... +a A +a =0

n-1 n
Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos:

£(a) = a" + aIAn_l ... ta At+tal=o0

n
Despejandoc A de ésta Gltima ecuacidn:
n

A" = ~a1A“'1 - ...-a A -al

n-1 n

Ecuacidén que se puede representar:

A" =bI +bA+ ... +b A
0] 1 n-1

donde: b= -a ; b= -a i «-e- ;7 b = —a_.

4] n 1 n-1 n-1 1
2 ésta ultima ecuacidn , la multiplicamos de nuevo por A y
tenemos:
AaA"= a™! = A bI +bA+ ... +b A" ]

8] i n-1

A" = pa+ba®+ ... +b A"

o] 1 n-1
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sustituyendo el valor de A":

A = pa s+ baA"+ ... +b {bI+bA+ ... b A ]
0 1 n-1 o] 1 n-1
A””: b a + bAE + . + b bI + b bha -+ .. +
O n-1 n-1 1
b b A"!
n-1 n-1
A =b bI+[b +b bJA+ ... +b b A"
n-1 O 4] n-1 1 n-1 n-1

il

+1 -1
A" cI +chA+ ... +cC A"

a
Il

donde: ¢c=b b ; c=b + b b .
1 0 n-1 1 n-1 n-1 n-1

Ahora a ésta Gltima ecuacidn la multiplicamos de nuevo por A
para obtener otra ecuacidn con nuevos coeficientes a la cual
seguimos multiplicande por A, y asl sucesivamente, hasta
obtener en general:

n-1

2* = BI +BA+ ... + 8 A" (2.4)

donde Boo By ««., B, sON coeficientes que dependen de k.
Lo anterior es valido para el polinomic caracteristico de 1la

matriz A de orden nxn:

-1
“+al>\n + ... +a x+a=20
I

ri~1 H

P(A) = A

Si despejamos A" se forma otra ecuacién la cual multiplicamos

por A, obtenemos asi una ecuacién en funcién de A"; sustituimos
P v -1 .

A" y obtenemos una ecuacién en funcién de A" y potencilas

menores.




La multiplicacidédn por A indefinidamente va generando nuevos

coeficientes gue se pueden compactar mediante el uso de nuevas
. . . : k

literales, pero culdando dgque al generalizar para A el

.- Ln-1 .
resultado quede en funcién de Ay potencias menores.

En general:
k —
AT = BO + BlA + ...+ B A

donde los Bi; i= 0,1,2,3,...,n-1 son los mismos coefjcientes
gue en (2.4). Esta ecuacidén debe escribirse para cada valor
caracteristico A gue proporcione la matriz 2A; es decir, despues
de haber obtenido las raices del polinomio caracteristico de 1la
matriz A pasamos a sustituirlo en la ecuacién y obtenemos asi
un sistema de ecuaciones a resolver, donde encontramos los
valores de los coeficientes B, Y los sustituimos por dltimo en

=~ . . k
la ecuacidn general para determinar el valor de A".

' .2 K e 2
Para encontrar la expresidéon de A", dividimos el método en
dos casos, los valores propios A, due pueden ser raices

diferentes y ralces repetidas.

CASO 1: raices diferentes

Si las "n" raices de la ecuacidn caracteristica son
diferentes, entonces se sustituye cada una de ellas en la
ecuacidédn general de Ak, Yy se obtiene un sistema de pn,
ecuaciones con tn! incégnitas. Las ttn! funciones
30’61""’Bn-1’ obtenidas como solucién de este sistema, se

sustituyen en la ecuacidén general (2.4) para determinar la

' k
matriz A .

CAS0 2: raices repetidas
8i la ecuaclién caracteristica de la matriz A tiene "n"

raices iguales, X =A_= ...=A y las restantes a , A _,

1 2 m m+1 mn+2

«..,A diferentes, entonces el sistema de ecuaciones esta
n

formado por n-m+1 ecuaciones linealmente independientes con "n"



incégnitas; ¢ sea mas incoégnitas due ecuaciones. En este caso,

con las n-m+l raices diferentes se establecen n-m+l1 ecuaciones,

ya gque:

y otras m-1 ecuaciocnes, se forman derivando la ecuacidn general

de a%:
A= B 4 BA+BAF ... B A
] 1 2
con respecto a A, m-1 veces:

af ()
—da

Para Aj = Alzl = ,..=A .

It
3

De esta manera se tiene un total de (n-m+l1l) + (m-1)

ecuaciones con '"n" incégnitas.
I1. 4.- Geometria de las Soluciones cerca del punto fijo x=0.

Precisaremos mas los sistemas lineales con los que

trabajaremos.

Sea x(k+1)=Ax(X) con x(K) o = X (2.5)-
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Como mencliconamos antes, la solucidn general de esta ecuaciodn

en diferencias es

- = k
®(K) A)%

»

Observemos que el sistema (2.5) tiene un punto fijo X, =X si

» »
AX =¥

- (A-1)x =0

de donde tenemeos gue si det(A-I)#0 entonces x =0 es el tunico
punte fijo. Por el contrario, si la matriz (A-I) es singular
entonces tendremos una infinidad de puntos fijos. Observese que
en este caso tenemos gque A=l es valor propio de A. Diremos gue
el sistema (2.5) es degenerado si A=1 es valor propio de A. En
este trabajo supondremcs (a no ser gue se precise lo contrario)

gue (A-I) es no-singular.

Con el objetivo de distinguir el comportamiento cualitativo
de las solucicnes de las ecuaciones en diferencias, daremos las

siguientes definiciones de estabilidad, inestabilidad vy

estabilidad asintdtica.

DEFINICION II.4.1:
Diremos que una regidn R del espacio de estado "contiene' el

movimiento de alguna regidn Rz' si todo el movimiento originado

en Rz, al tiempo ko, se mantiene en R1 para k = ko.

En la definicién anterior es claro gue la regién R, contiene

R _.
2



DEFINICION IT1.4.2:
Un puntco de eguililibric x es v"estable" si toda vecindad de x

contiene el movimiento de alguna otra vecindad de x .

DEFINICION II.4.3:
Un estado de equilibrio que no es estable se llama "inestable".

Diremos gue el punto de equilibrio x es un atractor para la

trayectoria x(k), donde x(k) es solucidén de x(k+1) = F(x(k)),
si

lim x(k) = %

k—w

DEFINICION II.4.4:
El punto x es "asintoéticamente estable" si éste es un atractor

(respecto al sistema dinamico) para todas las trayectorias x(k)

. -
gue inician o pasan através de una vecindad de x .

¢ Cuando un punto fijo de x(k+1) = Ax(k) es estable, inestable

o asintdéticamente estable?

En vista de que la solucidn del problema de valor inicial es

X(k)= a¥x . podemos iniciar la respuesta a la pregunta anterior
o

planteadndonos la siguiente pregunta

. Para qué matrices A tendremcs gue 1lim A" =0
k—r®

?

Para simplificar la respuesta a é&sta pregunta resolveremos

algunos ejemplos impeortantes para la solucidn de x(k) con tres

tipos cléasicos de matrices A. Estos tipos corresponden a los




blogues de Jordan, los cuales son definidos en el anexo A.JI.1.

En cada uno de estos ejemplos, y con el cobjetivo de ilustrar la
geometria gque describen las soluciones (una solucidn por cada

valor 1inicial xo) en el espacio de estado, describiremos la

sclucidn al problema de valor inicial
x (k+1) = Ax(K); k=0,1,2,...
X(k)[k:o =%
Nos restringimos a el caso en gue A es de dimensidn 2x2.

Caso (i}). A tiene valores propios reales distintos.

Agui los vectores propios son linealmente independientes y A es

completamente diagonalizable, P'AP = J. Dado el sistema
X{k+1) = Ax({(k}, x(0)=x0

la forma canénica puede efectuarse mediante el cambio de

variable

x(k) = Py(X)  (2.6)
de donde deducimos
Ax (k) = APy(k)

Ty (K) (2.7)

HII

P 'ax(k) = P 'aPy(k)

donde P es escogido de manera gue P 'AP=J es diagonal, donde

los elementos de la diagonal son los valores propios de A.
La solucidn de la ecuacidn y(k+1) = Jy(k} es

y(k) = Iy
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es decir, y](k\ = yj(A&) para : =1,2,...n donde yi(k) es la

1-ésima entrada del vector y(k).

En este caso 1), A tiene valores proplios A], A2 con’
los correspondientes wvectores prepics V.Y V. De manera gue

la solucién (Gnica si fijamos xo) de (2.5) podemos escribirla

coma
k k
X=CA V. + CA_V {(2.8)
1 1 1 2 2 2
donde €, Y ¢, son constantes tales dque

cv + cv =X
11 2 2 0

Observese que en la ecuacidn (2.8) tenemos dque lim x(k) = 0 si
k00
|A [<1, para i = 1,2. Por el contrario, la sucesidn solucién
1

x (k) se aleja del origen si IAi|>1.
Al sustituir (2.8) en (2.5) mostramos gue es la solucibdn:

Ax(k)= c 2 av + ca¥ av
11 1 2 2 2

Ax (k)= c]?\l;"lv1 + 02A;+1v2
Ax({k)= x(k+1).

Describiremos el comportamiento de 1la sclucidn (2.8) para

diferentes valores de Al Yy Az. Consideraremos los casos
a) 1<ia <A
1 2
b) =-1<a <1<a
1 2

C) -1<i <A <1l
172



x, (k)
con el vector de estado (k) = ! . con V1 el "espacio
% (k)
2
propio" generade por el vector propio Vo DPe acuerdo a las
observaciones de estabilidad de la ecuacién (2.8), tenemos que
el caso c¢) corresponde a un comportamiento asintdticamente

estable, siendo ios casos a) y b) inestables.:

t K

v

7
N

a) inestable b) inestable

'S

Vi

C¢) asintdéticamente estable

8



k
Ahora, calcularemos A para cuando

a ¥ )
A = con a,b,c € R.

0 C

El polinomio caracteristico de A es

P{a) = , A—AI] = |la-a b = {(a=-A)(c-A) =0
0 C—A

Por lo tanto A]=a Y AZ:C.
i Por ser A una matriz de 2x2
AY = BT + B A (2.9)

donde BO 3% ﬁl son las incégnitas; El pelinomio caracteristico

de la matriz A es
1

P(X) =A“+-a1A“' + ...+ a i t+ta =0

donde,
k -
Ai - Bo + B1Ai

Sustituyendo el valor de A1= a tenemos

a'= BT + g.a (2.10) -
Sustituyendo el valor delhzzc
K= B, + B,c (2.11)

Resolviendo el - sistema de ecuaciones (2.10) y (2.11)

encentraremos los valores de las incdgnitas.

Multiplicando por (-1) a la ecuacién (2.10) y sumandola a



(2.11) tendremos

Despejando B obtenemos

__(c*-a")
B,= {(c-a)

Sustituyendo el valor de Bl en {2.10) y despejando BD

= g+ [ (ck—ak)]a
0 (c-a;

B = 2t - [ (c*-a") ]a

(c-a)

~——

Sustituyendo Bo y B, en (2.10)

k k k k
k _ .ca -ac 1 0 Cc —a a b
An = c-a ] [O 1} 1 c-a ] [O c}

ca“-ac®+ac-a*"!  (c*-a¥)b
K 1 ‘
A= [C-a] k k k+1 K
0 ca —ac¢ +c -ca
k k.
- a (c-a) {c-a )b
k 1
A =1 c-a ] K
0 c (c-a)
. a* b(ck - ak)
A = c - a
0 ck
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caso {li). Valoures proplos mﬁltiples.

Si A en xX{k+1) = Ax(k) tiene algun valor propioc A repetido m
1 b
veces, la solucidén en forma candénica de Jordan se obtiene

usando el cambio de variable (2.6), por lo gue tenemos

x(k+1) = PU'APy(k) = Jy(k)
donde .
"Al. ;
L 0
_ A
J = g At 0
1 . 1
0 Y
- l.]
Tomando el caso de 2x2.
” . . . . * * *
La ecuacién caracteristica P(A)= |A-A I|= (A -2 }(A -2 ) =

= (" -2 )2 =0

tiene como valcres proplos a A =2

Utilizando el cambioc de variable (2.6) tenemos
x(k+1)= P 'APy (k)= Jy(K)

y (k) :

H

y{k+1}) = Jy (k)

donde P es elegido come en el anexo. Por lo tanto (2.7) se

reduce a un sistema de ecuaciones en diferencias de primer

orden cuya solucidn es

Ii
S

y(k+1) = J%y



donde y = Py

L

A KA
Observamnos gue 1im 3% = 1lim . =0 si y
b —3 K —in O A
s6lo si |A] < 1. Ya que 1lim ki" ' = o.
k 2w

ahora calcularemos J° para cuando
A 1
J = [ 0 N ] con  A=Q, AreR.

det(J-a I)=

Il
il

El polinomio caracteristico de J es P(A) | T-AT|

= (A"-2)° =0
*
Por lo tanto A =a.

Por ser J una matriz de 2x2, tenemos de nuevo a (2.9) donde BO

Yy 81 son las incégnitas. El polinomio caracteristico de la

matriz J es,
P(r) = A"+ alh““1+ ..+ a A +a =20
donde,
r =B+ BA (2.12) -
Sustituyendo el valor de M= A Tenemos
P By + B2 (2.13)

Derivando (2.12)} con respecto a A , y sustituyendo el valor. de
. 1

A2=A nos da

k(r )= p

1



Sustituimos B] en (2.13) para encontfar el wvalor de la

incégnita B,

At= 30+k(>.)“'lx

aK= B, KAk

Sustituyendo el valor de las constantes BO Y B}_en {(2.9), pero

con A = J tenemnos
k k k 1 0 k-1 A’ 1
= (aF- kN + (kA%
0 1 0 A
A -kakekak kak!
J* =
0 Ak rxak

Casco (iii). A tiene valores propios complejos.

Cuando A en x(ktl1) = Ax(k) tilene algunos valores propios

complejos A estos vienen en pares, A = o + iBj donde
J J -

«, B. € R vy i%= -1, Por simplicidad tomemos el casoc de 2x2,



P(Aa)= |a-alj=u ; Ay, Tt Bi.

Cambiando a coordenadas polares, o = rcos:z y 3 = rseni, nos da

la base estandar de R mediante la igualdagd

o 3 COS%Z sen:s
J = = r -
-3 o —senc cose
usando el cambio de variable (2.6), la solucidén para y(k+1) =
Ay (K} es .
cosek sensk C
Ky = ny - 1
y(k 0 -senek cosak C

donde o =tan' (B/x), c= P4x0= Y-

Hemos obtenido A para los casos en due A puede representarse

mediante los diferentes blogues de Jordan.

- , k
Una manera mas para calcular la matriz A, una vez gque la

matriz A (de dimensién nxn) es conocida, es mediante el

algoritmo de Putzer.

TEQOREMA II.4.1: (Algoritmo de Putzer).

Sea A una matriz nxn con valores propios Al, Az, e, An.
Entonces
« n-1
A"= Y r (k) P
. i+ b
j=0
.
donde PO=I y P = (A—AkI), 3=1,2,...,n.
’ k=1
Yy r (K), -, rr(k) es la solucidn del sistema triangulér

ri(k+l) = A1r1(k)



r (k+1) = r I(L; + Airj(k), 31=2,3,...,1n.
J 1= A

con rl(O):l, rj(O)=O, J=2,2,...,n.

Observaciones al teorema:

a) Los n valores propios pueden repetirse segiin su

multiplicidad,
b) Una vez fijc el orden de los valores propios consideraremos

el orden en el preducto (A—AiI)(A—A,I) si i»j,
J
c) El sistema triangular de ecuaciones en diferencias puede

resolverse recursivamente.

Ver demcstracién del teorema en el anexo A.III.1.

.

Aplicaremos el teorema de Putzer para la matriz

o B
- o

Calculando primero los valores propios

det (J-AI) = (a-A)2+B%=0
= Alz ox+B1 A2= a-A1i

de acuerdo al algoritmo resolveremos ahora el sistema

triangular
ri(k+1)= Alrl(k) con r1(0)=1
r2(k+1)= r](k) + Azra(k) con r2(0)=0

reescribiendo en forma matricial

r (k+1) A 0 r (k)

r{k+l) = rz(k+l) = r (k)

con condicién inicial



L‘(O) = = = r

La solucidn general es

?\1 Dk
r{k) = r
1 A
2
k
A 0
Calcularemos B = ! mediante la cbservacién
1 A

(Bt)k= (Bk)t

donde B' es 1la transpuesta de 1la matriz B, de manera due

utilizaremos el cédlculo de (2.9) para obtener

?Ll 0 k
1 A
2
K k k
- Al 1 k A: A2 A}
(B)" = = A= A
O )\2 . ka
) .
az‘ 0
k
= B = k K
12 - Al k
A
2 B 1 2

de manera gue




r{k) = =
A T A k
]’.’2(}{) A - A Az 0
2 ?
r (x) A’l‘
= r(k) = =
rz(k) 2K =k
2 1
A —
2 1
Calculando ahora los Pi
_ _ _ Voo T3 1
P, =1, P, = (J-AT) [_1 -3 ]{3
k
= J =rP + rP
10 21
k
) A1 0 AZ _ Lk -1 1
J° = ) t = - B
0 Al 2 1 -1 -1
donde tenemocs que
A - A = a - Bl - (atpl) = -281
y A: - Ar = (fx-Bi)k - (a+Bi)k. Considerando r = of + 82 Y
o = tan ' (B/), con a=0. Tenemos de ésta Gltima ecuacidn que,
K K , . k - . k
Az - Al = (rcoss - 1rsensg) - (rcose + risene)

A; - Ar = rk(cosks - isenke) - rk(coske + isenke)

k '
= ~r 2lsenke



rk(coske+i‘:(-nk@) 0 —i 1

k k .
2 J= . + r 2isenke B
0 1 (t:usk9+isenk(£)) 2!31 -1 -i
cosk@tisenks 0 -isenk® senk®
k k k
» J =r + r
0 cusk@+tisenk® -senkS - isenk G

Por lo tanto:
cos (ke) sen (ko)

-sen (ko) 'cos(ke)

) [V/_E__Ezﬁ ]k cos (ke) sen(ke)
N L J = o+ '

~sen(ke) cos (ke)

El calculo anterior implica gque la solucién al problema de

condicidn inicial

X({k+1l) = [_g B]x(k)

x(k)|k=0 = X,

es dada por la sucesidn vectorial
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K cos (ko) sen(ka)

-sen(ke) cos (ke)

Podemos mostrar gue (considerando la norma usual | | en R%

: k
% (k) |= [ a’+p? } Ix, i para toda k=0.

De éste 1dltimo calculo observese gue

a) si vV o®+8° > 1 lim |x(kK)|| = =
k ——m0

4

- lim [x(k)] = 0
k—00 |

k) si Vv oZ+p° =1 > [x(k)| = ”xou para toda k=0
c) si v a®+3® < 1

Segtn 1las definiciones de estabilidad dadas, el <casoc a)
corresponde a un comportamiento inestable; el caso b) a un

comportamiento estable y el caso ¢) a un comportamiento

asintéticamente estable. 4

{;

i

k) estable

[

ol
ol
}._l
o

a) ineste
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db
"

¢) asintéticamente estable

Observese que =i el mdédulo del valor propio es menor gque 1,

entonces el punto fijo es asintéticamente estable.

Como una observacidén, si tomamos «=0 en el caso de arriba,

tenemos

|
A
o
n
. e
]
i
-

para Kk impar

0]

[
[

H
-

M



si i=]j
para K par

9,0 = 0 si iz

lo gque implica gue si |B|< 1 entonces lim 3% = o.
k-—w

Es conveniente dar las siguientes definiciones de ciclo vy

periodo para despues ver un ejemplo de este tipo.

DEFINICION II.4.5:
Una solucién F'x'= x° se dice ser periédica (o ciclica) si para
0

. . 0 e
algin namero entero s >0, F'x = x . En esta definicién

retomamos la notacidn que se vidé al inicio de este capitulo.

DEFINICION 1IT1.4.6:
El menor valor s gue cumpla la definicidn anterior es l1llamado

el periodo de la solucidén o el orden de el ciclo.

EJEMPLO: Un sistema donde el periodo es 4 es el siguiente.

= 0 1 I
¥ (k+1) [—1 OJX(k) con x = [2 ]
ya gue X =x =xX.=..., Y X es diferente a XX, ¥ X,.
4+ .
oxs -+ +he
-4
et + ——t i J
+
¥ T ‘4
v



con la descripcidon del comportamiento de las soluciones de
los tres caswus a), b) y ¢}, mencionados anteriormente, se

concluye el siguiente teorema de estapilidad para matrices de

2x2 y det{A-1i= 0.

TECOREMA 1I1.2.2: la solucidn trivial de 1la ecuacidn en

diferencias
x(k+1) = Ax(k)

es asintéticanente estable si y s6lo si p(A) <l1l. Es inestable
si p(A)>1. Donde p(A)= MaAXimo {[A][, ‘A2( }. Donde Ay A son

los valores propiocs de la matriz A.

DEMOSTRACION:
Si A= PﬂJP, entonces Afs pla'p donde hemos visto los tres

casos para J. -

Como una generalizacidén de los resultados anteriores, daremos

respuesta a la sigulente pregunta:

sComo describir el comportamiento de las soluciones del sistema
x(k+1) = Ax(K) + E _ (2.14)

cuando el det (A-1)=0 y E=0 es un vector constante?
Para dar respuesta a ésta pregunta, determinamos los puntos

fijos x de {(2.14) en base a la igualdad

-

Ax'+E = X



considerando alora el cambio de variable

y(k) = x(k) - % (2.15)
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-
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y(k+1) = E(y(k) + %) +E =x
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y(k+1)
= y (k+1) = Ay (k) (2.16)

De manera due si tenemeos la descripcién de las soluciocones del
sistema (2.16), entonces podemos describir las soluciones en
términos de la variable x (k) mediante la traslacidén (2.15). Sin

embargo, se puede obtener la solucidn analitica del sistema

(2.14) como siyue:

+
|

x(k+1l) = Ax(k) ~ E, con X(0) = X

para k=0, xX{1l) = Ax(0)

para k=1, ®(2) = Ax(1) + = A[AX(0) + E] + E

para k=2, %(3) = Ax{(2) + E = A[A°X(0) + AE + E] + E
)

= Ax(3) = A[A'x(0) + A°E + AE + E] + E

para k=3, x(4

para k=k-1, x(k) = Ax(k-1) + E =A[{A"'x(0) + a*°E +...+ EJ+E

x(k) = A%¢(0) + A*"'E + A*?E + ... + AE + E
k-1 k-2
(k) = A'%(0) = [A + A + ... + A+ I]E
k-1 k- K
donde [A + A + ... + A+ 1} (I -A)=1-2

asi,

la¥al



Por lo tanto
k , 3 -1
x(K) = Ax(0) + (I-A"} (I-A)  E.
A continuacion se ilustra este resultadeo con un ejempilo.

EJEMPLO: Un nodelo de comercio (internacional) entre dos

paises. Plantearemos este modelo mediante los sigulentes cuatro

incisos:

i) Sea Y = el ingreso nacional

C = egresos por consumo
i1 = inversién neta
X = exportaciones
M = importaciones
Y=C+ 1+ X ~-M
ii) D = desembolso de dinero por consumo doméstico
M = importaciones
b=¢C-M
C =D+ M

iii) El1 tiempc es dividido en periodos de igual 1longitud,
denotado por k = 0,1,2,... . Todas' las cantidades varian de
periodo a periodc con la excepcidén de la inversidén neta, la

cual se supone constante.
Usaremos subiinuices 1 y 2 para distinguir las variables de cada

pais.

De acuerdo a las hipdétesis i) y 1i), tenemos las siguientes

ecuaciones para el pais 1:

Y (k) = c (k) + i+ X (k) - M (k)
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D (k) = C}(k) - Ml(k)-

Con ayuda de la sequnda ecuacidn, la primera puede escribirse

como sigue

Y (k) = Dl(k} + X](k) + i1 ( 2.17 )
donde hemos escrito i] como constante de inversidn neta.
La ecuacidn correspondiente al pais 2 es

v (k) = D (k) + X (k) + i ( 2.18 )

iv) E1 consuno doméstico (D) y las importaciones (=M) de cada

pais en cualyuicr periodo son miltiplos constantes del ingreso

nacional del pais (=Y) en un periodo de tiempo anterior, es
decir;

D1(k+1) = HH1Y1(k) Ml(k+l) - nblyz(k)

D (k+1) = m_Y_ (k) M, (k+1) = m Y (k)
donde m., m_, ®m,, M, son constantes (llamadas "tendencias

marginales').
Ya que consideranos solo dos paises, las exportaciones de uno

son las importaciones del otro, es decir
M (k) = X, (k) M, (k) = X (k)

De manera que al considerar las ecuaciones (2.17) y (2.18) y 1la

hipdtesis iv) cktenemos dque

Yl(k+1) =m Y (k) + nsza(k) + i

1T 1 1

Yz(k+JJ = RElyl(k) + maeyz(k) + 1,



en forma matricial

Y(k+1l) = AY (k) + I

donde

Y1 {k) u.11 m12 . il
Y(k) = Yy k)| A - iy o ! L= i

2 21 22 2
. Y (0 _
También suponemos que Y(0) = v o] €s dado.

2

La solucién a el sistema anterior es la solucidn obtenida para

(2.14), es decir
Y (k) = AY(0) + (I-A")(I-B)7'i ; k= 0,1,2,...

Deducimos que una condicién necesaria y suficiente para que el
ingreso nacicnal Y sSe aproxime a un valor constante (de
equilibrio), independientemente del valor inicial Y(0), es due

lim 2" = 0
k—sw

lo que a la vez implica que

1im ¥Y(k) = (I-a) ‘i
k—c0
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CAPITULO III. S5I1ISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS NO
LINEALES.

III.1.- Ecuacién en Diferencias Escalar no Lineal y Descripcidén

Cualitativa del Comportamiento de las Socluciones.

Consideremos el sistema no-lineal

x(k+1) = F(x(k)), k= 0,1,2,... (3.1)

con condicidén inicial

x (k) ]kzo = X,

donde F:R--R" es continua y no-lineal respecto a la variable

de estado x{(k). Al igual que en el capitulo anterior,

consideraremos R” con la norma usual | . |

Describiremos resultados Yy métodos para estudiar el
comportamiento dindmico de éstas ecuaciones en diferencias
no-lineales. Al 1igqual gque en las ecuaciones diferenciales
ordinarias, éstos métodos cualitativos consisten en deducir el
comportamiento de las soluciones a partir de las
caracteristicas de la parte derecha de (3.1). Es decir, en base
a las caracteristicas de la funcién F, determinaremos la
estabilidad de 1las socluciones de (3.3). Obviamente, los

resultados aguil expuestos también ser&n validos si el sistema

(3.1) es escalar.

Un criterio Gtil para determinar el comportamientc de las

soluciones x(k) de (3.1) es la condicién de Lipschitz.

DEFINICION ITI.1.1: )
Una funcién F:Q—Q ¢ R’ se llama "de Lipschitz " con constante

L en Q si "F(k) - F(y)] =L |x - y| para cada pareja x,y e Q.

aa



Es sabido gque la sucesidédn solucidn {x(k)}t:I converge a un
punto fijo x € § si F es funcién de Lipschitz en Q con
constante L<1l. Ver la prueba de éste tecorema en la referencia

[13], p&gina 331, de la bibliografia.

A manera de ejemplo, tenemos gue la funcién f(x) = cos(x) es de
Lipschitz con L = sen(2n/5) = 0.951 < 1 en G = (-2n/5,2n/5).
Por lo que el teorema mencionado anteriormente asegura gue las

soluciones x(k) de la ecuacidn en diferencias no-lineal
x{k+1l) = cos(x(k})
3 + » I} . 3 r
converge al punto fijo x = 0.739 s1 el estado inicial X, € Q.

En el caso de que el sistema (3.1) sea escalar, x(k) ¢ R,
podemos deducir graficamente los puntos fijos de (3.1) al
graficar a F(x(k)) (como si x(k) variara continuamente) vy
observar la interseccidn de ésta con la recta de 45° gque pasa
por el origen (y=x). Tal punto de interseccidn corresponde a un
punto fijo (también 1llamado "solucidén de equilibrio"} de
(3.1). Se sabe gue si en una vecindad del punto de egquilibrio
se tiene gue F es diferenciable con |F’(x(k))|<1, entonces las
soluciones gque inician en tal vecindad se aproximan al punto de
equilibrio. Es decir, el punto fijo es asintéticamente estable.
Por el contrario, si [F’/(x(k))|>1 en tal vecindad, Ilas

solucicones gque inician en ésta se alejan del punto de

equilibrio.

Continuando con el ejemplo anterior, deducimos gr&ficamente el

valor de x al obtener la interseccién de la grafica de f(x) =

cos(x) con la recta y=x.
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I1I1.2.- Linealizécién.

El siguiente teorema presenta una forma de linealizar sistemas

no lineales.

TEOREMA I11.2.2:
Considere el sistema dinadmico no lineal dos dimensional

X(k) = {X(kﬂ) } . [h(x(k),y(k)) J
y (k+1) q(x(k),y (X))

donde h y q son funciones continuamente diferenciables de dos

variables. Supbdngase que el punto
_ | a
=[5
es un punto de equilibrio para el sistema diné&miceo, esto es,
a = h(a,b) y b = g(a,b)

Construimos la matriz

h, (a,b) h, (a, b)
R =
| q, (a,b) q,(a,b)
dh(x, 8h{x,
donde hl(x,y) = ___éQ_Xl_ y h2(x,y) = é; Y) ;

similarmente para la funcidn g definimos las funciones q1UE,y)

Y 9, (X, y}-

Si p(R)<1l, donde p{R) =maximo {[A1|,|AJ,...]An|}, y A, son los
valores proplos del ©polinomio caracteristico de R para

i=1,2,...n; entonces A es unh punto de eguilibrio estable ¥y



lim X{(k) = A
k—m

si X(0) esta suficientemente cercano de A. Si p(R)>1, entonces

A es inestable.

DEMOSTRACION:
Nuestra hipdtesis es que tenemos el sistema dindmico

X (k+1) = h(x(k),y(k)) (3.2)
y(k+1) = q(x(k},y(k))} (3.3)

y el punto de equilibrio
_ a
=[5
esto es, a=h(a,b) vy b=g(a,b). Analizaremos la diféréncia
x(k) - a
para deducir el comportamiento de la solucidén x(k) en una
vecindad del punto fijo a.
Restando a en ambos lados de (3.2) combinada con la sustitucién
de a=h(a,b) nos da
x(k+1) - a = h(x(k),y(k)) - h(a,b).

Ahora usando el teorema del valor medio en dos variables, donde

xé= x(K), y,= Y(k), x= a, y= b ; y denotando por

(xo,yo) el punto intermedio, tenemos gue

It

n(x(x),y(k)) - h(a,b)
h (x,,y,) [x(k) - a) + h_(x,y,)[y(k) - b].

X(k+1) - a

Simjilarmente,

y(k+1) - b = qg{x(k),y(k)) - g(a,b)
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= q {x,y))[x(k) - a]l + g (x,y)[Y(k) - b}.

Note gque se obtienen diferentes puntos para h vy qg. Lo

importante es que, si x{(k) esta cerca de a y y(k) estd cerca

de b, entonces (&fyo) Yy (xad%) estan ambos cerca de (a,b) y

asi hl(xo,yo) est& cerca de hl(x,y), y asi sucesivamente.

Por tantd, el sistema lineal dado por

x(k+1) - a hl(a,b) h2(a,b) x{k) - a
y(k+1) - b | ~ | g (a,b) q,(a,b) y(k) - b

da una buena aproximacidén para nuestro sistema no lineal (3.2)

y (3.3) cuando (x(0),y(0)) estad cerca de (a,b) (al menos para

algunos de los primeros valores de k). Pero la solucidn a este

sistema es
x(k) - a h (a,b) h,(a,b) k x(0) - a
y(k) - b | " | q(ab) q,(a,b) y(0) - b

Sabemos que si p(R)<1l, donde

h (a,b) h_(a,b)
R = 1 2
q,(a,b) g,(a,b)

entonces

lim x(k}) - a _ 0
k—w Y(K),_ b 0

lim x(K) = a
k—>m ¥y (k) b

o bien



OBSERVACION 1:
El Gnico problema con esta demostracidén es gue se aproximd la

matriz R evaluada en los puntos ¢ xo,yo) Yy (Xé'yé)' con  una

matriz R evaluada en el vector de equilibrio (a,b). Supdngase
e

gque p(R)<1. En una demostracidén formal, se necesitaria
e

concluir que si (x{0),y{0)) empieza suficientemente cerca de

(a,b), entonces p(R) estda cerca de p(Re), Yy por lo tanto p(R)<1

tambien.
OBSERVACION 2:

En la demostracién del tecrema se desarralld el sistema

linealizado
X(k+1) - a hi(a,b) hz(a,b) X(k) - a
y(k+1) - b | | g (a,b) a,l(a,b) y(k) - b

para aproximar nuestro sistema din&mico no lineal. Permitiendo
%X (k) a hl(a,b) hz(a,b)

X(k) = , A= , R = ,

() y (k) b q (a,b) q_(a,b)
este sistema de ecuaciones puede ser reescrito como

X(k+1) =A = R[X(k) - A}

el cual es el sistema dinamico afin

X(k+1) = RX(k) + (I - R)A

Con el siguiente ejemplo ilustramos el resultado

7. 108+

anterior.

EJEMPLO:
Considere el sistema dindmico no lineal

x(k+1) = 1.3x(k) - 0.3x°(kK) - 0.15%(k)y(k)
y(k+1) = 1.3y(k) - 0.3y°(k) - 0.15x(k)y (k)
EL* f.,?:nu[l)%: :io'gi‘g :
BIBLIOTECA




Agui tenemos

h(x,y) = 1.3x - 0.3x° - 0.15%y,
h](x,y) = 1.3 - 0.6x - 0.15y,
hz(x,y) = -0.15xX.

q(x,y) = 1.3y - 0.3y° - 0.15xy,
ql(XfY) -0.15vy,
q,{%,Y) 1.3 - 0.6y - 0.15%x.

It

Primero se necesita encontrar los puntos de equilibrio. Para
hacer esto, se hace 1la sustitucién de x por x(k) y x(k+1), y y

por Y(kK) v y(k+1) en el sistema no lineal, esto nos da

X = 1.3% - 0.3%° - 0.15xy
Yy = 1.3y - 0.3y2 - 0.15xy

Entonces se resuelve el sistema para las incégnitas x y y.

Pasando todos los términos a la izquierda y factorizando,

tenemos

®(=-0.3 + 0.3x -0.15y)
y{(-0.3 + 0.3y -0.15x)

]

Si x=0, de la segunda ecuacidén se ve gque y=0 o y=1. Si y=0, de
la primera ecuacibdn se ve que x=0 o x=1. Asi, los tres puntos

de equilibrio son

X _ 0 1 0
v 0 0 1

Si x#0 y y=0, entonces se puede dividir la primera ecuacién por

X y la segunda ecuacién por y, dando las dos ecuaciones

Il

-0.3 + 0.3x% + 0.15y
-0.3 + 0.3y + 0.15x

il
o

101



Resolviendo estas dos ecuaciones lineales encontramos gue

x=y = (2/3), por lo gque el cuarto (y ultimo) punto de

equilibrio es

X

= (2/3)
y 1

Ahora se estudiarad el comportamiento de las sclucicones en una

vecindad del primer punto de equilibrio,

b4 _ 0 .
Yy 0
tenemos
h (0,0) = 1.3 - 0.6(0) -0.15(0) = 1.3.
h,(0,0) = -0.15(0) = O.
Similarmente
q,(0,0) =0
q,(0,0) = 1.3,
2si se tiene
1.3 0
R =
0 1.3

Es facil de encontrar gque el polinomio caracteristico

IR = AI] = (1.3 -1)%,
asi, » = 1.3 es una raiz doble de la ecuacidén caracteristica y
p(R) = 1.3 >1. Asi, por el teorema III.2.2, este puntc de

equilibrio es inestable.

Ahora se estudiard el comportamiento de las soluciones en una

vecindad del segundo punto de eguilibrio
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. - [ h (1,0)  h_(1,0) } _ [_0.7 ~0.15 }
q,(1,0)  q,(1,0) 0 1.15
Asi,
[R ~AI| = (0.7-1) (1.15-a)
y p(R) = 1.15 >1. Asi; por el teorema III.2.2, este punto de

equilibrio es inestable también. Similarmente, el punto de

equilibrio

es inestable.
-~ Finalmente, para el punto de equilibrio

)onf

se tienhe

h (2/3,2/3) = 0.8
h,(2/3,2/3) = -0.1
g,(2/3,2/3) = -0.1
q,(2/3,2/3) = 0.8.
En este caso,

0.8 -0.1

R =

~-0.1 0.8
y [R =AT] = (0.8 - )2 - 0.1. Como
(0.8 - A)% = 0.1 = A% = 1.6A + 0.63 = (A ~ 0.9)(r - 0.7},
de agui que los valores caracteristicos son 2 = 0.9 y A = 0.7,

y asi
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p(R)y = 0.9 <1.

Por lo tanto, este punto de equilibrio es estable.
Cabe comentar que el teorema II1I1.2.2 puede ser extendido de

manera similar a ecuaciones en diferencias n-dimensionales.

Los siguientes resultados también representan métodos
directos y se enmarcan dentro de la teoria de Lyapunov para las

ecuaciones en diferencias.

ITIT.3.~ Método Directo de Lyapunov.

En esta seccidén intrecducimos el concepto de la funcién de
Lyapunov para responder a las preguntas de estabilidad para

ecuaciones en diferencias. Considere la ecuacién en diferencias
x(k+1) = F(x(k)) x(0)=x_ (3.4)

donde F:R'—R" es continua. Durante toda esta seccién,

suponemos que x  es un punto fijo para (3.4) de manera que
*

F(x*)= x*, donde x(k) = x es una solucidén de egquilibrio.

DEFINICION ITT.3.1:
Si & >0 entonces la d8-bola alrededor de un punto X € R” es

definida como
n
Bs(xo) = {x € R: ||x—x0|]<6 1.
DEFINICION III.3.2:
Decimos que %" es una solucidn estable si para cada & >0 existe
o o
un & >0 tal due Fk(Ba(x*)) c Bg(x*); es decir, ||Fk(x0) - x| <&

siempre que [x - x || < & para toda k =0.

Esto dice que la variable de estado x(k) puede estar tan cerca

del puntc de equilibrio para tiempos futuros al tener una
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condicién inicial suficientemente cerca.

DEFINICION II1.3.3:
S5i la solucién de egquilibrio X no es estable, se dice que es

inestable.

DEFINICION III.3.4:
Sea V:R"-—R. Relativo a (3.4) (o a F) definimos

V(x(k))= V(F(x(k))) - V(x(k))

Si x(k) es una solucidn de (3.4),
V(x(K)) = V(x(k+1)) - v(x(k))

V(x)= 0 significa que V no se incrementa a lo largo de las:

soluciones. De ahora en adelante, tendremos gue V(x*) = 0.

DEFINICION IIX.3.5:
Sea G cualquier conjunto en R°. Decimos que V es una

funcién de Lyapunov para (3.4) en G si:

i) V es continua en R"; y

ii) G(x(k))s 0 para toda x(k) € G.

* DEFINICION IIX.3.6: ‘
| Una funcién V se dice estar definida positiva con respecto ax

S si:
C1) v(x) =o0; vy
- ii) Existe un 7 >0 tal que V(x(k)) >0 siempre gque x(k) €

: * »
: Bn(x }, con x # x .

' DEFINICION III.3.7:

Un subconjunto A € R" se dice ser invariante si F(A)cA, es

decir si x(k)eA entonces F(x(k)) e A.

it
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DEFINICION III.3.8:
E1l conjunto {Pk(xo): kK € Nu{0}} es llamado la orbita de X, Y es

invariante.

Esta definicidn equivale a lo gue hasta ahora hemos llamado la

solucidén x (k). Geometricamente se pueden representar mediante

puntos en el espacio de estado.

PROPOSICION II1I.3.1: (teorema de Estabilidad de Lyapunov).
Si V es una funcién de Lyapunov para F en alguna vecindad de X

. . . L4 -
y V se define positiva con respecto a x , entonces X es un

equilibrio estable.

DEMOSTRACION:

Podemos tomar 71 tan pequefia que V(x(k))>0 vy %(x(k)) = Q0 para
x(k) « Bn(x"). |

Sea £>0 dado; no hay perdida de generalidad si tomamos 0<&<7.
Sea m = min{ V(x(k)):[x(k) -x'" = €& }. m es positiva ya que
estamos tomando el minimo de una funcidén continua positiva

- sobre un conjunto compacto.
Sea G= { x(k)|V(x(k))< m/f2} ¥y GO la componente conectada a G la

cual contiene a X .
gAmbos G vy G0 son abiertos. . Si X € G0 entonces \}(xo)ﬁ 0 asi
CV(F(x)))s V(xo)< m/2 asi xe€ G.

1 ¥a que X Y X estan en la misma componentes de G asi es que
* -

F(x)=x ¥y F(xo). Por tanto GO-ES un conjunto abierto invariante
. * L

gue contiene a x y estd contenido en Bg(x ) .

. . R *
:Como V es continua existe un &6>0 tal gue B (x yc G- Asi si X €

»* *
-BS(X )}, entonces X, € Gy F(xo)c Goc Bg(x ). n

;DEFINICION 111.3.9:
Decimos que 1la solucidén através de X, es acotada siempre gue

exista una constante M tal que'"Fkh%)" = M para toda kzO0.
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DEFINICICN II1I.3.10:
La scolucién de equilibrio ¥ es asintéticamente estable si

i) Esta es estable; y
. e ' : - . k _
i1) Existe un m>0 tal gque s1 X € Bn(x ) entonces %ing D%) =

X .

En el ejemplc dado en la seccién I11I.1, tenemos gue x = 0.739

es un punto fijo asintdticamente estable, ya gque podemos

considerar gue Bn(x‘) = (=2n/5, 2n/5).

DEFINICION III.3.11:
Un punto yeR" es un punto Iimite de Fk(xo) si existe una

n
subsucesién m, con F j(xo)——> Y-

DEFINICION IITI.3.12:
El conjunto limite (o conjunto w-limite) w(x,) de F*(xo) es el

conjunto de todos los puntos limite de Fk(xo).

Tenemos un resultado el cual establece la estabilidad,
asi que lo gque necesitamos és un resultado separado el cual
pruebe que las soluciones tiendan al origen. Este tipo de
resultado puede ser obtenidoe de 1la consideracidén de 1los

. conjuntos w-limite de una érbita.

" PROPOSICION III.3.2: (principio de invarianza).

©i) 8i V es una funcién de Lyapunov para (3.2) en G; Y

~ii) La solucidn Fk(xo) de (3.4) estd en G y es acotada ,
entonces existe un ntmero ¢ tal que Fk(xo)—aMnV"l(c), donde

es el conjunto mas grande invariante contenido en el conjunto E

n

= {x(k) € R': v =0 1nG.

fOBSERVACION: :
-La proposicién anterior se conoce como el teorema de LaSalle Yy

‘el conjunto E es llamado el conjunto LaSalle.

DEMOSTRACION:
Como x(kK) = Ek(xo) es acotado y en G tenemos wrw(x0)¢ o, W G y



x(k)—w. Ahora V(x(k)) es decreciente y acotada por abajo , asi
V(x(k)}—c.
S1 yew entonces hay una subsucesién . tal que [x(k)]n?—ey, asi

v(x(k) T )—V(y) o V(y)=c. Por tanto V(w)=c & wcV '(c).
También como V(w)=¢c y w es invariante V(w)=0 asi x(k})-—w c

{x(k)emn:&=0}n§nv_1(c).

Como w es invariante tenemos gue wcM.g

La dificultad en 1las aplicaciones es encontrar una "buena"
funciédn de Lyapunov =-una gue haga gque M sea tan pequeha como
sea posible-. Por ejemplo una funcién constante es una funcién

de Lyapunov pero no da informaciodn.

© Veremos en un simple ejemplo el cual ilustra como el resultado

es aplicado. Consideremos el sistema 2-dimensional

x(k+1) = _ay(k) , y{k+1) = _Efiﬁl_z
1+x (k) ° 1+y (k)
a,b son constantes., Tomamos V=x(k)2+y(k)2, asi
Vo= (x(k+1)) 3 (v(k+1))2 - (x(K)%* y(K)?)
. bz 2
vV = [———— , - 1]x(k)2 +[—'i—2 , -1 ]y(k)2
(1+y (k) %) (1+x(k)) 7)

Vo= (BP-1)x(k)% + (a®-1)y(k)°.

S1 tenemos gue a’=1 Yy basl,l entonces V es una funcién de
Lyapunov en todo R®. Como V estd definida positiva con respecto

‘al origen, el origen es estable por el teorema de estabilidad

de Lyapunov.

CASO 1: a°<1, b’<1.
En este caso M =E={(0,0)} y asi todas las soluciones tienden al
origen. Cuando todas las soluciones son acotadas, el origen es

estable y, si todas las soluciones tienden al origen, entonces
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el origen se dice que es globalmente asintdticamente estable.
CAS0 2: a2£1, b=1 pero a’+p%+2.

En este caso podemos suponer gue a’<1 Yy b =1. VS(az—l)y(k)2 y
E={(x,0)})} el eje x. Ahora F(x,0)=(0,bx)=(0,x) asl el uUnico
subconjunto invariante de E es el origen. Por lo tanto todavia

tenemos estabilidad asintédética global.

CASO 3: a’=b'=1.
V es alin una funcidén de Lyapunov y E=M es la unidén de los ejes
¥, y. Por el principio de invarianza todas las solucignes
tienden a {(c¢,0),(-c,0),(0,c),(0,-c)}, la interseccidén de E y
el circulo v=c°. Hay dos subcasos.

(i) ab=1. Entonces F(c,0)=(0,bc), FE(C,O) = F(abc,o0) =
(c,0). como los conjuntos limites son invariantemente
conectados, cada solucién se aproxima a el origen & a una

solucidén periddica de perlodo 2.
(ii) ab=-1. Aqui F(c,0)=(0,bc), F°(e,0)=(abc,0)}=(-c,0),
Fa(c,0)=(0,—bc) Y Fq(c,0)=(—abc,0)=(c,o). Si c#0, cada solucidn

se acerca al origen & a una solucién peribédica de periodo 4.

COROLARIO IIT.3.1:

Si V y -V son definidos positivos con respecto a x y V es
* . - 3 . '
continua, entonces x es asintéticamente estable. Este es el

- clasico teorema de Lyapunov sobre estabilidad asintética.

 DEMOSTRACION:
Como -V >0 en una vecindad de x el punto x es estable por el

proposicién III.3.1.
De la demostracidén de ése teorema, existe una vecindad peguehna

- » ‘ k] .
iarbiltraria GO de x la cunal es invariante. Podemos hacer a GO

?tan pequefia gue V(x({(k))>0 v V(x(k))<0 para x(k) € G\{x*}.
EDando cualgquier >%eGO tenemos por la proposicién III.3.2 due
7Fk(x0) tiende a el conjunto invariante mas grande en Gn
{V(x(k))=0}= X ya que -V es definido positivo.

Por tanto, X es asintéticamente estable. ]
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PEPRE

PROPOSICION III.3.3:
Sea V definida positiva con respecto a % y V(xX(K) continua
toma valores positivos para x(k) arbitrariamente cercanos 3 x.,

L]
entonces x es 1lnestable.

DEMOSTRACION:
Supongamos lo contrario, gque x' es estable. Sea €& >0 tan

pequeno gque V(x) >0 para X € Bg(x*)\{x'} y § >0, asi que si X €
Bﬁ(x*) entonces x(k)=F#(x0) € Bg(x*) para toda k.

Por hipdétesis, hay un punto %fBa(x#) tal gue V(x0)>0.

Como x (k) permanece en Bg(x) es acotada, entonces x{k) tiende a
X = {x(k)/V(x(k)) =0 }In Bg(x ).

Ya que x(k)—ex* tenemos due V(x(k))—eV(x*)zo. Pero G(x(k))>0

asi V(x(k))>0, de manera que

Vi{x(k))>V{x(k-1})> ...>V(xo)>o.
Esta contradiccién prueba el teorema. =
Los teoremas aqui expuestos se deben, Dbasicamente, al
matemd&tico ruso A. M. Lyapunov; los cuales constituyen su
"método directo" vya que ellos establecen estabilidag,
inestabilidad, etc. sin especificar conocimiento de 1la

solucidn x (k).
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retroalimentacioén, es decir u = u(xk), entonces podemos definir

una funcién g mediante la igualdad
F(x ,u(x)) = g(x,)

por lo que el sistema (1) puede escribirse como

de tal manera que podemos aplicar, en la teoria del control, los

resultados expuestos en este trabajo.

.

La linealidad de la funcién F que interviene en la ecuacidn
(1) da 1lugar al capitulo II. El1 Algebra Lineal, mediante 1los
bloques de Jordan, representan en este trabajo un paso clave para

describir las soluciones.

A lo largc del trabajo podemos observar la analogila entre  la
teoria de 1las ecuaciones en diferencias y la teoria de las
ecuaciones diferenciales; claro estd que las ecuaciones en
diferencias no son solo Gtiles para la teoria decontrol, también

existen otras A&reas de la matemdtica para las cuales éstas

ecuaciones son necesarias.

Es convenieﬂte mencionar gque existen padquetes computacionales
para obtenerf y describir las soluciones de las ecuaciones en
diferencias. Algunos de estos son el PHASER, SIMNON y el MATLAB.
En general, la rapidez de calculo ‘que representa el uso de la

computadora ha atraido una mayor atencién al estudio de las

ecuaciones en diferencias.
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ANEXO 1

TEOREMA A.I.1: (del binomio).
Sea 5 el conjuntoc de los enteros positivos 0,1,...,n para los

cuales la propiedad

(a+b) = E

es verdadera, siendc a y b nimeros reales diferentes de cero.

TEOREMA A.I.2: (De DeMoivre).

Para cualquier entero nz1l,

(cose + isene)” = cos(ne) + isen(ne).

DEMOSTRACION:
Se procede por induccién en n. Si n=1, la expresidén es obviamente
cierta. Supdngase que para cierto k,

(coss + isene)k = cos(ke) + isen(ke)
De esta manera,
(cose + isen@)k+1 = (cose + isene)® (cose + isene)

= (coske + isenke) (cose + isene)
= [cos(ke)cose-sen({ke)senel+ i{sen(ke)cose+cos (ke)seno)

Como en esta igualdad hay dos identidades trigonométricas

cos (ke+e) + iseﬂ(ke+e)

v k+1
(cose + 1senf3)+

, (cose + isens)k+1 cos(k+l)e + iseﬁ(k+1)e

Esto completa el paso de induccidn, por consiguiente, el teorema

es verdadero para todos los enteros nz1l. =
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A.7.3.- Unicidad del problema del valor inicial.

xk+1=F(Xk) ! X

Por su naturaleza, no es posible imaginar gue un problema de
progresién geométrica tuviera dos soluciones. Si bien se obtuvo
ciertamente una solucidén Unica de wuna progresidn geométrica
utilizando un método iterativo, se considera el procedimiento
general para resolver una ecuacién en diferencias mediante este
método.
i) E1 valor inicial x(0) es dado
ii) Dados valcres arbitrarios de la variable k y x(k), x{(k+1l) es
determinado de manera Gnica mediante la ecuacidn en diferencias.
Las dos condiciones anteriores se pueden escribir de nuevo como
sigue
i7) El1 valor x(0) de x(k) en k=0 es tnico
ii’) Si el wvalor x(i) para i=k estd determinado de manera unica,
entonces el valor x(i+l1l) para k=i+l también estad determinado de

manera Gnica.

Dado que x(0} es uUnico, si se hace k=0 en (ii’), la condicién
implica gue x%(1) es Gnico. Si x(1) es Gnico, entonces por (ii’)
X(2) es ftnico. Si se repite este procedimiento, x(k) resulta
determinado de manera Gnica para todo nGmero natural gque
pertenezca al dominioc donde x(k) esta definida. De esta manera,
para las ecuaciones en diferencias gque satisfagan la condicidn
(ii), la existencia y wunicidad de 1las soluciones bajo las
condiciones iniciales dadas, quedan.probadas. Se hace notar gue
estas propiedades son tambien UGtiles para resolver algunos

problemas practicamente.
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ANEXO 1I

Respecto a la forma de Jordan recordemos el siguiente resultado.

-

PROPOSICION A.ITI.1:
Sea A una matriz real (2x2), entonces existe una matriz real no

singular F tal que F'AF=J donde la forma Jordaniana J es uno de

los siguientes tipos

donde A= 1/2 ( T %V % - 48 }, T = trA ; & = detA.

(a) Es el caso de 2 valores propios reales distintos (AliAa); no
consideraremos el subcaso A=A, debido a gque éste puede

estudiarse con un analisis trivial.

(b) Es el caso de dos valores propios repetidos A=t/2 211=A2 (ta—
48); (c) Es el caso de dos valores propios complejos A=« + 18

donde o= /2 y B = 1/2 ( V 46 - z° yJ; o ¥y 8 son nlimeros reales
con B>0. Asi para el caso complejo (¢}, J es una matriz simétrica
cuyos elementos en la diagonal son la parte real y los elementos

fuera de la diagonal son la parte imaginaria del valor propio

respectivamente.

A continuacién citamos la demostracién correspondiente al inciso

Cc).

TECREMA A.I1.2:
Sea A un operador lineal en un espacio vectorial de 2 dimensiones

con valores propios complejos A=a + iB. Entonces existe una
matriz representacién J donde
o -B 0] -1

g ol Z ol + BM donde M = 1

o
I
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DEMOSTRACION:

B - . 2 .
Sea w = u+iv y w = u-iv, (u,v € R, 1=V-1 ). Entonces tenemos
u=(1/2)(w + W) y v=(i/2)(w - w) es decir, u Yy V SOn vectores

reales independientes dos-dimensionales y como tal [u,v] es una

base para el espacio vectorial. Detalles de la decomplexificaciosn

de A son como sigue

A(u + iv) = (a + if)(u +iv)
por definicién
Au +iAv = (eou - Bv) + i{av + Bu).
guitando i, tenemos gue Au = (aqu - Bv) y Av = (av + fu), es decir
. o -8
Af{u,v) = (u,v) 3 o o AP = PJ
_‘1- o - B
P AP = J = 8 o = ql + M

donde J tiene a a en la diagonal y la matriz gM con *3 fuera de

la diagonal. -

DEFINICION A.1I.1:
Una matriz cuadrada A se dice gue es similar a otra matriz B si
existe una matriz no singular P tal gue

B = P AP

DEFINICION A.II.2:
Sea A = (aij) una matriz cuadrada. Se dice gue una matriz es

diagonal si todas sus compeonentes son iguales a cero, excepto

guizas las componentes de la diagonal, esto es: si a = 0 si i#3j.
E] .

Toda matriz diagonal es una matriz simétrica.

DEFINICION A.II.3:
Un bloque de Jordan es una matriz cuadrada triangular superior
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J{a) tal que:

a) Todos sus elementos en la diagonal principal son iguales a
CAT< T(A) > 0= A, donde A representa a los valores propios de A.
b) Todos sus elementos en la primera sobrediagonal son iguales a
1: < JA) >1,1+1 = 1

c) Todos los demds elementos son iguales a cero.

De este modo

A1 0 ...0
sy = |0 A 1 .0
o 0 A

El objetivo consiste en gue, dada A, por escoger P tal gue p'ap

sea lo mas diagonal posible.
Veremos que el objetivo anterior se alcanza si P'AP tiene la

forma de Jordan. De acuerdo a las definiciones anteriores, 1la

forma de Jordan es

J1 0 ...0
PAP=J=| 0 J_ ...0 (A.1)
0 0 P
- S—
donde Ji es blogque de Jordan para i= 1,2,3,...,S.

Una versién preliminar del teorema de Jordan es como sigue:

Si una matriz tiene s vectores propios linealmente
independientes, entonces es similar a una matriz gque tiene la

forma de Jordan (A.1).

-Para establecer la demostracidén del teorema de Jordan se.procede
;por induccidn matematica, partiendo del hecho de que cada.matriz
.de 1x1 estd ya en su forma de Jordan. Podemos suponer que Sse
logra la construccidn para todas las matrices de orden menor que
n ( ésta es la "hipdtesis de induccidén") y después explica los
pasos para una matriz de orden n.Paso 1: Si suponemos gue A es
singular, entonces su espacio columna tiene dimensién .r<n. En lo

gue respecta solamente a este-espacio pequefic (de dimensién r),



la hipdtesis de induccién garantiza gque una forma de Jordan es

posible; debe haber r vectores independientes woen el espacio

columna tales gue

Aw = A W o] Aw = A w + W

Paso 2: Supongamos que el espacio nulo y el espacico columna de A
tienen una interseccién de dimensidén p. Desde luego, cada vector
del espacio nulo es un vector propio correspondiente a A=0. Por
lo tanto, debe haber p hileras en el paso 1 gue comienzan a
partir de este valor propio, y nos interesan los vectores w o que
tienen al final de estas hileras. Cada uno de estos p vectores
estd en el espacio columna, asi que cada uno es una combinacién

de las columnas de A: w = Ay para algdn Y, -

Paso 3: El1 espacio nulo siempre tiene dimensién n-r. Por lo
tanto, independiente de su interseccidn p-dimensional con el

espacio columna, debe contener n-r-p vectores basicos adicionales

z fuera de esa interseccidn.
1

Juntando los pasos obtenemos el teorema de Jordan:
Los r vectores wi, los p vectores yi ¥ los n-r-p vectores zi
forman las hileras de Jordan para la matriz A, y estos vectores
son linealmente independientes. Van en las columnas de P, y J

=P 'AP estd en la forma de Jordan.
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ANEXO III

A.III.1:(Demostracidon del teorema de Putzer}.

La idea de la demostracién consiste en probar que la sucesidn

n-1

¢(k) = ryl(k)Pj
=0 BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
satisface el problema de valor inicial e Y NATURALES

HARA MI GRANDEZA

¢ (k+1)=A¢ (k)
¢(0)=I
lo que implica gue, por unicidad, ¢(k)=Ak. Por conveniencia en la

demostracidédn definimos ro(k)=0.

n-1
¢(k+1)=} r_  (k+1)P
j=o j+1 1

n

J

!

1
3 [rj(k) + Ay1 rﬁl(k)] P

o~

i

de manera que

P(k+1) = A @) = L |r (k) + Ajﬂrjﬂ(k):)Pi -2, L 7, () P
j=0 : )=0
n~1 p n-1
=3 (A=A ] r (k) P+ )} r (k) P,
joo Lo Ui T A 3
n-1 ’ n-2
= - +
); [AJ"’I Aj] rj+1(k) Pj X rj+1(k) Pj+1
j=0 ji=0
Considerandoe gque P = (A - a_ I) P en la 1dltima igualdad,
j+1 j+1 i .

obtenemos dque

¢ (k+1) - A ¢(k) = E [(A - A, 0P+ (AM—AJ)PJrN(k)

n-2

- A
z (A ) Por (k)



reescribiendo la sumatoria gque aparece en ésta parte derecha

n-2 n-1
PJ rj+1(k) = ¥ Pj rj+1(k) - Pn_1 rn(k)
j=0 i=0
= ¢(X) - r (k) P
entonces

$(k+1) - A ¢(k) = (A - rT) (¢(k) - r (k) P_)

(A = A TI) ¢(k) - r (k) (A -AI) p

(A -2 TI) ¢(k) - r (k) P_

De acuerdo al teorema de Cayley-Hamilton tenemos que

P = (A=-2I) (A=-2aI) ... (A-2I) =0

De manera gque la Gltima igualdad nos gueda
$(k+1) - A 9(k) = (& - ATI) ¢(K)
= ¢ (k+1)= A¢(k)

También observamos que

1
r&+1(0) PJ = rl(O)I

n

#
~11

¢ (0)

j=0

I
4

$(0)

Es decir, tenemos que ¢(k) y 2" son soluciones del problema de

valor inicial. De acuerdo a la unicidad tenemos gue

¢ (k) = A" =
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