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Introduccion

INTRODUCCION

La Teoria de Graficas, es una rama muy antigua de las matematicas, sin embargo sus

resultados constituyen una herramienta muy poderosa en 4reas tan diversas como la Investigacion
de Operaciones, la Quimica, la Genética, la Lingiiistica, ademas de constituir por si misma una
importante disciplina matematica. Se clasifica como una rama de la Topologia, aunque también

estd ligada al Algebra y a las Matrices.

El presente trabajo, tiene como principal. objetivo, hacer una presentacion introductoria a
la Teoria de Graficas, analizando el material que constituyen los elementos indispensables que
deben conocer quienes inician sus estudios en esta rama de las matematicas. Hacemos especial
referencia a las caracterizaciones que consideramos fundamentales bajo este contexto: Teorema
de Menger, Brooks, Euler, Dirac y el Teorema de Berge, los cuales son resultados basicos que
nos permiten construir las bases tedricas para la aplicabilidad de los algoritmos utilizados en la

resolucion de algun problema particular.
Es importante sefialar que unicamente nos limitamos a considerar el aspecto tedrico de
dicha teoria y que no presentamos los algoritmos de resolucion a los diferentes problemas de

aplicacion, pues consideramos que tales algoritmos aunados a su implementacion computacional,

constituyen por si mismos, el material suficiente, para el desarrollo de diferentes trabajos.
Hemos estructurado el trabajo en 6 capitulos, los cuales describimos a continuacion.

En el Capitulo Cero, iniciamos presentando los conceptos elementales y los resultados

importantes que seran de utilidad en el desarrollo de los capitulos consecuentes. Iniciaremos

general,




Introduccién

El Capitulo Uno, tiene como principal objetivo, definir los cortes de una grafica.
Analizamos primero los vértices de corte y los puentes, estableciendo aqui el concepto de Blogue.
Posteriormente,  definimos la conexidad puntual y la conexidad lineal de una grafica, y
establecemos la relacion entre ellas, concluyendo con la demostracion del Teorema de Menger.
También presentamos en este capitulo un caso particular de graficas: Los arboles, para los cuales

estableceremos algunas de sus caracterizaciones .

En el Capitulo dos, estaremos interesados en buscar coloraciones apropiadas para los
vértices de una grafica, presentamos dos cotas para el nimero croméatico, una de ellas dada por el
Teorema de Brooks, y ademas, enunciaremos el Teorema de los Cinco Colores, el cual

demostraremos en el siguente capitulo.

En el Capitulo Tres, estudiamos una propiedad importante en las graficas: La planaridad.
Enunciaremos la caracterizacién de Kuratowsky la cual nos proporciona un criterio para decidir si
una grafica puede ser o no aplanable. Ademas, ejemplificaremos la nocion de planaridad a otras
superficies. Asimismo demostraremos el Teorema de Euler, el cual extendemos para poliedros
utilizandolo para dar una clasificacion de los poliedros regulares. Otro resultado que

demostraremos es el Teorema de los Cinco Colores.

En el Capitulo Cuatro, caracterizaremos aquellas graficas que tienen la propiedad de que
puede hallarse un recorrido que inicie y finalice en el mismo vértice después de pasar por todas
sus aristas sOlo una vez, a saber, las graficas eulerianas. Ademis veremos que no existen
condiciones necesarias y suficientes para que una grafica sea hamiltoniana. Se demostrari el

Teorema de Dirac.

En el Capitulo Cinco, presentamos condiciones necesarias y suficientes, para hallar
apareamientos perfectos en graficas. Demostraremos el Teorema de Berge, y analizaremos
primero graficas bipartitas, demostrando aqui el conocido Teorema de Hall, y finalmente

estableceremos condiciones necesarias y suficientes en graficas no bipartitas.

Y NATURALES

EL SAKER:DE MIS AUOK
HARA M GRAKDEZA

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS




. Capitulo 0 Conceptos elcmentales y primeros resultados.

CAPITULO CERO

CONCEPTOS ELEMENTALES Y PRIMEROS RESULTADOS

En el afio de 1736, se le plante6 al matematico Leonard Euler el "Problema de los
1 puentes de Komgsberg”, ciudad formada por las riberas y por dos de las islas del Rio Pregel.
~ Ambas islas estaban comunicadas entre si y ademas con ambas riberas, como se muestra en
’ la figura 0.1. El problema consiste en encontrar un paseo que inicie y termine en el mismo

sitio, después de atravezar los siete puentes de la ciudad sin pasar dos veces por ninguno de ellos.

T
el

FIGURA 0.1

Euler realiz6 un modelo del problema, representando tanto las riberas del rio como las

islas por un punto y, cada puente por una linea continua, obteniendo asi la figura 0.2,

posteriormente di6 respuesta.

D FIGURA 0.

Formalmente, podemos definir una grafica como:




Capitulo 0 Conceptos clementales y primeros resultados.

DEFINICION: Una GRAFICA G =(V, A, f) es una terna que consta de:
i) Un conjunto finito V=V(G) cuyos elementos se llaman vértices, puntos o nodos de G.

i) Un conjunto finito A=A(G) cuyos elementos se llaman aristas, lineas o ramas de G.
iit) Una funcion £A(G)—> V(G)XV(G) llamada la funcion de incidencia de G, donde V(G)XV(G)
es un conjunto de parejas no ordenadas, no necesariamente distintas.

Cuando una grafica G consta de un s6lo vértice, G se dice TRIVIAL, en otro caso G

es NO TRIVIAL.

¢

EJEMPLO: Sea G=( V(G), A(G), f) dada por: V(G)={vi, v, V3, V4, vs} y A(G)={a,,
az, 3, A4, as, dg, 47, 43} ¥ la funcidn de incidencia f definida por:
fla) y=(vi, v2), f(22)=(v2,v3), Ras y=(vs, va), f(as )=(vs, va), Kas)=(v2,va), f(as)=(va,vs),
flar)= (va, vs), Has)=(v2,vs)

El término GRAFICA se utiliza puesto que estas pueden ser representadas
graficamente, y esta representacion serd muy uGtil para entender muchas de sus propiedades.
Cada vértice se representa por un punto y cada arista por una linea que une la pareja de
vértices que- la definen. Asi tenemos que la representacion de la grafica dada por el

ejemplo anterior es:

Los poligonos y las configuraciones formadas por las aristas y los vértices de cada
uno de los solidos platonicos (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro, icosaedro); FIGURA 0.3,

son también ejemplos de graficas.



Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

FIGURA 0.3

- El objetivo de este capitulo es presentar los conceptos y resultados que seran de utilidad

en el desarrollo del trabajo. 7

El ejemplo anterior menciona algunas de las graficas cuyo uso aparece con frecuencia,
sin embargo, muchas situaciones précticas que pueden modelarse a través de graficas, tal es el
caso donde los vértices representan personas y las aristas parejas de amigos, o donde los vértices
representan centros de poblacion y las aristas las vias de comunicacion enire ellos, o bien

puede describir una situacion como la del:

EJEMPLO: Suponga que 6 equipos de futbol hacen parte de una misma liga.
Designemos a los equipos conv, , vz, Vs, Vs, Vs, Ve .Una vez jugados algunos partidos se
tiene la siguiente informacion:

v, hajugadoconv; , vy yvs,

v; hajugadoconv; ,vs yvs,

vy hajugadoconv, yv,,

v, hajugadoconvs,vi yvs,

vs hajugadoconv,, vy yve,

Vs hajugadoconv,,v;,vs yv,



Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

Esta situacion puede ilustrarse por medio de una grafica. Los equipos representen los
vértices y se conectan por medio de aristas cuando los equipos han jugado entre si. La grifica

obtenida es la que se da en la figura 0.4,

v, v
FIGURA 0.4

Este ejemplo serd utilizado posteriormente, para exhibir distintos conceptos, por el
momento daremos algunas definiciones importantes, en cuya ilustracion se usaran ejemplos

diferentes.
Las aristas de una gréfica, se clasifican de acuerdo a la:

DEFINICION: Si a es una arista de G y f{a)=(u,v), se dice que uy v son los extremos
o vértices dea. Siaes tal que fla)=(u,u), a es un lazo y, si para a= a' f{a)=f(a), ay a' sedicen

aristas paralelas o multiples.

EJEMPLO: Las graficas de las figuras 0.5 y 0.6 muestran lazos y aristas multiples

respectivamente.

FIGURA 0.5 FIGURA 0.6

Un caso especial de graficas se establece en la siguiente definicion.

6




Capitulo ¢ Conceptos elementales y primeros resultados.

DEFINICION: Una grafica en la que no aparecen lazos ni aristas multiples se llama
GRAFICA SIMPLE. Para este caso puede hablarse de la Grafica G=(V(G),A(G)), donde V(G)
es un conjunto finito de vértices y A(G) una coleccién de pares no ordenados de V(G), sin

mencionar la funcion de incidencia. Se escribe a=uv, para indicar que f(a)=(u,v).

EN EL PRESENTE TRABAJO SOLO SE ANALIZARAN GRAFICAS DE ESTE
TIPO, POR LO TANTO EL TERMINO GRAFICA SIGNIFICARA GRAFICA SIMPLE,
SALVO QUE SE ESPECIFIQUE LO CONTRARIO.

Los vértices y las aristas de una grafica G, se relacionan de acuerdo a la siguiente:

DEFINICION: Dos vértices son adyascentes si existe una arista que los tiene por
extremos. Se denota u ady, v. Dos aristas son adyascentes si tienen un extremo en comun Yy,

una arista y un vértice inciden si éste Gltimo es un extremo de la arista.

EJEMPLO: En la grafica de la figura 0.7, se tiene:
Son vértices adyascentes v, y V,,V, ¥ Vi, V, ¥ Vg, etc.
Son aristas adyascentes a,y a,, a;y a,, 3,y &,, etc.

a, y v, inciden, v, y a, inciden, etc.

FIGURA 0.7

Volvamos al ejemplo de los equipos de futbol, notemos que puede hablarse no solo de
todos los partidos que se han jugado, sino solamente de los que han jugado uno o varios equipos,

lo cual origina el concepto de subgrafica, dado por:

7



Capitulo ¢ Conceptos elementales y primeros resultados.

DEFINICION: Sean G =(V,A)y G'=(V'A") dos graficas. Diremos que G' es subgrafica
de G, denotada por G' si: V'cV, A'cAy f(G') es la restriccion de f{G) a A(G").

Si G'c G pero G#G, G' se dice subgrafica propia de G. Las subgraficas pueden

clasificarse en distintas categorias dados por:

1) (' es Generadora de G, cuando V=V,

i1) G' es inducida por V' si su conjunto de vértices es V' y sus aristas las de G que tienen
sué dos extremos en V'. Se denota por <V'>.

i) G' es inducida por A' si su conjunto de aristas es A'y cuyos vértices son los extremos
de las mismas. Se denota < A”™>.

1iv) G-V' es la subgrafica inducida por V-V'.

v) G-A'es la subgrafica cuyas aristas son A-A', y cuyos vértices son los extremos de las

mismas.

EJEMPLO: En figura 0.8 se muestra una graficay en la figura 0.9 las subgraficas

respectivas.

FIGURA 0.8

o] O——— oV,
v, a‘
<V't> < A'>
V' ={v,,v,,V.} A={a,a,a,,a}

GENERADORA
8




Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resaltados.

G-V
V'={v,,v,}

FIGURA 0.9

Como veremos en el desarrollo del trabajo, las subgraficas generadoras y las subgraficas

inducidas seran de particular importancia.

En el ejemplo, al que hemos estado haciendo referencia, supongamos que al terminar el
torneo, cada equipo ha jugado con los restantes solo una vez, entonces cada par de vértices
estd conectado, esto produce un tipo particular de graficas en la cual es imposible afiadirle

aristas, sin obtener lazos o aristas multiples, su definicion se da por:

DEFINICION: Una grafica G es completa si todo par de vértices distintos son

adyascentes. Se denota por K_, donde n es el nimero de vértices de G.

EJEMPLO: La grafica completa para el ejercicio 0.3 se da en la figura 0.10.

A\
3

FIGURA 0.10 Vs




Capitulo 0 Conceptos clementales y primeros resultados.

Notemos que el namero de aristas de una grafica completa de p vértices esta dado por:

De nuevo, consideremos el ejemplo de los equipos de futbol y consideremos los partidos
,,;_._,.que en un momento dado hacen falta para completar el torneo, de acuerdo a las suposiciones

- dadas en la grafica completa, se tiene:

b DEFINICION: El complemento de G = (V,A), en simbolos G°, se define como G° =
 (V,A°), donde A° ={(u,v)ju,ve V, (u,v)¢ A}.

Asi tenemos que el complemento del ejemplo que hemos venido manejando es el mostrado

en la figura 0.11.

v
3

B | | FIGURA 0.11

Otro aspecto importante, resulta al considerar el nimero de aristas que inciden en
cada vértice, lo cual en el ejemplo mencionando equivale al numero de juegos que ha tenido

cada equipo, esto se establece en:

DEFINICION: Sea v un vértice de la grafica G, el grado o valencia de v, es el nimero

de veces que v figura como extremo de una arista de G. Se denota grg v.

OBSERVACION: Si grg v =0, se dice que v es un vértice aislado.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES
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Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

DEFINICION: El grado menor de los vértices de G, se le llama grado minimo y se le
" denota 8(G). Analogamente se define el grado maximo y se le denota A(G).

Notemos que en G no hay lazos ni aristas miltiples, por lo tanto para cada vértice v se
tiene que puede no ser adyascente a ningiin vértice y, que a lo mas puede ser adyascente a p-1,

con lo cual se tiene que en toda grafica simple de p vértices:
0< grg v<p-1

La relacién existente entre los grados de una grafica G y sus vértices nos la proporciona

la expresion anterior, de igual manera se plantean otras relaciones en los teoremas consecuentes.

TEOREMA 0.1 En toda grafica G, siempre existen dos vértices que tienen el mismo

grado.

DEMOSTRACION: Se hara por contradiccion. Sea G una gréafica con p vértices,
entonces por el Teorema 0.17 0< grgv< p-1 VveV(G). Seanv; , v; € v(G) y supongamos
que si v; #v; entonces grg (vi )#* grg (v ;) V ije V(G). Asi se tiene que existen

Vo,V1,Va2,..,Vp1, talque gre (vo )=0, gre (vi =1, gro (v2)=2,....y grc (vp1 )=p-1, pero
esto es imposible , pues v,- deberia ser adyascente a todos los demés vértices , mientras que
vo no lo esa ninguno, esto indica que Vo y V,1 no pueden existit simultaneamente y

eliminado alguno de estos grados se tiene al menos dos vértices de igual grado,

concluyendo asi el teorema.

TEOREMA 0.2 En toda grafica G, se tiene: vEtc;) gra(vyE 214(G)|.
Ve
DEMOSTRACION: Al efectuar la suma de los grados de una grafica G, las aristas se

cuentan dos veces, pues cada una de ellas esta determinada por dos vértices, de donde se

concluye que la sumatoria debe ser par.

Un resultado inmediato que podemos obtener a partir del teorema anterior lo es el:

i1




Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

COROLARIO 0.1 En toda grafica G, el nimero de vértices de grado impar, es par.

DEMOSTRACION: Sean V) = {v € V(G)/gr(v) es impar} y V; = { ve V(G)/ gr(v) es
par}. Claramente VinFa =¢ y Vi UVa = V(G), de donde:

M@=, 2 grs0)= 5, g0+ T o)

Luego por ser 2{4(G)| pary ?Vz gr(v) también par se tiene que vz_%’ gr(v) no puede ser impar y
i 1

como aqui cada sumando es impar se concluye que el numero de ellos debe ser par .

Continuamos presentando algunos conceptos cuya utilidad aparecera en desarrollos
posteriores, particularmente nos referiremos a establecer el isomorfismo en graficas, el cual se

utilizara en el capitulo tres. Observemos las graficas dadas por las figuras 0.11.

FIGURA 0.11

Las graficas de la figura 0.11 son ejemplos de graficas que pueden representarse de
diferentes maneras, pero que son escencialmente iguales, lo cual podemos ver inmediatamente

despues de la siguiente definicion.

DEFINICION: Dos graficas son isomorfas siy solo si existe una funcion biyectiva
" £:G — H tal que si u adyg v entonces f(u) adyy f(v).

12



Capitulo 0 Conceptos clementales y primeros resultados.

Las graficas G y H, dadas por las figuras 0.11 son isomorfas a través de £:G— H ,ya

que si tomamos:

f(vy) =w1, f{vy) =wa, f(va) =w3, f{va) =wa, f(vs) =ws, se cumple que:
v, adyg v,y flv,)=w, ady, w,=f(v,),
vy adyg vy Y f(v, 7w, ady, w;=f{v,),
v, adys v, ¥ f(v; 2w, ady, w, =f{v, ),
v, adyg vs v f(v,)=w, ady, ws=Rv,),
vs adyg v,y flvs )=w; ady, w, =fv, ),

El problema de decidir cuando dos graficas son isomorfas, se presenta con frecuencia.

En ciertas circunstancias existen razones claras para concluir que no lo son. Cuando no existe
upa manera obvia de mostrar que dos graficas no son isomorfas, es a veces dificil decidir si es

posible nombrar a los vértices de tal manera que se obtenga un isomorfismo entre las graficas.

Continuaremos dando una serie de definiciones, que por si mismas son casos particulares

de graficas.

DEFINICION: Sea G una grafica. Un CAMINO en G, es una sucesion alternante de
vértices y aristas Vvo,a1,V1,a2,...,34,V, donde cada arista a, , tiene por- extremos a los vértices
viet, vy parai=1,2,...n.

OBSERVACION : En el caso de graficas simples, un camino queda definido como una
sucesion de vértices vo,vi,Va,..,vn donde v; ady vur , parai=1,2,3,.n-1,

DEFINICION: Un camino en el que no se repiten aristas se llama PASEQ. Un paseo en
el que no se repiten vértices se llama TRAYECTORIA.

DEFINICION: Un camino ( paseo ) no nulo cuyos extremos son iguales se dice

CERRADQ. En caso contrario se dice ABIERTO.

13




Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

DEFINICION: Un paseo cerrado P = vq, vy, v2, ..., v, =vo , en el cual no hay ocurrencia
de vértices repetidos, excepto vo y v, se llama CICLO.

En la grafica de la figura 0.12, ejemplificamos cada uno de los conceptos, en los que
ademas se indica la notacion que se utilizara para cada caso, en el desarrollo posterior del trabajo.
C, =(v, .Vp,V3 ,Y,,V, Y, ,V, ) €5 un camino abierto,

C, =(v; ,V;,Vg,V¥5,V, ,V, ,V, ) €5 un camino cerrado,
P, =(v, .V, ,¥,,V; ) €s un paseo abierto,

P, =(v,,v,,v,;,v, ) es un paseo cerrado,

T, =(v4 ,v; ,V, ) €s una trayectoria,

C, =(v;,v,.v5,,V,,V; ) €s un ciclo,

FIGURA 0.12

DEFINICION: Un camino con vértice inicial u y vértice final v se llama uv-camino y

st LONGITUD es el nimero de aristas que lo forman.
En el ejemplo anterior se tienen C, y Cz tienen longitud 6.

El siguiente problema, nos sirve para ilustrar un tipo de graficas, cuya particularidad
estriba en el hecho de que no hay aristas entre los elementos de cada conjunto. Uno de los

principales usos de éstas es en el problema de aisgnacion, al cual haremos referencia en el capitulo !

cinco. A este problema se le conoce como: El problema de los Casamientos.

14 _ :




Capitulo 0 Concceptos elementales y primeros resultados.

En una pequefia poblacion hay el mismo nimero de muchachos que de muchachas
casaderos. Por costumbres y tabas a los hombres no se les permite casarse con parientes cercanos
como hermanas, mediohermanas o primas; /Cuando es posible que todos los hombres consigan
una novia en el pueblo? Las posibilidades de casamiento para cada individuo pueden ilustrarse

considerando la grafica de la figura 0.13.

HOMBRES MUJERES

FIGURA O.13

Donde cada elemento del conjunto de muchachos esta conectado por una arista con el
conjunto de muchachas cuando no estin emparentados, formalmente establecemos su

definicion a continuacion.

DEFINICION : Una grafica G, es BIPARTITA, si existe una biparticion {V,,V, } de

V(G), tal que toda arista en A(G) tiene un extremoenV, yotroen V, .

DEFINICION : G es BIPARTITA COMPLETA si cada vértice de V, es adyascente a
todos los de V,, lo cual denotamos por K, , donde n=|V;]| y m=|V,]|.

Las graficas de la figuras 0.13, son bipartitas.

15



Capitalo ¢ Conceptos elementales y primeras resultados.

A\
1 Vs V1°‘<z Ve
v5
Q vzo<: Vs
A4 Y2 Y3 Vy vV ‘{’
v3°< v
v, A\ \?._,
G, G, G
3

FIGURA 0.13

En el ejemplo anterior podemos observar que G, es una grafica bipartita con mas de una
biparticion de sus vértices, porejemplo: V, = {v,,v,, v, v;}, V,={Vv,, Vv, Vi,vy, Vo), ¥
U ={v,, v, v, },U,={v,, Vv, v, V;, ¥, ¥ }, lo que no sucede si la grafica es bipartita

completa, como lo demostramos en el siguiente teorema.
“.. TEOREMA 0.3 En toda grafica bipartita completa existe una anica biparticion.

DEMOSTRACION: Sea G una grafica bipartita completa y sean {V,,V, }y {U, ,U,}

dos biparticiones de V(G). Sea veV, , entonces velU; 6 veU,. Supongamos que veU, y
tomemos ueV,, u ady,v, pues G es bipartita completa, asique como v €U, se tiene que
ueU,, esto se puede hacer para todos los vértices de V| , con lo cual podemos concluir que

U,cV,, yU,cV,. Similarmente puede tomarse veU, y concluir que V,c U, y V,cU,, de

donde concluimos que V, =U, yV,=1,, finalizando asi el teorema.

Otra situacion especial se da en la siguiente:

s

DEFINICION: Una grafica es k-regular o de grado k es aquella en la que todos los
vértices son de grado k.

Como ejemplo podemos mencionar a todos los ciclos, los cuales son 2-regulares, K que

es (n-1)-regulary K , que es n-regular.
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El siguiente teorema relaciona los conceptos dados por las dos definiciones anteriores, y

es importante destacar que este resultado sera utilizado en el capitulo cinco en la demostracién del

teorema matrimonial de Hall.

NS " TEOREMA 0.4 Si G es bipartita y k-regular (k>0), entonces toda biparticion
{V,V2} de V(G)estal que |V,|=|V.]

DEMOSTRACION: Por ser G bipartita, cada arista de G tiene un extremoen V; vy
otro en V, , esto implica que:

A= % &w)
por otro lado : '
AG)I= 2 &)

Luego ademas G es k-regular, asi que E%, gr(u)y=k|V,| y Z;,/ gr(v)=k| V.|, de donde:
UEV) VeEv)
k[Vi| =k [V2] , y ya que k>0, se tiene que| V| = |Va|.

Otro resultado interesantes resultado importante se establece en:
TEOREMA 0.5: Si 8(G)=k, entonces existe en G una trayectoria de longitud al menos

DEMOSTRACION: Sea una trayectoria T=u,, u,, u,, ..., u_de longitud méxima en
G. Siu, fuera adyascente a algin vértice veV(G) v#u,, i=0,1,2,..,m se tendria una
trayectoria T'=v,u,, u,, u,,...,u. de longitud mayor T, lo que contradice la eleccion de T, esto
indica que gr(ug )<m , luego como k=8(G)<gr(ug)<m, setiene que T es de longitud al menos
k..

Una de las propiedades mas elementales que puede poseer una grafica se refiere a la
CONEXIDAD, pues generalmente es una condicion para que puedan establecerse muchos

resultados.Su definicidn se da a continuacion.

DEFINICION: Una grafica G es CONEXA siy solo si para cualquier par de vértices

de G existe una frayectoria que los une.
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Capitulo ¢ Conceptos elementales y primeros resultados.

Son graficas conexas K,V neN, K,,,» connmeN ; los ciclos y trayectorias de cualquier
longitud también son conexas.

Otras condiciones equivalentes a la definicion de conexidad pueden establecerse a través

de los siguientes teoremas.

TEOREMA 0.6 Una grafica G con |V(G)| 22 es conexa, siy solo si para cualquier

particion {V,, V,} de V(G) existe una arista con un extremo en V, y otro en V3.

DEMOSTRACION : Sea  conexay { V,, V,} una particién de V(G). Sean ueV, y

weV,, como G es conexa existe una uw-trayectoriaen G,y ya que ueV, y w €V, al menos
una arista de esta trayectoria es tal que tiene un extremoen V, yotroenV, .

Ahora supongamos que para cualquier particion {V, , V, } de V(G) existe una arista
con un extremo en V, y otro en V,, demostraremos G es conexa. Sean u y v dos vértices de

V(G). Definamos:
V, = { we V(G existe una uw-trayectoria en G} y Vo = V(G\ 'V,
Por construccion VinVz=¢ y V, UV,=V(G). Tomemos ve V, por hipbtesis existe
a=xy tal que xeV| y yeV, pero seglin se ha definido a V, existe una ux- trayectoria en
G, T, ahora TU {a} nos da una uy-trayectoria, lo que implica que ye V, , de donde se concluye

que veV,, esto es V,=p y entonces existe una uv-trayectoria en G,y por lo tanto G es
conexa . -

La conexidad define una relacion de equivalencia sobre el conjunto de vértices de G.
Entonces existe una particion de V(G) en subconjuntos no vacios V, ,V, ...V, tal que dos

vértices u y v estan conectados si y solo si ambos pertenecen al mismo conjunto.

DEFINICION: Las COMPONENTES CONEXAS de una gréfica G, son las subgraficas

de G que son maximas con respecto a la propiedad de ser conexas.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Denotaremos ¢(G) al niimero de componentes conexas de G.

‘EL SASER DY MIS HLOS
RARA MI GRANDEZA
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Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultades.

OBSERVACION: Si G es conexa, entonces ¢(G)=1, otro caso ¢(G)>1y en ese caso
G se dice DISCONEXA. Ademas si G tiene p vértices ¢(G)< p, lo cual se demostrara
posteriormente.

Finalmente presentamos la Gltima definicidn del capitulo.
DEFINICION: Dada una grifica G, la DISTANCIA entre cada par de vértices, u y

v denotada por d(u,v) se define como:

O siu=v
d(uv) © si no existe una uv-—trayectoria en G.
w,Vv)= . : ,
’ msi m e el minimo' de las longitudes

de las uv-—trayeciorias en G.

En las graficas de la figura 0.14 se tiene d(a,b)=1, d(a,c)=2, d(a,f)=w, d(i,i)=0, d(fh)=3.

b i
p .

FIGURA 0.14

Finalizamos el capitulo, presentando dos tltimos resultados, el primero de ellos sera de

utilidad en el capitulo cuatro, y en el siguiente daremos una caracterizacién para graficas

bipartitas.

TEOREMA 0.7 En uﬁa grafica G, todo paseo cerrado es fa unién de ciclos ajenos en
aristas, |
DEMOSTRACION: Sea G una grifica y P un paseo cerrado en G. Sea S(P) el
conjunto de vértices repetidos en P. La demostracion se har4 por induccion sobre S(P).
Si [S(P)|=1 entonces S(P)={u,}, donde u, es el vértice inicial y final de S(P) y por
19
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Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

definicion es un ciclo. Con el proposito de mostrar el proceso inductivo que se utilizara en la

demostracion consideremos el caso |S(P)|=2. Sea P=v,,v,,v,,v,,..V, =V, un paseo cerrado
tal que: |S(P)[=2 v,=v, yv,=v, 0<i<j<n, entonces:

Gy Vo V15 Va Vs Vi 3 ViaVie 5Vig 5o ¥y TV,
C,=u

i+1 1ui+2s Tty uj.] * ui =uj

son dos ciclos ajenos en aristas, cuya union es P (figura 0.15).

FIGURA 0.15

Supongamos que todo paseo cerrado con |S(P)|<k eslaunién de ciclos ajenos en
aristas y sea P=v,,v,,v,,..,v, =V, , un paseo cerrado con [S(P)| =k e 1i,j tales que para
0<i<j<n, v, =v, , demostraremos que P es la union de ciclos ajenos en aristas, lo que se logra
tomando::

Pr={Vo Vi Va5V SV LV LV, Y, T )
Pz :{vi svj+1 :Vi+2 r“avj }

dos paseos cerrados cuya unién es P, con |S(PI)[ <k y |S(PQ| <k y, ya que por hipotesis de
induccion son la unién de ciclos ajenos en aristas, tenemos como consecuencia P, UP, =P

también lo es, con lo que se concluye el teorema.
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: Capitulo 0 Conceptos clementales y primeros resultados.
- .i7r TEOREMA 0.8 Una grifica G es bipartita si y solo si todos los ciclos son de longitud
par.
DEMOSTRACION: Para iniciar la demostracion, primero consideremos G bipatita y
demostremos que todos sus ciclos son de longitud par. Supongamos que G contiene al menos
un ciclo, ya que en otro caso el teorema se cumple trivialmente. Sea G bipartitay { V,, V, }

una biparticion de V(G). Sea C={u, ,u, ,u, ,u;,....,u, =1, } un ciclo de G de longitud k. Como
{V,,V,} es una biparticion de V(G), tenemos que: Siu, €V, entonces u, € V,, luego u, eV,
U, €V, .., ask: |

ue Vy st i es par (1)
V, si i es impar

luego, siu, €V, entoncesu, €V, luegou, €Vy,.., asi:

uje

Vi si j es impar _ @
Vi si jes par

Por lo tanto si u,e V, , k es par pues u, =u, €V, por (1), luego si u, €V, , k es par por (2) y por
lo tanto concluimos que todos los ciclos son de longitud par. |

Ahora supongamos que todos los ciclos son de longitud par, y demostremos que G

es bipartita. Supongamos que G es conexa, en caso contrario la demostracion se aplica a cada
componente y ademas que |V(G)|>1. Seaue V(G), definimos:

U, = {veV(G)| d{u,v) es par},

U, ={ve V(G), d(u,v) es impar}

Demostremos que {U,,U, } esuna biparticion de V(G). Claramente: U, " U, =¢ y
U, uU, =V(G), falta por demostrar que V v,w € U; v no adyy, w, i=0,1. Se procedera por
contradiccion. Sean v y welU, vy supongamos que v adyy, wysean T, y T, uv y

uw-trayectorias minimas en G respectivamente. Sean x, el Gltimo vértice que T, y T, tienen en
comun, de forma que las secciones ux, de T, y la seccion ux, de T, tienen la misma longitud,
pues T, y T, son trayectorias minimas en G. Luego puesto que la longitud de T, y T, es par,pues

consideramos u y v en U, ,se tiene que las secciones x,v'de T, y x,v de T, tienen la misma paridad
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Capitulo 0 Conceptos elementales y primeros resultados.

estoes, si vy wel, como lo supusimos, entonces por definicion d(u,v) y d(u,w) es par,
e donde:
d(u,v) = d(u,x, ) + d(x, ,v),

d(u,w) =d(u,x ) + d(x ,w), ;

lo que implica que d(x, ,v) y d(x, ,w) son ambas de longitud par, asi que la seccion x, v unido a
la seccion x, w mas la arista vw forman un ciclo impar, lo cual contradice las hipotesis, y por
lo tanto podemos concluir que vy w no pueden ser adyascentes. Similarmente, se demuestra

| que dos vértices de U, no pueden ser adyascentes y asi concluimos que G es bipartita.

(Figura 0.16).

X1

Xop

FIGURA 0.16
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Capitulo I Bloques, drboles y conexidad

CAPITULO UNO
BLOQUES, ARBOLES Y CONEXIDAD

El nimero de componentes conexas de una grafica G, es un parametro de ésta que puede
modificarse al eliminarle un vértice o una arista. No todos los vértices o aristas tienen la
particularidad de que al ser eliminados logren alterar dicho parametro. El inicio de éste capitulo,
establece condiciones necesarias y suficientes para la existencia de vértices, o aristas cuya
eliminacion altera el nimero de componentes conexas de la grafica, asimismo se establece un
intervalo para tal parametro; ademas se dan ejemplos de graficas donde la conexidad permanece

invariante ante la remocion de cualquier vértice o arista.

Otro de los objetivos de este capitulo es el estudio de una de las clases mas Utiles de las
graficas: LOS ARBOLES, cuya particularidad estriba en el hecho de que son minimas con

respecto a la propiedad de ser conexas. Demostramos la férmula de Cayley.

Finalmente se concluye el capitulo, planteando el eliminar no unicamente un vértice o una
arista de la grafica, sino el eliminarle un conjunto de vértices o un conjunto de aristas, de tal forma
que la conexidad de la grafica sea alterada. Un resultado que sobresale de manera especial lo s El

Teorema de Menger, pues es uno de los resultados mas importantes de la Teoria de Graficas.

DEFINICION: Dada una grafica G, un vértice v es de corte si ¢(G-v) > c(G).
EJEMPLO En la grifica, de la figura 1.1, se tiene que v es un vértice de corte, pues
¢(G)= 1, mientras que c(G-v)=2.

FIGURA 1.1
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O0BSERVACION: Obviamente, si G es conexa, un vértice v es de corte, siy solo si

G-v no es conexa.

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para que un

vériice v sea de corte.

TEOREMA 1.1 Sea G una grafica conexa. Un vértice v es de corte, si y solo si existen
dos subconjuntos U y W de V(G) con v ¢ UUW, tales que v esta contenido en toda trayectoria
que una a un vértice de U con uno de W.

DEMOSTRACION: Sea G una grafica-conexa y sea v un vértice de corte, entonces

G-v no es conexa y tiene al menos dos componentes. Sean H, , H, , H, , ... H, , las componentes
deGvyU=V(H)yW=V(H,)v V(H,)uw .. v V(H). Sitomamosu € Uyw € W,
estos son vértices de componentes distintas de U y W, por lo que no existe una uw- trayectoria,

“que en caso de existir tendria que pasar por v necesariamente (Figura 1.2).

Por otro lado, si G es conexa y U y W subconjuntos de V(G) como los de la hipdtesis,
entonces G - v no puede ser conexa puesto que toda uv- trayectoria contiene a v, por lo tanto v

es un vertice de corte.

FIGURA 1.2

Del resultado anterior, podemos desprender el corolario siguiente:
COROLARIO 1.1 Toda grifica G con [v(G)| > 2 tiene al menos dos vértices que no

~Son de corte.
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DEMOSTRACION: Se analizard solo el caso en que G sea conexa, de no serlo el
resultado se aplica a cada una de sus componentes conexas. Sean u y v € V( G)tales que

- ]a distancia entre ellos es maxima. Demostraremos que u y v no son veértices de corte, paralo

cual se procedera por contradiccion . Supongamos que G - u es disconexa, entonces existen U,

W cV( G ) tales que u esta contenido en toda trayectoria que una a un vértice de U con uno de
W, de donde se tienen dos posibilidades parav:ve Uév e W, siv e U, consideremos we

W. Ya que u esta contenido en toda wv- trayectoria, tenemos que:
diw,v)=dw,u) +d(u,v)

luego, puesto que d (w, u ) 2 1, se tiene que:

dw,v)zd{u,v) +1,

lo cual contradice las hipdtesis.
Lo mismo sucede siv € W, esto implica que u no es de corte. Analogamente se puede

demostrar que v no es de corte y asi se concluye el teorema .

De manera similar puede plantearse la definicion de arista de corte.

DEFINICION: Dada una grafica Gy a € A(G), se dice que a es una arista de corte o
un puente de G, si y solo si c(G-a)>c(G).

EJEMPLO: En la grafica de ia figura 1.3 a es un puente.

"FIGURA 1.3

El siguiente teorema nos proporciona una manera de identificar las aristas de corte:
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TEOREMA 1.2 Sea G una gréfica conexa. Una arista a es un puente de G siy solosia

“ho pertenece a ningun ciclo de G.

DEMOSTRACION: Sea a un puente de G, demostremos que a no pertenece a ningan
7. ciclo de G. Puesto que c(G-a)>c(G), existen vértices uy v en V(G) que estdn conectados en G,
E pero no estan en G-a. Entonces existe una uv-trayectoria en G a la que llamaremos P, que
necesariamente contiene a a. Supongamos que a=Xy y que x precedeay enP. En G-a, uestd
conectado a x por una seccion de P, y otra seccion de la misma trayectoria conectaayyv. Sia
estuviera en algin ciclo C de G, x y Yy estarian conectados en G-a por la trayectoria C-a. La
union de la seccién de P que une a x y a u con la trayectoria C-a y con la seccion de P que
conectaayconv, conectaauyav en G-a, locual es una contradiccion, (Figura 1.4), ya que

por hipdtesis a es un puente.

FIGURA 1.4

Supongamos ahora, que a =xy es una arista de G que no estd en ninginciclode Gy
que a no es un puente, esto quiere decir que G-a es conexa y por lo tanto existe una
xy-trayectoria P. La unibn de a y P produce un ciclo que contiene a ay esto contradice las

hipétesis, concluyendo asi el teorema .

La existencia de una arista de corte implica la existencia de un vétrice de corte, esto se

demuestra a continuacion.
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_ TEOREMA 1.3 Si una grafica conexa G con |V(G)|>2, tiene una arista de corte,
_ entonces G tiene también un vértice de corte,

DEMOSTRACION: Sea G una grafica conexa con [V(G)|>2 y ac A(G) un puente -
“con extremos en uy v. G-a no es conexa y tiene al menos dos componentes conexas H, y H

“tales queu e H, y veH,, como G esconexay tiene al menos 3 vértices, entonces existe
-weV(G-2), wxu , wtv. Si w 2V(H, ), entonces en G-u no existen wv-trayectorias.
‘Analogamente, si we V(H, ), entonces en G-v no hay wu-trayectorias, con lo cual concluimos

que G-u es disconexa o G-v es disconexa, esto esu o v son vértices de corte.(Figura 1.5).

FIGURA 1.5

La eliminacion de una arista o un vértice de corte altera el nimero de componentes

conexas de una grafica, sin embargo existen cotas para este niimero, lo cual se demuestra en

el siguiente resultado.

TEOREMA 1.4 Sea G una grifica conexa con |V(G)|>1 y sean ve V(G) y ac A(G),
entonces;

I<c(G-v)<grg (V) ,y
1< ¢(G-a) < 2.

DEMOSTRACION: Obviamente se cumple 1 < ¢(G-v) y 1< ¢(G-a). Como G es
conexa, cada componente de G-v contiene al menos uno de los vértices adyascentes a v en G,

por lo tanto ¢(G-v)< gr, (v). De igual forma, cada componente de G-a contiene por lo menos a
uno de los extremos de a, por lo que c(G-a)< 2, concluyendo asi el teorema.

Una observacion importante es sefialar que no todas las graficas poseen vértices o aristas

de corte, por ejemplo los ciclos no tienen ni aristas de corte ni vértices de corte. El teorema 1.2
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‘qefiala que tipo de graficas poseen puentes y , con la otra caracteristica las agrupamos en la

“siguiente definicion.

DEFINICION: Un BLOQUE es una grafica conexa sin vértices de corte. Los
BLOQUES DE UNA GRAFICA G son las subgraficas maximas de G, con la propiedad de ser

bloques.

La figura 1.6, presenta una grafica G y sus bloques.

3
2 4 S
A B
FIGURA 1.6

El siguiente teorema, presenta algunas condiciones equivalentes a estos.

TEOREMA 1.5 Sea G una grafica conexa con |V(G)|>2, las siguientes proposiciones

son equivalentes.
1) G esun BLOQUE.
2) Cada par de vértices de G esta en un ciclo comGn.

3) Dados un vértice y una arista de G, existe un ciclo que contiene a ambos.

4) Cada par de aristas de G estan en un ciclo comin,

DEMOSTRACION: Para probar esta equivalencia, procederemos demostrando que

cada proposicion implica la siguiente. Iniciamos demostrando que si G estd en un bloque
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Capitulo 1 Bloques, irboles y conexidad

j'e'ntonces cada par de vértices de G esta en un ciclo comun, para lo cual se seguird un proceso
f ilrllductivo sobre la distancia entre dos vértices de G.

-.Co_nsideremos u,ve V(G) con d(u,v)=1ya=uv. G esun bloque y ademas |V(G)|>2, por el
téorema 1.3, ano es un puente de G y por lo tanto a esta en algin ciclo de G y en
bonsecuencia u y v también lo estan.

Supongamos que todo par de vértices cuya distancia sea menor que k, estin en un
ciclo coman. Sean u,v,we V(G), tomados de forma que d(u,w)=k-1y v ady, w. Por hip6tesis
" de inducciobn uy w estan en un ciclo comun. Llamemos T, y T, a las dos

uw-trayectorias que forman este ciclo, (Figura 1.7). Como G es un bloque w no es un vértice
de corte y por tanto existe una uv-trayectoria que no lo contiene, ala que Ilamaremos T, .

T, puede intersectar a T,, (=0 6 1) o no hacerlo. Consideremos los dos casos:

FIGURA 1.7

1) SiT,nointersectaa T, (i=06 1), entonces T, U {wv}UT, esun ciclo que contiene a

uyav,ycomo d(u,v)=k, el teorema es valido, (Figura 1.8).

FIGURA 1.8

2)Si T, mtersectaa T, oaT, oa ambas, llamemos w, al dltimo vértice de T, que
estaenT, o en T, , w, & V(T,)"V(T,) puestoque T ,NT,={uw}. Supongamos que
woe V(T,). Si
T,=u,u,u, ., W, W
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T =u,w,w, , . w
T, =U, v, Vy e Vi, Wo sV 55V
. a siguiente construccidn muestra las dos uv-trayectorias ajenas :

T,=u,u,,u, .., W,, v, ...,V

T,=T, v {wv}

“cuya union da por resultado un ciclo C que contienea u y a v (Figura 1.9)

C=u,u ,u,, Wy, Vi s VW, o W, W, UL

y ya que d(u,v)=k, concluimos que para todo u,ve V(G) u y v estin en un ciclo comun,

“concluyendo asi esta primera implicacion.

FIGURA 1.9

2) implica 3), esto es, supongamos que cada par de vértices estan en un ciclo comiin y

demostremos que dado un vértice y una arista de G, existe un ciclo que contiene a ambos.

Sean ue V(G) y ae A(G), a=wv. Por hipotesis existe un ciclo C que contiene a
u y a w, asi que existen dos posibilidades para v : ve V(C) o v ¢ V(C).
Si ve V(C), se obtiene un ciclo C, que contiene al vértice v y a la arista a de la

siguiente manera: Si
C=u,uy, .., wW,w, ,.,V,v,,.u

entonces
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Capitulo I Bloques, 4rboles y conexidad

FIGURA 1.10

Siveg V(C), se tiene una situacion similar a la anterior, pues por hipétesis G es conexa,
asi que existe una uv-trayectoria T , de donde el ciclo buscado en este caso es:

C,={nu,u,,. wviUT

3) implica 4) En este caso, supongamos que si dados un vértice v y una arista a en G
existe un ciclo que contiene a ambos, entonces cada par de arista ay b de G estan en un ciclo

comun.

Sean a y b aristas de G y sean w y v los extremos de* b, por hipdtesis existe un ciclo C

que contiene a la arista a y al vértice w, en cuanto a v se tienen dos posibilidades:
Si ve V(C), entonces se tiene el ciclo buscado, trivialmente.

Si ve V(C), entonces consideremos a=xy y
C=X Y, Y0, Yas Vo WoW, Wy oy X
el ciclo buscado se obtiene considerando que G es una grifica conexa, asi se tiene una
xv-trayectoria T de donde:
C={XY, ¥, Y25 - Yi» -0 W, v}uT

FIGURA 1.11
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Capitule I Bloques, irboles y conexidad

4) implica 1) Demostraremos que si cada par de aristas de G estan en un ciclo comum,

entonces G es un bloque, para lo cual procederemos por contradiccion.

Supongamos que cada par de aristas esta en un ciclo comin y que G no es un bloque,
‘esto implica que existe al menos un vértice ue V(G) tal que G-u es disconexa. Sean v y W
vértices de componentes distintas de G-u y consideremos dos aristas ay b de modo que a

.' incida en v y b en w, por hipotesis existen 2 vw-trayectorias ajenas que forman un ciclo
que contiene aay a b, ya que u es de corte, debe estar contenido en toda trayectoria que una
dos vértices de componentes conexas distintas de G-u, lo cual es imposible pues tales
trayectorias son .ajenas en todo vértice distinto de v y w, por tanto v y w no estan en
componentes distintas y en consecuencia u no es de corte, esto es G es un bloque.

(figura 1.12).

FIGURA 1.12

Las proposiciones 2) y 4) del teorema que hemos probado son un caso particular del

Teorema de Menger, el cual presentaremos al final del capitulo.

Como lo mencionamos anteriormente, los arboles constituyen una de las clases mas utiles

de las graficas. Intuitivamente, un arbol es una grafica que en su trazo se asemeja a un arbol

con su ramificacion hacia abajo, formalmente su definicion es:

DEFINICION: Un arbol es una grafica conexa sin ciclos no triviales.

A partir de la definicion anterior, podemos obtener la siguiente caracterizacion de los
arboles, de igual forma se estableceran otras posteriormente.
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Capitulo I Bloques, drboles y conexidad

TEOREMA 1.6 Una grafica conexa G es un arbol, si y solo si toda arista de G es un
uente. , E

DEMOSTRACION: Sea G un arbol y sea ac A(G). Obviamente a no puede estar en
ingin ciclode G y por el teorema 1.6, aes un puente de G. Por otro lado, si G es conexa y
totfa arista ae A(G) es un puente, lo cual significa que ninguna arista de G est4 en un ciclo, esto
“es G es aciclica y por definicién un arbol,

La figura 1.13, muestra un arbol.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

HARA M1 GRANDEZA

FIGURA 1.13

Eliminando la condicion de conexidad tenemos:

_ DEFINICION: Un bosque es unma grifica aciclica cuyas componentes conexas son
arboles.

Los vértices y las aristas de un arbol T, guardan la refacién que se probara en el siguiente:

TEOREMA 1.7 Sea G un arbol, denotemos por [V(G)|=p y |A(G)|=q, entonces:
q=p-1.
DEMOSTRACION: Se hara por induccién sobre el nimero de vértices de G. Si p=1,

G=K, y entonces q=0=p-1. Supongamos que el resultado es valido para todos los arboles con
menos de p vértices y sea G un arbol con p vértices y ac A(G). Por definicion G no tiene

ciclos y como consecuencia del Teorema 1.6 a es un puente, por tanto G-a es disconexa y por
el Teorema 1.6 G tiene dos componentes exactamente que por definicion son aciclicas y
conexas, esto es arboles con menos de p vértices cada una. Llamemos G, y G, a estas

Componentes y, sean:

P =|VG)| v P=[V(GY] . a 5AG)|y ¢,=|AGyI, I
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or hipotesis de induccion, sabemos que:

q, =p, -1 ¥y q,=p, -1,
iego V(G)=V(G, )0 V(G,) entonces, p=p, +p,

.y A(G)= A(G, )WA(G, ) {a}, por lo tanto:
AG=q,=q,tq,+1=p,-1+p,-1+1=p, +p,-1=p-1, concluyendo asi el teorema.

Otra de las caracteristicas de los arboles, es que toda pareja de vértices estd unido por una

N |
unica trayectoria, lo cual demostramos en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.8 Una grafica G es un arbol, si y solo si para cualquiera uy v € |I(G)},
existe una Unica uv-trayectoria.

DEMOSTRACION: Demostraremos primero, que si G es un arbol, entonces para
~ cualquier u,v € V(G) , existe una Gnica uv-trayectoria . Se har4 por contradiccion. Sea T, una
uv - trayectoria y supongamos que no es unica , esto es existe T, una uv-trayectoria distinta de
T, .

1)8i T, "T,={ u,v }, entonces T, UT, es un ciclo, (Figura 1.14).

T

FIGURA 1.14

2)Si T, y T, no son ajenas, sea w el primer vértice donde se intersectan (w # u,v).
Sean ;

T,=wu,u,u,. ;0. w, .. u,,u,u,v,;

¥ V.,V

nl? ¥po

T2= u, v] » vz ? v3 LIRS V_j W, . ,Vn_2 H]
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Capitulo I Bloques, 4rboles y conexidad

FIGURA 1.15

Por otro lado, si entre cada par de vértices u ,v de V( G) existe una tnica trayectoria,

G es conexa y no tiene ciclos, pues en caso de existir se tendria;
C=u,u,u, ,u, ,u4,...,u;,ur,,,, g Y

T,=u,u,u,,u,,..,u y
T,=u,,u

HJ’uﬁzim’U;.

serian dos trayectorias distintas de u a u,, lo que contradice nuestra hipétesis, (Figura 1.16).
Hl uz

ur+2 r+1

FIGURA 1.16

Una caracteristica comun de los arboles es la existencia de al menos dos vértices de

grado uno, denominados vértices terminales (exceptuando el caso del arbol trivial), esto se.

prueba en el teorema siguiente.

TEOREMA 1.9 Todo arbol no trivial tiene al menos dos vértices terminales.
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DEMOSTRACION: Sea Gunarboly T una trayectoria de longitud méxima en G.

T= v,,v,, vy, . ., ; I(T) = m-1. Demostremos que v, yv_ tienen grado uno. Lo

m
haremos por contradiccion. Supongamos que v, y v, mno son de grado uno, por lo que

gc(vi )>1 y gr5(v, )>1, lo que significa que existe un vértice v,,, # v, tal que v,
adys Vo, - Si v, € v(T), por ser G conexa existe una v, v_,, -trayectoria para cualquier
vértice v, e v(T), i=1,23,. . m Llamemos T, a tal trayectoria y consideremos
C={v,,..vjuT, U {v,v, }
un ciclo en G, que contradice la hipotesis . Por otro lado, si ve V(T) se tendria:
Ty= {v,, 0T,

una trayectoria de longitud m y contradice la eleccion de T, por tanto se concluye que
gro(v, )=1.(Figura 1.17). Analogamente se demuestra que v tiene también grado uno, con lo

que se concluye el teorema.

FIGURA 1.17

Dada una grafica G,un problema importante es de hallar una subgréfica G', de modo
que G’ sea un arbol que contenga todos los vértices de G.

DEFINICION: Decimos que T es un ARBOL GENERADOR de una grafica G,
si T es una subgrafica de G tal que T es un 4rbolcon V(T)=V(G)y A(T)c A(G).

La figura 1.18 , muestra un arbol generador, (el sefialado con lineas gruesas), para una

grafica conexa G.

-

FIGURA 1.18
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Capitulo I Bloques, drboles y conexidad

~Un resultado importante lo constituye el siguiente teorema, pues garantiza que en una

ca conexa, siempre es posible hallar una subgrafica minima que conecte todos sus vértices.
TEOREMA 1.10 Toda grafica conexa G tiene un arbol generador.

DEMOSTRACION: Se hara por induccion sobre el nimero de ciclos de G.

si G es una grafica conexa sin ciclos, el resultado se obtiene trivialmente. Sea G una grafica E

E conexa con un ciclo al que llamaremosy y sea acA(y ), entonces G-a es aciclica y conexa, j‘

B ademis V(G-a)=V(G) y A(G-a)cA(G), por tanto G-a es un éarbol generador de G. I

-Supongamos que toda grafica conexa con menos de n ciclos contiene un arbol generador. Sea |

' G una grafica conn ciclos a los que llamaremos ¥1,Y2,v3,..,Y» yseaaey,, G-atienen-1 ;

_  ciclos y por hipotesis de induccién tiene un arbol generador T con V(T)=V(G-a=V(G)y A(T)
cA(G-a)c A(G), esto es T es un arbol generador de G.

_ El teorema anterior garantiza la existencia de un arbol generador bajo la condicion
de conexidad de la grafica. Un problema importante es precisamente determinar el nimero
. de arboles generadores de una grafica G. Una expresién que nos permite hallar el nimero de

- arboles generadores de una grafica se dara despues de presentar la siguiente definicién.

| DEFINICION: Una aeA{(G), se dice contractible, si es eliminada y sus extremos son
" unificados.
Denotaremos Gea la grafica resultante de contraer la arista a.

Obviamente V(Gea )= V(G)-1 , A(Gea)= A(G)-1 y ¢(Gea)=c(G), asi que si T es un
arbol Te a también lo es. _
Denotaremos por 1(G) el nimero de arboles generadores de G.

SR BIBLIOTECA
%/ DE CIENCIAS EXACTAS

TEOREMA 1.11 Si a es una arista de G, entonces:
Y NATURALES

1 (G)=1(G-a) + 1(Gea)

32
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DEMOSTRACION: Sea a € A(G) ysea T un arbol generador de G tal que a¢ T,
thtonces T es también un érbol_ generador de G-a , asi que 7(G-a) es el nimero de irboles

generadores de G que no contienen a la arista a . Luego, por el Teorema 1.10 para cada arista a
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‘e A(G) existe Tea un 4rbol generador de Gea, en tonces para cada arbol generador T de G que
contiene a la arista a, le asociamos el 4arbol generador Tea , de donde :

(G)=1(G-a) + 1(Gea).

La figura 1.19, muestra el cilculo de 7(G) por medio del teorema anterior.
= + + + | + + ( ) + ' )
o D ;,_I
= + + + Q + + ! + ( ) +<§
0 o——%»0

=8

FIGURA 1.19
Observemos que este método no es muy apropiado, para estudiar un procedimiento mas

conveniente puede consultarse [2], pps. 218.

Presentamos una expresion que permite hallar el nimero de arboles generadores de una
grafica completa y esta dada en el siguiente teorema, a la cual se le conoce como la formula de

Cayley.
TEOREMA 1.12 T (K, )=n"?

DEMOSTRACION: Sea N={1,2,3,...,n} el conjunto de vértices de K_ , entonces n™* es

el numero de sucesiones de longitud n-2 que pueden formarse de N. Para probar el teorema es

suficiente establecer una correspondencia biunivoca entre el conjunto de arboles generadores de

K, y el conjunto de tales sucesiones. Supondremos que n>2, pues en caso contrario el resultado
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es inmediato . Primero a cada arbol generador T de K, asociamos una iinica sucesion (t, .t .1,

ts } de la siguiente manera:

Consideremos N como un conjunto ordenado, entonces sea v, el primer vértice de grado
uno en T, el vértice adyascente a v, se toma como t; y eliminamos v, de T, luego sea v, el
primer vértice de grado uno de T-{v, } y tomamos el vértice adyascente a v, como t, y de nuevo
eliminamos v, de T, consideramos ahora v, el primer vértice de grado uno en T-{v,, v, } ¥y
repetimos el procedimiento para obtener t,. Este proceso se continGia hasta obtener t., ¥y porlo

tanto s6lo queda un arbol con dos vértices.

Por otro lado, sea (t,,t,,t,,...,t ,) upasucesionde Ny obtengamos T a partir de esta .
Notemos primero que cada vértice v, de T aparece gr (v, )-1 veces en (t .t t,.., t ), asi que
los vértices de grado uno son precisamente aquellos que no aparecen en esta sucesién. Entonces
para obtener T a partir de (t, , t,, t, ,..., t_, ) procedemos de la siguiente manera: Sea v, el primer
vértice de N que no aparece en (t,, t,, t, ..., t,, ), entonces unimos v, a t, , luego sea v, el primer
vértice de N-{v, ) que no aparece en(t,, t,,..., t,, ) entonces unimos v, a t, y continuamos este
proceso hasta que se hayan determinado las n-2 aristas de T :

Vi, vt vt v Lt

>'n2 "n2

finalmente la ultima arista de T se obtiene uniendo los dos vértices restantes de:

N-{v,, v, Vy,.., v, }.
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Capitulo I Bloques, drboles y conexidad

Una de las propiedades mas interesantes que puede poseer una grafica es la conexidad.
Sin embargo, no es posible manejar siempre graficas conexas, incluso dada una grafica
conexa se puede pensar en eliminarle un conjunto de vértices o aristas y verificar si la
grafica resultante sigue siendo conexa o no, esto es analizar que tan "débil" o "fuerte” es la

conexidad de dicha gréfica.

En el inicio de este capitulo, estudiamos dos formas de desconectar una grafica:
eliminando un vértice o bien eliminarle una arista , extendamos ahora esta idea a un conjunto de

vértices o bien a un conjunto de aristas. Los conceptos estan dados a continuacion.

DEFINICION: Sea G una gréﬁca' CONEXA. Un CORTE de G, es un subconjunto v
de los vértices de G tal que G-V es disconexa. Si G es DISCONEXA diremos que V es un
cortede G si y solo si c(G-V)>c(G). V esun k-corte si V es un conjunto con k elementos

que es un corte.

-~

Un corte V, tiene un determinado numero de elementos que depende de las
caracteristicas de la grafica misma, esto origina la siguiente:

DEFINICION: La conexidad puntual de una grifica conexa G, con [V(G)|>2 es k, si el
minimo niimero de vértices para el cual G tiene un corte es k. Se denota K(G).

Como ejemplo tenemos que:
1) Para la grifica completa K, K(K_ )=n- 1.
ii) Para cualquier ciclo no trivial C , K(C) = 2.

ill) Para cualquier arbol T, con p>1, K(T) = 1.

Es importante sefialar que el ejemplo anterior no afirma que la remocion de cualquier
conjunto V con |V(G)|=k desconecta a G, lo que asegura es la existencia de al menos un
conjunto de esa naturaleza.

DEFINICION: Una grafica es k-conexa si y solo si K(G)=k. Obviamente, todas las
graficas conexas no triviales son 1-conexas.
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Ahora consideremos el caso de eliminar aristas. Los conceptos se definen de

manera analoga.

DEFINICION: Un corte lineal de una grifica conexa G, es un subconjunto A de
A(G) tal que G-A es disconexa. Un k-corte lineal es un corte lineal con k elementos.

DEFINICION: La conexidad lineal de una grifica conexa G, denotada A(G), es el
minimo nimero k para el cual G tiene un corte lineal. y si A(G)>k, decimos que G es k-conexa

linealmente,

Como ejemplos notemos que: ,
i)Si G es conexa y tiene un puente, entonces A(G)= 1, por ejemplo los arboles.
i)Todas las graficas conexas no triviales son 1-conexas linealmente.

La relacion entre la conexidad puntual y la conexidad lineal se establece en el siguiente

teorema
TEOREMA 1.13 Sea G una grafica conexa, entonces: K(G)<AMG)< 8(G).

DEMOSTRACION .

1) $i G es la grafica trivial, entonces K(G)<A(G)< 8(G)=0. N
ii) En otro caso, sea z, € V(G) tal que gr(z,)=8(G) y sea A={ae A(G) tal quea
incide en z, }. Obviamente A es un corte lineal y por definicién se tiene que:

MG)< |A] = grylz, ) =5(G), asi que

A(G)< 5(G)

una de las desigualdades. Falta por demostrar que A(G)<KG), para lo cual se procedera por
induccion sobre A(G):

Si MG)=1y [V(G)|=2, entonces G es K, y K, -{v} con ve V(K,) es la grafica trivial, asi
K(G)=1 y por tanto se cumple la desigualdad. Luego si A(G)=1 y [V(G)|> 3, significa que G

tiene un puente y en consecuencia tiene un vértice de corte (Teorema 1.7) , esto es K(G)=1, _ ]

por tanto también se cumple la desigualdad. Supongamos ahora que la desigualdad se cumple
para todas las graficas cuya conexidad lineal sea menor que k. Sea G una grifica tal que A(G)=k
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y sean a una arista de un k-corte lineal de G . Tomemos H=G-a entonces A(H)=k-1y por
hipotesis de induccion K(H)<k-1. Sea V un corte puntual de H con K(H) elementos, como
H-V es disconexa necesariamente ocurre uno de los dos casos:

i) G-V es disconexa.
Lo cual indica que K(G)<K(H) < k-1=A(H)<k=A(G), asi que K(G) <A(G), conlo que la

relacion se cumple en este caso.

if) G-V esconexa, en cuyo casoa es un puente de G-V y nuevamente hay dos

casos:
a)lV(G-{J/)| = 2, entonces:

K(G) < [V(G)] - 1 =K(H) +1 =k = A(G)

b) |V(G V| > 2, entonces dado que G tiene un puente a, G-V tiene un vértice de corte
corte al que llamaremos v, lo que indica que V. U {v} es un corte puntual de Gy por lo tanto

K(G) <KH)+1<k=A(G),

oncluyendo asi el teorema.

Uno de los resutados mas importantes de la teoria de graficas lo constituye el teorema

de Menger, con el cual concluimos este capitulo.

DEFINICION: Sea S ¢ V(G). Decimos que S es un SEPARADOR de G, st dados
u,ve V(G), conu no ady, v, se cumple que u y v estin en componentes distintas de G-S.

El Teorema de Menger, establece para una grafica G, cual es el minimo numero de

elementos de S.

TEOREMA 1.14 (Menger, 1927) Si u y v son dos vértices distintos no adyascentes
enuna grafica G, entonces el méaximo numero de uv-trayectorias internamente ajenas en G, es

igual al minimo nimero de vértices de G que separan a u de v.

42




Capitulo I Blogues, drboles y conexidad

DEMOSTRACION: Consideraremos solo el caso en que G sea conexa, pues en caso
contrario el resultado es trivial.

Si el minimo numero de vértices que separan a dos vértices distintos no adyascentes
es n=1, entonces no puede haber mas de n=1 trayectorias internamente ajenas en G, con lo cual

el teorema es valido para n=1.

Sean u y v dos vértices distintos no adyascentes en G. Denotemos por S_ (u,v), la
propiedad de que ninglin conjunto de vértices de cardinalidad menor que n separe a u de v

en G, y supongamos que el teorema no se cumple. Esto es existe meZ’, para el cual existen
graficas conexas G, con vértices uy v distintos y no adyascentes para los cuales existe S_ (u,v)

y sin embargo en G no hay un conjunto de m uv-trayectorias ajenas internamente.

Obviamente m> 2 . Consideremos F con esas caracteristicas y con el menor nimero de
vértices posible y sea H una subgrafica generadora de F que satisfaga S_ (u,v) y tal que H-a no .
cumpla S _(u,v) para toda ac A(H). Entonces H tiene 3 propiedades:

1)Si a=v,v, eA(H), lagrafica H-a no satisface S_ (u,v ), lo que significa que en
H-a, existe un subconjunto U( a ) con |U(a)| < m que separa a u de v , y como v, ady, v,
necesariamente v, 0 v, son distintos de u y v. Supongamos que v, #u,v . |[U(a)|=m-1, pues en
caso contrario H no cumpliria S_ (u,v), pues U(a)u {v, } separaauy v en H, contrariamente a lo

que hemos supuesto. De aqui que existe un conjunto de m vértices que separan a n y v en H. Ese

conjunto es;
Ua)w{v, } obien U(ayu{v, }.

2)Para cualquier weV(H), w#u y ww¥v podemos ver que uw y vw no son

simultaneamente aristas de H, ya que de ser asi H-w cumpliria con S_(u,v) y H-w contendria
un subconjunto de m-1 trayectorias internamente ajenas, si asi fuera H tendria un conjunto

de m uv-trayectorias internamente ajenas lo que contradice la forma en que H fue elegida.

3) Si W={w, ,w, ,w,,..,w,_ } es cualquier conjunto de m vértices que separana u de

v en H, entonces alguna de las siguientes posibilidades ocurren:

a)uw, € A(H) paratodai=1,2,..m
b) vw, € A(H) paratodai=1,2,..,m
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Para verificar esto, llamemos H, a la subgrafica determinada por todas las uw

-trayectorias de H que contienen exactamente un elemento de W y llamemos H, ala

subgrafica definida de manera semejante. De este modo V(H, )"V(H, )=W. Supongamos que
ni uw;, € A(H) ni vw; € A(H), paraij=1,2,..,m, y denotemos por H,- la grifica obtenida a

artir de afiadiendo un nuevo vértice v* las aristas v*w, , i=1,2,..m. Similarmente
p 1 E it R |

denotemos por H,- a la gréifica que se obtiene al afiadir un nuevo vértice u* vy las aristas u¥w,

i= 1,2,...m, (Figura 1.20). H,» y H,- tienen menos vértices que H y sin embargo H,-
satisface S, (u ,v*), lo cual implica que H.- contiene un conjunto de m uv* -trayectorias
ajenas en H 'y, de igual modo H,- contiene un conjunto de m u*v -trayectorias ajenas en H.

Estas 2m trayectorias determinan un conjunto de m trayectorias en H, lo cual es una
contradiccion. Asi que para cada conjunto de vértices W  que separe a u de v, u o v es

adyascente a cada uno de los vértices de W.

Para demostrar que esas m trayectorias son internamente ajenas, tomemos T la

uv-trayectoria mas corta en H, por la propiedad ( 2), la longitud de T es al menos 3. De

esta forma podemos denotar a T como T=u,u, \,,Uy,..,v, donde u; yu, # v. Si hacemos
a=u, u, , entonces por (1) U(a)w{ u, } es un conjunto de m vértices que separan a u de v.
Puesto que uu, € A(H) de (2) y (3) podemos desprender que u es adyascente a todo
vértice de U(a), sin embargo U(a){u, } es también un conjunto de m vértices que separan a u
de v. Como U(a)=$, por (2)y(3) tenemos que uu, € A(H), pero esto contradice el hecho

de que T sea la uv-trayectoria mas corta de G.

W

H .
¥

FIGURA 1.20
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Esta demostracion constituye la prueba de una de las versiones del Teorema de Menger,

el otro caso es considerar el S el conjunto separador como un conjunto de aristas, en cuyo caso el

teorema queda establecido de la siguiente manera:

" Sean u y v vértices distintos de G, entonces el minimo niimero de aristas que separan a u
s P

y v es igual al maximo nimero de uv-trayectorias disjuntas en aristas".

Otro comentario adicional es que el el Teorema de Menger, es una de las principales

consecuencias de un teorema fundamental acerca de flujo en graficas dirigidas: el teorema de flujo

maximo y corte minimo, cuyo enunciado y demostracion puede encuentrase en: [2], [1]. ' _f;ﬁ.;;-,
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Capitulo II Coloracién de Vértices.

CAPITULO DOS

COLORACION DE VERTICES

Cuando estamos frente a un mapa poligonal, podemos siempre considerar que sus caras
son paises o estados rodeados por el océano, que corresponde a la cara infinita (exterior).
En un Atlas, todos los paises, junto con el océano, estan coloreados de diferentes maneras.
Esto quiere decir que los matices han sido aplicados de tal manera que las regiones con
frontera comunes tengan colores diferentes. Si uno cuenta con una gran cantidad de colores,
esto no representa mayor complicacion, el problema mas dificil es hallar el menor numero de
colores suficiente para colorear "adecuadamente” un mapa.

La famosa conjetura de los cuatro colores, afirma que todo mapa puede colorearse de
manera adecuada usando cuatro colores. El matematico inglés Cayley, uno de los pioneros de la
Teoria de Graficas, publico en 1879, un articulo sobre el problema de los cuatro colores. Este
articulo se considera a menudo como el certificado de nacimiento del problema de los cuatro
colores. Sin embargo, esto no es correcto. El fisico escocés Frederick Guthrie, relata que
alrededor de 1850 este era un problema familiar entre los estudiantes de matematicas de
- Londres y que su hermano, Francis llamoé sobre el la atencidén de su profesor de matematicas,
De Morgan,

Parece que en un principio, €l problema no fue tomado muy en serio, ios matematicos
_ parecen haberlo considerado como un hecho evidente. Mas tarde aparecieron numerosas
. demostraciones algunas de ellas imprecisas, y el problema de los cuatro colores se vié resistido
en las tentativas de algunos de los matematicos mas capaces del mundo, hasta que finalmente
en 1976, K. Appel y W. Haken, pudieron dar una solucion, auxiliandose de técnicas
computacionales. El gran interés mostrado hacia este problema, estimulé poderosamente el
desarrollo de la Teoria de Gréficas, pues muchos de sus resultados, se alcanzaron gracias a que
parecian contribuir a resolver dicha conjetura.

Consideremos el mapa de la figura 2.1, la grafica obtenida que representa al mapa se da
en la figura 2.2, donde a cada region le asignamos un vértice y unimos dos vértices por una arista

siempre que estos tengan frontera comun.
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A

FIGURA 2.1

FIGURA 2.2

Con esta representacion, la coloracion del mapa es equivalente a colorear los vértices

de G, de modo que si dos vértices son adyascentes entonces tengan asignados colores distintos.

DEFINICION: Sea G una grafica. Una coloracion en vértices de G, es una funcién y

‘V(G@)—> Q, donde Q es un conjunto finito de objetos que seran llamados colores. Si |Q|=k, se
dird que y es una k-coloraci6n. '

Notemos que en la definicion anterior, no queda excluida la posibilidad de que a dos

veértices les sea asignado el mismo color y esto es precisamente lo que se desea evitar.
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Capitulo II Coloracion de Vértices.

DEFINICION: Sea G una grafica. Una coloracion propia de G, es tal que para
cualquiera u,ve V(G) con uve A(G) , y(u)= y(v).

A partir de la definicion anterior, siempre que se trate de una coloracion, se supondra que

es una coloracion propia.

Toda grafica de p vértices es p-coloreable, lo que si es interesante es saber cual es el
minimo nimero k para el cual una grafica G es k-coloreable, y esta es precisamente larelacion
con el problema de los cuatro colores, dado que si se puede demostrar que una grafica G que
representa un mapa de n regiones, puede colorearse utilizando cuatro colores entonces se habria

demostrado el famoso teorema.

DEFINICION: n es el nimero cromatico de G si n es minimo valor, para el cual G

admite una n-coloracién. Se denota % (G)

S1 % (G)<n, se dice que G es n-coloreable y si x(G)=n, G se dice n-cromatica.

La coloracion de una gréfica determina subconjuntos de vértices que corresponden al

mismo color, los cuales se definen a continuacion.

DEFINICION: Dada una coloracion de G. Al conjunto de vértices de G que les ha

sido asignado el mismo color se le llama clase cromdtica de G.

DEFINICION: Sea G una grafica y V ¢ V, decimos que V es un conjunto independiente
si dados u,ve'V | sucede que uve A(G).

Observemos que si G es completa, entonces no tiene Conjuntos Independientes.

De la definicién anterior podemos deducir que toda clase cromatica es un conjunto
independiente y ademads el nimero cromitico de G es el minimo nimero de clases cromaticas

en que se pueden partir los vértices de una grifica G.
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Capitulo I Coloracitn de Vértices.

Presentamos a continuacion algunos ejemplos de graficas para las cuales puede

determinarse el nimero cromatico de manera muy sencilla.

1) S1C, , un ciclo par, entonces x(Cz,)=2

1) SiC, ,, , esunciclo impar, entonces X(Cami) =3

itf) Para la grafica completa K_, entonces x(K,)=n

iv) Si B es una grafica bipartita con aristas x (B)= 2, lo cual demostramos enseguida.

TEOREMA 2.1 Para toda grafica G, x(G)=2 sty solamente si G es bipartita.

DEMOSTRACION: Sea G una grafica tal que x(G)=2, entonces existen en G dos
clases cromaticas V|, V, #¢ , que son dos conjuntos independientes e inducen una biparticién
de G, ya que V, nV,= ¢ y V, UV, = V(G), de donde G es bipartita. Por otro lado, si G es
bipartita, entonces por definicion V, n"V,=¢ y V,wV,= V(G), donde V, y V, son dos
conjuntos independientes y V, y V, # ¢, entonces asignando un color a los vértices de V, y otro
a'V,, lo cual es posible pues V, nV, = ¢, se tiene una 2-coloracion de V(G).

Una consecuencia inmediata del teorema 2.1 es que si T es un arbol no trivial, entonces
X (T)=2 . También equivale a decir que una grafica es 2-cromatica si y solo si no contiene
ciclos impares (Teorema 0.8). '

Aunque hemos mencionado algunos ejemplos de graficas cuyo niimero cromético puede
determinarse de manera muy simple, es muy importante sefialar que en general el determinar el
nimero cromatico de una grafica no es un problema trivial, en general el procedimiento para
encontrarlo es proporcionar buenas cotas para el. El objetivo primordial de este capitulo es
proponer algunas de tales cotas. Otro aspecto interesante es también resaltar que sélo hablaremos

de las circunstancias bajo las cuales las graficas pueden ser coloreadas y no del nimero de formas

en que esto pueda llevarse a cabo.

DEFINICION: Una grafica G es critica con respecto a su nimero cromatico si:
% (H) <x(G), para toda H, subgrafica propia de G. Si G critica y k-cromética, G se dice k-critica.

La gréfica de la figura 2.3 (Grafica de Grotzch) es 4-critica.
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FIGURA 2.3

TEOREMA 2.2 Si G es k-critica, entonces 5 (G)=k-1.

DEMOSTRACION: Lo haremos por contradiccion. Supongamos que &( G ) < k- 1,
entonces existe un vértice ve V(G ) con gr; ( v )=8( G )<k-1. Como G es k-critica G-v es k-1
coloreable ¥V ve V(G). Sean V,,V,,V,,..,V,,, lasclases cromaticas de una ( k-1 )-coloracion
de G-v. Como 6<k-1, entonces v es adyascente a menos de k-1 vértices por tanto existe je

{1,2,3,..,k-1 } tal que v no es adyascente a ningln vértice de V,, y por lo tanto v puede ser

coloreado con el color j, je {1,2,3,... k-1}, asi

{V,Vy, W Vulvi Vi, o Vi
es una k-1 coloracion de G, lo que contradice las hipotesis,

COROLARIO 2.1 Una grafica k-cromatica tiene por lo menos k vértices de grado

por lo menos k-1.

DEMOSTRACION: Sea G k-cromética y I una subgrafica k-critica de G. Por el
teorema 2.2 gr, (v)2 k-1 para todo ve HCG. Al ser H k-cromética, H tiene por lo menos k
vértices con lo cual se concluye el teorema.

Como lo mencionamos anteriormente, estableceremos algunas cotas para x(G). Uno de

ellos puede deducirse inmediatamente a partir del corolario 2.1. , j'i
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COROLARIQO 2.2 Para cualquier grafica G, x(G)<A(GH1.

DEMOSTRACION: Sea % (G)=k y sea H una subgrafica k-critica de G, por el teorema
2.2 k-1286(H)<d(G)<A(G), entonces A{G)+12k, esto es x(G)< A(G) + 1.

Con el proposito de establecer otros criterios para acotar el nimero cromatico de G,

damos las siguientes definiciones.

DEFINICION: Sea S un corte de una grafica conexa G. Sean V,,V,,..V_ el conjunto
de vértices de las componentes de G-S, las subgraficas G, = (V,uS) se llaman las
S-componentes de G..

La figura 2.4 muestra G y las S-componentes para S={ u,v} .

A BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS 4
YNATURALES 3

1

KL SARER DE M1y ALOs
MARA M1 GRANDEZA

G v
| e G, G,
FIGURA 2.4

DEFINICION: Decimos que las coloraciones G,,G, ,G,,...,G, coinciden en un corte S,
si para todo ve §, v tiene asignado el mismo color en cada una de ellas.

DEFINICION: Si H es una subgrafica de G que es completa, entonces decimos que H es

un clan.

TEOREMA 2.3 En toda grafica critica G, ninguno de sus cortes es un Clan.
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DEMOSTRACION: Se hara por contradiccion. Sea G k-critica y supongamos que G

tiene un corte S tal que (S) es un Clan. Denotemos por G,,G,,G,,...,G, las S-componentes
de G. Al ser G k-criticacada G, i=1,2,...,n es (k-1)-coloreable. Ademas puesto que (S) esun
clan, los vértices de (S ) deben recibir distintos colores en cualquier (k-1)-coloracidn de G ,

asi que hay una (k-1)-coloracion en G que coinciden en S, y que inducen una (k-1)-coloraciéon en

G, lo cual es imposible, pues G es k-critica.
COROLARIO 2.3 Toda grifica critica es un Bioque.

DEMOSTRACION: Supongamos que G es critica y que no es un bloque. Sea S={ v},
con ve V(G), vértice de corte. S=K, , el clan trivial, lo que contradice el teorema 2.15.

Otra consecuencia del teorema 2.15 es que si S={u,v} es un corte de una grafica
k-critica, entonces u y v no pueden ser adyascentes, pues en caso de serlo se tendria S={u,v}=K,

lo cual contradice el teorema 2.15. Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION: Sea {u,v} uncorte de S. Diremos que la {u,v}-componente G de G,
esdetipo 1 si toda (k-1)-coloracion de G; asigna el mismo color a u y v. Del tipo 2 si
toda (k-1)-coloracion de G; asigna distinto colorauyv.

La figura 2.5 muestra una componente de cada tipo.

. u 1 1 2
2 .
G 3

tipo 1 tipo 2

FIGURA 2.5

TEOREMA 2.4 Sea G una grafica k-critica con un 2-corte S={u,v} entonces:

i) G=G, UG, , donde G, esuna S-componente del tipo i (i=1,2).

ii) G, +uv y G,euv sonk-criticas, donde G, cuv es la grafica que se obtiene unificando u 